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Resumo

A cosmologia experimental de precisio vem sugerindo continuamente a
possibilidade de o universo estar acelerando. Na expectativa de conciliar a teoria da
relatividade geral ¢ o cendrio de Friedmann-Robertson-Walker com as recentes
observagdes, os relativistas tem se esforgado na construciio de modelos alternativos
para o flutdo césmico. Grande parte destes modelos tem sua motivacio na fisica de
particulas elementares afravés da energia do vicue ou mesmo de campos escalares
com potenciais  exdticos. Apesar das  rccentes  teorias  serem  razoavelmente
satisfatorias do ponto de vista fenomenoldgico, geralmente carccem de uma
sustentagdo tedrica convincente ou de algum indicio observacional direto. Na
tentativa de contribuir para diminuir em parte a arbitrariedade freqlientemente
envolvida na construgdo destes modelos, pretendemos investigar as propriedades de
uma nova possibilidade teérica  inspirada  em teorias nio-lineares  do
eletromagnetismo. Como vercmos, os campos vetoriais tem lido pouca atencdo neste
contexto. Apontaremos algumas das vantagens de se tomar esta escolha, mas também

mostraremos que ¢la ndo € isenta de suas préprias dificuldades.
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Abstract

Experimental cosmology suggests that the universe is undergoing a phase of
accelerated expansion. The standard cosmological model, based on Friedmann-
Robertson-Walker geometry, with speed-up cannot be accommodated within general
relativity without a mysterious kind of cosmic fluid that may acquire large negative
pressures. The majority of the fluid models is suggested by particle physics by means
of a cosmologica! constant or a scalar field with exotic potentials, but none of them is
compelling and some of them have serious drawbacks. In order to bypass some
difficulties with the arbitrariness of these altermatives we investigate another
possibility inspired by non-linear theories of the electromagnetic field. From the
conceptual pomt of view, this phenomenological approach has the advantage that it
involves only the electromagnetic field and does not invoke entities that have not

been observed. We will point also some problems that may arise with this type of

model.



Introducao

A comunidade de astrofisicos e cosmologos tem afirmado nos Gltimos
anos que a aceleragfio em larga escala do universo é um fato inevitavel [1]. Com
a excecdo de um pequeno nimero de ainda descrentes, argumenta-se que ela
pode ser inferida por distintas linhas de raciocinio, dentre as quais encontram-se
evidéncias experimentais tomudas como confidveis. Alguns pesquisadores
chegaram a declarar que a controversa energic do vicuo, geralmente associada
a constante cosmoldgica, uma estranha forma de energia que permearia o
espago intergalictico, estaria sendo indiretamente observada [2]. De fato, a
analise espectral de supernovas tipo Ia [3] combinada com o crescente nlimero
de dados obtidos a partir das anisotropias da radiagiio cosmica de fundo [4] tém
msistentemente apontade para um universo  homogéneo, euclidiano e
aparentemente acelerado. No erianto, a razito vela qual este recente’ fato esteja
acentecende, e como em detallics acontece, pesmanecem duvidosos.

Ainda que um grande nitmero de cosmdlegos observacionais tenha se
espantado com as primeiras evidéncias dirctas de um universo enquadrado nesta
prescrigdo, muitos tedricos as encararam como uma das pegas que fultava para a
moderna cosmologia [3]. Como nos atesta uma variedade de trabalhos das
decadas de 80 ¢ 90, conjecturas acerca du ace.oruclio cosmica foram aventadas
com o objetivo de melhor gjustar o modelo cosmoldgico padrio a certos

parametros observados [6]. Idéias deste género , como poderiam sugerir os

' Existem indicios, na teoria de formacgao de estruturas, de que a aceleragdo seria um
evento relativamente recente,



novos dados, ndo sdo recentes, e foram alvo de crescente interesse tedrico ao
longo do século passado. Para nilo mencionar o antige modelo de Lemaitre-de-
Sitter [7], cumpre ressaltar que alguns adeptos relutantes da teoria do estado
estactondrio sustentamn que a expansio acelerada ¢ uma de suas previsdes
genuinas, cujas origens encontram-se nos trabalhos de Hoyle da década de 50
[8]. Nos dias de hoje, o foco da discussio gira naturalmente em torno das
teorias inflacionarias, as quais, nfo sem seu devido mérito, aparentam descrever
cocrentemente grande parte da lustdria cdsmica [9]. Como se observa na
literatura. convencional. a grande maioria dos modelos construidos em
cosmologia parece ter como pano de fundo a teoria da inflagdo e raramente
encontra-se alternativas propostas em diferentes termos.

Preferéncias a parte, a suposta constatacio de um universo acelerado
certamente despertou interesses em uma série de questdes fundamentais. Desde
a década de 20 os astrénomos sabiam que o volume do universo estava
aumentando, separando cada ver mais as galavias umas das outras. No entanto,
assumiram geralimente que a taxa de expansio cra desacelerada, levando-se em
conta que a gravidade ¢ uma forga atrativa, Se¢, ao contririo, esta espécie de
antigravidade cosmica estiver ocorrendo, teremos de rever parte da fisica
atualmente estabelecida. Antes de mais nada, a teoria da relatividade geral de
Einstein ndo pode acomodar este cenario de observagdes sem antes postular ad
hoc a existéncia de fluidos césmicos com propriedades hidrodindmicas nio
usuats, sendo que esta forma desconhecida de matéria® deveria possuir uma
espécie de gravidade repulsiva. Questdes ndo usuais como estas deixaram os
fisicos em um grande impusse. Ou sec modifica a teoria vigente da gravitacio®
ou se procura novas formas de momento-energia capazes de gerar fais
comportamentos nesperados. As duas linhas de argumentacio, é claro,
merecem  devida  atencdio, mas nesle ftrabalho concentraremos nossas

mvestigagdes apenas na segunda proposta.

*Ou energia escura, como preferem alguns.
® Sacrificando a elegéncia da Relatividade Geral, o que poderia causar espécie

desconforto.



Na cosmologia tradicional, a busca pela curvatura global do espago-
tempo em termos do conteudo material do universo nos leva forgosamente a
pensar a matéria galactica luminosa, a radiagio c¢osmica de fundo e outras
possivels formas de energia como aproximados por certos tipos de fluidos.
Estes fluidos perfeitos’, como sio chamados, sdo caracterizados univocamente
por sua densidade de energia e pressdo. Se insistirmos et descrever a
aceleracdo cosmica com o uso desses elementos, deveremos assunir
simultanecamente equagdes de estado ndo convencionais, admitindo por
exemplo a possibtlidade de a pressio se tornar altamente negativa em certos
tipos de regimes. Em mecénica dos meios continuos ¢ da elasticidade estas
pressoes seriam equivalentes & uma espécie de tensfo restauradora, Atualmente,
toda uma série de problemas relacionados a distribuicdo espacial, dindmica bem
como a natureza microfisica desta encrgia escura, $80 no minimo controversas.
Além do mais, ela nio pode se aglomerar como a matéria baridnica, pois. desta
forma, ja haveriamos detectado sua presenca nas estimativas de energia em
aglomerados de galaxias, o que definitivamente niio ocorre. Por esta razdo,
alguns especialistas tém sugerido uma terminologta aparentemente mais
adequada para este tipo de (luido, o saber tensdo suave [10].

Na expectativa de fornecer suporte @ estes apontamentos, uma variedade
mfindavel de candidatos tém sido propostos como modelos para a tensdio suave
[11] e embora muitos deles sejam interessantes do ponto de  vista
fenomenoldgico, carecem em geral de uma sustentagdo tedrica convincente
[12]. O candidato mais simples seria a constante cosmoldgica, possivelmente
originada na energia do vicuo quintico. Apesar de ser um nodelo
iresistivelmentc simples e autoconsistente, capaz de modelar com precisio as
observagoes atuals, muitos fisicos de particulas acreditam que uma versio
futura dos calculos acarretard em uma encrgia do vicuo precisamente tgual a
zero [13]. Este fato juntamente com as evidentes vantagens proporctonadas
pelos métodos utilizados na teorta da inflaciio motivaram a possibilidade de se

considerar novos tipos de campos dinamicos como fontes da aceleragio. Estes

! Fluidos mais complexos podem ser ulilizados, mas restringiremos nossa analise agu!
aos fluidos perfeilos,




modelos, em geral, consideram nula a energia do vicuo e assumem que nem
todos os campos fisicos alcancaram seu cstado fundamental. Os campos
escalares. em particufar, possuiriam potenciais capazes de gerar pressoes
negativas e variaveis com o tempo, de forma que fossem subdominantes para
altos redshifts e dominantes para baixos redshifis, como parece de fato estar
indiretamente sendo observado. Apesar de o emprego destes campos
apresentarem uma série de vantagens teoricas, ndo possuem ainda o respaldo da
expenmentacao/observacio. As motivagdes para a forma funcional destes
potenciais, além do mais, sdo mameras ¢ a preferéneia por uma escolha
particular ¢, infelizmente, extremamente arbitriria’ [6).

Naturalmente, nossa capacidade para esgotar as particularidades de cada
uma destas propostas, & eventualmente descarta-las como qualquer outra teoria
cientifica ¢ ainda bem menor do que seu crescente niumero®. Este estado de
cotsas ndo pode deixar de causar certo desconforto, uma vez que a grande
maioria das novas teorias t&m apelado para uma fisica ndio convencional,
cvocando um sem nimero de cntidades abstratas ainda mobservadas. Como
exercicio de pensamento, poderiamos comecar a nos perguntar se algum efeito
ainda desconhecido da fisica local, isto €. a fisica observada em nossos
laboratérios atualmente, poderui estar tomando parte em algum lugar no meio
desta historia. Este tipo de argumentacio, apesar de suas Obvias dificuldades
imediatas, teria sem divida a vantagem (bem como a simplicidade) l6gica de
ndo precisar contar com especilundes de ordent maior, tais como dimensdes
exlras, campos escalares ou teorias de cordas, para nio prolongar demais a lista.
Se 0 modelo resultante for, no minimo, condizente com as observacdes, teremos
certamente dado um passo adiante. Este procedimento, na pior das hipé6teses,
ndo deixaria de ser menos legitimo do que a grande parte dos outros métodos

geralmente abordados.

° Matéria fantasma, campos taquidnicos, gas de Chaplygin, quintesséncia constituem
outras possibilidades.
® Novas expedigOes de satélites pretendem reverter esta situagao.




De fato, investigaremos neste trabalho uma destas novas alternativas,
procurando  possiveis generalizagbes da teoria classica do campo
eletromagnético. Para os fins esperados, duas extrapolagdes razoaveis poderiam
ser de relevancia cosmoldgica. A primeira delas poderia estar relacionada com a
dindmica do campo de Maxwell na presenca de potenciais gravitacionais
elevados. A segunda, teria sua origem em ndo-lineariadades possivelmente
ainda niio detectadas na dinamica deste campo. De qualquer forma, toda espécie
de cutdado € claramente pouca nesta busca, uma vez que a grande maioria da
informagdo oriunda do universo profundo se propaga por meios
eletromagnéticos [14], e mesmo uma pequena modificacdo na teoria de
Maxwell poderia acarretar em uma drastica mudanca nas interpretagdes dos
dados. Nosso objetivo ndo vai nesta dire¢ao, e nds esperamos que nossa leoria
seja conststente com grande parte das observacdes e interpretacdes atualmente
estabelecidas.

A analise exaustiva da questio de acoplamentos ndo minimos da
eletrodindmica com a gravidade bem como suas conseqiiéncias para a
cosmologia serd adiada para uma outra ocasido. De agora em diante passarcinos
a analisar apenas o problema du cletrodindmica niio-linear. Algumas tentativas
de se modificar as equacoces de Maxwell em um contexto cosmoldgico foram
realizadas ao longo dos anos. Estas tentativas mostraraim-se reicvantes na
compreensao ¢ analise de wés problemas de tmportincias distintas -~
singularidade, causalidade e acclerago — ndo inteiramente estabelecidas. Ainda
que os problemas da singulanidade e da causalidade tenham sido razoavelmente
bem estudados [15{, a questio da aceleragio no contexto de campos
eletromagnéticos nao-lincarcs somente despertou o interesse nos 1ilimos anos
[16]. Se esles campos sio esperados para atuar como fontes da aceleracio em
um universo homogéneo e isotropico, hipoteses restritivas sobre suas condi¢des
iniciais [17], ou processos estatisticos de médias espaciais devem ser assumidos
a priori [18]. Tremos mostrar que tal procedimento € plausivel e construirentos
explicitamente unl modelo onde a aceleragio cosmica tem como origem um

fluido de radia¢zo ndo-linear que nés apelidamos de Luz Escur.



De qualquer forma, nosso trabaiho pode perfeitamente ser traduzido
para a linguagem de uma teoria de campo vetoriai arbitraria em espagos curvos.
Campos tensoriais de ordem mais alta, provavelmente pelas evidentes
dificuldades de natureza matematica, bem como pela falta de motivagio fisica,
receberam pouca atengdo no contexto da aceleragiio do Universo. No entanto,
uma generalizagio imed:iata, apesar de mais complicada, seria a consideracio
de campos de gauge vetoriais ao invés dos campos escalares usualmente
empregados.

No capitulo 1 serd apresentado o formalismo basico para se descrever a
aceleragdo no cenaro de Friedmann-Robertson-Walker, e a titulo de ilustragio,
algumas propriedades do modelo A CDM [11] ¢ de campos escalares serdo
anafisadas. Os dois préximos capitulos pretendem construir a base matematica
para a descrigio de teorias de gauge vetoriais em espagos curvos, do ponto de
vista cinematico e dmamico respectivamente. No capitulo 4 um modelo
especifico de teoria nao linear do cletromagnetismo sera apresentado como

candidato a energia escura.



Capitulo 1 — A aceleracido do universo

Talvez ndo seja exagerado afirmar que um dos grandes postulados da
cosmologia moderna ¢ a aceitacdo tacita de um Universo predominantemente
controlado pela forga da gravidade. Tsto significa que sua evolugho deveria, pelo
menos em principio, ser representada por modelos cosmoldgicos solucdes das
equacdes de Eimstein. Além do mais, temos fortes indicios observacionais de
guc durante a maior parte do tempo cosmico o Universo foi de fato homogéneo
e isotrdpico em largas escalas. Espera-se portanto, que a descri¢iio apropriada
de sua geometria seja identificada com os universos de Friedmann-Robertson-
Walker. De fato, qual dentre as possiveis solugdes se adaptard melhor aos {atos
dependera sensivelmeniz das observacdes concernentes as propriedades do
contetido material do Universo, tomadas em conjunto com suas respectivas
equacdes de cstado.

Neste capitulo iremos construir de forma resumida o formalismo bisico
referente a cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker, ¢ mostraremos como
ela se adapta a questio da aceleragdo. Nossa andlise sera baseada
predominantemente na evolugido dos parimetros cinematicos os quais, tomados
em conjunto com a equaciio de conservacdo, sdo inteiramente equivalentes as
equacdes de Einstein [19].

Para evitar possiveis erros de interpretagao no futuro, tomaremos neste

trabalho uma postura de certa forma conservadora, e trataremos a questao da



acelerag@o do universo antes de mais nada como uma hipétese. Seguindo esta
linha, comentaremos brevemente o papel desempenhado pelas principats
tentativas de se descrever a aceleraciio cosmica em termos de fluidos nio

convencionais.

1.1 — A equacio de Einstein e o tensor energia~-momento

Apesar do crescente namero de novas teorias candidatas a descrigao da
gravitagdo em Jarga cscala, assunuremos neste trabatho a validade da
relatividade geral de Einstein. As equagdes de Einstein para o tensor métrico
relacionam a curvatura do espago-tempe a distribuicio de matéria, e se

€serevem

1
R‘ul' _Eg,uyR:_k‘T,uv’ (11)

onde k& & a constante Je Einstein, relacionada a constante de Newton pela
expressiao  k =87G/c’ . Em geral, por questio de simplicidade, usaremos o
sistema de medidas onde ¢ =k =1 (velocidades e forgas sio considerados como
grandezas adimensionais ¢ a massa adquire unidades de comprimento).

O estado fisico do contetido material do universe, como por exemplo o
luido galdctico. @ radiagdo eictromagnética e os neutrinos, € descrito pelas

tensdes ¢ cstresses conlidos no fensor energia-niomento . Este tcnsor

e

simétrico deve satisfazer a equacdo de continuidade {(conservagao) 77", =0,
uma vez que a identidade de Bianchi deve ser satisfetia pelo lado esquerdoe das

equagdes de Emnsteln.



De forma a estudar as caracteristicas individuais de cada tipo de fluido
observadas por um dado observador, passaremos 4 mvestigagdo dos chamados

pardmetros cinemdaticos.
1.2 — Os parametros cinematicos

Em relatividade geral pode ser conveniente a representagio de algumas
grandezas fisicas via projecdes tensoriais. Estas projecdes referem-se ao que se
convencionou chamar cumpo de observadores. Como veremos, uma grande
quantidade de informacgdes sobre as simetrias de uma variedade Riemanntana
podem ser interpretadas em termos das propriedades cinematicas deste campo.

Passemos agora aos detalhes matematicos. Definamos um campo de
observadores como sendo um campo vetorial arbitrarto (V' =¥F*e, ) do tipo
tempo (g, V' *V" >0). As linhas de universo de cada um destes observadores,

sendo sempre tangentes ao campo, devem satisfazer o sistema de equagdes

A

Cf /]\-

=P (L (D)) (1.3)

onde A € o chamado pardmetro afim.

Ao conjunto de todas as curvas integrais x“ (2, {x”s}) denominaremos

congruénciv ou fluxe de I A resolugio do sislema de equacdes diferenciais
cabe naturalmente a teorta de sistemas dindmicos € ndo sera de mteresse no
momento. O que de fato nos interessa aqui sdo as derivadas covariantes do
nosso campo de observadores. Decompondo as componentes deste tensor em
suas partes irredutivels, constiutremos os parametros cinematicos do campo, o

que nos permitird classificar algumas de suas propriedades geométiricas. Para

simplificar a notagiie. normalizaremos este campo de forma que g, 7"V =1.



O conjunto de vetores perpendiculares & ¥ no ponto P constituem um
espago vetorial DH(P) denominado referencial inercial local em P. A
hipersuperficie tangente a DH(P) em todos os pontos denominaremos H.

Seja o tensor de projegdo definido por

P g0 V.V, (1.4)

oo

Este objeto projeta tensores arbitrarios nas diregdes perpendiculares & V| e t2m

as seguintes propriedades:

hm, zlvw;
h V" =0, (1.5)
vl 4,
™ =h",

Suponhanios agora que as componentes ¥, sejam conhecidas, e que tomemos

aprojegao O, =h" ./ f".-Vmﬁ. Desenvolvendo por partes, teremos

/Ig;fhjjt'[/’u:ﬁ :((S‘O!I“ —VO:V;_,)((SﬁV #VﬁK')Va‘ﬂ =

2(5”;:(5/;" ""C)NJ‘UV'PIL)\ _CS‘[)'I'VM‘V_U +V“V,11VﬁVu)Va:H =

=1, =V, Vv, (1.6)

1A



uma vez que, pelo fato de ¥ ser um campo normalizado, ¥, V" =0.

. Dy,
Denominaremos as grandezas V”:ﬁl‘/” pelo vetor de aceleragdo ¢, (a, =——
). Desta forma, segue a expressao

Vg =Qap ta,v,, (1.7}

onde (2, € um lensor perpendicular a V', isto €, pertence & trise¢ao H.

Lembremos que: normalizando o campo de observadores, o tensor V, ; passaa

contar com apenas doze componentes independentes. Decompondo o tensor

@, (oito componentes independentes) em suas partes irredutiveis temos

0. =0

=2

+ @

(«f1

!
i, +—=6h . 1.8
ify 3 (.(ﬂ ( )

Cada um dos tensores desta decomposicdo sdo denominados respectivamente
por deformac?o, vorticidade e expansdio estando relacionados com algum tipo
de propriedade das linhas do fluxo . Antes de exibirmos as propriedades destes
objetos algébricas, vejamos como eles se relacionam com as linhas de fluxo.
Para se ler uma visdo pictorica do significado geométrico destes objetos,
tomemos duas trise¢des H; ¢ Hs sulicientemente préximas ¢ um subconjunto de
linhas da congruéncia. A intersegdo entre cada elemento do subconjunto e a
devida superficie se dardo em pontos de H; e Hy. A forma como a distribuigéo
destes pontes se modificu ao longo das superficies estdo diretamente ligadas aos
pardmetros cinemdaticos. A figura 1.1 exibe comeo um ftridngulo infinitesimal,
em particular, definide em H; sc modifica quando em H; sendo os vértices

definidos pelas linhas do fluxo.



Figura 1.1: Esbogo da evolugdo de um tridngulo definido pelas linhas de fluxo. O

escalar @ estd relacionado basicamente com a escala, podendo aumentar ou diminuir a

area da figura, O tensor simétrico o, sendo o responsavel pela deformacio do

trifingulo, modificande scus lados em proporgdes diferentes. Finamente a vorticidade
caracterizado pelo angulo de rotagio do tridngulo

As seguintes propriedades valem para os parAmetros.

1) Deformagio: simétrico € sem trago

Ty =0,
g“o,. =0; (1.9)
o, V' =0;

2) Vorticidade: antissimélrico
@, =T,

(1.10)



Vo .
w, V' =0;

3) Expansido; divergéncta covariante

A partir das definigdes acima, podemos escrever explicitamente as expressoes.

2 1
L Oap = ' @hy)"V, . -——3—9haﬂ
iL @, =h"ahy Y, (1.11)

IH 9 = V#;,u

Lembrando que em wuma vartedade Riemanniana as derivadas
covariantes de ordem superior nio comutam em geral, a evolugiio de cada um

destes pardmetros deve satisfazer necessariamente a tdentidade

14

Burw 4

a
Buoviu =R ﬁyvVa (112)
De fato, conhecendo-se as derivadas dos parfinetros cinemaéticos, pode-se em
principio, via resolugio das equagdes diferenciais acopladas e nde-lineares 1.12,
construir as componcntes independentes do tensor de Riemann. Apds algumas

manipulacées algcbricas nas equacdes acima encontramos finalmente a equagio

Il? i /Iﬁ \'Q

o

+ a, aﬁ B h(z ! hﬂva,u:v + Qa}f Q}’ﬁ = Raa‘ﬁ? veve ( L1 3)

o

Esla equagilo contém toda informagdo necessaria para a obtengiio da evolugio
dos pardametros cinemdticos. Nio nos preocuparemos com & evolugio
complicada dc todos estes parimetros. Como veremos, pelo altissimo grau de

simetria exigido pelas solugdes de Friedmann, somente o estudo da equagao de

13



Raychaudhuri {equagdo envolvendo a divergéncia covariante do campo de
velocidades) serd suficiente. Ela pode ser obtida a partir da equacio acima
através de um pequeno numero de manipulacdes algébricas que assuniremos

sem demonstracéo.

A equacdo de Raychaudhuri se escreve

6+6°[3+20% —2@* ~a"u =R, V'V (1.14)

ny

2 2
onde " =00, cm =@

ny
@, -

1.3 — Tensor energia-momento

Uma das buscas fundamentais em cosmologia consiste em estabelecer as
propriedades do “fluido cdsmico” responsavel pela curvatura do espago-tempo
[Novello, Notas]. As caracteristicas fisicas destas distribuigdes de energia
devem ser associadas s medidas feitas por um comjunte particular de
observadores. Uma classe de observadores representada pelo cumpo acima

descrito decompde o tensor energia momento da seguinte forma

T;w:pVva—ph +q(,thV)+ﬁ,ttV (115)

v

sendo p mterpretade como densidade de energia. p a presséo 1sotropica, ¢, ©
vetor transmissao de cator ou vetor de Poynting e 7, a pressio anisotropica.

Em termos do tensor 7. temos respectivamente

. 1
p=T, V", p:—gfm,h“";

{1.10)



4, =T,

Bra . _ o 4
(/;}V h Ay 7?."‘”, = Taﬂh yh v + phpl' .
De agora em diante, passaremos a considerar apenas os fluidos perfeitos, isto é,
fluidos caracterizados apenas por sua densidade de energia e pressio. Além do
mais, consideraremos que a distribui¢ao destes fluidos € homogénea e

isotrdpica para os observadores que sdo comoventes com o mesmo.
1.4 — Universo de Friedmann

A cosmologia relativista tem como objetivo examinar a estrutura do
universo  como um fodo, negligenciando em primeira aproximacio as
irregularidades locais gragas as aglomeragdes de matéria. Esta aproximagio
pode ser pensada como a busca por uma geometria de fundo na qual todas as
discrepncias funcionam como pequenas perturbagées.

A descrigio convencional da geometria cosmica em larga escala é
usualmente fornecida em termos dos modelos cosmoldgicos de Friedmann.
Estes modelos, apesar de sua grande simplicidade 16gica tem adguirido suporte
experimental cada ves menos controverso, baseado geralmente em observagdes
homogéneas e 1sotropicas da radiagio cdsmica bem como atraves da contagem
e distribuicfio de objetos luminosos no céu.

Os universos de Friedmann t8m como fonte a superposi¢do de fluidos
perfeitos. Além do mais, as linhas de universo das “particulas” destes fluidos
devem ser identificadas com os elementos de uma congruéncia geodésica do
tipo tempo, uma vez que nao ha presenga de forgas além, € claro, da
gravitacional. Iremos cxignr também que os tensores de deformagho e
vorticidade se anulem identicamente para qualquer regizo ao longo do fluxo
dessas particulas. Desta forma, garantimos a homogeneidade e isotropra do
modelo bem como a existéncia de wm tempo global. Lembrando que para um

fluido perfeito o tensor energia-momento se escreve

7?(“’ = I(-)V.Il IJ’I' - j)/".(”' = (p + p)VIH VI' - pg‘(“' (] ‘ 1 7)
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as exigéncias mencionadas resumem-se nas equagoes

L a, =V, V?=0

t A 1 "
I O = Wah, 7V, ~ S—Hhaﬂ = ) (1.18)
m. @,y =y V=0

Baseando-nos nestas condigdes posiulernos a seguinte equagio para o intervalo

[20].

ds® =dr’ "l_a_;(i)‘_[dl'z +r(d07 + sin zgdwz)] (1.19)
+ &

onde £ = ~1,0 e 1 referem-se respectivamente as trisegdes do tipo hiperbélico,
euclidiano ¢ esférico.
A evolucdo do falor de escala «(r) é governada pelas equagdes de

conservacdo ¢ Raychaudhurt Para um {luido perfeito, com densidade de

energla o e pressio . oslas equacdes assumem a forma

p3p+ p)i=0 (1.20)
a

£+~(L(p+3p)20, (1.21}

ef )

admitmdo uma ntegral primeira. De fato, é simples demonstrar que



“L_¢ (1.22)

Esta relagdo sera particularmente importante para a analise qualitativa do
comportamento do fator de escala no que se refere as teorias investigadas nos
ultimos capitulos.

Em geral, se admite que a pressdo seja uma fungéo continua e linear da
densidade de energia — a constante de proporcionalidade dependendo do tipo

de fluido considerado. A cquagio de estado toma entiio a forma
p=Ap (1.23)

onde A ¢é uma constante. Em particular 4 =0 para a matéria baribénica e
A=1/3 para a radiagao Maxwelliana . Levando este fato em consideragiio nas

equagdes de Friedmann temos

p+3p(l+ ) S =0 (1.24)

4]
ou seja
p(A) = de AT (1.25)

indicando que quanto maier o valor da pressiio em termos da densidade de
energia, mais rapido ¢ o decaimento de p com o fator de escala.

Analisando a equacio de Raychaudhuri, torna-se evidente que a teoria
da relatividade geral ndc pode acomodar um universo acelerado a menos que se
considere fluidos com equacbes de estado n&o usuais. Estes fluidos devem

violar necessariamente a condi¢do de energia forte, isto &

R,V“V" <0 (1.25)



ou analogamente

(p+3p)<0 (1.26)

O procedimento comum para se violar a condigiio de energia forte, € admitir
que determinados tipos de fluidos podem de fato ser modelados por pressoes
negativas. Passaremos a analisar de agora em diante algumas possibilidades de

gerar universos acelerados dominados por fluidos propriedades semelhantes.

1.4 — Constante cosmologica

O exemplo mais simples, embora controverso, de um fluido com
propriedades semelhantes pode ser gerado a partir de uma constante A . Embora
os argumentos de Einstein para se introduzir a constante cosmoldgica em suas
equagdes de movimento sejamr de natureza puramente geométrica, podemos

reinterpreta-la através do rensor energia-momento de um fluido perfeito. As

equagdes de Finsiein com a constanle cosmolédgica adquirem no “vicuo” a
forma
1 2
R!n' - "_)ug,m‘R - _Ag,uv ’ (i —7)
onde 7, =-pg,. p=-p € p=A. Nesle caso altamente ilealizado, a

densidade de cnergia nio varia com o raio do universo, e a equacdo de

Raychaudhurt tmplica cm um fator de escala acelerado da forma



que coinctde com o universo de Lemaitre-de-Sitter. Uma versio mais
convincente deste modelo deve necessariamente levar em conta as outras
distribuigdes de momento e energia presentes no universo € de fato, muitos
cientistas argumentam que quando considerada juntamente com a matéria
escura, a constante cosmoldgica fornece uma das melhores descrigdes
fenomenologicas das observagdes astrondmicas (incluindo obviamente a
acelerdgﬁo), que € conhecido pelo nome de modelo ACDAM [11]. No entanto,
esta abordagem ndo € livre de suas proprias dificuldades.

Do ponto de vista tedrico, acredita-se que a constante cosnioldgica
esteja relacionada com as particulas virtuais que habitam o vicuo quantico,
embora os cilculos estimados de energia variem entre 10> até 10'* vezes a
densidade critica supostamente observada. O fato de que a densidade de energia
também ndo varia com o tempo também pode levantar outras espécies de
questionamentos indesejaveis. Estes tipos de problemas tomados em conjunto
com a crenga por parte dos fisicos de particulas que um célculo futuro da
energia do vicuo seja precisamente nula fevou os fisicos a pensarem outras
alternativas. Entre elas encontram-se as consideragdes acerca de campos

escalares.
1.5 — Campos escalares

Durante as ultimas décadas, grande interesse foi devolado ao estudo de
campos escalares. Esles campos ganharam interesse a partiv de modelos
especulatives da fisica de particulas elementares, e alcancaram seu dpice
fenomenclogico na teoria mnflaciondria. De qualquer forma, na auséncia de
evidéncias experimentais conclusivas, estes modelos podem servir como
prototipos para outros modelos possivelmente mais “realistas”. Os mais simples
modelos desta proposta admitem uma agio envolvendo a energia cinética bem
como um termo de gradiente espacial, sendo que o campo escalar real so
interage consigo mesmo e com a gravidade. A Lagrangiana adquire entiio a

forma genérica



L
L=—g"a,08.®-V(®), (1.29)

onde o segundo termo pode ser pensado como uma espécie de potencial

interativo. As equagdes de movimento tém a seguinte forma

gD | +§£:o, (1.30)
oD
ou analogamente
1 V14
-g® | +—=0. 1.31
— e, a5 (131)

A simiples realizacio dinamica de um campo escalar homogéneo ¢ 1sotrépico

em uma cosnmologia de FRW segue as equagdes

O+ 3H D+ V(D) =0 (1.32)

Claramente. so o inleresse € resolver as equagdes acinia, precisamos da
forma funcional do potencial. No entanto, como brevemente mencionado
anteriormente, o grande problema em se sustentar modelos escalares para o
fluido cosmico esta na arbitranedade envolvida nesta escolha. Esta ativa drea de
investigacdo, com a freqiiente ntrodugiio de novos modelos, conta com
inimeras propostas [enomenologicas para a forma dos potenciais, que podem
variar de poténcias do funcdes hiperbolicas alé combinacdes lincares de
exponencials complicadas. Espera-se que a energia escura possa, atraves destes
mecanismos, ser descrila efetivamente por melo deste esquema.

Existem ainda propostas consideravelmente mais complicadas nas quais

o acoplamento entre a energia escura e a gravitagio se da de forma ndo-minima.



Estas tentativas admitem um acoplamento explicito envolvendo o escalar de
Ricct e uma dada funcio do campo, mas sdo necessariamente mais sofisticadas.
Finalmente tem-se considerado um novo tipo de campo dotado de energias

cinéticas negativas chamados de campos fantasma.

O tensor momento energia destes campos podem ser obtidos

convencionalmente pela variagfo funcional.

T, = 5(“_5“ (1.33)
N s

ou seja,

[ )y=d & —%(CIJ‘ZCD": — )

o
=i

A densidade de energia bem como a pressdio armazenadas nesses canipos sio

respectivamente

p:%d)-Jr V(D) (1.35)
[):%CD—-V((D) (1.36)

Uma caracteristica interessante de modelos deste género ¢ que a equacdo de

estado efctiva toma a forma

2

“-:L_.I..(l)_‘.]-’((D)J [i(D-+V(CID)} (1.37)
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que pode apresentar valores em um dominio definido entre 1 ¢ —1. Além do
mais, w pode variar com o tempo, 0 que certamente pode se tornar uma
vantagent com relagdio 2 outras propostas. Ent geral a aceleracdo ocorre em unt

regime 1o qual a energia potencial supera a energia cinética.

Véarias propostas da fisica de particulas elementares vem tentando
resgatar o mecanismo quintico que poderia gerar estes tipos de campos.
Algumas delas vdo na direqdo das teorias de quebra dinimica de supersimetria,
podendo gerar potenciais com poténcias inversas do campo. Nio obstante
parece pertinente ressaltar que no momento o cendrio de campos escalares
como candidatos para a energia escura ainda carece de sustentacido convincente

da fisica de altas energias.
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Capitulo 2 — Eletrodinamica, espacos
curvos e cosmologia

O eletromagnetismo de Maxwell e a relatividade geral de Einstein
constituem dois exemplos tipicos de teorias classicas de campo. Enquanto a
primeira ¢ linear ¢ vetorial, a segunda € nfo-lmear e naturalmente descrita por
tensores de ordem elevada, o que a torna wma teoria consideravelmente mais
complicada do ponto de vista matemdtico. As duas teorias aparentemente
independentes mterceptam-se no que se refere ao problema da interagdo. Apesar
de o acoplamento entre estes campos ser ainda uma questdo em aberto,
podemos afirmar que a interacdo emerge como conseqliéncia da natureza
vetorial do campo elerromagnético bem como da estrutura  geométrica
introduzida pela relatividade geral. ¢ pode ser interpretada simplesmente como
uma espécte de espalhamento das ondas eletromagnéticas pela curvatura da
geometria [21].

Encontrar solucdes exatas para o sistema de equagdes diferenciais
acopladas que descrevem este sistema nem sempre se mostra tarefa simples,
sendo necessario na grande matoria dos calculos acrescentar hipoéteses
restritivas sobre a estrutura e/ou a dinamica de ambos os campos. Este tipo de
diftculdade nao é exclusiva do campo cletromagnético ¢ se manifestard de
forma inequivoca em qualquer teoria de campo onde o “ambiente de
propagacio” (no caso o espaco-tempo) s¢ja conseqiiéncia da propria dinamica.

Analisaremos neste trabalho algumas questdes relacionadas a
extrapolacdes autointerativas da teoria de Maxwell, isto €, consideraremos néo

linearidades adicionats nas equagdes de movimento bem como as devidas
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alteragdes provocadas na distribuigio de momento e energia representada pelo

tensor T, . Neste caso, mesmo no espago-tempo de Minkowski, a teoria pode

ficar exageradamente complicada, apesar de estar. em primeira aproximagio,
consistente com praticamente todas as observacoes.

A grande motivagdo para se adotar tal postura sustenta-se na seguinte
conjectura: poderiam pequenas ¢ eventuais discrepincias nas equagdes de
movimento lineares de Maxwell acarretar espécie de efeito ainda desconhecido
emt escalas cosmoldgicas? Esta questdo certamente tem sua procedéncia uma
vez que tanto a cosmologia quanto a astrofisica relativista tém exemplos de
configuragdes (tanto tedricas como experimentais) de campo que vao desde os
gigantescos (em extensiio) campos magnéticos intergalacticos a radiagdo
cdsmica de fundo passando pelas estrelas de néutrons magnetizadas bem come
pelos buracos negros carregados.  Uma das possibilidades pode  estar
relacionada com a questiio da aceleragiio cosmica. e de fato esta sera nossa linha
de investigacio.

Além da cosmologia existem, € claro. muitas outras inspiragdes para se¢
estudar teorias ndo lineares do eletromagnetismo. Para nao citar as motivagées
tedricas provenientes da antiga fisica de particulas [22] bem como da teoria
quantica de campos [23] passcmos para algumas motivagdes experimentals.
Antes de mais nacla, a fisica do cstacto sohido esta repleta de exemplos concretos
de materiais com comportamentos nitidamente ndo  lineares - materials
magnéticos, cristais soh a acdo de pulsos de laser intenses, certos tipos de
dielétricos ete. Além do mais, praticamente todo tipo de material que demonstra
comportamento linear sob a agdo de baixos campos, eventualmente se comporta
de forma ndo-linear sob a agdo de camipos intensos. Isto se di gragas ao sem
nimero de interacdes eletromagnéticas nos agregados de moléculas no interior
da matéria (oscilagdes i1dnicas ou eletrénicas), que de um ponto de vista
macroscopico podem scr estudadas sob a otica de uma teoria efetiva nao-hinear
do eletromagnetisimo [24]. Em teoria de campos, o método da geometria efetiva
permite estudar as conseqiiéncias das ndo linearidades de forma elegante via

geometrizagio da interagdio, o que inclusive abriu a possibilidade de simular
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efettos gravitacionais em laboratdrios [25]. Portanto podemos argumentar que,
em geral, a violagdo do principio de superposigio em algumas teorias pode ser
Interessante para se estudar campos eletromagnéticos no interior da matéria,
bem como descrever convenientemente estes campos em situagdes onde a teoria
de Maxwell nos oferece previsdes limitadas.

Neste capitulo, descreveremos de wm ponto de vista axiomdtico a teoria
do eletromagnetismo ndo-linear em espagos curvos. Algumas motivacgdes
fisicas para estas consideragdes serdio deixadas para os capitulos posteriores,
onde também se utilizard um exemplo concreto como medelo para a aceleracio
do universo. Algumas propriedades cosmoldgicas destas extrapolagdes serfio

comparadas, no final, com a teoria de Maxwell,
2.1 - Cinematica do campo

Iremos assumir que os fendmenos eletromagnéticos podem ser
caracterizados por um conjunto de seis numeros, nlo necessariamente
independentes, em cada ponto do espaco-tempo. A descrigio matematica

convencional destes elementos ¢ geralmente realizada em termos de um campo

tensorital de ordem dois anussimétrico denominado tensor de Furadaoy F .

Projetado na base de dois-forma este objeto adquire a seguinte expressiio

F=F  (x)dv? ~dy |

onde A representa o produto exterior. A forma como as componentes ~ (x)

se relaclonam com as componentes dos campos elétricos e magnéticos medidas

no laboratério por uma dado observador serdo analisadas logo adiante. Sera

conveniente definir também o tensor (igualmente antissimétrico) dual F , sendo

+

Fom o () e A el (2.2)

onde

[a]
th



a AV

Lo
Foomon B (2.3)

Seguindo Landau e Lifshitz em seu texto Teoria do Campo [26],
construiremos dois invariantes a4 partir dos tensores acima citados, os quais

denominaremos invariantes de Lorentz e Poincaré respectivamente

FrepF (Lorentz) (2.4)

it

*

G=F"F, {Poincare) (2.5)

Estes dois objetos serdo, como veremos, de imporldncia crucial na definigao da
forma funcional da lugrangiona  para uma  teoria nao  linear do
eletromagnetismo. Além do mais, pode ser demonstrado que estes sao de fato
0s unicos invariantes independentes construidos com o tensor de Faraday e seu

dual vta contragao.
Um campo de observadores fundamentais V=V*e, (g, V* V" =1)

decompde o tensor de Maxwell em suas partes elétricas e magnélicas da

seguinte forma

Fﬁn‘ = _I/,UE\' + V\'E;t + [].UI',)G V/-‘]{U (26)

onde as projegdes
E,=r0" (2.7)
H(u ZF,ua V!’l’ (28)



pertencentes a trisegdo sdo interpretadas como as componentes dos campos
medidas por este conjunto particular de observadores, ou s¢ja, as componentes
medidas no laboratério. Torna-se evidente também o fato de que esta
decomposigdo ndo & Unica, e quc diversos tipos de observadores medirdo

componentes diferentes conforme o seu estado de movimento. Os campos

vetonais £ e f sdo evideniemente campos do tipo espago, e portanto

usaremos a definicdo
EEY=F VFPY, =F F'sVV? =-F (2.9)

et 14 it

uft

HH* =FuVOF V,=F.F'yVy?=—p’ (2.10)

O tensor dual pode ser obtido simplesmente a partir do tensor de Faraday

trocando-se £ por — HeH por £, resultando em

Fa =V 11 <V I, +n,"VE, . (2.11)

Em termos das projecdes. os invariantes mencionados do campo de

Maxwell ficam

L F:F;:VF“V x(Eva _EvV,u +77;wuerxHﬁ )(ENVV -EV +:"fm’ﬂffValL[ﬁ)

==L = gV VT = 2] E) (2.12)

L G=Fu F™ =V H V. H 4q, V E -V E 10 £ o b 1)

AR [ (2.13)









sendo o primeiro um auténtico escalar e o segundo um pseudo-escalar.

2.2 — Dinamica

A forma pela qual os campos vetoriais podem se acoplar com a
gravidade ndo é 6bvia. e foi alvo de grande interesse a analise das varias
possibilidades [27]. De fato, além do acoplamento minimo tradicional indicado
pelo piincipio de equivaléncia. cxistem ainda outras sete formas de
acoplamentos nio-minimos 0s quais, em geral, nio podem ser escothidos sem
certa dose de arbitrariedade. Apesar da grande riqueza tedrica fornecida por
estes oufros modelos, tomaremos aqui a cscolha padriio de se acoplar
minimamente o campo eletromagnético a4 gravidade. Se este for o caso, as

equacgdes de Maxwell tradicionais no espago-tempo de Minkowski

N E =dap (2.14)
- Fooodg -
AV [_lfaf_:l{/ {2.13)
c or ¢
VoM =0 (2.16)
S L (2.17)
c ct

podem ser imediatamente generalizadas para espagos curvos obtende as

equagdes de movimento covariantes



Y =40 (2.19)

onde j* ¢ o quadrivetor corrente. A primeira destas equagdes, geralmente

escrita de maneira mais sugestiva

[I:Xff:j' + F‘n,ﬁ + F/};--u =O (220)

nos garante a possibilidade de representar o tensor F,; através de um potencial-

vetor W*, implicando que as seis componentes acima citadas ndo séo

independentes.

-

» (2.21)

Foo=1

) e ff

A Segunda equagio, no vacuo, pode ser obtida & partir de um principio de agio

através da lagrangiana de Maxwell
L=vlF”‘ r, :5_1—/'” (2.22)
Demonstremos que de fato isto acontece. Em termos do potencial-vetor temos:
S = —% [, e —w, s = gd*x (2.23)
[gualando a variacao a zero
a8 = H% J[&l’Vﬂ‘l,W““’ +W, oW W, W W, S }\/——(g:d*x =
j(w ) dix=0, (2.24)
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portanto
e A

Seguindo procedimento andlogo para uma lagrangiana arbitraria e néo-

linear nos invariantes de Lorentz e Poincaré, ou seja

§=[L(F.GW-gd'~ (2.25)
chegamos finalmente as equagdes de movimento
(L, F# + L F ™), =0 (2.26)

{L df
onde L. =1 e L,=—

aparecem explicitamente. O espectro de previsdes
dar dG

de uma teoria genérica como esta pode ser consideravelmente mais amplo do
que no caso do eletromagnetisnio usual. As nio linearidades presentes na teoria

modificam, claro estd, as solugdes conhecidas. Notemos também que estas
equagdes recaem nas equagdes de Maxwell quando L, = 3 e L, =0,

Resolver exatamente as equagdes de movimento (2.20) pode-se tomar
um problema complicado de cquagdes diferenciais parciais. De fato, como
apontado recentemente no trabalho de D. H. Delphenich {28], em fisica, deve-se
tomar sempre certo cuidado na consideragio de nao-linearidades. Grande parte
das equacdes parciais ndo-lincares costumam nio apresentar solugdes concisas
em forma fechada, e em alguns casos, até mesnio a auséncia de solugdes de
interesse (isico podem sc manifestar (este comentdrio pode ser extrapolado
iguaimente para os campos escalares). Conscquentemente, o caminho mais
cauteloso para se inserir ndo-lineartdades em uma dada teoria de campo devena
ser aquele no qual as mesmas fossem conseqiiéncias automaticas de principios

primeiros possivelmente embasados em fatos experimentais. Introduzir portanto
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generalizagdes na forma matematica da lagrangiana de um ponto de vista
puramente axiomatico pode nic ser o ideal. Iremos portanto, mais adiante,
introduzir fenomenologicamente lagrangianas nfo-lineares com o objetivo de
investigar algumas de suas propriedades energéticas com estas adverténcias em
mente. Analisemos algumas conseqiiéncias basicas destas possiveis

extrapolacdes.
2.3 — Lei de Coulomb

Um dos grandes testes experimentais da teoria de Maxwell ¢ a
conhecida lei de Coulomb. A dependéncia da ler de forga eletrostatica entre
duas particulas carregadas com a distancia foi demonstrada quantitativamente
primeiramente por Cavendish ¢ posterionmente pelo préprio Coulomb ser
(muito precisamente) uma queda com o inverso do quadrado. Atraveés da lei de
Gauss, este fato nos leva a primeira das equacdes de Maxwell. No entanto, uma
vez que os resultados de Coulomb eram de natureza puramente empirica,
podemos nos perguntar sobre os limites experimentais destas medidas.

Atualmente, testes de laboratdrio ou geofisicos apontam para uma
precisdo razoavel no dominio 107 m < <10 m . No dominio atdmico ou
subatdmice estes testes tornam-se cada vez menos diretos, e precisamos contar
com hipéleses adicionais tais como o principio de superposi¢dio. Nestas escalas,
a lei de Coulomb parece funcionar com precisdo até r ~ 107" m [29]. Portanto,
se esperamos que uma teoria ndo-lincar do eletromagnetismo seja de fato
necessiria, cla precisard estar de acordo com as observagdes acima citadas.

Para se ter uma idéia das previsdes de uma teoria ndo-linear neste
contexto tomemos as solucdes estaticas ¢ esfericamente simetricas das equagdes
de movimento (2.26) no espaco-tempo de Minkowski. Em  coordenadas

esféricas temos:



0 —E(ry 00
_|E(¢y 0 00 2
i 0 0 O O .
0 0 0 0,
As equagdes de movimento 2.19 ficam
"\/"12(15»-«/“ gF*), = 0*%%L#E(ﬂ)= 0
— I3
€ portanto
E(r)=- 7Q (2.28)
roL,

Rigorosamente falando, ¢ facil ver que a lei de Coulomb sé ocorrera de

fato se L,.(F) for exatamente constante, Devemos portanto admitir limites para

a fun¢iio L, (£).

2.4 — Principio de superposic¢io

Um outro fato importante previsto pelas equagdes de Maxwell ¢ a
superposi¢ao de solugdes. A linecandade destas equagdes nos garante que uma
soma de solucdes seja igualmente outra solugdo. Podemos traduzir esta
proposi¢do matemitica em linguagem fisica argumentando que o campo nio
mnterage CONSIZO MeESno.

Existem uma infinidade de testes experimentais direcionados para se
verificar o principio de superposigdo. De acordo com Jackson [24], temos
evidéncias confidveis de que no nivel macroscopico todos os experimentos
estdo consistentes com cste principio numa acurdcia de 0.1% - grupos de cargas

e correntes produzem forgas elétricas e magnéticas estimadas via superposi¢io

ot
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¢ este fato é levado em consideragiio em todos os lipos de transmissoes de
ondas eletromagnéticas. Experimentos oticos e a difracio de raios-x, além do
mais, parecem sustentar que o principio de superposicio permanece sendo
valido (dentro, ¢ claro, das imprecisdes experimentais) inclusive em escala
atdomica.

A grande maioria (senfo a totalidade) dos trabalhos em eletrodindmica
ndo-linear argumentam que ¢ no dominio subatdmico, devido a presenga de
campos Intensos, que desvios da superposicio linear devem ser legitimamente
esperados. No entanto, pode bem ser que as corre¢des nio lincares, mesmos nas
faixas apresentadas, estejam além da detectabilidade no momento, e que nossa
compreensio sobre os fendmenos eletromagnéticos nio esteja em sua fase final.
Voltaremos a esta questao no capitulo 4 quando optarmos por um medelo em
particutar. Para diminuir um pouco da arbitrariedade na nossa busca por novas
teorias eletromagnéticas plausiveis, consideraremos a partic do  préximo
capitulo apenas o caso simplificado onde a lagrangiana seja um funcional (
possivelmente descontinuo em um ndamero finito de pontos ) dependente

unicamente do invariante de Lorentz F.

2.5 — Tensor momento energia

A descrigdo covarrante do campe eletromagnético, 2lém de clareza e
compacticidade naturais. permite uma abordagem [isicamente intuitiva em
termos da dindmica de fluidos. De fato, a teoria de Maxwell original pretendia
descrever os fendmenos relativos a cletricidade e ao magnetismo através da
mecanica da elasticidade, sendo as deformacdes ¢ tensdes armazenadas no éter
0s mecantsmos responsavets pelos mesmos. 1m particular, podemos interpretar
o campo de Maxwell como um fluido inerentemente imperfeito com
propriedades fisicas especificadas por suas componentes elétricas € magnéticas.

O tensor de Faraday bem como a prescrigio da lagrangiana em questio
determinam univocamente de que forma e como o fensor momento-energia

guardara informagdes sobre o estado de “stresses” do campo eletromagnético



ndo-linear. A partir da expressdo geral do tensor momento-energia para uma

teoria eletromagnética L — L(F, G) temos

p— ————Oﬂ,‘/;, (2.29)
| 2

:

ou equivalentemente

%Tm.ég"“ﬁ = Loy-g+y-gdL

oF oG

1 . oL oL .
:—ELgm,,FgOg' +\/—g[ §F+-—0G}

e portanto,
T, =—4L.F F, —(L-GL; )E .0 (2.30)

Dada entdo uma mesma configuragdo de campo, teremos tantos tensores
de momento-energia quanto forem diferentes as teorias dinamicas em questio.
Em particular, se a teorta de Maxwell for levada em consideragao, sua

distribuigéio de momento ¢ encryia terd a forma

I~
(W8]
—
—

s

oG _ F;,aFa" +iFg‘m, (2.

O traco do tensor (2.30) ou a anomalia de escala se escreve



T =4(-L+FL, +GL,) (2.32)

que no caso Maxwelliano se anula identicamente.

Iremos calcular agora as projegdes deste tensor ao longo do campo de
observadores explicitamente em termos dos campos elétrico ¢ magnético. Este
procedimento, jA comentado no capitulo anterior, fornecerd a decomposicio
irredutivel do tensor momento-encrgia. As relagdes a seguir providenciam a
descrigdo hidrodinamica do campo de Maxwell, e evidenciam sua natureza

gencricamente anisotrépica.
a) densidade de energia

p=T, VAV =—4L F, F V'V —g (L —GL)F

Ay
=i, E'+GL, -1 (2.33)

b) presséo isotropica

S _ | L1
P#—%ﬁdﬁ“=ﬁ—ﬂig“*W“V)=~5T+—P
J ) 3

2 2

_4
3

(LpF + LE? )+ (L ~GLg) (2.34)

¢) vetor de Poynting

4r = Tu/fVﬂ/’u"- :Te;fVﬂ(fSu" — ]:Tzi;Vﬁ —pl; =

P

——aL, (B, + 0,V H L E, )+ (GLy - LW, ~ (- 4L, E + GL, LY, =



=-4L,n,""V H_E (2.35)

)

d} pressdo anisotropica
7, =T h"uh", + ph,, =~4L,(F,°F, —F EV, ~F,E'V, + E*V,V, )+

+ph, +{GL, = L), =

1t

SN Y RN ETA VS

De agora em diante passaremos quase que exclusivamente a analise das
propriedades energéticas originadas por determimados tipos de teorias nédo-
lineares. Nosso grande objetivo sera o estudo de modelos cosmolégicos em
universos permeados por radiaglio eletromagnética ndo-linear. No proximo
capitulo mostraremos como compatibilizar a natureza anisotrépica e
inomogénea do campo eletromagnético com a geometria de Friedmann-

Robertson-Walker (FRW).
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Capitulo 3 — Processo de médias e

alguns resultados elementares

Como vimos anteriormente, o campo cletromagnético possui, na maioria
das configuragdes fisicamente relevantcs, uma natureza Intrinsecamente
anisotropica, contando com fluxos de calor bem como pressdes anisotrépicas
ndo nulos. Uma destas configuracées particularmente interessante do ponto de
vista da cosmologia ¢ o gas de radiacio. dotado de um numero suficientemente
grande de fdtons em interacdo. Construiremos agora o processo de médias
necessario para a compatibilizacdo da geometsia de Friedmann-Robertson-
Walker com o tensor momento energia de um “fluido de radiagdo”. Neste
esquenia, a “‘verdadeira geometria”’, solucio das equagdes de Einstein com

tensor momento energia livre de médias 7, pode ser pensada como uma

pequena perturbacio sobre a solucic homogénea ¢ 1sotropica. Mostraremos os
resultados basicos deste processo quando aplicado ao campo de Maxwell e em

particular sua relagio com a cosmologia.
3.1 —Processo de médias

Se esperamos quc os campos elelromagnéticos atuem como fonte de
curvatura cm uma geometria predominantemente homogénea e isotrépica,

devemos esperar que as condigées [isicas em regides diferentes do triespago
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sejam mais ou menos equivalentes, € quc cm escalas suficientemente grandes, o
efeito gravitacional destes campos possa ser aproximado por uma espécie de
média espacial.

Em wmn trabalho de 1930 sobre o equilibrio termodindmico na presenga
de campos gravitacionais estaticos, R. C. Tolmann e P. Ehrenfest [18] foram
levados a considerar estas médias no estudo de gases de radiagdo. Este
processo fol utilizado para se construir teoricamente uma espécie de
termometro em conlato érmico cont o sistema et questdo. A idéia basica ¢
assumir que em uma cavidade repleta de radiagdo eletromagnética em equilibrio
termodindmico os valores médios ou macroscopicos dos fluxos de energia

podem ser tomados como nulos. Desta forma, admitimos que as componentes

do tensor de Faraday médio ( F) se anulam mas ndo necessariamente todas as

componentes envolvendo gquadraticamente os campos (£, F%. ).

Js
Estas médias volumétricas para uma grandeza arbitraria X pode ser

definida da seguinte forma
= .1 ;
Vs Jim — [x =g’ (3.1)
Dot

onde V = j,!—gc!l.\- e J°, represenla um volume suficientemente grande

geraimente dependente do tempo (no caso da cosmologia). Notemos que estas
médias estdo associadas a escolha de um comjunto particular de trisegdes {H}, e
portanto, relacionadas ao campo de observadores V*"em questdo. Dois
observadores distintos ndao precisario necessariamente concordar, de acordo
com o processo acima estipulado, com as propriedades médias de suas

projecdes (£, c [/, no caso) Para simplificar os calculos tomarcmos

exatamente um campe de observadores comoveantes comm © movimento

macroscopico da radiacho.



[remos assumir que, para estes observadores, o procedimento
mencionado resultara nas seguintes identicdades para as componentes dos

campos elétricos e magnéticos.

uma vez que na média ndo podera haver nenhuma diregéo privilegiada.
1L EH . =0,

ja que a falta de relagles entre as fases das ondas eletromagnéticas ird tornar
1igualmente provavel que os valores instantaneos destes produtos tenham sinais

positivos ou negativos. E finalmente

E_gu"

1. F.E, =~

‘

1 —,
HH =-=Hg,, (3.2)
;e

| —

5

onde os campos £ e A sdo agora tomados como constantes ao longo das
trisegdes. Notemos tambeém que, para a congruéncia em questido a equagio 2.0
reduz-se a

Fuo==V,E +V.E +3," "V H, =0 (3.3)

De agora em diante passaremos a estudar as propriedades do fensor

energia-momento médio (T, ) de uma teoria eletromagnética nio-linear

arbitraria. Aplicando o processo na decomposicdo do tensor energia-momento

do campo eletromagnético, reduzimo-lo ao tensor de um flurdo pertetto

T =B+ WV = Pg, (3.4)



onde as fungdes £ e p podem ser pensadas como as densidades e pressdes

macroscopicas medidas por estes observadores na radiagio. Demonstremos que
isto ocorre de [ato. Tomando a folheacio convencional do espaco-tempo em
regides disjuntas separadas por hipersuperficies do tipo espaco, e escolhendo a

coordenada temporal ao longo da linha de universo do campo de observadores

Sundamentais, isto é V' =5%,, temos:

[) densidade de energia p

3
p=4L. Y g"EE, ~L. (3.5)

ij=1

2) densidade de energia média p

_ L 4 )
P=4L, 3 ¢"FE, ~L=-"1% g'g '~ L =-4[, E ~L. (3.6)
{.=! J PR |
3) pressdo isotropica p
Al &, ; .
pe—= LY GEE <20, g i |+ L (3.7)
S L e

4) pressdo isotropica média

40



oy —E(QH ~E’)L,. (3.8)

5) vetor de Poynting ou fluxo de calor ¢, .

=4/, Zq,“’n E, (3.9)

iof=]

6) vetor de Poynting médio ¢,

—— 3 uy ——aee
q;=—4LV > n,""HE, =0. (3.10)
Lor=l

7) pressao anisotropica 7,

3 3
LF[ZgﬁE,.EJ. + Zg”HIHth;

=t ij=1

7, =4l E E +H H, )-

L]

8) pressio anisotropica média 7,

v

_ - P IP—— 4 [ i S T
7 :41,,,(1;_”5‘ +[/'.,I/I.)—?Lr(~Zg’gﬁlf —EZg’g,.iH )h_m:

—ar,(EF «H M )+§L,,.(El+//‘xm ~5,5,%). (3.12)
3

E facil observar que o calculo da pressio anisotropica média resultarda em zeros.

Vejamos separadamente o calculo das componentes.
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¢ ascomponentes 7o sdo identicamente nulas wma vez que neste sistema de

coordenadas tanto £ quanto H, se anulame g, =1.

* ascomponentes 7 ficam

7, :4,1,‘(*;57?‘%,. _}ﬁ{gU)@LF(EE +ﬁ2)g,.,. 0. (3.13)
hl A 2

O processo de médias exclul pols toda a espécie de anisotropias do

campo para esle observador, reduzindo o tensor momento energia a forma

3

e = S B 4 770 = 0~ O -
T.=—(4L,F 4 1)5,"5, —{L—:(EH —E), J.(gm, ~6,°5."),  (3.14)
articularmente interessante para a cosmologia. Notemos também que a
} )
densidade de energia bem como a pressiio isotropica dependem exclusivamente
da coordenada temporal, garantindo as simetrias necessarias as trisecdes da

geometria de FRW.
3.2 — Campos magnéticos

Uma vez que grande parte do interesse em se considerar a relevancia dos
campos eletromagnéticos em cosmologia esta centrada na eru e rudiacio,
onde supostamente os campos tonraram proporgdes enormes, a matéria deve ser
rdentificada com wima espécie de plasma primordiol. Neste caso, somos levados

a considerar um modceto onde somente o quadrado do campo magnético médio
H{n? persiste [referéncias]. Este procedimento, como ressaltado no (rabalho
“Eletrodindmica nio-linear e a cosmologia de FRW” [15], é equivalente a
estabelecer explicitamente a condigio E(¢)” =0 nas equacdes 3.5 - 3.13, e

fisicamente significa negligenciar termos relacionados & viscosidade na



condutividade elétrica do plasma primordial. De qualquer forma este
procedimento pode ser tomado como a base para se compreender a influéncia
gravitacional de campos magnéticos em sisternas possivelmente mais
complicados onde as equagdes de média ou as restrigdes mencionadas niio sio
mais inteiramente validas como € o caso nos campos magnéticos intergaldcticos
bem como da prépria radiagido césmica de fundo.

Utilizando estes resultados nas equagdes mencionadas, o invariante de
Lorentz, para estes observadores reduz-se a F=2H". As relacdes obtidas

acima para as projecdes medias ficam
p=-L2H?) p=L02H?) —%Lﬁﬁz T=8L.H*-4L(2H") (3.15)

onde T deve ser identificado com o traco médio do tensor momento energia do
campo eletromagnético. Um  valor nio nulo desta grandeza implica
necessarlamente na auséncia de solucdes parn as equagdes de Enstein com
escalar de curvatura nulo (R=0).

Mostraremos agora um resultado particularmente interessante que surge
como conseqiiéncia do processo de médias aplicado ao plasma primordial. Este
resultado permitird a interpretacdo do fluido de radiacdo ndo-linear como uma
espécie de superposicio de fluidos ndo interagentes dotados de equagdes de
estado ndo equivalentes, Assumindo que a evolucdo temporal das médias acima

definidas satisfazem 1gualniente uma equagio de conservacio do tipo

p+(p+p=0, (3.16)

e tomando-a em conjunto com as identidadces
p=—L I p+p=——L.I (3.17)

resultaremos em



-L,,F—iL,_,m:o. (3.18)

3

Colocando L, em evidéncia ¢ lembrando que F =2H* no plasma teremos

—LF(4ﬁ.ﬁ+§ﬁ26 =0 (3.19)
Mas no caso da geometria de FRW o escalar de expansfio ¢ satisfara
g — V‘”;_u — ( 5 I ) a([)
J-g a(t)’
e entdo chegamos a equaciio abaixo
—dH  2H° _ — 2
H aH + da =0 — JL_.H’H = J'—.da (3.20)
clt a dt H a
que tem como solucdo
—, H,
H(ay=-—-% (3.21)

H, sendo uma constanie real arbitraria. Ista solugdo, gragas ao processo de

médias realizado, nos permitirda a analogia do tensor momento energia de
qualquer teoria nio-linear envolvendo campos magnéticos com o de um fluido
composto de varias partes ndo interagentes, uma vez que este resultado nio
depende da forma como as nio linearidades sdo introduzidas na teoria. Para
elucidar este fato tomemos uma teoria nio-hnear baseada em uma lagrangiana

polinomial absolutamente genérica definida pcla soma

44



L= c,Ff=>% ¢ 2"H™, (3.22)
k k

onde a soma em &, em analogia com as séries de Taylor, toma apenas valores

naturais ¢ vdo até » . A derivada de 7. com relagdo a variavel F fica

Le=Y c k2" F*H0 (3.23)
k

Portanto, para cada poténcia individual do tipo F* existe um fluido

correspondente com densidade de energia p, e pressdo p, talque p= Z £ €
k

E:Zp,\_ . As componentes podem ser obtidas explicitamente em termos do
&

campo magnético meédio usando as definigdes (3.14).

I p=-L2H)==> ¢ 2"H* (3.24)
I3
_ ] 8 TP bk 8 L=l 7§ 2%
IL. D=L Y=L H = e 2" H -2 e k2" H =
-2 x "
— Y/
=ch2*H~‘(1—ﬂ] (3.25)
p 3

Por analogia entre os somatorios somos levados finalmente as definicdes

p, =2 e H™ (2.26)




De certa forma, csta separa¢io em componentes independentes tem sua
dose de artificialidade, uma vez que ¢ o fluido como um todo o responsavel pela
distribuigao de momento e energia global, e nos ndo temos acesso aos fluidos
de maneira independente. No entanto, pode ser interessante este ponto de vista
para a andlise de algumas propriedades basicas relacionadas as teorias nio-
lineares. Notemos que para cada valor de % existe uma equaciio de estado

linear relactonando a densidade de energia ¢ pressio correspondente dada por

4F
Py {T Hl]pk . (3.28)

sendo interessante notar que a pressdo sobre a densidade de energia ultrapassa a

: . I
unidade para qualquer valor de 4 > 1, sendo exatamente igual a — para k=1.
2

Alguns comentdrios basicos fazeni-se necessarios neste ponto.

[ Uma vez que pela conservagio da energia média a dependéncia de = /7 7
com o fator de cscala ¢ estard definida independentemente das nio-
Inearidades envolvidas na lagrangiana {3.21), cada componente do
fluido eletromagnético com energia ¢ pressdo dadas por (2.25) e (2.26)
tera decaimentos diferentes dominando em épocas distintas e

satisfazendo as condigdes

. f)k HO “ 79

)0!.' ((") =T ck ({“; (‘J"" )
(. AkNH,

pelay=c¢, 2" (I - ) P (3.30)
\ 3 ) a™

Alguns destes decaimentos podem ser observados no grafico 3.1.
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Figura 3.1: decaimento da densidade de energia confra o fator de escala para diversos

valores de k.

IL.

IL

A cscolha das constantes ¢, pode influenciar nos sinais da energia bem

como da pressdo. Para valores negativos destas constantes, tanto a
pressdo quanto a densidade de energia sio positivas e definidas. Em
particular, pode-se perfeitamente pensar em exemplios onde isto nio
mais ocorra, tornando possivel a manifestagio de fluidos com pressées
e/ou energias negativas. Notemos também que para cada componente
dada o decarmeniv da pressao conta com poténcias da mesma ordem que
a densidade de encrgia. € que porlanto, a equacdo de estado deve ser

linear.

No caso do fluido como um todo podemos pensar na equagdo de estado
efetiva. Esta equagio estabelece wma relagdo geralmente néio-linear entre

a densidade de cnergia total e a pressao total, e é dada por

2YH T (1-4k73
Z}:_ch ,(_ il ),5 (3.31)
> e 2 HY
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A equagdio de estado efetiva de uma teoria nio linear €, pois, obviamente uma
fungdo explicita do campo, indicando sua dependéncia temporal no caso
dindmico. Esta é, como vimos, uma das propriedade freqiientemente invocadas
para se privilegiar a descrigho da aceleragio césmica em termos de campos
escalares ao invés da constante cosmoldgica cuja equacdio de estado é
independente do tempo (p:—p). Vale lembrar que existe atualmente uma
g‘randé atencfio voltada para a reconstruciio da equaciio de estado efetiva da
energia escura a partir das observacdes. Esta reconstrugdo implicaria em alguma
medtda (direta ou indireta) da derivada terceira (ferk) do fator de escala @ o

que ainda permancce além do estado da arte [16].
3.3 — Teoria de Maxwell e a cosmologia

O modelo cosmolégico padrio, baseado na geometria de Friedimann-
Robertson-Walker com o eletromagnetismio de Maxwell como fonte de
momento-energia, nos leva ao cenario resultante descrito por uma singularidade
inicial bem como a desuceleragdo permanente do fator de escala, isto & i <0,
[sto se deve principalmente ac fato de que a condicdo de eneryia forte segue
sendo invariavelmente mantida, e a equacio de Ravchaudhuri formecendo a
divergéncia do escalar de expansio 8 em uwm tempo finito na direcio do
passado. Analisaremos agora algumas peculiaridades da teoria de Maxwell
neste contexto. descrovendo o cendrio dominado apenas pelo campo mihignético,
e pesteriormente faremos alguns comentarios referentes 4 combinagiio de
campos elélricos ¢ magnaticos.

Neste cendrio € possivel resclver exatamente as equacoes de movimento

para o fator de escala. Em particular, a integral primeira (equ. 1.22) fica

e entiio
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/ .
o el s di . (3.33)

+
JH [6a* —& VH 6 - sa®

Integrando os dois lados da equagio acima temos a seguinte solucdo implicita

i(r)
‘ a'da’

+ [ — = det'dr’. (3.34)

0

A integral do lado esquerdo pode ser facilmente resolvida utilizando a

substitui¢éo
Sa)=H 6 -ea (3.35)
sendo
ﬁf—:—&?.a'. (3.36)
da’

Desta forma, temos

L2
(3
~J
—

_1
{=F
&

{(HU1 f6—¢ea’ )% (1 f6-cay )} . (3.

Colocando a condicdo  «(0}=0 ¢ realizando algumas pequenas
manipulagdes algCbricas temos fnalmente a solugdic conhecida para o fator de

escala

A =4, t—et? . (3.38)
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Esta ¢ claramente uma solugdo singular das equagdes de Einstein. A
singularidade matematica contida na equagdo de evolugdo implica na
divergéncia de grandezas fisicas tais como pressac e densidade de energia em
um tempo finito no passado o que certamente pode ser alvo de questionamento
no modelo. Este fato decorre diretamente dos teoremas de singularidade da
relatividade geral aplicados ao campo de Maxwell, ¢ pode ser visualizado
facilmente a partir da divergéncia na derivada temporal de ¢ no limtite em que

=0
a() =~ oy — e )i{a —20d). (3.39)

Além do mais, ¢ interessante lembrar que, como esperado, o modelo
prevé comportamento sempre desacelerado para o fator de escala. O grande
objetivo do proximo canitulo serd construir um novo modelo baseado em uma
teorta ndio-linear do eletromagnetismo e mostrar que este resultado pode nio ser
mais valido, acarretando a aceleragio cdsmica para certos regimes da evolugo
do Universo.

Antes de entrar na discussdo do caso mais geral envolvendo o campo
elétrico gostariamos de fazer um pequenc comentirio sobre a possibilidade de
se resolver exalamente 25 equacdes de movimento. De fato esta busca pode ser
excessivamente complicada devido as ndo linearidades possivelmente presentes
em uma ecventual teoria. Este trabalho ndo tem o objetivo de encontrar a
expressio exata solugio destas equagdes, mas sim a analise qualitativa das
propriedades relacionadas & evolugio temporal do fator de escala. Para tanto,
passaremos muitas vezes a observar o comportamento do sistema dindimico
fornecido pela integral primeira reduzindo muitas vezes o problema da solugio
de uma equacio diferencial de ordem 2, como em mecénica classica usual, ao
problema de quadratura.

A titulo de ilustragio para o caso Maxwelliano exibimos abaixo este
procedimento. Qs graficos de ¢ contra a para os casos hiperbélico (&=-1),

plano (£ =0) e esférico (¢=1) ficam.
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Grafico 3.2: esbogo do sistema dindmico a x a.

Finalmente temos a soluciio qualitativa para o fator de escala

3,
2.5} o ,
-
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Grafico 3.3: evolugio do fator de escala para cada uma das trisegdes possivels.

3.4 — Campos clétricos



Se os campos elétricos forem tomados em consideragio somos levados a

analisar o caso mais geral onde

PN, P —4F S kP =S e PR 4E k) (3.40)

p=Yc.F* Jrg(f2 ST ek =chF“{F+§(E2 +ﬁ3)/c}(3.41)

Neste caso ainda podemos pensar no fluido eletromagnético como uma
superposi¢io de fluidos mas como veremos em breve estes fluidos interagem

entre si. Para simplificar em parte a estrutura das equagdes tomemos o modelo
especial onde o madulo quadrado de £ & proporcionala H° ou seja

E=o’H’ (3.42)

onde ¢’ € uma constantc de proporcionalidade real definida no intervalo [0,1].

Nesle tipo de possibilidade o invariante do campo F fica
Fe2(H? —c?H?)=203(1-0?). (3.43)

Desta maneira, as equacoes 3.40 e 3.41 modificam-se e tomam a forma

L o p=-S e F I vac Hk)==S ¢, F RH 1 -0 )+ 4o H k=
=S o FFH -0 +20%k) (3.44)
i o A T oo
IL. p:Z(‘,\_F""?F+3(G"H'—2H')/c}=
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N %1‘_{3(1—03)4-%(03 -2)@ (3.45)

Em analogia com o processo realizado no caso dominado exclusivamente pelo
campo magnético definiremos cada componente do novo fluido através das

equagdes

p. =, F*2H o —1-207k) (3.46)
p =c, 47 %[7’[3(} —a’}+§u(af —2)/\'} (3.47)
2

Comparando as duas definigdes notanmos que novamente a relacio entre

elas € linear (PL = A, o, ). e depende do fator de proporcionalidade o da forma

A, = —;[3(0—3 —1) = 2%k(o” ~ 2)][a2 120 (3.48)

Dois casos particuiarmente interessantes merecem atengdo.

o k=1l e o=#0 — cste & justamente o caso Maxwelliano com campos
elétricos e magnéticos em conjunte ¢, como esperado, a cquagdo acima

preveé

ple)=—=pl-e)+20e? - 2)lo? +1]" o, (3.49)
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I

que € um resultado independente das proporcdes entre as médias £° ¢ A * ou

seja independente de o .

e [ arbitrario e o =1 — nesta outra possibilidade existe uma espécie de

equiparti¢io entre os campos, € novamente temos

7y :;[—zk}[— 2k]" =% (3.50)
2 )

Figura 3.4. Esbo¢o do comportamento de A4, emitermos de o para & =1,2 ¢ 3.
Passemos agora i andlise da equacgio de continuidade. Lembrando que
? 77?2 77?2 2
E*+H =H*(1+0?) 3.51)

a densidade de energia fica

+26°k) L,
p=— > N F (3.52)
Z -0 ) ‘
A variagiio temporal da densidade de energia deve satisfazer a equagiio
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p==3 -0 +20%k) v 3.53)
-a
Uma vez que

p+p:2§(}52 — 207 Jee F* -—Z4Ezkcka_' =

=SS (E T Ve P =
J

8
--—-5 (3.54)
temos
(]—(Iz+2a:;’\> Ia /(1+02)uw_ o
> e,k o) T ;;_o 3.55)

significando que existe um fendmeno de interagio entre as varias componentes
do fluido decomposto. O lator & presente na expressio entre colchetes extingue
a fatoraglio necessdrm pura se chegar a uma identidade do tipo exibida na equ.
(), tormando a equagido de conservagdo altamente ndo hnear. Depois de realizada

a soma teremos uma equagdo do tipo

2

Z(F,F",...;a F+§(F,F2,...;0')—x0 (3.50)

r a
onde 7 e & representam polindmios nas varidveis F e ¢ dependem da teoria

em questido. Encontrar solucdes para a equagdo acima pode ndo ser simples

apesar de ser uma equacio de primeira orden e, portanto, nos eoncentraremos

n
(9



primeiro no caso mais simples onde o =0. Exibiremos posteriormente alguns
resultados particulares para a situagfo mais genérica.

Estamos agora em condigdes de analisar as propriedades cosmoldgicas
de qualquer teoria ndo lincar do eletromagnetismo sob a otica do processo de

médias descrito neste capitulo.
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espantar que as primeiras tentativas para se corrigir as equagdes de Maxwell
viessem de argumentos originados na fisica subatémica, ou como se gueira na
teoria classica do elétron. Neste regime o campo Coulombiano pode tomar
valores suficientemente elevados para se esperar efeitos nf3o-lineares. Dois
prototipos interessantes de teorias nao lineares do eletromagnetismo sio a teoria
de Born-Infeld e a teoria de Euler-Heisenberg.

Aproximadamente vinte anos apds as especulagdes tedricas de Mie, M.,
Borm ¢ L. Infeld propuseram uma completa teoria classica de campo,
relativistica, invariante de calibre ¢ ndo-hnear, da eletrodinimica. Construindo
explicitamente uma forma funcional para a lagrangiana envolvendo a raiz
quadrada do determinante de um tensor de ordem dois, alguns problemas
relacionados as singularidades, isto é, divergéncias em grandezas fisicas foram
automaticamente retirados da eletrodindmica. Uma conseqiiéncia imed:ata desta
teoria ¢ a finitude da autoenergia eletrostitica de uma particula pontual
carregada, problema quc persistia ha décadas na histéria da fisica. No entanto,
apesar do forte apelo ledrico, ndo haviam evidéncias experimentais conclusivas
e durante muitos anos a lagrangiana de Bomn-Infeld tomou-se apenas um
modelo curioso de interesse académico. Qutra teoria que merece Ser
mencionada ¢ de Euler-Heisenberg. A agfio fenomenoldgica introduzida por
estes autores na década de trinta, acarretando modificacées na teoria de
Maxwell gracas as correcdes quanticas de um “loop” da cletrodinamica, foi
capaz de contextualizar enwe outros o efeito Delbriick, isto ¢, o espalhamento
de fotons por fétons. Hoje em dia tem sido alvo de crescente interesse no que se
refere as propriedades cnergéticas de vacuos ndo-lriviais.

Na cosmologia, em particular, algumas propostas de se considerar
processos ndo-linearcs do eletromagnetismo vem sendo anzlisadas. A grande
motivagdo para se tomar tal procedimento decorre geralmenie de trés

alternativas igualmente razodvets.

i. Processos clissicos capazes de modificar dificuldades associadas a
presenga de divergéneias na teoria linear de Maxwell, como por exemplo a

teoria de Born-Infeld;
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Capitulo 4 — Luz escura?

"V os, & Caos confuso ¢ anliga noite,
Girandes deidades deste baixe Abismo...
~Nio venho como espidio no vil intento
De explorar ou turbar do império vosso
Os espacos e as leis t& hoje ocultos:
Transviou-me aqui a escuridao deste ermo.
Dirijo-me da luz ao doce clima:

Corro esta profundez co’o fim de achd-ie.”

Licifer — Paraiso Perdido — 1. Milton

Varios autores t&m argumentado a necessidade de se atribuir nao-
linearidades em teorias de campos para certos tipos especificos de regimes.
Espera-se em geral que este procedimento torne-se indispensavel quando
determinadas  conliguregoes de campo  alcancem uma faixa de valores
suficientemente elevados. Assim, por exemplo, em teorias de gravitagio
procurou-se  resolver  fenomenologicamente  problemas  associados  a

singularidades acrescentando termos ndo-fineares na lagrangiana de Einstein-
. . b . . .

Hilbert do tipo R*, R, R" predominantemente relevantes na fase primordial

do universo. No caso dos campos escalares, potencials autointeralivos

significantes para allas intensidades vem sendo propostos em vérios contextos

diferentes tais como na leoria da Inflagdo [30]. Desta maneira, nao ¢ de se



1. Processos de  natureza  predonunantemente  quéntica  possivelmente
refacionados com as (lutuagdes de vacuos nio triviais em analogia a teoria

de Euler-Heisenberg,

ni.  Acoplamento ndo minimo entre o eletromagnetismo e o campo

gravitacional;

Em praticamente todas as trés possibilidades o fendmeno de auto-
interagdo apresentado na dindmica do campo eletromagnético ocorre
invariavelmente para valores intensos do campo. Nossas investigagdes irdio
exatamente em direcdio ao lado oposto, buscando correcdes para a teorta de
Maxwell principalmente no regime de baixos campos. Esta é aparentemente
uma linha de vestivzacdo de certa formin recente e até o momento pouco
estudada.

Convém lembrar finalmente que grande parte destas consideragdes sobre
ndo-linearidades ndo sdo exclusivas as teorius de campo, e motivaram toda uma
série de questdes na teoria de sistemas dinamicos, teorias de bifurcagio,

termodinamica, fisico-quimica e efc.
4.1 — Nova fisica gravitacional?

Mencionamos nos primeiros capitulos alguns problemas em se atributr
os cfeitos da aceleragio do Universe em termes de fluidos com propriedades
hidrodindmicas nfdo convencionats. De forma a superar parte dessas
dificuldades alguns autores vem mnvestigando a possibilidade de se descrever
este fendmeno e termos de efeitos puramente gravitacionais. Um exemplo
particularmente interessante ¢ o da teovia de simetria inversa envolvendo
poténcias negativas do ¢scalar de curvalura na lagrangiana da gravitagdo. Na

teoria da relatividade geral, as equagdes de movimento sdo conseqiiéncias da
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a¢do de Einstein-Hilbert dada pela lagrangiana L(R)=./- g R/2. Neste novo

caso, a a¢do adquire um novo termo dado por [31]

M, )
St LR e o R AR RS (1

onde ¢ ¢ uma nova constante com unidades de massa, L,, ¢ a densidade
lagrangiana da matéria e M, a massa de Planck reduzida. As equagdes de
movimento generalizadas tomam a forma

a 1 o

’}RII-’Hh 1- b
R*) ™ 2 R’

1y 4 |
R'g;w +C€J(R2J BE - v(.uvv)[szz—T,uv

que exibem algumas solugdes para o vicuo com peculiariades bastante

interessantes. As solugdes de vicuo com curvatura constante, isto é, R =0

devem satisfazer 2 = ++/3¢. Portanto, estas soiucdes sao do tipo de Sitter (dS)
e antl de Sitter (adS) e ndo Minkowski, podendo portanto, de um ponto de vista
fenomenolodgico, se tornar uma alternativa dilerente para descrever o problema

da aceleragfio, apesar de dS ser aparentemente instavel.
4.2 — Uma analogia com a eletrodinimica

Inspirados pelas propriedades aparentemente interessantes apresentadas
por uma teoria do tipo simelria inversa, iremos estender as consideragdes dos
capitulos 2 € 3 para o caso igualmente plausivel de uma teoria nio-linear

baseada em uma série de poténcias do tipo

L(F)= Z c R (4.2)
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onde as poténcias negativas de £ poderie eventualmente ser levadas em
consideragio. Este processo pode ser pensado como uma extrapolagiio das
series de Taylor usuais para uma espécie de série de Laurent dotada de indices
negativos bem como positivos. Uma vez que (anto a lagrangiana quanto F tem

. . -4 - -
unidades de comprmento , as constantes ¢, terdo unidades de

comprimento*™®"’. Como veremos, ao aplicar o processo estatistico do capitulo
passado, u decomposicio em fluidos nldo inicragentes pode ser perfeitamente
generalizada para este caso.

Tomaremos o caso mais simples de uma teoria deste tipo e
consideraremos algumas de suas propriedades no que se refere a cosmologia. A
adi¢@io de um termo com ndo linearidade especifica do tipo abaixo i lagrangiana
de Maxwell gera uma nova espécie de fluido com equacio de estado

assintoticamente superncgativa. Postulemos cntiio a lagrangiana

i ot
L(F)y=——F - 43
(F)=-cF-2 (4.3)

que descreve o campo cletromugnético neste nova teoria. ¢ é uma constante

fundamental com dimensdes de comprimente ' que deve ser regulada pela

experiéncia.
L(F)
|
|
T J {
. ¥
e Oé
oz - T
3 -2 1 1 2 3
0.5
.
‘11_,-'

Figura 4.1: Comportamento comparativo enire L(F) e Maxwell. Neste caso a

N . .
constanie de acoplamento ¢ foi tomada tlustativamente como 0.1,
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Como veremos adiante. esta modificacdo do eletromagnetismo parece estar
consistente com os fatos experimentais basicos igualmente previstos pela teoria

de Maxwell. Claramente este procedimento serd razoavel para valores
suficientemente pequenos da constante x°. E instrutivo comparar graficamente

algumas alteragdes acrescentadas a teoria de Maxwell (Figuras 4.1 € 4.2) e em
que tipo de regime ambas teorias diferem de forma consideravel. Abaixo temos

a forma da dervadade 2 com relacdo a variavel £

i il T+ QUM e i s e e

Figura 4.2: Comportamento qualititivo da derivadu primeira da lagrangiana de simetria
inversa L, (F) Notemos que esta derivada lende assintoticamente para — 1/4 para

valores suficientemente grandes do médulo do escalar de Lorentz, e que L. =0 no

ponto F=42u"

4.3 — Equacio de Movimento

Antes de entrar definitivamente na andlise da teoria de simetria inversa
no cendrio da cosmologia observaremos algumas das propriedades basicas das
equagdes de movimento. De acordo com as consideragdes do capitulo 2, as

equagdes de movimento para este caso ficam
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(*lﬂq/-‘-‘“‘ =0 (4.4)
S

Talvez seja o momento oportuno para se levantar uma pequena questio
relacionada as simetrias envolvidas na lagrangiana em discussdo. Esta
lagrangiana tem uma propriedade interessante que é conseqiiéncia de sua forma
funcional particular. Se tomarmos o mapa M do dominio de 7 nele proprio

definido da forma

8

M1F+ﬁ=4;, (4.5)

percebemos que ele mantém a lagrangiana invartante, isto &
L{FYy=L{I). {(4.6)
De primeira vista esperariamos que esta simetria estivesse de alguma forma

presente nas equagoes 4.4 o que niio ¢ o caso. Exemplifiquemos com um

resultado curioso ainda nao totalmente compreendido.

- Yt
frov o e (4.7)
o g 4.8
F:FWﬂszﬂF=JL, (4.8)
5E r
e ITRE.
o M e (4.9
i

Colocando de volta nas equagtes de movimento
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1 1’52 4 ~
it %_Fm =0 (4.10)
I

Vé-se que a forma nfo ¢ preservada. No entanto, € prectso tomar certo cuidado

uma vez que £ nem sequer satisfaz a propriedade ciclica que nds assumimos

como hipdtese. De fato, é simples ver que

o+ E o+ #0 (4.11)

4.4 — Soluc¢éio esfericamente simétrica

O minimo que se deve exigir de uma teoria ndo linear do
eletromagnetismo £ a sua consisténcia com o campo eletrostatico gerado por
uma particula pontval camregada. Lembrando as consideragdes gerais
apresentadas no capitulo 2 no sistema de coordenadas esféricas, escrevemos a

equacio de movimenio para o campo e tal particula como sendo
L E(r) = const . (+.12)

No caso da lagrangiana de simetria inversa tenos

.
i

L}I Lir) }.E“_):Consl _ (4.13)

I

ALy ;

Para efeito de simplicidade tomaremos a condigio O =4 x const. Desta forma o

campo elétrico satisfara a equagdo implicita em » dada por

gy = B9 (414)




que reproduz a expressio Coulombiana para altos valores do campo. De fato

temos as duas aproximagdes para o campo

I. rt>>0f 1

E(ry= g’ L Q + O((—QJ (4.15)
4 r° e
II. r* << Qf 1’
N 5 213\
Ery=-L 1| 2] || £ (4.16)
r Q Q
E(r)
|
\
251 |
1.5 ‘.
0.5 ; \\

s
]
e

Grafico 4.3: Comparagdo qualitativa entre a solugdo para o campo eletrostitico

esfericamente simétrico na teoria de Maxwell e na teoria de simetria inversa. A linha

tracejada horizontal representando o limite #z .

A dependéncia explicita do campo elétrico com a coordenada radial » poderia
ser obtida, em principio. através da solucie da cquaglo quartica extbida acima.

Este procedimento ndo ¢ absolutamente neccessario para uma conipreensio
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razoavel do comportamento global da solucio. Exibimos abaixo um grafico da

fungdo f(E)=E"* - —Q,— E? para alguns valores diferentes do raio,
2

Figura 4.4: Grifico qualitativo da solugdo do problema. As intersegdes entre a linha pentilhada
4 . .
(4 )comascurvas f(£) define um método para se calcular o campo elétrico em termos do

ralo,

Notemos que o comportamento do campo elétrico para longas distancias
distancia-se do campo Coulombiano convencional por um fator pequcno mas
diferente de zero, sugerindo que neste contexlo o termo adicional 1/F {unciona

de forma oposta ao termo de massa contido nas equacdes de Proca.

4.5 - Energia e pressio

Antecipando alguns resultados esclarecidos mais adiante exibimos agora
as expressdes particularmente importantes para a cosmologia envolvendo a
densidade de energia bem como a pressio isotrépica em termos dos Campos
elétrico £ e magnético # . Como salientado nos pardgrafos anteriores, uma
teoria definida em termos de uma lagrangiana com poténcias negativas do

escalar £ poderd implicar em modificacdes consideraveis da tcoria de Maxwell



em certas ocasides. Ao passo que estas teortas s3o praticamente equivalentes a
sua an&loga linear para valores suficientemente intensos do campo, contribui de
forma determinante no limite oposto. E este exatanmente o caso, por exemplo, na
soluglio esfericamente simétrica previamente investigada onde a teoria de
Maxwell ¢ restabelecida para regides préximas da carga. Esperamos, & claro,
que este seja também o caso nas distribui¢des de momento ¢ energia do campo.
Infelizmente, uma ver que nestas teorias & lagrangiana ndo é uma funcio
continua do esculur de Loremiz, certas grandezas ndo podem ser expandidas, e
portanto pensadas como pequenas corregdes, cm torno do ponto F =0.
Levando em consideragdo as equagdes 2.33 ¢ 2.34 demonstradas no
capitulo 2 e tomando como sempre o caso particular onde G =0, temos para a

densidade de energia e a pressdo respectivamente

. £ -3£7)
L y=— (L7 + H- X 4.17
/ 2( )+ 3 (H3—52)3 (4.17)

1 3 3 ,L (7H —SE )
11 =—(E’ + H¥) - e~ 4.18
P 6( ) 6 (H® -E%Y (+.18)

A primeira propricdade que devemos manter em mente é a negatividade de
ambas as expressdes para certos dominios especificos dos campos. Embora
muitos autores argumentem (o que cerlamente € pertinente) que esta seja uma
caracteristica indesejavel para a representacio da densidade de energia, no caso
particular da pressdo. quando considerarmos o Universo permeado pelo campo
H , veremos que esta ¢ uma propriedade imprescindivel para a aceleragio do
fator de escala no cenario de FRW. Vemos também que no limite ¢° — 0 as
expressoes sido equivalentes as expressdes tradicionais do eletromagnetismo de

Maxwell e que elas diveruem parao caso //° > £°, ouseja F 0.
E interessante notar quantas possibilidades inusitadas podem aparecer ao
se considerar auto interagdes em: uma dada teoria de campo. No caso particular

em questio estas ndo linearidades nos levaram a comportamentos nio
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convencionats nas distribuicdes de energia. Algumas peculiaridades destes
problemas foram analisadas por nés com maior profundidade em certos casos.
Estudamos possiveis resirigdes ao dominio dos campos bem como a introducio
de pequenas corregdes na lagrangiana de simetria inversa. No entanto, como
mencionado anteriormente, nosso objetivo ndo é o de encontrar a “dltima
teoria” para o eletromagnetismo livre de todas as imperfeigdes, mas sim o de
encaminhar certas altemativas para o entendimento do possivel papel
desempenhado por estas teorias no que se refere ao problema da aceleracio do
universo. Para estes fins € razodvel o estudo da lagrangiana de simetria inversa
em sua forma atual.

Acrescentamos finalmente as equagdes

Y (HT+EY)
——E H? . 4.19
pPrp=—(E"+H )- 3 (H“—E3)3 (4.19)

pEdp=F + H v - - (4.20)

7 =3H7)
(// ~

Antes de passar ao processo de médias e a construgdo do nosso modelo
de Universo magnético passemos brevemente por uma soluciio peculiar das
equacdes de movimento.

4.6 — Selugio cosmoldgica fundamental

As equagdes de movinento induzidas pela lagrangiana de simetria

inversa podem scr colocadas na forma mais sugesiiva

(72 (7= 2w )re ], =0, (4.21)

67



Nesta disposi¢io fica claro que existem dois limites para o escalar F curiosos
no que refere as solugdes das equagdes. Na medida em que o escalar do campo

tende continuamente as hipérboles

F=124", (4.22)

qualquer tensor [, ~satisfazendo esta condigfo satisfara automaticamente as

equacdes de movimento. Na verdade este € um fato comum a todas as teorias

ndo-lineares que admitem estades para o campo com L, =0.
De fato, a caso andmalo em que L, se anula nos providencia uma

indicacdo interessante das propriedades cosmolégicas de um fluido
eletromagnético ndo-linear desta espécie mesmo na auséncra do processo de
médias. Uma vez que os fluxos de calor bem como as pressées anisotrépicas

observadas em uma configuracio de campo deste género

G, = _:{.[‘F‘??’: e f M TE” = O , (423)
.
7 =4L, (E;'Ev +H#HV)+§L!_.(E' +H2)h;w =0, (4.24)

sdo identicaniente nulos, sé nos resta a densidade de energia bem comc a

pressao

p=—4L, E —[=-1, (4.25)

4 y
r):—-:-(L’_.F—f-LI_.Ef)-f-L=L. (426)
2

cuja equacho de cstado pode perfeitamente simular uma espécie de constante

cosmologica efetiva com origens de natureza puramente eletromagnética. Pelas
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equagdes (4.17, 4.18) purcebemos que cada um destes estados tem energias u”

e —u*. Uma analise mais cuidadosa deste problema nos mostra que do ponto
P q p

de vista da cosmologia estas solugdes sao precisamente as solugdes de de Sitter
(dS) e anti de Sitter (AdS).

Em geral podemos colocar a questio da seguinte forma. Uma vez que

2. ; L (4.27)
P LWEGWJTﬁF

que pode ser refraseada da seguinte forma

p+p=-§@3+ﬁfﬂﬁ (4.28)

2

onde sé poderemos ter A = -1 nocasoemque L, =0.
4.7 - Universo magnético revisitado

Passarcmos agor: ao casdy mais razoavel de um Universo dominado por
radiagdo ndo-linear, ou Luz Escura, cujo campo magnético ¢ dominante.
Esperamos que este procedimento possa ser generalizado sem maiores
problemas para o caso em que ¢ campo elétrico esteja igualmente presente,
comoe € o caso, por exemplo, na radiagdo césimica de fundo.

Voltando ao processo de médias realizado no capitulo passado, neste

caso £ =0 para nosse classe particular Je observadores comoventes, sendo
4 . .
p=—Lc p=L- gL,,F. De lorma a acelerar o fator de escala do Universo,

em acordo com a equaciio de Raychaudhuwri, a matéria deve satisfazer a

condigiio (p +3p)<0 sendo
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p+3p=20L-4rL,) (4.29)
Portanto a condi¢io transforma-se em

L
L,>——_ 4.30
Ry (4.30)

que ¢ uma espécie de “incquacio diferencial™ de primeira ordem. Ressaltamos
agora que qualquer teorta nao-hinear do cletromagnetismo que satisfaca esta
propriedade no cenério de FRW acelerara o fator de escala. Mostraremos que
nosso modelo baseado na lagrangiana de simetria inversa {Luz Escura) exibe tal

propriedade. As equagdes 4.17 e 4.18 serfio simplificadas para a forma

i 4.41
= (4.41)

o
It
B |
=
..}
] —
—

.

- LR T i— oo e H
0.2 04 0.6 0.3 1 1.2 1.4

Figura 4.5: Grafico da fungiio £ om termos do campo magnético médio para o caso
em que o campo elétrico médio ¢ nulo. A cscala utilizada ¢ apenas ilustrativa. As

linhas pontilhadas nos mostram o comportamento individual dos dois termos da soma

(4.41)
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De acordo com a decomposicio em fluidos do capitulo passado podemos
pensar nesta densidade de energia como sendo a superposicio de dois fluidos
(P, =}7(,2 12 ¢ p,_, =u'/2H,) com equacdes de estado diferentes. Na
pagina anterior temos o grafico da intersecdo da fungio p(H,E) com o plano
px H.

O extremo desta funciio (A, ) é um ponto particularmente interessante

uma vez que € nesse ponto o estado de menor energia possivel ou, como se
queira, o estado fundamental da teoria. Encontremos pois este ponto. Derivando

a equacdo 4.41 temos

g

T _H
=H -, 4.42
= (4.42)

S

Portanto

H'—p*=0 — H_=u (4.43)

.

E interessante mencionar gue este valor & exatamente o valor necessario para
anular a funcdo £,. O valor da densidade de energia nesse ponto sendo
exatamente . Volianlo para a cqnacio de cstado 3.28 percebemos que ©
fluido eletromagnético como um todo pode ser pensado como uma
superposicdo de radiagfio ordindria do tipo p=p/3 ¢ uma outra componente

com pressdo do tipo

P =700 (4.44)

'J

e se conserva mdependentemente nao ha imteracio entre eles. E exatamente este

termo dotado de presséio negativa o responsivel pela aceleracio do fator de
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escala nesta teoria. Gracas a esta propriedade, em analogia a energia escura, o

apelidamos Luz Escura. A pressio total fica entfio da seguinte forma

gLz (4.45)

¢.5

=

Figura 4.6: grafico esquematico da pressio 1otal constituida por um termo de radiagdo

convencional bem como oulro de Lu- escwra. Para valores suficientemente grandes de

H a pressic Maxwclliana toma conla,

Observemos que a pressio se anula no ponto

H, =74 (4.46)

Passemos agora a cquagio de ostado cletiva. Esta equagdo, como
mencionada anteriormente, pode ser obtida pela divisdo das equagdes 4.41 ¢

4.45, sendo
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(4.47)

Dois [imites sdo particutarmente interessantes para analise do comportamento

desta nova fungio.

IL.

.op 1 o .
L1 iO_: = 3’ que coincide exatamente com a teoria de Maxwell.
o)

. D 7 . .
i é = ~3 que ¢ uma equagio de estado supernegativa sendo
el

e

[

e)
[
ey
i

Figura 4.7: Gralico envoivendo o equagfo de cstado efetiva em termos do campo

magnético médio. A linha pontilhada reflete o comportamento do analogo

Maxwelliano, Claramente a escala esta exagerada.

Este grafico ilustra em “poucas palavras” o quio interessante podem ser

as propriedades cosmologicas de uma teoria de simetria inversa no cenario de



Luz Escura. Para valores suficientemente intensos do campo magnético médio,
o fluido comporta-se como radiagdo convencional, supostamente em acordo
com o fluido cdsmico previsto em instantes remotos da evoluglo. Existe um
ponto onde a pressdio se anula e comeca a se¢ tornar negativa alcangando os
limiares da condig?o de energia dominante. Finalmente, a medida que o campo

magnético tende a zero, 1, viola a condigdo de energia dominante, o que

algumas observagoes recentes lem exigido. Os efeitos desta teoria ficarfio mais
claros na descric@o da dinamica.

Passemos agora a atguns dos detalhes matematicos. Antes de mais nada,
¢ interessante notar que as simetrias satisfeitas pela lagrangiana de simetria
inversa acarretam em wma propriedade semelhante da densidade de energia.
Neste caso a equacio 4.17 fica

—1) H 48 1

LU (4.48)

2 2

2

|

que sdo invariantes sob a transformagiio /4 — / H . O mesmo sendo valido

para a dependéncia com o fator de escala. Pela equagio de conservacio

plu)y=— [i +—u" (4.49)
a - [_[h—
Podemos dizer de forma aproximada que os efcitos do fluido ndo-linear
" X . . NIZH
comegam a se manifestar a partiv do minimo «,, = . De fato
7,
d 2H, . o
P o o (4.50)
3

da a

e a, satisfaz a equagdo
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Syt =0 (4.51)

Notemos também que a densidade de energia é sempre positiva e definida neste

caso. A pressdo derivada da equag@o 4.18 reduz-se a

— (4.52)

e de acordo com as consideragdes do grafico 4.6 torna-se negativa 4 partir do
ponto a® =H 04/ 7u® . Observemos que as funcdes acima definidas p e p,
apesar de bem comportadas, niio sdo limitadas, podendo divergir para certos
valores do fator de escala (para ser mais preciso tanto no passado quanto no
futuro). Estas divergéncias refletem-se igualmente em algumas propriedades da
geometria. O escalar de curvatura apresenta um comportamento ndo usual.

Temos

at (4.53)

O traco T ou o escalar de curvatura & comega neste cendrio como sendo zero
e pode terminar (dependendo da trisecio em questdo) no infinito futuro
divergindo. A anulagiio destas grandezas para um tempo suficientemente
pequeno ¢ esperada, uma vez que o trago do tensor momento energia do campo
de Maxwell é precisamente zero. O mesimo raciocinio pode ser extendido para
outros escalares construidos a partir das componentes do tensor de Riemann.

Um exemplo simples é do escalar gerado pela contragdo dos tensores de Ricci

Fi
R,eR

R™R,, =T"T, =p*+3p°. (4.54)
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Observando as fungdes quadraticas p’ e p°

L LH) T o’
4 45 2

2 (4.55)

9 a
3p =5l t K (4.56)

constatamos a divergéncia para t —> 0.

Passando agora para a questdo da evolugio temporal do fator de escala
lembramos as equagdes de Raychaudhuri e a integral primeira derivadas no
capitulo 1. Iremos analisar qualitativamente as solugdes destas equacdes pelo
meétodo exposto no capitulo anterior. Uma vez que estamos interessados apenas
nas modificagoes de  primicira ordem  acarretadas pela nova teoria da
eletrodindmica no cenario de FRW, iremos descartar as influéncias da matéria
baridnica usualmente representada por fluides do tipo poeira ( p=0). Este
procedimento ¢ de fato razodvel no regime prunordial {onde a radiagio

convencional € predominante) bem como na evolugio final (onde o termo 1/F

torna-se doniinante). As equagdes mencionadas tomam a forma

Usando as equagdes para a densidade de energia 4.48 bem como para a pressio

4.52 estabelecidas acima temos

7 T TR
RN B AT (4.57)
«  2u 200

Para que a derivada segunda & torne-se positiva ¢ haja finalmente o regime de

expansdo acelerada devemnos ter a condigdo
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Tomando a expressio de p temos

(4.58)

(4.59)

(4.60)

onde ¢ = 0,1 depende claramente da trisecie. Para as trisegdes hiperbdlicas e

euclidtanas temos o comportamento esbocado na figura 4.8.

Podemos colocar a integral primeira de forma ainda mais sugestiva,

mnterpretando-a como a equagdo de movimento de uma particula em uma

dimensdo com energia — & sob a influéncia de um potencial ¥ (a) . O potencial

. - ;. ( Ao S8 14 .
€ sempre negativo e tent um maximo em o =/, /Jy . Desta maneira, em

analogia com a equacdo

E + E, =const

da mecinica Newtoniana (emos

a7+ 1) = -
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A analise desta equagio nos demonstra que os casos com trise¢des euclidiana e
hiperbotica admitem uma evolugao do fator de escala com origem singular em

um tipo de “Big Bang” em « =0, expandem com aceleragiio negativa até

4 1/3 - . - . .
a= (HO /3;18) ¢ entéo evoluem em direcdo ao infinito de forma acelerada.

& 2]
de s=-1 o
30 K
o
4 N
‘\ E
2 \v/
1 o n e hn e  m mm mw mA mm o m m - m e em o o= mas e a -
a
1 2 3 4 E
Ny T
_2: N
s .
‘3: ] -3

Figura 4.8: Esbogo do sistema dinamico «x ¢ para as trisecdes hiperbdlica e

euclidiana

O caso fechado tem algumas peculiaridades. vma vez que no ponto critico o

potencial adquire a forma

que dependendo do valor de /) pode ser maior ou menor que —1. Neste caso

temos trés possibilidades distintas, a saber

L. V. <~1. O universo intcia em uma singularidade e se desenvolve de

manetra analoga ao caso ¢ =-1,0;
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IL. V.=-1. A mesma dindmica anterior, porém a constante de Hubble se

I

anula para o fator de escala critico;

HI. V.>-1. Dots tipos de comportamentos sdo permitidos. O  universo
inicia-se em a = 0, expande até um certo valor de a, e depois recolapsa.
Ou entdo comeca em um valor infinito de a, colapsa até determinado

valor e depots expande novamente.

o2 34
dec £=1 i
3 El
2 2
1
/
\ H
e - &
A 2 3 4 3
o : =
{ \ ¢
-2 \_‘ \
{ y S
/ \
|
/
5 v

Figura 4.8: Esbogo do sistema dindmico para o caso esférico.

Alem disso, mencionamos que certamente pode-se tornar uma motivacio de

ordem tedrica a busca da expressfio de L para que o potencial ¥ (a) tenha uma

dada forma.
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Conclusio e criticas

Examinamos algumas propriedades da eletrodindmica ndo-linear
acoplada minimamente com o campo gravitacional. No contexto da cosmologia,
a riqueza de situagdes fisicas nfio usais proporcionadas por uma teoria de
campo deste género tem a oferecer certamente toda uma gama de situacdes
inusitadas de grande interesse para o tedrico.

O processo de autointeragio do campo, representado por equagdes de
movimento ndo-lineares, pode acarretar ent modificacdes consideraveis no
espectro de previsdes da teoria de Maxwell onde o principio de superposicao
desempenha papel fundamental. Em particular, tanto a questio da propagacio
de ondas quanto o tensor momento-energia da radiacio passam a contar com
toda uma série de novas facelas que dependem sensivelmente da forma como a
teorta ndo-linear foi previamente estabelecida.

Uma vez que grande parte dos mteresses em se modificar a teoria linear
de Maxwell em cosmologia esteve voltada para a relevancia destas alteracoes
1o suposto nfcio do universo, decidimos 10§ concentrar em uni Aovo tipo de
investigacdo. Inspirados por teorias alternativas da gravitacio consideramos o
caso onde a agdo para o campo cletromagnélico conta com a presenca de
poténcias negativas do escalar de Loreniz cxplicitamente na forma funcional da
lagrangiana. Esta generalizagdo parece cstar consistente com as observacdes
para valores suficientemente pequenos da constante de acoplamento. Apesar
dos evidentes contratempos na densidade de energia e muito provavelmente na

propagacdo de ondas, nés a consideramos uma teoria fenomenologicamente
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valida para valores niio muito pequenos do invariante F . Baseando-nos neste
modelo analisamios alguimas caracteristicas do problema da aceleracio.

Nosso modelo de Luz Escura. que. tem como fonte o campo
eletromagnético nfio linear, tem a vantagem counceitual de se descrever o
problema da aceleragio césmica em termos de uma fisica até certo ponto
convencional. Vimos que o tensor momento energia oriundo de uma teoria
como esta pode apresentar propriedades interessantes, tais como a existéncia de
pressdes assintoticamente negativas, podendo eventualmente violar a condigdo
de energia forte.

Algumas observagdes sugerem que a equagio de estado efetiva da
energia escura poderia ultrapassar os limites exigidos pela condiclo de encrgia
dominante. Um campo escalar convencional nfio pode satisfazer este tipo de
propriedade sem se introduzir os chamados “phantom fields”. Ao invés de se
apelar para as energias cinéticas negativas [regiienicmente invecadas pela moda
atual, modificamos a acio do campo eletromagnético.

O resultado em uma cosmologia de Friedmann-Robertson-Walker é
exatamente acelerar o universo, podendo terminar em um final drastico com a
divergéncia de grandezas fisicas tais como a densidade de energia bem como o
escalar de curvatura, e de forma antagdnica ao Big Bang, terminando em uma
espécie de Big Rip.

Do ponto de vista tedrico seria interessante o estudo de que tipo de
potenctal poderia ser gerado pelo acréscimo de novos lermos na lagrangiana do
campo eletromagnético. Uma outra possibilidade seria a analise de teorias
envolvendo, tal como na teoria de Euler-Heisenberg, o invariante de Poincaré
G . Algumas destas possibilidades foram analisadas por nds em um contexto de
singularidades.

Finalimente, gostariamos de ressaltar que uma nova linha de investigacio
aparentemente interessante poderia i am divecio a teoria de bifurcagoes, Como
sabemos, o altissimo grau de simetrta atribuido 4 geometria de FRW admite a
reducdo do sistema ndo-linear das equagdes e Einstein a um sistema planar e
autbnomo de equagdes diferenciais. Estas equagdes envolvem de forma 6bvia e

explicita a distribuicdo de energia e momento através do espago-tempo. Uma
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vez que a teoria de simetria inversa exibida nfio pode ser pensada (em geral)
como uma pequena perturbagdo da teoria de Maxwell, implica que nio
podemos expandi-la em torno de F = 0. Desta forma, a estrutura topoldgica do

espago de fases parece transformar desconlinuamente para variaco arbitrarias
do pardmetro 4°, indicando que o indice de Poincaré deverd sofrer uma

modificacdo.

82



)

3)

4

5)

Referéncias

U. Alam, V. Sahni, T. D. Saimi ¢ A A. Starobinsky, Is There Supemova
Evidence for Dark Energy Metamorphosis ?, astro-ph/0311364 (2003). P. J.
Steinhardt, Sci. Am. Edigfio Especial n° 1.

E. V. Linder, Probing Gravitation, Dark Energy, and Acceleration, Phys.

Rev. D70, 023511 (2004).

Adam G. Riess et al, Observational Evidence from Supernovae for an
Accelerating Universe and a Cosmological Constant. Astron.J.116:1009-

1038 (1998).

D.N. Spergel, L. Verde, H. V. Peiris, . Komatsu, M.R. Nolta, C.L.
Bennett, M. Halpern, G. Hinshaw, N. Jarosik. A. Kogut, M. Limon, S.S.
Meyer, L. Page, G.S. Tucker, ].L. Weiland, E. Wollack ¢ E.L. Wright, First
Year Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) Observations:
Determination of Cosmological Parameters, Astrophys. J. Suppl. 148, 175
(2003).

M. S. Turner, Why Cosmologists Believe the Universe is Accelerating,

astro-ph/9904049 v (1999).

83



0)

7)

8)

9

P.J.E. Peebles ¢ B. Ratra, The Cosmological Constant and Dark Energy,
Rev. Mod. Phys.75, 559 (2003).

M. Novello, Theoretical Cosmology, VII Brazilian School of Cosmology

and Gravitation, Rio de Janeiro (Brazil), 2004.

V. Narlikar, R.G. Vishwakarma e G. Burbidge, Interpretations of the
Accelerating  Universe, Publ. Astron. Scc. Pac. 114,1092 (2002).

B. Jones, Observing the Universe, VII Brazilian School of Cosmology and

Gravitation (1993).

10) S. M. Carroll, Why is the Universe Accelerating?, astro-ph/0310342 (2003).

11)P. Neupane, Cosmic Acceleration and M Theory Cosmology, Mod. Phys.

Lett, A19, 1093 (2004). W. Moffat, Modified Gravitational Theory as an
Altermnative to Dark Energy and Dark Muater. astro-ph/0403266 (2004). V.
Sahni, Dark Matter and Dark [nergy. Leclures given at 2nd Aegean
Summer School on the Early Universe, Ermoupoli, Island of Syros, Greece,
22-30 Sep 2003. (2004). 39pp. astro-ph/0403324 (2004). V. F. Cardone, A.
Troisi e S. Capozziello, Unified Dark Energy Models: a Phenomenological
Approach, Phys. Rev, D69, 083517 (2004).

12)Is Cosmic Speed-up due to New Gravitational Physies? Sean M. Carroll,

Vikram Duvvuri, Mark Trodden, Michuel S, Turner Phys.Rev.D70:043528
(2004)

13) Christian Beck, astro-ph/0310479

14) M. Novello, V Brazilian School ol Cosmology and Gravilation, Rio de

Janeiro, Brazil, (1987).

84



15)M. Novello, Santiago E. Percz Berghaffa, J.M. Salim, Singularities in
general relativity coupled to nonlinear electrodynamics,
Class.Quant.Grav.17:3821-3832 (2000). M. Novello, S. E. P. Bergliaffa, J.
Salim, V. De Lorenci e R. Klippert, Analog Bilack Holes in Flowing
Dielectrics, Class. Quant. Grav. 20, 859 (2003). ) V. A. De Lorenci, R.
Klippert, M. Novello, J. M. Salim, NONLINEAR ELECTRODYNAMICS
AND FRW COSMOLOGY, Phys.Rev.D65:063501,2002

16)E. Elizalde, J. E. Lidsey, S. Nojirt e S. D. Odntsov, Born-Infeld Quantum
Condensate as Dark Energy in the Universe, Phys. Lett. B574, 1 (2003). M.
Novello, S.E. Perez Bergliaffa, J. Salim, Nonlinear Electrodynamics and the
Acceleration of the Universe. Phys.Rev.D69:127301,2004

17yV.V. Kiselev,  Vector Field as a  Quintessence  Partner.

Class.Quant.Grav.21:3323-3336 {2004)

IS)R. C. Tolman e P. Ehrenfest, Temperature Equilibrium in a Static

Gravitational Field, Phys.Rev, 36, 1791 (1930).

19) M. Novello, Cosmeiogia Reiativista, [ Escola de Gravitagdo e Cosmologia,

Ric de Janeiro, Brasil (1980).

20)H. P. Robertson, Relativistic Cosmology, Reviews of Modermn Physics. 5, 62
(1933).

21)C. G. Tsagas, Electromagnetic Fickds in Curved Spacetimes, gr-qc/0407080

(2004).

22) Bialynicki-Birula, Bomn-Infeld Nonlinear Electrodynamics, Acta Phys. Pol.
B. 30, 2875 (1999).

85



23)M. Born, L.infeld, Foundations of the New Field Theory, Nature, 1004
(1933).

24yM. Novello, Santiago E. Perez Bergliaffa, Effective Geometry, 10th
Brazilian School of Cosmology and Gravitation (BSCG 2002), Rio de
Janeiro, Brazil, 29 Jul - 9 Aug 2002. Published in AIP Conf.Proc.668:288-
300,2003. J. D. Jackson, Classical Electrodynamics, Third Edition, (1998)

25)E. L. Rodrnigues, Buraco Negro nio Gravitacional: Extensdo Maximal,

Dissertagio de Mestrado (2004).

26) L. Landau, E. Lifshitz, Teoria do Campo (¢d. Hemus).

27YM. Novello The Program of the Eternal Universe, 8th Marce! Grossmann
Meeting on Recent Developments in Theoretical and Experimental General
Relativity, Gravitation and Relativistic Field Theories (MG 8), Jerusalem,
[srael, 22-27 Jun 1997.

28) David H. Delphenich, Nonlinear Electrodvinamics and QED.
29) hep-th/0309108 (2003)

30)S. 1. Plimpton e W. E. Lawion, A Very Accurate Test of Coulomb’s Law of
Force Between Charges, Phys. Rev. 50, 1066 (1936). E. R. Willians, J.E.
Faller e H. A. Hill, New Experimental Test of Coulomb’s Law: A
Laboratory Upper Limit on the Photon Rest Mass, Phys. Rev. Lett. 26, 721
(1971).

31YH. P. de Oliveira, Non-Lincar Charged Black Holes, Class. Quantum Grav.
11, 1469 (1994).

80



“4 ACELERAC{‘TO DO UNIVERSO E A
ELETRODINAMICA NAO LINEAR”

Erico Goulart de Oliveira Costa

Tese de Mestrado apresentada no Centro
Brasileiro de Pesquisas Fisicas do Ministério
da Ciéncia ¢ Tecnologia fazendo parte da
banca examinadora os seguintes professores:

[

Mario Novello - Presidente

Nelson Pinto Neto — Suplente

Rio de Janeiro, 29 de outubro de 2004



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95

