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A vos, homens de ciéncia, a vds técnicos, tenho o dever de lem-
brar: a ética tem sempre primazia sobre a técnica e o homem
sobre as coisas.

Papa Jodo Paulo 1I, discurso proferido na Praga Dois de Julho
(Campo Grande), em Salvador, em 7 de julho de 1980, in A
Palavra de Jodo Paulo II no Brasil (Edigdes Paulinas, 1980)

Conhecer alguma coisa cientificamente significa estar-se cons-
ciente dos limites do conhecimento e trazer 4 ciéncia um espirito
filosdfico. Sem esse espirito, as proposigdes e as palavras que
expressam os resultados cientificos sao supersticdes.

Karl Jaspers, in Filosofia da Existéncia (original de 1938)

Conhecer é nao conhecer:
Eis a exceléncia.

Nao conhecer é conhecer:
Eis o erro.

Lao Tse, in Tao Te King, §71
(Editorial Estampa, Lisboa 1973)

Mas nds, nés queremos nos tornar aquilo que somos — homens
unicos, incomparaveis, aqueles que se dio suas proprias leis,
aqueles que criam a si proprics! E para tal € preciso que sejamos
daqueles que aprendem e descobrem melhor tudo que ¢ lei e ne-
cessidade no mundo; € preciso que sejamos fisicos, para poder-
mos ser, naquele sentido, criadores (...) Conseqlientemente:
viva a fisical

Nietzsche, in A Gaia Ciéncia, §335 (original de 1882)
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Resumo

Analisamos conexdes entre sistemas complexos e a mecanica estatistica ndo-extensiva.
Abordamos (i) aspectos matemdticos do formalismo; (ii) sistemas computacionais (mapas
de baixa dimensionalidade e sistemas Hamiltonianos de muitos corpos), fisicos e soci-
ais, que sdo razoavelmente bem descritos por este formalismo. Mais especificamente,
sempre dentro do formalismo n&o-extensivo, desenvolvemos generalizactes das funcoes
trigonomeétricas e hiperbélicas, incluindo uma deformagéo do oscilador harmonico, gene-
ralizacoes da algebra e do cdlculo diferencial, da transformada de Laplace, e aplicacdes
em analise wavelet. Analisamos ainda sistemas dissipativos de baixa dimensionalidade,
particularmente dentro da classe de universalidade do mapa logistico, encontrando uma
relacao de escala de tamanho finito entre o indice entrépico (que caracteriza a generali-
za¢do nao-extensiva) e a granulagao (graining) adotada. Sistemas conservativos de alta
dimensionalidade com interagoes de longo alcance sio também analisados através de dois
exemplos computacionais, tratados através de dinamica molecular. Verificamos a ndo
comutatividade dos limites r'na,croscépico e temporal quando estao presentes interagoes
de longo alcance, limites estes caracteristicos do equilibrio termodinimico. A nio comu-
tatividade dos referidos limites foi uma conjectura feita por Tsallis; alguns autores ja a
verificaram, também computacionalmente — nossa contribuicdo neste caso particular se
refere a um exemplo adicional, que corrobora resultados prévios.

Sintetizando, o trabalho se insere na linha de determinar os limites de validade da
mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs, e a sua possivel generalizagio de acordo com a

mecanica estatistica nao-extensiva.



Abstract

We analyze connections between complex systems and nonextensive statistical me-
chanics. We deal with (i) mathematical aspects of the formalism; (ii) computational
(low-dimensional dissipative systems and many body Hamiltonian systems), physical and
social systems, that are fairly well described by this formalism. More specifically, always
along the lines of the nonextensive approach, we develop generalizations of trigonometric
and hyperbolic functions, including a deformation of the harmonic oscillator, generaliza-
tions of the algebra and the differential calculus, of the Laplace transform, and applica-
tions in wavelet analysis. We analyze low-dimensional dissipative systems, particularly
those within the universality class of the logistic map, finding a finite-size scaling law
between the entropic index (that characterizes the nonextensive generalization) and the
adopted graining. High-dimensional conservative systems with long-range interactions
are also analyzed through two computational examples, treated by molecular dynamics.
We verify the non-COmmdtabiIity of macroscopic and temporal limits when long-range
interactions are present; these [imits are characteristic of thermodynamical equilibrium.
The non-commutability of these above-mentioned limits was a previous conjecture by
Tsallis; some authors have already computationally verified it — our contribution in this
particular case refers to an additional example, which corroborates previous results.

Summarizing, the present work is included along the lines of determining the lim-
its of validity of Boltzmann-Gibbs statistical mechanics, and its possible generalization

according to nonextensive statistical mechanics.

xi
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Capitulo 1

Introducao

A presente Tese trata de aspectos dinAmicos e termodinimicos de alguns tipos particulares
de sistemas. Sdo aqueles que ndo sdo bem descritos (alguns deles nio sio absolutamente
descritos) com o formalismo da mecénica estatistica de Boltzmann-Gibbs (BG). Como
vamos tratar de termodinamica, estamos particularmenté interessados em sistemas com-
postos por um numero muito grande de particulas elementares. De acordo com o caso
analisado, estes constituintes elementares podem ser 4tomos {ou moléculas), pessoas de

uma populagio, cidades de um pafs etc.

O formalismo de Boltzmann-Gibbs tem mais de um século de sucesso e é aplicavel
a um sem-numero de sistemas fisicos. Mas ndo todos. Muitos sio os sistemas que nio
se encaixam adequadamente dentro deste quadro. Nio se conhece ao certo as razdes
necessarias e suficientes cia nao aplicabilidade de BG. Conhecer os limites de sua validade
¢ algo que ainda estd por ser completamente elucidado. Mas é certo que esses limites
existem. S&o conhecidas algumas caracteristicas que levam um dado sistema a extrapolar
0 contexto da mecénica estatistica de BG: interacdes de longo alcance, memdria de longa
duragao, estrutura fractal ou multifractal de algum espaco de fases pertinente, dinimica
lenta, quebra de ergodicidade, estrutura do tipo mundo pequeno (small world), sistemas
auto-organizados, dentre outras. Mais de uma destas caracteristicas podem estar presentes

simultaneamente.

Falemos brevemente de ordem e caos. Consideremos um reticulo com geometria sim-

ples e bem definida (p. ex. um reticulo triangular, em duas dimensdes), no qual cada sitio



2 Capitulo 1. Introdugao

representa a posi¢ao de um atomo. Os vértices deste reticulo representam as ligacoes entre
atomos vizinhos. Trata-se, visivelmente, de um sistema bem ordenado. E possﬁvel pre-
ver a posi¢ao de um atomo distante apenas pela extrapolacao da distancia interatémica.
Consideremos o extremo oposto. Imaginemos que as posigoes ocupadas pelas moléculas
de um gds correspondem aos sitios de um reticulo. Essas posi¢des variam no tempo,
pois se trata de um sistema dindmico. Seguramente um sistema cadtico. Em ambos os
extremos, completa ordem e completo caos a mecinica estatistica de BG se aplica bas-
tante bem. A prépria origem da mecanica estatistica estd relacionada a estes sistemas:
as distribuicdes de velocidades de um gds, calculadas por Maxwell, a hipétese do caos

molecular de Boltzmann, o cdlculo do calor especifico de um sélido por Einstein (vide, p.

ex., Ref. [1]).

Ocorre que essas duas categorias de sistemas {completamente ordenados ou comple-
tamente cadticos) ndo sio as Gnicas existentes. Na verdade sio casos limite. Alguns
sistemas apresentam caracteristicas de ambas (muitos sistemas com comportamentos in-
termediarios entre ordem e caos também sao bem descritos pela mecidnica estatistica de
BG). Diriamos mais, deixados por si s6, evoluindo de acordo com sua dindmica prépria,
estes sistemas alcancam um estado auto-organizado, estado este que costuma estar no
limiar entre ordem e caos (self-organized criticality, SOC). Para uma abordagem mais
abrangente, embora ainda introdutdéria, vide o livro de Per Bak [2]. Ali o leitor interes-
sado encontrard referéncias f)ara um posterior aprofundamento. E nfo sdo poucos estes
casos que vivem na fronteira entre ordem e caos. Tampouco sdo irtelevantes. Os sistemas
vivos s80 os exemplos mais tipicos (eletro-encefalogramas, diversos ritmos biolégicos etc.).
Mas nao apenas. As organizac¢des sociais, econdmicas, e também terremotos, materiais
granulares, raios cdsmicos, dentre outros. Estes sao considerados genericamente por sis-

temas complezos.

E interessante que os conceitos de simples e complexo sdo muito entrelacados, inclusive
do ponto de vista pedagégico. O mapa logistico (trataremos dele no Capitulo 6) é um
conhecido sistema dindmico monoparamétrico, descrito por uma equagio do segundo grau,

diriamos, pois, uma equagao simples. Em condicdes especificas, este mapa apresenta um
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comportamento que deve se caracterizado como complexo. Trata-se, por isso, de um
modelo paradigmatico para estudos de simplicidade e complexidade, pois contém em si
comportamentos ordenados, cadticos e a transicdo entre estes regimes. Contém em si
a esséncla do caos. A Segunda Parte da presente Tese trata de alguns aspectos destes
sistemas complexos.

De uma forma bastante rudimentar!, poderfamos dizer que a mecinica estatistica de
BG é aplicivel a sistemas simples, enquanto os sistemas complexos necessitam de outra
abordagem, mais geral. (Jue abordagem é esta ainda é um ponto em aberto. Muito
provavelmente ela nao é tUnica; sistemas complexos podem estar divididos em diferen-
tes classes de universalidade. Uma possivel candidata para descri¢io de pelo menos al-
guns destes sistemas complexos é a denominada mecinica estatistica ndo-extensiva. A
Primeira Parte desta Tese aborda alguns aspectos matemadticos deste formalismo. O
restante deste Capitulo introdutério coloca algumas linhas gerais sobre a mecénica es-

tatistica ndo-extensiva; seu texto ¢ parcialmente baseado na Ref. [3]. -

1.1 g¢-Entropia

Podemos considerar a formulagao do conceito de entropia (juntamente com o de energia e o
de simetria) como uma das grandes realizagdes da ciéncia. Permitiu formar o corpo teérico
da termodindmica de equilibrio e de processos irreversiveis, constitui a pedra fundamental
da mecanica estatistica e também exerce papel central na teoria da informacao. Além
disso, encontrou terreno fértil em sua interpretagdo fisica, permitindo que outras reas
do conhecimento também se beneficiassem, tais como filosofia, economia computacio e
biologia.

Uma proposta de generalizacio do conceito de entropia abre terreno para um trabalho
gigantesco e muito seria esperado de tal formulagio. Sera que esta nova entropia serviria
de base para a generalizacio de teorlas nas areas de conhecimento que o conceito usual

tem servido? Haveria consisténcia entre as varias conclusées obtidas em cada uma dessas

1Utilizamos a palavra rudimentar porque os conceitos de simples e complexo néo estio definidos.
Colocamos apenas exeniplos que podem induzir o leitor 2 uma imagem destes sistemas.
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dreas? QQuais os pontos que deveriam receber uma formulagao geral e quais aqueles que de-
veriam permanecer intactos? Uma entropia generalizada manteria as interpretacoes fisicas
que sao atribuidas a entropia usual? Que fenémenos nao conseguem ser bem explicados
com o formalismo usual? Seriam eles bem descritos com o formalismo generalizado? Que
experimentos poderiam testar a validade da(s) nova(s) teoria(s)? A mecinica estatistica
generalizada manteria seu cardter preditivo, i.e., seria capaz de descrever comportamentos
macroscdpicos usando apenas informacgoes microscopicas? As teorias generalizadas teriam
uma estrutura légica suficientemente simples e seriam esteticamente belas?

Sao muitas as questdes, quase todas ainda abertas, ao menos parcialmente; nao temos a
pretensao de respondé-las. Nosso objetivo aqui é fornecer ao leitor uma visdo introdutdria
- da generalizagio do conceito de entropia, dentro da mecanica estatistica no-extensiva.

Algumas propostas de generalizagao da entropia foram formuladas dentro do contexto
da teoria da informagdo. Mencionamos a entropia de Rényi [4, 5] em 1960, de Havrda e
Charvat [6] em 1967 e a de Dardezy [7] em 1970 (veja a Ref. [8] e outras 14 contidas). Mais
tarde, em 1988, Tsallis [9] propds outra generalizacdo, no contexto da mecénica estatistica
— ¢ desta formulagdo que vamos tratar aqui. Seguindo a mesma linha de Tsallis, tém
surgido outras propostas {10, 11, 12, 13], relacionadas com grupos quanticos ou com o
g-célculo de Jackson® [14, 15].

Nesta Secdo vamos ilustrar algumas propriedades da entropia ndo-extensiva. Uma
revisdo das propriedades da-entropia usual pode ser encontrada em [1, 16, 17, 18] e da
entropia ndo-extensiva em (8, 9, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25]. O sitio da Internet [26] é
constantemente atualizado, e dispde de ampla bibliografia sobre o tema. Em novembro de
2003, p. ex., ja constam ali cadastradas mais de 1100 referéncias relacionadas & mecinica
estatistica nao-extensiva.

Ao generalizar qualquer teoria, é necessario romper com pelo menos um de seus pos-

tulados. A escolha adequada de qual (ou quais) postulado(s) deve{m) ser generalizado(s),

>Uma palavra sobre notagéo. No presente trabalho vamos nos referir inimeras vezes a generalizagdes de
fungdes usvais (as vezes também referidas como deformagdes), através de um parametro q. Seria, talvez,
mais adequado na nossa lingua, denominarmos tais generaliza¢des por “cdlculo do tipo ¢”, “entropia do
tipo ¢”, e assim por diante. Entretanto, esta forma néo é econdmica, ou, melhor dizendo, parcimoniosa.
Uma opgéo seria “célculo ¢” etc. Entretanto, vamos adotar, ao longo do trabalho, um anglicismo que
expressa a mesma idéia: g-cdlculo, g-entropia. . .
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e quais devem ser mantidos, usualmente define o possivel sucesso ou fracasso da teoria.
Uma proposta que pretenda generalizar o conceito de entropia seguramente deve manter o
cardter da irreversibilidade — a segunda lei da termodinidmica. A entropia nio-extensiva
mantém esta interpretagao — isto é verificado através do teorema H, formulado por Boltz-
mann [27], e sua generalizagio, por Mariz [28, 29].

A abordagem axiomdtica da termodinimica (baseada em postulados) foi formulada
nos trabalhos de Caratheddory [30] e Tisza [31]. A versdo mais diddtica dos postulados foi
enunciada por Callen {32], que vamos retomar aqui, para fazer a conexdo com o formalismo

nao-extensivo:

Postulado I Existéncia de estados de equilibrio de sistemas simples® completamente ca-
racterizados macroscopicamente pela energia interna, volume e numero de moles

das espécies quimicas constituintes.

Postulado IT Existéncia da entropia S, fungao dos parimetros extensivos de um sistema

composto, que é maxima no estado de equilibrio.

Postulado III A entropia é uma funcdo continua, diferencidvel e monotonamente cres-

cente da energia, e é aditiva sobre os sub-sistemas constituintes.
Postulado IV A entropia se anula na temperatura de zero absoluto.

A entropia nfo-extensiva viola a aditividade (parte do terceiro postulado de Callen).
Vejamos como isso ocorre. Se considerarmos um sistema composto por dois outros sub-
sistemas independentes (A) e (B), o terceiro postulado estabelece que a entropia do

sistema comiposto é dada pela soma das entropias de cada sub-sistema:

SA+B) — g 4 gB), (1.1)

Na formulagido nao-extensiva, um sistema composto apresenta uma g-entropia dada por

1 —
SgA-;-B) — SéA) +S§B) + L_k_q_) S(SA)SS,B) (1.2)

3Sistemas simples sdo aqueles macroscopicamente homogéneos, isotrépicos, quimicamente inertes, ele-
tricamente descarregados, suficientemente grandes para que se possa desprezar efeitos de superficie e ndo
sujeitos a campos eletromagnético ou gravitacional.
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onde g é o indice entrépico que caracteriza a generalizagio. Notemos que existemn duas
maneiras de recuperar a extensividade': ¢ — 1 ou k — co. Isto implica que o indice
entrépico g e a constante de Boltzmann podem estar ligadas através de uma relagio nio
trivial. Particularmente a recuperagio da extensividade através de k — oo se assemelha
a0 limite ¢ — oo, quando a relatividade restrita recupera a mecanica Newtoniana, como
também o limite 1/A — oc faz a mecénica quantica recuperar a mecanica de Newton. Dito
ainda de outra maneira, em temperaturas infinitas, todos os sistemas se tornam extensivos.
A partir de agora, dentro deste formalismo no-extensivo, a entropia usual é simbolizada
por S1. De um modo geral, o indice inferior ; simboliza as varidveis usuais da mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs {que tradicionalmente nio carregam indice algum). (1—g¢)
da a medida da nio-extensividade {também referida como nado-aditividade): se ¢ < 1, o

sistema é super-aditivo (S,SAJrB) > S{‘”B]) S£A+B} <

A+B
Sla+aly,

e se ¢ > 1, o sistema é sub-aditivo {

A violagdo da aditividade representa o rompimento com um conceito muito bésico
na termodindmica - o de sisterna isolado. Um sistema isolado é aquele que ndo troca
matéria nem energia nem informagio com suas vizinhancas. Sendo o sistema composto
(A -+ B) formado pela unido dos sub-sistemas independentes {A) e (B), o termo SgA} da
Equagdo (1.1) representa a entropia do sistema (A) antes de ser posto em contato com
o sub-sistema (B) — portanto o sistema (A) isolado; similarmente para S{%. Quando
postos em contato para formar o sistema composto, cada sub-sistema contribui com sua
parte. Na Equagdo (1.2), é como se na formagéo do sistema (A4 + B), o sub-sistema (A)
contribuisse com S{*[1 -I-%gl;—q)SéB}], e o sistema (B) contribuisse com SgB)[1+%Q—;i)S§A)].
Isso significa que é como se antes do sistema composto ser formado, os sub-sistemas ja

sentiam um ao outro, e néo eram, portanto, isolados.

O conceito de sistema isolado é, em todo rigor, uma idealizaciio, entretanto é possivel
set bem aproximado quando suas partes interagem apenas se estiverem relativamente
préximas {interages de curto alcance, que decaem rapidamente com a distancia, veja

Ref. [32, p. 330]). Separar esses sistermas (seja por afastamento espacial, seja pela in-

4 Esta observagio foi feita por Constantino Tsallis.
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trodugio entre eles de uma parede impermedvel is interagoes que eles trocam) torna as
interagdes tao pequenas que podem ser desprezadas, e assim eles se aproximam de sis-
temas isolados. Existem, entretanto, interacdes de longo alcance (que decaem lentamente
com a distancia) e tambem interagdes que nio sdo blindadas por paredes fisicas. Tais
interagdes sio significativas por mais distante que um sistema esteja do outro e nio po-
dem ser desprezadas. Sio exemplos de intera¢des de longo alcance as gravitacionais e
as devido a cargas elétricas ndo blindadas (forcas de Coulomb). A nio-aditividade da
entropla ndo-extensiva expressa a impossibilidade de se separar Completémente (isolar)
sistemas interagentes,

Vamos focalizar agora o problema do ponto de vista da mecanica estatistica, cujo
papel € fazer a ponte entre propriedades microscdpicas e propriedades macroscdpicas.
Nesta passagem, hd uma dristica redugdo no numero de graus de liberdade. O papel
da estatistica é fornecer uma espécie de receita® para o modo pelo qual esta reducdo
de graus de liberdade mecanicos é realizada. A forma mais simples de relacionar uma
propriedade macroscépica (a entropia) com uma informacio microscépica fol proposta
por Boltzmann, para um sistema com energia, volume e niimero de particulas constantes.
Se o espago de fases deste sistema macroscépico isolado for constituido por W possiveis

estados microscdpicos, sua entropia fica dada por
Sl = kB In I/V, (13)

onde k5 € uma constante positiva que define a unidade em que a entropia é medida
(constante de Boltzmann). E desta relacio que vem a interpretacio da entropia como
uma medida de desordem de um sistema. Quando queremos pdr ordem em casa, dizemos:
“Cada coisa em seu lugar” — existe apenas um local para guardar cada objeto e, de acordo
com a equagao (1.3), S;(W = 1) = 0. A casa desordenada segue o lema “Qualquer coisa
em qualquer lugar”! Quanto maior o nimero de estados acessiveis, maior a desordem,

malor a entropia.

A palavra receita estd sendo utilizada aqui em sentido laico. Evidente que hd uma teoria para a
mecénica estat{stica muito bem estabelecida. Apenas para citar uma referéncia clissica e fundamental,
vide [33].
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A forma mais geral da entropia de Boltzmann-Gibbs é dada pelo funcional

Sil{pi}l = —ks > _pilnp;, (1.4)
i=1

onde p; € a probabilidade do sistema estar no microestado i. p; é igual a fracao de tempo
que o sistema permanece no estado i, durante sua viagem no espaco de fases. A receita da
estatistica de Boltzmann-Gibbs é a seguinte: as propriedades macroscépicas sao médias
das propriedades microscdpicas ponderadas pelas probabilidades p;.

Os valores assumidos por p; em principio variam de acordo com o estado i. O que define
0 modo como estes valores se distribuem no espago de fases siio as condicdes macroscopicas
as quais o sistema estd submetido (seu estado macroscépico). O caso particular em que 0s
valores de p; sdo independentes do estado 4 (estados igualmente provaveis) ocorre quando
$30 mantidaé constantes a energia, o volume e 0 mimero de particulas (condigdes de vali-
dade da Equagdo (1.3)). Este conjunto de estados é denominﬁdo ensemble microcandnico.
Se substituirmos p; = 1/W (equiprobabilidade) em (1.4), obtemos a Equagio (1.3).

Analisemos agora um outro caso, o ensemble candnico, no qual a energia nao é mais
mantida constante. S8o permitidas flutuacdes da energia em torno de um valor médio —
este valor médio é que é mantido constante. Macroscopicamente isto equivale a manter
a temperatura constante. O espago de fases ndo mais terd estados equiprovdveis. O
sistema passard mais tempo nos estados de menor energia (estados com probabilidades
maiores) e passara relativamente pouco tempo nos estados de alta energia (estados pouco
provaveis). De acordo com a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs, a distribuigao de
probabilidades no equilibrio térmico sers dada por

e BE:

Zy

Pi = ; (1.5)

onde fs; ¢ a energia do estado i, § ¢ o parametro de Lagrange, identificado como o inverso
da temperatura absoluta, 3 = 1/kgT. Z; é a funcio de particao, um fator que garante a

normalizagéo das probabilidades (317 p; = 1):

w
Zy =) e hh (1.6)
i=1
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p; € denominado fator (ou peso) de Boltzmann. O valor médio da energia, (E);, é uma
propriedade macroscépica (usualmente representada por U, aqui por U;) denominada

energia interna. No formalismo de Boltzmann-Gibbs, a energia interna U, é dada por

Uy = (E); = ZpiEi. (1.7)

A mecanica estatistica ndo-extensiva postula que a g-entropia S, é relacionada com as
probabilidades p; dos microestados por [9]
1 -5 49 :
Zl:l pz . (18)
g—1

Se tomarmos o caso particular ¢ = 1, a Equacdo (1.8) se reduz & entropia de Boltzmann-

SqHPi}] =k

Gibbs (1.4) (de um modo mais geral, g = 1 recupera todo o formalismo usual da mecanica
estatistica). Como toda abordagem axiomética, a validade dos postulados ¢ verificada
pelas conclusdes a que eles levam. Assim, vamos investigar alguns resultados conseqiientes
da Definicao (1.8).

A primeira observagdo é que S, é nao-negativa, para qualquer valor de g, e esta
¢ uma caracteristica importante. Se considerarmos um sistema composto (4 + B) no
gual os espacos de fase dos sub-sistemas sejam estatisticamente independentes (p§f+3) =
pz(A)p;E-B)), obtemos como resultado a Equagio (1.2), que da o cardter niao extensivo de
Sy. Outra propriedade importante é a concavidade. A entropia de Boltzmann-Gibbs é
concava, o que implica qtie a Equacdo (1.4) é uma fungdo que apresenta um e sé um
maximo. Esta é a propriedade que leva a satisfazer a segunda lei da termodinamica (e
também o segundo postulado de Callen) e garante a estabilidade dos sistemas. A entropia
generalizada S, é sempre concava (exibe um Gnico ponto de maximo) para g > 0 e sempre
convexa (exibe um tnico ponto de minimo) para ¢ < 0. Dessa forma, S, satisfaz a segunda
lei da termodinamica, que deveria ser reescrita como: “A entropia de um sistema isolado
em equilibrio é um extremo”. Se g > 0, esse extremo é um maximo e aqui estd incluido
o caso usual ¢ = 1. Se ¢ < 0, o0 extremo é um minimo. Ter um unico extremo é uma
caracteristica importante do formalismo nio-extensivo. Este parece ser um daqueles pon-
tos que devem permanecer intactos, no processo de generalizagao da mecanica estatistica.

Nas palavras de Tisza [31, p. 121],
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“Irom the phenomenological point of view, the entropy maximum principle
(...) is so thoroughly corroborated by experiment that we are confident in
interpreting any deviation in an actual case as an indication of incomplete

thermodynamic equilibrium.”

Se analisarmos o ensemble microcandnico, no qual todos os estados acessiveis sio
equiprovaveis (p; = 1/W), a Equagio (1.8) d&
Sq1/W] = ffﬂq—_—l. | (1.9)
)
Por esta expressdo, S, é monotonamente crescente com W para todo g, e satura (i.e.,
aproxima-se assintoticamente de um valor limite) para ¢ > 1 {A Figura 2.2, p. 35, ilustra
estes comportamentos). Além disso, esta Equagdo representa o valor méximo {minimo)
da Equagao (1.8) parag > 0 (g < 0). De modo anslogo, a Equacgao (1.3) é o maximo valor
possivel para a Equagdo {1.4). Isso permite manter a interprétagéo de entropia como uma
medida da desordem do sistema (S, (W = 1] = 0, Vq).

No ensemble canénico nio-extensivo, a energia pode flutuar em torno do valor esperado

generalizado (£),, definido por

Hi

. |
E)y= 3 piB: (110
i=1

Estamos usando aqui, por si}ﬁplicidade, o vinculo como aparece na Ref. [19], escrito sem
levar em conta a normalizacio. Voltaremos a tratar da generalizacio do valor esperado
mais adiante (Equagdo (1.28)), de acordo com o proposto em [34]. Com esta restrigio
(1.10), juntamente com a normalizacio das probabilidades, a otimizagio da entropia nio-
extensiva origina a seguinte distribui¢io de probabilidades

i = Zlu (11— q)B, BT (1.11)

g
onde Z, € a fun¢do de particio generalizada, que garante a normalizacio das probabili-

dades,

Ms

1_ 1_QﬁqE]lqa (1'12)

=1
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¢ By é o pardmetro de Lagrange associado ao vinculo (1.10). Aqui surge uma diferenca
fundamental: no formalismo de Boltzmann-Gibbs, a distribuicdo de probabilidades é dada
- por uma lei exponencial (Equacdo (1.5)), enquanto na mecanica estatistica nio-extensiva,
a distribuicdo obedece assintoticamente a uma lei de poténcia (Equagao (1.11)). Se ¢ > 1,
a distribuigdo (1.11) tem um decaimento mais lento do que a fungio exponencial (com
um argumento negativo, como € o caso de (1.5)). Isso faz com que os estados de energié,
mais elevados sejam visitados mais freqiientemente na estatistica nio-extensiva do que
na estatistica de Boltzmann-Gibbs. Se ¢ < 1, a situacgao se inverte e a Equagdo (1.11)
tem decaimento muito mais acentuado do que uma exponencial, ao ponto de apresentar
valores negativos (ou imagindrios) para a probabilidade, quando

1
Ey > —, 1.13

o que é fisicamente inaceitdvel. Alguns valores particulares de ¢ < 1 (p. ex.,, ¢ =
1/2, 3/4,...) apresentam probabilidades crescentes com a energia, quando ocorre (1.13),
0 que também é fisicamente inaceitdvel. Para corrigir este problema, Tsallis introduziu
um corte {cut-off) na distribuicio de probabilidades [9], que impde que p; = 0 sempre que
ocorra a condicdo (1.13). Neste caso (¢ < 1), a distribuigdo de probabilidades é de suporte
compacto, mais uma vez essencialmente diferente da distribuicio de Boltzmann-Gibbs. A
Figura 1.1 ilustra distribuigoes para diferentes valores de ¢g. Este corte foi posteriormente
justificado matematicamente [35, 36)].

Alguns sistemas podem apresentar um espago de fases com regides atratoras. Se o
estado microscopico do sistema cair numa dessas regioes, ndo consegue mais sair, a nao ser
apés um tempo sensivelmente longo, violando a ergodicidade usual. Pode acontecer que
o padrdo de preenchimento do espago de fases apresente uma estrutura fractal. Corno os
fractais sdo relacionados com leis de poténcia, o fato da mecanica estatistica ndo-extensiva
também apresentar leis de poténcia (ela foi, na verdade, inspirada nos multi-fractais, vide
Ref. [9]) sugere a possibilidade deste formalismo generalizado ser capaz de descrever
alguns sistemas nao-ergodicos.

A expressdo para a entropia ndo-extensiva, Equagio (1.8) foi originalmente postulada

[9]. A posteriori é possivel se desenvolver argumentos que justifiquern sua forma funcional.
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Figura 1.1: Distribuicdo de probabilidades para diferentes valores de ¢. Decaimento lento
(¢ =2), exponencial (g = 1) e com corte (g = 0.5 e ¢ = —1).

Assim foi feito, e por mais de um caminho (p. ex., através da forma generalizada do
teorema de Shannon [28], ou através da derivada de Jackson [10] — esta tiltima voltaremos
a mencionar na Se¢do 1.3). Aqui vamos mostrar um desses caminhos, desenvolvido e
apresentado por Tsallis em a,lgumas palestras, uma delas publicada na Ref. [37]. A idéia

geratriz € expressar as probabilidades em termos de poténcias, Py, ou seja,

Sq = Sel{p{}]. (1.14)

Uma propriedade desejivel é que a entropia seja invariante por permutacées dos eventos,
€ a maneira mais simples para realizar isto é através de um somatério sobre todas as W

possibilidades, portanto

S, =8, [Zzlpg] . (1.15)

Mais uma vez, buscando o caminho mais parcimonioso, a entropia S, pode ser expressa
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por uma fung¢ao do primeiro grau na forma

w
Sy=A+B> pf. (1.16)

i=1
As constantes A e B devem satisfazer critérios essenciais para uma entropia. O primeiro
deles é que a condigdo de certeza seja mantida, le., se um estado especifico j tiver
ocorréncia certa (p; = 1, piz; = 0), a entropia deve ser nula. Isto resulta que 4 + B =0,

e com isso,

Sy=A (I—Zp?)- (1.17)

Finalmente, ¢ exigido que esta nova forma funcional seja uma generalizagio da entropia
de Bdltzmanna(}ibbs, e nao uma alternativa a ela. Ou seja, a Equacao (1.4) deve ser
recuperada em um limite especifico, no caso ¢ — 1. Isto resulta em A o< 1/{g — 1). Nada
obriga que a constante de dimensionalidade seja a prépria constante de Boltzmann, kp —
poderia ser também ela uma funcio de ¢, devidamente recuperada quando ¢ — 1. Entao,
por uma questao de generalidade, em vez de kg, usa-se escrever k {este ainda é um ponto
em aberto no formalismo nao-extensivo, vide comentarios que se seguem & nota ao pé da

pagina 6). Com isso, a Equagdo (1.8) é obtida.

Comentamos que a Eduagéo (1.2), responsavel pela demominagao ndo-eztensiva, €

valida apenas para sistemas estatisticamente independentes, i.e., ngf-HB) = pgA) pgg). Mas

ela foi generalizada por Abe [38] para sistemas A e B quaisquer. Usando a expressiao para

entropia condicional

SQ[A + B] - Sq[A]

(1.18)
1+ U225, (4]

Sq{BIA] =

sendo Sg[B[A] = S, [{pgf!"”}], e pEf'A) a probabilidade condicional do estado j no sistema
B ocorrer, uma vez ocorrido o estado i no sistema A,
(A+B)

(BlAy _ Pij
b
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Abe chegou as expressdes

S,;(A+ B) = 5,(A) + S,(B|4) + (lk;“’)sq(A)sq(Bm), (1.20)
e, simetricamente,
S,(A+ B) = 5,(B) + S,(AlB) + uk;q)SQ(B)Sq(A[B). (1.21)

A Equagdo (1.2) é um caso particular destas anteriores, e este resultado é particularmente
importante, pois a caracteristica da ndo-extensividade é mantida mesmo para sistemnas

interagentes.

E possivel restabelecer a extensividade, mesmo para sistemas interagentes, ndo-exten-
sivos [39]. Consideremos, p. ex., um sistema com estados equiproviveis em que o niimero

de possibilidades cresca com o nimero de elementos N de acordo com
W~ au® (1.22)

(@a>0,u>1eN — co). E o caso tipico de elementos nio interagentes coletivamente:
cada elemento apresenta individualmente p possibilidades. Acrescentar um elemento a
mais no sistema tem um efeito multiplicativo sobre W, conforme a Eq. (1.22). Entao S) x
InW o N, portanto um sistema extensivo, perfeitamente descrito dentro da mecanica
estatistica de Boltzmann-Gibbs.

Imaginemos outro sistema, também com estados equiprovéveis, mas com particulas
coletivamente interagentes. Em conseqiiéncia de alguma caracteristica particular deste
sistema, a adicdo de uma nova particula que, individualmente, apresenta u possibilidades,

nao acrescenta essas possibilidades ao conjunto de forma multiplicativa, mas sim como
W ~ bNY (1.23)

(b>0,v>0e N — co; v nio necessita ser igual a x). Entao, para g < 1,

Wi-e—1 Wi-v pl-v
1-¢ 1-¢ 124

S, = Nv(-9 (1.24)



1.1. g-Entropia 15
O valor especial ¢* = 1 -~ 1/v implica S;- o< N, recuperando assim, mais uma vez, a
extensividade.

Comentamos anteriormente a respeito de outras formas entrépicas que generalizam a
de Boltzmann-Gibbs. Vamos explicitar aqui a entropia de Rényi [4, 5], em funcdo de sua

grande aplicacdo em fractais e multi-fractais (vide, p. ex., [40])

W o
gt = k% (1.25)

(1.26)

A entropia de Rényi ndo satisfaz plenamente um dos requisitos basicos esperados pela
mecanica estatistica: ela nao tem concavidade definida para um valor arbitrario de q. Ja
a entropia nao-extensiva é sempre cOncava para ¢ > 0, e sempre convexa para ¢ < 0.
Em outras palavras, a entropia de Rényi viola o Postulado II de Callen, descrito anteri-
ormente, enquanto a entropia nao-extensiva viola o Postulado III. Ao que tudo indica, o
Postulado II, que define a concavidade, permite a adogio dos métodos variacionais, estd
relacionada com a estabilidade dos sistemas, é muito mais fundamental que o Postulado
II1, da aditividade. Este 1iltimo é acidental. Esta também € a opinido de Laszlo Tisza

[31, p. 123]:

“The situation is different for the additivity postulate (...), the validity
of which cannot be inferred from general principles. We have to require that
the interaction energy between thermodynamic systems be negligible. This
assumption is closely related to the homogeneity postulate (...). From the
molecular point of view, additivity and homogeneity can be expected to be
reasonable approximations for systems containing many particles, provided

that the intramolecular forces have a short range character.”
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Assim, para se fazer uma mecanica estatistica, uma descri¢ao da natureza, a entropia Sf
nao parece ser a mais indicada.

Na Sec¢éao 1.3 vamos tratar de outra possivel forma entrdpica que generaliza Boltzmann-
Gibbs, desta vez por outro motivo: nds participamos do desenvolvimento desta generali-

zaGao.

1.2 Da ¢g-Entropia a mecanica estatistica nao-extensiva

O conceito de entropia é muito fértil e permite diversas possiveis interpretagtes (vide,
p. ex., [41]). Tipicamente a entropia é associada a uma medida do grau de irreversibilidade
de um processo, visdo ligada & 22 lei da termodindmica. Também é tida como uma medida
do grau de desordem de um sistema, visido caracteristica da mecénica estatistica. Ainda,
pode ser considerada como uma medida da desinformagdo que se tem a respeito de um
determinado sistema,; usando uma cita¢do de Brillouin [42], a entropia é uma medida do
grau de incerteza que existe antes que uma escolha seja feita. Esta tltima ¢ a visdo da
teoria da informacéo.

Para fazermos mecédnica estatistica, é preciso estabelecer uma ponte entre o mi-
croscopico, as distribui¢ées de probabilidade, e 0 macroscdpico, entropia termodinémica,
calor, trabalho. O procedimento usual da mecénica estatistica [1] se baseia no principio
de extremo — maximizar a @ritropia,, sujeita a vinculos impostos pelas interagdes entre o
sistema e suas vizinhancas. Na Se¢do 1.1 anterior, comentamos brevemente do ensemble
microcandnico, correspondente a um sistema fechado, cujo tnico vinculo que deve respei-
tar € a normalizagao das probabilidades. O procedimento de otimizagao de Lagrange leva
as Equagdes (1.3) ou (1.9), caso se use a entropia de Boltzmann-Gibbs (1.4) ou a entropia
nao-extensiva (1.8). Comentamos também sobre o ensemble candnico, sistema aberto a
trocas de energia sob a forma de calor e trabalho, no qual a energia total ndo é constante,
mas flutua em torno de uma média, associada & temperatura das vizinhangas, que fun-
clonam como um reservatério de calor, impondo um vinculo adicional. No formalismo de
Boltzmann-Gibbs, este vinculo é dado pela Equagio (1.7).

Ja no formalismo nio-extensivo, este vinculo também foi generalizado. Nao vamos
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entrar no mérito das razdes histéricas das mudancgas, mas apenas registra-las. No artigo
original [9], fora adotado o vinculo usual, Equagio (1.7). No trabalho de Curado e Tsallis,
de 1991, [19], onde foi feita uma interpretagdo termodindmica mais aprofundada da en-
tropia ndo-extensiva, foi percebido que seria mais adequado generalizar também o vinculo
da energia média, sendo ali adotada a Equacgao (1.10). Este procedimento permite superar
divergéncias no segundo momento de algumas distribuicdes do tipo leis de poténcia, i.e.,
para algumas distribui¢des (por exemplo a Lorentziana), (z*); diverge, enquanto (%), é
finito (vide, p. ex., [43, 44]). Esta FEquacdo representa uma espécie de generalizacio do
conceito de valor médio. _

Ainda mais adiante, em 1998, num trabalho de Tsallis, Mendes e A.R. Plastino, fora
percebido que o vinculo (1.10) traz trés inconsiténcias teéricas: (i) a distribuicio de
probabilidade do ensemble canénico, Equagao (1.11), ndo é invariante por translagdo do
espectro de energia, como o é o fator de Boltzmann, Equagao (1.5); (ii) o g-valor esperado
de uma constante ndo € igual & prépria constante ((A), # A, A € R) e (iii) a primeira
lei da termodinamica, que expressa a conservagio da energia, ndo respeita a aditividade,
num sistema composto por sub-sistemas independentes, mas uma forma pouco usual [45]

- ,
UA+E) = i 4 gt 4 1-q - ) (UM S + USBI gAY (1.27)

Fora proposta entdo uma generalizagao adicional do vinculo que um sistema candnico

deve estar submetido;

w
Uy = {(B))y =Y PE, (1.28)
t==1

onde Pi(q) ¢ a probabilidade associada (escort probability), definida por [40]

PO = ng (1.29)
Zj:w?
A sua relagdo dual é [22]
(s
D = [Pi ] (1_30)

S [P
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As probabilidades associadas obedecem a

w
> P =1, (1.31)
=]
enquanto (vide Eq. (1.37))
14
Spi#1 (1.32)
i=1

exceto para o caso particular ¢ = 1). Naturalmente Y/ p; = 1. A adocéo de (1.28)
i=1

corrige os trés problemas citados. Particularmente a energia média associada (U,) de um

sistema composto fica aditiva:

rriA+B) __ (A i B
Uathl = gt 4 OB, _ (1.33)

O ensemble candnico agora é aquele cuja energia flutua em torno do valor {(E}), = U,

que é mantido constante®. As trés espécies de valor esperado sao relacionadas por

{E))q = 7= = {Eh _ (1.34)

{estamos utilizando o valor esperado para a energia £, mas, evidentemente, estas equacoes
sao aplicdvels para qualquer observavel Q). O estigio atual do desenvolvimento da
mecéanica estatistica nao-extensiva utiliza a versdo de valor médio com as probabilida-
des associadas, embora ainda nao se tenha desenvolvido uma prova de que é realmente
esta, ou outra, a forma adequada a ser utilizada.

A Figura 1.2 apresenta a probabilidade associada em funcdo da probabilidade usual,

para um sistema com dois possivels estados (W = 2), parag > 0 e ¢ < 0. Para ¢ > 0 as

8 £ interessante observar que a ciéncia é um processo de construcio, com acertos, erros, desvios e tudo
que caracteriza as atividades humanas. Embora possa parecer confuse, é muito gratificante vivenciar este
processo, e ¢ aprendizado cientifico de quem o experimenta se dd de forma seguramente muito diferente
daquele baseado em estudos de livres did4ticos que versam sobre temas hé muito estabelecidos, nos quais
se tem a impressdo que o conhecimento j& surgiu pronto, completo, descontextualizado de um processo
histdrico e impessoal. Este dltimo caminho estimula a certeza, enquanto o primeiro, no qual se vivencia
uma construgdo, estimula a ddvida. Segundo Feynman, em seu ensaio “The Value of Science”, [46,
Cap. 6], “Of all its many values, the greatest must be the freedom to doubt”.
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distribui¢des associadas sdo fungbes mondtonas das probabilidades, sempre. Para ¢ < 0,
isto é verdade para W = 2, mas ndo temos discutido o caso genérico. Da Fig. 1.2(a),
fica evidente que 0 < ¢ < 1 privilegia eventos raros, enquanto ¢ > 1 privilegia eventos
fregiientes. O valor ¢ = 1 é imparcial. Esta caracteristica contém o cerne da generalizacao
da mecénica estatistica, de acordo com [34]. Particularmente para ¢ = 0, a transformagao
(1.29) leva qualquer distribuicao de probabilidades {p;}¥ para a distribuicdo equiprovavel
PO = 1/W (Fig. 1.2(b)).

e e S T I L L
L _ A X
0.8} q=172 74 0.8\ -
5 q= I - ,/” J L \\___
o q=2 > 7 7 I N
5 0.6L _ 5 0.61q=-0.5—>~2xy ]
B4l /,,_'“/’,-"' - B 04f q= 0/ q=- NN -
L - 3 E 3 \\\ 1
0.2 - 0.2 q=-2—> N
0 ] ] 1 1 | ' 0 [ ! 1 1 L
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 08 I
P, P;

Figura 1.2: Probabilidade associada Pi(q) versus probabilidade p; para um sistema com
duas possibilidades, W = 2. (a) ¢ > 0: ¢ = 1 (linha cheia); ¢ = 1/2 (linha tracejada) e
¢ = 2 (linha pontilhada); (b) ¢ < 0. ¢ = 0 (linha cheia), ¢ = ~0.5 (tracejada), ¢ = —1
(cheia) e g = -2 (pontilhada).

Vamos denominar Bq o parametro de Lagrange associado ao vinculo normalizado,
Eq. (1.28), para distinéﬁﬁlo de B, este dltimo associado ao vinculo ndo nomalizado,
Eq. (1.10). O processo de otimizacao leva & seguinte distribuicdo de probabilidades

wnplicita:

i=1P;j
= _ 1.35
i 7 (1.35)
com Zq a funcdo de particdo associada, dada por

.

_ (B, —=U )l ™*
Z,(8,) Z [1 ~ (1= )8 =—% (1.36)

i=1 Zj:l Py
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A distribuigdo (1.35) é ainda assintoticamente uma lei de poténcia, e isso mantém as

caracteristicas essenciais da mecanica estatistica nao-extensiva. Temos que (vide [34])

w
Zpg =77 (1.37)
i=1

Uma observacdo importante [34, 22] é a forma que as equagGes anteriores podem
ser simplificadas: fatorando ambos numerador e denominador da Equagio (1.35) pela

quantidade

W
1+ (1— Q)Bqﬁq/ ZP? ;
j=1
as Equagdes (1.35) e (1.36) ficam assim re-escritas:

[1-(1—q)flE] "™

pi = Z (1.38)
[
W .
Zy=% [1-(1-qBE]"", (1.39)
i=1
com
B = —— (1.40)

Zj:lpg + (1 - Q)BQUQ
sendo f; uma funcio crescente com ‘Bq.

Toda a estrutura de transformadas de Legendre, que representam o coracio da ter-
modinamica, é preservada dentro do formalismo nfo-extensivo, seja com o uso do vinculo
(1.10) ou (1.28). Isto j& havia sido percebido em [19]. P. ex., sdo validas as seguintes

relagdes (escritas usando U, [34], mas existem também equivalentes para U,). com

1 88,
~ %% 1.41
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_ g - -
Uy = g(ﬁqu), (1.42)
q

Conexdes entre o pardmetro de Lagrange 3,, a temperatura e a energia cinética por
particula ainda ndo estdo completamente elucidadas, e estdo sob estudo, p. ex., Ref. [47].
Na Ref. [48] foi demonstrado que a estrutura de transformada de Legendre ndo depende

da forma funcional da entropié.

1.3 Um gerador de entropias

Nos caminhos que esbogamos anteriormente, uma forma funcional para a entropia é pos-
tulada. Os mecanismos que levam um autor a postular esta ou aquela forma sio por
demais subjetivos, com boas doses de intuigdo. Sumiyoshi Abe propos um método para

gerar formas entrdpicas [10]. Inicialmente consideremos a funcéo

w
gla) =t (1.44)

com um pardmetro mudo’ a, satisfazendo a condigdo de normalizagdo g(1) = 1. Abe

observou que a entropia de Boltzmann-Gibbs pode ser re-escrita na forma

d g{c)

Wdo‘ a=1 (1.45)

= —kp > pilnp,.
i=1

51 = ks

Esta relagao é bastante interessante: a derivada usual é relacionada com translacdes, i.e.,
avalia o quanto ¢ sensivel uma dada fungio f(z) a pequenas translacdes em sua varidvel

independente:

df .. flz+Az)— f(z)
dz = Al.}cl-ljo Az ' (1.46)
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Jackson, em 1909 [14, 15}, desenvolveu uma generalizagdo do conceito de derivada, baseado
em dilatagoes na varidvel independente, i.e., em vez da varidvel independente z ser
transladada por uma pequena quantidade Az, ela é dilatada por uma pequena quan-

tidade ¢z (¢ préximo & unidade):

dy f(z) _ flgz) — fl=)
dz — (¢g— 1z

(¢ € R). (1.47)

No limite ¢ — 1, a derivada usual, Equagao (1.46), é recuperada.
Abe observou que o mesmo esquema dado pela Equagdo (1.45) para gerar a entropia
de Boltzmann-Gibbs poderia ser usado para gerar a entropia nao-extensiva, trocando a

derivada Newtoniana pela derivada de Jackson:

s — _p%ala)
v d,a . '
a= 1.48
q—l '

Seguindo a mesma linha de raciocinto, Abe aplicou uma variante da derivada de Jack-

son, que é a derivada simétrica,

d (=) _ flgz)— f(¢"'z)

= , 1.49
&z = @=q (149
obtendo uma nova forma entrépica,
s
o _ %ol
7 dsa
a—l (150)
P P
— k ’n‘. 1 .
i:Zl q—q

', que é muito importante em grupos quanticos [49, 50].

Esta entropia tem simetria ¢ <> ¢~
Alids, o que chamou a atengdo de Abe para o tema foi justamente a ligacio entre a

mecanica estatistica ndo-extensiva e grupos quanticos, percebida pouco antes por Tsallis
[45].
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Nés seguimos o mesmo caminho, e utilizamos a derivada de Chakrabarti e Jagannathan

[51],

doo flz) _ flgz) - flg'z)
dq,q:x %(q~q):1: , (1.51)

aplicando-a ao gerador de Abe, obtendo [11]

d

Sew = —k 0.7 9(c)
G oy (1.52)

_ pyRCR

i=1 94— q
A derivada de Chakrabarti e Jagannathan é uma generalizagao da derivada de Jackson
(com ¢' = 1}, da derivada simétrica (com ¢’ = ¢!} e da derivada de McAnally [52]
(¢ = ¢ ¢ — ¢ >, onde ¢ and X sdo os pardmetros da formulagdo de McAnally).
Conseqitentemente, a {g, ¢')-entropia também é uma generalizacio das entropias de Abe,
nao-extensiva e de Boltzmann-Gibbs. Notemos que a Equagao (1.51) apresenta a simetria
g ¢ ¢', e assim, também, a (g, ¢'}-entropia. Particularmente temos S,; = 5|, = 5,.

Esta entropia bi-paramétrica pode ser expressa em termos da entropia nao-extensiva,

através da relagédo

(1 -¢)Sy —(1-49)5
q—q

,Sq,ql = (1.53)
Recentemente [53] Giorgio Kaniadakis, de Torino, nos alertou para uma forma entropica
muito similar & S, que ji havia sido publicada, dentro do contexto da teoria de in-
formacao [54, Eq. {4.2)]. O mesmo ocorreu com a entropia S,, nos trabalhos de Havrda
e Charvat, em 1967 [6], e também de Daroczy, em 1970 [7].

A seguir, apresentamos algumas propriedades da (g, ¢')-entropia:

(i) Positividade. S, > 0,Vq,q¢'. No caso de certeza (pi = 1,pjzi = 0), Sq¢ =0, para
ambos g > 0eqg > 0.

(if) Expansibilidade. Se adicionarmos eventos com probabilidades nulas (eventos im-

possiveis), a entropia permanece invariante, para ambos ¢ > 0 e ¢’ > 0.
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(iii) Nao-aditividade. Se considerarmos um sistema composto por dois outros sub-
sistemas independentes A e B, com probabilidades fatorizadas {p; 4} ¢ {p;p} é possivel
expressar a entropia do sistema composto através das seguintes formas (doravante consi-
deramos, por simplicidade, & = 1):

(4r8) _ o) g 1=0) To oo | gmy g] L (@ =) ety om) (&
Sq,q’ B Sq,q’ + Sq,q’ + k [Sq,q’ Sq’,l + Sq,q’ Sq’,l] + ke Sq,q’ Sq,q’ (1.54)

(1-4)

B A =F
T Se Set- (1.55)

(4+B) _ o(4)  oB) L (1= 9) o4) o(8)
Sq,q’ o Sq,q’ + Sq,q’ + kL _Sq,q’ Sml +
Quando fazemos ¢’ = 1, estas expressoes se reduzem a regra de nao aditividade da entropia
nao-extensiva (Equagao (1.2)).

(iv) Equiprobabilidade. No ensemble microcandnico {p; =1 /W, Vi), obtemos

Wil-q .. Wl—q’
(¢'—q)

Sqq (/W] = (1.56)

A (g, ¢')-entropia ¢ mondtona crescente com W, Vg, ¢, exceto quando ambos ¢ > 1 e
qg > 1, e, Conseqﬁentemenfe, neste caso, ndo é possivel haver um significado fisico para
Sq,q-'. )

Na Ref. [11] analisamos ainda as propriedades lei de poténcia, concavidade e teorema
H, para a entropia S; .. Propomos também generalizacbes bi-paramétricas das fungdes
logaritmo e exponencial, seguindo a mesma linha apresentada no Capitulo 2 para as
generalizagOes mono-paramétricas. Nao as apresentaremos na presente Tese, mas o leitor

interessado pode facilmente encontra-las.



Parte I.

Aspectos Matematicos
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A andlise deformada foi iniciada no final do Século XIX, com os trabalhos de Rogers
[55], a respeito de expansdes de produtos infinitos, como afirma McAnnaly [52]. Mas
seu uso e importincia cresceram apenas recentemente, em conseqiiéncia de relacoes com
grupos quanticos [56], e seu desenvolvimento trouxe a necessidade da generalizacio de
fungdes especiais, para lidar adequadamente com fendmenos nio lineares [57]. O pro-
blema da &dlgebra do g-oscilador [58, 59, 60, 61], p. ex., levou ao desenvolvimento de
deformagdes de muitas fungies especiais, em particular as fun¢des exponencial e gama
(52, 62], as fungdes trigonométricas [63], polindmios de Hemite e de Laguerre [56, 64], que
sdo casos particulares de séries g-hipergeométricas. Essas deformagdes usualmente sdo
parametrizadas por uma varidvel, normalmente denominada por q. Entdo se fala de g¢-
exponenciais, g-polindmios de Hermite etc. embora possa haver mais de uma deformagio
com 0 mesmo nome, Como € o caso que vamos abordar.

Uma das deformacdes bastante conhecida da exponencial; p. ex., é definida por [52, 65

eo{z) = Z ﬁ

com

[n]q! = H[j]q’

sendo [j], o nimero de Gauss, definido por

com

[O]q! =1

Nesta Tese vamos explorar uma deformacgio diferente das fungbes exponenciais, loga-
ritimicas, trigonométricas etc., também denominadas fung¢des g-exponenciais, g-logarit-
micas etc. As fun¢des que vamos explorar emergem naturalmente do formalismo nio-

extensivo, e é o que vamos colocar nas linhas a seguir.
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Para introduzir as g-funcOes associadas & mecanica estatistica nao-extensiva, vamos
usar um caminho baseado no paralelismo entre as mecanicas estatisticas de Boltzmann-
Gibbs e nao-extensiva. Este caminho foi feito inicialmente em [66]. Retomemos a célebre

Equacao de Boltzmann para a entropia no ensemble microcanénico, Eq. (1.3),
S; = kginW,

e a correspondente equacdo microcandnica no formalismo ndo-extensivo, Eq. (1.9),

wil-e-1
Se[1/W] = k——l————.
Vamos definir a funcgdo ¢-logaritmo como
zt=? —1
In,z = -

Com isso, a entropia nao-extensiva fica re-escrita de forma mais compacta como
Sy =kln, W.

A funcdo inversa da nossa ¢-logaritmo, naturalmente e consistentemente, deve ser deno-
minada g-exponencial:

exp,z = [1 + (1 — q)z]/9.

Facilmente verificamos que
In,(exp, z} = exp,(ing z) = z.

Voltaremos a estas defini¢bes mais adiante, com mais detalhes, que aqui estamos omitindo
por consisdo (Capitulo 2, Equacdes (2.8) e (2.9)).

A distribuicdo de probabilidades no ensemble candénico, dentro do formalismo de
Boltzmann-Gibbs, é proporcional a uma exponencial, Fquacdo (1.5}, Quando obser-
vamos a correspondente distribuicdo ndo-extensiva (consideremos, por simplicidade, as

probabilidades nao normalizadas — isto néo vai influir no que queremos no momento),
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Equacdo (1.11), e a comparando com a nossa recém-criada g-exponencial, vemos que as

probabilidades no formalismo nac-extensivo ficam re-escritas como

P X exp,(—5,E;).

Temos uma questao de forma que evoca em nossas mentes (pelo menos na mente de alguns
dos que tém trabalhado na érela) um sentimento de simetria, de beleza, e isto nos faz crer
que pode haver (e efetivamente ha, como veremos nos capitulos subseqiientes) um fundo
de verdade nestas g-fungdes, que merecem uma atencdo mais aprofundada.
Consideremos a forma mais geral da entropia, de acordo com Boltzmann-Gibbs (Eq. |

(1.4)). Ela pode ser re-escrita de diversas formas:

w
Si = —kpy pilnp
i=1
= —kg(lnp;)

= kB(ln l/pﬁ

Com nossas definigdes, juntamente com a definigio do ¢-valor esperado (substituindo a
energia E que aparece na Eq. (1.10) por uma variavel qualquer), a entropia no-extensiva,
Eq. (1.8), pode também ser escrita em vérias formas andlogas: |

' w
f S kl_Zi:lpg
q Q*”1

W w
A D ic1 Pi — Zi:l i
g—1

w p]l_Aq -1
= kD M=
=1

= —k{ln, Pi>qa

ou ainda,

w
P kl - Ztlpf
q "-q—l
9% w
kzz':1 Pi— 2 i P
g—1
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W -1
1 —pf
= "“ZPF;T

_ 1-(1/p)'
= "’Z pa—
= (1ﬂq(1/29i))1-

- A quantidade In(1/p;) é chamada de surpresa, em teoria de informagio: quando mais
raro o evento (p; — 0), maior a surpresa caso ele aconteca. No extremo oposto, um
evento de ocorréncia certa (p; = 0) nio causa surpresa alguma. A versdo generalizada da
surpresa (g-surpresa) é ln,(1/p;).

Os paralelos nao param por ai. O g-valor médio da energia, U, (Eq. (1.42)) e a

g-energia livre (Eq. (1.43)) ficam re-escritos na forma

d
Uy = =55 0 7
e
1
Fq = —Elnq Zq
q

Estas EquacGes estdo escritas considerando os valores esperados ndo normalizados, mas
existem, como ja dissemos, versoes assemelhadas para as expressdes com as probabili-
dades associadas (escort) (vide Ref.s [19, 34]). Pretendemos mostrar a proximidade das
expressdes entre as duas mecénicas estatisticas, por esta razio néo é relevante colocar

todas as expressdes.

As fungdes g-logaritmo e g-exponencial ndo-extensivas, Equagdes (2.8) e (2.9), foram
originalmente definidas e assim denominadas por Tsallis em 1994 [66]. Até onde sabemos,
o trabalho seguinte que as utilizou, com esses nomes, foi em 1998 [67]. Seguiram-se ou-
tros artigos tratando de suas propriedades (vide referéncias na Se¢do 2.1). A comunidade
cientifica as aceitou com tanta naturalidade, que passaram a ser referidas espontanea-
mente, muitas vezes tratando-as como se fossemn conhecidas ha muito, sem citagées a
publicacao original. Isto é um sintoma bastante positivo, pois mostra que a idéia ganhou

uma importaiicia maior que sua autoria.
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Nos capitulos seguintes, vamos explorar algumas propriedades destas fungdes g-expo-
nenciais e g-logaritmicas {Cap. 2), uma generalizagao da transformada de Laplace (Cap. 3),
a extensao analitica para o dominio complexo, originando as fungdes g-circulares, e também
as fungdes g-hiperbélicas (Cap. 4), e ainda uma aplicagao de algumas destas funcdes na
andlise de wavelets (Cap. 5). Os Capitulos 3, 4 e 5 sio de certo modo, auto-contidos, com

uma relagdo indireta com o restante do corpo da Tese.



Capitulo 2

Funcoes ¢-exponenciais e
g-logaritmicas

Nesta Secdo vamos apresentar algumas propriedades das fungbes g-logaritmo e g-expo-
nencial, nos restringindo ao dominio real. Expansao analitica ao dominio complexo serd
abordada no Capitulo 4. Algumas propriedades aqui apresentadas (e também outras que
nao incluimos) podem ser encontradas nas referéncas [67, 68, 69).

Consideremos uma equacdo diferencial ordindria linar de 12 ordem ndo homogénea
y' +p(x)y = (). (2.1)

Multiplicando a equacdo acima pelo fator de integracio ef?®)% ela se transforma em

uma, diferencial exata, e sua bem conhecida solugdo geral é dada por (vide, p. ex. [70])
y(z) = Ce= 9@ | o= [ola)ts f r(z)el @ g, (2.2)

O caso particular p= —1, r = 0 é ¥’ = y, tendo como solu¢io a fun¢io exponencial. A
invaridncia por derivagao € uma das mais significativas propriedades da exponencial, e faz
dela uma das mais belas funcdes analiticas. Algumas equa¢des nao lineares podem ser
reduzidas & forma linear, Eq. (2.1). Uma delas ¢ a Equagdo de Bernoulli, nome dado em

homenagem a Jakob Bernoulli (1654-1705),

¥+ p(z)y = g(x)y?, (2.3)

31
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cujo método de resolugdo foi encontrado por Leibniz (1646-1716) em 1696, segundo [70,

71}. A mudanga de varidveis u(z) = [y(z)]'~7 a reduz a forma linear

w'+ (1 g)p(z)u= (1 - q)g(z), (2.4)
tendo, portanto a seguinte solucao geral:
u(x) —_ Ce—(l_q)fp(m)dm + (1 —_ q)ef(lvtﬂ.}rp(m)dm /‘g(x)e(lﬁq)fp(m)dmd‘r, (2-5)

sendo ¢ uma constante de integra¢do. O caso particular p = 0, g = 1 corresponde a

y' = 3% com a solugao
L
y=[C +(1- g™, | (26

Impondo a condigdo de contorno y(0) = 1, i.e., impondo que o valor da funcgio y(z)
coincida com o valor da exponencial em z = 0 (equivalente a considerarmos y(x) uma
distribuigao acumulada inversa de probabilidades), obtemos a g-exponencial y(x) = [1 +
(1 — g)z]*=9 (vide Eq. (2.9)). Esta deve ter sido uma das primeiras apari¢des (mesmo
que indiretamente) da fung¢éio g-exponencial.

Outro prenincio da g-exponencial (particularmente exp, 1) é a propria defini¢do do
niimero e, simbolo em homenagem a Euler (1707-1783) (vide, p. ex., Ref. [72, Eq. 4.1.17],
e também [73])

: N
e = lim (1 + —T—L-) (n inteiro). (2.7)

T—CO

Recentemente esta expressdo foi generalizada [74] de modo a obter a g-exponencial uti-

lizando a g-algebra, apresentada na Secao 2.3.

2.1 Defini¢oes e comportamento geral

As g-deformagGes que estamos tratando sao definidas por! [66, 67):

-1

(x € RT,q € R), (2.8)
l-¢g

Ingz =

! As notagdes exp,(x}, €] e e4(x) sao equivalentes e todas elas aparecem na literatura. Procuramos
manter um padrio dentro de uma mesma se¢io ou capitulo, mas evitamos um padrio tnico para toda a
Tese.
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exp,(z) = € = e,(z) = { ([)1’ + (1 ~gq)zjT=, z B j‘_ 8 : g;ﬁ z g’ (r,g e R). (2.9)

Muitas vezes a fun¢ao g-exponencial fica escrita numa forma mais compacta como

exp,(z) = [1 + (1 — q)z]{° (2.10)
sendo [A], = max{A4,0}. A primeira observacio é que as funcdes tradicionais Inz e e*
(que, com a presente generalizagio, podem ser notadas por In; z e €7, OU exp; I, ou ainda

e1(z)) sdo casos particulares das funcdes ¢-deformadas:

= m In,r = lim In 2.11

1111 r= ] 111 01 q . 1I 01 K ( )

= == - 2.1z

exp; x hgn equ ll{l’l equIL' () l ))

Também ¢ imediato verificar que uma é funcgio inversa da outra:

In,(exp, z) = exp,{(ln, z) = z. (2.13)
Temos ainda que

Ing1=0, exp,0=1 (Vg). | (2.14)

A g-exponencial traz em sua defini¢do um corte para ¢ < 1, sempre que z < —1/(1 — ¢)
(suporte compacto). Este corte garante que sua imagem seja real. Em termos fisicos, o
corte garante que a probabilidade de ocupagao de estados seja uma funcao decrescente
da energia: a probabilidade de ocupa¢io de um estado de energia F é proporcional a
exp,(—5,F). Se ¢ = 1/2, p. ex., e nao houvesse 0 corte, a probabilidade seria crescente
com E para E > o )B , 0 que é fisicamente inaceitavel. Além disso, se nao fosse o corte,
as probabilidades seriam niimeros imaginirios sempre que a poténcia 1/(1 — ¢) nao fosse

par e E > 5. Para ¢ > 1, exp, z diverge em z = 1/{¢ — 1), e permanece divergente

)
paraz > 1/(q— 1). Assim, exp, z € uma fungéo mondtona crescente entre —co e 1/(g—1)
para g > 1, e enire —1/(1 —¢) e co para g < 1. A Figura 2.1 ilustra o comportamento de

exp, T para alguns valores tipicos de g.
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A rigor nao seria necessario ilustrar a fungio g-logaritmo, pois ela é a funcdo inversa
da g-exponencial. Colocamos a Figura 2.2 por clareza e completeza. In, z é uma funcéo
mondtona crescente para z > 0, Vg, e, para ¢ > 1, In, = se aproxima assintoticamente de
1/{g —1). Notemos que, para ¢ = 0, estas fun¢des sio lineares (Ingz = z — 1; expy 1 =

r+1). A Tabela 2.1 apresenta uma maneira alternativa (em relagdo a Figura 2.1) de

5 - T - : r T -
q=2 ;
- i —
4 : q=1
> - |
cr‘3 q=
o, |
S 2 ' :
q—> 0 > q=-1
|
1 7 I
<] — -0
0= —l
-2 -1 0 1 2
X

Figura 2.1: Funcdo g-exponencial para valores tipicos de g. A linha pontilhada vertical

indica a assintota em z = 1/(¢ — 1) para ¢ = 2.

iustrar o comportamento da-fun¢io g-exponencial. Ela considera valores positivos da

varidvel independente z, e mostra separadamente os casos de crescimento e decaimento.

Tabela 2.1: Comportamento da fungio g-exponencial

exp,(az) g>1 g<1
z2>0
a >0 Monotona crescente Monétona crescente
com divergéncia em 1/[a(g — 1)] sem divergéncia
a<{ Mondtona decrescente Mondtona decrescente
sem corte com corte em 1/{|al(1 — ¢)]

Consideremos umasituagio muito frequente, y(z) = A exp (-8, z), comz > 0, 5, > 0

(e = —f8; na Tabela 2.1) e ¢ > 1. O comportamento assint6tico ~ A[(g — 1)8,z]/1-9
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2 T T I T T | T
| q=-1 q=0 gq= ]
1———- —_ ———— e — —_
-c0 =2

o r-CI-*‘L . q
S "

— - — o 1
-1 -
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Figura 2.2: Fungao g-logaritmo para valores tipicos de g. A linha pontilhada horizontal
indica a assintota em = = 1/(¢ — 1) para ¢ = 2.

¢ um decaimento do tipo lei de poténcia, uma das caracteristicas mais marcantes da g¢-
exponencial, em contraposicdo ao decaimento exponencial. A Figura 2.3 ilustra este caso

em um grifico log-log, indicando como identificar visualmente os pardmetros 4, §, ¢ ¢.

Outra maneira de identificar visualmenté uma g-exponencial ¢ através do grafico em
escala semi-g-logaritmica, due ¢ uma generalizagao do grafico semi-logaritmico (abscissa
linear, ordenada logaritmica). Uma funcio g-exponencial aparece como uma reta neste
grafico semi-g-log, desde que o valor de g seja o correto. A Figura 2.4 ilustra a mesma
fungio da Figura 2.3 (y(z) na Fig. 2.3 corresponde a z na Fig. 2.4). Quando o valor
de g no grifico semi-¢-log é menor que o valor “correto” dos dados (no caso, os dados
sao representados por A exp,(—f;z), com os mesmos pardmetros da Fig. 2.3, Le, o
valor correto de ¢ neste exemplo é 1.5), a curva aparece com uma curvatura positiva;
inversamente, quando ¢ > 1.5, a curvatura é negativa. Assim é possivel identificar o valor
de ¢ (aquele que lineariza a curva). A intersecio da reta com o eixo z = 0 ocorre em
y(0) = Iny A (se A = 1, ocorre em y(0) = 0). O valor de §, pode ser avaliado a partir da

inclinacdo da reta. Se A = 1, a inclinagao coincide exatamente (em moédulo) com f,. No
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Figura 2.3: Cauda tipo lei de poténcia da func¢io ¢-exponencial, representada por y(z) =
Aexp,(—f,z) (linha cheia). A = 10, , = 0.5 e ¢ = 1.5. A inclinacdo (negativa) do
regime assintético é dada por 1/(1 — ¢). A interse¢io entre a reta horizontal em y = A e
a reta do comportamento assintético A[(g — 1)5,2]Y/ 9 (ambas pontilhadas) ocorre em

z=1/[lg - 1)5].

caso geral, a inclinagdo I é dada por (vide Equacio (2.16))

I =—=3,(1+(1—q)lng A). (2.15)

2.2 Propriedades

Diversos autores tém apresentado propriedades interessantes das funcgdes g-logaritmo e
g-exponencial [66, 67, 75, 35, 36, 68, 69, 76]. A seguir listamos algumas delas. Suas
demonstracdes sdo imediatas e ndo estdo incluidas para que o texto nao fique desneces-
sariamente carregado. Naturalmente todas elas se reduzem as expressdes usuais no limite

g — 1.

(i) ¢-Logaritmo de um produto

Ing(zy) =Ingz +In,y + (1 — g) In, zln, . (2.16)
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Figura 2.4: g-exponencial em grafico semi-g-logaritmico. A fungio representada é y(z) =
A exp, (=5, ), com A = 10, §, = 0.5 ¢ ¢ = 1.5. A tUnica representagio linear ocorre
quando os valores de ¢ da fungio ¢g-exponencial e do grafico semi-¢-log coincidem. Neste
exemplo, quando ¢ < 1.5, a curva tem curvatura para cima; se ¢ > 1.5, a curvatura é para
baixo. A interse¢do da reta (¢ = 1.5) com o eixo z = 0 ocorre em y(0) = In; A (neste

caso, préximo a zero). A inclinacio da reta (com g = 1.5) identifica j,.

(i1) g-Logaritmo de uma razao

Ingz —Ingy
1+(1—¢)ln,y

Ing(z/y) =

Particularmente o ¢-logaritmo do inverso de um niimero z nao nulo é

In, z 1
Ingz™! = — g = — In,z.
te ¥ 1+(1—q)lngz e

(iii) ¢-Logaritmo de uma poténcia

1—q

(iv) Derivada de um g¢-logaritmo

—In,z = —.
de * x4

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



38 Capitulo 2. Fungdes g-exponenciais e q-logaritmicas

(v) Integral de um g-logaritmo

zln,z—=x

Particularmente, a divergéncia de In,z quando z — 0 (e ¢ > 1) é suficientemente

suave, de modo que

. .
In,z = —— < oc. 2.22
[ = (2.22)

A seguir as propriedades equivalentes da g-exponencial:

(i) Produto de g-exponenciais

exp,(z) exp,(£y) = exp,lz £y + (1 — -q)a:y}. (2.23)

que ¢ valida se exp,(z) e exp,(+y) diferem de zero e de +oo. A transformacio de
varldveis n = x, £ = xy[1 + (1 — ¢)z] permite que a g exponencial de uma soma
poss'a ser escrita como (usando as varidveis z ¢ y, em vez de 7 ¢ £)

+y

1
1+ (- q):c) ’ Vo # G.’TI (2:24)

expy(z £ y) = exp,(z) exp, (
Particularmente, a inversa de uma g-exponencial é obtida fazendo —y — —z na
Eq. (2.24): '

. 1 l .
(equ ;1:)—1 = exp, (ﬁjﬂ?) , Yz # qu (2.25)

Outra maneira de expressarmos a g-exponencial de uma soma é
[exp, ( % )]~ = [exp, (z) exp, (1) F (1 — g%y, (2.26)

(i1} Razdo entre g-exponenciais

equ:r; r—1y
=e —_— . 2.27
expyy ¢ <1+(1 ~Q)y) (227)
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(iii) Poténcia de uma g-exponencial
(exp, x)* = exp;_(1_g/a(aT). (2.28)

(iv) Derivada de uma g-exponencial

d
7 €XP T = (exp, z)* : (2.29)

Considerando a Eq. (2.28), temos também a forma

d .
o OXP T = exPy_y/,(q2). (2.30)

De uma forma mais geral, a n-ésima derivada de exp,r ¢ dada por:

n

T P, T = Qn-18Xp,, {[1 - n(‘l —q)lz}, (2.31)
sendo g, dado pela fragdo continuada

n = 22— (232)

{n—1)vezes

17

= [[img—(m-1)] (2.33)

m=0

Qnulg) = 1-q-(2¢—1)(3¢—2)---[ng— (n~1)]

Temos que @,(1) =1,¥n e N.

(v) Integral de uma g-exponencial

1 -
fequ(aas) = =4 lexp,(az)]*%. (2.34)

Particularmente, equ(hm) decai suficientermente rapido a zero quando x — o0, de

modo que

/m exp,(—z) dx = ;— < oo, (2.35)
0
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2.3 q-AIgebra e ¢-Caélculo

Nesta Se¢do apresentamos uma possivel deformacéo da dlgebra [77], relacionada as funcdes
g-exponencial e g-logaritmo. Desenvolvemos também uma g-derivada, e consistentemente
uma ¢-integral, para a qual a g-exponencial é auto-fungdo. Esta g-derivada (e g-integral)
tem uma natureza dual, que também é evidenciada.

Parte deste trabalho foi desenvolvido simultaneamente e independentemente por pes-
quisadores da Universidade de Le Mans, Franga. Sua primeira versao foi tornada publica
em 26 de marco de 2003 [78], pouco menos de um més antes do nosso {77] (em 24 de abril
de 2003). Tomamos conhecimento disso quando Alexandre Wang, um dos co-autores de
[78], nos contactou. O seu trabalho foi finalmente publicado em [79] (nesta versdo final é
incluida uma citagdo ao nosso [77], este tltimo aceito para publicacio na Physica A (2004)
(e, naturalmente, citando [78, 79]). A semelhanca é muito grande, no que diz respeito a
generalizacdo da dlgebra. Naquele trabalho, nés também propusemos uma generalizacio
consistente do cdlculo (também apresentada na presente Se¢io), coisa que ndo consta em

[78, 79]. Impressiona constatar quao freqiientes sio tais casos na literatura cientifica.

g-Algebra

As propriedades (2.16) e {2.23) nos induzem a definir uma generalizacao da opera¢io soma

de dois numeros z e y:
& y=z+y+(1—q)zy, (2.36)
que traz a soma usual como caso particular &; = +. A g-soma é comutativa
TPy =Yy By T, (2.37)
associativa

T® (YBez) = (z&y) By 2, (2.38)
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mas nao ¢ distributiva em relacdo & multiplicago usual
a(z ®,y) # (a2 Dy ay) (2.39)

pois az + ay + (1 — g)azy # ax +ay + (1 — ¢)a’zy. O elemento neutro da g-soma é o

nimero zero,
rP,0=00,z ==z (2.40)

Podemos definir o oposto (ou inverso aditivo) de z, denominado &,x, como o elemento

que, quando ¢-somado com z, resulta o elemento neutro,
T B, (8,2) =0. (2.41)
Assim, temos
S = o, @F e | (2.42)
Esta defini¢io nos permite definir a ¢-diferenga, como sendo a g-soma com 0 oposto

TSy = 2D, (84y)

o Y (- gzy

a 1+(1-qy 1+(1-q)y

_ B _

= TTa s (y #1/(q—1)). (2.43)

Sdo vélidas para a g-diferenca as seguintes propriedades:

ASH (y Sq z) = (z Oy y) Dyq 2. (2.45)

Busquemos agora uma generalizacio da multiplicacdo tal que, como alternativa as

equagoes (2.16) e (2.23), tenhamos

In,(x®,y) = Ingz+Ingy,

exp, T ® exp,y = expy(r+y).



42 Capitulo 2. Fungdes g-exponenciais e q-logaritmicas

Isto nos leva a definigdo do g-produto entre dois numeros

1

T ®,y = [arl"q 4 yime — 1} T (z,y > 0). (2.46)

O g-produto é comutativo (z ®, y = ¥ ®, ) e associativo (z &, (¥ ®, z) = (£ ®, ¥) ®, z),
desde que z ®, ¥ e ¥y ®, z difiram de zero e de infinito. E facil observar gue o nlimero um

é o elemento neutro do ¢g-produto
TQ,1=1Q,z =1z, (2.47)

e isto nos permite definir o inverso multiplicativo (1 @, z) por meio de

T®e (l@gz) =1 - (2.48)
Encontramos
1 .
1@, z= [2-z'71 (z > 0). : (2.49)

A relagio 1 @, (1@, ) = 1 é vélida apenas se 0 < z'™9 < 2. E curioso notar que

12,0= 977 nio diverge para ¢ < 1. A g-razdo é definida por
1
TQuy= [z =y I+ 1] 1E (zy > 0), (2.50)
desde que 177 < 1 + y' 9, e satisfaz

T,y =10, (y Q) (z'71<1+y'7), (2.51)

T (Y@y2) = (3 Qgy) Ry z=(z®,2) @,y (2" -1<y" 9 <z 74+1). (252)

Esta g-aritmética permite expressar as propriedades do g-logaritmo e g-exponencial

de forma mais compacta:

In,(zy) =ln,z &, In, v exp, T exp,y = exp,(r Og y) (2.53)
Ing(z ®qy) =Ingz +In,y exp,  ®y exp, ¥ = exp,(r +y) (2.54)
Ing(z/y) = Ingz &, In, y (exp, z}/(exp, y) = exp (T S, ¥) (2.55)
(2.56)

Ingz @, y) =In;z —In,y (exp, z) @4 (exp, y) = exp,(z — y)
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As igualdades sio apenas vilidas sob certas restrigdes, conforme indicadas abaixo.

z>0,y>0 z>400ry>,0
Tyl > 1 z>,0andy >, 0
z>0,y>0 Y >4 0
g1 >yt z>,00ry>,0 (2.57)

Aqui, a notagdo z >, O significa 1 + (1 — g)z > 0. Dentre estas relagdes chamamos
atencdo para a Equacdo (2.54), que mostra como g-fatorar as partes cinética e poten-
cial do Hamiltoniano de um sistema (e, em seguida, g-fatorar cada uma dessas partes
individualmente). |

E direto definir uma g-poténcia,

$®3’ = $®q$®q$®q"'®q$
n vezes (2.58)

1
-

= [nzt"9—(n-1)]" (z > 0,n € N),

com ®F = n. Também é um cédlculo direto a g-soma de n termos idénticos (vide [80,

Eq. (7)]):

1 n
§®qw®qz®q---®q§:1—_q{[1+(l~q)x} — 1} (2.59)

~—
n termos

Esta Equagio pode servir de base para a definicio de um g-produto diferente, ndo-
comutativo (que poderfamos notar (): n®% # tOn, com 10,z = £ e nO1r = nr. Nao
exploramos esta possibilidade no presente trabalho. Qutra possibilidade nao desenvolvida,
mas muito desejavel, é a extensdo desta g-dlgebra para operadores matriciais. Bastante
recentemente foram publicados (em forma de e-prints), trabalhos utilizando estes con-
ceitos da ¢-dlgebra para varios outros aspectos mateméticos: lei dos erros, férmula de
Stirling e mais genericamente, a estrutura matematica supostamente na qual é embasada

a mecanica estatistica ndo-extensiva ([74, 81, 82]).

g-Célculo

A fungao exponencial é invariante em relacdo a derivagio, ¥ = y, ou, em outras palavras,

e* é auto-fungdo (ou fungdo prépria) do operador derivada. A versdio generalizada desta
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propriedade ¢ dada pela Eq. (2.29), 4 = y?. Cabe, entdo, a pergunta: Qual o operador
para o qual a g-exponencial é auto-fun¢io? A resposta pode ser obtida seguindo os
passos dos trabalhos de Kaniadakis, Ref. {83, 84]. Nestes trabalhos, foi desenvolvida
outra deformagio para as fun¢des exponencial e logaritmica (diferente da g-deformacio
que estamos tratando), denominadas expy,; (z) e Ing (z), respectivamente. A motivagio

para esta s-deformacao foi a tentativa de buscar fungdes que satisfizessem a propriedade

expy,y () expy,y (—2) = 1, (2.60)
Le., que preservassem a norma (isto ficard mais claro na Seg&b 4.1, quando desenvolvermos
a generalizagao do teorema de Pitdgoras, Equacio (4.16)), encontrando

1/k

eXpy,; = (\/ 1+ x%2% + mr) : (2.61)

A funcdo exponencial usual é recuperada para & = 0. No caso das g-deformacdes que

estamos tratando aqui, temos

exp, (z) exp,(~xz) = exp,[—(1 — g)a7]. (2.62)

Néao vamos desenvolver as s-fungdes, mas seguiremos consistentemente os passos de [83,

84], e assim definimos o operador g-derivada:

_ o f@ - fy)
Digpflz) = lim—""—7—"=
¢/ (z) yozr T8y (2.63)

- [+ (1—q)z]#d—f).

E imediato verificar que a g-exponencial é auto-fungio de Dy,
Dyyy exp, T = exp, . (2.64)

Temos a g-integral dada por

~ f(=) .
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onde

dex = 31’1_1)1:1'::39,,9'
1

Naturalmente f(q) D f(z) dyx = Dy, f(q) f(z) doz = f(z). As equagdes (2.63)-(2.66)
estao sujeitas & restrigio 1 + (1 — g)x # 0.

Associado a Dy, existe um operador dual D@ definido por

DOf(z) = 1im I F S SW)

B o f:_y df () | (2.67)

- 3

1+(1—¢q)f(z) dx

€ sua correspondente ¢-integral dual

(9) :
f@de= [+ 0 - @) da. (2.68)

Aqui também [ D@ f(z) dz = D@ f(q) f(z) dz = f(z). Similarmente as restricoes de
Dy e f(q), as Equagoes (2.67) e (2.68) sio vélidas se 1+ (1 — g)f(z) # 0. Temos

DWln, z = 1 (2.69)
T

Obviamente a derivada e.a integral usuais sdo auto-duais. As g-derivadas duais sio

relacionadas por

1

P = T e P! @) (270)
Elas obedecem & regra da cadeia nas formas:
Do)l f(2) 9(@)] = Diglf (@)] 9(2) + f(z) Dig)lg ()] (2.71)
e
POV @) = ql)f(x)g(x); -
%[1 + (1= q)f(2)] D'Of (z)] g(2)+ (2.72)
[+ (1 - ()] f(z) D [g(z)]} .
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2.4 Representacoes integrais

Esta Se¢ao ndo traz contribuicdo nossa. Ela estd aqui porgue as relagdes abaixo podem
ser lteis em uma variedade de situagdes. A fungio g-exponencial admite representacdes
integrais, e isso pode ser bastante 1til em vérias circunstancias. Elas estfo ligadas as
representagoes integrais da fungio gama (integral de Euler de segunda espécie), I'(z).
Para ¢ > 1, utilizamos a definicio da fungio gama (ou melhor, uma pequena variacio
da definicdo, vide Ref. [85, Eq.s 8.310 1 e 8.312 2]; a definicao usual é dada com k =1 na

equacao abaixo):
I{z) = kz/ wle™™ du (Re z>0, Re k> 0). (2.73)
0

Através da mudanca de varidveis k =[1 — (1 —g)z] >0 comz > 0,e z = 1/(g — 1) > 0,

a Eq. (2.73) pode ser re-escrita, como

1

1 = ~(g-l)zu
exp,(—x) = ———/ prT! et el V™ dy (¢>1, > 0). (2.74)
r()
Esta expressio apareceu inicialmente em [20], tendo sido entio referida como Equagao de
Hilhorst.

Para g < 1, temos (pelo menos) duas maneiras para expressar a g-exponencial. Uma
delas apareceu na Ref. [86], e ¢ originada da seguinte representacio integral para a funcéo
gama (vide Ref.[85, Egq. 8.315°1])

1
() T oor
Identificando ¢ = ku (k> 0,1-2z=1/(1-¢) e k =[1 — {1 — g)z], obtemos
equ(_m) =T (ﬂ) i,‘/(___u)_(f_:g) P e(l*Q)xu du
271' C

l—-g
(¢ <1, (2—¢)/(1 — ¢) nio inteiro, 1 — (1 — ¢)z > 0). (2.76)

/(——t)"’ e~tdt (z ndo inteiro). (2.75)
c

QOutra representacao vélida para ¢ < 1 foi desenvolvida na Ref. [87], e provém da relacio
para a funcao gama (vide Ref. [85, Eq. 8.315 2])
2mer® b / © 6‘1’“."
I'(z) e (@t iu)?
(Rea>0,b6>0, Re z >0, |arg(a +iu)| < ir). (2.77)
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Identificando b = [1 — (1 ~ q)z], z - 1 =1/(1-- q), a = 1, obtemos

2-gq i

o (14 1u)T=e
(g<1,1-(1—-q)z>0).

I‘(f—}g) oo lin . .
oy D) 1 e,

47

(2.78)



Capitulo 3

g-Transformada de Laplace

Entre as transformadas integrais, a de Laplace ocupa um lugar especial, com intimeras
aplicagées em ciéncia e engenharia, principalmente por causa de sua utilidade na reso-
lugao de equagdes diferenciais de fungbes de ordem exponencial com condicdes iniciais
ou condigbes de contorno semi-infinitas. Um uso particular da transformada de Laplace,
dentro da mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs, é estabelecer a conexio entre a den-
sidade de estados (uma propriedade inteiramente mecanica) com a fungao de partigao
candnica. Neste Capitulo vamos explorar uma possivel generalizacio da transformada de
Laplace [88], e verificar seu papel nesta conexio entre a densidade de estados e a fungio
de parti¢do candnica da mecanica estatistica nio-extensiva.

Mencionamos que a transformada de Fourier tem grande semelhanca com a de Laplace,

e sua generalizagao foi feita por Tsallis e Prato [89] embora nunca a tenham publicado.

3.1 Defini¢ao da ¢-transformada de Laplace

Para obtermos a generalizagio da transformada de Laplace de uma fungio f(z), tradi-

cionalmente dada por

LB} () = Fs) = f " £ () expy(—st) dt, (3.1)

dentro do formalismo nio-extensivo, consideramos a troca da exponencial pela g-exponen-
cial. Podemos fazer isso, de uma forma simples, substituindo o ntcleo exp,(—st) por uma

das seguintes alternativas:

48
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(i} exp,(—st),
(ii) {equ(—t)]s7
(i) {equ(—{—t)]*s.

Todas elas se deduzem ao nticleo usual exp,(—s¢) no limite ¢ — 1. No presente trabalho,
consideramos a segunda possibilidade, e definimos a ¢-transformada de Laplace de uma
fungdo f por -

LASD}(s) = Fyls) = / £(2) [exp, ()" d. (3.2)

Em seguida, vamos mostrar que esta generalizacido particular apresenta varias pfoprieda—
des interessantes. No final da Se¢do 3.4 comentamos sobre as duas outras possibilidades
(1) e (iil). Nesta se¢Ao vamos seguir mais ou menos de perto a Ref. [90].

Inicialmente vambs generalizar o conceito de funcdo de ordem exponencial, através da
seguinte definicio:
Definicdo. A fun¢do f, definida no intervalo a < t < oo, € dita ser de ordem q-
exponencial oy (0g € R) se existir M € R tal que I[e:(pq(—t)]gu'f(t)[ <M.
Esta defini¢do estd dizendo que f(t) ndo cresce mais rapidamente do que [exp,(—£)]”
(para um dado oy}, quando £ — co.

Coloquemos ainda a seguinte definicao:
Definigdo. Uma funcdo, &.’eﬁm’da ne ntervalo infinito a < t < oo € dita continua por
pedagos em (a,00), se para tode intervalo finito a < t < b a fungdo possui um ndmero
finito de descontinuidades tais que, em cada descontinuidade t = tg, os limites f(to + 0)
e f(to — 0) existam.

Enunciemos, entdo, o teorema da existéncia:
Teorema. Se f(t) é uma fungdo continua por pedagos para 0 < ¢ < co e € de ordem
q-ezponencial og, entdo a integral (3.2) converge para Re(s) > op + (¢ —1).

Para demonstré-lo, consideremos um caso mais geral onde a varidvel s possa ser com-

plexa, s = 0 + iw. Seja, entdo, a fungdo Fy r(s), definida por

Fyn(s) = f | fexpy (—)]°] 1£(2)] dt
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= fo [ (1= @)t | f(¢)lat. (3:3)

Por f(t) ser continua por pedagos, admitamos um nimero finito m de descontinuidades
no intervalo 0 < ¢ < R, localizadas em £y, 5, .. . ¢, e fagamos ¢y = 0. Com isso, a funcéo

F, r(s) fica

m—1 tir1 . R .
Fyr(s) = Z/ [1—(1-g)t]eT If(i)ldH/ [1-(1—-g)t]=rif{t)ldt.  (3.4)
i=0 vV tm
Como f(t) é de ordem g-exponencial oy, entdo
m—1 i1 s—ag R =79
Fyals) < M/ 1= (1= g 5 dt—i—M/ 1= (1— ] 5
i=0 & tm
M _T=eyg
< 1—{1—(1—¢q)R] 1"
S oo - (-0 |
< M (3.5)

o—op+(1~q)

portanto a cota superior nio depende de R. O limite limp.o Fy r(5) = Fy(s) = L { (1)}
prova a existéncia da g-transformada.

A g-transformada inversa de Laplace é dada por

LHEN) = F0 =5 [ Fls) loxp (=) 1P as (3.6)

27 €100

onde ¢ é uma constante real que excede a parte real de todas as singularidades de Fy(z).

A prova é obtida verificando as identidades

J(8) = L H{L{F()}} (3.7)

Fy(s) = L L7 {Fy(s)}}- (3.8)
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A primeira identidade, Equagio (3.7), ¢ provada como segue:

1 c+ico

LHEATON = o= | LUOI— (- ™" ds
1 c+ico oo ’ ’1_}6 ,
= s | ron-a-aa @

x[1—(1—q)t] ™" gs
0 [1 = (1 - Q’)t]

o [ ] o
==

1 c+too 1 — (1 _ q)tl =r ,
— — T ds ydt’. (3.9
* {:m' fc_m o (Sh” {1 —(1- gt ’ (39)

Se considerarmos a representacio da funcdo delta de Dirac,

§(z) = fCHOO exp, (az) de (3.10)

271 —ico

¢ também a propriedade da fungio f(z) com uma tnica raiz em z,

5 (z) = rr——0(x ~ w0), (3.11)
dx

encontramos diretamente a Equagio (3.7).

Podemos verificar a Equagio (3.8) definindo

1 c+ica —e(1—

g(t) = ——f Fo(2) [equ(—t)] (1-a) dz, (3.12)
27” c—1ico

onde Fo(s) = L,{g(t)} e c é tal que a integral acima convirja. A g-transformada de

Laplace de g(¢) é

fes] e+ 200

L, {g(t)} = %; i dt [equ(—t)]sj dzF,(z) [equ(—t)]"z—(l—q). (3.13)

c—100
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Trocando a ordem das integrais (é requerida convergéncia uniforme para tal), temos

1 c+ico 0o sz {]—
L,{o(t)} = 5 / dzF,(2) f dt [exp, (~8)]° 7. (3.14)
€—100 0
Requeremos Re(z) = ¢ < Re(s) para que seja garantida a convergéncia da segunda
integral. Encontramos, entéao,
1 c+ico F (2)
=— dz—02
Lo} =5 [ ds

c--100

e (3.15)
Para avaliar esta integral, escolhamos um contorno C, definido pela linha reta Re(z2) = c e
um arco a sua direita, tal que o pélo s fique localizado em seu interior. Se Fy(z) ndo possuir
singularidades a direita de Re(z) = ¢, se for de ordem O(z7%) (i.e., | F,(2)| < M|z|* quando
[z] = oo, M, k € R > 0) neste semi-plano, e a integral sobre o arco nio der qualquer
contribuicao, entao, pela férmula iﬁtegral de Cauchy (ver, p. ex., [90]), encontramos que

g(t) e f(t) possuem a mesma g-transformada de Laplace F,(s).

3.2 Propriedades da ¢-transformada de Laplace

Nesta Se¢do demonstramos algumas propriedades da presente g-transformada de Laplace.
Apds o enunciado de cada propriedade, e antes de sua demonstragéo, colocamos a versio

tradicional (g = 1) da propriedade, para comparacio.

(i) Valores limite

lim 5L, {F()} = lim f(0) (316)
limsL,{f(0} = Jim {[1-(1- 94 (1)} (3.17)

Para g = 1:

i s0 () = lim 0
msCi{f(t)} = lim f(2).

t—o0
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Demonstragao:
£ { G- - asen} = st (70} - 1O (318)

Pelo teorema da existéncia, lims o £, {2 ({1 — (1 - ¢)t] f(¥)]} = 0, o que implica
Eq. (3.16).

. d :

i 2, { 40— (- /]| = lmsc, U0} - 0. (19
Mas
tigc, { 410 (- o)

= tm [ G- (-7 - (- e

= [Ta - a- o - (- g

= [Ta G- - onre)
= lim [[1 - (1= ()] - JO) (3.20

Substituindo em (3.19), temos (3.17).

(i) Linearidade
L{arfi(t) +axfo(8)} = ai Lo { i)} + a2 Lo{ fo(t)}- (3.21)

Para ¢ = 1, a expressao ¢ idéntica. A demonstragio é trivial,

(iii) Escala
Lolfla)} = ~Fy(s/a) comd =1—(1-g)/a. (3.22)

Para g =1,
£{f(at)} = SE(s/a).
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Demonstragao:

£, (fat)) = [ " Flagl - (1 - g de.

Fazendo a mudanga de varidveis A = at = dA = adt e ¢ = 1 — =4, temos que
1 [ s
Ll =2 [ F = (1 = AT ax
a

Atenuagio, ou substituicao

Fy(s —s0) = £, { [exp, (—t)] ™ f(t)} . (3.23)

Para ¢ =1,
Fi(s—s0) =L {ef(t)}.

Demonstragao:

Fls=sm) = [ f0l-0-0d™ a
= [Tro0- 0 -00PF - (- 9 @
que é a Eq. (3.23).

g-Deslocamento, ou g-translacio

w{ () () | - et 0, 020

onde #(t) é a fun¢do degrau unitdrio de Heaviside.

Para ¢ = 1,
El {f(t — to)e(t — to)} = ETStDFl(S).
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Demonstragao:

Da definicao da g-transformada de Laplace, temos

(=) (=) -

fowf (1 —t(l_—toq)to) g (1 _t(l__toq)to) [1— (1 - )t ™7 at.

Chamando T = I—Hflj_’q)—to =t =7+ 1ty — (1 — q)7ty, portanto dt = dr[l — (1 — ¢)tq],

, _ _ ¢
e ainda, quando t =0, 7 = 7%,

el () () |

oo

= [ @[~ (L)l o~ (1= q)rtel] T [1 - (1 - g)to] dr
1=(1—qjtg

= fm_t fom {1 - (1-gr1—(1 —.q)to]}liq [1— (1 —q)tg] dr

—(1=qjg

ficamos com

= [~ (1=t / " ) lexpy (=1 dr
= expy(— 1)L F(0)),

que é a Eq. (3.24).

Transformacao de Qe'rivadas

Podemos expressar estas propriedades através de duas formas {vamos ilustrar ape-

nas com as duas primeiras derivadas; derivadas superiores sdo obtidas similarmente).

(a) 1% forma
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Para ¢ =1,
L F ()} = sLi {F(D)} = £(0},

LA (1)} = "L f(E) = F'(0) ~ s£(0).

Demonstracgo:

Para a 1% derivada, usando a defini¢io (3.2), temos

LU= [ G- - g

Chamando u = [1 —(1— ¢)t]™7 = du = —s[1 — (1 ~q)t]™3 'dt, e dv = 4t =
v = f, e fazendo integracio por partes, temos

+S/ flt 1"(1"‘1)]qu¢,

LAFY=[1-(1—q)t]f 1= (1= q)]

0 que implica a Eq. (3.25). Para a 2¢ derivada, o procedimento para demons-

tragdo é similar. Por integragdo por partes, temos

iy = [ - o
) . = gf L= (1 - @™
= -(-a4 s dt [1—(1-q)

- 'f’(0)+sﬁ{[1—({—,-—q)ﬂ}

dit

’OO
-+ 5
0

Novamente integrando por partes, com u = [1 — (1 — q)?ﬁ]ﬁ_1 = du=—(s—

1+ g)1— (1~ @)f]v 7 2dt, e dv = %dt = v = f, temos a Eq. (3.26).

(b) 22 forma

L, {% [[1-{1- q)t]f(t)]} = sLy{f(t)} — f(0),paras >¢q—1, (3.27)

c{ 11— -0 51~ 0 - 0l S ]}
RLLFH) ~ F(0) = s(0) + (1 - g) F(0 (3.28)
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(vii)

Demonstracao:

Usando (3.2), temos
cffl-a-0dio)} = [T 5 - - gl - 0 - g

Fazendo u = [1 — (1 — ¢)#]™% = du = —s[1 — (1 — ¢)t| 75 1dt, e

dv =21~ (1= q)t]f(t)]dt = v =[1— (1 — ¢)t]f(t), temos que

0

-+ fow FOIL — (1= )f]157 dt.

{gl-a-olsa} = n-a-gas)

Supondo que [1 — (1 — ¢t} f(t) — 0 em ¢ — oo, temos a Eq. (3.27). A 2¢

derivada é obtida analogamente.

A mais comum aplicagio da transformada de Laplace reside na solucio de equagGes
diferenciais lineares. Para tanto, tira-se proveito da propriedade £, {f'(¢)} = sL,{f(t)}—
f(0), para transformar equacces diferenciais em equagoes algébricas no dominio s.
Nesta versido generalizada, as propriedades correspondentes, EquagGes (3.25)(3.28),
também podem ser utilizadas com o mesmo propdsito, na solugdo de equagoes di-
ferenciais nas quais -as derivadas aparecam na forma d/dt{[ 1 — (1 - ¢)] f(¢) }.

Particularmente, ex'pq(:l:/\t), A > 0 é solugdo da equagao diferencial

%{[1i(1—q))\t]f(t)} = +(2 ~ ¢)Af(2). (3.29)

Derivadas de g-transformadas
Fi(s) = £q { [Insexpy(—0)]] £(8)} (3.30)
FM(s) = Lq { [}fexp, (—0)]] F(O)} - (3.31)

Parag¢ =1,
Fi(s) = L:{~tf (D)},
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FM(s) = L{(=0)"F (1)},

Demonstragao:

Como sempre, retomando a defini¢io de g-tranformada de Laplace, Eq.(3.2), temos

Fy(s)

!

/ 0 - ¢ lﬁq)]-th

= / ft 1—1—61)qu1

- [ romi -0 - 9am - 0 - it @
= Lo { [Imfexp, (-] £(1)}

Ing[1 — (1 — g)t] dt

Fagamos a 2¢ derivada:

Fi(s) = %/gmf(t)[l—u_q)t]li—q i
= d%/o""f(t)[l— (1 - )77 [l — (1 — )] ™7 dt

= [T At - (- g - (- 0 a
= L {[1111 equ ] t)}

Por indugao, temos a Eq. (3.31).

(vili) ¢-Transformadas de integrais

Aqui também duas possiveis formas de expressio:
(a) 12 forma
A)dA - (1—q)t] f(t 3.32
{/f A} = L, {11 - (L 2] 0) (3:32)

Para ¢ =1,

a{ [rma} =L
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Demonstragdo:

Consideremos o g-produto de convolugio, Eq. (3.38), na forma

L{lxe)} = L {fotmg%;ﬁ}

= L{1}L{g(®)}

= e Lla)
Identificando f(¢) = 1_(9&)@/\, temos a Eq. (3.32).
2¢ forma

t
L, {%} = £, (/). (339

Demonstragao: |
Temos que

c, {/Utf(/\) d,\} - fom [fotf(/\)d/\} M= (1— g)t]is dt

Chamemos g = fot f(NdA = ¢ = f(A). Assim, de acordo com a proprie-
dade (3.25), temos

LAd'} = sL, {-L_—?iu)_—q)t} —g(0)
9(t)
= sﬁq{l ~ —q)t}’
pois g(0) = 0.
(ix) Integracao de g-transformadas
° —/(#)
fs Fy(u)du = £, {ml o (7] } , (3.34)

e e (_l)nf(t) 5
]s‘ .- ~/s. Fq(u)d”u = £q {ln’f [equ(—t)] } : (33 )
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Para g =1,

[Frsn=a {10}
[ [ = {10}

Para integracdo simples, temos:

[Squ(u)du = fsmdufomf(t)[l—u—g)t]r%
= [Taro [Tu-0- g0

= [Taswa-q [llnf ﬂﬁﬁ

— [oodtf(t)p{l_(l._q)]

| I [exp, (—1)]
_ =f(t)
= L {lm [exp,(—t)] } '

Fagamos para integral dupla:

f [ () duy dus = /:Odug ]:]dul [Ooof(t)[1-(1—q)t]ﬁ dt
= /mdu [mdtft/u:m[l— 1—qt]1_u-l<?du1
= [T [T - - g

e e e
a /o at In; [exp, (— t)][ [1-(0- )] dus

I N ) i B s T
- /0 at ln1[equ(—t)}lnl[equ(_t)][l (1-q)

_ (=1)*/()
= L {lnf lexp,(—t)] } '

Por indugio, temos a integral miltipla, Eq. (3.35).

Demonstragiao:
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(x) Produto de g-transformadas

Lo{f(0)}Le{g(0)} = Lo{(F *4 9)(B)}, (3.36)

onde (f *4 9)(t) é 0 g-produto de convolucio de [ e g, definido adiante (Eq. (3.38)).
Para g = 1,

LSO} C{g(t)} = Lo{(f = 9) (1)}

Demonstragao:

LA/ (0} Lala(0)} = [ | e fexpy(=r)] d'r} [ ot fewpy (-2 d,\]
= /000 dX g(A) [/Ooof(T) [equ(—)\)]s [equ(“’r)]s dr}
= /OOO dA g(A) UOOO F(7) [exp [— (T + A — (1 — g)7A]]° dr} :

Fagamos a mudanca de varidveis t = 7+ A — (1L - g7\, = 7 = ﬁ’ comt =X

quando T = 0; ainda temos dt = dr[l — (1 — g}A]. Com isso, temos

' o 00 . exp,(—1t)]° d
LAFOMEAs) = [ angly) U (=) [[1 e t—)]q)/\]t] “

Vamos mudar o limite de integragdo A da integral interna acima, usando a funcéo

degrau unitdrio de Heaviside,

LU} o0) = [ g0 U o i (=) e(t—x)[_l[%]
= J, e ool [T (=) )
= [T lewenr [ (=) =i
- E"{ff(l—t(l_—kq)/\)l—fl(?qn ‘”}

que, com 3 definicdo (3.38), é a Eq. (3.36).
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_ Terminamos aqui a listagem das propriedades da g-transforada de Laplace. Vamos
definir, entdo, o ¢-produto de convolucdo, utilizado anteriormente. Retomemos inicial-
mente a definicao usual do produto de convolucao. Consideremos um processo ale_atério,
p. ex., difusdo, no qual estamos interessados em alcancar a posi¢io z em dois passos.
No primeiro, nos deslocamos uma distancia A, com probabilidade f(A), e no segundo,
temos um deslocamento adicional de A, com probabilidade g(X'). A probabilidade de
alcancarmos z = A + X em dois passos é dada pelo produto de convolucgao entre f(A) e

g(X"}, onde sdo integrados todos os possiveis caminhos:

(f * g}(z)

/0 " /0 AN F(0) g(N) 6z — (A + X))
- /D " Hz—2) g() dn. — (3.37)

A generalizacdo do produto de convolugio foi feita por Tsallis e Prato [89], na forma
X A. '
U = [ dn [ a0y o) sle = b+ = (1= AN
0 0

= [ (1:6(1 j\q),\) 1“?1(’\_) P (3:38)

De fato, a transformagéo (3.38) é uma extenséo direta do produto paralelo, introduzido

em [91, 92]. Vamos colocar trés propriedades da g-convolugao:
(i) Distributividade da g-convolugdo em relacdo 3 adigéo e & multiplicacéo
[ *q lag +bh) = a(f =q ) + b(f *; h). (3.39)
A demonstragio é imediata.

(ii}) Comutatividade da ¢-convolucao

F*qg=9g%, [ (3.40)

Demonstragio:

Fagamos, na Eq. (3.38), a mudanga de varidveis z =
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dA = —dz [ﬁf{q‘%] Quando A =z, z =0, e quando A = 0, z = z. Com isso,

temos que
fro = [ 129 (1 _Tl“fq)z) L
= g*, f.
(iii) Associatividade da g-convolucio
Frq(gxqB) = (f x4 9) %4 h. | (3.41)

Demonstracéo:

Suponhamos que © = g %, . De acordo com a Eq. (3.36), temos que

ﬁq{“’} = ﬁq{g*qh}
= L{gtLo{h}.

A g-convolugao de f com u fica

L{frqul = Lo{f}L{u}
= L{f}L{g}Lo{R}
= Lo{f*q9}Lo{R}
= L{(f*,9) %k}

Ou seja,
L f +q(g*qh)} = L{(f %4 9) x4 R}

Aplicando o operador E;l em ambos os lados da expressao acima, temos (3.41).
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3.3 g¢-Transformadas de Laplace de algumas funcgoes
elementares

Nesta Secao listamos g-transformadas de Laplace de algumas funcgdes particulares. Algu-

mas demonstragoes sao diretas e, por isso, ndo estdo incluidas.
(i) Fungdo unidade

' — >
1 {3>q 1 parag>1, (3.42)

ﬁ"{l}:s+1—q’ 5>0 para ¢ < 1,
Para ¢ =1, temos £, {1} = 1/s.

Demonstracao:

Vamos escrever a g-transformada como

Lty = [0 gne a

onde tg, = oo para g > 1, € top = ﬁ para ¢ < 1, em consequéncia do corte da

g-exponencial. Com a mudanga de varidveis u == [1 — (1 — ¢){] = du = —(1 — ¢) dt,
temos
G L
! (1-g) /i
Para g > 1, temos
. s —o0
_1 ru}lv-q'+1
' L:q{l} = 3
Q-9 5+1
_ 1
s+ 1—g

desde que l%q +1 < 0, para que o limite 4 — —oo se anule, ou seja, s > g—1. Para

q < 1, temos
s 0
-1 uﬁ-f-l
Eq{l} = s
1
s+ 1-¢g°

desde que qu +1>0,o0usga, s >qg—-1. Como (¢— 1) < 0, a condi¢io s > 0

prevalece.
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(i)

(iii)

¢ de Dirac

LA5(8)) =1. | (3.43)

A demonstragdo é consequéncia imediata da definicio da 4.

Funcdo degrau unitdrio de Heaviside

LoA8(t o)} =

s+1—
[equ(hto)} 7 s>qg—1 parag>1, (3.44)
s+1—gq s> 0 para g < 1. ’

Para ¢ = 1, £i{6(t — ¢))} = e;**/s. A demontragio é também imediata, com a

defini¢do de 6 e da Eq. (3.42).

Poténcias

Para poténcias inteiras, temos

(n—1)!
[s+(1—gils+2(1—q)]---[s +n(l-g)]

s >n(qg—1) para ¢ > 1, 345
e{s> (¢ — 1) para g < 1. (3.45)

Eq{tn_l} —

Esta Equacio pode ser re-escrita mais compactamente como

n—-17 __ (?’1 - 1)[
L{t" '} = 02~ 7) (3.46)

sendo (Jr(¢) uma fungio polinomial dada por [67]
Qnld) = 1-9(20~1)(3g— 2) ... [ng — (n ~ 1)) (3.47)

Para g=1, £;{t""!'} = (n - 1)!/s.

Demonstracio:

Vamos mostrar a g-transformada para ¢, £, e, por inducio, £

Lot} = /Otm (1 — (1= g)t]7 dt.
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Integremos por partes, chamando u = ¢t = du = dt, e dv = [L — (1 — ¢)¢] = d¢,
=y = [A=O-gtTe+1 Assim,

s+1—q

3 tsu 3
A1 — (1= )] e [ (1 — g
PO Y i Y R TP
s _F 1 - q 0 0 8 _P 1 - q
—1 111 1 1 [L - (1 —g)t) =+

= ——— lim #{1 — (1 — q)f| T
S+q_1¢gj[ (1 —q)t]
-1 s
= ——— lim ¢[1 — (1 — g)t]7= "
5+q_1;gp[ (1-4q)1

- L im [1— (1= g1\,
(s+1—-g)(s+2(1—-q) {titmp[l (1= a)] 1}

l-gs+1—-g¢g 2

Vamos analisar as condices necessdrias para que os limites acima se anulem e a

g-transformada exista. Iniciemos com ¢ > 1, que corresponde a t,,, — oo:

e lim -1 -t = = (-1)(1 — ¢) Jim =it = 0se - +2< 0= s>
—C0 —+00

1-¢
2(¢ — 1).
) tlim -1 -]~ =0ses>2(q—1).
—300
Fagamos agora o caso ¢ < 1, para o qual £y, = 1/(1 ~ ¢):
o lim #l —(1—g)]=" =0se = +2>0= 5> (¢—1).
t-}m

o lim[l — (1 - g)t]= " = 0ses>2(q—1).
300

Como ¢ < 1, a condi¢do que predomina é s > g — 1, e assim,

Coit) = 1 e{s>2(q—1) para g > 1, (3.48)

s+ (1 —¢)l[s+2(1—q)] s> (¢g—1) parag< 1l

Consideremos agora t?, i.e.,

ﬁq{t2} - /U‘ - t2[1 —(1- Q)ﬂﬁ dt.

Lsup
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Integrando por partes, com u = 2 = du = 2tdt, e dv = [l —~ (1 — ¢)#]T7 dt,
= p = - DE=QITTTHL o0

s+1—g

tsup

—#2[1 — (1~ g)g] 7= !
0

2
s+1—gq

tsup °
f ]l (1 —g)g] =t gt
0

~1 .
— 1 21_ _ —+1
——S+q_1£;gpt[ (1— g)t]T=

2 {—t(l — (1—g)f]™t?

sup

+
s+1-—g¢q s+2(1—gq)

0

1 e o2
+_”_s+2(1~q)/0 (1= (1-g)] dt}

— —1 . 2 1]
T srg—idm - o
2 s
- Hm 1 — (1 — g)f| =7+
[s+1—~g][s+2(1 —q)] t—)ltrﬂp -0 =g

9 e s
Bl gt 20— g+ 30— {&2},1,,[1 — (1 -9t 1}-

Temos agora trés limites para analisar, em dois casos. Para ¢ > 1, temos

o lim 21— (1 - ™" & (~1)(1 ~ ) Jim 77"

t—=o0

o lim 1 — (1)t & (-1)(1 - g) lim #7527
o lim[l — (1—q)t]=*" ~ (~1)(1 — g) lim t77 "

ou seja, os trés limites acima sao assintoticamente idénticos, e eles se anulam quando
s . y - -
ey 3 <0, ie,s>3(g—1). Agora vejamos as condi¢ées para que os limites se

anulem quando ¢ < 1:

o lim £[l-(1-gf]=7" =0,se o +1>0=>5>¢~1
t—%m

o lim #{1—(1—g)f)=*? =05 - +2>0=>5>2(g—1)
t_)l_——q'

o lim #{l—(1— ™" =0,5e (% +3>0=5>3(¢g—1)
t—)m

Como (g ~ 1) < 0, a condi¢do dominante é s > ¢ — 1. Assim,

2 e{s>3(q—1)para.q>1,
[s + (1~ g)lls+2(1 —g)}ls +3(1 — ¢)]’ s> (¢—1)parag<1.
(3.49)

’Cq{tQ} =
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Repetindo o procedimento anterior, chega-se também a

3-2
[s+ (1= @lls +2(1 — )ls +3(1 - )]s + 4(1 - g))’
se{ s> 4{q — 1) para g > 1,

Eq{t?’} =

s> {g~—1)parag<1.
As Eq.s (3.48)-(3.50), induzem & Eq. (3.45).

Para poténcias reais,(ndo necessariamente inteiras), temos

T(a)——ﬂ——r( iﬁa,) , s>af{g—1) parag>1,
Ly = L)
P, +1 <
IN(e T (i bar)’ s> 0 para g < 1.

Para ¢ =1, £;{t*"'} = [(a).

Demonstracao:

(3.50)

(3.51)

Para tratarmos poténcias reais (nio necessariamente inteiras), ¢ necessirio fazer-

mos uso das representacoes integrais da g-exponencial (Secdo 2.4). Para ¢ > 1,

consideramos a Equacao (2.74) e temos
o k)
L") = / 411 — (1 — q)t] ™7 dt

-0 1 00 o0 .
—/ dt ta/ du ui-1leTue e ut
T (L) 0 0

g—1
- 1 o] s o0
= —-——f du uﬁ"le"“f dt tee~a-Vut,

r(_s_) 0 0

q—1

A integral interna da Equacdo anterior pode ser identificada com a funcio gama,

Eq. (2.73),com k= (¢ — 1)ue A = o + 1. Assim,

1 e N ]-‘(Qf + 1)
LAt*} = —/ dynyet teu——1
: —1)ujet
T (q—-l) 0 [(q ]
T((_X + 1) 1 foo 8 a9 _
= du ua-t e
: — 1)t
r (q—_—l) {q ) 0

- — 1;)(:5:1“18;}1—) r ( - 1) ,
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onde, mais uma vez, a integral anterior foi identificada com a funcfo gama. Portanto

v I'{a)T (q—f—l ~ a)
AR

Quando ¢ < 1, utilizamos a Equagao (2.78), e temos

ey = [T gt

1 F(——+1 gl tiu g-(i—a)(lin)e
= f dt 1%~ 1 / du ©1

se s > a(qg —1) para g > 1.

(1~ q)° 27 (1+ zu) 7t
_ 1 T (cr—_l + 1) e e % a1 —(1-q(1tiut
= (1 )a 2 du H_ST_ dt t 81 '
—q ™ oo +u)iat Jy

A integral mais interna acima pode ser identificada com a func¢do gama, Eq. (2.73),
através da mudanga de varidveis (1 + iuw)(1 — g)t = A. Com isso, temos
r (_"S— -+ 1) . %) 1+42u
1 g—1 €
Lt} = [N f dy ——
AT (1—g)e m - (@) coo (1 +gu)T

A integral acima, por sua vez, também pode ser identificada com a fungao gama,

de acordo com a representa¢io dada pela Eq. (2.78), obtendo, entdo,

P +1)

(1 —g)el (—+a+1)

Lt} =T(a) se s > 0 para g < 1. (3.52)

(v) Fungao exponencial

A fungdo ef* (a > 0) é de ordem g-exponencial ¥gq, e e (a > 0) é de ordem g¢-
exponencial para ¢ < 1 (em razdo do corte). Suas g-transformadas de Laplace sao

(vide Ref. [85, Eq.s 3.383 5. e 3.383 1]):

Losi{er®} = —-—-\If ( 1,2— ——; 2 ) o (359)

qg—1 g-1

8 +a
L R S p— 2; ) 3.54
et} = b (L e ) (359

onde ¥(a,v; 2) e 151 (e, 7; 2} s3o as fungdes hipergeométricas confluentes.
g=1: Li{ef®} =1/(sF a), s > *a.

A demonstragio é imediata, identificando as equa¢des da Ref. [85] citadas.
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(vi) Funges circulares

Sdo obtidas diretamente por

iz —ir iT —iz
el — € e +e
- S coszT = 1 L

sing = e —
21 ' 2 ’

ou através da identificagio com as Eq.s 3.768 11 e 3.768 12 da Ref. [85]. Obtemos

. 1 1
Loatsintat)} = =5 29—
s 1a s —1ia
1 2; - |, —+ 2 ; 3.55
g [JH(’l—q+’1—q) 11( I—¢ 1—@)} (350)
1 1
Loarteoset)) = 5975

S ia s —1a
, 1,2 4o 3.5
X [1F1(1,1_q+2,1_q)+1pl(:1_q+2=1_q):|? ( 06)

g = 1:
. _a r s
Li{sin(at)} = popnpey {cos{at)} = Epnct
(vii) Fungoes hiperbélicas
Sao obtidas diretamente por
sinhz = e—lw—e—l, coshz = %.
Temos, entao,
. 1 1
Lq<i{sinh(at)} = I5F1—¢
s a s —a
x |1 Fi(1 2; - Fi (L, — 42—, 3.57
{11(’1—q+’1—Q) 11( I—q¢ " l—q)} (3:57)
1 1
Lyc1{cosh(at)} = 3571 ¢

S a S bt 17
o1 2 oy, —— 492 %Y. (358
X |:1 1(:1*q+ 11__q)+1 1( 1_q 1_q):| ( )

a 5

Cl{Sinh(at)} = ;2__(12, .C1{COSh(at)} = S—
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(viii) Fungio g-exponencial

A fungio f(t) = e¥, com ¢ = 1+ (1 — g)/a, é de ordem g¢-exponencial a, e sua

g-transformada de Laplace é dada por

1 s>a+qg—1 parag>1
atl __ ’
LleF} RS p— { 5 >0 para g <1 (3.59)
Temos também as seguintes relagdes (vide Ref. [85, Eq.s 3.197 3. e 3.197 3]):
1 S 1 s>0
atl L9 | 3
£q>2{eq}— G(Q'—Z)?FI (q_.1:112 q—]., a ) ; { a>1 (360)
1 1 s+1 §>q—2
—aty _ i 1 ,
Lole, }_s+2-q2Fl(q—1’1’q—1’1 a)’ {0<a<2 (3.61)
1 —1 s s>0
)= F 1 +2; ) { ! 3.62
Lacateg™) S—!—l—q?l(l—q 1—gq +a lal <1 (3.62)
| -5 1 s>0
—at] . . a—1 |
Loar{e, }—-Q(Q_q)2F1(l_q,l,l_q+2,a ), { a1 (3.63)

onde o Fi{a, 8;v;z) é a funcido Gaussiana hipergeométrica. Das Equagdes (3.60)-
(3.63), encontramos as g-transformadas de Laplace do g-seno hiperbélico e ¢-co-seno

hiperbélico, usando as relagdes [67]

ef —e "

sinh,z = —3~r—2~—q—, (3.64)
eft+e®

cosh, x = +—". (3.65)
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3.4 Densidade de estados e ¢-funcao de particao classica

Nesta Se¢ao utilizamos a g-transformada de Laplace para estabelecer uma relagio entre a
g-funcéo de partigao cldssica e a densidade de estados. Inicialmente utilizamos g-valores
esperados nao normalizados, como definidos em [19] (Equacdo (1.10), aqui com uma
distribuicdo continua de probabilidades p(r), onde r representa uma varidvel adimensional

no espago de fases)

O = [lprot) . (3.66)
A g-funcédo de particdo Z,, que surge da otimiza¢do de S,, Equacdo (1.8), escrita como
1—{d 1
S, =k / r[f (=) (3.67)
q—

com o vinculo (H), = U, (H é o Hamiltoniano) e também o vinculo usual de normalizacio

/ p(r) dr = 1 (3.68)
é
Z,(8,) = f exp, [~ B,H()] dr, (3.69)
que pode ser re-escrita como
Z(8) = [ 9(B)exp,(~5,E) dE, (3.70)

onde g(E) ¢ a densidade de estados (i.e., g(E) dE é o niimero de estados com energias
entre & e ' + dFE). Agora fazemos a mudanga de varidveis € = §,F e introduzimos um

parametro mudo » na Equag8o (3.70), para que possamos identificd-la com a Equacio (3.2)

Zq (ﬁq) == Zq (ﬂqr 77) |1-,|=1

= 7 | semyn-a-odr e
= G Asle/B)H ) (371
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De acordo com a Equacao (3.6), sua inversa é dada por

1 c+ioo B B
9(E) = 5= |  ZBpm [t —(1—q) ™t dp
c—ioQ e=f. K

= L;YZ B} Lp (3.72)

A Equagdo (3.71) pode ser utilizada para encontrar a ¢-funcao de particdo uma vez que
seja conhecida a densidade de estados, e a Equagao (3.72) pode ser usada no procedimento
inverso.

[lustremos este ponto com o gas ideal classico, com g-fungdo de particao re-escrita na

forma
1 Brddp, 2\
Zy(B,) = A f 11 e {equ ( ﬂqz 2—;;)} (3.73)
n=1
A g-fungéo de partigdo (3.73) para o caso g < 1 fica [93]:
N vz I +1
Zoar(By) = — ( 2 ) (2 ) (3.74)
<1 = : .
<0 (Tm) (e
Para o caso ¢ > 1, temos [20, 94]
. 3N
>1\Pe) = NipsN (¢ - 1)B, F(—TL—) ’ '
q9— =1

A integracao da Equacdo {(3.72) (vide Equagdes (20) e (22), pp. 349-350 da Ref. [95]),

em ambos 0s casos, origina

vy (2em)*?

E)= 3N/ 3.76
que é a densidade de estados do gas ideal classico [96]. Para que tenhamos uma ¢-
transformada de Laplace, a densidade de estados necessita ser de ordem g-exponencial.
No caso ¢ < 1, o corte garante esta condicido de admissibilidade, mas no caso ¢ > 1,

g(E) é de ordem g¢-exponencial (e, portanto, admite uma g-transformada de Laplace,
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consequentemente uma g-funcio de parti¢io) apenas se 1 < ¢ <1+ 3% (para N grande).
Esta faixa -de validade é a mesma encontrada por [20, 94], e implica que ndo existe gds

ideal cldssico com g > 1 no limite termodinidmico (N — oo).

Agora usamos o g-valor esperado normalizado, introduzido em [34] (Equacao (1.28)):

Jlo@)10(x) de -

((O))q: I[P(r)]q dr

A g-funcao de partigdo que segue da otimizagao de (3.67) com os vinculos (3.68) e ({#)}, =
U,, ¢ dada por (vide Equagéio (1.36))

Zy(By) = f exp, [—Bq%((—%%i—?} dr (3.78)
= exp, [mﬂ%%} Z4(8,), (3.79)

onde Bq é o pardmetro de Lagrange e 3, ¢ definido por (Equagéo (1.40)) -

f = o (3.80)
e Z,(8;) tem a mesma forma funcional da ¢-fun¢@o de partigdo ndo normalizada (3.70)

Z(8) = fe 9(E) exp,(~B8,E) dE. (381
Com a mudanga de varidveis e = [ E, temos a ¢-funcdo de particao (3.70)

Z4(By) = Z(Byom)|,oy = %ﬁq {9(e/B)} (m) (3.82)

=1

7]:

9(E) = L7285} )| gy - (3-83)

Para finalizar esta se¢do mencionamos os demais possiveis nicleos, na generalizagio da
transformada de Laplace, como sugerido no inicio da Segdo 3.1. O niicleo [exp (+¢)]™* é

equivalente ao que adotamos, através da mudanca de varidveis ¢ = 2—¢' na Equagio (3.2),
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portanto nao se trata de uma alternativa essencialmente nova. A utilizacdo do niicleo
exp,(—st) (a primeira possibilidade que mencionamos) se trata de uma genearlizago
~ diferente da que tratamos aqui. Esta faria a ligagao entre Z,,(Bq) e g(E) através de uma
(outra) g-transformada de Laplace que nao necessitaria de um parametro mudo, como é o
nosso caso. Seria uma generalizagio mais natural, dentro do formalismo nio-extensivo. O
ponto central para o seu desenvolvimento é a determinagao da sua transformada inversa.
Até onde estamos cientes, ainda nio foi feito de uma forma geral. Umn caso particular
corresponde a representacdo integral da funcdo degrau unitdrio de Heaviside, obtido em
[97]:
1 B+ico q

f(z) = 97 . gequ(sx) ds, (3.84)

com a restricio que S deva satisfazer

1— (g~ 1)8%mas > 0. (3.85)



Capitulo 4

Funcoes ¢-trigonomeétricas e
g-hiperbdlicas

Neste Capitulo fazemos uma extensao analitica da g-exponencial para o dominio com-
plexo [67]. Definimos e ilustramos o comportamento geral das funcdes g-trigonométricas,
desenvolvemos a versao ¢ correspondente para o célebre Teorema de Pitdgoras, analisa-
mos o oscilador anarménico que estas funcoes descrevem, e ainda tratamos das funcoes

g-hiperbdlicas.

4.1 Fungoes g-trigonométricas: definicoes e proprie-
dades |

A expansio em série de Taylor de exp, z em torno a zp = 0 é dada por

oG
1
exp,r =1+ Z EQnglmn, (4.1)
n=1

com (,(¢) dado pela Equagdo (2.33). A g-exponencial de um niimero imagindrio iz fica

dada por
_ A
exp,(Fiz) = [1— EQIQS -+ Eng el

. 1 1
+i (3: - -3—!Q23:3 + §Q4:::5 — .. ) : (4.2)

Esta expressdo nos faz lembrar a férmula de Euler, em analise complexa. Podemos escre-

ver, entao,
exp,(+iz) = cos, z £ isen, x, (4.3)

76
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onde cos, T e sen,z representam as fungdes generalizadas g-co-seno e g-seno, respectiva-

mente, definidas por

o0
1)7
COSqx = Z sz 127 , (4.4)
B © oo (_I)JQZJJ:Z’;-F] 4
sengr = Z TRV (4.5)
=0

Na seqiiéncia vamos mostrar que cos, z ¢ sen, z satisfazem formas gerais das relagdes
trigonométricas usuais. O teste das razdes mostra que as EquagGes {4.4)—(4.5) convergem

absolutamente na regiao
2] <|1—q". ~ (4.6)

No limite g — 1, estas expressoes se reduzem s expansotes em série de Taylor das fungdes
exponhencial, co-seno e seno usuais, tendo como raio de convergéncia —co < z < oc.

Podemos escrever a g-exponencial na forma

exp, 7 = exp, [1‘““ “;(_1 - W]} (Vz # 1/(q—1). (4.7)

Se usarmos a propriedade do logaritmo usual de um nimero complexo z = |z|el?, qual

seja, In; z = In, |z| + i¢, encontramos

o8, T = py{z) cos; (o, ()], (4.8)

sen, T = pg(z) sen; @, (z)), (4.9)

onde

pr(z) = expy[(1—q)z?]
(4.10)

= [+ (1—q)%?=
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_ arctan;[(1 — q):c]

4.11
Pq(z) 1—¢ (4.11)
Podemos definir a g-tangente
sen, &
£ = 9 4.12
Mg cos, z’ (4.12)
que também pode ser expressa por
tan, x = tan,[@,(x)]. ' _ (4.13)

As Equacgoes (4.8), (4.9) e (4.13) sdo interessantes, pois permitem expressar as g-fungdes
trigonomeétricas em termos das fungfes trigonométricas usuais. O g-co-seno e 0 g-seno sao
compostos pelo produto de dois fatores: o primeiro, pq(x), é responsavel pela amplitude,
eo segundo ¢ responsavel pela natureza oscilatéria destas fungdes. Notemos que o limite

do seno para pequenos angulos € preservado:

. sen,x
{im g

T30 x

=1 (Vq = R) (4'14)

As Figuras 4.1 e 4.2 ilustram o comportamento de cos, = e sen,z para diferentes valores
de q. '

A representacdo paramétrica das destas funcoes,

T =1cos;t
y = sengt (4.15)
z=1

representa uma hélice. A Figura 4.3 ilustra sua proje¢do no plano z-y, como vista do lado
positivo de z (¢t > 0). Valores de ¢ para os quais cos, t e sengyt oscilam, a representagao
paramétrica ¢ uma espiral. Para ¢ > 1, p,(¢) — 0 quando t — 00, e assim as espirais
vao a zero. Para g < 1, p,(t) — oo quando ¢ — oo, e as espirais divergem. Em ¢ = 1,
as espirals degeneram em um circulo. Seria, pois, igualmente apropriado chamé-las de

funcdes espirais.
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Figura 4.2: sen,z para diferentes valores de
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2 .
q=0—>
=1~
1F q=1.50q 1
q=2
<
o 0
q—>
-1}
) N S— —
-2 -1 0 1 2
Cos, X cos, X

Figura 4.3: Espiral ¢g-trigonométrica, para diferentes valores de gq.

De fato, a analogia com as fungdes circulares usuais é imediata. A abscissa de um
ponto ¢ sobre a espiral representa cos,t, e sua ordenada, sen,t. O mddulo do seu raio
vetor é dado por

cosit+ senit = exp,(it) exp, (—it)
(4.16)
= p(t),
que ¢ a generalizacio do teorema de Pitdgoras. O nimero de rota¢des das espirais é finito.

Isto é conseqiiéncia de haver,um valor maximo absoluto para @,(t),

1

Max _ 1 T —‘ (4.17)

CPq :tll}lgogofI(t)ZE l_q y

de forma que cos,t e sen,t oscilam indefinidamente apenas para ¢ = 1. O nimero de

raizes N, do g-co-seno é dado por

chz[im(‘ﬁ)- nt( qu)] (4.18)

¢ a do ¢-seno,

Nu21nt( ‘l_q)-l—l, (4.19)
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onde int(z) representa o maior inteiro < . Isto implica que cos, ¢ nio tem rafzes para
q < 0oug > 2; sen,t apresenta apenas uma raiz (¢ = 0) parag < 1/2 ou g > 3/2. Dentro
destas faixas, cos, ¢ e sen, t apresentam um nimero finito de raizes (ntiimero infinito apenas
para g = 1).

As raizes de cos, z e sen, x sdo aquelas do fator oscilante nas Equagdes (4.4} e (4.5).

Assim encontramos que as rafzes de cos,  sio

t 1—g)Z(2n —~1 N
P an, [( q)Q( n )], n:1,2,...—°, (420)
l1—gq 2
e as raizes de sen,r sao
1- N, -1
P [(1 L0 P = (4.21)
—q

A diferenga entre duas rafzes vizinhas, Ax, = 7, — 74—y, ¢ encontrada considerando que

@q(Te) — @q(xr—1) = m. Considerando ainda a relagio para de arcos-tangentes usuais,

T+
arctan; ¢ + arctan; y = arctan; ( y ) , (4.22)
1Fzy

encontramos’

o+ (- 9)21ezi—1] tam [(1 — g)7]

Az (4.23)
1—q

b

com lim, ,; Axy = 7.
(n(q), na Equagéo (2.33), é um polinémio em ¢ de grau n, com raizes {0,1/2,2/3,..., (n—
1)/n}. Assim, se g assume um desses valores, exp, , Cosq T e sen,  apresentam formas

polinomiais. Isso também pode ser visto, fazendo uso das identidades (vide, p. ex., [72,

Eq. 4.3.45))
cos, (arctan; z) = (1 -+ 2?) "%, sen,(arctan, z) = z(1 + %)~ (4.24)

e também das relagdes para angulos duplo das fungdes circulares, nas Equagdes (4.8) e
(4.9). A Tabela 4.1 apresenta algumas expressdes para cos, z, sel,z e pg(:n), para valores

particulares de q.

1Esta notacdo para raizes vizinhas, Az, ndo é adequada para as rafzes x_; e z; de cosyz, uma vez
que 0 g-co-seno ndo tem a raiz zp, mas este é um ponto menor, e nio invalida a Equacio (4.23).
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Tabela 4.1: Casos particulares das fungées g-trigonométricas

q oS, T sing z pi(z)
-0 1 0 1
0 1 z 1+ z?
/21— (z/2)? z 1+ (z/2)y)°
1 COS T senzx 1
1 (z/2)? T 1
3/2 2 2 2
[1+(z/2)5° [1+ (z/2)7]° [1+(2/2)?
9 1 _ T 1
1+ 22 1+ z2 1+ z?
00 1 0 1

Podemos facilmente verificar que ¢(z) = exp,(ikz) é solugdo da seguinte equagdo

diferencial nao-linear

&?[(x)]”

P L S 2 L 4.25

com
=" (4.26)

2
e
272

k2 — . 4.27
v(p+v) (a.21)

A Equagdo (4.25) é uma possivel forma de oscilador nio-linear. Notemos que cos,z e
seng T, tomados individualmente, ndo sdo solugdes da Equacio (4.25), mas apenas se

combinados na forma da Equagio (4.3).
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As derivadas do g-co-seno e do g-seno podem ser obtidas das Equagoes (4.4) e (4.5),
como também das Equacoes (4.8) e (4.9), mas podem ser expressas de uma forma mais
simples quando consideramos as Equagdes (2.29) e (4.3):

d ‘ _ v
7y S5 T = Re [i{cosq z + iseng x)7], (4.28)
d
gp St = Im [i(cos, x + isen, z)7]. (4.29)
Recapitulando a Equagdo (2.28) com z — iz, temos

(cosq x £ iseny ) = €081 (1_q)/a(a) £ iSeN;_(1_q)/4 (aT) (4.30)

que representa uma generalizacao do Teorema De Moivre [72]. As Equagdes (4.28) e (4.29)

ficam dadas por

7, 0% % = — sena_1/4(q2), (4.31)
d
o sen,r = COSo_1/4(qx). (4.32)

Outra maneira bastante simples e compacta de expressar as derivadas das fungdes

g-trigonométricas é através do operador Dy, (Equacio (2.63)):

Diycosgz = —sengz, (4.33)

Dysengz = cosgz. (4.34)

Com este operador, temos outra generalizacao do oscilador harménico, em alternativa a

Equagdo (4.25):
DY po(2) + K2 p(z) = 0. (4.35)

Neste caso, as funcdes exp,(ikz), cose(kz) e seny(kz) séo, individualmente, solugoes de

(4.35).
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4.2 Forma geral da Férmula de Euler generalizada

A versdio ¢ da férmula de Euler, Equagdo (4.3}, estd escrita para um niimero imaginario
1z. Vamos expressi-la a seguir para um mimero complexo z = z + iy, e faremos isso de
dois modos alternativos, Equactes (4.36) e (4.38). Inicialmente facamos a transformacio

y — iy na Equacé@o (2.24), obtendo

(V3 £ q_Ll 1+ (1 —q)z] > 0). (4.36)

Consideremos agora outra forma da versio ¢ da férmula de Euler para um nimero

complexo. Para tanto, vamos introduzir a funcio?
(g = Imy exp, z. (4.37}

Se tomarmos a exponencial de ambos os lados desta equacio podemos expressar a férmula

generalizada de Euler para um nimero complexo z como

exp, z = exp; Xq (cos| ¢, + isen ¥,), (4.38)

onde x, e v, sdo a parte real ¢ a parte imagindria, respectivamente, de Cqs

Cq = Xq + %yq, (4-39)
com
_Iny g (4.40)
T — 1 — q :
[+
b= 2B gy <) (a.41)

2Algumas das curiosas propriedades da fungio ¢, foram percebidas independe e recentemente na
Ref. [76].
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Temos também que

Wq = O + i, (4.42)
com
a, = [1+(1-g], (4.43)
G = (1-qy (4.44)
Notemos que
lim{, = z, (4.45)
g--+1
lin} Xq = 7, : (4.46)
g—
lim 1y = y. | (4.47)
q-—r

A Equacdo (4.47) é definida apenas se w, estiver no primeiro ou quarto quadrantes do
plano complexo. Para evitarmos que w, fique no segundo ou terceiro quadrantes durante
o processo de limite ¢ — 1, devemos impor a, > 0 (esta condi¢do ¢ a mesma dada por
(4.6}, e também a mesma restricio da Equacio (4.36)). Isto significa que a tinica restrigdo
imposta na Equacdo (4.47), quando ¢ — 1, é que z deve permanecer finito.

A relagdo entre z e x,, Equacdo (4.40), para um namero real (y = 0) é a mesma que
aquela entre a g-entropia ndo-extensiva e a entropia de Rényi (Equagdo (1.26)). Observe-

mos ainda que a funcio ¢, satisfaz a propriedade de igualdade,
21 = zp = Gol21) = (y(22), (4.48)
a relacao de conjugagio complexa
Go(2*) = (2, (4.49)
e as condicdes de analiticidade de Cauchy-Riemann (vide, p. ex., [90],[98])

Mg _ %y Oxg _ O (4.50)

or Oy’ Ay oz’
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Satisfaz também a relacio

CQ(Zl) + gq(z2) = Cq(zl By 32)
(4.51)
= Glar + 2+ (1 —g)22).

Como estdvamos dizendo, as Equagoes (4.36) e (4.38) sdo duas formas alternativas e
equivalentes para expressar a g-exponencial de um mimero complexo. Igualemos uma a

outra, o que resulta

exp, T CO8q {ﬁ} = eXPy Xq COS| Py, (4.52)
, Y o
XD, T Sen, {m] = eXP; Xg5em Y. (4.53)

Dividindo a 1ltima pela anterior, temos

Y

ta.nq [m} = t&#l ’lpq. (454)

Notemos que |wgl* = [1 + (1 — g)z][1 + (1 — ¢)2*], do que segue
o 1/2
exp) Xq = (exp, z exp,z*) " . (4.55)

As Equacoes (4.8), (4.9), (4.1?;) sao casos particulares das Equagtes (4.52), (4.53), (4.54),
respectivamente, para um mimero imagindrio puro ¢y. exp; X,/ exp, T ¢ a forma geral de
pq (notemos a analogia entre a Eq. (4.55) e a Eq. (4.10), py(z) = [exp,(iz) exp,(—iz)]"/?),
e g ¢ a forma geral de ¢,

A comparagio da Equacio (4.38) com a férmula de Euler usual, ef = e? (cos;y +
¢sen; y) nos traz um comentédrio interessante. Ambos ef e e; podem ser fatorados em
dois termos, um responsdvel pela amplitude e outro responsével pelas oscilacoes. No caso
das fungdes usuais (¢ = 1), as partes real e imagindria de um nimero complexo estdo
desacopladas, por assim dizer, enquanto ¢ # 1 introduz uma espécie de acoplamento
entre = e y, e ambos os fatores de amplitude e oscilagdo dependem de ambas partes real

e imaginaria de z.
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Concluimos esta Secdo apresentando as expresoes de produtos das funcdes g-trigonomé-

tricas:

2co8,T cosgy = expi[xg(iz) + x¢(1y)] x
{cos1{wy(iz) — b, (1y)] + cosi[t (ix) + o, (iy)]} (4.56)

= equ[(l—Q)ny]COSq[ e J

1+ (1—q)zy
+exp,[~(1 — g)zy] cos, [1 — (:; iz)%y} , (4.57)

2sen, z sengy = expi[x,(ix) + x,(iy)] X
{cosi[thg(ix) — o (1y)] — cosi[th (iz) + 4o ()]} (4.58)

= exp,[(1 — g)zy] cos, [ o J

1+ (1 —q)xy
~ exp,[—(1 — g)xy] cos, L — (J;tgq,')%y] , (4.59)

2seng x cosgy = expy[xq(ix) + Xq(iy)] X
{ seni[th,(ix) — P (1m)] + sem[i,(¢x) + 1, (iy)]} (4.60)

= exp[(1 — q)zy] sen, [ - ]

1+ (1 —q)zy
+ exp,[—(1 — q)zy] sen, [1 — (:; iz)%y} ) (4.61)

Estas tltimas Equacdes (4.56)—(4.61) sio vélidas desde que zy # |1 — ¢|™%

4.3 Funcoes g-hiperbdlicas

E imediata e natural a extensdo desta g-deformacio para as funcoes hiperbélicas. Temos

as definicoes

exp, (z) + exp,(—z) (4.62)

If

cosh, x

exp,(x) — expy(—7) (4.63)

senh, T
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senh,
tanhyz = =,
cosh, z
Segue-se que
2 2
cosh, z -+ senh,z = exp,(z) exp,(—x)

= expy[-(1 —g)27].

O Teorema De Moivre para fungdes g-hiperbélicas fica dado por
(coshy 2 + senh, z)* = coshy_1_g) /0 (az) + senhy_(1_g)/0(az),
e as derivadas sao

——coshyz = senhs y/(qx),.

dz

E;E—senhqx = coshy_y/4(qz).

A g-tangente hiperbélica apresenta simetria do tipo (1—4q) ¢ (g—1),1ie,

tanh, z = tanhy_, z.

A Figura 4.3 ilustra o comportamento de tanh, z.

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

Relagoes entre fungoes circulares usuais e hiperbélicas sdo obtidas pela definicio destas

fungdes com argumentos complexos. Aqui vamos proceder da mesma forma:

expPy(iz) + exp,(—iz)

€08 2 =

2 b
exp,(iz) — exp,(—iz)
sen, z = 5 ,
e
e Z) 4+ ex —z
cosh, z = xp,(2) ' P, ),
ex —e -
senh, z = Py(2) — expy z).

2

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)
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Figura 4.4: Funcdo g¢-tangente hiperbdlica, para diferentes valores de g. Para ¢ = 2

tanhyz =z, s¢ {z| < 1 = |1 — g|~!. tanh(0) = 1, Vq.

Usando as defini¢ées anteriores, é direto encontrarmos as seguintes relacoes

COSq 2 = ~1—coshq Yy {cos,‘T [H—i—h] + COos, [~—~—~$———~—~]}
2 1—-(1—q)y 1+(1—q
1. : T
_izsenhqy{senq [m] + Seng [1 n 1 — q :I

}
_%senhqy {cosq [Ijﬁx;—qj;] e [1 +(1—g y]}}

+1z'cosh '{sen[ d ] sen [ J
2 NI M T T =gy 1+ ( 1_.“,

sen 1coh { [ ad ]+ r <2 J}
Z= -COShyy §Seng{———— S5€I
o2 1-(1~q)y 114+ (1-q)y
. -
+sisenh, y {COSq {__x_] + C0Sq ~———£~——~——} }
2 1~(1-q)y L1+ (1 -q)y
el e e el
—=senhg y { sen,y { ——————| ~ sen
27 l1-(1-9qy 1+ (1—-q)y
1
—~-tcoshgy {cosq [_i—] — C08y [—'—{d— }
2 1-(1-q)y 14+ (1—q)y

comy#|l—gq| ™" e
cosh z:—-lcosh T 4 COS 4 + COoS _y____]}
7 2 ? "M1-(1-g)z "1+ (1 —-g)x

(4.74)
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Y

+%i senh, © { sen, [m} T seng {Eﬁ—qj}}
“%Senh” {COS" [1 (1y~ Q) :J o [1 + (lJ* %) 5‘3”

RSOV I
1 y [
senh, z = 3 senh, z {cosq [1_—(1——9')33] + cosyg 1+ (1—q)z] }
+%i cosh, T { se1l, [#‘W} + seny ﬁ }
w%coshq:c {COSq [ﬁ%m} — CO8q ﬁf}i)—x }
H%i senh, z { sen, [1_—(.{{{?):5} — sen, [T;Tlgl——q)a;} } ; (4.77)

com = # |1 —¢|~!. Esta extensio ao dominio complexo das funcdes g-trigonométricas e

g-hiperbélicas satisfazem

(cosq 2)* = cosy 2%, (sen,z)* = sen, z*, (4.78)

(coshy, z)* = cosh, 2",  (senh,z)}* = senh, 2*. (4.79)

O Teorema de Pitdgoras para as fun¢des g-trigonométricas com argumentos complexos

fica
cosy 2 + seniz = exp,(iz) exp,(—iz)
(4.80)
= exp[Go(iz} + (g (—iz)],
e a Equagdo (4.65) para argumentos complexos fica
cosh? z + senh?z = exp,(z) exp,(—z)
(4.81)

= EXPJCQ(Z) + G —2)].
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Para concluir este Capitulo, fazemos referéncia a recentes medidas experimentais de
momentos magnéticos da manganita Lag.gs Y0.07Cag 33MnO; [99], com resultados razoavel-
mente bem descritos (dentro das faixas de erro experimentais) pela mecanica estatistica
nao-extensiva, fazendo uso da g-co-tangente hiperbdlica. Considerando um spin cléssico
sujeito a um campo magnético homogéneo H, o Hamiltoniano é dado por H = —u H coséd,
~ sendo # o angulo entre 7 ¢ H. A magnetizagio M, dentro do formalismo ndo-extensivo
com g¢-valores esperados normalizados, Equagao (1.28), é dada por [99, Eq. (5)]:

M, = R} (4.82)
Te{p7}
(p é o operador densidade de probabilidade) de onde decorre a seguinte fungao, expressa

em termos de coth, z:

1 1
1— -, z>—
&@:21 x z Log (4.83)
i —-q COthq(I) - E, T < r_—q“

sendo z = puH/kgT. Os autores encontraram variagdes do indice entrépico ¢ em funcdo da
temperatura. As medidas foram tomadas acima do ponto critico (7, = 150 K), variando

entre 175 e 290 K (vide Eq. (7) e Fig.s 10 e 11 da Ref. [99]).



Capitulo 5

g- Wavelets

Neste Capitulo estendemos o uso das funcdes g-exponenciais & andlise de wavelets' de al-
gumas wavelets-mae largamente utilizadas [100]. Particularmente generailizamos a funcao
chapéu mexicano (5.2} ¢ a fun¢io Gaussiana modulada (53) Além disso, introduzimos
também as fungdes g-trigonométricas, previamente apresentadas, no contexto da andlise

de wavelets (Seco 5.4).

A literatura sobre wavelets é vasta e dedicada a vérios niveis de abordagem ou aprofun-
damento. Citamos algumas referéncias bésicas, que podem ser iteis ao leitor que queira,
seja uma nogio mais geral, seja uma nog¢do mais aprofundada: [101, 102, 103, 104, 105,

106, 107, 108, 109, 110].

Relagoes entre wavelets e a mecinica estatistica nio-extensiva tém sido abordadas, in-
cluindo aplicagdes em biofisica, como anélise de sinais de eletro-encefalogramas. Fazemos

referéncias a algumas: [111, 112, 113, 114, 115, 116].

'A denominagio em inglés, wavelets, é muito popular, embora seja uma versio do francés ondelletes
[101]}, que é o termo original. No nosso idioma tém sido tentadas as denominagées ondinhas, ondeletas,
ou ondaletas [102]. Na hipétese de verter ao portugués, eu sugeriria ondinas, termo que pode expressar
a idéia com muito mais charme e sem necessidade dos neologismos anteriores. Entretanto utilizamos o
termo inglés, em concordancia com as observagdes do prefécio da Ref. [103]. O termo wavelet se refere &
funcdo nicleo da transformada; j4 a estrutura teérica que envolve a transformada e o processamento de
sinais pode ser denominada andlise de wavelets, ou simplesmente analise wavelet.

92
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5.1 Transformadas de Fourier, Fourier com janelas e
wavelets

Nesta Secdo apresentamos em linhas gerais e de forma sucinta, elementos da andlise de
wavelets. Seu contetido nio pretende ser original ou trazer nada de novo ou fundamental.
O objetivo aqui é localizar onde se insere nossa contribui¢do, desenvolvida nas Secdes
seguintes. O material da presente Secdo pode ser encontrado em vérias referéncias. Par-

ticularmente, consultamos mais de perto as Ref. [103, 106, 109].

E dificil superestimar a importancia que a andalise de Fourier tem para a ciéncia e a
engenharia. O problema original do aquecimento [117] introduziu uma avango notdvel nos
métodos de andlise e se tornou um marco destacado em materhatica pura e aplicada, A
andlise de Fourier é tdao esteticamente bela e tao poderosa que se tornou um paradigma
da cultura cientifica. Apenas para citar um exemplo, a révista Computing in Science and
Engineering Magazine [118], uma publicagio conjunta da IEEE Computer Society e do
American Institute of Physics, elegeram a transformada répida de Fourier, desenvolvida
por Cooley e Tukey [119] em 1965, um dos 10 algoritmos mais importantes do Século XX.

Consideremos um sinal f{(¢), cuja transformada de Fourier é definida por

cQ

fw) = FpOlw) = [ e feyar (51)
f (w) diz quais freqiiéncias estdo presentes em f(¢). Existe uma relagido biunivoca entre

f(t) e f(w): sua inversa é dada por

fm=fﬂmmm=/mﬂMﬂwm. (5.2)

—o0

A transformada discreta de Fourier de um sinal amostrado em /N instantes de tempo
(0,1,... N-1) igualmente espagados ¢ obtida utilizando o conjunto de fungdes {¢*™™, n =
0,1,...N — 1}, tendo, portanto, N valores discretos de freqiiéncias.

A idéia bdsica por trds da andlise de um sinal {temporal ou espacial) pela transformada

de Fourier é similaridade. Por exemplo, o produto interno (¢, f) expressa qudo similares
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sao a fungdo f(t) e o n-ésimo elemento da base, ¢, (t) (o nicleo da transformada). O niicleo
da transformada de Fourier é uma onda plana, e aqui reside sua simplicidade, mas também
sua limitagao. Rigorosamente falando, uma onda plana estaria em todos os lugares do
universo e em todos os tempos (passados e futuros), portanto nao existem ondas planas
na natureza. Todos os sinais fisicos sio limitados temporalmente e espacialmente. Como
conseqiiéncia de seu nicleo infinitamente estendido, a transformada de Fourier é incapaz
de determinar satisfatoriamente, p. ex., quando um pulso ocorreu, ou onde as bordas de
uma imagem estao localizadas (isto é conhecido como fendmeno de Gibbs, vide, p. ex.,
[71, 120]).

A primeira tentativa de superar as limitagoes da aha’.lise de Fourier foi proposta por
Gabor [121], qﬁe introduzin a transformada de Fourier com janelas, ou transformada
de Fourier de tempos curtos. Utiliza-se uma fungdo auxiliar (janela) g(t) de quadrado
integravel? para localizar o sinal no tempo. A Figura 5.1 ilustra o seguinte exemplo de

fungdo janela [106]:

| IT+cos(ny), —1<u<l,
glu) = { 0, em Outro caso. (53)
Definindo a fung¢do transladada no tempo em ¢
. gw,t(u) — e‘Z'n'iwu g(u _ t), (54)
a transformada de Fourier com janelas é definida por
flw,t) = S[F())(w,t) = / eI g(u — 1) f(u) du = (Guy, f) (5.5)

(S estd para Short time Fourier transform). f(w,t) diz quais freqiiéncias existem nas

vizinhangas de £. Sua inversa é dada por

F(8) = S Flw, 0](t) = @ / / e gy — 1) Flw, t) duw d. (5.6)

*Uma fungio u ¢ dita de quadrado integravel se u € L2(R). L*(R) é um espago de Hilbert, munido
do produto interno (u,v) = [, u{z)v(z) dz, que define a norma ||uf| = [ [ lu(z)*dz] 2,
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L5

Figura 5.1: Exemplo de funcdo janela, definida pela Equagdo (5.3).

Da Equacao anterior fica evidente a necessidade de g ser de quadrado integravel. Ao
usar transformada com janelas, saimos de uma fun¢do de uma varidvel f(¢) para outra
funcio de duas varidveis f (w,t), portanto temos mais informagdo que o sinal original,
i.e., redundancia. Esta transformada leva uma funcao no dominio do tempo para outra
fun¢ao no dominio tempo-freqiiéncia (diferente da transformada de Fourier, que leva para
o dominio da freqiiéncia).

A representacio no dominio tempo-freqiiéncia fornece informagdes importantes sobre
o sinal. Consideremos uma janela temporal g(t) e sua associada janela em freqiiéncias
g(w). Se g(t) tiver norma unitéria, J|g||> = 1, entdo, pelo teorema de Plancherel, ||§|* = 1.

Os valores médios destas janelas sao

w= [ tlowla,  w=[ wheld. (5.7

—xX)

Os desvios-padrio 7" e (2, em torno de t; e wy, respectivamente, sdo dados por

T2 = /Oo (t — t0)2 |g(t)|2 dt, 02 = foo (w— w0)2 lg(w)P diu. (5.8)

—x0 —0

T ¢ 1 sdo relacionados pelo principio da incerteza (para uma demonstracdo, vide, p. ex.,

[109]), que afirma

Or > — (5.9)
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(a igualdade é obtida com uma janela Gaussiana). Este principio estabelece que nio é
possivel obter simultaneamente localizages precisas no dominio do tempo e da freqiiéncia.
Isto é intuitivo, pois para medir uma freqiiéncia, é necessério observar o sinal por um inter-
valo de tempo de, no minimo, um periodo. Quanto maior o intervalo de tempo observado,
maior a precisao na freqiiéncia. A Figura 5.2 ilustra como representar graficamente a lo-

calizacio tempo-freqiiéncia.

Q
=] E—
< T
=
W
b=
S
e
tempo

Figura 5.2: Diagrama tempo-freqiiéncia. A largura T e a altura € de um retingulo (célula
de informagéao) indicam o grau de incerteza nos tempos e freqiiéncias, respectivamente.
A densidade de freqiiéncias f(w,?) é indicada por uma escala de cinza. Todas as células
tém a mesma area.

A transformada discreta com janelas é feita fixando um tempo %y e uma freqiiéncia wy,

e considerando muiltiplos destas quantidades. Isto gera uma familia de fungoes,

Gmnlu) = ™% g(u — nt). (5.10)

Translagdes no tempo cobrem todeo o sinal. A Figura 5.3 esquematiza o processo de
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andlise, mostrando o reticulado

Do = {(mitg, niwn); m, n € Z}. (5.11)
<
O
=
D
=
=
=
—
tempo

Figura 5.3: Diagrama tempo-freqiiéncia para transformada com janelas. O reticulo de
informacao é uniforme.

Um problema ainda persiste com o uso de janelas de escala fixa: detalhes do sinal
muito menores que a largura 7" sdo detectados, mas nao localizados (i.e., ndo localizados
no interior da janela). Fles aparecem no comportamento das frequéncias da transformada
com janelas de uma forma similar que apareceriam na transformada de Fourier usual.
Por outro lado, caracteristicas do sinal bastante mais duradouras que T aparecem no
comportamento femporal da transformada de Fourier com janela, i.e., ndao sao detectados.

Para evitar este problema, é necessario uma transformada que seja independente da

escala. A andlise wavelet foi desenvolvida para cumprir este objetivo,



98 Capitulo 5. g-Wavelets

Consideremos uma fungao ¢(t) € L*(R), e geremos uma familia de funcdes variando a
escala. Para tanto, fixemos um valor arbitrério p > 0 para todo s # 0 (s € R) e definamos

U

eu(w) =57 ¢ (). (5.12)

Observemos o fator ¢(u/s), que compde a Equagdo anterior. Se s > 1, esta funcdo pro-
move dilatagdes por um fator s ao longo do eixo das abscissas. Se 0 < s < 1, ¢, sofre
uma compressao nesta direcdo. s = —1 corresponde a uma reflexdo de @, e, consis-
tentemente, s < ~le -1 <5 <0 correspondém a dilatagfieé e compressoes refletidas,
respectivamente, da fungdo original. s é denominado fator de escala. O fator [s|™ que
aparece na Equagio (5.12) exerce um papel similar ao longo do eixo das ordenadas. Para
p > 0, quando ¢, ¢ dilatada na dire¢ido horizontal, ela é comprimida na direcao vertical,
e vice-versa. Quando p < 0, ocorrem dilatagdes (ou compressdes) simultidneas em ambas
as diregbes. O valor de p ¢é irrelevante para a analise wavelet [106], mas usualmente sio
utilizados apenas valores positivos. O valor mais comum em uso entre os praticantes da
analise wavelet é p = 1/2. A Figura 5.4 ilustra as dilatagoes e contragdes de uma funcéo

wavelet.
(a) (®) (c)-

AN AN
\ Y%

Figura 5.4: Dilatagdes e contragdes de ¢,(u), com @(u) = ue™ ep=1/2. (a) s = 1/2;
(b) s=1; (¢) s =2.

Deslocamentos no tempo sao obtidos definindo, para cada ¢ € R, a funcio

o) =yl 1) = o7 (). (513

A transformada de wavelets é definida por

f(s:8) = WIf(w)](s,8) = f_oo fw) osp(u) du= (s, f). (5.14)
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A transformada inversa é dada por
—17F 1 2p-3 ¢ =
£w) = W0l = & fR 5P foal) nes) ds (5.15)
sendo
C’=[OOE%T)Edu<oo (5.16)

e @(u) é a transformada de Fourier de ¢(u). Similarmente & transformada com janelas,
a transformada wavelet também é redundante. A condicao (5.1‘6) é chamada condigdo
de admissibilidade. Qualquer funcio ¢ que a satisfaca é chamada wavelet, ou melhor,
wavelet-mde, pois a partir dela é possivel gerar a familia de wavelets escalados e translada-
dos {@s(u)}. Desta condicao, segue que

lim ¢(u) = 0. : _ (5.17)

u—0

Sendo ¢(u) continua, ¢(0) = 0, o que implica (da Equagao (5.1), com w = 0)

/_00 o(u) du=0.. (5.18)

oo

Esta Equacgio estabelece que a funcao ¢ deve oscilar, mas néo indefinidamente, e assim,
tem forma de uma pequz;na onda — uma ondinha, ou wavelet.

A versdo discreta da analise wavelet é obtida utilizando o chamado reticulo diddico,
onde as escalas variam por um fator 2. Da Equacgdo (5.13), com p = 1/2, s = 2™ e

t =n2™ (m,n € Z), temos
(pm,n(u) - 2—m/2(,0(2—mu - TL) (519)

Fixados uma freqiiéncia de referéncia wy € um tempo de referéncia &, o reticulado no

dominio tempo-freqiiéncia, ilustrado na Figura 5.5, é dado por [103]

A?wo,to = {(2*mw0, n2mt0), m,n e Z} (520)
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.

€ncia

[ a)

freqii

tempo

Figura 5.5: Diagrama tempo-fregiidéncia para transformada wavelet. Baixas freqliéncias
requerem longos intervalos de tempo para serem detectadas (baixa localiza¢io temporal e
alta localizagdo em freqiiéncias); altas freqiiéncias requerem pequenocs intervalos de tempo
(alta localizagdo temporal e baixa localizacio em freqiiéncias).

A transformada de Fouriéer com janelas utiliza janelas de tamanho fixo e as preenche
com oscilagoes de diferentes frequéncias (conseqilentemente, o ntimero de oscilacoes den-
tro de cada janela varia). A transformada wavelet utiliza fungdes com nimero fixo de
oscilacGes (as fungdes wavelet) e varia as dimensoes das janelas. Este procedimento usa
automaticamente janelas estreitas para identificar componentes de alta freqiiéncia do sinal,

e janelas largas para os componentes de baixa freqiiéncia.

Nossa contribuigdo, e o restante deste Capitulo é dedicado a isto, se restringe & pro-
posta de generalizagao de duas wavelets-mae largamente utilizadas, o chapéu mexicano
e a (Gaussiana modulada, e também a introducdo de novas wavelets-mie, derivadas das

fungdes g-trigonométricas tratadas no Capitulo 4.
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5.2 ¢-Chapéu mexicano

Um exemplo simples e comum de wavelet é o chapéu mexicano (veja, p. ex., Ref. [122,

104, 110]), que é gerado a partir da distribuicio Gaussiana:

&2 e
Y(z) = _AT’
= A(1—2%)e "% (5.21)

A constante A ¢ dada pela condi¢ao de normalizacio

[ werar=1, (5.22)
que origina
2
A= YT (5.23)

Distribuicdes Gaussianas sio ubiqilitas na natureza e sao particularmente relacionadas a
processos de difusdo normal. Sao obtidas pela otimizagao da entropia de Boltzmann-Gibbs
(Equagao (1.4)), sujeita aos vinculos de normalizacao e finitude do segundo momento (z?).
Processos de difusdo andmiala, tais como voos de Lévy, também sdo muito freqiientes na
natureza, mas nao sao d(;scritos pelo formalismo de Boltzmann-Gibbs. Foi recentemente
mostrado [43, 44] que sua fundamentagio repousa na entropia ndo-extensiva e no teorema

central do limite de Lévy-Gnedenko. Otimizando S,, escrita na versao continua,

1= [ & lop ey

Sip (@) = k—= S, (524)

com o vinculo de normalizagao, e impondo um valor finito para o g-valor esperado néo

normalizado de z? (veja [44] para a versdo normalizada),

(z%), = /d:c 2 [opg(x))? = o? (5.25)
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(com esta definicdo, o conceito de valor esperado usual se torna um caso particular, (z%);),

temos
fmep rlen
1313 -
(¢= 15 T et 1<q<3,
e
g—1 2
Pe(T) = 3 (1-¢)8 i T (lqu + %) et : (5.26)
€, s Se|.’L'|<1/(1_—q)ﬁ,
T T (I_}E + 1) g < 1.
L 0, em outro caso,

Pqe(x) ndo é normalizdvel para ¢ > 3. Esta equagdo, pe(z) e;ﬁm2, pode ser tomada como
uma ¢-Gaussiana, uma vez que a distribuicio Gaussiana usual é recuperada no limite
g — 1. Além disso, para ¢ = 2, ela gera a distribuic¢do de Cauchy—Loréntz, q — 3 gera
uma distribui¢do completamente plana, e para ¢ — —oo0, ela se torna a delta de Dirac. A
g-Gaussiana unifica uma grande variedade de diferentes distribuicoes numa tnica familia,
parametrizada por ¢.

Para generalizar o chapéu mexicano, a primeira e mais natural idéia que nos vem a
mente é tomar a segunda derivada de uma ¢-Gaussiana. Em vez de fazermos isto, vamos

usar

d2 [e&—ﬁ$2]2-—q

dxz H (5'27)

Yq(x) ox

porque esta op¢ao apresenta um comportamento mais conveniente. De fato, tomar a
. - 2 . 2y9_ ~ .

segunda derivada de e;#* ou [e;7*]*7% sdo formalmente equivalentes — renomeando

convenientemente os parametros 3 e ¢, podemos passar de uma a outra. Encontramos a

expressao para o g-chapéu mexicano:

A, [1 - (3 — q)827] [e*ﬂmz]q, 1<q<3,

. q
Pe(x) = Ay [1 = (3 — q)Bz7] [e;,@m?] . se |z| < m; leg<t (5.28)
0, em outro ¢aso,
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Para ¢ < —1, ¢,(x) ndo é normalizdvel, e para ¢ > 3, ela ndo é admissivel. A constante

de normalizacdo é dada por (vide Apéndice A)

4 ' 1/2
g [la~1)7°r () ,
) 1 ;
A3 I‘(Eil—_g) <g<
2
4= ” (5.29)
Bt (5 — )2 (3+q)1/ (1HQ)1/2P(T2§E+%) l<qg<l
[ q .
1/4 9 2
L T \/5 r (i.:‘?&_ -+ 1)

Yy (z) satisfaz a condigdo de admissibilidade para uma wavelet, Equagdo (5.18), e con-
sistentemente recupera o chapéu mexicano, lim,,) ¢¥,(x) = ¥ {(z). A faixa de valores
admissiveis para g, (—1 < ¢ < 3), é dividida em trés regides. Para 1 < q¢ < 3, ¢,(z) tem
suporte infinito e apresenta uma cauda do tipo lei de poténcia ~ —1/!z|¥®@~1 que é um
contraste marcante com a cauda exponencial do chapéu mexiczinq original. Quando ¢ < 1,
1, (x) apresenta o corte em |z, = [(1—¢)5]"V/% Nafaixa 0 < ¢ < 1, ¢(z.) = 0, e quando
-1 < ¢ <0, 9, (z) diverge. Para ¢ — —1, ¥,(z) coincide com o eixo das abscissas, exceto
nas posi¢oes de corte, onde ela diverge. Estas caracteristicas diferem significativamente
da wavelet chapéu mexicano original. A Figura 5.6 ilustra ¢, (x) com 8 = 1/2.

A transformada de Fourier, definida por (adotamos aqui a convencio adotada pela
Ref. [85], diferente da Eq. (5.1)).

1 o

Flflx); y) = Fly) = \/—27; i eimyf(:r) dr, (5.30)

de 1),(x) pode ser encontrada considerando a Equagdo (5.27), e levando em conta a pro-
priedade da transformada de Fourier de derivadas, F [f™; y] = (—iy)" F(y), juntamente

com a transformada de Fourier de uma ¢-Gaussiana (vide Apéndice A). Encontramos

A, 1 2 ] UK _L) 1<g<3
(2=0)8 | /2(¢-1)8T(224) y {2 \/(q—-l}ﬁJ Y (V @18/’ ! ’ (5.31)

Ayg F(%%;lw“l) 9 | 24/(1-@8 - ¥ _ 1
2(2—'(1')!9 \/Q(I‘Q}ﬂ y y .]_U f——(i_q)ﬂ y 1 < q < 3

F [thg(); y) =
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1.0

B=1/2

M ] L
-5.0 0.0 5.0
X

Figura 5.6: g-chapéu mexicano com 3 = 1/2. (a) Constante de normalizagdo Ag; (b)
Yq(z) paral < g < 3;(¢) 0 < g<1;(d) -1 < ¢ <0. O chapéu mexicano usual (g =1) é
representado em linha pontilhada, para comparacao.

E possivel ter variacdes do g-chapéu mexicano usando 8 = S{q) (com 8(1) = 1/2),
por exemplo § = 1/(3—¢). A Figura 5.7 ilustra esta possibilidade (usamos a notagdo ¢,
para diferencid-lo do caso representado pela Figura 5.6). Notemos que quando ¢ < 1, 0
comportamento de ambos 1, e ¥, sao similares; entretanto, para ¢ > 1, o comportamento
de ambas as wavelets difere significativamente, em consequéncia da divergéncia da cons-
tante de normalizagdo para o caso § = 1/(3—¢). Chamamos ainda a atengao para outras
possibilidades: assim como foi feito na Ref. [122], derivadas pares de ordem superior a 2

da ¢g-Gaussiana também originam wavelets.
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Figura 5.7: g-chapéu mexicano com 8 = 1/(3 — ¢). (a) Constante de normalizacio Aj;
(b) ¥y(z) para 1 < ¢ < 3; (c) 0 < g <1 (d) =1 < ¢ < 0. O chapéu mexicano usual
(g = 1) é representado em linha pontilhada, para comparagio.

5.3 ¢-Gaussiana modulada

Agora voltamos nossa atencido para a wavelet de Morlet, ou Gaussiana modulada [123,
124, 125], uma fungio associada com o nascimento da andlise de wavelets [126, 101, 108].

Procuramos uma fungao que seja generalizagio de [122, 108]:
h(x) — 7.[.—1/4 (el—'i.k:l' - e;—k2/2) 81—:1:2/2’ (532)

onde

k=m(2/1n2)"%. (5.33)
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~ - - . e . —1k, .
Entao simplesmente modulamos as fungoes trigonométricas usuais (e; ") com a g-Gaussi-

anas:

hy(z) = B, (e;““ﬂ - :\q(kq)) ", co<g<3. (5.34)
A funcdo A, (k,) é tal que a condicao de admissibilidade, escrita no dominio das freqiiéncias,
Flhy(z); 0] = 0, (5.35)

seja satisfeita. Isto significa que

A, (k) = e [e;ﬁ$2; 0] . (5.36)

Levando em consideragdo a transformada de Fourier de uma g-Gaussiana (vide Apéndice
A), também Fle] ™ y] = 2r 5(y — ky), e ainda o teorema da convolugio (com a con-
vengao simétrica para a transformada de Fourier que estamos adotando, Eq. (5.30), a con-

volugdo de duas fungdes fica levemente diferente daquela que apresentamos na Eq. (3.37)):

Flf@)glz);y] = Fly)=Gy)
1 o0
= o= /_ Fly - € G(€) de, (5.37)

encontramos

qlfvg 1 3 9 (I—Q)ﬁ —i k.
F(TQ+_) (_%’ﬂ—) Tou ((—) g <L

2 q 1-q)8

(5.38)

com p = 23 — 3. Para determinarmos &,, seguimos o mesmo critério adotado pela

Ref. [122] para a determinagdo do valor de ki: a razdo entre o segundo maior maximo

local e o maximo de Re h, é fixada em 1/2. Isto resulta que

_ ((] _ 1)5 >
3Na Se¢do 5.4 tratamos do uso das funcées g-trigonométricas em wavelets.
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A constante de normalizacdo B, é dada por

_ 1/2

oy [0 ()

(—) , 1 <g<3,
g P (-3

B, = - ” (5.40)

g\ [ (1—g)'*T 1—3_q+g)

(%) : SR

\ | r(&+1)

A Figura 5.8 ilustra A = V2Re h, com 8(g) = 1/(3 - g). O fator v2 é usado para que
a parte real seja normalizada. Observamos a cauda longa, do tipo lei de poténcia, para
1 < ¢ < 3, em contraste marcante com a cauda exponencial para ¢ = 1, que rapidamente
se torna desprezivel. O corte estd presente para ¢ < 1. Quando ¢ — —o0, hy(z) se reduz
a uma funcio de ciclo duplo, sua parte imagindria é uma variacio da wavelet seno de um
ciclo, apresentada na Ref. [122]. |

A constante de normalizacio da fungdo Gaussiana modulada original (¢ = 1), como
aparece na Ref. [122] e na Equacdo (5.32), B, = 7~1/4, ¢, de fato, uma aproximagdo. A

constante exata ¢ dada pela expressio B; = By f, onde o fator de corregio f, é dado por
_g2\ —1/2
A= (1—261_3]“%/4 —}—elk%) . (5.41)

Com o valor adotado para k; (Eq. (5.33)), este fator é préximo a unidade, (f; —1) ~ 1079,
e € negligenciado. Na presente generalizacio, a Eq. (5.40) é também uma aproximagao,

sendo a expressao exata B, = B, f,, com

1+ A2(k,) — 4Aq(kq)) ( w _Jm—s

r(&-1) W
pon

2 1z

xK El_% (-”——_—1"*-—>:| q> ]-:

fo= < ’ 2; N é (5.42)
2
[1 —!—Aq(k )= 2A,(k,) T (1—_71 + 5)
2 1 -1/2
1 —2e-1\ !9 2J 2 g <1
T et \ /1= 200
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Figura 5.8: Parte real normalizada da ¢-Gaussiana modulada (hf¥(z) = V2Re k). (a)
g = 1 (caso usual); (b) ¢ = 2; (c) ¢ = 2.9 (para ilustrar a tendéncia ao limite superior
g—3);(d)g=0;(e) g = —1; (f) ¢ = —oo (ilustrado com ¢ = —100). Note que as escalas
das abscissas nas figuras superiores (a)-(c) sdo diferentes daquelas nas figuras inferiores

(d)=(D).

A Figura 5.9 ilustra (f, -~ 1) versus ¢q. Na regido ¢ > 1 (Figura (a)), existe um méximo
em torno de ¢ ~ 2.5, da ordem de 5.107°. Para ¢ < 1 (Figura (b)), os médximos desvios
ocorrem para ¢ =~ —0.4 e ¢ ~ —4.5, ambos da ordem de 103 (em valores absolutos). E
uma aproximacio menos acurada que aquela para o caso usual (f;), mas eventualmente

ainda aceitdvel. Se maior acurdcia for desejada, devemos usar B, com as Equagdes (5.42).
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Figura 5.9: Fator de corre¢do f, para constante de normalizagio da ¢-Gaussiana modu-
lada. (a) ¢ > 1, (b) ¢ < 1. Note que ambas as escalas (abscissas e ordenadas) das duas

figuras sdo diferentes.
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5.4 Wavelets g-trigonométricas

Queremos construir wavelets baseadas nas fungdes g-trigonométricas (Capitulo 4). Para
tanto, relembramos que a derivada de uma g-exponencial pode ser expréssa pela Equagéo
(2.30), dej/dz = €57, Uma vez que pysi(2) — 0 para |z} — oo (vide Eq. (4.10)),
a condi¢do de admissibilidade, Eq. (5.18), ¢ satisfeita para 1 < ¢ < 2. Renomeando o
parametro q, definimos a seguinte wavelet g-trigonométrica:

iT

wo(r) =Cheq 7, l<g<2 (5.43)

A constante de normalizacao é dada por

1/2
— 1 [l-1r () _
Cp = = , : o (5.44)
) |
Por economia de notagdo, podemos escrever as partes real e imaginaria de w,(z) como
weg(z) = V2 Re wy(z) = V2C, cos, (ﬁ) . (5.45)
ws, (2) =2 Im welz) = V2C, sen, (2—1) i (5.46)

Algumas curvas tipicas sdo apresentadas nas Figuras 5.10 e 5.11, e a constante de nor-
malizagio C, aparece na Figura 5.12.

Notemos que o nimero de oscilagdes decresce a medida que ¢ vai de 1 a 2. As funcBes
apresentam infinitas oscilagdes de amplitudes nulas em ¢ = 1 (Cyy; — 0). 1/C, é a
normaliza¢do da wavelet. O limite ¢ — 1 evidencia a divergéncia das ondas planas. Estas
g-wavelet trigonométricas sdo uma espécie de g-onda plana, e tem a interessante proprie-
dade de terem norma finita para g # 1. ws,(z) apresenta uma tnica raiz, em (0, 0), para
3/2 < ¢ < 2, e wey(z) apresenta apenas um par de rajzes em 7o = + % tan [(q - 1)%],
para 4/3 < ¢ < 2. A medida que ¢ = 2, C, = oo, e as wavelets se tornam localizadas

(as raizes de we,(z) se aproximam de +2/7). Mencionemos também que a modulagio
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Figura 5.10: we,(xz) para diferentes valores de g. (a) g = 1.001; (b) ¢ = 1.01; (c) ¢ = 1.05

(linha sélida), ¢

= 1.2 (linha tracejada); (d) ¢ = 4/3 (sélida), ¢ =

1.99 (tracejada),

ilustrando regido na qual wc,(z) apresenta apenas um par de raizes. Note que as escalas

das abscissas e ordenadas variam de uma figura a outra.

das fungoes nio é Gaussiana, mas sim uma lei de poténcias; esta modulagio, entretanto,

é diferente da g-Gaussiana modulada, desenvolvida na Se¢io 5.3 anterior.

As transformadas de Fourier de wey() e ws,(z) sho obtidas usando as Equagdes (4.70)

e (4.71) e

0,

F [egi v) =

(vide [85, Eq.s 3.382 6 ¢ 3.382 7))

.
VI ()

(- Dal™ T (75)

\/27ryql_1_l e

—Y
lfq—l)a

F legsi

0,

v) =3 lle-1d= T ()

y >0,
) <0 (5.47)

, ¥y >0,
(5.48)

y < 0.
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Figura 5.11: ws,(z) para diferentes valores de ¢. (a) ¢ = 1.001; (b) ¢ = 1.01; (c) ¢ = 1.05
(linha sdlida), ¢ = 1.2 (linha tracejada); (d) ¢ = 1.5 (sdlida), ¢ = 1.99 (tracejada),
ilustrando regido na qual ws,(z) apresenta apenas uma raiz, em z = 0. Note que as
escalas das abscissas e ordenadas variam de uma figura a outra.

A Figura 5.13 ilustra o comportamento de JF[wc,(z); y} para diferentes valores de ¢q. Para
¢ — 1, a transformada de Fourier se reduz a duas deltas de Dirac, em y = *+1. Para
g — 2, ela coincide com o eixo das gbscissas. Flwe,(z); y], e também Flws,(z); y], ndo

$a0 analiticas em y = 0 para 3/2 < ¢ < 2, como mostra o detalhe da Figura.
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Figura 5.12: Constante de normalizagio C, das wavelets g-trigonométricas. O limite

1/Cyo1 — o0 evidencia a nio normalizagio das ondas planas.
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Figura 5.13: Transformada de Fourier da wavelet g-co-seno. g = 1 (linhas solidas verticais
em +1); ¢ = 1.1 (pontilthada); ¢ = 1.5 (tracejada); ¢ = 1.9 (sélida). O detalhe amplifica
a regido préxima a zero, evidenciando ctspide para g > 1.5.
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A ciéncia parece estar caminhando na diregao da interdisciplinaridadel. A Fisica tem
tido um papel importante neste percurso de demolicdo das barreiras entre as disciplinas.
Desnecessario citar as interacoes e os valiosos resultados obtidos junto & biologia, medicina,
quimica, e tantas outras ciéncias. Esse movimento de integracao de saberes representa
uma mudanga fundamental: sistemas biolégicos, sociais ete. apresentam padroes de com-
portamento bastante diferentes daqueles que a Ffsica costumava se dedicar (massa-mola,
particulas livres, corpos rigidos etc.). Aqueles poderiam ser considerados sistemas simples,
enquanto estes novos sdo ditos complezos.

Néo hé uma definigéo clara e unanime do que venha a ser um sistema complexo. Tam-
pouco hd para um sistema simples. Alguns livros, embora nio possam ser considerados
“classicos” (pois a relativa contemporaneidade do tema torna incompativel o uso desta
palavra), merecem um destaque. Nio fazemos aqui uma listagem longa; apenas quatro
deles: o de Murray Gell-Mann [128), o de David Ruelle [129], o de Benoit Mandelbrot [130]
e o de Per Bak [2]. Neles, o leitor pode encontrar explanacoes e exemplos que podem cla-
rificar diferencas entre o simples e o complexo. Referéncia mundial tambem é o Instituto
Santa I'é, nos Estados Unidos, criado em 1984, sendo Gell-Mann um de seus fundadores,
dedicado a estudos da simplicidade e da complexidade [131, 128, 2].

Como é freqilente, quando nio sabemos definir algo, partimos para exemplos (em vez
do caminho dedutivo, usamos o indutivo). Mesmo sem sabermos defini-los a priori, parece
nao haver duvidas que sdo complexos o sistema imunoldgico, o sistema nervoso central,
a interagdo e evolucdo das espécies, a origem da vida, dentre muitos outros. Tomemos
o que fez Moysés Nussenzveig [132], listando caracteristicas do comportamento cerebral

também encontradas (em diferentes graus) em outros sistemas complexos:

1. Sistemas Macroscdpicos: formados por um grande niimero de elementos.

2. Sistemas abertos: interagindo com o ambiente, e cada elemento interarge com um

niimero bem menor de outros elementos (em relagio ao namero total).

10s estudos envolvendo as interagdes entre os vadrios saberes tém tido amplo desenvolvimento nos
lltimos anos, e algumas palavras apresentam significados especificos. Em cardter hierdrquico cres-
cente, existem as abordagens intradisciplinares, multidisciplinares, interdisciplinares e transdisciplinares
(e além ...). Para o leitor interessado nas diferencas entre esses conceitos, recomendamos a Ref. [127].
Utilizamos aqui a palavra interdiscipliner no seu sentidoe mais laico.
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10.

11.

12.

13.

14.
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Ngo-linearidade: cada elemento responde de forma nao-linear, de acordo com os

estimulos que recebe daqueles com os quals interage.

Frustragdo: estimulos recebidos por um dado elemento podem ser contraditérios, e

nem todos podem ser satisfeitos simultaneamente.

Aprendizado: o sistema é adaptativo, i.e., sua estrutura interna se transfora & medida

que interage com o ambiente. Esta é uma caracteristica de memoéria.
Aleatoriedade: algumas caracteristicas do sistema sdo distribuidas ao acaso.

Auto-organizacdo: o sistema evolul espontaneamente para um estado com um certo

grau de ordem, mesmo iniciando em um estado originalmente desordenado.

Transigdo entre ordem e caos: usualmente o sistema vive em um estado limitrofe

entre 0s comportamentos ordenado e cadtico.

Sistemas hierdrquicos: um dado estimulo é tratado por elementos situados em di-
ferentes niveis. Esta caracteristica implica no efeito da granulagio a ser usada

(graining).

Atratores miltiplos: muitos possiveis estados terminais de quase-equilibrio, ou equi-

librio meta-estavel. , .

Quebra de ergodicidade: o sistema pode ficar preso em algum, ou alguns, dos estados

possiveis, deixando de visitar outros.

Propriedades coletivas emergentes: as propriedades do sistema nao sao simplesmente
o resultado do conjunto das propriedades de seus elementos. Surgem algumas pro-
priedades tipicamente coletivas, que ndo estavam presentes nas caracteristicas dos

elementos, tomados individualmente. Sio propriedades dependentes do contexto.
Fractalidade: sistemas com auto-similaridade (independéncia de escala).

Leis de Poténcia: dominantes em sistemas com estrutura fractal, estdo bastante

presentes em sistemas complexos.



Farte II - Sistemas Complexos 117

15. Redes do tipo mundo-pequeno (small-world) ou andlogas: S3o estruturas em rede
que apresentam caracteristicas tanto de redes ordenadas (grau de compactagio re-
lativamente alto) como de redes caGticas (distdncia minima média entre dois sitios
tomados ao acaso relativamente pequena). Esta caracteristica se assemelha i do

item 8.

Pode ajudar também analisarmos um contra-exemplo. O gds ideal seguramente é um
sistemna simples, talvez um dos mais simples (pois maior simplicidade seria uma tnica
particula livre, que quase ndo satisfaz o conceito de sistema, num sentido rigoroso). O géds
é composto por um grande niimero de particulas nio-interagentes, é ergddico, suas pro-
priedades podem ser mapeadas no comportamento de uma dnica particula livre (auséncia
de comportamentos coletivos emergentes), existéncia de um dnico atrator, o estado de
equilibrio de Boltzmann-Gibbs, etc.

A dependéncia do contexto, tipica em sistemas complexos, muitas vezes é represen-
tada pela frase “o todo é maior que a soma das partes”. Poderfamos dizer que sistemas
complexos sdo sistemas holisticos (no sentido etimoldgico da palavra), enquanto sistemas
simples s&0 reducionisticos. Sob esse ponto de vista, a Fisica se voltar para tais tipos de
sistema representa uma mudanga de paradigmas estabelecidos desde Descartes [133]%. Es-
tamos provavelmente vivendo um periodo de revolugdo cientifica, no sentido que Thomas
Kuhn enunciara [134]. Esta visio de mudanca de paradigmas é compartilhada por al-
guns cientistas, p. ex., Giorgio Parisi [135]. Que bom para todos nds, que podemos estar
participando deste momento histérico!

Para sintetizar o que significa um sistema complexo, Klaus Mainzer utilizou como
epiteto em seu livro [136] a seguinte frase de Hegel, retirada de “A Fenomenologia do

Espirito”, de 1807:
“The whole, however, is merely the essential nature reaching its

completeness through the process of its own development”.

% 0 reducionismo fica evidenciado nos 22 e 32 dos quatro preceitos cartesianos [133, p. 54]: “O segundo,
o de dividir cada uma das dificuldades que eu examinasse em tantas parcelas quantas possiveis e quantas
necessarias fdssem para melhor resoivé-las. O terceiro, o de conduzir por ordem meus pensamentos,
comegando pelos objetos mais simples e mais ficeis de conhecer, para subir, pouco a pouco, como por
degraus, até o conhecimento dos mais compostos, e supondo mesmo uma ordem entre os que nido se
precedem naturalmente uns aos outros.”
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Nos Capitulos seguintes, vamos analisar alguns sistemas complexos, evidenciando
relacbes com a mecanica estatistica nlo-extensiva. Possivelmente este formalismo seja
o adequado para descricdo desses sisternas, ou pelo menos de uma (ou algumas) classe(s)
de universalidade de sistemas complexos. Na Ref. [137], Tsallis havia sugerido o indice
entropico g como uma possivel medida da complexidade de um sistema. No Capitulo 6
analisamos sistemas dinamicos dissipativos de baixa dimensionalidade no limiar do caos.
No Capitulo 7 consideramos a outra extremidade, sistemas conservativos de alta dimen-
sionalidade, com interac¢oes de longo alcance. Finalmente no Capitulo 8 ilustramos alguns
outros exemplos de sistemas complexos cujas distribuigoes sio bem ajustadas por equagoes

que emergem da mecanica estatistica nao-extensiva.



Capitulo 6

Sistemas dissipativos de baixa
dimensionalidade

Conexoes entre dinimica e termodinimica nao estao completamente elucidadas. Fre-
qiientemente, termoestatistica soa como se consistisse em um corpo tedrico auto-referido,
que poderia dispensar a dindmica de sua formulacio. Mas, embora popular, sabe-se
desde muito que este ponto de vista ndo é verdadeiro (vide Ref. [138] e referéncias 14
contidas). Uma possivel razao para que este ponto essencial tenha sido pouco enfatizado
¢ que, quando lidando com sistemas fracamente interagentes, o equilibrio de Boltzmann-
Gibbs pode ser formulado sem se referir & dinamica subjacente de seus constituintes.
Quando sistemas complexos ganharam atengao no cendrio cientifico, se tornou necessario
rever este ponto fundamental (vide Ref. [139]). Estamos considerando a denominagdo
sistemas complezos aqueles que apresentam pelo menos uma das caracteristicas: interagoes
de longo alcance, memoria de longa duracio, natureza fractal (ou multi-fractal) de um
espaco de fases pertinente, estrutura em rede do tipo mundo pequeno (small world),
entre outros. Na verdade sio conhecidos um numero significativo de sistemas que nao
sao descritos adequadamente por conceitos oriundos do formalismo de Boltzmann-Gibbs.
Nao se sabe ainda qual a mecanica estatistica que suporta tais sistemas, nem mesmo se
existe uma tnica. Seguramente a(s) candidata(s) obrigatoriamente deve(m} conter, como
caso particular, o formalismo de Boltzmann-Gibbs. Uma forte candidata é a tratada
na presente tese, a mecanica estatistica nao-extensiva. Forte candidata pelo numero de

exemplos que sdo ajustados por equagdes que emergem deste formalismo (alguns ilustrados
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a0 longo desta Parte II), pelo seu formalismo teérico, que tem sido desenvolvido com
elegincia e coeréncia (alguns exemplos tratados na Parte I, embora haja varios outros
desenvolvimentos na literatura). Mas isto ndo basta, é preciso ter um cardter preditivo.
Predizer o valor do pardmetro ¢ ndo é ‘tarefa simples, e possivelmente cada sistema, ou
sistemas pertencentes a uma mesma classe de universalidade, tenha um método mais
adequado para fazé-lo. Certamente esses métodos tém, em suas bases, a dindmica do
problema, 1.e., sob essa perspectiva, a dinAmica assume um carater mais fundamental que

a termodindmica, alids, de acordo com a visao mecanicista de Boltzmann!

As caracteristicas de ndo-extensividade costumam aparecer no limiar do caos. O sis-
tema mais simples que apresenta comportamentos periddico ou cadtico, com uma transicao
bem definida entre estes regimes, é o mapa logistico. Este sistema dissipativo unidimen-
sional, ou suas variantes, tem sido estudados segundo esta linha da mecanica estatistica

nao-extensiva.

O objetivo deste Capftulo é analisar alguns aspectos de sistemas dissipativos de baixa.
dimensionalidade, dentro da classe de universalidade do mapa logistico: os mapas z-
logistico e 0 mapa de Hénon. A Segio 6.1 apresenta alguns procedimentos que mostram
relagdes entre esses mapas e,é mecanica estatistica ndo-extensiva. Apresenta resumida-
mente resultados prévios da literatura, com abordagens diferentes para o mesmo sistema,
originando valores distintos para o pardmetro entrépico ¢ (em uma das abordagens, g < 1,
na outra, ¢ > 1). Seu principal objetivo é localizar o problema a ser introduzido na Secio
6.2, esta sim trazendo colaboragdo nossa. Neste ponto vamos apresentar uma possivel
relagio entre as duas categorias de abordagens, mostrando que os distintos pardmetros g
encontrados estdo relacionados por uma lei de escala. A Segdo 6.3 ilustra trés exemplos
de outros sistemas, ndo unicamente de baixa dimensionalidade, {(exemplos previamente
publicados na literatura) que apresentam evidéncias empiricas da dualidade do parametro
entrépico (a observagdo da possivel dualidade foi resultado de um trabalho que também

participamos como colaborador).
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6.1 DMapas dissipativos de baixa dimensionalidade e
nao-extensividade

Consideremos o mapa z-logistico:

-1£z<1
0<a<?2
z>1
t=0,1,2,...

Ty = 1 — axy, (6.1)

Naturalmente z = 2 recupera o caso do mapa logistico tradicional'. O tratamento es-
tatistico para o problema divide o espago de fases z em W células igualmente espagadas
e N condigoes iniciais independentes (tipicamente N >> ). A probabilidade p; de uma
célula 7 estar ocupada é dada pela razdo entre o niimero de pontos 1o interior desta célula
1 e 0 niimero total de pontos.

Estamos interessados em tratar este sistema no limiar do caos. O caso cadtico (0
'mapa logistico é completamente cadtico para a = 2, z - 2) é bem descrito de acordo com
a mecinica estatistica de Boltzmann-Gibbs (g = 1) e n#o nos interessa explora-lo ainda
mais.

As abordagens para o problema, dentro do formalismo néo-extené.ivo, podem ser clas-

sificadas em duas categorias:
(i) Métodos baseados I}é, sensibilidade as condigoes iniciais,
(ii) Métodos baseados na taxa de relaxacio para o atrator.

Uma diferenqa bdsica entre eles estd na condigdo inicial: Os métodos do tipo (i) consideram
conhecimento completo no tempo inicial (todos os N pontos localizados no interior de
uma iinica célula, conseqitentemente entropia nula), enquanto os métodos (ii) consideram
maxima falta de informagdo (pontos espalhados por todo o espago de fases, portanto

entropia mdxima). Esses métodos originam valores diferentes para ¢, particularmente

IE freqiiente na literatura considerar o mapa logistico escrito na forma ;41 = (1 — 3, com
0<r<4e0 <y < 1. Esta forma é completamente equivalente & Eq. (6.1) (para z = 2), através
de uma conjugagio topoldgica (vide [40]). Para z = 2, os pardmetros a e r estio relacionados por
r = (1 +4a)'/? + 1. Escrito na forma da Eq. (6.1}, o mapa fica mais simples de ser generalizado para
uma poténcia z > 1 qualquer.
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g < 1 para os métodos (i) e g > 1 para (ii}. Assim, esses parametros ndo-extensivos sio
distintos e merecem nomenclaturas diferenciadas. Denominamos? ¢,., para os parametros
oriundos dos métodos baseados na sensibilidade as condigGes iniciais (gsen, < 1) (outra
possivel notagao € g, de mizing, utilizada em [140, 39]), e ¢ror (gres > 1) para pardmetros
que emergem dos meétodos baseados na relazacdo para o atrator (ou, alternativamente g,
de equilibration, notacac utilizada em [140, 39]).

J4 foram desenvolvidos trés diferentes abordagens para a categoria (i}, que vamos

descrevé-los brevemente.

(i.a) Método baseado na sensibilidade s condigbes iniciais

Inicialmente desenvolvido em [141], este método define a variavel £(t) por

£(t) = Az(t)

= . 6.2
Az(lg)i:o Az(0) : (6.2)

Sdo gerados dois sistemas muito préximos (Az(0) — 0), e a evolugdo temporal da
distincia Az(f) entre eles é acompanhada. Sistemas periédicos (ou ordenados) apre-

sentam baixa sensibilidade as condigbes iniciais, particularmente
g~ e (<), (6.3)

sendo A o expoente de Lyapunov. J4 os sistemas cadticos apresentam forte sensibilidade

as condices iniciais,
EB)~ et (A>0), (6.4)

i.e., divergéncia exponencial de 6rbitas vizinhas (caos forte)®. Ambos os casos sdo bem
descritos dentro do formalismo de Boltzmann-Gibbs. Fendmenos nio-extensivos aparecem

justamente no limiar do caos, quando A = 0. A julgar pelas Equagdes (6.3) e (6.4),

ZAlgumas vezes na literatura, esse parametro é denominado g*.

3A seguinte frase de Nietzsche, segundo penso, expressa a esséncia da idéia de forte sensibilidade as
condigdes iniciais, com beleza e elegincia: “O que eu faco ou nio neste momento é tio importante para
tudo o que estd por vir quanto os maiores eventos passados; sob essa enorme perspectiva de seus efeitos,
todos os atos sdo igualmente grandes ou pequenos.” [142].
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as Orbitas colocadas infinitamente préximas no instante inicial assim permaneceriam ao
longo de sua evolucio temporal. Mas nao é o que ocorre. Os casos anteriores (periédico

e cadtico) tem a varidvel £ obedecendo 3 equacéo diferencial

3

— = X. 6.

= (65)
Quando A =0, esta Equacio ndo mais rege o fendmeno. Uma possibilidade ¢é a seguinte

forma generalizada:

d. : _
q&% = /\q.sené-qsen . (6'6)

O caso ¢sen = 1 naturalmente recupera os anteriores, com A} = A. Para g, # 1, ja

sabemos, £ assume uma forma g-exponencial

1

1) =14 (1 = goen) Aquont] 700, (6.7)

que tem uma cauda do tipo lei de poténcia. Quando A,,,, < 0, temos o caso fracamente

ordenado, enquanto A, > 0 ocorre para sistemas fracamente cadticos (casos que podem

Jsen
ser classificados como de dindmica lenta). Os autores de [141] encontraram, para o mapa
logistico (e posteriormente o estudo foi estendido para mapas z-logisticos, em {143]) no
limiar do caos (ponto de’acumulagdo das bifurcacdes de duplicagdo de periodo, a = a),
@sen = 0.2445 . .. (0s valores de qgn, € de a. dependem de z; as Tabelas 6.1 e 6.2, no final da
Secao 6.2, reportam todos os parametros utilizados na nossa andlise). Neste trabalho os
autores também analisam outras situacdes, como 0s pontos de bifurcacao por duplicagao
de periodo (e ndo apenas seu ponto de acumulacdo, que é o limiar do caos) e pontos

de bifurcagéo tangente. Para o momento, nos basta os aspectos ora mencionados deste

importante artigo.

(1.b) Métodos baseados na natureza geométrica do atrator critico
Originalmente em [144] (e mais longamente em [145, 146],) foi analisada a natureza

geométrica do atrator do mapa z-logistico (e também do mapa circular) no limiar do caos.
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Neste limite, o sistema é multi-fractal, caracterizado por uma funcdo f(a), limitada infe-
TOTMente POr Qmin € Umae (Pontos terminais do espectro de singularidades, representando
as regibes mals concentradas e mais rarefeitas, respectivamente, do atrator). Os autores

encontraram a relacio

L .t _ 1 (6.8)

@oen — 1 Cmin Umaax

Esta relagio é bastante interessante, pois relaciona aspectos dindmicos (lado esquerdo)
com aspectos geoméiricos (lado direito). Em outras palavras, conhecida a geometria do
atrator, ¢ possivel determinar qual a estatistica (valor de g,.,) que o sistema obedece!

Para z = 2, este procedimento origina 0 mesmo valor, g, = 0.2445 . . ..

(i.c) Taxa de crescimento da entropia
A Ref. [141] j4 havia introduzido a nocio da g-generalizacio da entropia de Kolmogorov-
Sinai:

S, (¢
= lim Jim lim et (6.9)
t—00 Woroo Nooo t

K,

QSETI.

e também a relacionando com o pardmetro de Lyapunov generalizado, ) através da

Gsen ?

g-igualdade de Pesin:

K

Qaen —

(6.10)

Jsen’

Na Ref. [147], foi analisada a taxa de crescimento da entropia para o mapa logistico. Como
0s casos anteriores, o espaco de fases é dividido em W células, e inicialmente N pontos
(usualmente N >> W) sdo colocados no interior de uma finica célula (S,(t =0) =0, Vg)*.
Entdo é analisada a evolugdo dinidmica do mapa. Para o caso completamente cadtico
(@ = 2 na Eq. (6.1)), foi verificado que o valor ¢ = 1 gera um crescimento linear da
entropia .51, ou seja, a taxa de geracdo de entropia é finite quando g = g, = 1 10 caso

logistico completamente cadtico. Quando g < 1, a taxa de geragao de entropia S, diverge,

40O simbolo N para nimero de pontos, ou mimero de mapas, ndc deve ser confundido com o niimero
de particulas do Capitulo 7.
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e quando ¢ > 1, a taxa vai a zero. Assim se obtém que o valor adequado de g, para
se analisar o sistema (completamente cadtico, vale lembrar) é g,., = 1, como seria de se
esperar. O procedimento foi repetido, agora no limiar do caos (a = a, = 1.40115519...).
O mesmo esquema se repete: existe um unico valor de ¢ para o qual a taxa de geracio
de entropia ¢ finita. No limiar do caos, o valor encontrado é ¢ = g, = 0.2445.. .,
precisamente o mesmo dos métodos anteriores! Posteriormente, este mesmo método fol
aplicado ao mapa z-logistico (Eq. (6.1)), e também para o mapa z-co-seno [148].
Recentemente [149, 150, 151] foram obtidos resultados analiticos corroborando o valor
@sen = 0.2445... encontrado numericamente através dos métodos (1.a—c) mencionados,
utilizando técnicas de grupo de renormalizagdo. Estes trabalhos sdo de grande importancia
para a estrutura logica da mecéinica estatistica ndo-extensiva, pois ajudam a formar um

corpo teodrico fechado.

Vamos agora ao Método (ii) (até o momento desenvolvido apenas um procedimento):

(ii) Método baseado na taxa de relaxagio para o atrator

Este procedimento foi desenvolvido na Ref. [152], ¢ consiste em investigar o sistema
dindmico (no caso, o mapa z-logisti'(:o, e também o mapa circular) iniciando com pontos
distribuidos em todo espago de fases (estado inicial ergddico). Neste caso, a entropia no
tempo inicial é maxima (ensemble micro-candnico), dada por

I{VI“QreI — 1

6.11
1-— Grel ( )

1

S‘?re! (0) =

“que tem como caso particular, S;(0) = InW (estamos adotando a constante dimensional
{constante: de Boltzmann no caso usual) com valor unitdrio, & = 1). A partir de entéo,
observa-se a redugio no volume ocupado pelos pontos, W(t), reducdo esta tanto maior
quando maijor o sistema (maiores valores de W e N). A evolugdo temporal de W(t) é

dada por
Wi(t) = [W(O)lﬁflrea + (1 QTel)Kq,-eg t]l——q_r-;_ (612)

A curva W(t) versus tempo (em escala log-log) tende a um comportamento linear (i.e.,

uma lei de poténcia), cuja inclinagdo permite obter o valor de ¢;. Para o caso logistico
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usual (z = 2), foi encontrado g,,; = 2.4140.02. Outros aspectos também foram detectados
neste trabalho, como oscilagbes log-periédicas, mas nfo é relevante para nosso propdsito.

O que chama atencdo é que, o mesmo sistema dindmico pode ser caracterizado por
dois valores distintos de g, um deles menor que a unidade {gsen) € outro maior que a
unidade (g.). Surge a pergunta se existe relagio entre eles. A resposta afirmativa é o

objetivo da Secdo seguinte.

6.2 Conexoes entre as dindmicas de sensibilidade e
relaxacao

Para estabelecer uma relacdo entre gen € gre (vide Ref. [153]), sempre no limiar do caos,
vamos considerar um procedimento no qual N pontos sdo inicialmente colocados no inte-
rior de uma Gnica célula do espaco de fases (dividido em W células de mesma medida),
como os métodos baseados na sensibilidade s condigdes iniciais, € vamos acompanhar a

evolugdo temporal da entropia S,

Fsen?

utilizando o valor de g,., determinado pelos métodos

anteriores. Em tempos suficientemente grandes (¢ — oo), S,,., tende a um valor esta-

Goen
ciondrio — este é o atrator do sistema para as condigoes particulares de W, N e a célula
inicial escolhida. O caminho que o sistema percorre em direcido ao seu atrator final, e in-
clusive o préprio atrator final, mudam com a mudanca da célula inicial. Algumas células

iniciais espalham os pontos muito rapidamente, aumentando S, para valores muito mais

Sen

elevados que aquele do atrator. S, atinge um maximo, quando entdo relaxa para seu

valor estacionario final (o atrator é alcancado por cima). Outras células iniciais espalham
0s pontos muito lentamente, e o pico na entropia nio é tio elevado. Em alguns casos, pode
nem mesmo haver um pico na evolucio temporal da entropia, e o atrator é alcancado por
baixo. Os estados finais, repetimos, ndo sdo os mesmos — dependem também da, célula
inicial. A Figura 6.1 ilustra o efeito da escolha da célula inicial.

O méximo que a entropia alcanca fica em torno de 70-80% aproximadamente da
entropia do estado equiprovavel (Eq. (6.11)). A Figura 6.2 ilustra esse comportamento,

para diversos valores de z e W.

Observamos a evolucao temporal de S

dsen

para aquelas células que geram maiores
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Célula inicial “ruim” Célula inicial “boa”
| (a) (b)
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Figura 6.1: Efeito da escolha da célula inicial na evolugiio temporal de S,,.. Mapa
logistico com z = 2 no limiar do caos a = a. = 1.401155189.... Espaco de fases com
W = 1000 divisdes e N = 10W. Fig:s (a) e (b) mostram a posi¢io da célula inicial; o
numero de divisbes apresentado é ilustrativo (menor que W). Fig. (c) apresenta a evolucio
temporal de S, ., com gy, = 0.2445.

picos na entropia. O procedimento é repetido para valores crescentes de W e propor-
cionalmente crescentes valores de N. Adotamos N = 10 W (testamos N = 100W e ndo
verificamos alteracdes substanciais nos resultados, quando entdo adotamos N = 10W).
Observemos inicialmente o mapa logistico tradicional (z = 2), na regido de caos com-
pletamente desenvolvido (¢ = 2), e acompanhemos a evolugdo temporal de S,,, - para
aquelas células que geram maiores picos na entropia. Neste caso de caos completamente
desenvolvido, os picos na entropia sdo relativamente suaves e pouco perceptiveis. O valor
de S) rapidamente alcanca seu estado final, conforme podemos verificar na Figura 6.3. A

Figura 6.4 ilustra o caso tipico z = 2 no limiar do caos. Percebemos imediatamente que



128 Capitulo 6. Sistemas dissipativos de baixa dimensionalidade

i . < .

- 0.8+ i : 1 o 2 -
S = - * 1 i | : ] i
=%, 0.6 - =
T _aul e z=15 “
= 5040 . “720 ]
moﬂ - | * 2.5 T
02|+ 3.0 .
|« 3. A

O ' L y 1 gl 1 L1 a1l 1 Lol L1l

10 10* 100 10
W

Figura 6.2: Maximo do pico da entropia em relacdo & entropia micro-canénica.

os overshootings no limiar do caos sio bastante mais pronunciados que aqueles na regio
de caos completamente desenvolvido (sempre consid-erandO inicialmente aquelas células
aqui denominadas “boas”, i.e., aquelas que originam os maiores picos na entropia). Além
disso, o tempo para alcangar o maximo na entropia é maior no limiar do caos do que no

caos completamente desenvolvido.

Destas Figuras podemos retirar algumas conclusées importantes. Os tempos para al-
cangar 0 maximo na entropia sio relativamente menores no caso do caos completamente
desenvolvido (Fig. 6.3) do que no caso do limiar do caos (Fig. 6.4). Também os overshoot-
ings quando a = 2 sdo bastante menos pronunciados que aqueles do limiar do caocs, e o
valor estaciondrio da entropia S é alcancado muito mais rapidamente quando ¢ = 2 do
que no limiar do caos. Isto é um reflexo de que os tempos de relaxacio sio exponencial-
mente rapidos no primeiro caso, enquanto obedecem a uma lei de poténcia no segundo.
Também ¢ imediato observar uma duplicidade de comportamentos: a fase crescente da

entropia, nos tempos iniciais, e a fase decrescente, quando o sistema relaxa para seu es-
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Figura 6.3: Evolucdo temporal da entropia .S; para o mapa logistico (z = 2) na regido de
caos completamente desenvolvido (a = 2).

tado final. O lado crescente da curva diverge com W (notemos que nesta fase crescente
as curvas estao colapsadas), o que indica que os limites W — co e ¢t — co ndo comutarm,

l.e.:

lim lim # lim lim. (6.13)

t—co W-roo W-soo oo
Tomar primeiro o limite W — oo corresponde 4 situagao na qual o sistema permanece no
estado de mizing, nunca alcancando um estado estaciondrio. E um estado de conhecimento
completo (granulagio infinitamente fina). Tomar primeiro o limite ¢ — oo corresponde a
situagdo na qual o sistema vai alcancar um estado estaciondrio estaciondrio (seu atrator).
Esta ndo comutagao dos limites temporal e de granulacao se assemelha a uma outra
ndo comutacgiio entre limites temporal e termodinidmico, conjecturada na Ref. {22] (vide

Figura 7.2), que também tem sido corroborada numericamente (vide Capitulo 7). Em
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Figura 6.4: Evolugdo temporal da entropia S,,,, para o mapa logistico (z = 2) no limiar
- do caos.

sistemas calticos, essas abordagens sdo equivalentes, os valores de ¢ sdo auto-duais,
Qsen = Qret = 1 (para sistemas completamente cadticos). (6.14)

Essa auto-dualidade foi possivélmente uma das responsaveis pela dificuldade na percepcao
que existem diferentes estatisticas, duais, para um mesmo sistema, e sé foi possivel ser
evidenciada quando a Fisica se dedicou mais fortemente a sistemas no limiar do caos, que
nao satisfazem a hipétese ergédica.

A Figura 6.5 (a) mostra a divergéncia do pico da entropia, e também a divergéncia

do seu valor final §

4t (00}, com W, ambas seguindo leis de poténcia, com inclinagdes

diferentes. Isto implica que a regido de decaimento de S, , ao longo da ordenada da
Figura 6.4 é crescente com o tamanho do sistema. A Figura (b) mostra a divergéncia
dos tempos de médximo da entropia e de chegada ao estado estaciondrio, mais uma vez
obedecendo leis de poténcia, com inclinagdes diferentes. Similarmente, esta Figura mostra

que a regiao de decaimento de S, , a0 longo da abscissa da Figura 6.4 é também crescente,
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Le., a regiao de decaimento da entropia (desde o pico até o valor final) é crescente com
W. Isto fica mais evidente na Figura 6.6, que é a mesma Figura 6.4, mas delimitando a

regiao de decaimento.

s
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Wf ] Chegada ao
10F gmax 3 10°F estado estacionario 3
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Figura 6.5: Crescimento da regido de decaimento de S, , com W. (a) Crescimento de
Smax (cfrculos) e S, (00) (quadrados) com W. (b) Crescimento dos tempos de pico
na entropia {circulos) e tempos de chegada ao estado estaciondrio (quadrados) com W.
S (0c) € estimado pela média na regido estaciondria. O tempo de chegada ao estado
estaciondrio é estimado como sendo aquele no qual S, (testaciondrio) = Sa..{oc)+ 100,
sendo o o desvio padrio de S, ,(0o) na regido estaciondria. Em todos os casos temos leis
de poténcia.

Observamos também a evolugao temporal da variavel

4 IAquen (t)

Sggen (¢) - Ssen (00) (6.15)

A Figura 6.7 apresenta a varidvel AS,  (¢) para diferentes valores de W. Surge uma lei
de poténcia, que se torna mais pronunciada para valores maiores de W. Estdo presentes
oscilagOes log-periddicas e sdo melhor detectadas para z < 2 (Figura 6.8). Estas oscilagdes
também foram observadas na Ref. {152]. Tomamos regiGes iniciais e regides finais para
melhor estimar a inclinagdo das curvas AS, (f), que estdo indicadas na Figura. As
inclinagdes (em log-log) sdo identificadas com 1/(gre(W) —1) (com gre > 1). Verificamos
que ¢ = (W), i.e., a taxa na qual o sistema alcanga seu estado final depende da gra-
nula¢do (W) adotada. A conexdo entre os métodos baseados na sensibilidade as condigdes

iniciais (gsen) € 0s baseados na relaxagao ao estado estaciondrio (go) é estabelecida pela
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Figura 6.6: Evolucao temporal da entropia, delimitando regidio de relaxacao.

seguinte lei de escala de tamanho finito:
Qrel(oo) - QTe!(]/V) o Wﬁlqsml (616)

Esta Equagao representa o ponto principal do presente Capitulo, e a Figura 6.9 ilustra
sua validade, para diferentes valores de z. A extrapolagao das curvas até a origem da
Figura aponta para ¢.(co); esses valores coincidem com aqueles obtidos pelo método
(ii), baseado na relax¢io (Ref. [152]), referido na Secdo 6.1 anterior.

A Figura 6.10 mostra o coeficiente de correlaco linear em funcao do expoente da lei
de escala, Eq. (6.16), para os varios valores de z analisados. Ela confirma que o expoente
coincide, dentro de imprecisSes numéricas aceitaveis, com valores de ¢, obtidos através
dos métodos baseados na sensibilidade as condigdes iniciais (p. ex., Ref. [146]).

Continuando nossa analise do mapa z-logistico, sabemos que os valores de geen € Gref

sao dependentes de z (vide, p. ex., Ref.s [143] e [152], e Tabelas 6.1 e 6.2). Obtivemos
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Figura 6.7: Evolugao temporal do decaimento da entropia AS,,,, para o caso logistico
tradicional (z = 2), no limiar do cacs. Para cada W, consideramos como regifio no regime
lei de poténcia, aquela que vai do intervalo & esquerda até o intervalo & direita, mostrados
{nestes intervalos, coeficiente de correlagio superior a (.99).

tempo

Figura 6.8: Oscilacdes log-periddicas em AS,,,, para z = 1.5 (¢sen = —0.15). Linhas
retas indicam regides de comportamento tipo lei de poténcia, abatidas, naturalmente, as
oscilagoes.
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Pigura 6.9 ¢ em funcéo da granulagio (W), para alguns valores de z (quadrados).
As linhas pontilhadas correspondem ao ajuste dos pontos, extrapoladas para gq{oc)
(circulos, valores reportados em [152]). A abscissa aparece na escala (W/1000)/%e! (em
vez de W~%enl) para melhor visualizagao.

empiricamente as seguintes correlagoes:

Gsen(2) = 072 — 1.525/2"7 (2 > 1.75), (6.17)

gret(W — 00,2) = 4/3 + 1.077(z — 1)%58 (z < 3.0). (6.18)
Com isso temos os valores limite:

Jsen(z = 00) = 0.72, (6.19)

Gret(W — 00,2 — 1} = 4/3. (6.20)
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Figura 6.10: Coeficiente de correlagdo linear em funcdo do expoente da lei de escala,
Eq. (6.16).

A Figura 6.11 ilustra a adequagio destas correlagdes. A Figura 6.12 apresenta o coeficiente
de correlagio linear para as Equagdes (6.17) e (6.18) variando as suas poténcias (valores

6timos: 1.7 na primeira e 0.58 na segunda).

Seguindo a mesma linha de trabalho, aplicamos o método para o mapa de Hénon [154],
para verificar a existéncia da lei de escala, Equagdo (6.16) [155, 156].
O mapa de Hénon é bi-dimensional:

Yer1 = bay

e apresenta dois pardmetros, a e b. Quando b = 0, o mapa se reduz ao logistico, e quando
b =1, o mapa se torna cdnservativo (para 0 < b < 1 0 mapa ¢ dissipativo). Nos ativemos
a pequenos valores de b (tipicamente b < 0.2). Estudos sobre este mapa, seguindo os
trés métodos baseados na sensibilidade 3s condigdes iniciais [157) indicaram valor de gsen

idéntico ao do mapa logistico (gsen, = 0.2445...); com isso podemos considera-lo como
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Figura6.11: ¢, (00) € ¢sen em funcio de z. Detalhe (a): extrapolagdo de g,., para z — oo;
Detalhe (b): extrapolagdo de g.o (W — o0) para z — 1.
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Figura 6.12: Coeficiente de correlacio para a dependéncia de g,.,(2) € gre(oc, 2) em z.

(a) Gsen(z = 00) — Guen(2) o< 1/27; (b) grat(W — 00, 2) — grat( W — 00,2 = 1) o (2 —1)7.
Evidentemente v ¢ um parametro mudo, i.e., os v das Figuras (a) e (b) sio distintos.

pertencente a classe de universalidade logistica. A andlise deste sistema segundo o método

(ii), baseado na taxa de relaxacdo para o atrator [155] indica que grq(o0) = 2.41.. .,
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novamente mesmo valor para o caso logistico. A Figura 6.13 ilustra este resultado.
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Figura 6.13: Relaxacdo para o atrator, para o mapa de Hénon. A inclinagao (em mdodulo)
das curvas é aproximadamente 0.71, o que origina gyei(00) = 2.41.. ..

O préximo passo é empregar o mesmo procedimento, para verificar a dependéncia de
¢re cOM & granulacao e testar, com outro sistema, a validade da lei de escala, Equacao (6.16).
O espago de fases agora tem W = W, x W, células. Utilizamos W, = W, e, por limitacdes
computacionais, N = W, tendo verificado previamente (para casos com poucas células)
que os desvios em relagio a N = 10W, como utilizado no caso z-logistico, podem ser
desprezados. Embora a preciszo nao seja a mesma do caso uni-dimensional (novamente
por limitagGes computacionais), é possivel verificar, aproximadamente, também para este
mapa, a existéncia de uma lei de escala, mas quando observamos o sub-espaco logistico
(eixo £)°. Os coeficientes de correlacao lineares ficam acima de 0.99. A Figura 6.14 apre-
senta os resultados. Esta Figura indica que o aumento de & provoca uma diminuicao de
gret(00) em relagdo ao seu valor para o mapa logistico (b = 0), em contradi¢do com o

que indica a Figura 6.13. Entretanto as imprecisées numéricas dos resultados para b # 0

SInicialmente, em [155), néo foi possivel observar que a lei de escala é observada apenas no sub-espago
logistico; naquele trabalho, consideramos todo o espago de fases com W células.
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Figura 6.14: Lei de escala relacionando g, e qse,; para o mapa de Hénon. Note que a
abscissa tem W, que representa a projecio do espaco de fases no sub-espaco logistico.

nao permitem assegurar que os valores extrapolados na Figura 6.14 sejam acuradamente
precisos.

Outra conclusao é que a lei de escala é verifica (dentro de faixas de imprecisao
numérica) com o mesmo expoente g,., = 0.2445, para os valores de b analisados (incluindo
o caso logistico), confirmando resultados prévios [157]. Para obter resultados mais acu-
rados, necessitariamos de computadores com capacidade de memoria (e eventualmente
velocidade de processamento) maior do que os que dispusemos para este trabalho®. Ou-
tra possibilidade seria a utilizagdo de um nimero menor de pontos W, < N < W (uma
vez que estamos interessados no sub-espago x). Para tanto, naturalmente, é necessario
avaliar se essa reducdo néo compromete a validade dos resultados. Isso permitiria calcu-
lar sistemas com granulacfes mais finas, aumentando a confian¢a na extrapolacdo para

granulacdo infinitamente fina.

80 computador de maior meméria RAM que utilizamos dispde de cerca de 2.5 Gbytes.
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Tabela 6.1: ParAmetros do mapa z-logistico. Valores de gqe, retirados de [146]; valores de
gret(0c) encontrados pelo presente método (erros obtidos por regressao linear).

Z Q. Jsen Q'rel(oo)
1.50 1.2955099. .. —0.15+£0.01 ] 2.05+0.02
1.75 | 1.3550607... 0.11 £0.01 2.25+0.08
2.00 1.401155189... | 0.24 £ 0.01 2.41 £ 0.02
2.50 1.4705500. .. 0.39 £ 0.01 2.75 £ 0.03
3.00 1.5218787. .. 0.47 £ 0.01 2.951+£0.04
5.00 1.6455339. .. 0.61 £0.01 3.51 £0.17

Tabela 6.2: Pardmetros do mapa de Hénon. Timin, Tmaz; Ymin € Ymaz representam os limi-
tes do espago de fases ao longo dos eixos z e y, respectivamente.

b Qe Lrmin Tmaz Ymin Ymax
0 1.40115518908. . . -1 1 0 0
0.001 1.39966671601417... | -1.05 { 1.05 | -0.0015 | 0.0015
0.005 1.39373565854387. ..
0.01 1.38637288934791. .. -1.05 | 1.05 | -0.015 | 0.015
0.1 1.263595658290796... | -1.1 1.1 -0.10 0.12
0.2 1.1490464894722. . . -1.179 11179 | -0.236 | 0.236
0.3 1.0580490493270. . .

6.3 Outros exemplos indicativos da dependéncia de
¢re; da granulacao )

Esta secao se dedica a apresentar, sucintamente, trés exemplos de sistemas que apre-
sentam dependéncia da granulacdo sobre o valor de g, N#o sdo sistemas de baixa
dimensionalidade, mas consideramos relevante colocd-los, pois esse fenémeno da duali-
dade de abordagens e de valores de ¢ pode ser bem mais amplo, i.e., pode estar presente
em um nimero muito maior de sistemas, e nao apenas em sistemas dissipativos de baixa
dimensionalidade, que vimos tratando neste Capitulo. Esta interpretagio, como também

os exemplos, foram originalmente publicados em [39].

(i) Aniquilacao elétron-pdsitron

Na Ref. [158] (vide também em [159]), foram analisadas distribui¢bes de momentos
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transversais na aliquilagao elétron-pdsitron de experimentos realizados no CERN. Os va-
lores de g, dependem da energia de colisdo dos centros de massa F, que exerce um papel
similar a W nos mapas anteriormente discutidos, uma vez que a granulacio é cada vez
mais fina para maiores energias. A Figura 6.15 apresenta, de uma forma re-arrumada, os

dados da sua Tabela I. Os dados obedecem a relacao empirica
Gret(E) = 1.301 — L.O46E/2, (6.22)

Assim temos grei(00) = 1.3 € ¢4en, = 1/2. Evidentemente sao bem-vindos possiveis expe-

rimentos que verifiquem essas conclusdes.
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Figura 6.15: g,¢ em fungdo da energia { granulacdo) no experimento de aniquilagao elétron-
positron. Coeficiente de correlagao do ajuste: » = 0.9995.

(ii) Turbuléncia completamente desenvolvida

A andlise da distribuigao de diferencas de velocidades em um sistema com turbuléncia
completamente desenvolvida, num experimento de Couette-Taylor, é um exemplo de sis-
tema que tem sido tratado dentro do formalismo da mecanica estat{stica nao-extensiva
através de duas abordagens, uma com valores do parimetro entrépico ¢ > 1, e outra

com g < 1, ambas demonstrando sucessos impressionantes. Consideremos inicialmente os
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experimentos realizados e apresentados na Ref. [160]. Foram analisados quatro diferentes
valores do Ndmero de Reynolds (Re), e milhdes de distancias 7 medidas experimental-
mente, expressas em unidades do comprimento de Kolmogorov . A Figura 6.16 (a) cor-
responde a Figura 3 da Ref. [160]7. O efeito do niimero de Reynolds pode ser eliminado

através do colapso das curvas, utilizando como abscissa a variavel

@ = {[In(r/m)]/[n(Re)] 74} (6.23)

Em realidade, o colapso é obtido apenas com a escala.[ln(r/n)]/[ln(Re)]7/4. O expoente
0.37+0.1 torna as curvas aproximadamente lineares na regiao intermediaria de distancias:
faz o papel de ¢sn na Equagdo (6.16). Esta regido intermediaria (agora linearizada),
quando extrapolada para r/n — 0 (granulagdo infinitamente fina), obtém ¢y (1/r —
oo) ~ 1.45. Este valor é bastante préximo de 3/2, valor também estimado por Beck para
turbuléncia Lagrangeana [161]. Por outro lado, g4, = 0.37 coincide com valor estimado
em um dos casos analisados pelos Arimitsu [162, 163, em o.utra. abordagem para o mesmo

problema, na avaliagdo de diferencas de velocidades. A Figura 6.16 (b) ilusta os resultados.
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Figura 6.16: ¢, em fungio de r/n ¢ Re para experimento de Couette-Taylor. (a) Dados
da Fig. 3 da Ref. [160]; (b) Curvas colapsadas, com regiao intermediaria aproximadamente
linearizada.

"0s dados foram gentilmente cedidos por Christian Beck, pelo que somos gratos.
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(iii) Dindmica do sistema Hénon-Heiles no ponto de sela

Este exemplo é um sistema conservativo, embora esteja incluido neste capitulo de-
dicado a sistemas dissipativos. A dindmica do sistema Hénon-Heiles no ponto de sela
foi estudada na Ref. [164]. O seu parametro de controle & exerce um papel similar ao
Ndmero de Reynolds, portanto, & — oo corresponde a uma granulagio infinitamente
fina. Os dados apresentados na sua Tabela I sao re-arrumados conforme a Figura 6.17,
evidenciando, mais uma vez, a lei de escala, Eq. (6.16). {O parametro -, da sua Tabela
I, esta relacionado a uma medida universal do caos associado a4 dindmica do centro de
sela, num regime altamente nio integravel, conforme argumentam os autores. Identifi-
camos ¥ = 1/(gra — 1). Para maiores detalhes, vide [164].) Obtivemos g, (o0) =~ 2.81
€ gsen =~ 0.35. Trabalhos adicionais que possam, ou néo, corroborar estes resultados sao

bem-vindos.
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Figura 6.17: g, em fungdo da granulagio para o sistema Hénon-Heiles, no ponto de sela.



Capitulo 7

Sistemas conservativos de alta
dimensionalidade

Este Capitulo é dedicado ao tratamento computacional de dois sistemas Hamiltonianos
com muitos graus de liberdade e com interacdes de longo alcance. Seu objetivo é verificar
uma conjectura feita por C. Tsallis em 1999 [22] a réspeito da natureza do equilibrio ter-
modinamico. A Secao 7.1 apresenta a conjectura, e as Segbes 7.2 e 7.3 apresentam resulta-
dos computacionais baseados em dois modelos: rotores cldssicos anisotrépicos acoplados
e gas do tipo Lennard-Jones, respectivamente. O primeiro apresenta de modo claro o
comportamento contido na conjectura. O segundo apresenta anomalias em relagao ao
formalismo de Boltzmann-Gibbs, mas, possivelmente por dificuldades computacionais, a

parte central da conjectura nao foi verificada nem desmentida.

Sistemas Hamiltonianos representam o coragfio da mecanica éstatistica. Eram eles que
Boltzmann tinha em mente [22]. Encontrar anomalias neste tipo de sistema, especialmente
nos classicos (i.e., sem efeitos quanticos ou relativisticos) significa buscar os limites de
validade da prépria mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs. Como usual em ciéncia, o
essencial é saber fazer simplifica¢des judiciosas nos modelos, de modo que eles reflitam os
aspectos essenciais do comportamento da natureza e negligenciem os detalhes acidentais.
Com isso, o problema (que usualmente é por demais complexo) pode se tornar tratdvel,
seja analiticamente ou numericamente. Uma vez conhecidos os componentes essencials,
pode-se, com muito mais facilidade, fazer-se adaptacoes naqueles modelos, de modo a levar

em conta aquelas simplificagoes que haviam sido negligenciadas no processo de idealizagéo,

143
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melhorando a concordincia com os experimentos.

O modelo de rotores cldssicos (que tratamos na Se¢do 7.2) é um desses casos para-
digmaticos, no que se refere as interagoes de longo alcance. Por isso, tem sido grande e
crescente o numero de trabalhos baseados neste modelo. Um gds, sem davida, é também
um dos mais paradigméticos modelos em ciéncia — a prépria mecénica estatistica muito
deve a0 gds ideal. A atengio que este modelo tem recebido na literatura tem sido em
grau menor que ¢ modelo de rotores por limitagbes computacionais.

E sabido desde muito que sistemas com interagtes de longo alcance apresentam pro-
blemas, quando abordados com a mecinica estatistica, e efeitos de tamanho finito devem
ser considerados. Dentre as abordagens destes sistemas, destacamos os trabalhos de Hill
[165], Gross [166] e do grupo de Viena, Thirring e Posch [167] (e referéncias 14 con-
tidas). Entretanto, nenhum destes trabalhos focalizaram os estados meta-estdveis, ou

quase-estaciondrios, cbjetivo central do presente Capitulo.

7.1 Violagdo fraca e forte de Boltzmann-Gibbs

O equilibrio termodinamico traz imbutido dois conceitos sutis'. Equilibrio diz respeito ao
tempo. As propriedades que caracterizam o estado de um sistema em equilibrio sao cons-
tantes de movimento. Admite-se que a energia de um sistema em equilibrio se distribui
em seus graus de liberdade do modo estatisticamente mais provivel. Termodindmica diz
respeito a sistemas macroseopicos, i.e. sistemas com numero suficientemente grande de
graus de liberdade de modo que medidas realizadas sejam médias sobre eles. A esma-
gadora maioria dos graus de liberdade de um sistema termodindmico, ou melhor dizendo,
dos graus de liberdade de seus elementos constituintes, desaparece no processo de média.
Entretanto, alguns (usualmente poucos) graus de liberdade sobrevivem ao processo de
média macroscépica, emergindo como comportamentos coletivos. Alguns exemplos dessas
coordenadas sobreviventes sio o volume total, momento linear total, momento de dipolo,

energia interna, temperatura [32].

INio pretendemos dar aqui um tratamento tedrico matemdtico rigoroso ou abordar vérias implicagdes
destes conceitos. O objetivo é introduzir a conjectura, de modo a localizar a abordagem computacional
apresentada nas Se¢@es seguintes. O conteiido desta Segdo nio é original, vide Ref. [22].
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O estado de equilibrio termodindmico é alcancado através de dois limites: temporal
e de numero de particulas. A abordagem computacional de dindmica molecular (que
realizamos nos exemplos apresentados nas SegGes 7.3 e 7.2} objetiva avaliar propriedades
termodinamicas aproximando estes limites. Quando temos sistemas com interacoes de
curto alcance, a ordem destes limites é irrelevante,

hm lim f(¢,N) = 11m llm f(t, N}, (7.1)

N-aoo t—reo

onde f(t, N) é alguma propriedade macroscépica do sistema. Isto d4 origem a outra carac-
teristica atribuida ao equilibrio termodinamico, que é a independéncia de sua histéria — o
estado de equilibrio é univocamente definido, ndo importando como tenha sido alcancado.

A coﬁjectura a qual estamos nos referindo (e, veremos a seguir, tem sido observada
em alguns modelos computacionais) diz que quando estao presentes interagoes de longo
alcance, pode ocorrer convergéncia nao uniforme e a Equagio (7.1) deixa de ser vdlida de
um modo geral:

lim lim f(t, V) # hm llm f{t, N). (7.2)

N—oot—aoo

De imediato segue que o estado final depende de sua histéria (a ordem dos limites). Para
ilustrar como o estado termodinamico fica alterado, consideremos um sistema Hamiltoni-

ano com interagoes entre. pares,

Hm S+ 30 0l &

i=1 j#i

onde m ¢ a massa de uma particula, {p;, 7;} s80 0 momento linear e a posi¢ao da particula
i (formando um par canonicamente conjugado), e r;; = |r; — rj. Vamos admitir que o
potencial v(r;;) ndo apresente singularidade na origem (a caracteristica que nos interessa
aqui é o comportamento a longas distancias). A interagao atrativa depende da distancia

na forma

v(r) oc —. (7.4)
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No caso tri-dimensional (d = 3), & = 6 corresponde ao termo atrativo de Lennard-Jones,
a = 3 ¢ tipico das interagdes dipole-dipole, a = 1 equivale a gravitacio newtoniana, o = 0
corresponde a aproximacio de campo médio, onde cada particula interage com cada uma
das demais com a mesma intensidade, independente de sua distancia relativa — podemos
dizer que estas intera¢oes sao de alcance infinito. O limite @ — oo, fica

.1 1, ser =1, -
I _{ 0, ser>1. (7:5)

Se 0 modele permitir distdncias unitdrias (p. ex., posi¢des em um reticulo, como veremos
na Secdo 7.2}, o — oo corresponde a interacdes entre primeiros vizinhos. Se o modelo
ndo permitir r = 1 (como tipicamente ocorre nas distancias intermoleculares de um gis,
distincias estas normalizadas pelo diametro de uma particula; Secao 7.3), o — oo corres-
pende a um sistema sem interagdes, 1.e., um gas ideal.

Uma quantidade tipica nos cdlculos de mecanica estatistica é

/ drrétyre (7.6)
L .

onde a distincia r estd expressa em unidades de comprimento caracteristico do problema
(d é a dimensionalidade espacial). Esta integral converge se o > d. Quando esta condicao
ocorre, o potencial é dito de curto alcance. Se 0 < o < d, a integral diverge (o potencial
¢ dito de lonrgo alcance) e o tratamento estatistico requer ciue se leve em consideragdo o

tamanho finito do sistema. Definindo a quantidade [168]

Nl/d
N* = d[ dr r@1 p—2
1
Nl—a/d -1
- 1—oa/d
= InguN, (7.7)
e ainda ([22])

. 1—afd _
NN 1= "0/ (7.8)

l—a/d '
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temos o seguinte comportamento assintético no limite termodinamico N — co

a?d/fl se afd > 1,
N~< InN  sea/d=1, (7.9)
1"1—:’7{} se 0 <a/d< 1

A Figura 7.1 ilustra o comportamento de ¥ com N e a/d. N é monétona crescente com
N, para um valor fixo de a/d > 0. Quando a/d > 1, N apresenta uma assintota superior.
Para um valor fixo de N, N é monétona decrescente com a/d. Se a/d — oo (sistemas
nao interagentes ou fracamente interagentes), N—o1lesea/d—0 (interagdes de alcance
infinito), N ~ N. A assintota vertical em a/d =1 (Figura (b)) representa a separagdo

entre os sistemas com interagoes de longo e curto alcance.

5 | I I 8 T
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Figura 7.1: Funcdo de escala N = N(N,a/d). (a) N versus N, para valores tipicos de
a/d; (b) N versus «/d para valores tipicos de N.

N ¢ um fator de escala de tamanho finito. Vejamos como ele é introduzido no for-
malismo (conforme Ref. [22]). Consideremos o caso padrdo, a/d > 1. A energia livre de
Gibbs G ¢ dada pela relagdo de Euler

v
N)

G U S
=L _T7TZ 4 7.10
Non Ixtr (7.10)
sendo U a energia interna total, S a entropia total, V' o volume total, T' a temperatura
e p a pressdo. No limite N — oo, as grandezas G, U, S e V escalam com NV (por isto

denominadas extensivas), enquanto 7' e p sdo independentes de N (varidveis intensivas).
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Assim, as varidveis densitirias sdo independentes do tamanho do sistema e assumem

valores finitos no limite termodinamico:
g=u—Ts+pv, (7.11)

com g = limy_,o G/N e similarmente para u, s e v. Consideremos agora o caso 0 <
a/d < 1. No limite termodindmico N — oo, a Equagiio anterior ndo pode ser escrita,
pois G e U divergem mais rapidamente que N. Entretanto, se reescrevermos a relacio de

Euler na forma

G _U TS pY 712

—_— = ~ — _:““"’
NN NN NN NN
estas novas varidveis densitérias reescaladas assumem valores finitos (esta é a conjectura):

g=1—Ts+ pv, (7.13)

~ e e ~ e 152 o 1 T ~ 1
onde, naturalmente, § = limy_,o v U =Elmy e 77 T = limyseo ¥ ep=lmyse 1%
A classificagdo usual da termodindmica, que divide as varidveis em duas categorias, as

extensivas e as intensivas, fica revista: passa a haver trés categorias:

(i) As varidveis energéticas (ex., energia de Gibbs, energia interna) perdem a extensivi-

dade e passam a escalar'com NN

(ii) As varidveis ndo energéticas (S, V), preservam sua extensividade, i.e., escalam com

N

(iii) Os parametros de controle (T, p), varidveis canonicamente conjugadas da categoria
anterior {dentro da estrutura da transformada de Legendre), perdem sua intensivi-

dade, passando a escalar com N.

Notemos que a relagéo reescalada (7.13) contém a relagao de Euler, Eq. (7.11), como
caso particular, no limite a/d — coe N — oo (quando IV — 1). Neste caso, a classificagio
usual que divide as varidveis termodinimicas entre intensivas e extensivas é recuperada

exatamente.
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E possivel transformar formalmente um sistema nao-extensivo (com interacdes de longo

alcance) em extensivo, reescrevendo seu Hamiltoniano como

=K+ 2. (7.14)
N

Este procedimento é usual na abordagem de campo médio (o = 0), quando a constante
de acoplamento fica dividida por N. E um procedimento artificial, pois se introduz um
pardmetro macroscépico N (que depende de V) na interagdo microscépica. Esta forma de
escrever o0 Hamiltoniano (Eq. (7.14)), juntamente com a Eq. (7.13), permitem perceber a
conveniéncia da definicio da varidvel V (Eq. (7.8)) sobre a varidvel N* (Eq. (7.7)): com
N, é possivel ter os casos nao interagente (o - co) e interagdes de alcance infinito (o = 0)

como casos particulares. ‘
Tendo introduzido o fator de escala de tamanho finito N, vamos ao ponto central da
conjectura de Tsallis, ilustrada na Figura 7.2, que diz respeito & nao comutatividade dos

limites t — co e N — co. Consideremos um sistema com &N particulas inicialmente num

a lim
( ) toe Now
lim Iim = lim lim
N taew e Noe
- @=1). s lim  lim
Z.. y zﬂ Nl—)o0 tl—>oo
i . — L q
& be Bl |xe® T A\ @=D
=<g(E)e, A
~ . R . | E) _BE
- (N desnecessario ) (N necessério ) : =< g(E) e,
I
T(N)
t t

Figura 7.2: Conjectura sobre a nao-comutatividade dos limites temporal e termodinimico.
(a) Sistema extensivo, com interacdes de curto alcance, levando ao caso usual de
Boltzmann-Gibbs; (b) Sistema nao-extensivo, com interagdes de longo alcance, definindo
dois possiveis estados de equilibrio, o primeiro patamar sendo uma violagio forte de BG,
e o segundo patamar, uma violacio fraca.

estado de ndo-equilibrio. No caso extensivo («/d > 1), apés um transiente, o sistemna
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atinge seu estado de equilibrio (Fig. 7.2(a)). Os limites temporal e termodindmico comu-
tam (Eq. (7.1)). Para sistemas ndo-extensivos (0 < a/d < 1), dependendo da condicdo
inicial, o sistema pode tender a um estado estaciondrio, representado pelo primeiro pata-
mar da Fig. 7.2(b), cuja distribuigio de energias nio é dada pelo fator de Boltzmann, mas

sim pela g-exponencial (de acordo com as probabilidades associadas (escort probabilities),

p(E) o« g(E) [1—(1—q)f'E]" (7.15)

o g(E) [e,(=B'E)".

Apds permanecer um tempo neste estado (da ordem de 7(N)), o sistema espontaneamente
Inicia uma transigdo para outro estado (o segundo patamar da Figura), cuja distribuicio
de energias é dada pelo fator de Boltzmann {g = 1). O tempo de-transigﬁo .deve divergir
com N (para 0 < a/d < 1),

lim 7(N) — oc. (7.16)

N—aoo

Com isto, se o limite termodinamico for tomado antes do limite temporal, (limy_, 0o limy_q0),
(condigfio necessaria, mas ndo suficiente) o sistema permanece indefinidamente no primeiro
patamar, o que permite classificd-lo como um estado de equilibrio (muitas vezes denomi-
nado equilfbrio meta-estdvel). Para alcancar o equilibrio de Boltzmann-Gibbs, é suficiente
(embora ndo seja necessdrid, vide Fig. 7.22) que os limites sejam tomados na ordem
limy 0 limy 0. O estado caracterizado pelo segundo patamar representa uma violagdo
fraca de BG, pois a distribui¢io de energias é a usual, mas é necessiria a utilizaééﬂ do
fator de escala N. J4 o primeiro patamar ¢ uma violagdo forte de BG, pois nem mesmo

a distribuigdo de energias é a exponencial.

7.2 Rotores classicos anisotropicos acoplados

7.2.1 Modelo

O modelo consiste em um conjunto de N rotores classicos, cada um deles localizados

em um sitio de um reticulo unidimensional, com condi¢des de contorno periédicas. Isto
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equivale a uma topologia em forma de anel. No caso isotrépico, o Hamiltoniano é dado

por
H =K+V®, (7.17)
onde K € a energia cinética,
1 N
K=— 2 7.1
o ;pz (7.18)
e o potencial é dado por
N N
1— 0; — 8,
Vi = L v Cos(a ) (a0 (7.19)
2N T Tij

sendo m a massa de uma particula (assumimos m = 1), {6;,7;} o angulo e o momento
angular (numericamente coincidente com a velocidade angular, com m = 1) da particula %,
que formam um par canonicamente conjugado. 7;; € a distancia relativa entre a particula
i e a particula j (ry = |r; —ry|); as posigdes r; sdo medidas em unidades do espagamento
do reticulo (r;; = 1,2,...). Ao longo de um anel, é possivel definir duas distincias entre
os sitios ¢ e . O modelo considera a menor delas (condigdes de contorno periddicas).
Este modelo tem sido estudado na literatura, tanto o caso particular de interagées de
alcance infinito (o = 0, Inicialmente em [169]), quanto o caso geral (Ve [170]). Muitas
vezes 0 caso de alcance infinito é denominado X-Y Hamiltonian Mean Field Model, HMF.
Genericamente, pode ser denominado modelo XY inercial de interagdes de longo alcance.
Por ser simples e paradigmaético, diversos tém sido os trabalhos baseados nele ([171, 172,
173, 174, 175, 176}). Recentemente foi feita uma extensdo para trés dimensoes (modelo
de Heisenberg classico) [177].

E possivel quebrar a simetria por rotacio adicionando ao Hamiltoniano (7.17), termos

anisotropicos (e € esta exatamente nossa contribuicao, vide Ref. [178]). Por exemplo,

N N
) = %ZZLW 0<e<1) (7.20)
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¢ um termo de acoplamento entre os sitios 7 e j que favorece os angulos 0 e 7 em relagio

aos demais. Outra possibilidade é a utilizacdo do potencial
N
V=LY sen’l; (7.21)
i=1

Este ¢ um termo local {dai o indice L) que também favorece os dngulos 0 e 7. Quando
L — oo, o modelo se transforma numa versio cldssica do modelo de Ising de alcance
varidvel, com espectro discreto de posi¢oes admissiveis. {(¢; = 0 ou 6; = 7). A versdo
clissica do modelo de Ising (interagdes entre primeiros vizinhos) seria obtida com L — oo
e o — oo. Usamos o qualificativo versdo cldssica pois o presente modelo apresenta o

termo cinético, que nao aparece na versio quintica. O Hamiltoniano completo fica

H =K+ VO +v® + 1, (7.22)
de onde decorre a seguinte equacio de movimento (f; = —dH'/d8;)
N seﬁ(&’- — 0;) — esen(0; + 0;)
6, = — Z e I — 2Lsenb; cosb;. (7.23)
J#i

Quando as interagoes sdo de curto alcance, é possivel definir uma distancia de corte r, tal
que sitios que estejam separados por ry; > 1. tenham interacoes suficientemente pequenas
para que possam ser desprezadas. [sto introduz uma grande simplificagio operacional no
modelo: com o corte, nao é ’necessério avaliar os N? termos dos somatérios duplos, mas
apenas um numero significativamente menor e o problema se torna mais vidvel de ser
tratado computacionalmente. Particularmente, para a — oc, as interagoes se reduzem

a0s primeiros vizinhos (r. = 1). Os termos Vz(f) e Ve(a) do potencial ficam

N
VST + VI = (14 N = [eos(f; — 311) — € cos(b; + 611)], (7.24)
i=1
e a equacao de movimento,
fi = - sen(f — 0;11) — sen(f; — 0;_1) — esen(6; + ;11) — esen(d; + 0;_1)

— 2L send; cos ;. (7.25)



7.2. Rotores clissicos anisotrépicos acoplades 153

Interacoes de longo alcance nunca sao despreziveis, mesmo para r — co, e assim nao é
possivel definir uma distancia de corte. O numero de operagdes computacionals cresce
com N? e isso limita bastante a possibilidade de se avaliar tais sistemas com muitas
particulas. Entretanto, quando o alcance das interagdes é levado ao extemo, i.e., alcance
infinito (@ = 0), as interagdes se tornam independendentes da distancia. O problema se

torna de ordem /N. Vejamos como: usando a relagio trigonométrica
cos(8; £ 0;) = cos §; cos f; F senf; send;, (7.26)

observando que os somatorios duplos podem ser escritos como
N N

SIS

=1 j#i i=1 j=1

()(1 = d) (7.27)

Ing

sendo d;; o delta de Kronecker, e ainda tendo em conta que N =Nparaa=0 (Bq- (7.9)),

o Hamiltoniano de alcance infinito fica

H=K+VO +VO 4V, (7.28)
com
1+ l+¢ 1€ lte 1-¢
Vz(g) + VO = (N—1) - - TNMS + -TMM + —Q—Myy (7.29)
e
- izcosg M= =S sent; (7.30)
=N i ¥ N o ’
L
My, = ¥ §c032 6;, M, = Z sen?d (7.31)

M, e M, sao as componentes z ¢ y do vetor magnetizagio. A equa¢ao de movimento fica
. 6
6; = (1 — €)M, cos8; — (1 + €)M, send; + 2 (ﬁ - L) cos #; send;. (7.32)

Nosso trabalho se limitou ao caso de interagdes de alcance infinito (o = 0), embora te-
nhamos feito rdpidas andlises no bem conhecido caso de interagdes apenas entre primeiros

vizinhos (@ — co), para evidenciar mais claramente a conjectura através de comparagoes.
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7.2.2 Procedimento computacional

Nosso objetivo é avaliar algumas propriedades dos sistemas definidos na Sub-secio an-
terior, utilizando a técnica da dinimica molecular. Trabalhamos com o ensemble micro-
candnico, no qual fixamos? o nimero de particulas N, a energia total por particula E/N,
as condi¢ies iniciais de angulos e velocidades angulares e, naturalmente, 08 parimetros
o, L, €. O sistema, entfo, ¢ deixado evoluir de acordo com sua dinimica. Ao longo de
sua evolugado temporal, registramos, em instantes de tempo uniformemente espacados em
escala logaritmica (embora o programa que desenvolvemos também permita amostragem

em intervalos linearmente espagados) as varidveis

(i) 2K/dN, que, na estrutura da mecinica estatistica de Boltzmann-Gibbs, corresponde

& temperatura,;

(ii) O valor absoluto da magnetlzagao M| = /M2+ Myi, juntamente com os compo-
nentes M e M,;

(iii) A energia total por particula E/N.

Sao realizadas diferentes amostragens, variando condicdes iniciais e mantendo os demais
parametros constantes. Entao sio feitas médias das varidveis amostradas sobre diferentes
realizagdes. Usamos os simbolos 2{K)/dN, (M) /N para representar estas médias.

A rotina de computador implementada permite as seguintes especificacdes para as

condigdes iniciais de angulos:

(i) Todos os angulos iguais a 0 ou todos iguais a 7. Este estado corresponde ao de
minima energia potencial. No instante inicial, toda energia do sistema estd sob a

forma de energia cinética;
(if) Angulos aleatérios entre 0 e 7.

(iii) Angulos 0 e m, alternadamente, correspondendo a um sistema, anti-ferro-magnético;

20 modelo reticular automaticamente mantém constante a densidade de particulas, uma vez que a
distancia entre os sitios é fixa.
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(iv) Angulos especificados pelo usudrio, lidos em arquivo.

E necessario cuidado quando utilizamos qualquer condigdo inicial para os angulos diferen-
tes do item (i): se a energia total especificada for pequena, uma vez gerados os angulos,
pode ocorrer que a energia potencial (que depende apenas de {#;}) seja maior que aquela
energia total que se deseja especificar. Neste caso, obviamente, a configuragio tentada
para {#;} nio é aceitavel. O programa diminui os Angulos até que a energia potencial se
torne menor que a total.

As condigoes iniciais de velocidades angulares implementadas sio

(i} Distribuicao uniforme de suporte compacto entre (—pe, p.) (pe > 0), algumas vezes

denominada water bag distribution;

(ii) Distribui¢io uniforme de suporte compacto entre. (—pe,, —Pe,) € (Pey, Per) (Per >

Pe; > 0), também denominada double water bag distribution;
(ifi) Velocidades especificadas pelo usuéario, lidas em arquivo.

A Figura 7.3 ilustra as distribuicdes water bag e double water bag. Os valores p. ou p,,
Dey» 520 calculados de modo a ajustar a energia total por particula £/N especificada.
Tomamos o cuidado de anular o momento angular total. A grande maioria dos casos que
analisamos se encaixam nas categorias: todos os dngulos iguais a 0; distribuigao water
bag de velocidades. As demais possibilidades de condigGes iniciais foram testatas em um
pequeno niimero de eventos, quando constatamos ndo serem essenciais para o objetivo do

nosso trabalho.

O programa também permite avaliar distribuicdes de velocidades. Para termos um
bom histograma, sio necessarios muitos dados (gerados por muitas realizagdes de um
mesmo estado macroscdpico). Infelizmente os recursos computacionais e as limitagoes de
tempo nao permitem avaliar adequadamente qual a distribui¢io de velocidades em cada
instante de tempo, especialmente para o segundo patamar. Para superar este problema,

utilizamos um procedimento que esperamos ndo altere significativamenteos resultados: sao
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(@) (b)
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|
P, 0 P, p -pcz —pcl 0 pcl pc2 p

Figura 7.3: Distribuigdes iniciais de velocidades; (a) water bag; (b) double water bay.

computadas as velocidades de todas as particulas em vérios instantes de tempo (obser-
vando que estes instantes de tempo pertencam ao mesmo patamar, seja o nao-extensivo ou
o extensivo). Os instantes de tempo nos quais tomamos as velocidades sio relativamente
afastados entre si, de modo a minimizar possiveis efeitos de correlacao temporal. Diferen-
tes realizacoes, com velocidades amostradas nos mesmos instantes de tempo, colaboram
para melhorar os histogramas. A Figura 7.4 ilustra o procedimento. Para avaliar dis-
tribuigdes de velocidades no primeiro patamar, muitas vezes nao utilizamos este recurso,
e sim fizemos varias realizagdes, registrando as vélocidades em um tnico dado instante de

tempo.

A integracao das equagdes de movimento foi implementada usando o algoritmo simplé-
tico de quarta ordem de Yoshida {179], que dd uma boa precisio na conservacio da energia
total para sistemas Hamiltonianos. Utilizamos passo de integracio At = 0.1, que gera
erros relativos na conservagio de energia (para este sistema) em torno de |AE/E| ~ 1078,
A Figura 7.5 ilustra como o passo de integraciio altera o erro relativo na conservacao de
energia, sugerindo uma lei de poténcia. Os efeitos dos pardmetros E/N, N, L e € sobre
0s erros na conservagao da energia sao ilustrados na Figura 7.6 (¢ = 0 e At = 0.1 em
todos os casos ilustrados).

Antes de fechar esta Sub-segdo, mencionamos sobre outras abordagens mais sofisti-
cadas que tém sido recentemente utilizadas na literatura (47], levando a resultados promis-

sores: condices iniciais ligeiramente diferentes da water bag ou double water bag, repre-
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p(t,N,E)

157

Figura 7.4: Procedimento para avaliagao da distribuicio de velocidades. As setas indicam
tempos em que as velocidades de todas as particulas sdo computadas para o histograma.
Os tempos de amostragem ndo incluem o periodo transiente nem a transigio entre regimes.

sentagao de um ensemble canénico através da simulagdo de um sistema + reservatério de

calor, e a adog¢io de um termdmetro com interacdes internas de curto alcance, em contato

com o sistema de rotores, este com interacdes internas de longo alcance (interagdes entre

o sistema e o termdmetro de curto alcance), permitindo inclusive a verificacao da lei zero

da termodinamica.

Figura 7.5: Efeito do passo de integragio na conservagdo da energia.
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Figura 7.6: Erros relativos médios na conservacao da energia. Passo de integracdo At =
0.1. (a) Efeito da energia por particula E/N; (b) Bfeito do nimero de particulas N;
(c) Efeito do parametro de anisotropia local L; (d) Efeito do parametro de anisotropia
nao-local €. As linhas sao apenas guias para os olhos.

7.2.3 Resultados

Iniciemos tratando um sistengé, de curto alcance (o — o0), descrito pelas Equacdes (7.24)
e (7.25), caso completamente incluido no cendrio de Boltzmann-Gibbs. A Figura 7.7
ilustra o comportameﬂto padrao, para L = 0 e ¢ = 0, com N = 1000. Verificamos que,
ap0s um transiente, a temperatura se estabiliza em um patamar estdvel, o sistema nao
apresenta mudanca de fases e a distribuicao de velocidades é a de Maxwell-Boltzmann.
Analisamos, entdo, um modelo anisotrépico com interagdes entre primeiros vizinhos
(¢ = 00, L =1, € = 0). A Figura 7.8 mostra a evolugao temporal da temperatura.
Existe um prentncio de formacio de um patamar meta-estdvel, anterior ao patamar
de Boltzmann-Gibbs. Ocorre que este proto-patamar (poderiamos denomina-lo assim)
nao cresce com o aumento do sistema. Em outras palavras, o tempo de transicao en-

tre o primeiro e segundo patamar, 7 (ilustrado na Fig. 7.2), ndo é funcio de N, con-
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Figura 7.7: Rotores isotrépicos com interacbes entre primeiros vizinhos. a -+ 00,
N = 1000, L = 0, ¢ = 0. Velocidades iniciais com distribuicio water bag. (a)
Evolugao temporal da temperatura; (b) Curva calérica, avaliada por média temporal
de curvas do tipo da Fig. (a), ao longo do patamar; (c¢) Distribui¢do de probabilidades
de velocidades, em escala z-linear, y-logaritmica, abscissa com p? (Gaussianas apare-
cem como retas). A temperatura, dada por 8 = |Inclinacdo} = 1/(2T"), é compativel
com valores da Fig. (b). As curvas representam médias sobre diferentes realizagoes:
10(E/N = 0.05, 0.10), 8(F/N = 0.20), 7(0.30}, 4(0.40), 9(0.50), 7(0.60), 5(0.90), 7(1.20),
7(1.50).

seqlientemente, existe apenas um regime estdvel, como deve ser, dentro do formalismo de
Boltzmann-Gibbs. A curva caldrica para sistemas com interagbes apenas entre primeiros

vizinhos é apresentada na Figura 7.9, mostrando os casos isotrépico (L = 0, € = 0,

esta também mostrada na Fig. 7.7b), anisotrépico com termo local (L = 1, ¢ = 0) e
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Figura 7.8: Evolugdo temporal da temperatura para rotores anisotropicos com interacoes
apenas entre primeiros vizinhos. o — oo, E/N = 050, L = 1, ¢ = 0. Numero de
particulas N = 1000, 5000, 10000. As curvas sio superpostas, e sio indistinguiveis neste
grafico monocromatico. Foram feitas 10 realizacdes em cada caso.

anisotrépico com termo de interagdes (L = 0, € = 1).

Ja havia sido detectado o regime nio-extensivo (ds vezes denominado regime meta-
estavel, ou ainda estado quase-estaciondrio) no modelo isotrépico de alcance infinito
(¢ = L =€ = 0) [174], na _eilergia por particula E/N = 0.69. Nés reproduzimos este
sistema nesta condigio especifica, e também constatamos dois regimes, caracterizados
por patamares distintos na evolugio temporal da energia cinética média por particula (no
caso de longo alcance, evitamos denominar esta média por temperatura). A Figura 7.10
apresenta nossos resultados com N = 1000 e N = 10000. A energia cinética média
por particula do regime nio-extensivo coincide com os valores encontrados anteriormente
[174]: ~ 0.426, para N = 1000 e ~ 0.4 para N = 10000; no regime extensivo, a energia
cinética média ~ 0.47. Mais uma concordancia dos resultados que encontramos com os
previamente reportados ¢ a ordem dos tempos de transigdo, 7(N = 1000) ~ 20000 e
T(N = 10000) ~ 60 000. Verificamos que este estado meta-estavel é robusto face a peque-

nas perturbagoes: o procedimento que adotamos de tomar médias sobre varias realizacoes
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Figura 7.9: Curva calérica de sistemas com interagdes entre primeiros vizinhos (o — oo,
N = 1000). Caso isotrépico (L = 0, € = 0), com termo de anisotropia local (L = 1,
€ = 0) e com termo de anisotropia de interacio (L = 0, € = 1, linha pontilhada). Cerca
de 10 realizagoes para cada ponto da curva.

corresponde introdugao de perturbagées, e o sistema permanece com sua energia cinética
média por particula no mesmo patamar.

A Figura 7.11 mostra a distribui¢io de probabilidades de velocidades para este sistema
(N = 10000). As Figuras (a) e (b) se referem ao caso nao-extensivo, e as Figuras (c) e
(d), o caso extensivo. '

No modelo anisotrépico, também identificamos a existéncia de um estado meta-estavel.
A Figura 7.12 apresenta os resultados para L = 1, ¢ = 0 ¢ E/N = 0.65 (este, como os
demais casos estudados, sdo para interagdes de alcance infinito, o = 0).

Percebemos que a medida que N cresce, o patamar inicial (que neste caso é superior
a0 de Boltzmann-Gibbs) se torna mais bem definido e duradouro. A Figura 7.12 tem
0 tempo em escala logaritmica, portanto notemos que a transicdo é um processo lento.
Podemos definir um tempo caracteristico desta transicao, 7,,, estimado como o tempo
para o qual 2(K)/N assume o valor médio entre o primeiro e o segundo patamares.

QOutra possivel caracterizacao é o tempo de chegada ao segundo patamar, 75, que é mais
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Figura 7.10: Evolucao temporal da energia cinética média por particula para modelo
isotropico de alcance infinito. As curvas representam média sobre varios eventos. O
nimero de eventos para pequernios tempos é maior que o niimero para grandes tempos,
por esta razdo as flutuagoes sdo maiores para tempos maiores: para N = 1000, foram
foram feitas 57 realizagdes até o tempo 10%, e 2 realizacbes até 10%. Para N = 10000,
temos 27 realizacoes até t = 10%, e 4 até t = 105,

bem definido do que o tempo de saida do primeiro patamar. A Figura 7.13 mostra que 7
(seja T, Ou Tg) cresce com o tamanho do sistema de acordo com uma lei de poténcia. A
conclusao que segue por inducdo é que se o limite limy o for tomado antes de limn, .,
este prilﬁeiro patamar passa a ter duragao infinita — o sistema permanece indefinidamente
neste estado, l.e., adquire invaridncia temporal, o que permite caracteriza-lo como estado
de equilibrio. Se os limites sdo tomados na ordem inversa, limy ;o0 limHoo, o estado de
Boltzmann-Gibbs ¢ alcancado.

A Figura 7.14 ilustra a magnetizagao média (M)/N para este sistema, na mesma
condicho E/N = 0.65.

Existe uma faixa de energias para as quais existe um estado meta-estavel. A Figura 7.15
compara a evolug¢ao temporal da energia cinética média por particula para energias infe-

rior e superior a usada na Fig. 7.12. Em energias mais baixas, o sistema exibe apenas um
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Figura 7.11: Distribuicao de probabilidades de velocidades para o modelo isotrépico.
N = 10000, B/N = 069, @ = 0, L = 0, e = 0. (a) e (b): Regime ndo-extensivo,
amostragem em ¢ = 1 200, 300 realizagoes; (c) e (d): Regime extensivo, amostragem entre
t=19x10%et=22x 105 a cada 1000 unidades de tempo, em uma tnica realizagao,
equivalente a 340 realizacdes. Figuras (a) e (c), escala linear, abscissa com p; Figuras (b)
e (d), escala z-linear, y-logarftmica, abscissa com p?.

estado (o de Boltzmann). O estado meta-estdvel tende a desaparecer em energias mais
altas. |

Tomamos médias temporais da energia cinética média por particula nos regimes meta-
estdvel e estavel, e com isso construfmos a curva calérica, mostrada na Figura 7.16(a). A
variavel (K') representa média de realizagoes e média temporal. Similarmente procedemos
para construir a curva de magnetizacio, Fig. 7.16(b). Este sistema apresenta regiao de
energias com calor especifico negativo. O caso E/N = 0.65, apresentado na Fig. 7.12, se
situa nesta regido anémala.

Avaliamos a distribuicio de velocidades angulares para um sistema com N = 10000,
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Figura 7.12: Evolugao temporal da energia cinética média por particulapara L = 1,€ = 0,
a=0e E/N = 0.65. As curvas sio médias sobre varias realizagdes de configuracoes
iniciais. Angulos iniciais iguais a zero. Distribuicdo inicial de velocidades angulares do
tipo water bag. Tempos iniciais de cada curva tém mais realiza¢bes que tempos avangados.
Niumero total de realizacGes: 148 (N = 5000), 568 (N = 10000), 152 (N = 20000), 31
(N = 40000}, 43 (N = 80000). Regime transiente niao é mostrado.

E/N =065, L =1, ¢ = 0, tanto no regime meta-estdvel quanto no regime Boltzmanni-
ano. A Figura 7.17 apresent_a.' os resultados, em 4 escalas distintas, para melhor visuali-
zagdo. Fica claro que o segundo patamar é um regime Boltzmanniano, com distribuigao
de velocidades Gaussiana. Fica claro também que o primeiro patamar nao apresenta uma
distribuigdo Gaussiana. A Figura (d) sugere um trecho em lei de poténcia. Fazendo a
equivaléncia Inclinagio = 1/(g — 1), encontramos ¢ = 6.9. E um valor elevado, mas da
mesma ordem do valor encontrado na Ref. [174], com o modelo isotrdpico (L = e = 0).
A Figura 7.18 apresenta distribui¢des de velocidade no regime meta-estdvel para este
sistema, variando o numero de particulas. Os resultados nao sao conclusivos (seriam
necessarios resultados com sistemas com mais particulas e melhores estatisticas), mas a

Figura sugere que o trecho em lei de poténcia cresce com N.

Quando utilizamos L = 5, o primeiro patamar fica mais bem definido (i.e., mais
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Figura 7.13: Tempos de transicao entre regimes nmeta-estavel e estavel.
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Figura 7.14: Evolugido temporal da magnetizagdo média (M)/N. L =1,¢ =0, a =0,
E/N =0.65. Os niimeros de realizacoes sio os mesmos da Fig. 7.12. Regime transiente

nao é mostrado.

““horizontal” mesmo para valores menores de V) e também mais duradouro. Observemos

a Figura 7.19, que apresenta resultados com 1000 e 2000 particulas, em apenas uma

realizagdo, e a comparemos com a Figura 7.12.
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Figura 7.15: Evolugao temporal da energia cinética média por particula para L = 1, em
diferentes energias. N = 10000, L = 1, ¢ = 0, & = 0. Nudmero de realizacoes: 300
(E/N =0.50), 568 (E/N = 0.65), 225 (E/N = 1.0).
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Figura 7.16: (a) Curva caldrica para modelo anisotrépico com L = 1, € = 0, @ = 0; (b)
Curva de magnetizacdo. O regime meta-estavel foi obtido com N = 10000, enquanto o
regime estavel (BG) foi obtido com /N == 1000. Este sistema apresenta regiao com calor
especifico negativo.

A energia cinética média por particula do regime meta-estavel pode ser superior ou
inferior & do regime Boltzmanniano. A Figura 7.20 ilustra essas duas possibilidades para
um sistema com L = 0.2. Na energia por particula E/N = 0.60, Tes: < T, enquanto

para E/N = 0.83, T, > Ts. A Figura 7.21 apresenta os tempos de transicio 7, e Tg
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Figura 7.17:- Distribui¢cao de probabilidades de velocidades do modelo anisotrépico, com
N =10000, E/N =0.65, =0, L =1, ¢ = 0. Para o regime meta-estavel, foram feitas
226 realizacoes no tempo t = 1000. Para o regime Boltzmanniano, amostragens entre
t=2328x10%¢ ¢t =4.216 x 10%, a cada 1 000 unidades de tempo, em uma tinica realizacao,
equivalente a 940 realizacdes. (a) Abscissa com p, escala z-linear, y-linear; (b) Abscissa
com p, escala z-linear, y-logaritmica (Gaussianas aparecem como parabolas); (¢) Abscissa
com p?, escala z-linear, y-logaritmica (Gaussianas aparecem como retas decrescentes). A
inclinagdo (em valor absoluto) corresponde a uma temperatura 7" =z 0.48, compativel com
o segundo patamar da Fig. 7.12; (d) Abscissa com p?, escala z-logaritmica, y-logaritmica
(leis de poténcia aparecem como retas). Nesta ultima figura (d), é representado apenas
0 regime meta-estivel. A curva sugere um trecho em lel de poténcia. A inclinagao
(negativa) acentuada para valores mais elevados de p* presumivelmente é conseqiiéncia
de baixa estatistica.

para este exemplo, sendo também crescentes de acordo com uma lei de poténcia.
Finalmente lustramos que, para alcancar o regime meta-estivel, é necessirio, mas
nao suficiente tomar os limites na ordem limy;_, o, limy 0. A Figura 7.22 apresenta duas

realizagbes de um sistema com N = 5000, o =0, E/N = 0.5, ¢ = 0.5 ¢ L = 0. Ambas

as realizacdes foram feitas com a distribuicao inicial de velocidades water bag, e todos os
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Figura 7.18: Distribuicao de probabilidades de velocidades do modelo anisotrépico, com
diferentes nimeros de particulas e E/N = 0.65, ¢ = 0, L = 1, ¢ = 0, no regime meta-
estdvel. Exceto para N = 10000, as curvas estdo deslocadas ao longo das ordenadas,
para melhor visualizagdo. NV = 10000 com 226 realiza¢des avaliadas no tempo t = 1000;
N = 20000 com 38 realizagbes no tempo ¢ = 3000; N = 40000 com 7 realizagbes no
tempo ¢ = 3 000; IV = 80000 com 40 realizagGes no tempo ¢ = 5000.

dngulos nulos. Uma delas exibe o patamar meta-estivel, com transi¢io para o patamar
estdvel, enquanto outra ja parte imediatamente para o patamar estavel. Por esta razao,
€ necessdrio fazermos médias sobre virias realizacoes.

Diferentes modelos de rotores (isotrépico, anisotrépico com termo local, anisotrépico
com termo de interagdes) originam o fendmeno do regime meta-estdvel. Esses modelos
tém em comum a interagao de longo alcance (particularmente nos casos estudados, al-
cance infinito). Decorre, entio, a conclusdo que a fonte, ou melhor dizendo, pelo menos
uma das fontes, da existéncia do regime meta-estivel que viola a mecanica estatistica de

Boltzmann-Gibbs, é o alcance das interacdes.
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Figura 7.19: Evolugdo temporal da energia cinética média por particula para L = 5.
a=0¢=0 E/N =16. Apenas uma realizacio para ambos N = 1000 e N = 2000.
Compare com a Fig. 7.12 para observar o aumento da duragao do patamar meta-estavel

com o aumento do termo anisotrdpico L.
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Figura 7.20: Evolugdo temporal da energia cinética média por particula para modelo
anisotrépico com L = 0.2, em duas energias por particula diferentes, e diferentes valores
de N. A energia cinética média por particula do regime meta-estavel pode ser maior ou
menor que a aquela do regime Boltzmanniano. Nimero de realizagbes para E/N = 0.83:
26 (N =1000), 2 (N = 10000), 1 (N = 100000); para E/N = 0.60: 41 (N = 1000), 3

(N = 10000), 1 (N = 100 000).
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Figura 7.21: Tempos de transi¢do entre regimes meta-estavel e estdvel, para L = (.2, com
£ =10.60e £ =0.83. 75: tempo de chegada no regime Boltzmanniano; 7,,,: tempo que
2(K)/N assume valor intermediario entre os patamares. As inclinacdes variam entre 0.9
e 1.0.
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Figura 7.22: Duas realizacbes similares, uma delas apresentando o patamar meta-
estavel, e a outra ndo, evidenciando que nio é suficientes tomarmos os limites na or-
dem lim; o limy_o para que se desenvolva o regime meta-estivel. A diferenca entre
as realizacdes estd apenas na configuraciio inicial de velocidades (ambas aleatérias com
distribuicao water bag).
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7.3 Gases do tipo Lennard-Jones

7.3.1 Modelo

Nés investigamos [180] um gis bidimensional confinado em uma caixa de comprimento
linear L, definido pelo Hamiltoniano (escrito na forma formalmente extensiva, ie., de

acordo com a Eq. (7.14))
, Vv
H =K+ ﬁ + %aredes- (733)

K ¢é a energia cinética, com sua definicdo usual,

1 N
_ 2
K= o 20

m € a massa de uma particula (consideramos todas idénticas) e p; o momento da particula
i. O potencial de intera¢io é dado pela soma de potenciais de interagio entre pares de

particulas,

N

V=3 u(ry), (7:34)

i<f

sendo r;; a distincia entre os centros das particulas i e 7, e Vya,edes © potencial das paredes

(fronteiras) do sistema. Adotamos paredes moles, cujo potencial repulsivo de curto alcance

é dado por
Viparedes = 24: XN:( ! ). (7.35)
wel =)
A parede ¢ identificada pelo indice w = 1,...,4 e r;,, é a distancia da particula 7 até

a parede w (caixa quadrada). Este termo é necessdrio para assegurar que as particulas
fiquern confinadas dentro da caixa. Além disso, é necessario que ele faga parte do Hamil-
toniano do sistema, para que a energia total seja conservada (trabalhamos no ensemble
micro-candnico). Paredes do tipo espelho néo conservam a energia total, exceto no caso

de gés ideal.
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O potencial de interagdo entre duas particulas, v(r;;), ¢ dado por uma combinacao

entre um termo repulsivo e um termo atrativo,

v(ry) = Cq [(%)n - (%) a] (0<a<mn, (7.36)

sendo

n ayl/(n—a)
C, = /(Z_) o (7.37)

Este potencial foi proposto por Mie, em 1903 [181, 182] e mais tarde amplamente estudado
um importante caso particular, com n = 12 ¢ a = 6, por Lennard-Jones [183]. London
[184], usando teoria de forgas de dispersio, mostrou que moléculas esféricas apolares
apresentam poténcia para o termo de atracdo « = 6, mas nio existe um valor tedrico
para a poténcia do termo de repulsio. Usualmente se usa 7 = 12, valor que adotamos no
presente trabalho (caso adotdssemos outro valor para 7, consistentemente, embora nao
necessariamente, alterariamos a poténcia do potencial de repulsdo das paredes, Eq. (7.35)).

o é o didmetro de uma particula. Como estamos considerando particulas idénticas,
o representaria também a distdncia de mdxima aproximacdo entre duas particulas, caso
o potencial repulsivo fosse infinito. Estamos considerando particulas moles, portanto é
~ possivel uma (pequena) deformacgio delas durante o choque. € é o pardmetro que carac-
teriza a unidade que a energia é medida. A constante C, garante que o poco de potencial
tenha profundidade (—¢) para qualquer a. A posigio do pogo se localiza em

P = (ﬁ) e (7.38)

(84

Adotamos unidades nas quais ¢ = ¢ = m = 1. A Figura 7.23 ilustra o comportamento
da Equac¢do (7.36) (com n = 12), para vérios valotes de «, e a Figura 7.24 apresenta a
dependéncia de r,,;, com a (Eq. (7.38)).

Este modelo ¢ uma variante do utilizado na Ref. [185]. E importante notar que a
varidvel que controla ‘0 alcance das interagdes, r;;, é a mesma varidvel dindmica do pro-

blema. J4 no problema dos rotores classicos, tratado na Secio 7.2, o alcance das interacdes
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Figura 7.24: Posicao do pogo do potencial de Mie, 7ny (em unidades de o) em funcao de
0 < a < 12. Detalhe: escala log-log.



174 : Capitulo 7. Sistemas conservativos de alta dimensionalidade

é controlado pelas posi¢des fizas das particulas no reticulo, enquanto as varidveis dinimicas
sao os angulos.
Como tratamos um gds bidimensional (d = 2), as interagbes descritas pelo potencial

(7.36) sdo de curto alcance para & > 2, e de longo alcance para o < 2 (vide Secdo 7.1).

Procedimento Computacional

O procedimento adotado para este sistema gasoso é muito similar ao adotado para o
sistema de rotores, Sub-secdo 7.2.2, por esta razdo ndo vamos utilizar uma Sub-se¢zo adi-
cional aqui. As caracteristicas espeificas, aplicivels apenas para o modelo de rotores sao
facilmente identificadas (cdlculo de magnetizagio, angulos etc.). Para este sistema gasoso,
as posicoes iniciais utilizadas sdo particulas num reticulo triangular, que corresponde ao
minimo de energia potencial {0 programa implementado também permite posigoes dis-
tribuldas aleatoriamente). As condicdes de contorno, ja comentamos, particulas confi-
nadas em uma caixa. Os passos de integracio utilizados neste sistema gasoso variam na
faixa df = 0.005-0.02, de acordo com o caso (energias mais elevadas requerem passos de

integragdo menores).

7.3.2 Resultados

Construimos a curva caldrica =para dois casos deste gds bidimensional (d = 2): um com
interagdes de longo alcance (o = 1) e, para comparagao, outro com interagdes de curto
alcance (o = 6). Para tanto, acompanhamos a evolugio temporal da varidvel (K)/N,
que € equivalente & temperatura, dentro do formalismo usual de Boltzmann-Gibbs. Ini-
cialmente, como descrevemos no item Procedimento Computacional da Sub-secio
anterior, toda a energia estd na forma de energia cinética, ou seja, as particulas estdo
dispostas em um reticulo triangular.

A Figura 7.25 ilustra a evolugio temporal da energia cinética média por particula, para
um sistema com interagdes de curto alcance (@ = 6,d = 2). Note-se que no instante inicial,
0 sistema estd em seu minimo de energia potencial, ou seja, (K}/N = E/N. Percebe-se

um transiente, e finalmente o estado estacionério de equilibrio (neste caso, de Boltzmann-
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Gibbs). A Figura 7.26 ilustra evolugio semelhante para sistema com interacdes de longo

alcance (o =1,d = 2).

Curto alcance
o/d = 3.0: N = 100: LN = 100
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Figura 7.25: Evolucdo temporal da energia cinética média para um gas com interagoes
de curto alcance, para diferentes valores de energia total por particula, £/N. Note-se a
escala temporal logaritmica. Em todos os casos, a/d = 3, N = 100 e L?/N = 100.

A partir destas Figuras 7.25 e 7.26, avaliamos as curvas caléricas, apresentadas na
Figura 7.27, através de médias temporais, tomadas dentro da regifio estaciondria. A
Fig. 7.27(b) mostra claramente uma regiao de calor especifico negativo. Esse fenémeno
¢ usual em sistemas com este tipo de interagdes de longo alcance. Isto ndo é observado
para o gés com interacdes de curto alcance, Fig. 7.27(a).

As Figuras 7.28 e 7.29 ilustram o espago de fases mono-particular, i.e., a proje¢io

do espaco de fases do sistema no sub-espaco de apenas uma particula, para dois casos:
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Longo alcance
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Figura 7.26: Evolucdo temporal da energia cinética média para um gis com interagtes
de longo alcance, para diferentes valores de energia total por particula, F/N. Note-se a
escala temporal logaritmica. Em todos os casos, a/d =1, N =100 e L?/N = 100.

] — 0.5 r—r—mrm—r——

1.0
7 0.8
206
~04

0.2

0.0

Olllllllll2l11.3 'OI‘.IO.SI’
E/N E/N

Figura 7.27: Curva caldrica para gases com interagdes de (a) curto e (b) longo ancance.
Linhas sao apenas guias para os olhos.
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energia abaixo do ponto de cispide (Fig. 7.28), e energia acima deste ponto (Fig. 7.29).
Estamos denominando por ponto de cispide a energia de transi¢io entre fases, identifi-
cada nas Figuras 7.27 pelos pontos de descontinuidade. No caso de interacdes de longo
alcance, a curva apresenta uma forma de cispide. Alternativamente podemos denominar
ponto critico. Analisamos apenas os sub-espagos de posicdes (g, vs. ¢,) e de posigdes-
momentos, (g, vs. p;). Observamos que, para energias sub-criticas, algumas particulas
de sistemas com interacdes de curto alcance formam vérios pequenos aglomerados (vi-
sualmente identificiveis na Figura ¢. vs. g,, e, na Figura ¢, vs. p,, eles sdo identificados
por filamentos verticais), enquanto outras ficam dispersas no. espago disponivel. Em sis-
temas com interacées de longo alcance, ocorre um dnico aglomerado central, que coniém
muitas particulas, e as demais particulas se encontram dispersas. Quando comparamos
as figuras posi¢des-momento para os casos de curto e de longo alcance, percebemos que
0s momentos sio levemente menores (em modulo) quando estdo presentes interagdes de
longo alcance, o que é esperado — tais interagdes, atrativas, funcionam como uma espécie
de freio para as particulas. Em energias super-criticas, Figura 7.29, os casos de curto e
de longo alcance sao assemelhados. Os menores momentos (em maodulo) para interagdes

de longo alcance continuam presentes.

Analisamos o efeito do tamanho do sistema sobre a curva caldrica, aumentando o
nimero de particulas vV, mantendo constante a area especifica, L?/N, para um sistema
com interagdes de longo alcance. A Figura 7.30 apresenta os resultados. Observamos que
a existéncia de uma regido com calor especifico negativo permanece com 0 aumento de V.
Ocorre um desolcamento da energia da cispide para a direita (regiSes de maiores energias,
vide Detalhe da Fig. 7.30(a)), de acordo com uma lei de poténcia. A energia total escala
com E/N'*%, com z = 0.0876. Este valor pequeno de z nio é facilmente distinguivel
(numericamente falando) de uma possivel corregio logaritmica oculta na escala de lei de
poténcia introduzida por N. Este efeito nio foi detectado no modelo de rotores classicos
(Segdo 7.2, e também em [174]) e pode ser devido &s condigdes de contorno (no modelo
de rotores, as condi¢bes usadas sdo periddicas, enquanto no presente modelo de gés, as

particulas estdo confinadas numa caixa de tamanho finito). A energia cinética média por
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Espaco de fases mono-particular
E<E

Curto alcance
a/d=3.0,E/N=15,1=1800 o/d=0.5E/N=0.7,t=41000

crit’

N = 800, L*/N = 1000
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Figura 7.28: Espacgo de fases mono-particular na regifo sub-critica. Sao apresentados os
sub-espagos de posigdes (g, vs. g,) e de posigbes-momentos (g, vs. pg), para ambos os
casos de interages de curto e de longo alcance. As Figuras representam um flash em um
tempo especifico. N = 800 e L2/N = 1000.

particula também apresenta um efeito de escala, embora com uma acuricia menor que

na energia total. O colapso dos dados na ordenada é possivel escalando os méximos das
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Espaco de fases mono-particular
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Figura 7.29: Espago de fases mono-particular na regido super-critica. Sdo apresentados
os sub-espagos de posicdes (¢; vs. g,) e de posigées-momentos (g; vs. pg), para ambos os
casos de interagdes de curto e de longo alcance. As Figuras representam um flash em um
tempo especifico. N =800 e L?/N = 100.

curvas (para energias inferiores & critica) de acordo com
Trnas(N) ~ Trnau(00) —a/NY (T =)K{/N), (7.39)

com y = 0.0379, novamente um valor bastante pequeno. A Figura 7.30(b) apresenta os
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dados colapsados.
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Z 0.3 3osf - N vy ool x=00876
= - , ~ 02} y=00379 u* -
ook 07 100 - g -
~ N 200
~0.1F i _
ol a00) , - Ty
o/d = 0.5, LN = 100 .
0 ! 1 1 ! ! 0 —_— 1 OI . g
80 02 04 06 08 10 12 0 0.2 0-41+X 6 0.
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Figura 7.30: Efeito do ntmero de particulas sobre a curva calérica, para um sistema
com interacOes de longo alcance. (N = 50, 100, 200, 400). (a)} Dados ndo colapsados.
Detalhe: Crescimento da energia por particula do ponto de cispide com o aumento do
sistema (Escala log-log). Inclinacdo: 0.0876. (b) Dados colapsados. A energia total por
particula E/N escala com N%%7 e a energia cinética média por particula, (K}/N, escala
COMm NU'U?'TQ.

Analisamos também o efeito da densidade (ou, equivalentemente, da drea especifica)
em um sistema com interacoes de longo alcance; a Figura 7.31 apresenta os resultados.
O aumento da densidade (diminui¢do de L*/N) diminui a regido de calor especifico ne-
gativo. Em densidades bastante elevadas (no caso, L?/N = 10} este efeito ja desaparece
completamente.

Finalmente analisamos a distribuicao de velocidades. E importante termos em mente
uma diferenca essencial entre o modelo dos rotores (Segao 7.2) e este gds: naquele, abor-
damos dois casos limite, interagbes apenas entre primeiros vizinhos e interagdes de alcance
infinito. Isto faz que os tempos de execugio sejam de ordem N. No presente modelo de
gas, ¢ necessario considerar as interacoes de cada particula com todas as demais (devido
ao alcance longo, mas nao infinito, das interagdes), e assim os tempos de execugao crescem
com N?. Isto implica em programas muito mais lentos, niimero menor de amostragens,
resultados mais imprecisos. Em conseqiiéncia disto, os resultados que obtivemos para
distribui¢ées de velocidades, sao incipientes e nio conclusivos.

A Figura 7.32 apresenta nossos resultados, para dois casos: curto (o = 6) e longo
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0.6

085702 04 06 08 10 1.2
E/N

Figura 7.31: Efeito da densidade (ou, inversamente, L? ]N ) sobre a curva caldrica, para
um sistema com interacdes de longo alcance (a = 1, d = 2). Em todos os casos, IV = 100.

(a = 1) alcances. Ilustramos trés tamanhos de sistemas, N = 800, 1600, 2200. Apenas
para N = 1600 utilizamos linhas pontilhadas, para uma melhor visualiza¢ao. Verificamos
que na Fig. 7.32(a), os trés sistemas estdo aproximadamente superpostos, e as linhas,
imaginamos, se aproximariam de retas, com um niimero adequado de amostragens (as
flutuacdes presentes sio mruito grandes), o que indicaria distribuigao Boltzmanniana (es-
cala x: linear, y: logaritr;lica). J4 na Fig. 7.32(b), percebemos que as curvas se deslocam
para cima & medida que N cresce. Isto indica que (i) o limite termodinamico ainda nao
foi alcancado, e (ii) pode ser um indicio que, neste limite, a curva nao seja uma reta, 1.e., 0
comportamento nio seja de Boltzmann-Gibbs. Mas, como dissemos, sio suposi¢oes, pois

a precisdo dos resultados ndo permitem resultados conclusivos.
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Figura 7.32: Distribui¢do de velocidades para gases tipo Lennard-Jones, na regido sub-
critica. Abscissa: v? = v +v? (escala linear); ordenada: distribuicdo de probabilidades de
velocidades (escala logaritmica). (a) Sistema com interagfes de curto alcance (a/d = 3),
E/N = L5; (b) Sistema com interacoes de longo alcance (a/d = 0.5), e E/N = 0.7
(regido sub-critica dentro da faixa de calor especifico negativo). Em ambos os casos,
L*/N =1000. Ndmero de particulas N = 800 (linha cheia), N = 1600 (linha pontilhada)
e N = 2200 (linha cheia). O objetivo de usar a linha pontilhada apenas para N = 1600
é tornar as curvas mais facilmente distinguiveis, especialmente na Fig. (b).



Capitulo 8

Outros exemplos de distribuicoes
generalizadas

Neste Capitulo vamos apresentar alguns exemplos de distribuigdes nﬁo-extensivasl. Ini-
clalmente, na Secdo 8.1, tratamos brevemente as leis de poténcia e outras distribuicdes,
j4 conhecidas hd muito tempo. Em seguida, na Secdo 8.2, introduzimos as distribuicGes
emergentes da mecinica estatistica nio-extensiva. Uma delas é a prépria distribuicio
nao-extensiva, que decorre dos métodos variacionais. Apresentamos outras generalizacdes
bi-paramétricas, também nao-extensivas. Estas secoes tém um carater didatico, on seja,
ndo apresentam contribuicdo nossa, exceto em pequenos detalhes da apresentacdo. Na-
turalmente, como de costume, qualquer falha é de nossa responsabilidade. Seu objetivo
é localizar o problema para as duas Secoes finais, 8.3 e 8.4, onde apresentamos alguns
exemplos de sistemas fisicos e sistemas sociais nos quais as equacdes apresentadas nas
duas primeiras Se¢des se ajustam aos dados experimentais dentro de erros aceitdveis.

A lista de exemplos que apresentamos nio é abrangente. Ajustes semelhantes tem
sido encontrados em uma variedade grande de sistemas, que nao abordaremos. Apenas
arrolamos alguns: dentre os trabalhos mais impressionantes e promissores sdo 0s que
tratam a turbuléncia. Destacam-se as abordagens de Christian Beck ([160, 161, 186]
e referéncias ld contidas) e dos Arimitsu [162, 163]. Também entre os pioneiros nesta
abordagem néo-extensiva para a turbuléncia se encontra o trabalho de Fernando Ramos,

Camilo Rodrigues Neto e Reinaldo Rosa, do Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais

!Estamos denominando por distribuicbes nio-extensivas as distribuigdes provenientes da mecénica
estatistica nao-extensiva.

183
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[187, 188], inclusive fazendo conexdes com mercados financeiros. Destacamos também
o trabalho de re-associagdo em hemo-proteinas, [189], cujo desenvolvimento tedrico em
grande parte serve de base para a Secdo 8.2. Ainda, movimento de organismos vivos [190],
lingiiistica quantitativa [191] (estendendo a célebre lei de Zipf), trafego de informacdes na
Internet [192], aglomeragGes urbanas [193], distribuicao de gols em campeonatos de fatebol
[194], citagbes de trabalhos cientificos [195, 196], distribuicdes de cestas em campeonatos
de basquete, vitimas de ciclones, nomes comerciais d‘e medicagoes e comprimentos de
rodovias [197]. Uma bibliografia bastante mais ampla e constantemente atualizada, nio
apenas incluindo exemplos desse tipo, mas sobre toda a literatura ndo-extensiva em geral,
pode ser encontrada em [26].

Muitos exemplos de sistemas que podem ser razoavelmente bem descritos dentro do
formalismo n3o-extensivo aparecem com freqiiéncia na literatura. Talvez por desconhe-
cimento, esta abordagem nao é utilizada, e os autores se limitam e se satisfazem em
descrever apenas o comportamento assintotico do tipo lei de poténcia, que esses sistemas

costumam apresentar. Nas SecOes 8.3 e 8.4 veremos casos tipicos.

8.1 Leis de Poténcia e outras distribuicoes

Leis de distribuigdo constituem ferramenta bdsica em qualquer tratamento estatistico. Na
maioria das vezes é impossivel, ou mesmo desnecessario, o conhecimento completo, i.e.,
termos informacoes sobre todos os graus de liberdade, de sistemas constituidos por um
grande numero de elementos. As distribuigdes carregam o que é factivel conhecer destes
sistemas.

A mais famosa, e talvez a conhecida ha mais tempo, seja a distribuicdo Gaussiana
(ou normal). E, sem ddvida, uma das mais importantes, presente em uma infinidade de

sistemas naturais:

plz) = e‘%(x—;a)z (8.1)

g/ 2m ’

sendo p(z) a densidade de probabilidade, i.e., p(z) dz é a probabilidade de se encontrar a

variavel no intervalo entre z e +dz, 4 o seu valor médio e ¢ o desvio-padrio. Nio vamos
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listar aqui exemplos onde ela é observada — a literatura ji o faz de forma muito ampla.
Apenas como um exemplo de sua “popularidade”, a Equagéo (8.1) (bem como um gréfico
e um retrato de Gauss) estava presente na extinta cédula de 10 marcos alemaes. Einstein
[198] demonstrou que a Gaussiana estava ligada & mecanica estatistica de Boltzmann-
Gibbs.

Durante muito tempo persistiu a crenca que a validade da distribuicio Gaussiana seria
praticamente universal. Uma frase, retirada do livro Caos, de James Gleick [199] ilustra
isto (Figura 8.1). Mas também nao € recente o conhecimento que a Gaussiana, embora

THE
NORMAL
LAW QF ERROR
STANDS OUT IN THE

EXPERIENCE OF MANKIND

AS ONE OF THE BROADEST
GENERALIZATIONS OF NATURAL
PHILOSOPHY ¢ IT SERVES AS THE

GUIDING INSTRUMENT IN RESEARCHES
IN THE PHYSICAL AND SOCIAL SCIENCES AND
* IN MEDICINE AGRICULTURE AND ENGINEERING ¢
IT IS AN INDISPENSABLE TOOL FOR THE ANALYSIS AND THE
INTERPRETATION OF THE BASIC DATA OBTAINED BY OBSERVATION AND EXPERIMENT

Figura 8.1: Apologia & Gaussiana. Figura refeita de [199].

todos seus indiscutiveis méritos e ubiqiiidade, ndo pode ter status tao elevado quanto
sugere a Figura 8.1. Ndo vamos fazer um apanhado histérico das distribui¢des (Poison,
Lorentz, Student ...). Vamos nos deter em uma familia delas, que tem especial interesse
para os sistemas nao-extensivos que temos tratado: as leis de poténcia. Também nao é
recente o conhecimento da presenca de leis de poténcia na natureza. Talvez a primeira
percepgao tenha sido de Vilfredo Pareto, engenheiro e economista italiano (1848-1923)
[200, 201], analisando distribuicbes de renda e riqueza de populagdes, concluiu que a
probabilidade p{x) dz de um individuo ter um rendimento compreendido entre z ¢ z+dzx
obedece a

p(a) o« o, (52)

sendo 1 < a < 2 (p{z) é a densidade de probabilidade). Quando mais socializada a

economia, maior o valor de . E comum a2 lei de Pareto ser apresentada na forma da
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distribui¢do acumulada inversa,

P(>1) = /mp(y)dy
_ 1 (8.3)

13

8

onde P(> z) é a probabilidade de um individuo ter um rendimento igual ou superior a z.

A lei de Pareto tem sido mais amplamente divulgada recentemente como a lei dos
80/20; mais ou menos diz que 80% dos lucros de um empreendimento provém de 20% dos
empregados, e o restante 20% dos lucros sio originados pelo restante 80% dos empregados;
ou ainda 80% de um trabalho leva 20% do tempo, e os restantes 20% consomem 80% do
tempo; ou ainda mais 80% das terras na Itéalia eram {no tempo de Pareto) de propriedade
de 20% da populagio; 80% das reclamacdes de uma empresa siao provenientes de 20% de
seus produtos, etc. (Essa proporcao é obtida com o = 1.).

Um dos problemas, ou inquietudes, que uma lei de poténcia traz é que ela niao apresenta

média, i.e.,

foop(:zz) x dr — 00, ‘ (8.4)

se p(x) for dada pela Equagdo (8.2), com o > 1 (coisa que ndo acontece com a Gaussiana,
Equagédo (8.1)). Contorna-se, esse problema admitindo-se (i) ou que alguns fendémenos nao
apresentam uma escala caracteristica, e seriam possiveis (com probabilidades nio despre-
zivelmente pequenas, quanto seriam as probabilidades Gaussianas) eventos em todo o
espectro de variagao de z, ou (ii) que a lei de poténcia nio é vilida para todo o espectro
de variagao de z. Efetivamente ¢ esta segunda possibilidade que se observa em muitos
sistemas — no caso de distribuigao de riquezas, p. ex., a lei de Pareto costuma ser ob-
servada apenas na parcela mais rica da populagido — e assim também para virios outros
sistemas (veremos exemplos nas Secdes seguintes); as Equagdes (8.2)—(8.3) descrevem
comportamentos assintdticos, para valores elevados de z.

Outros exemplos “cldssicos” e pioneiros na observagao de leis de poténcia na natureza

sao a distribuicdo de fregiiéncia de terremotos em funcio de sua intensidade, conhecida
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como lei de Gutenberg-Richter [202] e a distribuigio de freqiiéncia de uso de palavras em
obras literarias, conhecida como lei de Zipf [203] (apesar de diferentes denominacdes, so
todas essencialmente a mesma lei de Pareto). O livro de Per Bak [2] tem umas, introducio
bastante diddtica sobre leis de poténcia, e o livro de Zipf, além da famosa abordagem
quantitativa da lingiliistica, traz diversos exemplos sociais nos quais sdo verificadas leis |
de poténcia, como, p. ex., distribui¢do de populac¢des nas 100 maiores metrépoles es-
tadunidenses, (no ano 1940), no Império Austro-Hingaro (em 1910), na India (1911 e
1931), cidades européias com mais de 100000 habitantes (em 1880 e 1920), e ainda,
nimero de estabelecimentos em funcao do tipo de servigo (tais como barbearias, lojas de
limpeza, servicos funerdrios ...) (E.E.U.U. em 1939), nimero de casamentos em fungdo
da disténcia das residéncias dos noivos (Filadélfia, 1931). Em todos esses exemplos, Zipf
verificou a distribuigdo de Pareto, Equagdo (8.3), com a ~ 1. Neste ultimo exemplo
que citamos, os casamentos na Filadélfia, ele encontrou o ~ 0.8, 0 que o levou & curiosa
concluso que a distdncia gera encantamento (“distance lends enchantment”).
Bst4vamos dizendo, as leis de poténcia freqiientemente sio observadas nas caudas das
distribuicdes, e nao em todo o espectro. Dependendo do sistema em andlise, costuma-se
adotar outras leis para as regides de valores pequenos ou intermedidrios de z. Uma delas é
a distribuigdo log-normal, proposta por Gibrat [204], para descrever a regido mtermedidria

da distribuicdo de renda de populagoes:

2
p(z) = ——I——exp {—M] , (8.5)
zV2no? 20

sendo zy a média e ¢ 0 desvio-padrio. Trata-se de uma distribuicdo a dois parimetros.
Mas, em muitos sistemas, ela é habil para descrever apenas a regido intermedidria. Decidir
onde comega e onde termina esta regido segue critérios de certo modo subjetivos, e 1sto
corresponde & introdugdo de dois paradmetros “ocultos” adicionais.

QOutra lei alternativa que costuma ser usada é a denominada exponencial esticada {ou

distribuigdo de Weibull),

c—1

p(z) = ¢( pr Yexp[—(z/z0)°] (c < 1), (8.6)
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cuja distribuicdo acumulada fica
P(> z) = exp[—(z/z)"]- (8.7)

Mais uma distribuigao bastante difundida é a denominada lei de Zipf-Mandelbrot [130],

que é uma generalizacio da lei de Pareto, na forma

P(> z) (8.8)

(@ + z)*

8.2 g-Distribuicoes emergentes da mecanica estatistica
nao-extensiva

Vamos tratar aqui dois caminhos para a caracterizacdo de distribuicdes:
(i) Através de métodos variacionais:

(ii) Através da equagio diferencial que a distribuicdo obedece.

Tomemos o primeiro caminho (veja, p. ex., Ref. [1]). A distribuicdo é obtida através
da maximizagdo de uma entropia, submetida as restricdes de normalizabilidade e finitude

de algum momento de ordem +:

(p(z)) = f ple) dz = 1, - (8.9)

(JePy = / 2" plx) da < co. (8.10)

Os casos usuais s3o v = 1 e v = 2, mas colocamos um valor genérico real qualquer. Neste
caso, 0 médulo ¢ necessdrio para evitar problemas quando z < 0. Consideremos a entropia

de Boltzmann-Gibbs,

Sy = —lsB/p(x) In p(x) dz. (8.11)

O método variacional origina formas exponenciais,

plz) o exp(—Bz|"), (8.12)
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sendo 3 o multiplicador de Lagrange. v = 1 origina as fun¢les exponenciais usuais, v = 2
origina as Gaussianas. Para valores de v arbitrarios, temos as exponenciais esticadas.

Se considerarmos a entropia naoc-extensiva,

1~ [lp(x))? dz

5 =
q k q_]-

(k € R), (8.13)

submetida a mesma condi¢do de normalizabilidade, Eq. {8.9), juntamente com uma versio

generalizada da condigdo de finitude de momento de ordem v (vide [43, 44]),

(al") = [ ol @)t da < oc, (5.14)

surgem g-exponenciais esticadas,
p(z) o exp (-~ Bqlw]"). (8.15)

Vamos considerar aqui apenas q > 1, pois estamos interessados em fungdes (distribuicoes)
que decaiam com z sem corte. O caso particular ¢ = 1 recupera as exponenciais esticadas
usuais (v = 1 recupera a fungdo exponencial, com 3, = f§). ¢ = 2 e y = 2 corresponde
a distribuigao Lorentziana. Quando temos valores arbitrarios de ¢ # 1 e v, temos as
g-exponenciais esticadas. v = 1 recupera a prépria g-exponencial, v = 2 origina 0 que
podemos denominar distribui¢des ¢-Gaussianas. Este caminho foi inictalmente seguido
por [43, 44]. E importante notar que a Equacdo (8.15), com v = 1, é a prépria lei de
Zipf-Mandelbrot, Equagao (8.8), bastando fazer uma mudanca de variaveis [205].
Atentemos para outro detalhe importante: do mesmo modo que uma densidade de pro-
babilidades exponencial (v = 1) estd associada a uma distribui¢iio acumulada de probabi-
lidades também exponencial, se tivermos uma densidade de probabilidades g-exponencial,
sua distribui¢ao acumulada correspondente também é uma g-exponencial. Sendo mais es-
pecificos, se uma variavel positivo-definida (0 < z < o) tem densidade de probabilidade

dada por

p(x) = (2~ q)By exp,(—5; x) (8.16)
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(de modo que [[*p(z) dz = 1), de acordo com a Equacio (2.34), sua probabilidade

acumulada inversa fica dada por

P(>7) = /mmwdy

= [expy(—8,2)]" ", (8.17)

Com as mudancas de varidveis (2 —q)/(1—¢q) = 1/(1 —¢'), ie,,

¢ = Q—i&- _ (8.18)
e
By =2-0) 5, B (8.19)
temos
P(> z) = expy (~fy o), (8.20)

que é também uma g-exponencial.

Caracterizemos agora a dilstribuigéo de probabilidades através da equacao diferencial
que ela é solugdo (caminho (ii)). Dentro do Ambito da mecanica estatistica ndo-extensiva,
este caminho foi desenvolvido inicialmente na Ref. [189], mas foi formulado bastante
antes, nos célebres e seminais artigos de Planck sobre radiacio do corpo negro [206], que
representam o nascimento da mecanica quéntica! (Vide também [24] para um recente
artigo de revisdo da mecénica estatistica ndo-extensiva, com especial atencdo a este cami-
nho (i), e também comentdrios esclarecedores sobre a relacio das idéias de Planck com
estes sistemas nao-extensivos.) Vejamos: distribuicées exponenciais esticadas obedecem

a seguinte equacgio:

1 dp
yr'-ldz

- Bp. (8.21)
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Uma maneira bastante simples de generalizar esta Equacdo ¢

1 dp
yr1-1ldzg

=—8p"  (¢=1), (8.22)

cuja solugao € p(z) o exp, (—5,27) (Equagio (8.15)).
Nada nos impele a pararmos por aqui. Seguindo entio a mesma linha de raciocinio,
de generalizar a equagio diferencial, um possivel e simples passo seguinte, que contenha

as Fq.s (8.21) e (8.22) como casos particulares é buscar uma distribuicio que obedega

1 adp
yxrldr

—By =B =B (g>1,0< B <B,). (8.23)

Esta ¢ uma forma da E-quagé,o de Bernoulli, Equacdo (2.3) com p(z) = £, e g(z) = - (8, -

B1)- Utilizando a condigao de contorno y(0) = 1, temos a solugao (vide Equagio (2.5))

1
1— & + "ﬁ_‘ie(q—l)ﬂlz'f e

8.24
A ’ (8.24)

p(z) =
que podemos adequadamente denomina-la (g,1)-exponencial esticada.- E imediato verificar
que ¢ = 1, ou B, = 0, a reduz ao caso usual das exponenciais esticadas (Equagdes (8.12)
e (8.21)). Esta é exatamente (a menos de uma degenerescéncia de estados) a equacio
utilizada por Planck em seu primeiro artigo, de outubro de 1900 [206] (com ¢ = 2 e
y = 1)% Esta distribui(;:éio apresenta trés regimes distintos, separados pelos valores de

M * *¥
transigao =, e z1*:

1
T = - 8.25
RENCERA 52)
1
= 8.26
L P Y2 (8.26)

2K interessante tambem mencionar que Planck adotou esta equagio como um procedimento de ajuste
de curvas (fitting), além, certamente, de uma grande dose de intuicio fisical Em suas palavras [206],
“one gets a radiation formula with two constants ... which, as far as I can see at the moment, fits the
observational data, published up to now, as satisfactorily as the best equations put forward for the
spectrum .. .”.
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Os regimes sdo
plz) ~1 — B,z" {para 0 < z < zj), (8.27)
que é equivalente a g = 0,
p(z) ~ [(g - DBz (para 7 <z < 11%), (8.28)

que ¢ o regime intermedidrio de lei de poténcia, e finalmente

5

1
=
5 ) e A1z (para z > z77), (8.29)
1

p(z) ~ (

que é a cauda exponencial, equivalente a ¢ = 1. Quanto mais distantes os valores de
Bre By (B < By), mais pronunciadas sio as transicdes entre os regimes, ¢ fica mais
evidenciado o regime intermedidrio, de lei de poténcia.

Podemos prosseguir, generalizando ainda mais a Equacdo (8.23) da maneira malis
simples e imediata possivel:

L ap_ _
yz1-tdz

(Be— By)P" — Bep? (1<¢d <yq, 0 < By < Bp). (8.30)

Sua solucdo analftica foi apresentada em [189] (como a maior parte do material do item

(ii) desta Seg@io), e é dada pela seguinte fungao inversa:

p -1 (Ba/By) =1

7:i g —1 _1+q*~2q’
U T B xIHLa-2 a0, (B/B) -1 [ (8.31)
—H(pig—2¢',q9— ¢, (84/By) —~ 1)]

sendo

(8.32)

?]‘1

H(p,a,b,c) =p'™°F (1:‘1 '1+G+b;~p"c),
C

e F' a fungdo hipergeométrica. Esta distribui¢io {(a inversa de {8.31)) consistentemente

merece ser denominada {q, ¢’)-exponencial esticada, e é uma generalizacdo de todos os
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casos anteriores. E uma espécie de superposigdo entre duas g-exponenciais, com valores
distintos do indice entrépico g.

De modo andlogo ao caso anterior (com transi¢ao para uma cauda exponencial), esta
distribui¢ao também apresenta trés regimes, marcados pelas transicdes z; (Equagao (8.25)),
e Ty

I

.’L'H‘Y _ [(q B 1)6[]}3:_?}’

P = . 8.33)
q =1 (
(g - I)ﬁq’]"ﬁ;r
Sao eles o regime inicial linear (em z7):
p(x) ~ 1 — Bz” (para 0 < & < z7), (8.34)

o regime intermedidrio de lei de poténcia, com inclinagdo (no grafico em escala log-log)

dada por v/(1 — q):
p(x) ~ [(g—~ 1) Bz |Vt (para z, <z K 2/) (8.35)

(esses dois regimes sao os mesmos do caso anterior, Equagoes (8.27) e (8.28)), e finalmente

a cauda, também lei de poténcia:
p(z) ~ (¢ — )Byx? |7 (paraz > z7), (8.36)

com incinagao no referido grafico log-log dada por v/(1 — ¢). A intersegao das retas dos
regimes intermediario e cauda, (com inclinagdes v/(1 — ¢) e v/(1 ~ ¢')), determina z3*
(Equagao (8.33)). Notemos que 3y =0, ou By = ,, ou ainda ¢’ = g, recuperam a equagao
diferencial obedecida pelas g-exponenciais esticadas, (8.22), com zy* — oo. Naturalmente
a Equagdo (8.33) se reduz a Equagao (8.26) quando ¢’ = 1. Algumas vezes a transicao
z,' é denominada joelho (knee), particularmente no ambito de sistemas de altas energias
e raios cosmicos (vide [207]).

Salientamos que é mais conveniente, do ponto de vista numérico, avaliar a distribuicao

(¢, ¢)-exponencial esticada pela integragao de sua equagdo diferencial (8.30), do que
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através da sua solugdo analitica, Equacao (8.31). Sendo esta distribuigdo a forma acumu-
lada inversa (na Secdo 8.1 a denominamos por P{> x)), a integracdo fica dada por

! dz
F'Y =
’ /P Bya? + (Bg — By )zt

Resumindo, seguindo o caminho (i1), chegamos a quatro distribuigées de probabilidade,

(8.37)

sempre a seguinte generalizando a anterior, a saber, as Equagdes (8.12), (8.15), (8.24) e
(8.31). A Figura 8.2 compara estas quairo equagdes, numa faixa ampla de varia¢io tanto
na abscissa quanto na ordenada. O gréafico log-log torna visivel a cauda exponencial (por
um decaimento abrupto), nos casos da exponencial usual Eq. (8.12) e da (g,1)-exponencial
(com transicao para cauda exponencial, Eq. (8.24)). Também evidencia (especialmente
quando B¢ < (,) dois regimes em lei de poténcia para a (g, ¢')-exponencial Eq. (8.31).

Comparamos a distribuigio exponencial esticada, Equacao (8.6),.com a g-exponencial,
Equacao (8.15) com v = 1, na Figura 8.3 (vide [39]). Na Figura (a) os pontos foram
gerados com uma exponencial esticada e ajustados com uma g-exponencial. Na. Figura (b)
procedemos ao contrario, os pontos obtidos com uma g-exponencial foram ajustados com
uma exponencial esticada. O objetivo destas Figuras 8.3(a) ¢ (b) é evidenciar que ¢
indiscernivel qual a melhor distribui¢do entre essas duas, quando a faixa de variacdo em z
€ pequena, caso muito freqiiente em varios exemplos de sistemas, por auséncia de dados.
Quando a faixa de variacio em z se estende a muitas décadas, o comportamento assintdtico
da exponencial esticada difere lbastante da g-exponencial (cauda exponencial versus cauda
em lei de poténcia) e entao é possivel discernir qual a mais adequada (Fig. 8.3(c)). Isto
significa que apenas o ajuste dos dados experimentais muitas vezes nao é decisivo a respeito
de qual distribui¢io um dado sistema obedece. E apenas um indicativo; somado a varios
outros elementos (epistemoldgicos e/ou experimentais), aumentamos o grau de certeza na
decisdo de qual seja a distribuigido “correta” para um dado fenémeno.

Nao conhecemos o caminho variacional (i) para obtencdo das duas tltimas, e mais
gerais, distribuigdes (8.24) e (8.31). Para obté-lo, precisariamos de uma forma entrépica
mals geral que a entropia ndo-extensiva S,. Esta entropia possivelmente estd relacionada a
super-estatistica de Beck-Cohen [208] (vide também a Ref. [24]). A denominagdo, segundo

os autores, € por se tratar de uma “estatistica de estatisticas”.
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Figura 8.2: Comparacao entre g-distribuicoes exponenciais esticadas. Pardmetros: g, = I,
By =107°. g e ¢ assumem valores de 2.7, 1.7 ou 1.0, indicados em cada caso. Curvas
(1,1): exponencial usual, Eq. (8.12); (2.7,1): g¢-exponencial com transi¢io para cauda
exponencial, Eq. (8.24); (2.7,1.7): (q,¢')-exponencial, Eq. (8.31}; (2.7,2.7): g-exponencial
simples, Eq. (8.15). Valores de transi¢io z', #}" e &} séo indicados. (Figura similar &
contida em [189].)

As distribuigtes que apresentamos até aqui sdo mondtonas decrescentes. E freqiiente
distribuicdes (na forma de densidade de probabilidades) apresentarem p(0) = 0 e um
ponto de maximo, em conseqiiéncia de uma degenerescéncia de estados. Uma curva tipica

desse tipo, dentro do formalismo nio-extensivo, tem a forma
p(z) o z° expy(—Fyz), (8.38)

sendo d um parametro relacionado com a dimensao do espago. Esta curva apresenta um

ponto de maximo em

(8.39)
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(c)
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Figura 8.3: Comparagao entre a distribui¢ao exponencial esticada e a g-exponencial. (a)
pontos obtidos pela exponencial esticada y, = e==* ¢ ajustados por y, = A/[1 + (¢ —
1)B,z]M@=D com A = 0.8544, 8, = 0.8520 e ¢ = 1.1627; (b) pontos obtidos pela g-
exponencial y, = 1/[1+0.2z]% e ajustados por y, == Be %°, com B = 1.2243,§ = 1.1638 ¢
c == 0.70196; (c) exponencial-esticada (linha tracejada) e g-exponencial (linha sélida) com
pardmetros da Fig. (a), com maior variagio em z. Para pequenas variagdes em z, nao é
possivel discernir qual a curva que se ajusta melhor aos pontos. Para grandes variagoes
em z, as caudas das curvas se separam drasticamente. (Figuras (a) e (b) apareceram
originalmente em [39], aqui refeitas.)

desde que
(g—1)0 <1 (8.40)

No limite ¢ — 1, § < oco. O comportamento assintético é uma lei de poténcia o
1/z¥/le-1=% A Figura 8.4 ilustra um caso tipico. Naturalmente é possivel ter dis-
tribuigées com densidades de estado para os casos mais gerais, (g, ¢')-exponenciais es-

ticadas, Equagdes (8.24) e (8.31), por uma generalizagao imediata da Equagao (8.38).
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Figura 8.4: g-exponencial com densidade de estados. p(z) = A[1+(q+1)3qx31/ra—1)= com
A=1,0=2,8,=1eqg=12

Finalmente, as distribui¢des que temos apresentado sio para varidveis independentes
'z continuas. Muitas aplicacoes tém varigveis discretas. Quando o nimero de “even-
tos” é elevado, a aproximacio continua é razodvel, mas quando temos poucos eventos, €
necessario levar isto em conta. Para uma varidvel T nao-negativa discreta, a normalizagao

da distribuicdo inversa de probabilidades acumulada deve ser
P(>1) =1, (8.41)

em vez da normalizacio usual do caso continuo, P{> 0) = 1. Para evitar confusdes,
vamos denominar as distribui¢des normalizadas em z = 0 por PO (as que escrevemos até o
momento}, e as que obedecem a normalizagdo em z = 1, P} Respectivamente alteramos
a nomenclatura dos parametros para ﬁg‘” e 51). Estes dois tipos de normalizagao estao

relacionados entre si por

PU(>z) = PO(>z) (z2>1). (8.42)

= =) = o)
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Se substituirmos esta mudanga de varidveis na equagao diferencial geral, Eq. (8.30), ori-
ginalmente valida para PO (> z), chegamos a uma equacdo similar, apenas com as re-

defini¢des das variaveis

(0)
0= 2. 8.43
T PO a4
e
()
o__ P 8.44
6ql’ [P(O)(l)j{l__ql ( ¢ )
Verificamos imediatamente que, na distribuicio exponencial usual (¢ = ¢ = 1), 8V =

B, Os parametros B, para a ¢-distribuigfo estdo relacionados por (vide similar em [34,

Eq. (40)])

- — | 8.45
SRS 84

A distribuico (g,1)-exponencial tem seus parametros relacionados por

© 2l0) :
{1} _ q
Bq - ﬂ(O) .3(0) © (8'46)
l- o “toy (0)8( Rl

E imediato verificar que 550) / B(O) = Bél) / 651). N&o dispomos das relagGes entre Béo) , Bé?),
6q , 6 para a distribuicao (g,¢')-exponencial, mas o essencial é que os parimetros ¢ e
g’ permanecem 0s MesIos.

Outra maneira equivalente para procedermos a normalizacdo dada pela Eq. {8.41)
(para os casos exponencial, g-exponencial e (g,1)-exponencial) consiste em substituir dire-
tamente a condi¢ao de contorno (Eq. (8.41)) na solugdo da Equagao de Bernoulli, Eq. (2.5).
Obtemos uma simples translagio:

=2 -1, (8.47)

ou seja, para a exponencial temos

P (> z) = exp[-B(z” — 1)], (8.48)
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para a g-exponencial,
PW(> z) = exp,[- B (27 - 1), (8.49)

e para a (g,1)-exponencial,

(1) ) =

(1) _ 1P Pa g-08iVr-1)
PU(> )= |1 {1)+6{1)eq 1 ) (8.50)

Para o caso da (g,¢')-exponencial, ndo temos a demonstracio mas é de se esperar que seja
vélida a mesma Equacio (8.31), com a transformagio dada pela Equagao (8.47).

Nas Segoes 8.3 e 8.4 seguintes, apresentamos alguns exemplos de sistemas que sao
relativamente bem ajustados com g-exponenciais, ou equagdes pertencentes a sua familia
(que apresentamos na presente Secao). Precisamos ter em mente, especialmente naqueles
casos em que a faixa de variacdo é pequena, que o conjunto de exemplos ndo constitui

uma prova, mas uma colecdo de evidéncias.

8.3 Sistemas fisicos
8.3.1 Terremotos

Consideremos um dos mais paradigméaticos exemplos de distribui¢iio em lei de poténcia,
que é a dos terremotos. Terremotos sdo fendmenos que seguramente podem estar clas-
sificados na categoria de sistemas complezos. Exibem correlagdes espaco-temporais de
longo alcance, fractalidade, criticalidade auto-organizada etc. [209, 210]. Consideremos a
escala Richter, que mede o grau, ou magnitude, de um terremoto em fung¢do da méxima

amplitude de deslocamento de terra S:

Um deslocamento de S = 1 mm corresponde a m = 2. A amplitude mdxima de deslo-
camento de terra é linearmente relacionada com a energia £ liberada pelo terremoto,

m = logy, £ (vide, p. ex. [211, 212]).
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De acordo com a lei de Gutenberg-Richter ([202], citado por [209, 210]), o ndimero
de terremotos em um ano, N(> m), em uma dada regido, com magnitude maior que m
obedece a uma lei de poténcia em fung¢do da energia desprendida, que pode ser escrita

como
log N(> m) o —bm, (8.52)

onde b =~ 1. Em recente artigo, Per Bak e colaboradores [210] (vide também [213, 209, 214]
analisaram um nimero razoavelmente grande de terremotos em uma regido especifica da
Califérnia (20°N-45°N de latitude ¢ 100°W-125°W de longitude), durante um periodé de
17 anos (1984 a 2000), totalizando 335076 eventos. Esta regido inclui as cidades de Sao
Francisco, Los Angeles, Sao Diego, e boa parte do norte do México (a Cidade do México
nao estd incluida, mas fica préxima do vértice inferior direito, quando olhamos o mapa
no sentido tradicional, com o Norte para cima.). Para a regido e perfodo analisados, foi
encontrado [210] b = 0.95, para m > 2. Tremores com m < 2 foram desprezados naquela
analise, segundo os autores, por dificuldades na detecgdo. O ponto principal do trabalho
foi a identificagio de'uma lei de escala que unifica as leis de Gutenberg-Richter, de Omori,
bastante anterior [215] (citado por [210]) que estabelece um decaimento temporal em lei
de poténcia para os terremotos secunddrios, apés um terremoto principal, e a dimensio
fractal da falha de San Andreas (d; ~ 1.2). Mas nfo é este aspecto que vamos abordar
aqui. Vamos analisar apenas a distribuicéio de terremotos ali publicada.

Nao vamos entrar no mérito da discussao de aspectos técnicos da detecgio de tremores.

Simplesmente capturamos os dados da Fig. 1 de [210] e os ajustamos a uma g-exponencial:

A
N(>8) = T TS (8.53)

O parametro A é apenas um termo de normalizacio, dado pelo niimero médio de terre-

motos por ano,
A= 335 076.
17

Encontramos o melhor ajuste com ¢ = 2, correspondente a b = 1 (a prépria lei de Pareto,

valor também reportado em [209]) e 8, = 0.032 (correspondente a uma magnitude tipica
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m = logyy(1/8,} = 1.5). A Figura 8.5 apresenta os resultados, evidenciando que a g-

exponencial se ajusta razoavelmente bem a toda a faixa de dados, incluindo os tremores

muito fracos®.
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Figura 8.5: Distribuic¢ao de terremotos na Califérnia ajustados por uma g-exponencial.

E curioso observar que, naquela regido da Califérnia, é provavel a ocorréncia de 1
terremoto de grau 7 a cada 10 anos, 1 terremoto de grau préximo a 6 a cada ano, 1 de
grau entre 4 ¢ 5 a cada més e | de grau proximo a 3 por dial

QOutros trabalhos tém aparecido na literatura, relacionando terremotos com a mecanica
estatistica ndo-extensiva. Sumiyoshi Abe e colaboradores, p. ex., tém analisado dis-
tribuicles espaciais [217] e distribuicdes temporais (lei de Omori) [218, 219], também
encontrando distribuicdes g-exponenciais em ambos os casos. Curiosamente nas dis-
tribuigoes espaciais, valores do parimetro entrépico tem sido da ordem de g, = 0.75,

portanto valores menores que a unidade. J4 nas distribuig¢des temporais, g; =~ 1.2 ~ 1.3.

3Este ajuste (apenas os parametros, ndo a Figura 8.5) foi indicado em [216]. Nesta Referéncia houve
um erro de impressao: foi publicado 5, = 0.32, em vez do valor correto, 0.032.
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Aqui também tem um caso de dualidade de abordagens, como os referidos no Capitulo 6.
Os autores conjecturam que ¢, + ¢ ~ 2, embora estudos adicionais sejam necessarios para
verificagao desta possivel relagdo. Os mesmos autores também tém descoberto estruturas

do tipo mundo-pequeno (small-world) em terremotos [220].

8.3.2 Material granular

E bem sabido que materiais granulares exibem comportamentos complexos (vide, p. ex.,
[2]). Vamos analisar um experimento realizado na Université Pierre et Marie Curie, em
Paris, descrito nas Ref. [221, 222]. Os autores montaram um equipamento para medir
flutuagdes na forga exercida por pequenas esferas (1.5 mm) sobre as paredes laterais de um
recipiente retangular em 2-D (a largura do recipiente é pouco maior que o didmetro das
esferas) com fundo mével. Foram utilizadas esferas de ago e de aluminio (separadamente),
para avaliar o efeito do atrito (menor com o ago). Inicalmente as esferas sido colocadas
num reticulo triangular, que é a configuracdo de maxima compactagio (minima energia)
em 2-D. Em seguida, o pistdo do fundo é levantado a uma velocidade constante (os ex-
perimentos variam de 0.05 a 50 pm/s). O rolamento das esferas provoca o re-arranjo
no reticulo. A forga vertical transmitida pelo pistao é transformada em forca horizon-
tal, que finalmente vai ser exercida contra as paredes laterais, onde vai ser medida. Se
nao houvesse atrito algum ent're as esferas (rolagem perfeita), o sistema se moveria para
cima mantendo a estrutura reticular triangular inicial. Com atrito, o arranjo triangular
vai sendo destruido e a forga horizontal sobre as paredes apresenta flutuagdes. Este de-
sarranjo provoca o surgimento de “caminhos preferenciais” (i.e., o caminho que a forga
aplicada sob o fundo do recipiente faz para chegar até as paredes laterais) formando es-
truturas em arco. ¥ assim visivel uma transicio entre um sistema inicialmente ordenado
para um sistema desordenado e com isso a emergéncia de comportamentos coletivos, uma
das assinaturas dos sistemas complexos. Os autores realizam uma série de andlises; va-
mos nos deter especificamente na Figura 8 de [221], onde é apresentada a densidade de
probabilidades em fungéo das variagdes de energia (conseqiiéncia das flutuacses da forca

exercida sobre as paredes laterais), para experimentos com esferas de aluminio submetidas
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a diferentes velocidades de ascencao. Os autores identificaram duas inclinacdes diferentes
(em escala log-log): uma para eventos mais provaveis (menor AE) e outra para eventos
mais raros (maior AE). Eles consideram, entretanto, que este comportamento diferen-
ciado em maiores energias é conseqiiéncia do pequeno numero de eventos nesta regido,

originando uma estatistica pobre. Utilizamos os dados* e ajustamos a fungao

(AE)

> (8.54)
1+ (¢ + 1)8,AE]7—T

p(AE) = A

onde p(AFE) é a densidade de probabilidade associada a flutuagdo de energia AE. O
pardmetro A é um termo de normalizagao e tem um papel secunddrio no problema. O fator
(AE)? corresponde a uma densidade de estados, associado a uma possivel degenerescéncia.
Temos, pois, quatro parametros (A, 4, 8, e q) sendo que um deles (A) é irrelevante.
Nossa Figura 8.6 apresenta os dados experimentais obtidos em [221], juntamente com a
Equagdo (8.54), ilustrando que esta funcdo descreve razoavelmente bem toda da faixa dos

dados experimentais.

1Somos gratos a Evelyne Kolb, que gentilmente nos cedeu os dados experimentais.
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Figura 8.6: Material granular com deslocamento vertical ascendente constante. Esferas de
aluminio com diferentes velocidades (em pm/s) sdo indicadas na legenda. Equagao (8.54)
(linha cheia) com pardmetros: 4 = 7.41286 x 10%, 1/8, = 2.663 x 107% J, § = 3.58557,
g = 1.17094.

8.3.3 Rede topolégica em um aglomerado de Lennard-Jones

Recentemente foi analisada a topologia da energia potencial de um aglomerado de Lennard-
Jones [223], sendo identificada uma estrutura em rede do tipo mundo-pequeno (small-
world). O autor enfatiza a novidade de observar esta estrutura em rede a partir de uma
caracteristica estatica, que € a topologia da energia potencial — outros autores associam
o aparecimento da estrutura mundo-pequeno a caracteristicas dinamicas {224, 225).

A topologia da energia potencial é uma superficie multidimensional representando a
dependéncia da energia potencial com as posigées dos dtomos do sistema. Essa hiper-
superficie apresenta um padrio bastante complexo, andlogo a montanhas, vales e pas-
sagens em duas dimensdes. O autor [223] localiza os minimos de potencial (os vales)

delimitados por fronteiras. Em baixas temperaturas, os 4tomos passam a maior parte do
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tempo vibrando em alguns desses vales, eventualmente saltando para outro vale vizinho
através das passagens nas suas fronteiras (denominados estados de transigio). Essa es-
trutura é mapeada em um grafo, tendo os pontos de minimo como os nés e os pontos
de passagem como as suas conexdes. O ndmero de minimos e o nimero de transicoes
cresce exponencialmente com o tamanho do sistema. Por isso, foram estudados pequenocs
aglomerados, de 9 a 14 dtomos (com 14 dtomos foram localizados 4 196 pontos de minimo
e 87219 estados de transi¢io).

O ponto que queremos abordar ¢ a Fig. 3 de {223], onde sdo ilustradas as probdbilidades
acumuladas do nimero de nés que tém mais de k conexdes, para cada sistema (de 9 a 14
atomos). Embora os sistemas analisados sejam pequenos, fica claro o surgimento de uma
cauda em lei de poténcia a medida que o tamanho do sistema cresce. Também naquela
Fig. 3, é analisﬁda a probabilidade acumulada para os sistemas com 12, 13 e 14 dtomos,
tomados em conjunto, em funcao do nimero de conexdes, normalizados por sua média,
k/(k). As curvas se colapsamn sugerindo um comportamento universal.

Nos analisamos os dados desta Figura® & luz das ¢-distribuigdes nio-extensivas. Os
dados de probabilidade acumulada, Figura 8.7 (correspondente ao inset da Fig. 3 de [223]),
para nds com mais de k conexdes sdo razoavelmente bem ajustados a uma ¢-Gaussiana

(Equagdo (8.15) com v = 2):

1
(L + (¢ — 1B, (k/(R))2)7T

P(> k) = (8.55)

comg=2e l/\/B3,=0.6324.

A Figura 8.8 apresenta ajustes para a distribui¢do acumulada para os varios sistemas
analisados (N = 9-14) (n(> k) é o nimero de ndés com mais de k£ conexoes, ng é o
nimero total de nés). Ajustamos a ¢-Gaussiana comn transi¢do para cauda exponencial

(Equacio (8‘.24) com <y = 2) para cada curva (Fig. 8.8(a)):

n(> k) = et —. (8.56)
[1 _ ,%? + %I—e(q_l)ﬁlkz] a1

50s dados foram gentilmente cedidos por Jonathan P.K. Doye.
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Figura 8.7: Probabilidade acumulada em aglomerados de Lennard-Jones, para ndmero de
nés com mais de k conexdes, normalizados por {k). A curva colapsa dados dos aglomerados
com 12, 13 e 14 dtomos. '

A Fig. 8.8(b), ilustra como crescem os parametros nimero total de minimos ng, 1/+/8,,
1/v/B1 e (k). Verificamos o erescimento exponencial de ny, a estabilizagdo de 1/+/6,,

também que

1/+/By = (k), (8.57)

e ainda que 8, — 0 com o aumento de N (1/+/f; divergente). Este dltimo resultado
mostra que o regime em lei de poténcia fica cada vez mais pronunciado a medida que o
sistema aumenta — a transicao para uma cauda exponencial, Equagao (8.56), é um efeito

de tamanho finito.

A Tabela 8.1 apresenta os parametros utilizados na Equagao (8.56).



8.3. Sistemas fisicos 207

’a 4
R 10 T T T T b | ooy
E N =14 ]
= (@ 3
3 .
= 10°) 3
= E 3
= E ]
& 107 -'
o} E ]
w3 1
O
‘S 10E 3
5 f ]
b b
2 1° wd * oy Y mN— 10 10 12 14
[ 1 10 11(20 1000 10000 N

Figura 8.8: Distribui¢do acumulada em aglomerados de Lennard-Jones, para nds com
mais de & conexdes (niimero de dtomos indicados). (a) Ajuste da Eq. (8.56); (b) compor-
tamento dos pardmetros desta Equa¢do com o tamanho do sistema. ng: circulos, 1/+/A;:
quadrados, 1/4/B,: diamantes, (k): tridngulos. Vemos que limy_q 81 — 0, confirmando
que o regime de lei de poténcia é dominante no sistema macroscépico, conclusio também
induzida pela Fig. {(a).

Tabela 8.1: Pardmetros para distribnigio acumulada em aglomerados de Lennard-Jones,
utilizados na Equacao (8.56). Inclui também (k), da Equacéo (8.55).

N (k> q B 51

9 21 705 20 25x 1072 1.1 x 1072
10 64 11.22 2.0 1.0x10"2? 3.0 x 1073
11 170 19.09 15 3.0x107% 3.0x 10~
12 515 2273 2.0 3.0x107% 1.0x10¢
13 1509 2744 2.0 3.0x1073 1.0x107%
14 .4196 29.12 2.0 3.0x107% 10x 1077

8.3.4 Raios Cdsmicos

Nesta Sub-secfio analisamos a distribui¢ao de raios césmicos que chegam na Terra. Raios
césmicos consistem num problema muito interessante. Eles portam informaces de pro-
cessos intra- e extra-galdcticos, e ainda informagoes cosmoldgicas relacionadas com pro-
cessos provindos de fontes variadas, ocorridos em diferentes escalas temporais, incluindo
0s primeiros tempos de existéncia do Universo. Esta variedade de fontes, de tempos e de
meios atravessados até chegarem na Terra (podendo estes meios terem alguma estrutura

fractal) seguramente incluem os raios césmicos na categoria de sistemas complexos. Para
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uma abordagem mais geral sobre raios césmicos, vide Ref.s [226, 227].

Para noés, brasileiros (e particularmente nés que temos um vinculo com o CBPF)
0s raios cdsmicos tém um atrativo histérico-emocional adicional: dentre os primeiros
trabalhos de César Lattes, que o projetaram internacionalmente, estdo justamente aqueles

relacionados a observagbes dos mésons-pi em raios cosmicos [228, 229, 230, 231]°.

Particulas subatOmicas, tipicamente ntcleos leves, caem constantemente na Terra.
Suas energias sdo bastante variadas, abrangendo uma faixa de 13 décadas (de 10% a
10%! eV). Os fluxos, medidos na alta atmosfera terrestre (chamados de raios cdsmicos
primdrios), sdo ainda mais espalhados, chegando a 33 décadas (de 10* a 1072 [m? sr s GeV]™1).

Estas faixas de variagdo estdo entre as maiores experimentalmente conhecidas.

Railos cosmicos ainda ndo tém uma explicagdo completa e amplamente aceita. As
teorias existentes sdo baseadas nos trabalhos pioneiros de Fermi [234] e Hagedorn [235].
E conhecido em raios césmicos o fendmeno do denominado- joetho (knee) [207] — a dis-
tribuicao de fluxos apresenta dois regimes distintos, cada um deles seguindb uma lei de
poténcia, com uma pequena, mas bem definida, transicio entre eles (em energias pouco
abaixo de 10%). Esta caracteristica faz as (g, ¢')-exponenciais cairem como uma luva nos
dados. J4 haviamos mencionado (vide Segdo 8.2) que estas fungdes sdo uma espécie de
superposi¢do de duas g-exponenciais, com distintos valores de ¢, e a transicio (joelho)
fica dada pela Eq. (8.33). Outro fendémeno observado em raios cosmicos na regido de altas
energias {acima de 10'? eV) ¢ conhecido com tornozelo (ankle). Nesta regido, o regime em
lei de poténcia é interrompido, talvez com um abrupto corte (cut-off). Os dados apresen-
tam uma transicao adicional, e a curva se inclina para cima. Este fenémeno é conhecido
como GZK, iniciais dos autores que propuseram um modelo para descrevé-lo [236, 237].
Este regime apds o tornozelo (que também ocorre, como veremos, em sistemas sociais,
ali conhecido como king effect (efeito rei) (vide também Sub-segges 8.4.2, 8.4.5) nido pode
ser descrito pela presente abordagem. Trata-se possivelmente de um fenémeno de nio-
equilibrio, ou entao resultado de estatisticas pobres. Sua completa elucidagio ainda estd

pendente e possivelmente necessitard de dados experimentais adicionais, provenientes do

Para uma, abordagem histérica dos trabalhos de César Lattes, vide Ref.s [232, 233].
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Observatério Pierre Auger, ou outros projetos assemelhados.

Nosso trabalho [238, 239] ndo segue uma linha tedrica. Consiste em dar um tratamento
fenomenoldgico ndo-extensivo ao problema. Consideramos que a distribuicio de densidade
de probabilidades p(E) é dada por uma (g, ¢')-exponencial, Eq. (8.30) e Eq. (8.31) (com

v = 1). Além disso, o-momento p de uma particula relativistica é dado por [240, 241]

mv

= 8.58
P= s (8.58)
e sua energia relativistica,
mc®
= ————— (8.59)

V1 — v/t

sendo m sua massa de repouso, v sua velocidade em relagao a um sistema referencial
inercial, v = |v| e, naturalmente, ¢ a velocidade da luz no vacuo. Estas expressdes podem

ser combinadas na forma

2
% = |p? + m2c. (8.60)

O mimero de estados §2(E) existentes numa casca hiper-esférica do espago de fases

contida entre as energias E e E + dE, é dado por [242]
Q(F) x w(FE)dE. (8.61)

Se adotamos como coordenadas deste espago de fases os componentes do momento, pas-

sando de coordenadas cartesianas para coordenadas polares, temos
UE) e |pl* dlpl, (8.62)

sendo d a dimensdo espacial. Pela Eq. (8.60) (adotando um sistema de unidades no qual

¢ = 1), temos

Q(E) x EVE? - m?dE. (8.63)
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Considerando um regime ultra-relativistico, £ > m, temos
Q(E) < E*dE, (8.64)

portanto, comparando com a Eq. (8.61), a densidade de estados para um gds ideal ultra-

relativistico tridimensional fica
w(E) o B~ (8.65)
Com isso, o fluxo de raios césmicos ®(E) fica dado por
®(E) = AE*p(E), (8.66)

sendo A uma constante de normalizacio.

A Figura 8.9 apresenta os dados, coletados na Ref. [243], correspondentes a oito di-
ferentes observagdes. Percebemos de imediato que os calculos baseados na mecinica es-
tatistica de Boltzmann-Gibbs sdo completamente incapazes de descrever minimamente os
dados experimentais, mesmo nas regides de mais baixas energias (no Detalhe da Figura
isto fica ainda mais evidente). O estado, seja estaciondrio, seja transiente com uma
dindmica lenta, é descrito com uma lei de poténcia.

Os parametros que encontramos foram ¢ = 1.225, 1/8, = 9.615 x 107 eV, ¢' = 1.185
el/By = 1.562 x 10° eV, tendo como constante de normalizagao, A = 5.3 x 1073 (linha
cheia na I'ig. 8.9). Estes valores correspondem a uma energia de transicao (de acordo com

a Eq. (8.33)) da ordem de

Eiransicao = 832 X 107 eV. (8.67)

Vale a pena mencionar que o valor da energia de transigao, concordante com o observado
experimentalmente, é determinado a partir dos quatro parametros béasicos do modelo,
(¢, 84,4, By), sem anecessidade de um parametro adicional, cuja fungdo seria fixar o joelho
em seu valor observado. A curva de Boltzmann-Gibbs foi ajustada com 1/8; = 1.67 x 108

eVeAd=3.0x10"15,
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Figura 8.9: Fluxo de raios césmicos em funcido de sua energia. Barras de erros experi-
mentais sao indicadas sempre que disponiveis. A curva tracejada corresponde & otimizada,
de acordo com Boltzmann-Gibbs. Valores dos parimetros da Eq. {(8.66): ¢ = 1.225,
1/8, = 9.615 x 107 eV, ¢’ = 1.185, 1/8, = 1.562 x 10° eV e A = 5.3 x 1073, Detalhe:
escala linear-linear para baixas energias.

Calculamos também valores médios da energia da distribui¢ao e seus momentos,

o Jore dE Em O(E)
) = e (8.68)
Ecorte . n
My = ((E — (By)) = Do 2B~ (B)(E) (8.69)

fOEcor!,e dE (I’(E)
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(n = 1,2,3, de acordo com o caso). Quando E.pe — 00, {E£) estd relacionado a uma
espécie de temperatura dos raios cosmicos e Ms, seu calor especifico. As Figuras 8.10,
8.11 e 8.12 apresentam os resultados. Para valores elevados de energia de corte, (F)
satura em 2.48944 x 10° eV, valor cerca de dez vezes mais elevado que a temperatura de
Hagedorn (préxima de 1.8 x 10% V), vide Ref. [235, 244, 245]. No mesmo limite, obtemos
M, =~ 6.29 x 10#! (eV)?. Finalmente, M3 diverge com E,pe. Isto é uma conseqiiéncia de
que em limites de altas energias, ® « 1/E Y E34, portanto o integrando do terceiro

momento decai com 1/E%*, que nio é integravel no infinito.

3 Ll T | T T T T | T T T T
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) 3 I
—_— 2 25 d -
— , 2 ?/f 7
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Figura 8.10: (£) dos raios césmicos em funcio da energia de corte. Abscissa em escala
logaritmica, ordenada em escala linear. Detalhe: escala linear-linear. (F)(co) =~ 2.489
GeV (2.882 GeV se calculado usando apenas a g-exponencial, com By = ().

Podemos tirar algumas conclusoes dos resultados ilustrados pelas Figuras 8 9-8.12:

(i) A concordancia com os dados experimentais ao longo de muitas décadas ¢ algo que
realmente impressiona e conta a favor da relacio entre raios césmicos e a mecénica

estatistica nao-extensiva;
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Figura 8.11: (E?) (linha tracejada) e M, = (E?) - (E)? (linha sélida, uma espécie de
calor especifico) dos raios césmicos em fungio da energia de corte. Ambas as curvas sdo
muito proximas e sao visualmente superpostas em energias elevadas. Abscissa em escala
logaritmica, ordenada em escala linear. Detalhe: escala log-log. Ms(oc) = 6.29 x 102!

(eV)?

(if)

(iii)

Observando a Equacio (8.33), notamos que a transicdo, ocorrida em energias da
ordem de 8.32 x 10'° eV, de acordo com a presente abordagem, esta relacionada com
energias extremamente inferiores a este'valor, da ordem dos pardmetros 1/, e /[y
— temperaturas cara:cterl’sticas do ajuste. Os valores que obtivemos, 9.615x 107 eV
e 1.562 x 10° eV sdo compardveis & massa do pion e a transicio quark-hadron [246]
como também & massa do préton, respectivamente. Isto sugere que a explicacio
para o joelho deva ser buscada em fenomenos nestas escalas de energia inferiores, e

130 em energias da ordem do préprio joelho;

A existéncia de dois regimes termo-estatisticos, caracterizados por (g, ;) e (¢, By)
pode corresponder a dois mecanismos de aceleragio/propagacio dos raios cédsmicos,

relacionados, p. ex., a contribui¢oes galdcticas e extra-galdcticas;

Uma vez que o indice entrdpico g estd relacionado a (multi)fractalidade, a presente

abordagem sugere que o processo de geracdo e/ou de transporte dos raios cosmicos



214 Capitulo 8. Qutros exemplos de distribuicdes generalizadas

' T T
_ 1X1044_ P=£ﬁ !Tragcjlada l 7
> 43'_ =E - {(E) : Sélida _'
L, 8x10 i 10%° i | .
5 .
B 6x10°F 1071 -
S 4 1043'_ 10" § '
% _
@/ s 1015 ‘//
o 2><1043_ ]O0 I I
& : 10° 10" 10%
0 _
I | \ I 1 1
1018 1019 1020 1021 1022 1023 1024 1025
E [eV]
corte

Figura 8.12: (E®) (linha tracejada) e Mz = (E®) — 3(E){E?) + 2(E)* (linha sélida) dos
raios césmicos em funcdo da enexgia de corte. As curvas sao visualmente superpostas. em
energias elevadas. Abscissa em escala logaritmica, ordenada em escala linear. Detalhe:
escala log-log. Para valores de E ;e — 0, M3 vai a zero por baixo, i.e., valores levemente
negativos. My diverge com E,p. — 00

ocorram em meios invariantes por escala, que é consistente com a Ref. [247];

(v) O projeto “Kaskade Colaboration” [248, 249] tem mostrado a relevancia de vérios
constituintes que compdem os raios cdsmicos. Para leva-los em conta, a presente
abordagem, feita dentro do ensemble candénico, pode ser aprimorada, utilizando o

ensemnble gran-candnico;

(vi) Calculamos os valor médio da energia, (E) ~ 2.489 GeV, e seu segundo momento
M, =~ 6.29 x 10?! (eV)?. Relagbes destes valores com grandezas cosmoldgicas ou
astrofisicas (ja conhecidas pela comunidade de raios césmicos ou ainda a serem

calculadas) naturalmente sdo extemamente bem-vindas.

Mencionamos ainda que a primeira possivel interpretacdo microscépica para nossa
abordagem fenomenoldgica foi sugerida recentemente [250], levando em conta flutuagoes
locais de temperatura e predizendo ¢ = 11/9 = 1.222, valor muito préximo ao que en-

contramos. Finalmente chamamos a aten¢ao para uma outra alternativa fenomenoldgica
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para tratamento dos raios césmicos, utilizando as func¢des x-deformadas de Kaniadakis
[251] (de acordo com esta proposta, com apenas um parimetro «, ndo é possivel descrever

o joelho).

8.4 Sistemas sociais
8.4.1 Parcerias sexuais

Recentemente foi divulgado um estudo sobre o comportamento sexual de um grupo
aleatério de suecos ao longo de um ano [252]. O objetivo era revelar a estrutura em
rede do contato sexual. O grupo em analise consistia em 4 781 suecos (com idades entre
18 e 74 anos) e o indice de respostas do questiondrio aplicado foi de 59% correspondendo
a 2810 respostas. A Figura 8.13 apresenta a distribuicdo acumulada de nimero de di-
ferentes parceiros reportados nos iltimos 12 meses antes da aplicacio do questiondrio.
Os autores identificam uma lei de poténcia para ambos os comportamentos feminino e
masculino, observando que o nimero de parceiros reportados pelas mulheres € menor que
aquele reportado pelos homens. Trata-se, portanto de um fenémeno livre de escala, e
chamou atengéo dos autores a diferenca para redes de amizades [253], que tém um padrao
exponencial ou Gaussiano, portanto, apresentando uma escala tipica definida. Particu-
larmente neste 1iltimo trabalho a que nos referimos, os autores identificam trés tipos de
redes mundo-pequeno (sm.all—world): (i) redes livres de escala (scale-free networks), com
cauda do tipo lei de poténcia; (ii) redes livres de escala truncadas (truncated scale-free
networks), que apresentam um regime intermedidrio do tipo lei de poténcia, seguido por
uma transi¢do para uma cauda exponencial; (iii) redes com escala (single scale networks),
que apresentam uma cauda exponencial ou Gaussiana. As redes de amizades sao idehti-
ficadas como do tipo (iii), enquanto a rede de contatos sexuais, do tipo (i). Os autores
consideram que as redes livres de escala (tipo (i)) estdo relacionadas com o modelo de
ligacao preferencial de Barabasi-Albert [224, 225].

Podemos especular aqui que o tipo (i) de rede do tipo mundo-pequeno pode ser ade-
quadamente descrito com ¢-exponenciais (ou eventualmente g-Gaussianas); o tipo (ii) com

(¢, 1)-exponenciais (ou sua equivalente Gaussiana) e finalmente, o tipo (iii) por Gaussia-
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1as.
A Figura 8.13 também apresenta curvas, calculadas com uma g-exponencial, Eq. (8.15),
com v = 1 e normalizagio considerando o caso discreto, Eq. (8.41). O ajuste é bastante

bom, em toda a faixa de dados, e ndo apenas na cauda.

'.g 1 " T T TITIT| T T T TTTIT] T T TTTTY
= : ]
= [ ]
g ! ]
Q 01:_ -
~ - E
Q . .
e i i
'_cé - .
o) F ]
8 - .
80001 g aaanl T M ‘Sunu
A 10 100 1000

Numero total de parceiros

Figura 8.13: Probabilidade acumulada inversa de diferentes parceiros sexuais suecos ao
longo de um ano. Os dados foram retirados da Fig. 1 da Ref. [252]. Circulos correspondem
as mulheres, e tridangulos aos homens. As linhas cheias sdo g-exponenciais, ajustadas para
o caso discreto, i.e., P(1)=1. Os parAmetros sao para as mulheres ¢r = 1.4, 1/5,, = 3.33,
e para os homens, g5 = 1.38, 1/5,,, = 5.55.

8.4.2 Produto Interno Bruto

Ja nao é de pouco tempo que a mecanica estatistica tém feito colaboragdes em economia.
O neologismo econofisica (econophysics), cunhado por H. Eugene Stanley, tem sido de
uso corrente [254]. Também o periédico Physica A aceita artigos nesta nova drea. N&o

vamos fazer aqui um histérico das contribuicdes e interagdes entre a Fisica e a Economia’.

"Como seria natural esperar, existem muitas criticas a essas abordagens interdisciplinares entre a
Fisica e a Economia questionando inclusive se econophysics merece ser considerada uma drea. Nao vamos
entrar no mérito destas questdes. Observamos apenas que é uma reacio bastante natural economistas
temerem “perder territério” para outros profissionais. Muitas criticas costumam vir mesmo do ambiente
de fisicos e matematicos, vide, p. ex. [255, 256).
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Particularmente estamos interssados nos métodos da mecanica estatistica nio-extensiva e
suas aplicacdes em economia. Talvez o primeiro trabalho fazendo conexdes entre mercados
financeiros e turbuléncia, dentro do formalismo nio-extensivo, tenha sido as Ref.s [187,

188]. Um recente artigo de revisao pode ser encontrado em [257).

A caracteriza¢io de sistemas econdmicos, mais especificamente distribuices de rendi-
mentos pessoais (em inglés, personal income, abreviaremos por PI), usualmente é assum-
ida seguir a lei de Pareto, Equagao (8.2), na regido de alta renda e uma distribuicio
log-normal, Equacio (8.5), na regido de renda intermedidria. Veja as Ref.s [258, 259, 260]

para uma recente revisitagao desta abordagem para o problema.

Nossa contribuicio [261] consiste em analisar um aspecto um pouco diferente dos sis-
temas economicos: a distribui¢io da renda pessoal total (PI) de municipios, como também
o produto interno bruto (PIB) desses municipios para um dado pais. Ambos, renda pes-
soal total e produto interno total, podem ser indexados ao valor agregado. Similarmente,
consideramos a distribuicao do PIB de paises do mundo. Utilizamos distribuicdes perten-
centes A familia das fun¢des g-exponenciais, que tratamos na Segao 8.2. Particularmente
vamos considerar g-exponenciais (ou suas variantes) do tipo exp,{—z), com ¢ >l ez > 0,
0 caso que apresenta decaimento com cauda do tipo lei de poténcia, que é o que vai nos
interessar. Seguindo essa linha veremos que, em alguns casos, somos capazes de descrever
quase a totalidade do espettro das distribuigdes, e nao apenas as caudas, com uma unica
funcao. Isso aponta para-h uma visdo unificada do problema (em vez de considerar uma
lel para a regido de alta renda e outra lei distinta para a regido de renda intermedidria).
De uma certa maneira este problema se assemelha a outro, o nimero de citacdes de ar-
tigos cientificos, que também apresenta apenas uma cauda do tipo lei de poténcia. Foi
inicialmente conjecturado que diferentes fendmenos governam os artigos muito citados e
os pouco citados (vide Ref. [195] e aquelas 14 contidas). Uma abordagem nao-extensiva
do problema [196] mostrou que é possivel se ter uma tnica fungao capaz de descrever todo

0 espectro de citacgbes (voltamos a este exemplo na Sub-secdo 8.4.5).

Vamos considerar a Eq. (8.30) com p = P, sendo P a distribui¢do de probabilidades

acumulada inversa, e £ = x/zy, a razdo entre uma varidvel econémica e seu valor minimo.
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No caso discreto, ©; = ;/Tmin, onde = é a varidvel econdémica, em nossa analise, PI de
um municipio ou PIB de um municipio (ou pafs). O indice ¢ se refere a0 municipio (ou
pais) e o indice min é o municipio (pafs) mais pobre (mais baixo no ranking).

Analisamos um caso de distribuicio de PI: municipios dos Estados Unidos, para os
anos entre 1970 e 2000 [262]. Analisamos também trés casos de distribuicio de PIB:
municipios brasileiros (de 1970 a 1996) [263], municipios alemaes (de 1992 a 1998) [264] e
municipios do Reino Unido (RU) (de 1993 a 1998) [265]. Todos os casos sdo razoavelmente
bem deseritos com v = 2, 1.e., (¢, ¢')-Gaussianas.

A Figura 8.14 ilustra os resultados com as distribuigées inversas acumuladas (ou o
rank, algumas vezes traduzido ao portugués como posto), obtitas pelo produto de P pelo
ndmero de municipios Nmunicz’pio ¢ Sao apresentadas trés curvas em cada Fig.8.14(a)-
(d): (i) distribuigdo g-Gaussiana, que descreve os dados da regiso de baixa renda, (ii)
distribuigdo (g, ¢')-Gaussiana, que se mostra capaz de reproduzir a regido baixa e inter-
medidria, incluindo o joelho (z}7) e (iii) distribuigio log-normal, que foi ajustada para a
regiao intermediaria.

Observamos que para os EEUU ¢ o Brasil, a (g, ¢')-Gaussiana descreve os dados em
praticamente toda a faixa de variagio do espectro. J4 para a Alemanha e o Reino Unido,
ambas as curvas (g,¢’)-Gaussiana e log-normal sio capazes de descrever os dados na
regiao baixa e intermediaria (as curvas sao praticamente indistinguiveis visualmente nesta
regiio). Para os EEUU e Brasil, a curva log-normal falha na regiao de baixa renda, o que
pode ser melhor percebido nos detalhes inseridos nas Fig.s 8.14(a) e 8.14(b). Os valores

dos pardmetros utilizados sao apresentados na Tabela 8.2.

Tabela 8.2: Parametros para as fungdes distribuicio, para os anos apresentados na
Fig. 8.14.

Pafis Ano Nmumcz’pz'os q g 1//By /By 10 o
EEUU 2000 3110 3.80 1.7 8771 2236.07 110 7
Brasil 1996 4973 3.50 2.1 40.82  816.50 22 10
Alemanha 1998 440 270 1.5  3.16 6.59 3.5 1.5

RU 1998 133 3.12 14 18.26 37.80 20. 1.5
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Figura 8.14: Distribuicéio acumulada inversa para PI/PI, (EEUU) ¢ PIB/PIB, (Brasil,
Alemanha e Reino Unido). S3o apresentadas trés distribuicSes para comparagdo: (i) ¢-
Gaussiana (com Sy = 0) (linha tracejada-pontilhada), (ii) (g, ¢')-Gaussiana (linha cheia),
e (iii) log-normal (linha tracejada). As Figuras (a) e (b) apresentam detalhes com escala
linear-linear, para tornar mais evidente a qualidade dos ajustes na regido de baixa renda.
Nas Figuras (c) e (d), as curvas (g, ¢')-Gaussiana e log-normal estio superpostas e sio
indistinguiveis visualmente. Sio indicadas as posicdes das transigbes Ty (joelho, dado
pela Eq. (8.33)). O regime tornozelo é praticamente pronunciado em (c), embora esteja
também presente nos outros casos.

Regides de grande PIB apresentam um comportamento diferenciado: a distribuicio
apresenta uma transi¢do adicional, inclinando-se para cima, e originando um terceiro
regime em lei de poténcia. Este efeito é bastante pronunciado para a Alemanha, e em um
grau menor para o Reino Unido. Para os EEUU e Brasil, este efeito estd praticamente

escondido na distribui¢do histogramada®, conforme a Fig. 8.14, mas ¢ visivel nos gréficos

8 Distribuigdo histogramada ¢ uma traducio livre do inglés para a expressio binned distribution. Numa
distribuigdo deste tipo, a ordenada apresenta o niimero de dados {que pode estar normalizado ou nao)
que pertencem a um intervalo (usualmente pequeno) da abscissa. Nas Figuras 8.14, esses intervalos



220 Capitulo 8. Outros exemplos de distribuigies generalizadas

ndo histogramados. Por exemplo, nos EEUU, apenas os dois maiores municipios (em
termos de PIB) (que s&o Los Angeles e Cook, parte de Chicago) pertencem a este regime.
No Brasil, temos S3o Paulo e Rio de Janeiro dentro deste regime. Esta caracteristica
€ comum a varios sistemas, algumas vezes denominado king effect [266]. Também ests
presente em raios csmicos altamente energéticos (como vimos na Sub-se¢io 8.3.4), sendo
referido neste ambiente por tornozelo (ankle) [207] (adotamos esta notagio nas Figuras).
Este comportamento possivelmente estd ligado a fenémenos de nio equilibrio, e assim
estd fora da presente abordagem. Outra possibilidade para explicd-lo é a estatistica pobre
(reduzido nimero de pontos}). Chamamos a atengio para o fato que o nimero de mu-
nicipios nos EEUU e Brasil é cerca de uma ordem de magnitude maior qué aquele nimero

na Alemanha e Reino Unido.

A Figura 8.15 apresenta a evolugdo temporal do pardmetro g. Os EEUU apresentam
um crescimento aproximadamente uniforme de g ao longo de 30 anos. No caso do Brasil, a
tendéncia de crescimento entre 1970 até 1990 foi quebrada de 1990 a 1996. A Alemanha e
0 Reino Unido apresentam valores constantes de ¢ nos perfodos para os quais temos dados
disponiveis. O crescimento do pardmetro g (obser{rado para os EEUU e Brasil) indica um
crescimento da desigualdade: quanto maior ¢, mais extensa é a cauda, portanto maior a
probabilidade de encontrarmos municipios muito mais ricos que outros. O parametro ¢
(para um dado pais) se mostrou constante para os anos observados. Os valores menores de
g e ¢’ para a Alemanha e Relno Unido, quando comparado com os valores para os EEUU
e Brasil, refletem uma distribui¢io de valor agregado mais balanceada para estes paises
europeus, em relagdo aos paises americanos analisados. A relagio entre as inclinacdes
(associadas aos valores de ¢) e a igualdade/desigualdade néo é uma conclusio nova; 6

conhecida desde Pareto [200] (vide também Ref. [267] e outras 14 contidas).
Analisamos também a distribuigio de PIB’s dos pafses do mundo, para o ano 2000
[268]. Neste caso, observamos que a funcéo (g, ¢')-exponencial (com v = 1 na Eq. (8.30))

se ajusta melhor aos dados que a fungéo (g, ¢')-Gaussiana (com vy = 2) na regido de renda

estdo igualmente espagados em escala logaritmica, i.e., sua largura cresce exponencialmente. Nas dis-
tribui¢des nido histogramadas, cada ponto do grafico corresponde a um dado original. Foi escolhida a
forma histogramada para esta Figura 8.14 para melhor visualizagio.
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Figura 8.15: Evolugao do parametro ¢ para os EEUU (quadrados), Brasil (circulos), Reino
Unido (tridngulos) ¢ Alemanha (tridngulos invertidos). Os parametros ¢’ (para cada pafs)
sao constantes para todos 0s anos: ¢z = 2.1, vy = 1.7, Caemanta = 195 Gpu = 1.4
As linhas sdo apenas guia para os olhos.

baixa e intermedidria. Embora a diferenga entre as duas fungbes (y = 1 e v = 2) seja
perceptivel, ela ndo é tio grande, portanto esta observagdo puramente fenomenolégica
merece investigacao posterior, para que os resultados possam ser corroborados ou nao.
Acaso se confirme ser -y - 1, uma possivel interpretagiao pode ser devido a natureza das
interacoes entre paises, que imaginamos ser diferente daquelas entre municipios dentro
de um mesmo pais. A Figura 8.16 apresenta os resultados. O king effect também estd

presente aqui, particularmente para os dois paises de maior PIB, EEUU e Japao.

8.4.3 Distribuigoes geograficas

Nesta Sub-se¢do apresentamos exemplos de distribuigdes relacionadas com distribuicdes
geograficas. Especificamente vamos abordar areas de municipios (exemplificados com

municipios brasileiros) e precos de terras negociadas no Japao.
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Figura 8.16: Distribuicido acumulada inversa de PIB /PIB; de 167 paises para o ano 2000
(dados néo histogramados: cada ponto corresponde a um pais). Os dados foram ajustados
a uma (g, ¢')-exponencial (linha cheia) e a uma distribuicdo log-normal (linha tracejada)
— ambas as curvas s&o indistingu{veis visualmente neste exemplo. A g-exponencial (com
By == 0, linha tracejada-pontilhada) também ¢ apresentada, para comparagao. Os valores
dos pardmetros sdo ¢ = 3.5, ¢’ = 1.7, 1/, = 111.1, 1/8, = 2500.0. O joelho, de acordo
com a Eq. (8.33), é localizado em PIB/PIB; = 19665. A curva log-normal é obtida com
o =220 e o = 13.

Areas de municipios

Consideremos as areas de todos os municipios brasileiros do ano 1998 [269]°. O menor
deles, Santa Cruz de Minas (MG), tem 2.9 km?, enquanto o maior, Altamira (PA), tem
161446 km?®. Trata-se de uma variaio significativa. Apenas para termos uma idéia com-
parativa, Altamira é maior que 12 estados brasileiros; é pouco maior que o Acre e pouco
menor que o Parand. Maior também que paises como Austria, Portugal, Bulgéria, Grécia.
Sao0 muitas as causas que levam um municipio ter uma certa area, incluindo, dentre ou-
tras, fatores geograficos, politicos, demograficos, econdmicos. Apesar desta complexidade

de influéncias, ¢ interessante observar que uma tdnica curva, a (g, ¢"')-Gaussiana (dada

As dreas dos municipios sdo calculadas pelos métodos tradicionais dos gedgrafos. Nao estamos con-
siderando uma possivel estrutura fractal, comum nessas distribuigdes geograficas.
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pela solucao da Eq. (8.30) com vy = 2), se ajusta bastante bem a praticamente todos os
municipios brasileiros (5507 municipios no ano 1998), desde o menor deles até o maior.

A Figura 8.17 ilustra os resultados.
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Figura 8.17: Distribuiciio acumulada inversa de 4reas dos municipios brasileiros (dados
ndo histogramados). A linha cheia é uma (g, ¢')-Gaussiana com ¢ = 3.07, ¢’ = 1.56,

1/+/B; = 353.55 km?, 1/,/By = 11226.7 km?.

Precgos de terras no Japao

O problema do prego de terras no Japao foi recentemente considerado na Ref. [270]. O
autor encontrou uma cauda em lei de poténcia para distribuicdo acumulada de precos de
terras, com uma inclinagao de —1.7 (P(X > z) o £~ 17). A Figura 8.18 evidencia que
uma ¢-Gaussiana (Eq. (8.15) com vy = 2) ajusta toda a faixa de dados, exceto o ultimo
ponto correspondente aos precos mais altos. Chamamos atengdo que a distribuicao de
probabilidades da Ref. [270] est4 histogramada. Talvez com os dados originais (total de
30 600 pontos) seja possivel fazer a curva se ajustar a este ponto final (ou aos pontos finais
da cauda) através da equagdo com transicio para uma cauda exponencial, Eq.s (8.23)-

(8.24), ou entdo através da equacio com transicdo para um segundo regime em lei de
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poténcia, Eq.s (8.30)-(8.31).
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Figura 8.18: Distribui¢io acumulada inversa de precos de terra no Japao, para o ano
1998. Os dados (histogramados) foram retirados da Fig. 1 da Ref. [270]. A linha cheia é
uma ¢-Gaussiana com ¢ = 2.136, que corresponde A inclinagio de —1.76 (encontrada pelo
autor de [270]), e 1/./B, = 188982 Yen.

8.4.4 Colaboracoes entre cientistas

BEm um recente trabalho, Mark E. J. Newman analisou redes de colaboragoes entre cien-
tistas [271]. Trata-se de um artigo pertencente a uma série de outros (p. ex. [272, 273)),
incluindo um trabalho de revisdo [274].

Nosso trabalho nesta Sub-segiio é analisar, dentro da Gtica nio-extensiva, o exemplo
analisado em [271]: redes de co-autoria académica onde os vérticies representam os autores
dos artigos e dois vértices estao ligados se os dois individuos em questio foram co-autores
em um artigo comum. Foram dois os exemplos analisados: (i) uma rede de colaboragdes
entre 1.5 milhoes de cientistas em biomedicina, de todas as publicacdes constantes entre

1995 e 1999 na base de dados de medicina; (ii) uma rede de colaboragdes entre 250 mil
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matematicos catalogados no Mathematical Reviews. Na sua Figura 4, ele apresenta o
grau de distribuicao destas redes (grau de um vértice é o niimero de ligagées conectadas
aquele vértice). Nossos resultados aparecem na Figura 8.191% As colaboragdes entre
biomédicos fica bem ajustada por uma g-exponencial, Eq. (8.15) com v = 1, enquanto as
colaboragoes entre matematicos necessita da curva com dois regimes de lei de poténcia,
a (g, ¢')-exponencial, Eq.s (8.30) e (8.31) (também com v = 1). Em ambos os casos,

consideramos a natureza discreta dos problemas, i.e., a normaliza¢io obedece a Eq. (8.41).
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Figura 8.19: Probabilidade acumulada inversa de niimero de autores nas areas de biome-
dicina {circulos} e matematica (quadrados), em fungdo do grau de conectividade, durante
o periodo de 1995 a 1999. Os biomédicos sdo bem ajustados por uma g-exponencial (linha
cheia}, com ¢ = 1.33, 1/8, = 5.26 ¢ N(1) = 156023. Os mateméticos sdo ajustados por
uma (g, q')-exponencial (linha tracejada), com ¢ = 1.5, ¢ = 1.1, 1/8, = 0.2 e 1/, = 4.54,
N{1) = 183591. Os dados da Ref. [271] estdo normalizados na presente Figura (nossa
abscissa é a probabilidade acumulada).

8.4.5 Medida de sucesso entre miisicos

Nesta Sub-se¢do analisamos a distribui¢io de uma possivel medida de sucesso de musicos
(musica popular). Recentemente J.A. Davies [275] considerou este problema. O indice

de sucesso adotado foi o niimero de semanas que um musico ou uma banda permanecem

90s dados originais foram gentilmente cedidos por Mark Newman.
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na lista semanal dos 75 mais vendidos. A anélise foi feita com as vendas de &lbuns na
Gra-Bretanha, abrangendo um perfodo de 50 anos, de 1950 a 2000 (uma publicacio do
Guinness, [276]). O autor conclui que a distribuigio acumulada é uma exponencial es-
ticada, Eq. (8.7), resultado similar ao encontrado em outro problema, uma medida do
sucesso de cientistas, realizado inicialmente por Laherrére e Sornette {266]. O indice de
sucesso de um cientista adotado foi o nimero de citagdes de seus trabalhos cataloga-
dos pelo ISI Web of Knowledge [277] (eles analisaram os 1120 cientistas mais citados,
no periodo entre 1981 e 1997). Na Ref. [275] sdo feitos comentdrios interessantes sobre
semelhangas e diferencas entre o trabalho de cientistas e de misicos: ambos sio mani-
festagoes da criatividade humana; mas existem aspectos bastante diferenciados: enguanto
a vendagem de miisicas é controlada por fatores sociais, econdmicos, propaganda, moda,
além da qualidade dos muisicos e de seus trabalhos, citacdes de trabalhos cientificos sao
feitas pelos préprios cientistas, que sio, por sua vez, também autores. Assim, o ambiente
cientifico forma uma rede fechada. Em seguida ao trabalho de Laherrére ¢ Sornette, onde
foram identificadas distribui¢des do tipo exponenciais esticadas, Redner [195] analisou
as citagoes de trabalhos individuais (e nao citagdes de cientistas ao longo de toda sua
vida, como em [266]). Em sua andlise, concluiu que os trabalhos mais citados seguem
‘uma lei de poténcia, enquanto os menos citados seguem uma distribuicao exponencial
esticada, i.e., fenémenos diferentes governariam os artigos de maior repercussio e aqueles

de repercussao limitada.

Posteriormente, a distribui¢io das citacies de trabalhos foi revisitada, agora com o
formalismo néo-extensivo [196]. Com este artigo, Constantino Tsallis ¢ Marcio P. de Albu-
querque, conseguiram uma abordagem unificada para o problema — uma #nica funcao,
a g-exponencial, é capaz de descrever toda a faixa de dados, mostrando que ndo sio

tenémenos diferentes que governam o problema.

Nossa contribuiao [216] segue uma linha similar. Consideramos as funcdes nao-
extensivas, € as comparamos corm a exponencial esticada encontrada por Davies. Verifi-
camos que a distribuicdo acumulada de sucesso dos miisicos (0s pontos foram capturados

da Ref. [275], pois nao tivemnos acesso & Ref. [276]) pode ser descrita com a Eq. (8.24)
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(v = 1) com, no minimo, igual adequagao em relagao & exponencial-esticada, Eq. (8.7).
A Figura 8.20 apresenta os resultados. A linha cheia é a dada pela Eq. (8.24), visivel
com dificuldade, por passar sobre os pontos. A linha tracejada é a exponencial esticada
encontrada em [275]). No Detalhe, mostramos a distribﬁigé}o acumulada inversa versus a

funcdo aunxiliar

Jauz = log [1 - ﬁq/ﬁl + IBq//Bl e{q—l)ﬁlw] . (870)

A Eq. (8.24) se apresenta como uma, reta neste grifico linear-linear. O Detalhe mostra
visualmente a adequacdo do ajuste. Percebemos que a linha tracejada nao cobre tdo bem
os pontos, enquanto a linha cheia fica praticamente indistinguivel deles. O coeficiente de
correlacdo linear dos dados com essa variavel independente, Eq. (8.70), é de 7% = 0.9975.
Os parametros utilizados sdo: ¢ = 2.2, 1/\/,8-q = 6.25 semanas, 1/\/ﬁ7 = 100 semanas,
na BEq. (8.24), e zp = 9.37 semanas, ¢ = 0.5 na Eq. (8.7), valores reportados por [275].
Este sistema apresenta o dito king effect, também comum aos raios césmicos (Sub-
secio 8.3.4) e a distribuicdo de Produtos Internos Brutos (Sub-seciio 8.4.2). Os mais

vendidos na Gra-Bretanha, nesta pesquisa, sdo Elvis Presley e Cliff Richard.



228 Capitulo 8. Qutros exemplos de distribuigbes generalizadas

10" e

I | |n|ul

Distribuicio acumulada

pond \|..

10 100 1000
Semanas

10°g 5 10
f (semanas)
aux
1

Figura 8.20: Distribui¢do acumulada inversa de miisicos mais vendidos na Gra-Bretanha.
Os dados foram retirados da Fig 1(b) da Ref. [275]. A linha cheia é uma (g, 1)-exponencial,
e alinha tracejada, a exponencial esticada utilizada em [275]. A linha tracejada-pontilhada
¢ uma g-exponencial (com f; = 0), mostrada para comparacio. Detalhe: Distribuicéo
acumulada versus a fungfo auxiliar Eq. (8.70), em escala linear-linear. A Eq. (8.24) ¢
uma linha reta neste grafico. Caso os pontos obedecam a esta distribuicio, eles tambem
ficam aproximadamente lineares, como indica a figura. Os dois pontos de maior posto
ndo estdo mostrados no Detalhe, pois eles visivelmente se afastam da curva.



Capitulo 9

Conclusoes

Neste Capitulo derradeiro, apresento um resumo. da Tese. Me permito também esbocar
certas reflexoes filosodficas de cunho pessoal.

A mecénica estatistica tem sido objeto de controvérsias, desde os primeiros momentos,
com as fortes objecbes que eram feitas a Ludwig Boltzmann. O tempo se encarregou de
mostrar aos energeticistas da época que a visao de Boltzmann estava correta. Infelizmente
tarde demais para ele préprio (Ludwig).. De um quadro inicial de rejei¢do, a mecénica
estatistica passou para o pdlo oposto, de sagracao.

A teoria nio-extensiva, proposta por Constantino Tsallis-em 1988 com seu trabalho
seminal [9], e desenvolvida por vérios cientistas de diversas partes do mundo!, tem sido
recebido pela comunidade cientifica com sentimentos ambivalentes e controvérsias, vide,
p. ex., [278, 279, 280, 281, .282, 283]. Nao vamos entrar no mérito dos argumentos utiliza-
dos. Recentemente, em um artigo de revisdo 24|, Tsallis apresenta seu ponto de vista,
replicando varias destas criticas, algumas ingénuas, outras mais profundas.

De acordo com Angel Plastino [284], muitas das polémicas que envolvem a mecénica
estatistica estao relacionadas a aspectos psicoldgicos do ser humano, que usualmente ndo
lida bem com as incertezas. A mecanica estatistica é a ciéncia do saber incompleto [285],
portanto causa incémodo. Michel Baranger (citado em [278]) também aponta para outras
motivagoes psicologicas para muitas das criticas que a mecéinica estatistica nao-extensiva
tem recebido, s vezes mesmo se confundindo com criticas pessoais ao autor. Algumas

tém essa motivaclo essencial; a maloria das criticas parecem ter origem no verdadeiro

'Vide uma bibliografia constantemente atualizada em [26).
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desejo de conhecer o comportamento da natureza.

Apesar das agitagoes, a mecanica estatistica nao-extensiva tem se desenvolvido basi-

camente ao longo de trés linhas complementares:

(i) Muitos trabalhos tém observado (in vitro, in wvivo e in silico) comportamentos
que tém sido bem descritos de acordo com este formalismo. Apresentamos alguns deles
na Parte II da presente Tese. Iiste é um dos pontos de partida da ciéncia, iniciar com
a observagao da natureza. Claramente nio é uma garantia ou uma prova de que este
formalismo nfo-extensivo é o mais adequado. Podem existir varios outros que possam
ser igualmente capazes de descrever os mesmos fendmenos. Nossa Figura 8.3, p. ex,
compara uma g-exponencial com uma exponencial esticada, para uma pequena faixa da
varidvel independente, mostrando ser indicernivel qual a melhor fungdo para um conjunto
limitado de dados naquela situagio. Nao é garantia, nem é conclusivo, mas um ponto de
partida. Destacamos uma recente aplicagdo [99] (vide final da Segio 4.3), onde fungdes
g-hiperbdlicas sdo consistentemente utilizadas na descricio do comportamento de um

material magnético.

(ii) Existem também trabalhos que desenvolvem aspectos formais e conseqiiéncias
matemdticas decorrentes da mecéinica estatistica nio-extensiva. A Parte I da presente
Tese foi dedicada a este tema. Esta linha de trabalhos formam outro aspecto importante

para uma teoria cient{fica: coeréncia em sua estrutura légica.

.

(iii) Ainda mais é exigido para que uma dada area do saber seja considerada uma
teoria cientifica. E necessirio ter um cardter preditivo, i.e., ser capaz de predizer com-
portamentos antes inesperados, a partir de suas premissas. Com isto, ela poderia ser
considerada uma teoria fechada. Esta parte é, seguramente, uma das mais dificeis de ser
alcancada. Aqui também muitos esfor¢os tem sido feitos, e os primeiros resultados satis-
fatérios comegam a aparecer. Destacarmos alguns exemplos, dentre outros j4 mencionados

em capitulos anteriores:

Nos exemplos em sistemas dinamicos de baixa dimensionalidade, que apresentamos no
Capitulo 6, Secdo 6.1, citamos quatro métodos distintos, que estimam o valor do {ndice

entropico ¢yen a partir da dinimica do sistema, obtendo, como deveria ser, o mesmo valor.
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Também existem exemplos em sistemas dissipativos de alta dimensionalidade, especial-
mente sistemas com turbuléncia completamente desenvolvida. Os trabalhos de Christian
Beck tém avancado importantes e inovadoras abordagens para o problema, com conexoes
com a mecanica estatistica nao-extensiva, conseguindo, inclusive, estimar valores para os
indices entrépicos ¢, e com concordancias com resultados experimentais impressionantes
(160, 161, 186]. Impressionam também os resultados obtidos também em turbuléncia por
Arimitsu e Arimitsu [162, 163]. Os indices entrépicos que eles encontram sao de naturezas
distintas, e possivelmente relacionados, conforme conjectura apresentada na Secao 6.3.

Ainda dentro dos sistemas de alta dimensionalidade, também destacamos o trabalho
de Beck [250], propondo um método para estimar o valor do indice ¢ que encontramos
nos raios cGsmicos [238] (Sub-se¢ao 8.3.4).

Concordéncia com resultados experimentais, coeréncia légica, predictibilidade sao
exigéncias essenciais em qualquer teoria cientifica, mas naturalmente n@o sao tnicas. E
necessario ainda satisfazer todas as questdes epistermoldgicas, como a falseabilidade de
Karl Popper [286].

A mecéinica estatistica ndo-extensiva nio é contrdria a Boltzmann. Seu desenvolvi-
mento tem buscado a esséncia de suas idéias, colocando a mecdnica em um nivel epis-
temoldgico mais fundamental, de onde decorrem as propriedades macroscopicas. Este

esquema também estd de acordo com as idéias de Einstein [287, extraido de [37]]

“In order to calculate W, one needs a complete (molecular-mechanical)
theory of the system under consideration. Therefore it is dubious whether the
Boltzmann principle has any meaning without a complete molecular mechan-
ical theory or some other theory which describes the elementary processes.
S = kIn W + constant seems without content, from a phenomenological point

of view, without giving in addition such an Elementartheorie.”

A nocdo que a mecanica estatistica de Boltzmann-Gibbs apresenta limitagoes a serem

superadas é antiga. A Ref. [37] nos remete também a uma citagdo de Enrico Fermi [288]:

“The entropy of a system composed of several parts is very often equal

to the sum of the entropies of all the parts. This is true if the energy of the
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system is the sum of the energies of all the parts and if the work performed
by the system during a transformation is equal to the sum of the amounts of
work performed by all the parts. Notice that these conditions are not quite

obvious and that in some cases they may not be fulfilled.”

Ainda da Ref. [37] tomamos o comentério de Peter Landsberg [289, p. 102]:

“The presence of long-range forces causes important amendments to ther-

modynamics, some of which are not fully investigated as vet.”

Estes comentarios servem para ilustrar que a posicao quase sagrada que a mecinica es-

tatistica de Boltzmann-Gibbs na qual fora colocada estava excessivamente elevada, por

mais respeito e admiracao que tenhamos (e devemos té-los) pelo seu formalismo. Mais de

um século apds sua fundagdo, chegara a hora de dar um salto a frente.

Retomemos rapidamente algumas conclusdes que tratamos no presente trabalho (al-

gumas nossas, outras de diferentes autores).

(i)

(i)

(iii)

A mecénica estatistica ndo-extensiva é aplicdvel a (vdrios) sistemas que se encaixam

na categoria de compleros (alguns apresentados da Parte II da presente Tese);

Verificamos a existéncia de mais de um valor de g para caracterizar completamente
um sistema. Um deles estd relacionado aos processos de sensibililade as condicoes
iniciais (geen < 1), € 0 'outro estd relacionado aos processos de relaxacio ao estado
estacionério (g, > 1). Este tltimo é dependente da granulacio adotada no pro-
blema. Verificamos que ambos geen € gro 30 ligados através de uma relagio de
escala de tamanho finito, pelo menos nos mapas do tipo logistico (Capitulo 6). E
possivel a existencia de um terceiro valor do {ndice entrépico , conjecturado em [24]:

Jstat > 1, relacionado aos estados estaciondrios;

Verificamos computacionalmente (corroborando verificagbes anteriores de outros au-
tores) a conjectura da nio comutatividade dos limites macroscdpico e temporal do
estado de equilibrio termodinidmico, para sistemas com interacgdes de longo alcance

(Capitulo 7), originalmente apresentada em [22];
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Desenvolvemos alguns aspectos mateméticos conseqiientes das definigdes das funcaes
g-logaritmo e g-exponencial, uma possivel genealizagdo da transformada de Laplace,
das fungBes trigonométricas e hiperbélicas, incluindo uma generalizacao do Teorema
de Pitdgoras, uma deformacio associada a algebra e ao caleulo, e ainda desenvolve-
mos uma aplicagao em processamento de sinais, mais especificamente na anlise de

wavelets (Parte I da presente Tese);

Generalizamos a entropia nao-extensiva S, (que é mono-indicial) por uma forma

entropica bi-indicial S, (Segdo 1.3).

Algo parece certo: o indice ¢ nio é uma constante universal da natureza. E um

indice {ou um conjunto inter-relacionado deles) caracteristico de cada classe de sistema

particular. A Ref. [39] apresenta alguns comentérios epistemoldgicos sobre a mecénica

estatistica ndo-extensiva.

Uma drea muito grande da Fisica estd sendo ampliada desde suas bases mais funda-

mentais. Um trabalho deste porte demanda tempo. Muito hd o que ser feito, refeito,

descoberto, inventado. Enumeramos algumas possibilidades de trabalhos futuros, con-

seqiiéncia dos que apresentamos anteriormente:

(1)

Posteriores desenvolvimentos dos aspectos formais (matemaéticos) da mecanica es-
tatistica né.o—extens'iva, como, p. ex., a transformada de Laplace utilizando o nicleo
exp,(—st) (item (i) da pag. 49); o desenvolvimento da generalizagio da transformada
de Fourier (embora principios deste trabalho ja tenham sido realizados, vide p. 48;
aprofundamento das conseqiiéncias da g-dlgebra e do g-cdleulo; novas aplicacdes das
g-fung¢des em processamento de sinais e em outras dreas da ciéncia e da tecnologia;
desenvolvimento das conseqiiéncias fisicas da entropia bi-indicial S, (Se¢do 1.3),
como tambem das conseqiiéncias matematicas decorrentes das fungdes In, » € exp,

(Ref. [11]);

O mapa logistico, e toda sua familia, tem gradativamente revelado aspectos sur-

preendentes e ndo imaginados. Investigagdes adicionais para corroborar a relagao
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de tamanho finito, Equagao (6.16), e também em outros mapas; verificagao da du-
alidade (ou possivel trindade) dos indices entrdpicos ¢ (@sen, Gret € Qstar) €M OULrOS
sistemas, e possiveis relagdes de escala entre eles; corroboragio da dep'endéncia. da

granulagio (graining) de gre;

(iii) Aprofundamento da andlise do regime meta-estdvel (primeiro patamar da Figura
7.19, p. ex.), identificando qual a sua distribuigio de velocidades, quais as condigdes
iniciais que levam a este regime e quais as que levam diretamente ao estado terminal

de Boltzmann-Gibbs; verificacao da lei zero da termodinamica.

Descartes, em seu Discurso do Método, estabeleceu uma via espetacular para a ciéncia.
Colocou a divida como um dos pontos altos do método (nfo a divida pura e simples,
nao a divida descrente, a divida adolescente, poderfamos denomind-la, mas a didvida
metddica, como ele a explica). Este é um ponto permanente, como verificamos na opinido
de Feynman, apresentada na nota ao pé da pdgina 18.

Descartes também nos ensinou a maneira de decompor sistemas compostos em partes
mais simples, fazer esse processo até que cheguemos a partes suficientemente simples
de modo que tenhamos condicbes de trati-las, de obter respostas (vide nota ao pé da
pdgina 117). Depois, recompor o sistema (uma vez que sabemos como o decompomos,
temos como fazer o caminho inverso). Em termodindmica este sistema mais simples é
chamado sistema isolado, para o qual sua energia é constante e sua entropia tende a um
méximo. Em meclnica estatistica trata-se do ensemble microcandnico.

A questao que se coloca é: Sdo todos os sistemas decomponiveis, ou haveriam alguns
sistemas que nao podem ser decompostos em sub-sistemas isolados? Surge este ponto
porque, como mencionamos, os sistemas complexos sdo dependentes do contexto, 1e.,
holisticos. Eis mais uma questdo em aberto. SAo muitas ainda ndo respondidas. Fiquemos
felizes por estarmos vivendo esta época, ainda com esperangas que o quadro fique mais

bem definido em uma escala temporal que nos permita saber algumas respostas!!
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Finalmente acrescentamos uma caracteristica que, segundo a opinido de varias pessoas
(e que nés também compartilhamos), uma drea do conhecimento deva ter para ser con-
siderada uma teoria. Conforme aprendi com Constantino, teoria em grego vem da visao
do Divino. Entdo deve estar ligada a4 Verdade e 4 Beleza, idéias platdnicas que andam
juntas. Embora seja dificil, ou talvez mesmo impossivel definir a Beleza, uma teoria deve
necessariamente ser bela! Cabe a nés a reconhecermos. Segundo nos parece, a mecanica
estatistica nao-extensiva apresenta muitos elementos de Beleza. Seguimos o raciocinio de

Dirac [290] e isso nos enche de esperangas quanto ao extenso (nao-extensivo) futuro:

“I think that there is a moral to this story, namely that it is more important
to have beauty in one’s equations than to have them fit experiment.

It seems that if one is working from the point of view of getting beauty in
one’s equations, and if one has really a sound insight, one is on a sure line of
progress.

If there is not complete agreement between the results of one’s work and exper-
iment, one should not allow oneself to be too discouraged, because discrepancy
may well be due to minor features that are not properly taken into account

and that will get cleared up with further developments of the theory.”

Paul Adrian Maurice Dirac (1902-1984)



Apéndice A
Integrais ¢g-Gaussianas

Em diversas situacdes pode ser 1til ter em maos integrais envolvendo g-Gaussianas. Aqui
as apresentamos, bem como suas transformadas de Fourier.

Os casos ¢ > 1 e ¢ < 1 podem ser obtidos, por exemplo, a partir da Ref. [85,
Eq.s 3.251 2 e 3.251 1]:

/mda: [eq"mz]y:\/g PSE_%) (1<g<142vw), (A.1)

% ) v _3
f_ dz 2* [e{;“"’z] = ;—a\/g ” g EZ:P (2)” ) (I<g<l+ 2%), (A.2)

e N I N (TS
/ dz z [eq }:%\/;(l—q)mr v)+%) (g <1), (A.5)
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e v % +1
/_‘xc dz z* [e;ﬂz‘"’} _ :1_25\/’% = q)s(/;; +U)+ %) (¢ < 1). (A.6)

O limite ¢ — 1 é dado por

L Rt :
lim =v (l<g<l+ a), (A.7)

=1"% (g<1). (A.8)

_qg?}“o (1-g)°T (5 +a+1)

As transformadas de Fourier das ¢g-Gaussianas sdo expressas em termos das funcdes
de Bessel e funcoes modificadas de Bessel (vide Ref. [85, Eq.s 3.384 9 e 3.387 2)):

AT Gty () = ()

(1<g<1+2), (A.9)
s (5 +Y) 2'(1—'q)0> - y
F{le] v} = \/_1_’(]—( ; ) J(ﬂ)
(—oo < g <), (A.10)
com ) )
,u:q_l — 5 (A.11)

Em todos os casos, temos ¢ > 0, ¥ > O e, para ¢ < 1, o corte é localizado em

1
(1-q)a

Se considerarmos uma distribuicao normalizada (seja ¢ > 1 ou g < 1), é vélida a seguinte
relagdo entre os momentos de quarta e segunda ordem:
{z*) 5— 3¢ 7

= < =), Al3

5@y 7-5g \1<F (4.13)

tendo como caso particular a conhecida relacio

(A.12)

Te=.

3<(“;?>2 = 1. (A.14)




Apéndice B
Publicacoes

Partes desta Tese foram derivadas dos seguintes artigos (ja publicados, aceitos, e-prints ou
submetidos): eles foram modificados para coloca-los num contexto e formato adequados.
Sdo 15 trabalhos (Tabela B.1 e listagem seguinte, em ordem cronoldgica), 81 citagdes
cadastradas pelo ISI - Institute for Scientific Information (opgao “Full search, Cited Ref
Search”, devidamente descontado um homénimo, em 28 de janeiro de 2004), 88 diferentes
autores j4 citaram os artigos abaixo. Estes trabalhos correspondem & minha modesta
retribui¢do e contribuicio ao CBPF.

Tabela B.1: Publicacoes

Nam. Ano Citagdes! Ref.
1 1998 23 [67]
2 1998 26 [11]
3 1999 T [38]
4 1999 . 3]
5 2002 4 [39]
6 2002 1 [180]
7 2002 6 [153]
9 2002 0 [216]
12 2002 0 [261]
8 2002 - [178]
10 2003 2 [238]
11 2003 - (239
13 2003 - [155]
14 2003 - [77]
15 2003 - [100]

"De acordo com o ISI, em 28/01/2004,
opcao “Easy Search”.
-: publicacdo ndo cadastrada no ISI.
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E.P. Borges; On a ¢-generalization of circular and hyperbolic functions, J. Phys. A:
Math. Gen. 31 5281-5288 (1998) (Ref. [67]).

E.P. Borges e Itzhak Roditi; A family of noneztensive entropies, Phys. Lett. A 246
399402 (1998) (Ref. [11]).

. B.K. Lenzi, E.P. Borges ¢ R.S. Mendes; A ¢-generalization of Laplace transforms,

J. Phys. A: Math. Gen. 32 8551-8561 (1999) (Ref. [88]).

E.P. Borges; Irreversibilidade, desordem e incerteza: trés visdes da generalizagdo do
conceito de entropia, Rev. Bras. Ens. Fis. 21 (4) 453-463 (1999) (Ref. [3]).

C. Tsallis, E.P. Borges e F. Baldovin; Miring and equilibration: Protagonists in
the scene of nonextensive statistical mechanics, Physica A 305 (1-2), 1-18 (2002}
(Ref. [39]). .

Incluido na lista “Top 10 Most Downloaded Papers in Physica A during 2002”
[http://physics.elsevier.com/physics/nonlinear/mostdnld_physa.html].

. B.P. Borges e C. Tsallis; Negative specific heat in a Lennard-Jones-like gas with

long-range interactions, Physica A 305 (1-2), 148-151 (2002) (Ref. [180]).

E.P. Borges, C. Tsallis, G.F.J. Ananos e P. M. C. de Oliveira; Nonequilibrium
Probabilistic Dynamics of the Logistic Map at the FEdge of Chaos,
Phys. Rev. Lett. 89 (25) 254103 (2002} (Ref. [153]).

E.P. Borges, C. Tsallis, A. Giansanti, D. Moroni; Dindmica de um sistema nédo ez-
tensivo de rotores cldssicos anisotrdpicos acoplados, Tania Tomé (Ed.), Tendéncias
da Fisica Estatistica no Brasil — Escala e Complexidade (Editora Livraria da Fisica,
Sao Paulo, 2003) pp. 84-87 (Ref. [178]).

. B.P. Borges; Comment on “The individual success of musicians, like that of physi-

cists, follows a stretched exponential distribution” by J. A. Davies,
Eur. Phys. J. B 30 (4) 593-595 (2002) {Ref. [216]).

C. Tsallis, J.C. Anjos e E.P. Borges; Fluzes of cosmic rays: a delicately balanced
stationary state, Phys. Lett. A 310, (5-6) 372-376 (2003) (Ref. [238§]).

C. Tsallis e E.P. Borges; Nonextensive statistical mechanics — Applications to nu-
clear and high energy physics,

Proceedings of the X International Workshop on Multiparticle Production — Corre-
lations and Fluctuations in QCD (8-15 June 2002, Crete), Ed. N. Antoniou (World
Scientific, Singapore, 2003) pp. 326-343.

[também disponivel em http://arXiv.org/cond-mat/0301521] (Ref. [239]}.

E.P. Borges; Empirical nonestensive laws for the county distribution of totel personal
income and gross domestic product, Physica A 334, 255-266 (2004) (Ref. [261]).
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13. E.P. Borges e U. Tirnakli; Mizing and relazaiion dynamics of the Henon map at the
edge of chaos, Physica D (2004) (in press). 7
[http://arXiv.org/abs/cond-mat/0302616] (Rel. [155]).

14. E.P. Borges; A possible deformed algebra and calculus inspired in noneztensive ther-
mostatistics. [http://arXiv.org/cond-mat/0304545] (2003)
(Aceito para publicacao em Physica A) (Ref. [77]).

15. E.P. Borges, C.Tsallis, J.G.V. Miranda, R.F.S. Andrade; Mother wavelet functions
generalized by q-exponentials. Ainda nao submetido para publicagio (Ref. [100]).



Apéndice C

Apresentacoes

Ao longo do periodo de desenvolvimento da presente Tese, foram possiveis apresentagoes
de partes de seu conteido em alguns eventos, listados a seguir:

1.

XXI Encontro Nacional de Fisica da Matéria Condensada, Caxambu, MG, 2 a 6
de junho de 1998. Apresentacio em painel do trabalho Uma Generalizacdo de
Entropias da Fisica Ndo-Fxtensiva, E.P.B. e 1. Roditi.

Gordon Conference on Modern Developments in Thermodynamics, Barga, Itdlia, 18
a 23 de abril de 1999. Apresentacio em painel do trabalho A g-generalization of
Laplace transforms, E.K. Lenzi, E.P.B. e R.S. Mendes.

XXII Encontro Nacional de Fisica da Matéria Condensada, Sao Lourenco, MG, 11
a 15 de maio de 1999. Apresentagio oral, por C. Tsallis, do trabalho Sistemas
conservativos termalizados: alecance das forcas e sensztzmdade as condigoes niciais,
C. Tsallis, L. Borland e E.P.B.

XXII Encontro Nacional de Fisica da Matéria Condensada, Sio Lourenco, MG, 11
a 15 de maio de 1999. Apresentagio em painel do trabalho Uma generalizacio da
tranformeda de Laplace, E.K. Lenzi, E.P.B. e R.S. Mendes.

Instituto de Fisica da Universidade Federal da Bahia, 6 de abril de 2001. Apre-
sentagao do Semindrio ¢-Deformacao em mecdnica estatistica nio extensiva e funcoes
analiticas.

. International School and Workshop on Nonextensive Thermodynamics and Physical

Applications, Villasimius (Cagliari), Italia, 23 a 30 de maio de 2001. Apresentagio
em painel do trabalho Anomalies in a Lennard-Jones-like gas with long-range inter-
actions, E.P.B. e C. Tsallis.

International Workshop on Interdisciplinary Applications of Ideas from Nonexten-
sive Statistical Mechanics and Thermodynamics, Santa Fe Institute, Santa Fe, New
Mexico, EEUU, 8 a 12 de abril de 2002. Apresentacio em painel do trabalho Nonez-
tensive thermodynamical approach for the county distribution of personal income,

E.P.B.
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10.

11.

12.

Apéndice C. Apresentagoes

. Simpdsio de Mecanica Estatistica, Tendéncias da Fisica Estatistica no Brasil — Es-

cala e Complexidade, em Homenagem aos 60 anos do Prof. S.R.A. Salinas. Campos
do Jordao, Sao Paulo, 24 a 27 de novembro de 2002. Apresentagdo oral do trabalho
Dindmica de um sistema ndo extensivo de rotores cldssicos anisotrépicos acoplados,
E.P.B., C. Tsallis, A. Giansanti, D. Moroni.

. XXVI Encontro Nacional de Fisica da Matéria Condensada, Caxambu, MG, 6 a 10

de maio de 2003. Apresentacdo em painel (por R.F.S. Andrade) do trabalho Trans-
formadas de ondaletas baseadas em g-exponenciais: aplicacdo na andlise multifractal
de perfis e medidas, E.P.B., J.G.V. Miranda, R.F.S. Andrade, C. Tsallis.

Second Sardinia’s International Conference on News and Expectations in Thermo-

statistics, Villasimius (Cagliari), Itdlia, 21 a 28 de setembro de 2003. Apresentagéo

dos trabalhos: 1) Two-dimensional dissipative maps at the edge of chaos: Mizing

and relazation dynamics (apresentagdo oral), E.P.B. e U. Tirnakli; 2) A possible de-
formed algebra and calculus inspired in nonectensive thermostatistics (apresentagio
em painel) E.P.B.

VIII Latin American Workshop on Nonlinear Phenomena, Salvador, Bahia, de 28
de setembro a 3 de outubro de 2003. Apresentagio em painel do trabalho Some

examples of applications of nonextensive statistical mechanics to complex systems,
E.P.B.

International Workshop on Trends and Perspectives on Extensive and Nonextensive
Statistical Mechanics, em Homenagem aos 60 anos do Prof. C. Tsallis. Angra dos
Reis, Rio de Janeiro, de 19 a 21 de novembro de 2003. Apresentagdo em painel do
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