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Tempo vird em que uma pesquisa diligente e continua esclarecerd

aspectos que agora permanecem escondidos...
...Tempo vird em que os nossos descendentes ficarao admirados de
que ndo soubéssemos particularidades téo ébvias a eles...
...Muitas descobertas estio reservadas para os que virdo, quando a lembranga
de ndés estard apagada. O nosso universo sera um assunto sem importéncia,
a menos que haja alguma coisa nele a ser investigada a cada geragao...

A patureza nao revela seus mistérios de uma sé vez.

Seneca, Problemas Naturais, Livro 7, século I
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Resumo

Realiza-se um estudo de algumas das implicagtes da ndo-comutatividade candnica para
a teoria quintica de campos e a cosmologia. As teorias de campos sao abordadas com
uma visao moderna de teorias efetivas. Nesse contexto, é adotado um ponto de vista no
qual a nao-comutatividade dos observdveis de posigao das particulas possui um cardter
efetivo, tendo sua origem na agio de um forte campo magnético de fundo. Uma analogia
com o problema de Landau é discutida em detalhe, ilustrando como a interpretagao pro-
posta para as teorias nio-comutativas pode ser entendida de uma maneira intuitiva. O
cdleulo do potencial efetivo do modelo ¢® nao-comutativo (2+1)-dimensional é realizado
& ordem de dois lacos no limite em que o pardmetro de deformaciio nédo-comutativa, 0,
é pequeno. Amalisando as propriedades do potencial, verificamos que os efeitos da nao-
comutatividade podem modificar drasticamente a sua forma. Sob condigbes razodveis, o
setor nao-planar da teoria pode tornar-se dominante e induzir uma quebra espontanea de
simetria para valores do pardmetro de massa e das constantes de acoplamento para os
quais esta ndo ocorre no modelo andlogo comutativo. No contexto da cosmologia, a in-
fluéncia da nao-comutatividade é estudada introduzindo-se uma deformagao canénica na
relacio de comutacio das varidveis do mini-superespago do universo de Kantowski-Sachs
na parametrizacio de Misner. A investigacio das consequiéncias de tal deformacao &
realizada através de um estudo comparativo das possivels evolugoes do universo em qua-
tro diferentes cendrios: cldssico comutativo, cléssico nado-comutativo, quintico comntativo
e quantico nio-comutativo. A comparacfo torna-se transparente através do emprego do

formalismo de trajetérias quanticas de Bohm. Como resultado da andlise, verificamos que

iii



a nio-comutatividade pode modificar significativamente a evolugao do universo, mas nao
¢ capaz de alterar o seu comportamento singular no contexto clédssico. Efeitos quinticos,
por outro lado, podem dar origem a universos periédicos nao singulares em ambos 0s casos
comutativo e nio-comutativo. O modelo quintico nAo-comutativo apresenta propriedades
interessantes, como a capacidade de dar origem a dindmicas nao-triviais em situagoes onde

o seu andlogo comutativo é necessariamente estatico.
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Abstract

We study some of the implications of the canonical noncommutativity for quantum field
theory and cosmology. The quantum field theories are discussed in the light of the mod-
ern eflective field theory approach. In this context, a point of view is adopted in which
noncommutativity of the particle’s coordinate observables has an effective character, hav-
ing ibs origin in the action of a strong magnetic background field. An analogy with the
Landau problem is discussed in detail, illustrating how the interpretation proposed for
the noncommutative theories can be understood in an intuitive way. An evaluation of the
effective potential of the (241)-dimensional noncommutative ©® model is carried out in
the small limit of the noncommutative parameter & up to the two loop level. By analyz-
ing the properties of the potential, we find that noncommutative effects can drastically
modify its shape. Under reasonable conditions, the non-planar sector of the theory may
become dominant, and induce a symmetry breaking for values of the mass and cou-
pling constants not reached by its commutative counterpart. In the cosmological context,
the influence of noncommutativity is studied by introducing a canonical deformation of
the commutation relation between the minisuperspace variables of the Kantowski-Sachs
model in the Misner parametrization. The investigation of the consequences of such a
deformation is carried out by means of a comparative study of the universe evolution in
four different scenarios: the classical commutative, classical noncommutative, quantum
commutative, and quantum noncommutative. The comparison is rendered transparent by
the use of the Bohmian formalism of quantum trajectories. As a result of our analysis, we

find that noncommutativity can significantly modify the universe evolution, but cannot



alter its singular behavior in the classical context. Quantum effects, on the other hand,
can give rise to non-singular periodic universes in both commutative and noncommutative
cases. The quantum noncommutative model is shown to present interesting properties,
such as the capability to yield non-trivial dynamics in situations where its commutative

counterpart is necessarily static.
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Introducao

A idéia de considerar modelos onde coordenadas do espaco-tempo s&o ndo-comutativas
& bastante antiga. Foi sugerido por Heisenberg [1], ainda no perfodo inicial das teorlas
quénticas de campos, que a introducéo de coordenadas ndo-comutativas em escalas de
comprimento bastante pequenas poderia criar uma freqiiéncia de corte efetiva no regime
ultravioleta dessas teorias. Dessa forma, os infinitos que comumente aparecem nas ex-
pansoes perturbativas seriam naturalmente eliminados. Porém, a idéla de considerar
as coordenadas do espaco-tempo ndo-comutativas sé foi formalizada em wm artigo es-
crito por Snyder em 1947 [2]. Embora interessante e arrojado para a época, o programa
de eliminacéo dos infinitos das teorias quénticas de campos (na época a Eletrodinémica
Quéntica) com a introdugéo de coordenadas néo-comutativas acabou por ser abandonado,
cedendo espaco para a teoria de renormalizacio. Esta provou ser uma ferramenta bas-
tante poderosa, capaz de fornecer as acuradas predigoes experimentals que consagraral
a Eletrodinamica Quantica como uma das mals bem sucedidas teorias da fisica.

Apés permanecer esquecida por um longo perfodo, a idéa de fazer teoria quéntica
de campos em espacos ndo-comutativos foi revitalizada na década de 80 por Connes e
Reiffel em um trabalho sobre teorias de Yang-Mills em um toro nio-comutativo [3}.! B
interessante salientar que, apesar de a motivacio inicial para a incorporacao da nao-
comutatividade nas teorias de campos ter partido inicialmente de argumentos fisicos,

um esforco efetivo no desenvolvimento de wma formuiagao da teoria quantica de campos

L Afora as investigacbes no contexto da teoria quantica de campos, existem trabalhos que relacionam
geometria nio-comutativa com o Efeito Hall Quéantico [4]. Todavia, conforme é comentado em [5], até o

presente momenta nao se descobriu nada de novo na fisica do Efeito Hall com esse tipo de abordagem.



em espagos nio-comutativos partiu primeiramente de matemdticos. Teorias de grande
interesse dos fisicos geralmente seguem uma rota oposta, partindo da comunidade fisica
para serem formalizadas pela comunidade matemédtica. O atraso do desenvolvimento nas
teorias de campos em espacos nao-comutativos entre os fisicos pode ser atribuido, em
parte, & relutdncia da comunidade de teoria de campos em aceltar teorias n&o-locais.?
O préprio Einstein tinha uma grande reserva a esse tipo de teoria, referindo-se a sua
principal propriedade, a acfio a distancia, como “spooky” [7].

No ano de 1990, devido ao trabalho de Connes e Lott sobre o Modelo Padrao da
fisica de particulas [8], os modelos nao-comutativos comecaram a ganhar prestigio entre
os fisicos de altas energias. Trabalhos subseqiientes rapidamente apareceram utilizando a
geometria ndo-comutativa para estudar outras teorias, incluindo a gravitacao [9]. A idéia
central que norteou esses trabalhos fol a de acomodar graus de liberdade extrinsecos como
graus de liberdade internos em estruturas nio-comutativas. A interpretagao da particula
de Higgs na versio nio-comutativa do Modelo Padrio é a de um campo de calibre discreto-
7., em uIm espaco hao-comutativo, onde esta & tida como wma excita¢ao interna [10, 11].
Porém, essa abordagem para o Modelo Padrao acabou por ser abandonada, pois ndo ad-
mitia correces radiativas. Conforme ¢ salientado por Madore [12], presentemente nao ha
métodos que permitam quantizar divetamente coordenadas nao-comutativas. O dogma
central que permeia a fisica de altas energias ¢ de que toda a informacao relevante para
o8 modelos quanticos estd contida na agdo cldssica. Corregoes quéanticas sao obtidas a
partir de procedimentos-padrao de quantizacio.® Estes nfo foram generalizados para as
teorias nio-comutativas. Embora os modelos nio-comutativos propostos para a fisica de

altas energias envolvam apenas fatores matriciais simples, o Unico recurso que se tem em

2Teorias néo-locais apareceram sistematicamente ao longo da histéria da fisica em uma grande
variedade de contextos (veja [6] e referéncias). Porém, o interesse por essas teorias esteve sempre restrito

a uma comunidade pequena de especialistas.
3Nio seria incorreto falar que “quantizacio” & uma denominagao que atualmente é usada para designar

um conjunto de regras heurfsticas que sdo empregadas para se inferir a estrutura das teorias quéinticas a

partir das teorias cldssicas associadas [13].



maos para quantizéd-los € a expansao dos campos ndo-comutativos em termos de compo-
nentes cormutativas e a quantizacao destas dltimas. O sistema quantizado dessa forma,
entretanto, acaba por romper os vinculos impostos pela geometria nao-comutativa cldssica
[12]. Nos capitulos que seguem, veremos que, para dar um sentido quéntico aos modelos
onde ocorre a nao-comutatividade dos observivels de posicao das particulas nas teorias
de campos, ou das varidvels do mini-superespaco em cosmologia quéntica, a imitacio de
sabermos quantizar apenas varldvels comutativas determinara também a necessidade de
realizarmos uma expansdo de coordenadas nao-comutativas em fungéo de coordenadas
comutativas.

Ainda na década de 90, apareceram trabalhos onde a introdugéo da ndo-comutatividade
de coordenadas espaciais e temporais é inspirada em argumentos de gravitacdo semi-
cldssica [14]. Segundo esses trabalhos, a localizacio de particulas com extrema preciséo
no ato de observagao de um sistema levaria este a um colapso gravitacional devido a
concentracao da energia necessiria para a distingao de pontos em regioes muito pequenas
do espaco. O conceito de espago-tempo, portanto, ndo teria valor operacional em dimen-
sbes arbitrariamente pequenas. O raciocinio que leva a esse resultado é apresentado de
maneira técnica em [14]. O motivo de nfo ser possivel distinguirmos pontos em dimensoes
arbitrariamente pequenas, entretanto, & bastante simples (veja, p. ex., [19]).

Tmaginemos que exista uma distribuigio de matéria disposta na forma de dois picos
muito préximos contidos em uma regifio do espaco de didmetro d. Como poderfamos
distingui-los individualmente ? Para tal, basta realizarmos um experimento de espalha-
mento incidindo sobre o sistema particulas teste cujo comprimento de onda de de Broglie
seja da mesma ordem de grandeza ou menor que a distincia d; ou seja, que satisfaca a
condicao A = he/F < d, onde F & a energia das particulas teste. Quando A — 0 o campo
gravitacional das particulas teste passa a ser importante, e a teoria da Relatividade Geral
determina a existéncia de um limite de resolucio. O raio de Schwarzschild correspondente

a uma energia I é dado por

_2GE 2Gh> 2GH
Tt T NS ™ de3]

s



onde (G ¢é a constante de Newton. Portanto, se o didmetro d de uma regiao do espaco
for suficientemente pequeno — de modo que r, seja maior que d/2 — a obtencao de
informacao sobre a estrutura desta através de um processo de medida serd impossivel,
pois este acarretars na formacdo de um buraco negro. O limite de resolucao em medidas

de comprimento estabelecido pela Relatividade Geral pode, portanto, ser expresso como

d Gh
a7 e =t

onde [, & o comprimento de Planck.

A formacio de um buraco negro em decorréncia do ato de observagdo em dimensoes
muito pequenas pode ser evitada levando-se em conta o principio da incerteza de Heisen-
berg. Este, quando combinado com a Relatividade Geral, pode impedir que no processo de
medida haja concentracio de energia suficiente para a formagao de um horizonte de even-
tos [14]. Uma maneira possivel de implementarmos as relacoes de incerteza necessarias
para evitar a formacao do buraco negro ¢ introduzirmos na teoria a seguinte relacao de

comutacio entre as coordenadas das particulas [14]

[55“; Xy] = ?;Q'LW)

onde Q" sdo componentes de um tensor anti-simétrico. Esse tipo de relacao de nao-
comutatividade, denominada candnica, presentemente & a mais investigada na literatura.?

Apesar de motivagoes para o estudo das teorias de campos nao-comutativas terem
aparecido ao longo de décadas, incluindo a presenca de argumentos de que a teoria de
cordas, inclusive, nfio & local no sentido que conhecemos [17], até o final da década de 90
o interesse em modelos nio-comutativos ainda permanecia limitado a um circulo restrito

de especialistas. O real interesse nas teorias nac-comutativas por parte de uma ampla

comunidade de fisicos s6 ocorreu gracas ao trabalho de Seiberg e Witten [18] no ano

4A1ém da nio-comutatividade canénica, sdo também bastante investigadas outras formas de néo-
comutatividade, como a introduzida pelas dlgebras de Lie e a deformagao-g. O leitor interessado pode

encontrar detalles em [16].



de 1999. Este deu um grande impulso ao desenvolvimento da #rea ao relacionar a nao-
comutatividade candnica com um limite de baixas energias da teoria de cordas abertas.
Desde 1999, a teoria quéntica de campos ndo-comutativa que emerge da teoria de cor-
das vem sendo investigada de maneira sistemsdtica. Devido a importéincia que adquiriu,
detxaremos para discuti-la em maior detalhe nos Capitulos 1 e 2.

A proposta do presente trabalho é investigar possivels implicagoes da nao-comutati-
vidade candnica para as teorias de campos e a cosmologia. Conforme sers discutido nos
capitulos subseqiientes, a relagdo de comutagio candnica, seja entre os observdveis de
posicao de particulas ou entre as vandveis de um mini-superespaco, introduz nas teorias
fisicas um alto grau de nio-localidade. F possfvel que o estudo de teorias nao-locais (con-
tendo infinitas derivadas na agio) venha a desempenhar um papel importante na fisica de
altas energias, seja nas teorias de cordas, seja nas teorias de campos. Em plena era das
teorias efetivas, a teoria quéntica de campos nao € mais considerada uma teoria fundamen-
tal. Fssa mudanca de status, segundo Weinberg [19, 20|, determina a necessidade de uma
nova postura na maneira de se encarar os modelos, mesmo os que sao renormalizéveis.
Conforme discuiiremos no Capitulo 1, é bem posstvel que termos contendo derivadas de
vdrias ordens superiores a dols sejam necessarios no Lagrangeano das teorias de campos
para uma descricdo da fenomenologia em energias mais elevadas que as testadas.

Afora as razdes que acabamos de explicar, hd inimeras outras que também motivam o
estudo das teorias de campos baseadas na nao-comutatividade candnica. Abaixo listamos

algumas que, devido & sua grande importéncia, ndo podem deixar de ser mencionadas.

o Conexao com modelos nos quais ocorre gquebra da simetria de Lorentz.
Presentemente hd uma série de modelos que investigam diversos mecanismos, entre
eles a presenca de campos de fundo, que provocamn a quebra da simetna de Lorentz
[21, 22]. A ndo-comutatividade candnica que vem das teorias de cordas provoca
exatamente esse tipo de quebra. Uma discussiio sobre o mecanismo através do qual
um campo de fundo gera a nao-comutatividade sera feito no Capitulo 1, onde apre-

sentaremos, como exemplo, o problema de Landau. Um comentario a respeito da



natureza da quebra da simetria de Lorentz e suas implicagdes serd feito no Capftulo

2.

O intercambio de divergéncias nas teorias de campos. Conhecido como
IR-TUV miwzing, o intercdmbio das divergéncias ultravioletas e infravermelhas fol
uma das primeiras propriedades das teorlas quinticas de campos nao-comutativas
a ser descoberta [23]. Por desempenhar um papel importante no estudo da renor-
malizabilidade dessas teorias, o IR-UV mizing tem sido amplamente investigado.
Um intercAmbio similar de divergéncias ocorre nas teorias de cordas [18, 23|. E
importante, portanto, que tenhamos uma compreensdo do IR-UV mizing e suas
conseqiiéncias primeiro no contexto das teorias de campos, onde as manipulagoes
matemsticas sdo mais simples, para que posteriormente possamos aprofundar a

pesquisa no contexto das teorias de cordas.

Nao-localidade. J4 é sabido que as teorias de cordas nio sao locais no sentido que
conhecemos [24]. Ao propor teorias de campos néo-locais em [18], Seiberg e Witten
acabaram por derrubar o paradigma da localidade, que, conforme comentamos na
introdugdo, acompanha a teoria de campos desde o inicio de século XX. Surgiu,
portanto, uma grande motiva¢do para se estudar modelos com infinitas derivadas

(veja [25] e referéncias).

Possivel impacto nos fundamentos da teoria quéntica. Os fundamentos da
teoria quantica tém sido alvo de um debaie que envolve a comunidade fisica ao
longo de décadas. Entre os diversos pesquisadores que realizaram contribulgoes
relevantes para a interpretacio da teoria quéntica estdo Everett [26], Gell-Mann,
Hartle, Omnés e Griffiths [27], Bohm [28] e Bell [29]. Recentemente a pesquisa
em fundamentos da teoria quantica recebeu um enorme impulso devido & expecta-
tiva de se testar os limites da teoria quantica através de experimentos nas dreas de
Stica quéntica e matéria condensada [30]. Na fisica teérica de altas energias alguns

pesquisadores tém também manifestado um grande interesse em discutir os funda-



mentos da teoria quantica (veja, p. ex., T. S. Bir¢ et al em [31] e referéncias). Entre
eles destaca-se 't Hooft [32], que acha que & tempo de reconsiderarmos as teorias
de varidveis escondidas. Atualmente ha pouca investigacao da nao-comutatividade
candnica em trabalhos envolvendo varidveis escondidas [33]. Todavia, & possivel que
modelos envolvendo varidvels escondidas venham desempenhar um papel importante
no entendimento das teorias nao-comutativas. No Capitulo 4 teremos oportunidade
de discutir o assunto através de um exemplo onde aplicaremos a interpretacao de

Bohm is teorias nao-comutativas.

Capacidade de gerar translagées a partir de derivacoes internas da dlge-
bra das coordenas nao-comutativas. Nas teorias de campos nao-comutativas,
translaces sio transformacoes de calibre, e, portanto, as coordenadas das particulas
nio sao invariantes de calibre. A tinica teoria com esta propriedade conhecida antes

era a Relatividade Geral [34].

Laboratério para o desenvolvimento de métodos que possam ser tteis
no estudo de teorias campos de cordas. Na segunda quantizagao da teoria
de campos para cordas de Witten [35], o produto entre dois campos de cordas é
nao-comutativo. Recentemente, provouse que o produto de campos de cordas pode
ser reescrito como um. produto tensorial infinito de produtos do tipo Moyal em um

{inico espaco de Hilbert de cordas [36].



A organizacao deste trabalho de tese é a seguinte:

Capitulo 1 - Teorias Nao-Comutativas como Teorias Efetivas - Apresenta o
estado da arte da teoria de campos como uma teoria efetiva, aproximacao de uma teoria
fundamental de altas energias. Dentro desse contexto, discute a motivagao para se estudar
teorias de campos nao-comutativas através de exemplos.

Capitulo 2 - O Potencial Efetivo do Modelo ¢® Nao-Comutativo - Propade
o cdlculo do potencial efetivo do modelo escalar ¢° nio-comutativo e analisa suas pro-
priedades e implicagbes para o processo de quebra esponténea de sumetria.

Capitulo 3 - Cosmologia Clissica Comutativa e Nao-Comutativa - Discute
possiveis implicagdes da nao-comutatividade no contexto da gravitacdo canénica. O es-
tudo ¢é feito através da introducdo de uma relacio de ndo-comutagdo entre as varidvels
de mini-superespaco do modelo cosmologico de Kantowski-Sachs na parametrizacao de
Misner.

Capitulo 4 - Cosmologia Quéntica Comutativa e Nao-Comutativa - D4 con-
tinuidade ao estudo iniciado no Capitulo 3, introduzindo efeitos quénticos no cendrzo.

Discussao e Perspectivas - Faz uma avaliagio global dos resultados obtidos e propoe

novas frentes de investigacao.



Capitulo 1

Teorias Nao-Comutativas Como

Teorias Efetivas

...A planet of playthings
We dance on the strings

Of powers we cannot perceive...

-—de Freewill, Rush

Presenterente, a teoria quéintica de campos encontra-se na era das teorias efetivas.
Mesmo as teorias de campo renormalizaveis de maior sucesso, como a Eletrodinamica
Quéntica, sdo atualmente entendidas como aproximacgoes de baixa energia de uma teoria
fisica mais profunda e fundamental, que, muito possivelmente, nao seja uma teoria de cam-
pos. Ha uma expectativa, portanto, de que mesmo as teorias renormalizavels sejam validas
apenas até uma escala de energia. Nesse cendrio, a preocupacao com a renormalizabilidade
das teorias (antes um paradigma) cede espago para a necessidade de se considerar todos os
acoplamentos consistentes com as simetrias dos modelos [19, 20]. Com todos esses termos
de interacdo no Lagrangeano, as teorias quanticas de campos tornam-se finitas nas ex-
panstes perturbativas. Em cdlculos envolvendo modelos ndo-renormalizdveis, tal finitude

pode ser atingida, na pratica, introduzindo-se a cada ordem de expansao os contra-termos



necessdrios para que as divergéncias sejam canceladas — mesmo que estes nao se asse-
melhem a0s termos que estejam presentes originalmente no Lagrangeano cldssico. O que
torna esse procedimento operacional é o fato de que, embora termos que tornam a teoria
nio-renormalizdvel estejam presentes, o efeito deles é suprimido nos cédlculos por fatores
que envolvem o quociente da escala de energia na qual opera o modelo por uma escala de
energia fundamental associada a este [19, 20]. E claro que, quanto maior é a escala ener-
gia considerada, mais termos de interagio nao-renormalizdvels passam a ser relevantes.
Quando se chega perto da escala de energia fundamental, esses termos todos apresentam
contribuicoes significativas nos cédleulos, e o modelo perde o seu poder de fazer predigoes
fisicas. A principio, portanto, quando operando em uma faixa de energia suficientemente
abaixo de sua escala de energia fundamental, um modelo ndo-renormalizdvel pode ser tao
bom quanto um renormalizivel em fazer predicoes experimentais.!

Parte da motivacio para as teorias de campos deixarem de ser consideradas teorias
fundamentais da natureza teve sua origem no fracasso em se desenvolver uma teoria
quéntica de campos renormalizdvel para a gravitacio. Diante da expectativa de construir
uma teoria fundamental a partir de expansoes perturbativas, muitos fisicos aderiram ao
programa de cordas, que mais tarde deu origem as idéias da Teoria-M. Esforgos para
quantizar a gravitacio vem sendo feitos hd décadas, também, através de programas alter-
nativos, como o do formalismo canénico. Este (serd comentado no Capitulo 4) é baseado
na quantizacio da gravitacio em um esquema nao-perturbativo, que envolve a aplicacao
de regras-padrio de quantizagio 4 Relatividade Geral.? H4 pesquisadores que procuram

relacionar os dois programas [40]. No contexto das teorias de cordas, a Relatividade Geral,

IExemplos de modelos néo-renormalizdveis que descrevem fendmenos fisicos com sucesso — inclusive
na abordagem perturbativa — podem ser encontrados em {37]. Afora a obra de Weinberg [20], outros
livros texto modernos que abordam a questao de renormalizabilidade a luz da filosofia das teorias efetivas

sao, p. ex., [38, 39].
2 Além da Ceometrodindmica Quéntica, que discutiremos no Capitulo 4, a formulagdo candnica da

gravitacio quantica adinite duas outras abordagens: a Dindmica de Conexao (Juéntica e a Gravitagao
Quantica de Lacos. Esta tiltima é uma forte concorrente 4s teorias de cordas como teoria fundamental

de gravitagio [40].
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e conseqiientemente a equacio de Wheeler-DeWitt, corresponde & aproximagao de s-wave
[41]. Portanto, mesmo que se venha a provar que gravitacio quintica candnica nao pode
ser uma teoria fundamental nao-perturbativa da gravitacdo, esta deve existir como uma
teoria efetiva em escalas de comprimento suficientemente grandes.

Como as teorias de campo em geral ndo admitem um tratamento analitico exato, a
utilizacio de esquemas de aproximagcio ¢ inevitavel. De acordo com o tipo de informagao
que se deseja obter em uma teoria de campos, pode-se empregar métodos perturbativos,
aproximacoes de rede, ansdtze especiais com alto grau de simetria, etc. Todos os es-
quemas de aproximagao possuem algum tipo de limitacho. H4 muitas solucoes fisicas
interessantes que ndo podem ser encontradas empregando-se métodos perturbativos. A
aproximacéio de rede nos permite acessar o setor no-perturbativo dos modelos. Porém,
nessa aproximacio certas simetrias das teorias sdo quebradas, sendo recuperadas somente
no limite do continuo. Solucdes exatas que sao obtidas a partir de ansdize especials com
alto grau de simetria, por sua vez, podem ser muito particulares, deixando de exibir
propriedades fisicas importantes dos modelos.

Neste trabalho discutiremos exemplos onde empregaremos dois dos métodos acima
descritos: o cdleulo perturbativo, que sera utilizado no Capitulo 2 para estudar o modelo
%, e a aproximacdo de mini-superespaco (um ansatz especial de alto grau de simetria),
que empregaremos no Capitulo 4 para estudar o universo de Kantowski-Sachs. Em ambos
08 casos a nao-comutatividade recebers uma abordagem de teoria efetiva. Ao estudar o
modelo ¢, trataremos a nao-comutatividade seguindo os métodos propostos pela comu-
nidade de tedricos de cordas [18, 23]. J4 no modelo de Kantowski-Sachs, adotaremos
um ponto de vista similar ao originalmente proposto em [42] e desenvolvido em 133],
que torna possivel conferirmos uma realidade objetiva aos modelos nao-comutativos. No
que segue, apresentaremos uma breve discussao sobre a origem e as interpretacoes da

nao-comutatividade candnica.
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1.1 O Problema de Landau

A nao-comutatividade candnica que emerge no contexto da teoria de cordas abertas possui
uma grande semelhanca com a que é originada no problema de Landau quando um sisterna
& projetado no seu nivel mais baixo de energia [18]. Por ser bastante simples e esclarecer
0s mecanismos pelos quais a nao-comutatividade canbnica emerge na presenca de um forte
campo de fundo, o problema de Landau tem sido abordado em um nimero aprecidvel de
trabalhos (veja, p. ex., [4, 11, 18, 42] e referéncias). Na discussao que apresentaremos
nesta secéo, o problema de Landau serd abordado do ponto de vista proposto em [42].
Consideremos uma particula ndo-relativista movendo-se no plano z —y sob a presenga
de um campo magnético constante, 3, atuando na direcéo z. O Lagrangeano cldssico do

sistema é dado por
1 2

—

=§m:n +e§'-}_l', (L.1)

onde e é a carga da particula, m a sua massa, e A é o potencial vetor eletromagnético (no
_ﬁ—)

sistema de unidades escolhido, ¢ == 1). Escrevendo o potencial vetor como A = (0, Bz,0)

e considerando o limite em que B — co ou m — 0, podemos descartar o termo cinético e

escrever ¢ Lagra.ngeano como

L =eBzy. (1.2)

Nesse Lagrangeano as varidvels z e ¥ sfo conjugadas candnicas, razao pela qual os seus
respectivos operadores satisfazem a relagao
ik

(&%, 47] = "ggﬁ'” = 6%, (1.3)

onde 07 = (—h/eB)e7. Essa ¢ a maneira como a nao-comutatividade ocasionada pela
projecao no mais baixo nfvel de Landau & usualmente derivada na literatura. FEmbora
bastante diveta, a derivacio que acabamos de descrever nado contribui para esclarecer
como a relacio (1.3) emerge dentro de uma teoria que é inicialmente comutativa. Para

tal, é interessante considerarmos a rota alternativa discutida em [42].
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O Hamiltoniano quantico correspondente ao Lagrangeano (1.1) é dado por
H = it (1.4)

onde it = mit = pi—eA? s30 os momentos fisicos e * sdo os momentos candnicos. Observe
que os momentos candnicos comutam entre si, enquanto os momentos fisicos satisfazem
as relagoes de comutagao

[#*,#7] = iheBe . (1.5)

Para entender como uma relaciio de comutacao (1.3) emerge no modelo, é interessante
definirmos, em analogia com o caso cldssico, o operador centro-de-érbita, cujas compo-
nentes sao dadas por

1

i - )
i (1.6)

s facil verificar que essas componentes satisfazem a relagio de comutagao

o~ e T .
XX = — e =g (1.7)

eB
onde 049 = (—h/eB)é¥. Observe que, enquanto [,47] = 0, os operadores X* sdo im-
pedidos de comutar devido & presenca do termo contendo o campo magnético em (1.6).
O espaco-tempo, por outro lado, permanece sendo o mesmo espaco-tempo comutativo
convencional. Nesse cendrio, a relacio de incerteza

et

eB

AXIAXT > f

. (1.8)

)

introduzida por (1.7), pode ser entendida como uma limitagao da informacao disponivel a
respeito das coordenadas X* do centro da érbita da particula em um processo de medida.

Consideremos agora o limite no qual o campo magnético é muito forte. Quando 1ss0
ocorre, o sistema & projetado no mais baixo nivel de Landau. Uma prescrigao rigorosa de
como operar nesse limite, que ¢ obtido resolvendo-se o vinculo 7 ~ 0 (usando uma técnica,
de projeciio), pode ser encontrada em [43]. Do ponto de vista heurfstico, podemos entender
a projecao no nivel mais baixo de Landau como um processo onde as particulas tém os

seus graus de liberdade cinéticos congelados, acabando por sex confinadas nos centros de

13



suas orbitas. Quando isso ocorre, os observdveis que caracterizam as coordenadas das
particulas satisfazem a relacio de comutacio (1.7) devido & identificacio que ocorre entre
Xte #. Mas como poderiam operadores que comutain entre si ser identificados, ainda que
em um limite especial, com operadores nio-comutativos? A resposta é que operadores que
comutam em um espaco podem nio comutar quando atuam em um subespacgo deste. I é
justamente esse o caso do problema de Landau quando ocorre uma projecao abrupia de
um sistema no seu nivel mais baixo de energia: os operadores correspondentes & posicao
das particulas nao comutam somente quando atuam no espago Hilbert reduzido apds a
proje(;e"vo.3

Ao interpretar a relagio de incerteza (1.8), a maioria dos autores considera o espaco
como sendo “borrado”, sem a nocgao de ponto [4, 11]. No entanto, a derivagio acima sugere
que poderfamos optar por considerar o espago como inalterado. A nao-comutatividade dos
operadores correspondentes As coordenadas das particulas estaria, nesse caso, estritamente
relacionada a impossibilidade de determinar-se a localizacao destas em um processo de
medida.* Ao interpretar as conseqiiéncias da ndo-comutatividade devemos ter em mente
que os fenémenos fisicos que governam a mecénica quantica (e, por conseguinte, a feoria
uéntica de campos) néio ocorrem em um espago Hilbert, mas sim em um laboratério [44].
Rigorosamente, com seu ponto vista instrumentalista, a interpretacio de Copenhagen da

teoria quintica nio nos confere elementos para fazer qualquer afirmacao que va além de

3Um exemplo simples que ilustra o mecanismo de como isso ocorre € o de dois operadores Hermitianos

atuando em um espaco Hilbert tridimensional representados pelas matrizes

0 10 1 1 1
1 0 1] e 1 21
010 1 1 1

Enquanto eles comutam no espago Hilbert completo, a atuagéo deles restrita a um subespaco bidimen-

sional (sub-matrizes obtidas, p. ex., truncando a coluna 1 ¢ a linha 1 das matrizes) é nio-comutativa.

4Recentemente, a possibilidade de relacionar nio-comutagéo (e, consegiientemente, quantizacio) com
perda de informacéo foi proposta por ’t Hooft [32] ao sugerir que a gravitagdo quéntica poderia ser uma
teoria determinista. O trabalho de ’t Hooft tem despertado a atengio também de vdrios pesquisadores

(veja, p. ex., M. Blasone et al em [31]).
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dizer que um observador em um processo de medida nao pode determinar as trés coorde-
nadas espaciais referentes & localizacao de uma particula devido 4 nao comutatividade dos
operadores Xt Todavia, se nosso interesse for fazer fisica sem a necessidade de conferir a
um. observador externo um papel preferencial, podemos utilizar outras interpretagoes da
teoria quintica que nos permitam investigar diretamente as conseqiiéncias de (1.7) para
um sistema. Um esforgo efetivo nessa diregio fol realizado em {331, onde € desenvolvido um
modelo de varidveis escondidas capaz de reproduzir os resultados da mecéinica quantica
nao-comutativa para o oscilador harménico. Além de explicar de maneira satisfatéria a
separacao das raias espectrais ocasionada pela nao-comutatividade fornecendo uma visao
fina de seus efeitos, o modelo desenvolvido em [33] serve de contra-exemplo & afirmacio de
que a nao-comutatividade dos operadores de posicao torna as particulas “nao-localizadas”
e 0 espaco “borrado” na mecinica quéintica.

A relaciio de comutacio originada na teoria de cordas abertas |18| é baseada em uma
aproximacao similar & da projecao no nivel mais baixo de Landau acima descrita. Por-
tanto, da mesma forma que no problema de Landau, ela deveria admitir uma interpretacdo
em termos de uma relacio satisfeita pelog observaveis correspondentes s coordenadas das
particulas. Poderfamos nos indagar que diferenca faz adotar ou nao tal interpretagao, uma
vez que a verificacao da natureza, puntiforme ou nfo, das particulas é impossivel de ser

® Porém, conforme ¢ comentado em [42], ha mais de uma

feita por observacio direta.
maneira consistente de darmos um sentido & nao-comutatividade. Escolhas diferentes de

interpretacio, entretanto, podem estar relacionadas a teorias fisicas que nao sejam equi-

SDiscussoes a respeito da validade de se considerar modelos contendo objetos fisicos cuja ontologia
ndo pode ser aferida por observagio direta t8m povoado a fisica ao longo de sua histéria. No inicio do
século XX, muitos clentistas mostravam-se incrédulos a respeito da “existéncia” dos dtomos e moléculas,
A capacidade da teoria cinética em reproduzir os resultados da termodinimica ndo era suficiente para
convencer os fisicos da validade de se considerar modelos microscépicos contendo objetos de ontologia que
nao sio diretamente observaveis. Foi somente com o trabalho de Einstein sobre o movimento Browniano
que ficou evidente a vantagem de se considerar a teoria atdémico-molecular [45]. A fisica de particulas
passou por uma fase semelhante na década de 60, onde se fazia apenas cdlculo da matiiz-S, postura

descrita por Weinberg como “puritanismo positivista™ [19].
g
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valentes. Para compreender essa questdo, é necessdrio considerarmos a formulacao das

teorias de campos nao-comutativas.

1.2 Teorias de Campos Nao-Comutativas

Uma maneira de construirmos uma teoria quéntica de campos baseada na relacao de

comutagao

[X'u: }?V] = ie#ya (19)

onde #" sio constantes anti-simétricas no indices p e v, € fazendo uso do procedimento de
quantizacao de Weyl [11]. Esse procedimento nos permite estabelecer uma correspondén-
cia entre operadores em espacos nao-comutativos e fungdes em espacgos comutativos. A
representacao da dlgebra (1.9) em um espago comutativo é feita através da deformagao do
produto usual de funges — dando origem a um produto nao-comutativo —, que torna a
realizacio dos célculos da teoria (fungoes de Green, etc) uma tarefa relativamente simples.
No que segue descreveremos a quantizacio de Weyl (ordenamento simétrico dos opera-
dores) e suas implicacdes para as teorias de campos ndo-comutativas. Informagao sobre
outros procedimentos de quantizacio (com outros ordenamentos) pode ser encontrada, p.
ex., em [46].

Consideremos um operador, ﬁ, definido em um espaco onde as coordenadas satisfazem
a relacio de comutacio (1.9). Podemos estabelecer a correspondéncia de F' com uma

funcio, f, avaliada em coordenadas comutativas,
F(X) «— f(a), (1.10)

através da decomposicao de Fourler

1

X)) = By

/ X0 (1), (1.11)
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onde

1

1) = g [ @ M p) (112

sao os coeficientes de Fourier de f. A funcao f é denominada simbolo de Weyl do operador
F. Empregando (1.11), podemos escrever produto F(X)G(X) como

FR)G(X) = — - / e X f (k)X g(p)dpdk

(2m)

~ (2m)m / itk tp) X4 b RSXV2 £ (g (p) dPpd™ . (1.13)

Substituindo (1.9) em (1.13), estabelecemos a correspondéncia

F(X)G(X) «— f(z) * g(x), (1.14)

onde o produto

(f*g)(z)= (2%)” / A" kedpettFntoulat —ikupe 812 £ (1) g ()

R
PN Ber o

)ﬂw+@ﬂw+MEwm (1.15)

é denominado produte Moyal.

Através da correspondéncia de Weyl, é possivel, portanto, atribuir-se um sentido a uma
teoria de campos em um espago de operadores que nao comutam em termos de campos
avaliados em varidveis comutativas. Para tal, basta que as varidveis nao-comutativas que
aparecem nos argumentos dos campos sejam substituidas por varidveis comutativas —
simbolos de Weyl — e o produto convencional pelo produto Moyal. E fécil mostrar que
o produto Moyal possui a propriedade [d*zAx B = [d*z AB. A n#o-comutatividade,

portanto, afeta apenas os termos de interagio da acio. Devido a esse fato, para fins
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de calculos perturbativos, o espaco de Hilbert (Fock) de uma teoria de campos nao-
comutativa definida segundo a prescricdo acima ¢ o mesmo da sua andloga comutativa
[47]. Alguns autores argumentam [15], entretanto, que os métodos perturbativos usuais
podem nao ser adequados para realizacgo de célculos nas teorias de campos em espagos
“genuinamente nio-comutativos”. Diferentes pontos de vista de como conceber teorias de
campos nao-comutativas sfo defendidos na literatura, onde ha diversas abordagens para
a nio-comutatividade canénica (veja, p. ex, [4, 14, 15, 23, 48, 49, 50, 51]). O ponto de
vista aqui adotado serd semelhante ao proposto em [51]. Antes de comentarmos o assunto,
porém, é interessante adquirirmos uma viséo intuitiva da nao-comutatividade verificando
as propriedades do produto Moyal em um exemplo. O raciocinio fica mais transparente
com a ntilizacio da representacio integral do produto Moyal. Para o caso de duas fungoes

f e g, esta pode ser obtida empregando-se as representacoes

flz) = /d”x5(z —x)f(z) eg(z) = /d”a:é(z — x)g(z), (1.16)

e escrevendo-se o produto Moyal como

7+ 9)() = [ @ styK @552/ (@)ol), (117)
onde
1 e
K(z,y;2) =8(z—2)* (2 —y) = oy /d“ke“ wE2) 52—y — 0k /2)
1 2205 (5-0)” (1.18)

~ |det 8]

Como |K (z,y;2)| é uma constante independente de z,y ¢ z , o produto Moyal parece
ser infinitamente nao-local. Entretanto, a fase presente em K (z,y; z) provoca oscilagbes
que tendem a anular o integrando em parte da regido de integragao. O resultado &

uma interacio de longo alcance que relaciona escalas de comprimento arbitrariamente
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grandes com escalas de comprimento arbitrariamente pequenas. Tomemos como exemplo
o produto Moyal de duas Gaussianas concéntricas de larguras ¢ e b e mdximo 1 em um

espaco bidimensional,

AT T ?erz.. J
4, = exp (m__sfc_) by = exp (ﬁ_ﬂ) | (1.19)

a2 b2

no caso em que M;; = &;;. Escrevendo 8% = 0¢ ¢ usando as equagbes (1.17) e (1.18),

obtemos [4]
aZh? [a2b? + 62
Qba * ¢b = (m) qSD, onde D= —m (120)

Esse resultado nos ajuda a compreender em que sentido a nac-comutatividade represen-
tada pelo produto Moyal deve ser entendida. Da expressao (1.9) podemos concluir que a
nio-comutatividade canonica introduz nas teorias de campos uma unidade fundamental de
4rea, |0]. Nos pacotes Gaussianos, que apresentam simetria axial, a unidade fundamental
de 4rea, ||, possui associada a si uma unidade de comprimento, \/W , que é privilegiada
pelos efeitos da nao-comutatividade em (1.20). Embora o espaco (dos simbolos) admita
Gaussianas de largura arbitrariamente pequena, as interagoes nao-locais introduzidas pelo
produto Moyal acabam muitas vezes por espalhd-las. Consideremos, por simplicidade, o
caso em que a = b. O produto comutativo de duas Gaussianas de largura a neste caso tem
como resultado uma Gaussiana de largura a/ /2, sempre menor que a largura original.
De (1.20) & fcil ver que quando a = b o produto Moyal, ao contrario, atua dispersando as
(Gaussianas, especialmente se a < \/W (veja Fig. 1.1). Quando a = \/W o produto Moyal
preserva a largura original, sendo este valor a largura “minima. efetiva” que o produto das
Gaussianas admite.

A partir da expressao para D em (1.20), podemos concluir que o caso geral do produto

Moyal de duas Gaussianas, ¢, e ¢, pode ser resumido da seguinte forma: sempre que
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(a—+/T0])(b—+/]8]) > 0 temos D > +/[], enquanto que, quando (a —/]6])(b— V1)) <0,
temos [ < \/|—9—| . Portanto, embora seja possivel a existéncia de configuracoes de campo
concentradas em regides arbitrariamente pequenas, em certos casos — no exemplo em
questio quando (o — /]0]) < 0 e (b— /]f]) < 0 — as interacdes tendem a dispersar as
configuracoes de campo de largura caracterfstica inferior a \/|—E)—| . Quando as configuracoes
de campo que ndo possuem simetria axial, entretanto, as interagoes privilegiam a escala
fundamental de drea, |0], em detrimento da escala de comprimento +/[f]. Uma maneira

intuitiva de entendermos esse fato é através da relagao de incerteza
AXAY > |0] /2. (1.21)

De (1.21) podemos ver que, sendo o produto AXAY uma constante para um sistema,
este pode experimentar escalas de comprimento arbitrariamente pequenas em uma direcao
(AX — 0 ou limite UV), desde que a dire¢ao transversa experimente escalas de compri-
mento arbitrariamente grandes (AY — oo ou limite TR).% Somente quando AX o AY
temos uma escala de comprimento preferencial, AX ~ \/@ , similar a das Gaussianas.
Conforme haviamos comentado antes, a teoria de campos livres ndo & afetada por
qualquer efeito da nio-comutatividade. Ista é uma das razoes pelas quais podemos in-
terpretar a nao-comutatividade como uma conseqiiéncia das interagoes, ao invés de uma
propriedade genuina do espago.” Alguns autores argumentam que para dar sentido & teo-
ria de campos em um espaco genuinamente nao-comutativo — onde nao exista a nogao de
ponto e configuragoes de campo localizadas naoc possam ocupar regioes de dimensao ar-
hitrariamente pequenas — seria necessdrio eliminar a informacao de estrutura puntiforme
presente no espaco do sfmbolos [48]. Tal procedimento pode ser feito, por exemplo, no

caleulo das funces de Green tomando-se uma média em torno de estados localizados

0Essa é apontada por alguns autores [23, 51] como uma explicagao intuitiva para a origem do IR/UV

mizing que aparece nas teorias de campos nao-comutativas,
TCom relacio a esse fato, vale a pena mencionar que a caracterizacio de variedades diferencidveis

pio-comutativas por uma lgebra nao-comutativa das coordenadas vai de alguma forma contra o espirito
da abordagem de Connes, que foi originalmente formulada em uma iinguagem livre de coordenadas em

termos de invariantes por difeomorfismos {40].
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Figura 1.1: O comportamento tipico da largura D da Gaussiana ¢p (curva em negrilo} em fungio de a (supondo a = b)
ilustrado para o caso /8| = 2. Para valores de @ bem maiores que +/|9], D(a) assume valores préximos zos do caso
comutativo, aproximando-se de a//2 (linha iracejada). Para velores de a préximos ou inveriores /|8 (ponto de minimo

onde D(a) cruza a linha diagonal), os efeitos da néo-comutatividade passam a ser exiremamente relevantes,

(smearing).® As fungdes de Green fisicas nesse caso sdo diferentes das suas parceiras cal-
culadas no espago dos simbolos de Weyl, sendo este dltimo apenas um espago auxiliar
para realizacdo de cdlculos. FExistindo um limite de localizagio “real” na teoria (e ndo
apenas “efetivo” devido a interagdes) as configuragdes de campo teriam uma restrigéio em
seus graus de liberdade. Vista do espago de momento, tal restricao equivaleria a um corte
nas freqiiéncias a partir de um certo valor méximo. Nessa abordagem, os efeitos da nao-
comutatividade {azem-se presentes mesmo na teoria de campos livres [48]. Nos trabalhos
que seguem a linha de interpretacao advinda das teorias de cordas (veja, p. ex., [23]),

nenhum procedimento de smearing é realizado. E claro que a finitude das teorias, bem

8Uma analogia que ajuda na comprensio desse procedimento pode ser feita com a fisica atémico-
molecular. Para calcular a funcio de onda de um sistema constitufdo de bdsons, podemos distinguir as
particulas e resolver a equacio de Schrédinger. Depois, para eliminar a informacao que foi colocada por
mero artificio de céleulo, simetriza-se a fungéo de onda. Se esse procedimento nio é realizado, as particulas
deveni ser consideradas distinguiveis, independeutemente de termos ou nao condigoes operacionais para

verificar isso através de uma observagdo direta.
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como os valores das quantidades fisicas mensurdveis, devem diferir em cada abordagem
da nao-comutatividade [15, 42, 48].

Neste trabalho, adotaremos a abordagem proposta em [42]. Esta confere & nio-
comutatividade da teoria de campos uma interpretacao semelhante & sugerida anteri-
ormente para o problema de Landau. Entenderemos as teorias quénticas de campos
nao-comutativas como teorias definidas no espago-tempo usual, porém com potenciais de
interacio nao-locais (veja, p. ex., [51]; para entender a nio-localidade veja [52]). Dessa
forma, os procedimentos de cdlculo adotados no Capitulo 2 estarfo em concordancia com

os propostos pela comunidade de tedricos de cordas [18, 23].

1.3 Formulacao de Schrodinger e o Potencial Quéan-
tico

Se a nio-comutatividade que estamos considerando é apenas uma conseqiiéncia de inte-
racoes, a passagem do regime nao-comutativo para o comutativo deve ser governada por
variagoes dos atributos fisicos dos sistemas (dimensdes, nimero de constituintes, inten-
sidades de campo, etc), assim como a passagem quéntico-cldssica & no caso comutativo
[53]. O critério® #* — 0, comumente adotado na literatura, deve, portanto, ser apenas
um cago particular de um critério mais geral. Um esforco na direcio de encontrar um
critério mais amplo foi realizado em [42], onde o método do potencial quintico (veja, p.
ex., [54]) € estendido para encampar as teorias ndo-comutativas. Por ser baseado em um
principio extremamente simples e estabelecer de maneira intuitiva uma conexao entre as
idéias aqui propostas e as do Capitulo 4, o método do potencial quéntico serd brevemente
discutido abaixo. Mostraremos como pode ser feita a sua formulacao para as teorlas

nio-comutativas, tomando, como exemplo, os modelos escalares. Por simplicidade, nos

YAqui e no gue segue, o simbolo “A — B” deve ser entendido como o limite no qual A — B ¢
suficientemente pequeno se comparado com as outras quantidades de mesma naturesa relevantes para o

sistema fisico em questao.
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restringiremos ao caso em que 8% = (.

A equacao diferencial funcional de Schrédinger para uma teoria escalar é dada por

gl - [ #a{ (<= e Wl + ) vi@ vl a22)

onde Vj (¢) € o potencial comutativo usual, V (¢), com o produto Moyal substituindo o

produto usual entre os campos. Escrevendo o funcional de onda da forma polar, ¥ =
Rexp(iS/h), e separando as partes real e imagindria da equacao de Schrodinger (1.22)

obtemos, apgs simplificacio, as equagtes

a8 s [1]768)\? ) ) B
§+/dw{2{(5¢) +[Vel" + + Ve + Ve + Qx =0, (1.23)
(&4
OR? ) 58S
& 2 24
o+ [ e (RE) =0 120
onde
Ve = /d3$ (V; - V) ) (125)
V, = f v, (1.26)
(&4
B[ . &R

Qxldl = —53 (1.27)

2R | Voo (@)

A expressao (1.23) ¢ uma generalizacao da equagao de Hamilton-Jacobi contendo dois ter-
mos adicionais: V,. e Q. Da definicio (1.25), podemos ver que o potencial V,,. & a parte
nao-comutativa do potencial cldssico, V,, o que justifica a sua notacdo. Por estar ausente

na equacio de Hamilton-Jacobi cldssica, Qx, que advem do termo cinético em (1.22),
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¢ identificado como responsdvel pelos efeitos quanticos da teoria. Devido & presenca de
correcoes da nao-comutatividade no funcional de onda, Qx contém contribuicdes comu-
tativas e ndo-comutativas. A separacao das contribuigdes nao-comutativas embutidas em

Qx pode ser feita definindo-se

_ R 5 O0°R,
an—QK *Qc, QC—_QRC/d $5¢ (f)g, (128)

onde R, = /¥, e ¥, é a solugio de (1.22) com 67 = 0, ou seja , a solugdio da

equacao comutativa associada. A equacio (1.24) pode ser reconhecida como a equagio
de continuidade para a densidade de probabilidade, R?[¢(%), ], de que a configuracio de
campo seja ¢() no tempo £,

Vejamos agora as condicoes para os limites cldssico e comutativo, No limite comutativo
a soma das contribuicbes advindas dos potenciais “nc” em (1.23), Vi + Qne, deve ser
desprezivel se comparada com os demais termos que aparecem na equacao. Assim, quando
nos aproximamos do limite V,,. + @, — 0, o funcional de onda calculado a partir de (1.23)
e (1.24) se aproxima do obtido a partir da equacio de Schradinger comutativa. Uma vez
no limite comutativo, o limite cldssico é atingido se Q. — 0. Nesse limite, as equagoes

(1.22) e (1.24), em conjunto com a equagio

0p(Z,t) _ 85 [(), 1] 1.29
ot Sp(T) ¢(:E’)=¢(:T:’,t)’ 2

definem a teoria de campo escalar cldssica comutativa no formalismo de Hamilton-Jacobi.’?
Inspecionando as equacdes (1.22), (1.24) e (1.29), ficamos tentados a estender o con-

ceito de evolugo continua e determinista de (1.29) ao caso mais geral, onde (1.22) contém

WOutra maneira de atingirmos o mesmo limite ¢ passando pela teoria cldssica de campos néo-
comutativa em uma etapa intermedidria. Isso ocorre toda vez que Q; + (e — 0. Uma vez estando

nesse limite, o regime comutativo é atingtdo se V. — 0.
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as contribuigtes dos potenciais quénticos. Para fazer um contato entre as teorias quinti-
cas e classicas de campos seguindo essa rota, bastaria interpretar a fase do funcional de
onda como uma geratriz de “trajetérias quinticas” do campo ¢(ZT,t). Fssa é justamente
a proposta da formulacio de Bohm [28, 29, 53, 55, 56|, que torna a passagem quéntico-
cléssica acima descrita perfeitamente consistente. Mais adiante teremos a oportunidade
de aplicd-la no estudo da cosmologia quéntica.

Tendo finalizado os aspectos formais e apresentado as idéias que nortearam a presente

tese, nos concentraremos, nos capitulos que seguem, em exemplos de aplicacio da teoria.
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Capitulo 2

O Potencial Efetivo do Modelo °

Nao-Comutativo

Neste capitulo, discutiremos algumas implicagdes da nao-comutatividade canénica (1.9)
para o modelo escalar ¢® em (241) dimensoes. A linha de investigacao que adotaremos ¢
a mesma proposta em [57]. Comegaremos efetuando o cdleulo perturbativo do potencial
efetivo & ordem de dois lagos. Posteriormente, estudaremos as suas propriedades, dis-
cutindo possiveis implicacoes para o processo de quebra espontinea de simetria. Varias
investigacoes foram feitas com o intuito de determinar a relevéncia da nao-comutatividade
para o processo de quebra espontanea de simetria, porém todas dedicadas ao modelo ¢*
[58]-[63]. Atualmente hd poucos trabalhos sobre o modelo ¢® em (2+1) dimensdes [64, 65,
sendo [65] o uinico que aborda a questio da quebra esponténea de simetria (SSB). Nesse
trabalho, o modelo O(/N) é analisado com énfase no [R-UV mizing e aspectos de renor-
malizabilidade.

Como a abordagem para as teorias de campo nao-comutativas que estamos seguindo
é a de teorias efetivas, nao daremos em nosso estudo importancia maior 4 questao da
renormalizabilidade. Até o presente momento, ainda ndo se sabe ao certo se o modelo ¢°
é renormalizavel. A renormalizabilidade das teorias de campo nao-comutativas ainda é

um tema em discussao (veja, p. ex., [59, 60, 63, 66, 67| e referéncias).
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Ao estudarmos o potencial efetivo na aproximacao de dois lagos, restringiremos nos-

sas consideracoes ao caso em que as constantes 0% estejam numa faixa de valores na

qual o parAmetro 8, definido por § = »\/ (612)2 — (991)% — (9%)?, seja pequeno. Suporemos
também que a simetria translacional é wna propriedade do estado de vdcuo. A validade
desta 1ltima hipdtese fol recentemente questionada na literatura (veja, p. ex., [59, 61])
com o argumento de que, como conseqiiéncia da nao-comutatividade, o estado de vdcuo
néo ocorreria em um regime onde . () é constante.! Nesse caso, o potencial efetivo ndo
poderia ser usado para estudar a SSB. Entretanto, conforme fol comentado em [59], no
caso particular onde 8 € pequeno esperamos que a simetria translacional seja de fato uma
propriedade do estado de vicuo. Mais ainda, a existéncia de wmn regime que admite sime-
tria translacional foi corroborada em cdleulos ndo-perturbativos de rede [68] envolvendo
o modelo ¢* tridimensional, um contra-exemplo ao argumento apresentado em [61].
Conforme veremos a seguir, os efeitos da nao-comutatividade no regime onde ¢ é
pequeno advém do cruzamento de linhas internas dos diagramas de Feynman. Como a
finitude de alguns desses diagramas pode ser atribuida a uma freqiiencia de corte efetiva
(23], Aejs ~ 1/+/0, introduwzida pela niio-comutatividade, quando 6 é suficientemente
pequeno esses diagramas passam a ser dominantes, podendo modificar apreciavelmente o

comportamento das teorias de campos.

2.1 O Modelo ¢® Nao-Comutativo

Conforme discutimos no Capitulo 1, quando derivada da teoria de cordas abertas em

wma aproximacao de baixas energias, a teoria quintica de campos nao-comutativa tem

! Alguns autores argumentam que a quebra da simetria translacional deveria ocorrer porque esta é
uma condicio necessdria para assegurar a renormalizabilidade dos modelos (veja, ex., [61] para o modelo
©*), No entanto, o presente status da teoria de campos nos leva a crer que este ndo é um bom critério
para justificar tal hipéiese. Dificuldades com os procedimentos de aproXximagao sao problemas de ordem
meramente humana; nio deveriam, portanto, ser tomadas como base para inferirmos as propriedades

fisicas dos modelos.
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como base a relagio de comutagao (1.9). Uma propriedade importante da equagio (1.9) é
que, quando a nao-comutatividade é originada devido & presenca de um campo de fundo
que atua como um background universal — como & o caso do campo de Neveu-Schwarz
na teoria de cordas — as propriedades de transformacao dos indices y e v nao sao as
mesmas nos seus lados esquerdo e direifo. Os dois lados contém indices de Torentz e
transformam-se frente a mudancas de coordenadas, que caracterizam transformacoes de
Lorentz de observador. Emntretanto, o lado direito é invariante sob ftransformacoes de
Lorentz de particulas, pois estas nio atuam em ¢ [21]. E dessa maneira que a nio-
comutatividade proveniente da teoria de cordas quebra a simetria de Lorentz. Como 74
é covariante anfe as transformacoes de Lorentz de observador, podemos encontrar uma

transformacao ortogonal, £ = Lz, que coloca a matriz 9 na forma de blocos fora da

diagonal:
0 g 902 0 0 0O
Ll —g o 62 |L '=|0 0 0 (2.1)
—9%2 912 0 —6¢ 0

onde 0 = \/(912)2 — (6’01)2 — (902)2. Portanto, em um mundo intrinsecamente tridimen-
sional no qual (612)”— (§%)* —(6°2)* > 0, a nio-comutatividade das coordenadas espaciais e
temporais pode ser sempre reduzida a uma nao-comutatividade puramente espacial. Para
isso basta fazer a escolha apropriada do referencial.

Conforme explicamos no Capitulo 1, uma teoria de campos nio-comutativa corres-
ponde a uma teoria de campos usual com os produtos enfre os campos nos termos de
interaciio substituidos pelo produto Moyal. A partir da defini¢io (1.15), é fécil verificar

que o produto Moyal satisfaz a propriedade
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[ 2 tx(@)x ta@)t) = [ %...%(2@353 (ka1 b

X exp (—“% Z k-mg““kju) ¢1(k1)¢2(k2)¢n(kn), (22)

]

onde a integracao & feita em trés dimensoes por estarmos considerando um modelo (2+41)
dimensional. Levando em conta que a agao Livre das teorias nao-comutativas é idéntica a
das teorias comutativas, da equacio (2.2) podemos concluir que as regras de Feynran para
as teorias escalares nao-comutativas sao praticamente as mesmas das teorias comutativas
associadas. A tnica diferenca é a presenca de fatores de fase dependentes do ordenamento

das pernas dos diagramas multiplicando os fatores de vértice usuais.

2.1.1 O Método Funcional para o Cdlculo do Potencial Efetivo

A fim de simplificarmos nossos cdlculos, a partir de agora estaremos considerando o modelo
% como Fuclideanizado. Para calcular o potencial efetivo utilizaremos a formulacio

funcional [69, 70]. A acdo Euclideana do modelo ¢® nao-comutativo é dada por

I P o P
.5’_/(—27?)3{58‘(,0 3,L<,O+§m(p +E<,O*(,O*(p*(p+-é?(p*(p*(p*go*go*go}. (2.3)

A quebra espontanea de simetria é introduzida no modelo quando o campo quéntico

adquire um valor esperado no vdcuo diferente de zero,

ealz) = (0] @(z) | 0);, (2.4)
enquanto a acio efetiva, I'[y], desenvolve um minimo absoluto para ¢q = (0| @ | 0) =0 .

O cdleulo perturbativo da acfio efetiva através de corregées quénticas a equagio (2.3)

deve ser feito partindo-se de um vacuo estdvel. Para tal, substitufmos ¢ = g + @ em
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(2.3) e expandimos a expressdo em torno de . Como resultado, obtemos
1 1/ 5, 1 , 1 1 1
L= c0updie+ 5 (m +50%a ﬂfﬁﬂ) o+ g (Q‘Pd + gffpil) prRp*p
i 1, ., 1 1
tglotgfea)erexeretglfea)prorprprpt gfoxorprprpxe,
(2.9)

onde o termo linear foi omitido por seu coeficiente ser a equacio cldssica de campos. A

fim de simplificar as manipulagoes, utilizaremos a notacao

| 1 1 1 ,
M? =m? togpato feh,  A=geatgfea,  B=g+sfea,  C=fea. (26)

A acao efetiva Fuclideanizada no formalismo funcional ¢ dada pela expressao [69, 70]

2
[[ioa) = /d3$£ (per) + -;ibln det (36;590) — (diagramas conexos 1 PI}. (2.7)

Uma vez que a simetria translacional é adotada como uma propriedade do modelo, a
estrutura do vicuo da teoria pode ser determinada estudando-se I [py] para o campo
cldssico constante, ¢y = ¢. O estudo reduz-se, portanto, a andlise do potencial efetivo,

que & definido por [69, 70]

v} [ S o) - (oo [ Shnea)). @

onde Q & o volume do espago-tempo € £ (p, ¢) & a parte de interacao do Lagrangeano.
O primeiro termo na equagao (2.8) € o potencial cldssico. Este é dado pelo termo de

interacio da acio sem as contribuicdes cinéticas originarias do produto Moyal,
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[

VO(¢) = %m%ﬁ TRt (2-9)

0O segundo termo, contendo o logaritmo, é a contribuicdo de todos os graficos com um
lago fechado, enquanto o terceiro é a soma de corregoes de lagos a ordens mais elevadas,

sendo calculado tomando-se o valor esperado de

T exp (—% / (ifg’gq (e, ¢)), (2.10)

com o uso de regras de Feynman convencionais.
Os vértices relevantes para o cdlculo a dois lagos do potencial efetivo apresentam-se

desenhados abaixo:

Pa )
Y4
— AV (py,p2, p3) — BV (p1, 02,03, P4)
D3 P2 P3 P2

2.2 Calculo do Potencial Efetivo a Dois Lacos

A fim de simplificar os cdlculos, empregaremos a regularizagiio analitica [71] e utilizaremos
um sistema de unidades onde i = 1. A correcao quéntica de um laco pode ser computada
utilizando-se o procedimento abaixo:

8); , Pk 1
V@) = [ it = [0 [

1 ME23)T (6 . _;_) M3
T8pd? 392 I'(et+1) 12w

+ O(e). (2.11)

A correciio a duas ordens de perturbacao ¢ a soma dos diagramas de double-bubble
e sunset em suas versdes planar e nao-planar (para detalhes sobre diagramas planares

e nio-planares veja [23, 51]). Nos diagramas planares, pode-se mostrar que as {ases da
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equacao (2.2) sempre se anulam [23), enquanto nos diagramas nao-planares, elas per-
manecemn. Verificaremos essa propriedade para o modelo em questéo fazendo a contagem
dos fatores de simetria dos diagramas e utilizando a equagdo (2.2). Comecemos pelo
diagrama double-bubble. Este possul apenas um vértice e, portanto, o fator de fase cor-
respondente em (2.2) ¢ do tipo V(p, k, —k, —p). De todos os seis possiveis ordenamentos
(modulo permutagoes ciclicas) do conjunto {p, &, —k, —p}, quatro sdo planares e acabam
por anular o fator de fase em (2.2), enquanto os outros dois sao nao-planares e geram fa-
tores de fase exp (¢k,0""py} ou exp(—ik,6#”p,} . Afora o fator de simetria 1/8 presente na
teoria comutativa, o diagrama double-bubble planar deve, portanto, aparecer multiplicado
por um fator de peso 4/6 = 2/3. Aplicando as regras de Feynman, verificamos que esse

diagrama ¢ dado por

2B [ &k dp 1
<:X:>:=Dw:*§§ 3 (on ) (R + M?) (i 1 M2
(2m)” (2m)” (K + M?2) (p* + M?)

2
2B =° go? BM?
38 (2m)° (/ o/ O‘) fozar O (212)

O céleulo do diagrama sunset em sua versdo planar pode ser feito seguindo-se o mesmo
procedimento acima descrito. Como esse diagrama possul dois vértices, no calculo do
fator de fase aparecem produtos do tipo V(p, k, —p— &)V (—k, —p, k -+ p). Cada um dos
vértices admite dois ordenamentos (modulo permutagdes ciclicas), o que totaliza quatro
possibilidades. Destas, duas anulam a fase em (2.2), enquanto as restantes geram fatores
de fase exp (1k,0*"p,) ou exp (—ik,0"p,). Portanto, afora o fator de simetria 1/12 pre-
sente na teoria comutativa, o diagrama sunset planar deve aparecer multiplicado por um

peso 2/4 = 1/2. Assim, podemos escrever expressao para o sunsel planar como
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b _ LA Pk dp |
@ 2P T 509 3 372 7 (2 9 2 P
(2m)” (27)" (K? + M?) (p? + M?) [(p + k)" + M?]
2 3 co 1 ) —aM?
:Eil,_ﬁ/ ana/ dl'/ dy € o
212 (2m)" Jo o Jo ofr(l—2) +y(1—y)—ay]”
—2e A2

A2 M AQ M?,
R YR o - ;
TogT ) ( i ) Tear%e 768 O ( 2 ) ol (2.13)

onde 4 é uma constante arbitraria com dimensao de massa e v é a constante de Euler. A
fim de eliminar a dependéncia explicita do potencial efetivo nos termos polares em 1/e, é

conveniente fazermos as seguintes redefinicoes:

2 2
2 _ 2 g - f9 _ B (2.14)
19272¢

No que segue, assumiremos que parimetros do modelo sao definidos pelas equagoes

(2.14) e omitiremos os R's da notagio. A expresséo para Dyp pode, portanto, ser reescrita

A? M?
hp = — 1 2.15
2P 76872 ( p? ) ’ (2.15)

comao

onde p? = i%e™.

As contribuictes restantes ao potencial efetivo sao dadas pelas versGes nio-planares
dos diagramas (2.12) e (2.13). Conforme verificamos antes, estas contém fatores de fase do
tipo exp (1k,04*p,) ou exp (—ik,0"p,) .  justamente a oscilagio introduzida por esses
fatores exponenciais imagindrios que controla as divergéncias que aparecem no regime
ultravioleta da teoria. Dentro das mtegrais de momenta dos diagramas, as contribuigoes
correspondentes a exp (1k.0/p,) e exp (—-ik,0"p,) sdo as mesmas. Conseqilentemente,
no cdlculo diagramético podemos considerar todas as fases como sendo exp (¢5,0"7p,) .
Diante desse fato, concluimos que as expressoes correspondentes aos diagramas double-

bubble e sunset nao-planares sfo, respectivamente,
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1B [ &Pk &£p gt Py 1B
Diyp = —5— =21 :
T g8 f (2 (2a) (B + M%) (2 + M?) 38 (2.16)
C
1A% f Bk dp gihn 8+ o 1 A?
DZNP - —Tf 3 3 5 5 5 2 3 5 = ————Iz, (217)
212 (2a) (2n)° (B2 + M) (P2 + M?) [(p+ k)" + M?] 212

onde os pesos 1/3 e 1/2 foram introduzidos levando-se em conta o resultado da contagem
dos ordenamentos possivels entre as pernas Internas feita anteriormente.

Utilizando as parametrizagoes de Feynman e Schwinger, podemos escrever /; como

3
h= f dw/ o / i p e%k”gwp”e""[(kg—pg)erP?JrMﬂ
3 3
= dw dﬂf d ld O{E—Qﬂ)ﬂ6—(1/40:1”)?”5#6#&(1—1”)102B_O‘M2 (2 18)
0 1] (271‘)6 3 -

onde # = 0#'p, e I = k* — (i/2aw) 0*p,. No referencial definido por (2.1), [; ¢ dada

por

1 o0 37 33
I - / dw / o / d idg)ae*awpe_(ea/z;aw)(pg+pg)evau_w)(pgﬂmg)eraw

6—C¥M
(2m)° f daf w32 ( 3/2 172 (1 1/2 g2
W w2 (1-w)” §)

B M? [Hy (0M?) — Yo (GMQ)] (2.19)
327 O M? ’

Assim temos

A _ BM? [ Hy (0M?) — Yo (fM?)]
N Y 002 ’

(2.20)
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onde Hy () é uma fungio de Struve e ¥j (z) € uma funcio de Bessel de segunda espécie

[72]. Utilizando as parametrizagoes de Feymmam a Schwinger, podemos escrever [, como

2 dskds gme(1-2)p? j—a(l-y)k? ,—2a(l—w—y)kap* +ik.04 py ,—aM?
IQ = dCP da: a( x)p e 0:( 'y) e a(l s y) L pye aM
- 3 3
=f aﬁdaf d:r:f dyfd ldG eme(l-o)p’ g—a(l—y)l’
0 0 0 (27)

x e~ 1/Aall-[-4ed ey e pui | —ad” (9 91)

7

onde I = k#—{i/2a (1 — y)] {20 (1 — z — y) ap* + 6*Vp,]. Apds simplificada, (2.21) adquire

a forma

12:

Be?
dﬁ/ dxf z(l-z)+y(l—y)— zy?
1

Xﬂw(l—myu—y)—xymu%ﬁ}’

(2.22)

onde 3 = aM?. A integral (2.22) & dificil de ser resolvida analiticamente. Entretanto, ¢
facil mostrar que a contribuigao proveniente dessa integral é finita e desprezivel se com-

parada com a que vem de [;. A finitude de 7, pode ser verificada a partir da desigualdade

5 fonQ 1
I (0M*) < 27r / f (1—2))"Y? [z(1 - 2) a2+ &)
2 2 1
- del = [H1 (eM )= Vi (M%) - . (2.23)

Expandindo (2.22) em série de M2, podemos determinar a dependéncia de /5 em 6 como

sendo

L ~In(0?M*) +0(1). (2.24)

Do mesmo modo, a partir de (2.19), podemos escrever
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M2 2874
Ilf— 11’1(9M 2

_ N
ETISTIVE 1 ¢ ) +0(1). (2.25)

Portanto, quando f é suficientemente pequeno, a contribuicio dominante vem claramente
de I;. As contribuigdes provenientes de Iy, bem como da correcio de um lago, podem ser
descartadas. Dentre todas as contribuigoes que vEm de partes distintas da proveniente de
Dinp, conservaremos apenas a parte cldssica, pois esta é importante por ser dominante
quando ¢ é grande. Assim, no regime onde 6 é pequeno, o potencial efetivo pode ser

aproximado por?

f

£ 6 BM? Hy (M) — Yo (M)
6! '

TORT QM2

2
Vi(g) = T—g—dﬂ + ;f—!qb‘* + 0%+ (2.26)

2.3 Analise do Potencial

2.3.1 Contribuicao Cléssica

Antes de estudar o potencial efetivo corrigido a dois lagos, ¢ interessante fazermos wma
breve revisio das propriedades de sua contribuicio cldssica [73]. Para que o potencial
admita um minimo absoluto, é necessdrio que f > 0. Ao fazer a andlise do vdcuo, é
interessante considerarmos o pardmetro f como fixo, variando apenas m? e ¢. As quatro
possibilidades para variacio desses parametros sdo: (i) m? 2 0eg = 0, (ii) m? 2 0 e
g<0, (iii)m*<0egz0e(ivim*<0eg<0.

A figura 2.1 apresenta a forma do potencial efetivo na aproximacao cldssica para as

quatro possibilidades nas linhas grossas continuas dos graficos. No primeiro caso [fig.

2(Ohserve que, quando & — 0, a contribuigio ndo-planar comporta-se como 1n(Az”/ﬁ/fz)A2”/]\/IQ, a0
invés de AZ; /M7 Tal comportamento pode ser atribufdo ao fato de que 0% = 0, o que significa que o

corte ultravioleta efetivo se faz ausente no modo p°.
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2.1(a)], nao hd SSB e o potencial apresenta um minimo na origem. Ja no segundo caso,
ndo hd SSB se m? > 5g?/8f [fig. 2.1(b)], mas esta ocorre se m? < 5g?/8f [g. 2.1(c)],
sendo caracterizada por um minimo local na origem e dois mfnimos globais simetricamente
dispostos em torno deste. No casos (iii) e (iv) [fig. 2.1(d)], ocorre SSB com um méximo

na origem e dois minimos locais simetricamente dispostos em torno do mesmo.

2.3.2 O Potencial Corrigido a Dois Lacgos

Uma avaliacao precisa do impacto nos efeitos da nao-comutatividade nas condicoes de
SSB pode ser feita comparando-se a aproximacao cldssica com as versdes comutativa e
nao-comutativa do potencial efetivo corrigidas a dois lagos. A versdo comutativa a dois
lagos pode ser obtida somando-se as equagdes (2.9) e (2.11), e os diagramas planares (2.12)
e (2.13) com os seus respectivos pesos, 2/3 e 1/2, redefinidos como sendo 1. A expresséo

obtida para o potencial efetivo ¢&

f

a’ -

2 M3  BM? A? M?
V)= g+ Lot (55

1 -
o7 T 128 3 A\ 2

Na figura 2.1 podemos visualizar o potencial ¢ldssico (linhas grossas continuas) em con-
traste com as versoes corrigidas a dois lagos nao-comutativa (linhas tracejadas) e comu-
tativa (linhas finas continuas) para os casos (1)-(iv).

Em todos os casos, podemos verificar que as correcoes de dois lagos na versao comuta-
tiva tém como efeito provocar pequenos desvios nos minimos, baixando suas energias. As
corregoes nao-comutativas, por outro lado, atuam modificando apreciavelmente a forma
do potencial efetivo. Observe que as linhas tracejadas e as linhas finas continuas aparecem
interrompidas nos casos (ii)-(iv). Essa interrupcao ocorre devido ao fato de as corregoes ao
potencial efetivo néo serem definidas para valores de ¢ para os quais M” < 0. Portanto,

apenas com a correcao de dois lacos, ndo ¢ possivel obtermos uma viséo global do potencial
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.1: O comportamento tipico do potencial efetive, V (¢), na aproximagio cldssica (linhas grossas continuas) em
comparagio com as versbes comutativa (linhas finas continuas) e nio-comutativa (linhas tracejadas) corrigidas a dois lagos.
() Caso (i) m2 2 0, g > 0. (b) Caso (ii): m? 2 0, g < 0 (m? > 5g?/8f). {c) Caso (iii): m? > 0, g < 0 (m® < bg*/8f).
(d) Casos (iii), (iv): m? <0,g2 0, g <0.
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em todos os casos. Como as corregoes & aproximacao cldssica podem ser grandes o sufi-
ciente para deslocar os minimos de suas posigoes originais ou alterar a prépria condicio de
minimo, nao é possivel determinar de maneira conclusiva a posicio do minimo global nos
casos (ii)-(iv). Devido a esse fato, o caso mais interessante a ser discutido encontra-se na
figura 2.1{a}), onde as correcoes quanticas sdo bem definidas para todos os valores de ¢ e a
SSB aparece por influéncia da nao-comutatividade. De agora em diante, concentraremos
nossa. atencio nesse caso.

As condigoes para SSB no caso (1) podem ser determinadas estudando-se a concavidade

do potencial efetivo na origem. A derivada segunda tomada nesse ponto é dada por

v 2 N , \ ) .
E;ﬁd):():m +76§7r9 {f [Ho (m°0) — Yo (m*6)] — g Q[Hl(m 8) — Yy (m 9)-—2]}
(2.28)

Observe que m? e o primeiro termo dentro dos colchetes sio positivos. O segundo termo
contendo ¢%f, por outro lado, & negativo e contribui para modificar a concavidade do
potencial. Dado um valor fixo de 8, é facil verificar, gragas ao comportamento das funcoes
Yo (m?8) ~ In (m26) e Y} (m?0) ~ —1/m?8 para valores do argumento préximos de m?0 =
0, que, para g suficientemente grande e m? e f suficientemente pequenos, pode ocorrer
uma inversao da concavidade.

Embora a formulacio empregada neste trabalho seja de temperatura zero, é possivel
especular a respeito da influéncia da temperatura finita através da sua manifestagio nos
parimetros fisicos. Uma variacao de temperatura poderia ser incluida de maneira indireta
no presente formalismo, por exemplo, através de uma variacao do parfmetro de massa.
Variando-se m? mantendo ¢ fixo, é fécil verificar que a SSB gerada é uma transicio de

fase de segunda ordem.’

5A definiciio que estamos considerando para transicio de fase é a de Landau. Segundo tal definigio,

uma transicio é de primeira ordem se o pardmetro de ordem (mz) & descontinuo no ponto de trausicao
e de segunda ordem se & continuo. Observe que, para n > 2, a definicio de Landau difere da definicéo
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Figura 2.2: y = log gm3 (GeV2) em funcio de » = log g @ (GeV ~?) para f =4.4 x 10727 ¢ g =8.2 x 1078 GeV.

A determinacao da dependéncia do ponto de transicio, m%, em funcio de # pode ser
feita resolvendo-se d*V/dg?| s—0 = 0 numericamente para uma faixa grande de valores
de . Na figura 2.2 apresentamos y = log;qm3 como funcio de x = log;, 0 para valores
fixados de f e g. Como, por hipdtese, estamos considerando 6 pequeno, uma aproximacio

analitica de m2. pode ser obtida expandindo-se o lado direito de (2.28) em série de &:

v 2 g9 f m*d ~ g f 2
dezl T - ; (2.2
g, " 3BAPm 384420 1“( 5 ° ) 3842 T ggam T O0) (229)

Descartando os dltimos trés termos no lado direito de (2.29) e resolvendo d?V/d¢?|,_, =0,

obtemos

9 g
_ _ 9.30
BTy, (2:30)

de Fhrenfest de uma transicio de enésima ordem, segundo a qual 8"V/8 (m?)" ¢ a mais baixa derivada

descontinua.



A expressdo (2.30) reproduz o resultado da figura 2.2 de maneira bastante precisa.
No modelo ¢® comutativo, m2 = 0. Logo, se a razio g/ /6 assumir um valor elevado, a
faixa de valores de m? para os quais ocorre uma SSB induzida pela ndo-comutatividade,

0 < m? < m2, pode ser bastante grande.
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Capitulo 3

Cosmologia Classica Comutativa e

Nao-Comutativa

Nos iltimos anos, vdrios trabalhos foram realizados no intuito de investigar o possivel
papel desempenhado pela nao-comutatividade no cenario cosmolégico em uma grande
variedade de contextos. Entre os temas abordados, estiao cosmologia Newtoniana [74], cos-
mologia inflacionaria e teoria de perturbagtes cosmologicas [75], gravitagio ndo-comutativa
[76] e cosmologia quéntica [77]. A cosmologia quintica, em particular, merece destaque
por ser uma arena inferessante para especulacao sobre uma possivel conexao entre nao-
comutatividade e gravitacao quantica.

Neste capitulo e no que segue realizaremos uma investigacao do possivel papel da
nao-comutatividade no cendrio cosmolégico. Conforme explicamos na introducao, serd a
oportunidade de trabalharmos com um esquema de aproximacio no qual temos acesso a0
setor nao-perturbativo das teorias de campos. Tal acesso € possivel na aproximacdo de
rede ou através da adogdo de um ansatz com um alto grau de simetria para as solugoes
das equagoes de campo. Motivados por evidéncias observacionais, acreditamos que a
adogdo um ansatz de universo homogeneo (modelo de mini-superespaco) deva ser o melhor
escuema, de aproximacao, fornecendo uma solugio relevante para a cosmologia.

Talvez o maior problema da gravitaciio quintica seja a compreensao do comportamento
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do espago-tempo (caso tal conceito tenha um significado) na escala de Planck. Em um pas-
sado muito remoto, quando o universo era pequeno e muito aquecido, mesmo quando seu
comprimento caracteristico era maior que o comprimento de Planck, a nao-comutatividade
pode ter desempenhado um papel relevante na sua evolugao [77]. O objetivo de nossa in-
vestigacao serd explorar essa possibilidade fazendo wm estudo comparativo da evolugao
de um modelo de universo em quatro diferentes cendrios: cldssico comutativo, cldssico
nao-comutativo, quantico comutativo e quintico nao-comutativo. Como objeto de es-
tudo, escolhemos o universo de Kantowski-Sachs [78], que é um dos modelos anisotrépicos
mais conhecidos. Virias investigacoes envolvendo o universo de Kantowski-Sachs foram
realizadas em uma grande variedade de contextos, como. p. ex., cosmologia de branas
[79], cosmologia com matéria de campo escalar e cosmologia quantica [80, 81].1 Aqui e

no capitulo que segue, adotaremos a linha de investigagéo proposta em [82].

3.1 O Universo de Kantowski-Sachs na Formulagao
Hamiltoniana

Antes darmos inicio ao nosso estudo, fagamos uma breve revisao dos aspectos essenciais
do formalismo canénico da gravitagio e do universo de Kantowslki-Sachs. A formulacio
Hamiltoniana da Relatividade Geral é usualmente expressa no formalismo de ADM [84],
onde o espago-tempo é descrito em uma linguagem (3+1) dimensjonal. Nas varidveis de

ADM, o elemento de linha é escrito como

ds® = (N;N? — N?) dt? + 2N;da'dt + hyjda’da? (3.1)

LAlém de ser importante para a cosmologia, & bem possivel que o modelo de Kantowski-Sachs seja
também relevante na descricio de buracos negros. A geometria de Kantowski-Sachs possui as mesmas
simetrias da regifo interior de méirica de Kruskal estendida, que representa o estdgio final de evolugao de
um buraco negro isotrépico quando a contribuicio da matéria € desprezivel. De fato, existem trabalhos
que propoem uma possivel conexdo entre buracos negros quanticos, buracos de verme quanticos e a

métrica de Kantowski-Sachs [83].
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onde N representa a funcio lapso, N* é o vetor de deslocamento e hi; € a métrica de
uma superficie mergulhada no espago-tempo. A dinimica do espago-tempo é descrita
em termos da evolucdo de hy; no superespago, o espago de todas as tri-geometrias (para
detalhes veja [85]). O Hamiltoniano da Relatividade Geral no formalismo de ADM é dado
por?

H = f Pz (NH + NyHT), (3.2)

onde

H = GoulI9TIM — BV2RE® | 19 — 9 D,T1Y (3.3)

No sistema de unidades adotado, h = ¢ = 167G = 1. R® ¢ o escalar de curvatura
mntrinseca das hipersuperficies espacials, [); é a derivada covariante em relacho a iy, e
h é o determinante de h;;. O momento IL;;, conjugado canénico de hy;, e a métrica de

DeWitt, Gi;ni, sao dados por

IL; = —h'72 (Ky — hy K, (3.4)
1
G'ijk:l = Eh 1/2 (h/q,k;h/jl + hz’lhj.ic - hzjhkl) y (35)

onde K;; = — (ihij — D;N; — D;N;) /(2N) € a segunda forma fundamental. O elemento
de linha de Kantowski-Sachs ¢ [78]

ds® = — N? (£) dt® + X*(t)dr® + Y2(t) (d0® + sin® 0dy?) . (3.6)
Na paramerizacio de Misner, a métrica (3.6) € escrita da seguinte forma [77]:

ds? = — N2 (t) dit* + e2VB(E) g2 | o=2V3B(0) - 2v/30() (d6? + sin® fd*) . (3.7

?Estamos restringindo nossas consideragdes A gravitagio no vdcuo, pois esse é o caso de interesse no

presente trabalho.
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Utllizando as equagoes (3.2) e (3.3), podemos reescrever o Hamiltoniano do universo de

Kantowski-Sachs para a métrica (3.7) como

H—= NH = Nexp (\/gﬁ + 2\/§Q) [“%% + %; — 2exp (-—2\/59)] L (3.8)

Um bhoa caracterizacédo da evolugdo da métrica de Kantowski-Sachs (3.7) é obtida
estudando-se a expansao volumétrica, © = Vg, referente a um observador comovente
utilizando o tempo préprio (V* = §5/N) e o quadrado do fator de forma, 0% = 0*v,4/2,
onde 0, = (MY + RGhY) Vi /2—Ohag /3. O ponto-e-virgula denota derivada covariante
quadridimensional, e hfy = 6 + V*V, é o projetor ortogonal a V* [86]. A partir da
expansao volumétrica, uma escala de comprimento caracteristica, [, pode ser definida por
© = 3I/(IN). No calibre N = 24 exp (—v38 - 2v/3€2), a expansio volumétrica, o fator
de forma e o volume caracteristico, [° (t), calculados a partir das expressdes acima e das

equagbes (3.6) e (3.7), sdio dados por

e(t) = 1 (% + 2;) — ——32/745 (ﬁ () + 29 (t)) exp (\/55 (£) + 230 (t)) ’

o) = 55 (9}% - —i?) = (20 + 0 0)en (VBB + 2B, (39)

B(t) = X (t) Y2 () = exp (—\/ﬁﬁ(t) — 230 (t)) .

3.2 O Modelo Classico Comutativo

Para que possamos distinguir com clareza as manifestagoes dos efeitos quinticos das

alteragdes atribufdas a nao-comutatividade em nosso estudo comparativo, é conveniente
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considerarmos primeiro a versao classica nao-comutativa do universo de Kantowski-Sachs.

Os parénteses de Poisson para as varidveis do espaco de fase cldssico sdo

{0, Pa} =1, {B8,Ps} =1, {Po,Ps}=0, {Q,8}=0. (3.10)
Para a métrica (3.7), o vinculo super-Hamiltoniano H ~= 0 fica reduzido a
H==¢Eh=0, (3.11)
onde
¢ = % exp (V36 +2v30), h=—F}+ P} —48exp (~2v30) = 0. (3.12)
As equagdes de movimento das varidveis do espaco de fase, , Fg, f e P; sdo
Q=N{0H} = 2P,
Po = N {Po,H} = —961/3¢™23%

Pﬁg:N{Pﬁ>H} =0,

onde utilizamos o vinculo k 72 0 e fixamos o calibre N = £~! =24 exp (- V38— 2\/§Q) :
De agora em diante, inclusive no capitulo sobre cosmologia quéntica, restringiremos as
nossas consideragdes a esse calibre. As solugdes do sistema (3.13) para as varidveis Q(?)

e B(t) sdo

Q) = l/__.g In {i{i cosh? [2\/§P30 (t— t())] } ,

6 "\ PL
(3.14)

B(t) = 2F3, (t — to) + fo.

Utilizando as equagoes (3.9) e (3.14), podemos calcular
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o(t) = —A;/?_’ {cosh2 [zﬁPﬁo (t— to))] + sinh [4\/51350 (t— to))] }

Bo

x exp [VB (2P, (£ — to) + o),

o(t) = -P% {4cosh2 [2\/51050 (¢t — tg)] + sinh [4\/51350 (t— to)]} (3.15)

X exp [\/?; (2F3, (t — to) + )50)] :

B(t) = %’iﬂ sech? [2\/§PBD (t — tg)] exp [—\/‘3—)(21950 (t —to) — ﬁo)] i

A partir das expressoes (3.15), podemos observar que a expansao volumétrica, ©(t), é
sempre decrescente, passando por Zero em t = g — /3 1n (3) /12 Ps,.

O volume caracteristico, 13(t), parte do zero em ¢ = —o0, cresce até atingir o valor
B = 3v3P% exp [—v/360] /4, no tempo ¢ = ty — +/31n(3) /12F%,, e depois decresce,

> em ¢ = co. Estudando a evolucio do fator de forma, constatamos que o

indo para zero
universo parte de um estado inicial altamente anisotrépico, atinge uma configuracio de
anisotropia minima, e retorna a condigdo de alta anisotropia. O comportamento tipico

das grandezas ©(t), o(t) e I3 (t) pode ser conferido nas curvas grossas dos graficos das
figuras 3.1(a), (b), e (c).

3.3 O Modelo Classico Nao-Comutativo

Verificaremos agora as implicacdes que uma nao-comutatividade classica pode ter para o
modelo de Kantowki-Sachs. Fsta pode ser introduzida no mini-superespaco preservando-

se o Hamiltoniano (3.8) e deformando-se os parénteses de Poisson das varidveis {2 e § em

3Pode-se mostrar que as singularidades de [3(t) que aparecem em ¢ = -0 correspondem #s singulari-

dades atingidas por esta quantidade em valores finitos do tempo césmico.
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Figura 3.1: O comportamento tipice do volume caracteristico 1% (), médule de expansio volumétrica ©(1t), e fator de forma
a(t) nas versdes comutativa e ndo-comutativa do universo classico de Kantowski-Sachs, As condigdes iniciais escolhidas sdo
Bo = —11, Pa, = 2/5,t0 = 0. Nos gréficos (@), (b) and {¢) : # =0 (linhas grossas) and # =5 (linhas finas). No gréifico (d) :
8 = 0 (linha grossa) ¢ # = —5 (linha fina).

(3.10):
(Q Pa}=1, {B,Ps}=1, {Po,Ps}=0, {Q 8} =6 (3.16)

Na fisica cldssica tal deformacao representa uma estrutura simplética consistente com a

-~

relacio de comutacao [, E] = 16, introduzida por H. Garcia-Compedn ef al ao conceber

a cosmologia quintica nac-comutativa, [77].*

1A introdugiio de uma deformagio no parénteses de Poisson das coordenadas de posicdo, {X*, X7} =
©%, ansloga & proposta na equacio (3.16), fot adotada em estudos sobre implicagbes da. geometria nao-
comutativa [X?, X7] = i©% no contexto da fsica classica [87]. Entre os resultados obtidos nas aplicagdes &
mecénica, encontra-se a precessiao do periélio de Mercirio [88]. Alguns autores, por outro lado, estudam
as implicacdes da relacdo [)’Ei, fi’] = 0% para a fisica classica preservando esta relagio de maneira
operatorial (veja, p. ex., [4] e referéncias). Recentemente mostrou-se que tal relagao de comutacao entre
os operadores de posicio quantiza o espago, estabelecendo unidades discretas de drea [89]. Tendo em

vista esse fato, estamos considerando a ndo-comutatividade canédnica entre operadores como “quéntica”
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No calibre N = 24 exp (# V33 - 2\/59) , as equacgoes de movimento das varidveis 2,
Fa, p e Is, obtidas de modo andlogo ao das equacdes (3.13) sao

Q= —2F,,
Py = #96\/33—2‘/59,

B = 2P5 — 96v/30e 23 (3.17)
Py =0.

Como solugoes para ) e (3, encontramos

0Qt) = [?3 In {—;;% cosh? {2\/5330 (t— to)] } ;

6 fo
(3.18)

B(t) = 2Bs, (¢~ to) + o — 0Py, tanh | 2v/BPy (¢ — to)]

O procedimento que acabamos de descrever & o que permite a obtencio das fungdes (2(¢) e
$(t) da maneira mais direta. Para que possamos mais tarde estabelecer um paralelo entre
os procedimentos de cilculo empregados nos contextos clissico e quéntico, entretanto, é
conveniente apresentarmos também o método das varigveis candnicas auxiliares.

Em vez de calcular diretamente as varidveis fisicas Q(t) e 5(¢) a partir de equacées de
movimento, podemos primeiramente resolver as equagoes de movimento para as variaveis
candnicas auxiliares O, Fo,, £, e I3, definidas por

0

7
Q.=0+ §P‘3, B, = ﬁ"—-Q-PQ, Fo, = Fa, ch = Pﬁ, (319)

e, entdo, calcular (f) € 5(t). Os parénteses de Poisson para as varidveis canonicas auxi-

liares sao

{2, B} =1, {BeFa}=1 {R.,P}=0 {Q05}=0 (3.20)

e a dos parénteses de Poisson associados como seu “andlogo cldssico”.




De (3.8) e (3.20), obtemos as equagbes de movimento para Q., Po,, . e Fs,,

Qc = -—QPQC,
Py, = —96v/3e723,
Be = 2P, — 4830232, (3.21)
Py, =0,
cujas solugoes sao
V3 48 . 0
Qu(t) =% n 7 cosh? |2v/3F, (t—1to)| ¢ + = P
6
ﬁc(t) = QPﬁO (t — t[)) + By — §PBU tanh {Qﬁpgn (t — t0)1 ,
P (t) = —Ps, tanh [2\/§P50 (¢t — tD)] , (3.22)
Fp,(t) = Py

Finalmente, de (3.19) e (3.22), encontramos a solucdo (3.18). Tendo determinado (f) e
(t), podemos calcular as grandezas 0O(t), o(t) e 2 (¢). De (3.9) e (3.18), obtemos

Ao

o(t) = {;1;/5 (coshz [2\/51350 (t— to)] + sinh [Nﬁpﬁo (t - tO)D + 4\/59}

X exp [\/g (QPBGt + fy) — 6 Ps, tanh (2\/51350 (t — to))] ;

o) = { Pzﬁ <4cosh2 [z\/ﬁpﬁo (¢ fto)] t sinh [4\/?133ﬁo (t — tO)D - 4\/9?9} (3.23)

X exp [\/5 (2Pt + By) — 0 Fp, tanh (2‘\/§Pﬁo (t— to))] ;

B(1) = % sech? [2\/§Pﬁu (t - to)] exp [\/:5 (2Pg,t + Bo) — 0Ps, tanh (2\/§PB0 (t— -eo))] .

Comecemos o nosso estudo comparativo com o caso comutativo analisando a evolugao

do volume caracterfstico. Como pode ser constatado a partir da expressdo para I3 (¢) em
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(3.23), o comportamento singular do universe cldssico de Kantowski-Sachs nao-comutativo
em { = oo é exatamente o mesmo que ¢ do seu andlogo comutativo. A contribuicao con-
tendo 4 na expressao de A(t) em (3.18) nfo modifica o comportamento de {? () no infinito
passado e no infinito futuro. Pelo contrario, a contribui¢io desse termo ¢ predominante
em tempos préoximos a t = tg, onde a tangente hiperbolica varia mais rapide. Préximo a
esse instante de tempo, os comportamentos de I° (t), ©(t) e o(t) podem diferir apreciavel-
mente dos comportamentos correspondentes no caso comutativo, o pode ser constatado
observando-se as curvas finas nas figuras 3.1(a), (b), e (c).

Enquanto a diferenga nos comportamentos de I° (1) e ©(t) é somente quantitativa, em
o(t) ela é qualitativa. O universo de Kantowski-Sachs nao-comutativo pode trocar suas
direches expansivas, tornando-se igsotrépico duas vezes antes de sua forma aproximar-se
da do andlogo comutativo no infinito futuro. Variando as condices iniciais By e Pz, 0
desvio em relaco ao comportamento comutative pode tornar-se apreciavelmente grande.
Para 5y = 0,Ps = 3 e # = 5, por exemplo, temos {2 = 1 55 10° enquanto, para
as mesmas condices iniciais, no caso comutativo temos {5 ~ 0, 24. Outra propriedade
interessante da solucio de universo nao-comutativo é a sua dependéncia com o sinal de
8. Na figura 3.1(d), apresentamos o grafico de I* (£) com as mesmas condigbes iniciais
adotadas para o grifico da figura 3.1(a), porém com o sinal de & invertido. O grande
aumento na magnitude e largura do pico de 2 (t) sugere que, dependendo das condigdes
iniciais e do sinal de 8, o desvio em relagio ao comportamento comutativo pode ser grande

mesmo quando @] é pequeno.
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Capitulo 4

Cosmologia Quantica Comutativa e

Nao-Comutativa

...naked and exposed
To the bareness of what’s real

Boundless fantasy, becomes reality...

—de Intrinsic, After Forever

Neste capitulo, introduziremos efeitos quinticos no universo de Kantowski-Sachs em-
pregando a Geometrodindmica Quéntica, que é uma das formulacoes candnicas da gra-
vitagao quéntica (para detalhes veja [13, 85, 90] ¢ referéncias). Como mterpretacio da
teoria quantica, adotaremos a proposta por David Bohm [28, 53, 56, 55]. Antes de en-
trarmos nos detalhes do modelo, fagamos uma breve revisao da gravitacao quéntica no
formalismo de Dirac, comentando os problemas gue nos levam a procurar na cosmologia
quintica uma interpretagao alternativa a da escola de Copenhagen.

De acordo com o formalismo de Dirac, quando quantizamos a Relatividade Geral, os
vinculos super-Hamiltoniano, H /0, e de super-momento, H'~0, passam a ser condi¢des

impostas aos possiveis estados do funcional de onda do sistema, resultando nas equacoes
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D= pe =0, (4.1)
ikl 6 1/2 5(3) i _
Gz + W2RD ) W] = 0. (4.2)

A equagio (4.1) expressa a invarifncia do funcional de onda sob mudancas de co-
ordenadas nas superficies espaciais que folheiam o espago-tempo. A expressdo (4.2) &
conhecida como equacao de Wheeler-DeWitt!, responsdvel pela evolugio do funcional de
onda. Até o presente momento, as implicagoes dessa equagio para a cosmologia quantica
ainda estao em discussao. Entre a imensa gama de dificuldades técnicas e conceituais que
cercam a cosmologia quéntica, estdo a questio do tempo e a definigdo de probabilidade (a
equacao de Wheeler-DeWitt & do tipo Klein-Gordon, para detalhes veja [85] e referéncias).

Uma maneira de contornarmos esses problemas é adotando a interpretacdo de Bohm
da teoria quéntica. Originalmente criada para a mecinica quintica nao-relativista em
1952 (28|, a formulagdo de Bohm foi posteriormente estendida para as teorias quanticas
de campos [91, 92, 93] e a gravitacio quantica |94, 95}, tendo sido empregada em diversos
trabalhos de cosmologia quantica. [82], [96]-[99]. Uma das principals motivagoes para a
sua adogao em cosmologia é o fato de ela permitir o estudo da evolucio de universos
quénticos sem a necessidade da presenca de observadores externos. Devido a importancia
da interpretacio de Bohm como instrumento de investigacio nesta tese, apresentaremos
1o que segue uma breve introdugio a Geometrodindmica Quéantica Bohmiana, discutindo

seus principios.

4.1 A Gravitagao Quantica no Formalismo de Bohm

Na abordagem de Bohm da teoria quéintica, uma realidade objetiva é conferida aos sis-
temas fisicos (particulas, campos, cordas, etc). No caso da mecénica quintica nao rela-

tivista, por exemplo, o sistema fisico ¢ composto de particulas que se movem descrevendo

1fm ordenamento particular estd sendo considerado.
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trajetérias quénticas no espaco. Uma lei de evolucido € atribuida as particulas de acordo

com a prescricao

p'=mi’ = Re { L (;”z@) 7l } = VS, (4.3)

onde ¥ ¢ a funcao de onda e S € obtida a partir da decomposi¢io polar ¥ = Aexp(iS).?
Da mesma forma que na interpretacao de Copenhagen, a funcao de onda satisfaz a equacio
de Schradinger

h2
th— = —— VU + V. (4.4)
2m

As equagtes (4.3) e (1.4) especificam completamente a teoria. Sem qualquer outro axioma,
todos os fendmenos governados pela mecinica quantica nao-relativista, de linhas espectrais
e fenémenos de interferéncia quéntica até a teoria de espalhamento e supercondutividade
seguem da analise do sistema dinamico definido por (4.3) e (4.4) [56]. Tal fato & presen-
temente explorado por uma parcela aprecidvel da comunidade fisica, que, independente
de acreditar ou ndo na “realidade” das trajetdrias Bohmianas, reconheceu a utilidade
destas como um importante instrumento de investigacao e caracterizacao dos processos
quéinticos. Afora suas aplicagbes a teoria quintica de campos e gravitagao quintica, a
interpretacao de Bohm e os conceitos dela derivados vém sendo também empregados com
sucesso em diversas outras dreas da fisica, entre elas: a fenomenologia de particulas [100],
a fsica atémico-molecular e da matéria condensada [101], o caos quéntico [102], o es-
tudo da descoeréncia e dos sistemas dissipativos [103], e a teoria da informagio quéntica
(104, 105].

2Uma discussio concisa sobre a equivaléncia da mecéinica quintica de Bohm com a da escola de

Copenhagen, explicando comeo a equagho (4.3) é determinada, pode ser encontrada em [97], onde sio

apresentadas também aplicactes do formalismo de Bohm a cosmologia.
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Ao fazer uso do formalismo de Bohm para descrever a evolugio da geometria do tri-
espaco na gravitacao quintica, esperamos que as nocoes de espaco € de tempo tenham um
significado objetivo, da mesma forma que a no¢éo de trajetérias tem na mecinica quéntica
de Bohm n#o-relativista [53]. De fato, isso ¢ exatamente o que ocorre na formulacao de

Bohm da gravitacio quéntica, onde a lei de evolucdo da métrica, h;;, do tri-espago é [96]

1 5 55
IL; = —h? (K — hi;K) = Re { T {qj ( i< hﬁj) \1:]} g (4.5)

onde U[h¥(z)] = A[RY(z)]exp(iS[h¥(z)]). Assim como as equacdes de movimento e de
Schrodinger (4.3) e {4.4) especificam completamente a mecanica quéntica, as equagoes
de onda e da tri-métrica h;j, (41), {4.2) e (4.5), especificam completamente a gravitacio
quéntica no formalismo candnico.

Uma viséo intuitiva do desvio em relacio ao comportamento cldssico presente em (4.5)
pode ser obtida substituindo-se ¥ = Aexp(iS) em (4.2) e separando-se as partes real e

imaginaria. Como resultado, sdo obtidas as equagoes

o0 08 68
et 00 00 19 5(3) _
ST SHH h“R¥ + Q) =0, (4.6)
e
o, 09 65
ikl 2 —
G i (A +—-6th> 0, (4.7)
onde
L o0, 6%2A
. igkl
Q= _AG STOSHAE (4.8)

Assim como no exemplo do campo escalar apresentado no Capitulo 1, a expressio (4.6)
pode ser interpretada como uma equacio de Hamilton-Jacobi quantica. O termo de

potencial quantico, (), &, no caso da Relatividade Geral, responsdvel pelos efeitos quéinticos
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presentes na evolu¢ao da geometria do tri-espaco. No regime em que ¢ — 0 em (4.6), a
teoria fica reduzida & Relatividade Geral na formulacio de Hamilton-Jacobi. E interessan-
te observar que a funcao de onda nao precisa ser normalizivel para que a lei de evolugao
(4.5) seja consistente. Na formulagao de Bohm a probabilidade é um conceito derivado a

partir da informacao dispontvel a respeito dos elementos de ontologia da teoria.

4.2 O Universo Quantico de Kantowski-Sachs

Voltemos agora nossa atengao para a quantizacao do universo de Kantowski-Sachs. Devido
as dificuldades técnicas que aparecem na resolugao da equagao funcional {4.2), os calculos
de cosmologia quintica sao usualmente baseados na aproximacao de mini-superespaco
[85]. Esta nos permite acessar um setor ndo-perturbativo da gravitacio quéntica, ao
preco de congelar infinitos graus de liberdade da teoria. Para tal, um ansatz do tipo (3.7)
¢ introduzido em (4.2), e a dependéncia espacial da métrica é eliminada. Dessa forma,
a equacao de Wheeler-DeWitt fica reduzida a wma equacgdo do tipo Klein-Gordon. No

universo de Kantowski-Sachs, a forma especifica dessa equacio &

[—Pé' + P — 48exp (—2\/'3'9)] (0, 8) =0, (4.9)

onde P = —i0/85) e P; = —i0/88. Uma solugao para a equagao (4.9) & [77]
(9, B) = VP K, (4677, (4.10)
onde K, é uma funcio de Bessel modificada de segunda espécie |72} e v ¢ uma constante

real. Uma vez dada uma fungao de onda do universo como, por exemplo, a obtida através

da superposicdo de estados*

3Um ordenamento particular estd sendo adotado.
4Como o fndice v & continuo, no caso mais geral a soma pode ser substituida por uma integral.
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¥(Q,8) =S CeVFK, (4e-~/§ﬂ) = R €S, (4.11)

r/

a evolugdo deste pode ser determinada integrando-se a equagio {4.5). Na abordagem de

mini-superespaco, a equagio (4.5) € equivalente as equagoes

TN SEIE

W TeX
(4.12)

U= aB

onde, assim como no capitulo anterior, fixamos o calibre N = 24 exp (— V383 — 2\/59) A

equacio andloga & Hamilton-Jacobi (4.6) na aproximacao de mini-superespago é

L (8S\? 1 /8S\® | ,mq. 1 [(O®R &R
— (55) +£(55) — 2 WL (892_869):0' (4.13)

A seguir, consideraremos algumas fungdes de onda e investigaremos as propriedades

dos universos a elas associados empregando o formalismo de trajetérias quanticas.

4.2.1 Caso 1l

A funcéio de onda ¢ do tipo (4.10). Como a funcdo Bessel K, (z) é real para z ¢ v reais
com z > 0 ([72] pg. 958, 8.432), a fase pode ser lida diretamente da exponencial como

sendo § = v/383. As equaces de movimento (4.12), neste caso, ficam reduzidas a

0=0 = B=2/3y, (4.14)
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cujas solugoes sio

Q=Qy, B=2V3v(t—10)+ Bo (4.15)

Substituindo (4.15) em (3.9), obtemos as expressdes para as quantidades ©(t), o(t) e I3(1):

O(t) = —% exp [61/ (t—to) + 24/30 + \/gﬁo] ;

V3
6

o) = X exp [61/ (t— to) + 230 + \/550] , (4.16)

13(t) = exp [—61/ (1= 10) ~ 2v/3%% — V3] .

A partir de (4.16) é facil ver que, dependendo do sinal de v, h4 duas possibilidades
para a evolu¢do do universo. A primeira (v > 0) corresponde a um universo que inicia
com um volume infinitamente grande e isotrdpico e evolui para uma configuracio de
volume pequeno e altamente anisotréopico. A segunda (¥ > 0) consiste em um universo
cujo volume € infimtamente pequeno e anisotrépico no passado remoto e evolul para
uma configuracao de volume infinitamente grande e isotrépico no infinito futuro. Esse
comportamento completamente distinto do caso cldssico pode ser entendido intuitivamente
analisando-se o potencial qudntico. A partir das equagdes (4.10) e (4.13), obtemos a
seguinte expressio para esse potencial:

1 (R &R oV
=55 (am - ag%) =TTy (417)

Como @ é independente de /3, essa varidvel deve apresentar um comportamento similar

ao do caso classico. Todos os efeitos quinticos devem, portanto, estar embutidos na lei
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de evolucao de . Essa é a razio pela qual a solugdo para () em (4.15) é idéntica a
sua correspondente cldssica (3.14) quando é feita a identificagio P, = +/3v, enquanto a

solucéo Q(t) = Oy é completamentie diferente.

4.2.2 Caso 2

A fungao de onda ¢ a superposiciio de duas fungdes do tipo (4.10):

U, ) = MK, (1e7/3) M0 4 Ay K, (4790 VP, (4.18)

onde A; e Ay sao constantes. Apds simplificagao, pode-se mostrar que a fase correspon-

dente a (4.18) é dada por

Ay, (46752 sin (V3pB) + 43K (46739 sin (v3uB)
A Ky, (46—‘»@9) cos (\/?_nuﬁ) + AK;, (46_‘/3_9) cos (\/gl/ﬁ) ’
(4.19)

S(Q, B) = arctan

onde as constantes A; e Ay foram escolhidas reais. As equacdes de movimento (4.12),

neste caso, podem ser escritas como

AlAg [K;“Kw - KZ'#K—;V] exp [—-\/EQ] sin [\/5_5 (/.L - l’/) ﬁ]
(Ale,,L)Z + (AsKy,)” + 24 A Ky Ky cos [V3{—v)p]

)

a0
5_8\/5

(4.20)

A%KB# + UA%K?U + (,LL + l'/) AlAgKi#Kiy cos [\/§ (,u, — l’/) ﬁ]
(A KG)? + (A Ka) + 241 Ay Ko Ky cos [V3 (u — v) ]

3

ap 7
RO, |
dt v3

onde a linha denota derivada em relacio ao argumento.
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O sistema {4.20) constitul um conjunto auténomo de equacoes diferenciais nao-lineares.
Embora seja dificil resolvé-lo analiticamente, as propriedades globals das solucbes podem
ser determinadas a partir de uma andlise do campo de velocidades associado. Observando
o lado direito de (4.20), podemos ver que o campo de velocidades tem o seu sentido inver-
tido quando fazemos as substituigdes p — —p , ¥ — —v. Portanto, para que tenhamos
urmga visao qualitativa das solugoes, podemos, sem perda de generalidade, considerar p > 0
e estudar os casos onde v > 0 e v < 0. Por simplicidade, fixemos A; = Ay = 1//2. As
figuras 4.1(a) e 4.1(b) apresentam os graficos do campo de velocidades nos dois casos para
valores representativos de p e 1.

Uma simples inspecao no lado direito do sistema de equacdes (4.20) sugere que os pon-
tos de estabilidade do sistema devem aparecer periodicamente, com periodo 2m/+/3 (. — )
ao longo da direciio do eixo 3. De fato, para os valores atribuidos a g e v nos grificos das
figuras 4.1(a) e 4.1(b), temos 27 /v/3 | — v| = 12.09, fechando exatamente com o perfodo
observado. Variando as condicoes iniciais e os valores de p e 17, podemos encontrar solugoes
cujo comportamento global difere significativamente. No que segue, exibiremos algumas
delas, dando preferéncia para as que representam universos nao-singulares. Para tal, &
suficiente considerarmos o caso descrito na figura 4.1(a).

A partir do grifico do campo de velocidades que a figura 4.1(a) exibe, podemos obter
informacio qualitativa a respeito das solugdes para I3(f), ©(t) e o(t). Se Q(t) e 5(1)
sao periddicas, das equagdes (3.9) podemos concluir que ?(¢), ©(t) e o(t) apresentam o
mesmo comportamento. A fim de encontrar solugdes periédicas para () e 3(t), podemos,
sem perda de generalidade, concentrar nossa atengao no ponto de estabilidade préximo a
() =6a 8 = —24. Para gerar uma 6rbita fechada em torno desse ponto, resolvernos (4.20)
numericamente com as condigoes iniciais 2(0) = 2 e 5(0) = —24. As figuras 4.2(a), (¢),
e (¢) apresentam os graficos das fungdes In [I*(¢)], ©(t) e o(f) calculadas a partir das
solucdes encontradas para {2(t) e S8(f). Uma informagao que pode ser obtida diretamente
do grafico de In [13(f)] é o nimero de e-folds entre as configuragbes de méximo e mimo

volume do universo (=~ 29 e-folds). B facil verificar que o mimero de e-folds e o valor
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do volume mmimo podem ser ajustados variando-se as condicoes inicials ou trocando o
ponto de estabilidade em torno do qual computamos a solucéo.

Estudando a fungdo In [I°(£)], podemos determinar quantas vezes o volume do uni-
verso é maior que o volume de Planck, lg. No sistema de unidades adotado, lg ~ 1073,
Da equacio (3.9), podemos ver que I3, pode ser aumentado (reduzido) se reduzirmos
(aumentarmos), por exemplo, Bua... Para tal, basta que a érbita seja trocada por uma
outra exatamente 1déntica em torno de um ponto de estabilidade imediatamente abaixo
(acima) na direcio do eixo § na figura 4.1(a). Mantendo Q(0) inalterado e diminuindo
de B(0) o valor correspondente ao espacamento entre as érbitas, 27/v/3 |u — v| =~ 12,
obtemos como diferenca em 13, o valor de exp[12v/3] = 21 e-folds.

Além de 13(t), as varidveis ©(t) e o(f) fornecem-nos informacio relevante para carac-
terizar o comportamento do universo em cada um dos seus ciclos peridédicos. A partir
da figura 4.2, podemos concluir que o universo em duestao alterna entre configuragoes de
volume grande, forma quase isotrépica e expansao voluméirica pequena e configuragoes
onde o volume &€ pequeno, a forma é anisotrépica e a expansiao volumétrica é grande. Fm
cada um de seus ciclos, o universo é isotrépico em dois instantes de tempo [figuras 4.2(g)
e (h)].

Voltemos agora a nossa atengio para o fluxo préximo a {1 = 11 pa figura 4.1(a).
As solucoes para (1) e 5(t) nessa regifo correspondem a universos que comecam em
t = —oco com volume infinito e se contraem, sofrendo uma seqiiéncia de ricochetes, até
atingir uma singularidade [fig. 4.2(b)]. Os graficos da expansdo volumétrica e do fator
de forma correspondentes aparecem nas figuras 4.2(d) e (f). De maneira andloga ao que
ocolTe nas solucoes periddicas, as regides nas quals o universo € pequeno correspondem
as regioes onde a anisotropia é maxima. Os pequenos vincos no topo dos picos na figura
4.2(d) marcam mudangas abruptas na direcio da expansao que ocorrem em cada uma das
regides onde, assim como na figura 4.2(¢), o volume do universo sofre ricochetes. Conforme
constatamos anteriormente, o campo de velocidades na figura 4.1(a) tem a sua direcio

invertida pelas substituigbes p — —pu, ¥ — —v. Utilizando essa propriedade, podemos
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Figura 4.1: O campo de velocidades (nermalizado) correspondente &s equagdes diferenciais de Bohm para o universo de

Kantowski-Sachs comutative em dois casos: (a): p=1/10,v = —1/5 . (6): p=1/10, =2/b,
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Figura 4.2: A evolugao do volume caracteristico, expansao volumétrica e fator de forma do universo de Kantowski-Sachs
comutativo com g = 1/10 e v = —1/5. (a),(c) e (&) : O(0) = 2, 8(0) = —24. (), {d) e (f) : Q0) =7.7,8(0) = —2L.7.(g) e

(R): ampliagio de partes de (e).
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construir uma solugdo na qual o universo parte de uma singularidade no infinito passado
e se expande, passando por uma seqiiéncia de ricochetes, até o infinito.

Um outro tipo de solucdo ocorre no caso em que ¥ = —p, no qual a fase S & nula.
Trata-se, portanto, de um universo estdtico de tamanho arbitrdrio, um comportamento

genuinamente quéintico. O potencial quéntico para esse estado,
Q =272, (4.21)

cancela exatamente o potencial cldssico. Isso justifica o comportamento da solugdo de
universo completamente distinto do cldssico.

De um ponto de vista puramente matemsitico, todas as solugtes discutidas nesta seg¢ao
sao inferessantes pela riqueza de comportamentos que elas descrevern. De um ponto
de vista fisico, entretanto, é interessante sabermos que existem soluges dinfmicas nao-
singulares nas quais ,;, € maior que {,. Perto da escala de Planck, néo ¢ mais esperado
que a teoria efetiva baseada na equacao de Wheeler-DeWitt seja vélida. Para a solugao
da figura 4.2(a), por exemplo, i, =~ 20 ~ 2000p.

4.3 O Modelo Quéantico Nao-Comutativo

Apés termos estudado os efeitos quénticos e nao-comutativos em exemplos isolados, re-
unimos elementos suficientes para analisar a combinagao desses efeitos em um mesmo
modelo. A afirmacio bastante comum de que a nao-comutatividade acaba com a esfru-
tura puntiforme dos espacos, fazendo-os ficarem “borrados”, torna obscura a sua aplicagio
na descricao de universos quanticos. Estes, de acordo com a interpretacio da teoria quin-
tica da escola de Copenhagen, ndo possuem realidade objetiva. Nesta secao, mostraremos
como & possivel concebermos um “universo quéntico nao-comutativo”, onde os operadores
de mini-superespaco satisfazem a uma relacio de comutagao candnica. Descreveremos a
evolucao desse universo conferindo-lhe uma realidade objetiva, o que pode ser feito a partir
da aplicagio do formalismo de trajetérias de Bohm a cosmologia quéntica ndo-comutativa

[77].
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Assim como na mecénica quéintica, a deformacao candnica é definida tendo um con-
junto de coordenadas cartesianas como preferencial. Nessas coordenadas o pardmetro
associado & nao-comutatividade é constante. Como conjunto de coordenadas cartesianas,

escolhemos o constituido pelas varidveis de configuracao Q e 3, que satisfazem®

[, 8] = 0. (4.22)

De acordo com o procedimento de quantizagao de Wey! descrito na Capitulo 1, a relacio
de comutagio (4.22) entre dois observaveis Qe E pode ser representada em termos de
fungdes comutativas substituindo-se o produto usual pelo produto Moyal. Para o caso em

questdo, este é definido por

— = —

F (€, 8.) % 9(R, Bo) = F( R, B)eiF(P000= Fa00) g ), (4.23)

onde usamos a notacao ). e 3, para designar os simbolos de Weyl correspondentes aos
operadores Qe E A razio de usarmos tal notacio pode ser justificada a partir das
propriedades do produto Moyal. Uma equacao de Wheeler-DeWitt para o universo de

Kantowski-Sachs nao-comutativo pode ser obtida aplicando-se a deformacgac Moyal a

equagio (4.9):

[fpgc + P — 48exp (-Nﬁnc)] *U(, Bo) = 0. (4.24)

Usando as propriedades do produto Moyal (para detalhes veja [4, 11]), podemos escrever

o termo de potencial (que denotamos por V para dar conta do caso mais geral) como

% Afora o interesse que ven dos fundamentos da teoria quéintica em desenvolver uma formulagao Bohmi-
ana para espagos nao-comutativos, motivagoes fisicas para se considerar a relagio de comutagio entre as
varidvels de mini-superespago proposta nesta tese como uma teoria efetiva podem ser encontradas em

[771.
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0 0
VI, B.) % U(Q, B) = V (Q + 505, e - zgagc) (0, B.)
—V (QB‘) U(Q, 5o), (4.25)
onde
Q= Q= 5P, B=Pet ho. (4.26)

A equagao (4.26) ¢ exatamente a versdo operatorial de (3.19). Duas interpretagdes con-
sistentes para a cosmologia que emerge de (4.22)-(4.25) sao possiveis. A primeira consiste
em considerar os simbolos de Weyl, (. e ., como sendo os constituintes da métrica fisica
[77]. Nesse caso a teoria € essencialmente comutativa, porém com uma interaciio modi-
ficada. Na segunda interpretaco, que é adotada, por exemplo, em [33, 42|, os simbolos
de Weyl sao considerados como meras coordenadas auxiliares, recebendo um tratamento
anslogo ao dado as varidveis candnicas auxiliares do Capitulo 3. Essa interpretacio estd
de acordo com o espirito deste trabalho, que € o de estudar a evolugao de um universo
quantico nio-comutativo. Como é a slgebra de Qe B\ , a0 invés da Algebra de ﬁc e B;,
que satisfaz a relagio (4.22), interpretaremos Qe E como sendo og operadores associados
a métrica fisica. Tal interpretacio pode também ser justificada pelo procedimento de

quantizacdo de Dirac
1

se partirmos do modelo cldssico discutido no Capitulo 3.

4.4 O Formalismo de Bohm para Mini-Superespacos
Nao-Comutativos

Para dar prosseguimento ao nosso estudo comparativo do universo de Kantowski-Sachs

em suas quatro versoes, &€ importante desenvolvermos uma formulagiao de Bohm para a
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cosmologia quéntica naoc-comutativa, Faremos essa construgao nesta secao no formalismo
de mini-superespaco, que é a ferramenta sistemdtica de que dispomos para analisar os
modelos na cosmologia quantica.

Do mesmo modo que na cosmologia quantica comutativa, na formulacio de Bohm para
a cosmologia quantica nao-comutativa esperamos trabalhar com um formalismo que per-
mita estabelecer uma descricao objetiva da evolu¢ao do universo. Uma pergunta natural
seria como isso poderia ser possivel, visto que os operadores de niini-superespaco satis-
fazem a relacio (4.22). A resposta é que o formalismo operatorial da mecanica quéntica,
com operadores atuando no espaco Hilbert de estados para gerar resultados de medidas,
nao desempenha um papel proeminente na mecénica quantica de Bohm. Esta € uma das
caracteristicas da formulacgdo de Bolun que a torna particularmente atraente para apli-
cacao na cosmologia quintica, onde nao hi observadores externos presentes para fazer
medidas.

Conforme discutimos no infcio do capitulo, na mecénica quintica de Bohm comutativa
¢ possivel descrever particulas com posiciio e momento bem definidos em cada instante de
tempo (para detalhes veja [53]), embora os operadores de posicao e momento satisfagam
a relagao

(&, 7] = iho¥. (4.28)
Portanto, é razodvel esperarmos que scja possivel formular uma cosmologia quéntica de
Bohm nao-comutativa capaz de descrever as varidveis da métrica do universo conferindo a
esta uma ontologia, embora os operadores (1 e 3 satisfacam (4.22). De fato, isso é possivel,
e esse & exatamente o caso na formulacao aqui proposta.

Os ingredientes fundamentais no formalismo de Bohm sfo a funcao de onda, que
contém informacio a respeito da evolugiio do universo, e as varidveis métricas £2 e 3, as
quais desejamos conferir uma ontologia. A funcao de onda pode ser encontrada resolvendo-
se (4.24). Resta ainda a ser determinada, entretanto, a lei de evolucio das varidveis (2
e 3. Uma maneira simples e direta de obtermos tal lei de evolucio, ¢ com o uso da

correspondéncia descrita abaixo.
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A cada operador Hermitiano A\(ﬁc, 8., Pa., ﬁgc), é possivel associarmos uma fungao,

A(Q, B.), de acordo com a regra

B ;i Re I:QI* (Qrc; ﬁc) A\(Qc, ﬁc, —iﬁag“ —’ihagc) \ (Q’c; ﬂc)}
A U ($1,80) ¥ (2, B.) = A f),  (429)

onde o valor real aparece devido a hermiticidade de A. Conforme & proposto em [82],
denominaremos a operacao definida em (4.29) de beable mapping,® pois esta associa a cada
operador Hemitiano Aum correspondente beable, o elemento de realidade (ontologia) que
estda por trds de A na interpretacao de Bohm.”

Utilizando (4.29) para calcular os beables correspondentes aos operadores Oep, en
contramos
Re [®° (0, £) UQe, —ih55.) ¥ (%, Ao)| 0

T (0, BT (e, Bo) = =90

Q(Q, B:) = BlO] = S,

(4.30)

- Re W (9%, 8) (B, ~il50,)¥ (O, 6o .
fB (‘Qcyﬁc) =B ] = o= (\Qc o) ) Y (Qc )Bc) - = Pt §8ﬂcs'

A estratégia para encontrar Q(f) e §(f) fica agora clara. A informacio relevante
para a evolucao do universo pode ser extraida da funcao de onda ¥ (Q,, 8.) computando-
se primeiro as trajetérias das varidvels canonicas associadas, Q. (t) e 8, (f). Uma vez

computadas essas trajetorias, podemos determinar Q (£) e 3 (¢) avaliando as equagdes

8No contexto da mecinica quéntica ndo relativista, onde uma interpretacio probabilista pode ser
conferida & p = ¥* ¥, 0 mesmo procedimento & conhecido como “tomar o valor esperado local” [53]. Tal

nomenelatura ndo possul sentido no presente caso, onde ¥* ¥ ndo possui interpretacao probabilista.

"Embora os operadores { e 2 nio comutem, nos referiremos a 2 e 2 como seus respectivos benbles
[20], pois essas varidvels representam os elementos de ontologia do universo quintico nio-comutativo de

Kantowski-Sachs, Sao elas que figuram nas componentes da métrica do espaco-tempo.
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(4.30) em Q. = Q. (£) e 8. = 5: (1). Repare como esse procedimento é andlogo ao adotado
para caleular Q () e 3 (¢) com o uso das varidveis auxiliares no Capitulo 3.

Equacoes diferenciais para as varidveis Q. (£) e . (1) podem ser encontradas identifi-
cando-se €2, (1) e /3. (t) com os beables associados & evolugao temporal. Quando adotamos
o calibre N = 24 exp (—V35 — 2\/59), o Hamiltoniano H = N&h [com £ e h definidos
pela equacao (3.12)] fica reduzido a h. Podemos, portanto, usar b para gerar translacoes

temporails e obter as equacoes de evolucio para Qe (1) e fe (£) :

as
oy~ 'Qanc on(t)” (4.31)
ﬁc:ﬁc(t) .Bc:psc(t)

O.(t) = B G[ﬁc,hl)

) = 5 ($16.1)

Q.=0.(%)
Be=Ba(t)

(4.32)

- [2 05 _ 48+/39 Re {

exp (—2V3Q, — i60/383,) (R &)
b

R eiS

Bc:.@C(t)

Estando determinadas as funcoes 2. (£) e . (f), a evolugio das varidveis de configuracio

do mini-superespaco ¢ dada por

(4.33)

Unma solucéao de (4.24) é

U, (9, Be) = eV |, {4exp {—\/ﬁ (QC — ?U@)j) } (4.34)

Uma vez dada a funcao de onda do universo, por exemplo, uma superposicao de estados
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>

V(e Be) =Y C, VK, {4exp {-ﬂ/ﬁ (Q -

71/9” } = R e, (4.35)

a evolugdo do universo pode ser determinada resolvendo-se o sistema (4.31) e (4.32) e
substituindo-se a solugio nas equacdes (4.33).

Antes a aplicar o procedimento proposto em casos especificos, é interessante entender-
mos o significado de todos os termos presentes na equagao (4.32). Isso pode ser feito com o
auxilio da equacio de Hamilton-Jacobl. A equacao de Hamilton-Jacobi generalizada para
a cosmologia quantica nio-comutativa pode ser obtida substituindo-se ¥(£2, ) = Re*® na

equacio (4.24) e tomando-se a parte real desta. A equacio encontrada é

1 /85\% 1 /388\?
—51—1 (ﬂ) +ﬂ('8—56) +V+Vnc+QK+QI:0= (436)
onde
V= ﬁQe_Q\/?_’QC,

V. = 2642\/35% _ 28—2«./596%./??93305,

1 #R O'R
—2+/3Q, —16+/39 R ¥
QI — 9 Re {exp ( '\/_ R'Le%;/— ,Bc) ( € ) } + 267(2\/§Qc+9\/§6‘963).

Do mesmo modo que no Capftulo 1, procedemos separando os potenciais da equagao de
Hamilton-Jacobi identificando as contribuicdes cldssicas e quénticas. Afora os potenciais

Vie € Qi , que possuem andlogos na teoria de campos nao-comutativa do Capitulo 1,
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aqui aparece o potencial quantico de interacio, @Q; [42, 33, 82].8 Devido & presenca de
termos contendo 8 na funcgédo de onda, fica claro que, embora funcionalmente similar, o
Qx definido em (4.37) pode diferir bastante do ¢ definido na equacgio (4.17). A equacho

(4.32) pode agora ser escrita como

a5
B

Be(t) = |2 (4.38)

Qe=0e(t)

— 4830723 4 244/30 (Vi + Q 1)}
ﬁciﬂc(t)

Os efeitos da nao-comutatividade, portanto, manifestam-se nao sé apenas através da
fase, S, que é funcionalmente diferente da sua andloga quAntica comutativa, mas também
de maneira explicita na lei de evolugio de B, (¢). Isso acarreta uma série de conseqiién-
clas. A primeira delas é uma modificagdo na condigio para obtencao do limite cldssico,
que agora é de que os termos contendo @y e Q; sejam despreziveis em (4.36) e (4.38).
A presenca dos potenciais V,. e @7 na equacdo (4.38) nos revela também que a nao-
comutatividade é capaz de induzir dindmica em situacoes nas quais esta néo pode existir
no caso comutativo. Fungdes de onda reais (S = 0), que necessariamente representam
universos estdticos na formulacao comutativa,” podem originar universos dinimicos na
cosmologia quintica nao-comutativa.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de aplicacdo da formulacao proposta para

a cosmologia quéntica nao-comutativa.

4.4.1 Caso 1

A funcio de onda é do tipo (4.34). Neste caso temos S = /303, e as equagdes de evolugio
(4.31)-(4.32) adquirem a forma,

8 A presenca deste potencial estd associada & existéncia de um produto Moyal entre a fun¢ao de onda
e o potencial na equagio de Wheeler-DeWitt (4.24). O mesmo néo ocorre na equagio de Schrddinger

(1.22) do Capitulo 1.
9Fungdes de onda reais sio privilegiadas, p. ex., pela proposta auséncia de fronteira para as condigoes

iniciais do universo [85].
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0, =0, B =2V3v—48/30exp (—2\/§Qc + 391/) . (4.39)

Como solugoes, temos

Qe =y, Belt) = 2V3a, (t = L) + fh, (4.40)
onde
a, = [u — 24fexp (—2\/59.:0 + 391/)} . (4.41)

Das equagoes (4.33), obtemos

) = Oy — ——v,  Blt) = Belt) = 2v30s (¢ — to) + fo- (4.42)

Exceto pelas contribuigoes contendo 6 que aparecem alterando os valores das constantes,
a dependéncia temporal das solugoes (4.42) ¢ idéntica & do caso analogo comutativo da
Secdo 4.2.1. O comportamento qualitativo assumido pelo universo ¢, portanto, o mesmo

do caso 14 discutido.

4,4,2 Caso 2

Consideremos agora uma funcio de onda que seja uma superposicao de duas solugoes do

tipo (4.34),

(e, ) = MKy (473 ?) eVt MK (46—*/59#39”/9) VB (4.43)

i

Escrevendo a funcio de onda na forma polar, encontramos a fase correspondente como

sendo
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5(Q, Be)
A Ky (467301002 ) sin (VBuf,) + AsKG, (47 V391997 sin (V/3uf,)
ALK, (46—\/§Qc+39#/2) cos (\/g Mﬁc) + A K, (4e—ﬂnc+39y/2) cos (\/§Vﬁc) J

= arctan

(L44)

onde A; e Ay foram escolhidas como constantes reais. Substituindo (4.44) em (4.31) e

(4.32), obtemos, apés simplificacao

a0 3 M Ay (K] K, — K K] e V3% sin (V3 (n - v) B

dt (1K) + (AaKi)” + 240 Ag Ky K cos [V3 (1 — v) ]

df. 03 ;LA%KE# + v ALKE + (nt+v) AL A K, K, cos [\/§ (e —v) ﬁC] (4.45)
dt (AlKi#)Q =+ (Agf(iy)g + 2A; AQ.[(?:H[{{,V cOs [\/§ (,'.L - I/) ﬁC] .

U ATKY 4 MATKE + (390 4 30) Ay A K, Ky cos [V (11— 1) ]
(A K)? + (A Kiw)® + 24, A K, I, cos [V3B (1t — v) ]

x 48+v/30 ¢~ 2V3%

onde a linha denota derivada em relacéo ac argumento. Como referéncia para comparacao
comn o caso andlogo comutativo, fixemos A; = Ay = 1/v/2 e consideremos, primeiramente,
ocasoem que p = 1/10 e v = —1/5. A figura 4.3 apresenta o grifico do campo de ve-
locidades associado as equacgoes diferenciais (4.45), para 6 = —4. O campo de velocidades
sugere que o conjunto de solugdes admitido por (4.45) no caso em questéio é similar ao
do andlogo comutativo (4.20). Conseqiientemente, ao fazer a comparagio entre os casos
comutativo e nao-comutativo, esperamos que cada solugao individual receba uma correcao
quantitativa ou, caso se torne qualitativamente diferente, apresente um comportamento

igual a um dos descritos no caso quéntico comutativo (embora 6 = —4 seja um caso
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Figura 4.3: O campo de velocidades (normalizado) correspondente as equagdes diferenciais de Bohm para o universo quantico

nio-comutativo de Kantowski-Sachs em dois casos: (a): p=1/10,v=—1/6efd =4. (b): p=1/10,» = —1/10e ¢ = 1/10.

particular, um comportamento similar € esperado para outros valores de 8 que tenham a
mesma ordem de grandeza). Verificaremos esse fato estudando a evolucao de I3 ().

A figura 4.4(a) apresenta o grafico de In [3(#)] para um universo ciclico no qual § =4 e
as condigdes iniciais sio idénticas'’ as da solugio exibida na figura 4.2(a). Como podemos
ver, o efeito da nio-comutatividade neste caso é o de encurtar o perfodo dos ciclos. Assim
como no caso cldssico, os efeitos da nao-comutatividade sao fortemente dependentes do
sinal de §. A figura 4.4(b) apresenta a solugao obtida a partir da solugao exibida na figura
4.4(a) preservando-se as condigdes inicials e invertendo-se o sinal de §. A orbita, que
originalmente era fechada (correspondente a um universo nao-singular), agora aparece
aberta, originando um universo singular. Observe que o lado direito do sistema (4.45)
tem o seu sinal invertido pelas substituicoes p — —p, ¥ — —r e 8§ — —@. Diferenciando

as equacoes (4.33) e usando as equacoes (1.44) e (4.45), podemos ver que Q) e A(t) tém

WEm todos 0s casos da figura 4.4, as condi¢des iniciais para (1. e 3. foram escolhidas de tal forma que
2(0) e 3(0), calculadas usando (2.11) e (2.12), correspondessern aos respectivos valores fornecides nos

exemplos da dindmica quintica nac-comutativa.
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0s seus sinals invertidos pela mesma troca. Usando essa propriedade, € possivel obtermos
uma solugao de universo em expansdo a partir da solugdo exibida na figura 4.4(b). Por
influéncia da nao-comutatividade, érbitas abertas podem também fechar. Um exemplo é
apresentado na figura 4.4(c), na qual temos um universo ciclico cujo anilogo comutativo
¢ o da solugao exibida na figura 4.2(a). Para valores maiores de 6, o efeito de fechar a

érbita pode ser revertido, conforme mostra a figura 4.4(d).

I[P ()] n[A®]
100
35 80
30 60
25 4Q

20 20 \/\
0 f
15
-20
10

40
-100 0 100 -100 Q 190
(2} {b)
In[A ] In[£(0]
40
35 150
16 100
55 50
0 }— A !
20 r
-50
15
—-100
10 |
-100 6] 100 -10¢0 o] 100
(<) (d)
Figura 4.4: A evolugio do volume caracteristico do universo de Kantowski-Sachs quantico.(a) : p=1/10, v = —1/5, 8 =4

e 00)=2,8(0) =24, (0): p=1/10, p=—1/5,8=—4eQ0) =2, 5(0) =24 (c):p=1/10,v=—1/5(),8=1¢
Q0) =77, 8(0) = -7 (d): p=1/10, v =—-1/5,0 =12 Q(0) =77, 5(0) = —21.7.

Encerramos o capitulo considerando o caso em que p = —v. Conforme discutimos
anteriormente, embora nesse caso a funcio de onda seja real, & possivel a existéncia de uma
dinAmica nao-trivial para o universo. Pode-se mostrar numericamente que, dependendo
das condicoes iniciais, podem existir solugoes de universo periddicas similares & da figura

4(a) e solugoes singulares similares & da figura 4(b).

7



Discussao e Perspectivas

...Being conciousness is a torment
The more we learn is the less we get
Every answer contains a new quest

A quest to nonexistence, a journey with no end...

—de Sensorium, Epica

As teorias de campos nao-comutativas sao atualmente um objeto de intensa investi-
gacao. Fm plena era das teorias efetivas pela qual passa a teoria de campos, o Imenso
interesse pelas teorias de campos ndo-comutativas pode ser justificado pela oportunidade
que estas tém propiciado a comunidade fisica de flexibilizar a sua postura frente a algu-
mas condicoes antes tidas como paradigmas. Entre elas estao a validade da simetria de
Lorentz em escalas arbitrarias de comprimento e a questdo da nao-localidade. As teorias
nao-comutativas estao, de certa forma, numa posicao intermedidria entre as teorias de
campo usuais (locais) e as teorias de cordas. Propriedades ja conhecidas das teorias de
cordas, como o IR/UV mizing podem, em principio, ser melhor entendidas no contexto
das teorias de campos, onde as manipulagdes matemdticas sao mais simples. Outra pro-
priedade importante das teorias de campos nao-comutativas é a de gerar translacGes a
partir de derivagoes internas da dlgebra das coordenadas nao-comutativas. As coorde-
nadas das particulas nao sao, portanto, invariantes de calibre. A tnica teoria conhecida
antes com essa propriedade era a Relatividade Geral.

Esta tese é parte integrante de um estudo que iniciou no ano de 2001 com uma se-
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qliencia de trabalhos buscando o entendimento da nao-comutatividade candnica e algumas
das suas implicagbes para as teorias de campos, a cosmologia e os fundamentos da teoria
quéntica [42, 33, 82, 97, 57, 106]. No corpo desta tese, estdo presentes partes significa-
tivas de trés desses trabalhos, selecionadas para representar cada uma das trés direcoes.
Como era de se esperar, hd um grau aprecidvel de interseccio entre os temas. E bem
possivel que a discussao que envolve os fundamentos da teoria quéntica, presente hoje
na comunidade de matéria condensada e otica |30}, venha a ter um impacto na fisica de
altas energias. Na cosmologia quéntica, as discussbes a respeito dos fundamentos ja vém
desempenhando wm papel bastante importante [94, 98, 99]. Por outro lado, a aceitacio
da nao-localidade como uma possibilidade concreta pelos fisicos de altas energlas pode ter
um impacto nos fundamentos, reacendendo o interesse por teorias de varidveis escondidas
[33]. Finalizamos a presente tese realizando uma apreciacio dos principais resultados do
trabalho como um todo e apresentando novas perspectivas de investigacao.

No Capittulo 1, apresentamos uma discussao geral sobre o presente status da teoria
de campos e comentamos algumas idéias propostas em [42}. O problema de Landau foi
brevemente revisto em uma abordagem intuitiva. Segundo a linha de raciocinio proposta
em [42], a interpretaciao da ndo-comutatividade como sendo necessariamente associada
A “auséncia de estrutura puntiforme”, seja do espago de fase (quando envolve A) ou do
espaco fisico (quando envolve §) nao é a tinica possivel. Virios sentidos podem ser dados
a nao-comutatividade. De acordo com o ponto de vista adotado, a prescrigao de célculo
pode variar bastante, tendo influéncia, sobretudo, na finitude das teorias [15, 42, 48].
A passagem do regime nido-comutativo para o comutativo, deveria, assim como & a pas-
sagem quintico-cldssica, ser governada por variagoes dos atributos fisicos dos sistemas
(dimensdes, niimero de constituintes, intensidades de campo, etc).!! Dando continuidade
a proposta apresentada em [42], foi construido em [33] um modelo de oscilador harmonico

nao-comutativo empregando a formulacdo de Bohm. ksse modelo reproduz os mesmos

L Este ponte de vista estéd de acordo com os resultados obtidos pelos especialistas em descoerdncia {veja

C. Kiefer em [85] e referéncias).
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resultados da mecénica quintica nao-comutativa na interpretacio de Copenhagen. O tra-
balho, que serviu de contra-exemplo para questao da “auséncia de estrutura puntiforme”,
foi também o ponto de partida para a imvestigacao aqui apresentada no Capitulo 4.

No Capitulo 2 investigamos a influéncia da niao-comutatividade no comportamento
do potencial efetivo do modelo ¢® no regime em que o pardmetro de deformacio nzo-
comutativa, f, é pequeno. Uma andlise do potencial corrigido empregando teoria de
perturbagoes 4 ordem de dois lagos revelou que, no regime em questao, a contribuicao
mais importante vem do setor nao-planar da teoria. Ao contrario dos diagramas planares,
que sao funcionalmente idénticos aos diagramas que aparecem no cdlculo do potencial
¢°® comutativo, os diagramas ndo-planares apresentam um comportamento singular no
hmite em que 0 — 0. Tal comportamento pode ser entendido como conseqiiéncia da
remocao da freqiiéncia de corte Ay ~ 1/ VB, que é naturalmente introduzida pela nio
comutatividade.

Partindo da hipétese de que o estado de vdicuo admite simetria translacional, deter-
minamos as condigoes para SSB a partir do estudo do potencial efetivo. Como principal
resultado da investigacao concluimos que, & ordem de dois lagos, a nao-comutatividade é
capaz de induzir SSB para valores positivos do pardmetro de massa e das constantes de
acoplamento. Para valores fixos das constantes de acoplamento g e f, a condigao para
que ocorra SSB foi determinada como sendo 0 < m? < m2. Como m% o g/+/8, no regime
de interesse (f pequeno) a janela para o pardmetro de massa onde ocorre a 35B induzida
pela. ndo-comutatividade pode, a principio, ser bastante grande.

No Capitulo 3, iniciamos um estudo das implicagbes que a nao-comutatividade pode
ter para a gravitacio e a cosmologia. Este comegou no contexto a fisica classica com a in-
troducao de uma deformacio nos parénteses de Poisson das varidveis de mini-superespago
do modelo cosmolégico de Kantowski-Sachs. Verificamos que, embora relevante para a
histéria do universo de Kantowski-Sachs em tempos intermedidrios, tal nao-comutativi-
dade nao é capaz de remover as singularidades presentes no passado e no futuro desse

modelo de universo.
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No Capitulo 4 demos prosseguimento & investigacio iniciada no Capitulo 3, infro-
duzindo efeitos quénticos no cendrio. Estes podem modificar radicalmente a evolugio do
universo, removendo singularidades. Algumas solugoes de universo quéntico partem de
um volume infinito que decresce até uma singularidade ou iniciam de uma singularidade
no passado e aumentam em volume até o infinito. Mais interessantes sfio as solugoes
quinticas periédicas, nas quais as singularidades estao completamente ausentes. Con-
forme mostramos no Capitulo 4, essas solugdes de universo podem apresentar um grande
niimero de e-folds. O comprimento minimo, [, para esses universos eternos pode as-
sumir uma gama variada de valores. Nao é dificil encontrar solugtes nas quais [, €
suficientemente pequeno para que esteja em uma escala onde efeitos da gravitagiio quan-
tica possam ser relevantes, porém maior que o comprimento de Planck, a partir do qual
uma teoria fundamental de gravitacdo passaria a ser valida. Mostramos também que a
nao-comutatividade pode modificar apreciavelmente a evolucao do universo nos mode-
los quanticos, sendo a causa ndo s6 de desvios quantitativos (como ocorre nos modelos
cldssicos), mas também de modificagdes qualitativas mais profundas, como a criagao ou
remocao de singularidades. Ao contrario do que ocorre na cosmologia quintica Bohmiana
comutailva, a presenca de corregoes nio-comutativas nas equagoes de evolugio de Bohm
pode ser responsdvel pela existéncia de uma dindmica nao-trivial mesmo quando a fungao
de onda ¢ real.

Embora nossa andlise tenha sido restrita ao modelo de Kantowski-Sachs no vécuo,
parte dos resultados obtidos pode, a principio, ser valida para outros modelos de univer-
sos homogéneos, podendo, inclusive, conter matéria. OO universo de Friedman-Robertson-
Walker com um campo escalar, por exemplo, apresenta uma equacao de Wheeler-DeWiit
que ¢ similar & que discutimos aqui [85]. A formulagio proposta neste trabalho pode,
portanto, ser aplicada em sua descrigio. Uma investigacio posterior do universo de
Friedman-Robertson-Walker nao-comutativo [97], entretanto, revelou que, mais relevante
que a presenca de matéria, € a escolha das varidvels cartesianas, aquelas nas quais o

pardmetro de deformacgo, ¢, é constante. Com a escolha adequada dessas coordenadas,
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podemos, dependendo do valor de #, remover singularidades que aparecem nas solugoes
de universo introduzindo uma nao-comutatividade cldssica similar & do Capitulo 3.

Os resultados gerais deste trabalho de tese levantam questdes cujo entendimento
deve ser buscado em um contexto interdisciplinar, envolvendo teorias de campos, nao-
comutatividade e uma andlise dos procedimentos de quantizacao. Com relagdo a ligacao
entre nao-comutatividade e quantizacao, podemos citar um fato interessante sobre o mo-
delo padrao. Conforme comentamos na introducao, o modelo Connes-Lott fol abandonado
por ser puramente “classico”, nao admitindo corregoes radiativas. Porém com a geometria
nio-comutativa que apresentava, era capaz, com a imposicio de uma condigdo de unimo-
dulariedade [10], de reproduzir corretamente valores de hipercargas dos férmions que na
abordagein usual (comutativa) modelo padrao so sao justificados por uma condicao de
cancelamento de anomalias [50, 107]). Tal fato é surpreendente, sendo suas conseqilén-
cias ainda néo completamente entendidas. Igualmente interessante é a possibilidade de
solucoes de equacoes de campo em certas teorias classicas serem completamente equiva-
lentes a solugoes obtidas a partir de teorias quanticas. Nos modelos que apresentamos em
[97] encontramos exemplos de como isso pode acontecer: solugoes de universo classicas
néo-comutativas que equivalem a solucoes quanticas comutativas.!?> Com relacao & pas-
sagem quAntico-classica e & prépria natureza dos procedimentos de quantizagao, muito
ainda resta a ser investigado (veja, p. ex., H. T. Elze em [31] e referéncias). O estudo
comparativo de modelos nao-comutativos simples, como os que abordamos nesta tese,
pode oferecer futuramente uma oportumdade de compreendermos um pouco melhor essas
questoes.

Muitas questoes que apareceram no durante realizacao desta tese ainda seguem em
aberto. Esperamos, futuramente, poder esclarecer algumas delas. Um trabalho interes-
sante que temos em andamento em continuidade com o que realizamos sobre o modelo ¢°

é o de analisar o potencial efetivo deste corrigido por efeitos térmicos. Anteriormente foi

2E caro que no trabalho [97] tal coincidéncia deve-se provavelmente a simplicidade dos modelos;
porém, o aspecto conceitnal e as implicacbes da discusséio aqui levantada devem ser de alcance mais

geral.
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proposto na literatura que, em escalas de comprimento inferiores & escala caracteristica
da pio-comutatividade, I ~ /0, ocorre uma diminuicio de graus de liberdade no setor
nio-planar das teorias {108]. Todavia, a presenca de potenciais quimicos pode mudar essa
interpretacao [109]. Essa é uma questao ainda nio esclarecida cujo entendimento seria de
valor para a compreensao qualitativa da “nio-localizacao efetiva do espago” introduzida
pelo produto Moyal (veja Capitulo 1), além de oferecer a oportunidade de contrastarmos
resultados obtidos empregando o formalismo de Matsubara com os aqui apresentados para
a temperatura zero.

U tema que pretendemos abordar em breve € a possivel conexéo enfre a nao-localidade
das teorias nfo-comutativas e a existéncia de uma proporcionalidade entre entropia e 4rea
(veja [110] para um exemplo de como uma nio-localidade espacial pode ser responsgvel
por tal proporcionalidade). O estudo de sistemas com essa propriedade é de grande in-
teresse para um melhor entendimento dos buracos negros [111]. Alguns autores chegaram
a promover a conexao entre entropia e drea a uma lei da fisica em diferentes versées do
principio holografico {112], que limita a entropia mdxima contida em um volume a um
quarto da drea de sua fronteira em unidades de Planck. Essa cota superior para a entropia
foi utilizada como um meio de estabelecer um limite de validade das teorias de campos.
Como resultado, descobriu-se que, para que estas possam ser validas em volumes arbi-
trariamente grandes, deve haver uma relagao entre suas freqiiéncias de corte ultravioleta
(UV) e infravermelha (IR) [113]. A existéncia do IR/UV mizing e de uma nao-localidade
espacial nas teorias de campos nao-comutativas sugere que estas possam admitir (ainda
que em limites especiais) uma relagio de proporcionalidade entre entropia e drea.

Na linha de investigacao sobre fundamentos da teoria quntica, que iniciamos em [33],
estamos verificando a possibilidade de entendermos as teorias de campos nao-comutativas
como teorias Bohmianas do tipo Bell (veja [93] e referéncias). Acreditamos que a abor-
dagem de Bohm possa nos fornecer uma visao clara de como a nao-localidade presente
nessas teorias leva as particulas a efetuarem saltos estocasticos. Esperamos que o trabalho

em andamento sirva também como um ponto de partida para aprofundarmos nosso co-
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nhecimento de fisica de Bohm a ponto de conferirmos ontologia a teorias ndo-comutativas
em um ambiente mais abstrato, utilizando uma linguagem de “inforracao e processos”
a0 invés de “particulas e campos™ [114].

Como comentdrio final, vale a pena mencionar que a teoria da informacéio em si é outra
drea interessante que tem exercido influéncia nos fundamentos da teoria quéntica, nas
teorias de campos e na gravitagao [115, 116}. Recentemente, Y. Jack Ng [116} mostrou,
usando teoria da informacgao, que o comprimento caracteristico no qual espera-se que
os efeitos da gravitacio quéntica sejam relevantes é bem maior que o comprimento de
Planck (substituindo, portanto, o limite imposto pelo experimento gedanken discutido
na introdugio). Conseqliéncias observdveis dos novos limites podem, em principio, ser
verificadas com o uso de interferdmetros de ondas gravitacionais como LIGO/VIRGO
e LISA em experimentos futuros [116]. Reciprocamente, espera-se que a existéncia de
horizontes de eventos deva exigir uma revisao dos atuais conceitos da teoria de informacao
quéntica [117}. Esta € uma linha de pesquisa que pretendemos iniciar, podendo usar como
suporte conceitos como o de informagio ativa, passiva e de efetividade (derivados da
interpretacao de Bohm) [92, 104}. A conex&o entre informagio/computagio, relatividade,
teorias de campos e gravitacio quantica é um tema de pesquisa fascinante que certamente

despertard a atencio de muitos pesquisadores nas préximas décadas.
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