2002/ 03
T 6685

Tese de Doutorado

CAOS E UNIVERSALIDADE EM
MODELOS COSMOLOGICOS
COM PONTOS CRITICOS
CENTRO-SELA

FEduardo Valentino Tonini

Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas

Rio de Janeiro, Marco de 2002



“Antes de responder aos arqumentos dos adversdrios, ele 0s enaltece e fortalece com
evidéncias aparentemente poderosissimas, o que o0s faz parecer mais ridiculos quando ele
por fim destréi suas posigoes.”

Relato de um contemporneo falando do estilo de Galileu Galilei.

“_.Se raciocinar fosse como puzar, eu concordaria com que vdrios raciocinadores
VAleriam Mmuls que um, aSSIM como varios cavalos podem puzar mais sacos de trigo do
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Resumo

Nesta tese estudamos modelos cosmoldgicos inflaciondrios caracterizados por valores
de paramétros ou regides do espago de fase de sua dinamica, para os quais as equagdes de
Einstein nao sao integraveis, apresentando uma dindmica complexa. Esta complexidade
é uma generalidade na dindmica dos modelos em oposi¢io ao estudo padrao de modelos
cosmoldgicos. Os modelos cosmoldgicos estudados sao espacialmente homogéneos do tipo
Bianchi IX, e incluem modelos do tipo FRW com campo escalar acoplado a gravitacio
(minimalmente e conformalmente) ou modelo Bianchi IX axissimétrico. Este tltimo caso
inclui modelos de FRW com pequena anisotropia, que como mostraremos, é suficiente
para produzir uma dindmica complexa. No caso dos modelos com campo escalar a com-
plexidade da din&mica é causada por flutuagdes do campo escalar. Todos os modelos cos-
moldgicos examinados possuem em seu espaco de fase um ponto critico do tipo centro-sela
que organiza a topologia desta dindmica em estruturas cilindricas, que emanam de 6rbitas
periddicas instaveis e constituem a denominada variedade centro de drbitas periodicas ins-
taveis do modelo. Na vizinhanca do centro-sela estas estruturas cilindricas sao o preduto
topoldgico de uma drbita periddica instavel da variedade centro com diregles de sela,
determinando pares de cilindros instaveis e estaveis emanando das érbitas periddicas. A
estrutura cilindrica € consequéncia da presenga de uma constante cosmoldgica positiva na
dindmica dos modelos. A nao integrabilidade do sistema dinamico induz a infinitos cruza-
mentos transversais dos cilindros, denominados cruzamentos homoclinicos, analogamente
ao caso de quebra e cruzamento de coneccdes homoclinicas no fendmeno homoclinico de
Poincaré. Estes cruzamentos produzem uma dinamica cadtica nos modelos, cuja carac-
terizacao invariante ¢ dada pela variedade intersecao homoclinica, levando a nma extrema
sensibilidade dos estdgios finais do modelo em relacao a flutuagdes nas condigbes iniciais.

O exame do comportamento cadtico nos modelos e suas consequéncias fisicas sao um dos
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objetivos principais desta tese.

Mostramos que tais modelos apresentam uma safda cadtica para inflacio, no sentido
de que condigoes iniciais tomadas tdo préximas quanto se queira, podem levar ou ndo ha
uma fase inflacionaria. Mostramos também que para estes modelos, é possivel estabelecer
um padrao estatistico no que diz respeito & quantidades conservadas na dindmica das
érbitas quando elas visitam uma vizinhanga do centro-sela. Este padrio estatistico estd
ligado a uma lei de distribuigdo na forma p(z) ~ 2™, onde o valor do parimetro vy, num
regime que denominamos de alta ndo-integrabilidade, é invariante de escala e independe
dos parametros que caracterizam o modelo. Baseado nos resultados dos experimentos
numeéricos, temos evidéncia suficiente de que o padrao estatistico é uma caracterfstica
universal do ponto critico centro-sela, independente do sistema em cujo espaco de fase este
ponto critico estd presente. Analisamos a relagdo de v com o pardmetro que caracteriza
um sistema cadtico, o pardmetro de incerteza, obtendo fortes evidéncias que o valor de
v estd relacionado com o caos do modelo, quando associamos codigos aos dois estados
assintéticos das drbitas dindmicas - escape para inflacdo ou recolapso. Qutro fendmeno
observado ¢ que, devido ao movimento oscilatério das érbitas na vizinhanca do centro-
sela imediatamente antes de entrar em sua fase inflaciondria, ocorre um mecanismo de
amplificacdo por ressoniancia paramétrica de perturbacgdes inomogéneas com um espectro
selecionado de nimero de onda, que pode ter consequéncias fisicas importante para o
problema de formagao de estruturas.

Utilizando a Hamiltoniana de Hénon-Heiles que descreve o movimento de uma estrela
no potencial gravitacional de uma galdxia, encontramos o mesmo padrao estatistico para

o centro-sela no espago de fase de wm sistema que apresenta véarios pontos criticos deste

tipo.



Abstract

In this thesis we study cosmological inflationary models characterized by values of
parameters or regions of the phase space of its dynamics, for which the Einstein equations
are not integrable and present a complex dynamics. This complexity is a generality in the
dynamics of the models in opposition to the standart study of cosmological moedels. The
cosmological models studied are spatially homogeneous of Bianchi-type 1X, and include
FRW meodels with a massive escalar field coupled te gravitation (minimally and confor-
mally} or axisymetric Bianchi type IX. This last case includes FRVV models with a small
anisotropy, that as we will show, is sufficient to produce a complex dynamics. In the case
of the models with scalar feld the complexity of the dvnamics is caused by fluctuations of
the scalar field. All the cosmological models examined have in their phase space a sadlle-
center critical point which organizes the topology of this dynamics in cylindrical structures
which emanase from unstable periodic orbits and constitute the so called central manifeld
of unstable periodic orbits of the medel. In the neighbourhood of the saddle-center these
cylindrical structures are the topological product of an unstable periodic orbit of central
manifold with saddle diretions which determine pairs of unstable an stable cylinders that
emanate from periodic orbits. The cylindrical structure is a consequence of the presence
of a positive cosmological constant in the models dynamics. The nonintegrability of the
djrﬁamics s'ystem induces infinite transversal crossings of the cylinders, called homoclinic
crossing, analogous to the case of breaking and crossing of homoclinic connections in the
Poincaré’s homociin.ic phenomena. These crossings prodube a chaotic dynamics in the
models, which is invariantly characterized by the homoclinic intersection manifold, and
leads to an extreme sensibility of the final stages of the mocel with respect o the fluc-
tuations in the initial conditions. The examination in the chaotic behavior of the models

and its physical consequences are one of the main objetives of this thesis.



We show that such models present a chaotic exit to inflation, in the sense that the
initial conditions taken as close as we wish, can lead or not to an inflationary phase.
We also show that in these models it is possible to establish a statistical pattern related
to conserved quantities in the dvnamics of the orbits when they visit a neighborhood of
the saddle-center. This statistical pattern is connected to a distribution law of the form
p(z) ~ =77, where the value of the parameter ~, in a regime that we call of high nonin-
tegrability, is invariant in scale and does not depend on the parameters that characterize
the model. Based on the results of the numerical experiments, we have sufficient evidence
that the statistical pastern is a universal characteristic of the saddle-center critical point.
independently of the system in whose phase space this critical point is present. We anal-
yse the relation of v with the uncertainty parameter, that characterizes a chaos in the
system, obtainig strong evidence that the value of v us related to the chaos of the model
when we associate codes to the two asvmptotic states of the dynamic of the orbits - escape
into inflation or recolapse. Another phvsical effect observed is that, due to the oscilatory
movement of the orbits in the neighbourhood of the saddle-center immediately before
entering in its inflationary phase, there occurs a resonance mechanism of amplification
of inhomogeneous perturbations with a selected spectrum of wavelenght, that can have
important physical consequences to the problem of structure formation.

Using the Hénon-Heiles Hamiltonian which describes the movement of a star in the
gravitational potencial of a galaxy, we found the same statistical pattern for the saddie-

center in the phase space of a system that presents several critical points of this type.



Capitulo 1

Introducao



A existéncia de uma fase inflaciondria nos estdgios iniciais do Universe tornou-se um
dos paradigmas da moderna Cosmologia[1}, e estd sendo objeto de verificagio experimental
através de medidas da anisotropia em pequena escala verificada na Radiagio Césmica de
Fundo(RCF). O ingrediente bésico desta fase inflacionéria é a existéncia de um campo
escalar(2], o campo inflaton, dando origem, via dinimica gravitacional, a uma expansio
exponencial nas escalas comdveis do Universo. Este modelo pode ser pensado como tendo
evoluido de uma fase pré-inflaciondria saindo da fase de Planck.

Nesta tese iremos examinar modelos cosmoldgicos que descrevem uma fase do Universo
em expansao a partir de sua safda da fase de Planck e imediatamente antes de entrar mum
periodo inflaciondrio, quando o efeito da constante cosmolégica positiva, aqui interpretada
como a energia do estado do vdcuo do campo de inflaton, se faz dominante. Nosso objetivo
é discutir modelos para esta fase pré-inflaciondria e sua saida para a inflacdo usando um
nimero minimo de ingredientes: a geometria do modelo fechado de Friedmann-Robertson-
Walker(FRW), fluido perfeito mais campo escalar acoplado minimalmente ou conformal-
mente & gravitagdo ou ainda um modelo espacialmente homogéneo do tipo Bianchi 7.X,
com anisotropia. O tensor momento-energia do campo escalar pode ser separado num
termo do tipo constante cosmoldgica mais um tensor momento-energia do valor esperado
espacialmente homogéneo do campo escalar. Esta configuragdo, aparentemente simples,
com somente dois graus de liberdade, apresenta uma dindmica complicada: a introdugio
de graus de liberdade dindmicos associados ao campo escalar, em adigao a uma constante
cosmolégica positiva, produz uma saida ndo trivial, cadtica, para a inflacio[3, 4, 5, 6.

A constante cosmoelégica também é responsavel pelo aparecimento de dois pontos
criticos no infinito denominados de atrator e repulsor de de Sitter. A aproximacio
assintética & solugao de de Sitter constitui a base da chamada conjectura do “no-hair”. No
dominio de cosmologias homogéneas, Wald[7] mostrou que todos os modelos cosmoldgicos
do tipo Bianchi (exceto Bianchi IX) inicialmente em expanséo, evoluem na dire¢ao da con-
figuracao de de Sitter. Modelos do tipo Bianchi IX necessitam adicionalmente que o valor
absoluto da constante cosmoldgica seja suficientemente grande comparada com os termos
de curvatura espacial. Para os casos mais gerais de modelos inomogéneos, Starobinskii{g]
mostrou que eles inflacionam se wma constante cosmoldgica positiva estd presente. Como

ficard evidente em nosso trabalho, a conjectura do “no-hair’deve ser modificada para in-
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cluir o fato de que, por exemplo, a dindmica geral de modelos homogéneos do tipo Bianchi
IX deve ser adaptada & questio da saida caética para a inflacio. Este aspecto crucial da
constante cosmoldgica tem sido suficientemente enfatizado na literatura, e muitos autores
tem exarminado seu papel na producdo de uma dindmica nao trivial no estégio inicial da
inflagaol[9).

Nos modelos cosmolégicos estudados, a presenca da constante cosmoldégica positiva
provoca o aparecimento de um ponto critico do tipo centro-sela[10, 11]. Como conse-
quéncia da ndo integrabilidade das equagdes de Einstein, temos uma dindmica caética de-
vido a quebra e cruzamento de estruturas cilindricas, que emanam das érbitas periédicas
instaveis que existem na vizinhanga do centro-sela. Este comportamento cadtico é andlogo
aos chamados fenémenos homoclinicos de Poincaré[12], que é a fonte de caos na maior
parte dos sistemas Hamiltonianos. As estruturas cilindricas permitem uma caracterizacio
invariante do caos na dinamica relativistica geral do modelo[6], tendo profundas impli-
cagoes para ocorréncia ow nao de uma fase inflaciondria, assim como para a fisica no
estagio inicial da inflagBio. Existe wma completa imprevisibilidade na determinagéo para
qual estado final 0 modelo se dirige: se para o inicio de urna fase inflacionéria (érbita em
direcao ao atrator de de Sitter) ou um recolapso de seu fator de escala. Dizemos entdo
que o modelo possui uma saida cadtica para a inflagao e é esta saida que nos propomos a
estudar, assim corno suas implicacées fisicas.

Nossas equagdes fundamentais sdo as equacdes de Einstein que fornecem a dinimica
para a métrica do espago-tempo em interagdo com campos de matéria. A origem do com-
portamento cadtico apresentado pelos nossos modelos estd na ndo-integrabilidade destas
equagoes em consequéncia de sua a alta nao-linearidade. Os modelos cosmolégicos que
iremos analisar sio espacialmente homogéneos, cuja dindmica possui estrutura Hamilto-

niana, governada por um sistema de equagdes diferenciais ordindrias da forma geral,
% = F(x), (1.1)

onde x = (27, .., Zgw ), sendo N o mimero de graus de liberdade do sistema. As equacoes
(1.1) definem um sistema dindmico auténomo no qual podemos aplicar técnicas de sis-
ternas dindmicos para analisar seu comportamento geral.

Além de modelos no campo da Cosmologia, estudamos um modelo no campo da As-

trofisica descrevendo o movimento de wuma estrela sujeita a um campo gravitacional de
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uma galdxia com simetria axial[13].

Os modelos analisados neste trabalho sdo completamente deterministicos, tendo como
ingredientes para determinac¢ao de seu comportamento:
1) as equagbes de evolugao temporal (equagdes de Hamilton);
2) os valores dos pardmetros descrevendo o sistema;
3) e as condigbes inicials;
mas ainda assim comportam-se “randornicamente”em relagdo ao seu estado final. Até
recentemente acreditava-se que a presenca de comportamento randomico em sistemas
matematicos era devido a condigdes iniciais randdmicas ou devido ao mimero muito grande
de graus de liberdade. Porém, o que nos é revelado hoje é que apesar das condicoes acima
serem pré-requisito para o inicio de um comportamento randdmico ou cadtico em sisternas
dindmicos, nenhum deles é realmente suficiente. Sistemas simples com condicoes iniciais
regulares sem atuagao de uma forga externa e com poucos graus de liberdade, exibem
comportamento que é, para todos os propdsitos praticos, completamente imprevisivel.

Como é possivel que sistemas deterministicos sejam imprevisiveis? Para responder a
esta pergunta vamos imaginar um sistema nao-integravel descrito por um conjunto de
equagoes diferenciais simples onde conhecemos, por exemplo, precisamente a posi¢ao ink-
cial de um determinado ponto P. Sendo assim, também temos condigdes de conhecer
precisamente a posigao subsequente do ponto P apds um determinado tempo. A questio
estd na expressdo “conhecemos precisamente a posicdo inicial”. Por exemplo, quanto
descrevemos sistemas fisicos reais nossas condigdes iniciais sempre possuem alguma in-
certeza. Se estamos integrando numericamente as equagdes de movimento, apds alguns
passos na integracao, nossa incerteza nas condigoes iniciais, devido ao arredondamento
efetuado pela maquina, cuja precisdo é finita, crescera ou permanecerd limitada, depen-
dendo da natureza do sistema. Se o sistema for integrdvel esta incerteza permaneceri
limitada ao longo de toda integracio da érbita. No entanto, é um fato conhecido de que,
na sua generalidade, os sisternas na natureza sao descritos por equagdes diferenciais ditas
nao-integraveis. Nesta classe geral de sistemas qualquer pequena incerteza inicial, apos
alguns passos de integra¢o, terd crescido exponencialmente resultando numa completa
imprevisibilidade dos resultados. FEstas equactes diferenciais sao ditas possuirem uma

sensivel dependéncia da dindmica com relacéo as condicdes iniciais. Isso significa que



érbitas vizinhas poderfo divergir rapidamente apds percorrerem um curto espago e neste
processo, apés um tempo suficiente, a memdria das condigBes inciais se apagard completa-
mente: o conhecimento do estado passado néo permitird que os resultados futuros sejam
previstos.

O estudo de problemas em Dinidmica tem fascinado o género humano por séculos,
notadamente aqueles em Mecénica Celeste ligados ao estudo dos movimentos dos corpos
no sistema solar. A tentativa de Newton para compreender e criar um modelo para os
movimentos observados, incorporando as leis de Kepler, conduziu-o ao desenvolvimento
do Calculo. Com isto o estudo de modelos de sistemas dindmicos descritos através de
equagoes diferenciais comegou. Apesar da grande elegincia e simplicidade destas equacdes,
as solucoes de problemas especificos experimentou considerdvel dificuldade e ocupou a
mente dos maiores mecanicistas e matematicos dos séculos XVIIT e X1 X. Enquanto uma
teoria completa era desenvolvida para equagdes diferenciais lineares ordinérias, sistemas
nao-lineares permaneciam inacessiveis, apesar do sucesso da aplicacio dos métodos de
perturbagao para problemas fracamente ndo-lineares. A Anélise permaneceu a ferramenta
favorita para o estudo dos problemas de Dinamica até o trabalho de Poincaré no fim do
século XTX, mostrando que métodos perturbativos poderiam néo fornecer resultados
corretos em todos 0s casos, porque as séries usadas em tais clculos divergiam. Poincaré
entdo uniu a Analise e a Geometria no desenvolvimento de um método qualitativo para
o estudo das equacgdes diferenciais. Mais uma vez, a mais famosa aplicagdo ocorreu na
Mecéanica Celeste.

Podemos dizer que a Dindmica Cadtica comegou com o trabalho de Poincaré no fim
do século X7TX. A motivagdo veio do problema das érbitas de trés corpos celestes ex-
perimentando atragio gravitacional Newtoniana (exemplo, uma estrela e dois planetas).
Considerando o comportamento de drbitas geradas a partir de um conjunto de condigoes
iniciais (em vez de focalizar a atengéo sobre wma Grbita apenas), Poincaré foi capaz de
mostrar que érbitas muito complicadas eram possiveis (agora chamadas cadticas). Tra-
balhos matematicos subsequentes sobre Dindmica Cadtica incluem aqueles de Birkhoff
em 1920, Cartwright e Littlewood em 1940, Smale em 1960, e 0s matematicos soviéticos,
notadamente Kolmogorov e seus colaboradores. Entretanto, a despeito destes trabalhos,

a possibilidade de caos em sistemas fisicos reais nao fol largamente apreciada ateé re-



centemente. A razio para isso foi que os artigos matemaéticos eram dificeis de serem
compreendidos em outras dreas, além disso, os teoremas néo eram fortes suficientes para
convencerem os pesquisadores que caos é um comportamento importante em seus sistemas.
Com a melhoria dos processos de computagao numérica a situagio tem mudado. Podemos
realizar sirnulacoes através de computadores eliminando quaisquer efeitos em varidveis ou
pardmetros que ndo sejam devidos unicamente a ndo-integrabilidade do sistema.

Caos e Dindmica ndo-linear tem permeado todas as disciplinas cientificas e tem tam-
bém fornecido novas ferramentas tedricas e conceituais que permitem capturar e compreen-
der o surpreendente comportamento complexo de sistemas simples em todos os campos da
ciéncia conternporanea. Esse aspecto universal do Caos € intrigante. O que hé em comum
no comportamento de um fluido em conveccdo, que faz sua transicao do comportamento
simples para o complexo (cadtico), ser qualitativamente e quantitativamente idéntico ao
modo com que um circuito elétrico oscilante faz a mesimna espécie de transigio?

O elemento chave nesta compreensao € a nocéo de nao-integrabilidade. Para sistemas
nio-integraveis, uma pequena mudanga em wm pardmetro pode nos levar a uma repenti-
na e dramaética mudanca no comportamento qualitativo e quantitativo dos sistema e o
surgimento de um comportamento altamente sensivel a flutuagdes nas condigdes inicials,
que é aparentemente randdmico. Por trds dessa aparente randomicidade cadtica esta uma
ordem determinada, em algum sentido, pelas equagdes descrevendo o sistema.

Um dos nossos objetivos neste trabatho é mostrar que modelos em cosmologia que
possuem um ponto critico centro-sela em seu espago de fase, apresentando uma saida
cabtica para inflacéo, seguern um mesmo padréo estatistico no que diz respeito a quan-
tidades conservadas na dinAmica das érbitas quando elas visitam uma vizinhanca do
centro-sela. Verificamos que a natureza do ponto critico centro-sela caracteriza de mo-
do invariante (independente do sistema onde ele estd presente) a distribuigao estatistica
destas quantidades, apresentando o mesmo padréo de comportamento, tanto num regime
que denominamos de alta nao-integrabilidade, como num regime de transi¢ao entre o caso
integravel para o caso nio-integravel. Em outras palavras, verificamos que os modelos
seguem um mesmo padrdo de comportamento quando um parémetro que caracteriza o
sistema é modificado e isto pode ser identificado como uma rota para o Caos. Analisamos

também a estrutura fractal das fronteiras que separam as regides do espago de fase das



condigOes iniciais com diferentes comportamentos assintéticos (recolapso ou escape para
a inflacdo) e calculamos sua dimensao.

A grande maioria dos estudos de modelos em Cosmologia e Gravitacio, utilizando as
equagodes de Einstein, sao realizados apenas através de solugdes analiticas (caso integravel)
que correspondem, no espaco de fase, 4 regido pertencente ao plano invariante do modelo.
Toda a dinimica fora desta regifio ou mesmo para a regisio préxima, (perturbacgio do
caso integrdvel), ndo é considerada. No passado isto se justificava devido 3 incapacidade
de computarmos estas érbitas numericamente. No entanto, nossa capacidade atual de
obtermos solucbes numérica, (para todos os efeitos praticos estas solugdes podem ser
usadas como se fossem analiticas), permite-nos explorar esta regiao, cuja dinfmica é
complexa, e revelar aspectos surpreendentes.

Faremos a andlise do comportamento cadtico e propriedades estatisticas de quatro
modelos em cosmologia e gravitacio, cujos espacgos de fase apresentam um ou mais pon-
tos criticos do tipo centro-sela:

1) Modelo cosmolégico FRW fechado com campo escalar massivo minimalmente acoplado,
fluido perfeito, constante cosmoldgica e sem anisotropia.

2) Modelo cosmolégico FRW fechado com campo escalar massivo conformalmente acopla-
do, fluido perfeito, constante cosmolégica e sem anisotropia.

3) Modelo cosmolégico tipo Bianchi I'X axissimétrico (anisotrépico com dois fatores de
escala).

4) Modelo descrevendo o movimento de uma estrela num potencial gravitacional de uma
galaxia utilizando a Hamiltoniana de Hénon-Heiles.

No estudo desses modelos mostramos a existéncia de uma propriedade universal apre-
sentada pelas érbitas que visitam uma regido linear do ponto critico centro-sela, com
relagdo a particao do que denominaremos de energia do modo rotacional e do modo
hiperbdlico que sao conservadas na vizinhanca do ponto critico centro-sela. O centro-sela
organiza de tal modo o espago de fase que a estatistica obtida para as energias obedecem
a uma distribuicdo do tipo lei de poténcia. Experiéncias numéricas exaustivas nos levam
a conjectura de que o expoente que caracteriza esta distribuicdo esta ligado & dimensdo
fractal da regiao de fronteira relativamente ao distinto comportamento assintético recolap-

so/escape para a inflacio. O carater universal estd ligado ao fato de o valor do expoente



ser independente dos pardmetros do modelo estudado, num regime que caracterizaremos
como de alta nfo integrabilidade.

Para verificarmos o cardter universal dos modelos estudados, em termos da particio
das energias, fizemos uso de duas técnicas: histogramas e o cdlculo da dimensio fractal.

A técnica do histograma é utilizada para verificarmos a ocorréncia de um padrao obe-
decido pela distribuicéo das energias nos modos rotacional e hiperbdlico, de um ensemble
de drbitas que visitam uma regido linear do ponto critico. Construindo o gréfico das en-
ergias hiperbdlica ou rotacional versus qualquer varidvel dindmica, encontramos wn sinal
completamente randémico. Quando agrupamos estas energias na forma de um histograma
(ntimero de drbitas com energia entre F; — AF e E; + AFE versus F;, onde E; é o valor da
energia rotacional ou hiperbdlica centrada no i-ésimo intervalo), verificarmos o surgimento
de um padrao estatistico que se repete para todos os modelos.

Com a técnica do cdlculo da dimensdo fractal conseguimos calcular o grau de frac-
talidade da regido de fronteira que divide as bacias de condigoes iniciais dos dois estados
assintoticos assumidos pelas dorbitas. Temos evidéncias numeéricas que o modo com que
o ponto critico centro-sela “distribui”a energia para cada solugdo estd intimamente rela-
cionado a fractalidade da regido de fronteira, j& que os valores desta energia depende da
solugéo escapar ou colapsar.

Além do padréo universal estabelecido pelo ponto critico centro-sela, iremos examinar
duas aplicacoes fisicas relacionadas com o comportamento das érbitas na regido préxima
a0 ponto critico. Na primeira aplicagido nds exibiremos um mecanismo ressonante de
amplificagao paramétrica de perturbacgio de densidades inomogéneas em modelos infla-
clondrios, no qual esta amplificagio pode ser usada para explicar a hierarquia de escalas
observadas no Universo atual. Na segunda aplicagdo mostraremos alguns experimentos
com sistemas Hamitonianos cujo fluxo dindmico assemelha-se ao comportamento de flui-
dos turbulentos. Os aspectos basicos do sistema associado com este comportamento sdo:
ser néo integrdvel e apresentar um ponto critico do tipo centro-sela. Usando a técnica de
histogramas descrita acima, é possivel ilustrar uma rota para o cacs quando aumentarnos
um pardmetro de controle do sisterna, numa analogia com a rota para o caos estabelecida

por fluidos turbulentos quando aumentamos o nimerc de Reynolds.

Para a realizacao dos experimentos nurnéricos foi utilizado wmn microcomputador Pen-



tium II, 350 MHz. O programa para gerar as condigdes iniciais randdmicas foi escrito
em FORTRAN, a integracio numérica das equacdes do sistema e o cdlculo da dimenséo
fractal foram realizados por um programa escrito em linguagem C, com integrador usando
o método de Runge-Kutta de oitava ordem, ¢ usamos o software MAPLE V 5 para a
andlise dos resultados, confec¢do dos gréficos e figuras. A precisio utilizada nos cdlculos
foi de 1078,

Esta tese esta organizada da seguinte maneira: no capitulo /7 efetuamos uma breve
revisao sobre a técnica do mapa de Poincaré, plano invariante e topologia do espago de fase
na vizinhanga do ponto critico centro-sela. Nos capitulos /7] e I'V desenvolvemos o estudo
de trés modelos cosmoldgicos inflaciondrios onde analisamos as implicagdes fisicas da saida
cadtica para a inflacdo. No capitulo V analisamos o modelo descrito pela Hamiltoniana de
Hénon-Heiles. No capitulo VI é feito uma discussao dos resultados e a conclusao da tese.
Foram inseridos trés apéndices de modo a tornar o trabalho mais completo. Discutimos
nesta parte a obtengao das Hamiltonianas que descrevemn os modelos, nogoes do calculo

da dimensao fractal e a obtencio das equagbes de evolugdo das perturbagoes.



Capitulo 2

Topologia do Espaco de Fase na
Vizinhanca do Centro-Sela, Plano

Invariante e Mapa de Poincaré
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Neste capitulo vamos estabelecer os principais resultados sobre as estruturas res-
ponsdveis pelo comportamento cadtico dos modelos estudados, associado & presenca de um
ponto critico do tipo centro-sela no espago de fase do modelo. A regido do espago de fase
em torno do ponto critico centro-sela tem a estrutura de cilindros homoclinicos(14], que
emanam de uma variedade bi-dimensional, a variedade centro [15], das drbitas periédicas
instdvels, resultando que uma drbita geral tem um comportamento oscilatério na vizi-
nhang¢a do centro-sela. Devido a nio integrabilidade do sistema, a extensio dos cilindros
homoclinicos longe das érbitas periddicas é distorcida, com eventual cruzamento transver-
sal dos cilindros instdveis com os estdveis. Estas intersegdes produzem conjuntos cadticos
no espago de fase, de wma maneira andloga & quebra e cruzamento de curvas homoclinicas
no fendmeno homoclinico de Poincaré, e fornecem uma caracterizacio topolégica de caos

na dindmica relativistica do modelo.

2.1 Topologia do Espago de Fase na Vizinhanca do
Ponto Critico Centro-Sela

Para um sistema Hamiltoniano autdnomo com dois graus de liberdade, definimos
ponto critico do tipo centro-sela como o ponto do espago de fase que é uma solucio
estaciondria e ndo degenerada do sistema de equacdes dindmicas Hamiltonianas, e tal que
a matriz de linearizagio desse sistema na vizinhanca do ponto critico tenha seu polindmio
caracteristico (de quarta ordem) com raizes da forma A2 = £a? e Ay, = #18°, onde
o e [ sio mimeros reais[16]. Estes autovalores da matriz de linearizacio determinam
movimentos separdveis em dois setores na vizinhanca do ponto critico, um o setor sela
assoclado a Ay = +a?, e outro o setor centro associado A3q = +:3%, estruturando a
topologia da dindmica do espago de fase na vizinhanga do ponto critico. Para ver isso,
nds usaremos o teorema de Moser[17] o qual estabelece que é sempre possivel encontrar
um conjunto de varidveis candnicas tais que, numa vizinhanca linear do centro-sela, a

Hamiltoniana é expressa como,

A
H{q,,q2,71,12) = 5(103 -@) - V2N + )+ OB) - E,+ B, =0.  (2.1)

Aqui O{3) corresponde aos termos ndo quadraticos da expansio e +v/A, +21v/2A 580 os

autovalores do sistema linearizado em torno do ponto critico P. Para uma vizinhanca

11



do ponto critico, onde podemos desprezar os termos O(3) de ordem mais alta, e que

denominaremos de vizinhanga linear, a Hamiltoniana reduz-se a

A
H{q1, g2, p1, P2) ~ 5(;03 — @) = V2Pl + ¢i) — B+ B = 0. (2.2)

Nesta aproximacao, H éseparavel em duas constantes de movimento dadas pelas equagoes,

A
fy = E(Pg ~ @), By =V2AW +q), (2.3)

onde denominaremos F, de energia do movimento hiperbélico e £ de energia do movi-
mento rotacional do sisterna em torno do ponto critico P. Passemos agora a descrever os
possiveis movimentos de acordo com a andlise efetuada nas referéncias [3, 14].

Se E; = 0 duas possibilidades aparecem. Na primeira temos ps == g2 = 0 significan-
do que os movimentos sao drbitas periddicas instéveis 7g, no plano (g;,p;), sendo que
tais orbitas dependem continuamente do pardmetro E,, conforme figura 2.1. A segunda
possibilidade é p; = +q3, 0 qual define duas variedades unidimensionais lineares: uma
estdavel V.. e uma instdvel Vi,,, conforme a figura 2.2. Essas variedades séo tangentes, no
ponto critico, &s separatrizes S da variedade invariante (descrita quando ¢ =0e p = 0).
O produto direto da 6rbita periddica 7z, com Ve e Vins gera, na vizinhanca linear do
ponto critico, a estrutura de pares de cilindros estdveis (7g, X V.s) € instéveis (75, X Vins),
o qual coalescemn para as érbitas periddicas 7z, quando 0 tempo vai para +oc ou —oc,
respectivamente, como na figura 2.3. A energia de qualquer drbita sobre esses cilindros é
a mesma que a da Orbita periddica 7z, .

Pode-se mostrar que a extensio nio-linear do plano (g1, p;) do movimento rotacional
constitui uma variedade 2-dimensional, denominada variedade centro, de drbitas periodi-
cas instdveis parametrizadas por E,. A intersecio da variedade centro com a superficie

de energia
H(E, — Eg) =0, (2.4)

(cf. 2.2), é uma 6rbita periédica parametrizada com I, da qual um par de cilindros
emana. Nos podemos ver facilmente da equagdo (2.2) que a intersecao da variedade
centro com a superficie de energia E, = E.. é exatamente o ponto critico. Para E, >
E,, a superficie de energia nao intercepta a variedade centro, a ocorréncia de estruturas

cilindricas fica restrita & superficie de energia no qual E, < E,. Uma drbita geral,
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N2,
S

Figura 2.1: Orbitas periddicas de um sistema Hamiltoniano tipico na aproximacao linear,

™,

projetada sobre o plano {q,,p;) das varidveis normais e em torno do ponto critico centro-

sela P. Aqui £,(), com ¢ = 1..3, corresponde a vérias energias [,

B
Vest Vins
\/
I P IIT
q 2
/ \
vins Vcst

Figura 2.2: As variedades unidimensionais lineares: uma estdvel V,,, e outra instavel Vi,,.
As hipérboles sao as solugdes do sistema Hamiltoniano projetadas no plano (g, p2) numa

vizinhanga do ponto sela para &, < 0 (regido [ e [11) e By > 0 (regido I[{ e [V).
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Figura 2.3: Variedades cilindricas estavel e instdvel emanando da érbita periddica r.
Elas sao as extenstes nao-lineares dos cilindros linearizados (7g, X Vii) e (75, X Vi) na

vizinhanga de P,

que passe pela vizinhanga do ponto critico, pertence ao caso geral E) # 0 e Fy # 0.
Nesta regido a drbita tem um movimento de aproximacio oscilatdrio aos cilindros lineares,
conforme a figura 2.4, tanto mais préximo quanto Fs — 0. Como iremos ver nos proximos
capitulos, devido a este movimento oscilatdorio na vizinhanca do ponto critico centro-
sela, serd possivel verificar o fendmeno de ressonéncia para perturbagdes no modelo, com
amplificacao de um espectro selecionado de flutuagdes. Outro aspecto que iremos observar,
no caso dos modelos cosmoldgicos, é que a salda do regime oscilatério terd como estado
final um colapso, (considerando ¢ — 0 como fator de escala do Universo), se Fz < 0 ou
escape para o regime inflaciondrio, (gg — 00), se Ey > 0, para condigdes iniciais tomadas
no quadrante ¢ < 0 e po > 0, vide figura 2.2. Isto para o regime linear. Em geral,
para orbitas que visitam a vizinhanca do ponfo critico, a nao integrabilidade do sistema
Hamiltoniano induz a particdo da energia AE = E, — F. nos modos rotacional (£]) e
hiperbdlico {£5) ser cadtica. Pequenas flutuagoes em £, ou nas condigbes iniciais deste
conjunto (g, ¢z, P1, p2) mudara o resultado do comportamento a longo prazo das drbitas.

Ermn outras palavras, dado uma condigdo inicial geral de energia AF, nds néo somos mais
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Figura 2.4: Tlustragio numérica do cilindro préximo a érbita periddica instavel. Para este
experimento utilizamos a Hamiltoniana descrevendo um modelo cosmolégico com geome-
tria FRW e campo escalar conformalmente acoplado. 7 corresponde a 6érbita peritdica

instavel e o eixo da variavel g, foi multiplicado por 10°.

capazes de prever qual quantidade de AF vai para cada um dos modos, ou simplesmente,
em qual regidio I ou IT da figura 2.2 a érbita ird estabelecer-se apds visitar & regiao [inear

do ponto critico.

2.2 Mapa de Poincaré

Vamos agora descrever uma importante técnica para o estudo da néo-integrabilidade.

A idéia desta técnica surgiu com Poincaré nos seus estudos sobre a estabilidade do

sistema solar, basicamente no estudo do problema de trés corpos interagindo via gravitagao

Newtoniana. Poincaré mostrou que em vez de estudarmos érbitas inteiras, informagoes

importantes poderiam ser obtidas estudando a intersegao de um conjuntto de drbitas com
uma superficie de uma dimenséo menor que a do espago de varidveis do sistema.

Passemos a descrever o que é conhecido como mapa de Poincaré. Vamos conside-

rar um sistema 3-dimensional de equacgdes diferenciais ordinérias e uma solugéo (6rbita)
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destas equacoes diferenciais. Agora, escolha alguma superficie 2-dimensional apropriada
(a superficie de se¢@o) no espaco de fase 3-dimensional e observe a, intersecdo da drbita
com esta superficie. A figura 2.5 mostra uma visdo esquemdtica de uma 6rbita ¢, onde
a superficie de se¢do é o plano S definido com z3; = K. A 6rbita fura o plano S numa
diregdo adiante no tempo, como por exemplo, nos pontos A e B. Os pontos A e B
representam dois sucessivos cruzamentos da superficie de secio no sentido #3 > 0. O
ponto A unicamente determina o ponto B, porque A pode ser usado como condigao
inicial nas equagdes diferenciais para determinar B. Assim deve existir alguma funcéo
matematica, que denominaremos de f, que relaciona A a B: B = f(A4), onde f, em geral,
depende, ndo somente das equacgtes originais descrevendo o sistema, mas da escolha da
superficie de segdo. Do mesmo modo, B determina unicamente A usando o tempo reverso
nas equagoes diferenciais e usando B como condigdo inicial. Assim, o mapa de Poincaré
nesta ilustragao representa um mapa inversivel bi-dimensional que aplica o plano de secio
nele mesmo, transformando as coordenadas (zl,22) do n—ésimo furo da superficie de
se¢io para as coordenadas (z5,,,z2,,) para o (n + 1)-ésimo furo. O mapa de Poincaré
grava as intersecOes da drbita com a superficie de se¢do S, ndo necessariamente para
tempos iguais.

Este mapa pode ser iterado para encontrar todos os subsequentes furos em 3. Muito
do comportamento dindmico das érbitas C estd presente no mapa bi-dimensional f, como
por exemplo, se o sistema apresentar uma solugdo periddica, entdo o mapa de Poincaré
consistird de um ponto P (ponto fixo do mapa) tal que f(P) = P ou de uma sequéncia
finita de pontos que se repetem P...P,(pontos periddicos do mapa) tal que f**(P) = P.

Esta técnica oferece varias vantagens no estudo de equacdes diferenciais ordinérias,

inclusive as seguintes:

L. Redugao Dimensional: a construgio do mapa de Poincaré envolve a eliminagfo de
ao menos uma das varidvels do problema resultando no estudo de um problema

dimensionalmente menor.

2. Dindmica Global: em sistemas com um nimero pequeno de graus de liberdade, ma-
pas de Poincaré numericamente computados fornecem uma surpreendente exposiciao

da dindmica global do sistema.
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Figura 2.5: Mapa de Poincaré definido pelos sucessivos cruzamentos da curva soluco C

das equagdes diferenciais com o plano S tal que B = f{A).

3. Clareza Conceitual muitos conceitos que sdo de algum modo dificeis de serem
estabelecidos para equacbes diferenciais ordindrias, em geral, sdo sucintamente es-
tabelecidos para o mapa de Poincaré. Um exemplo é a nogio de estabilidade de
uma Orbita periédica de uma equagdo diferencial ordindria. Em termos do mapa
de Poincaré, este problema reduz-se ao problema da estabilidade de um ponto fixo
do mapa, o qual é simplesmente caracterizado em termos dos autovalores do mapa

linearizado em tormo do ponto critico.

Com relacdo aos métodos para a construgdo do mapa de Poincaré associado com
equagdes diferenciais ordindrias, infelizmente nao existe uma regra geral aplicdvel. A razéo
maior é que a construcao deste mapa requer algum conhecimento da estrutura geométrica
do espago de fase das equagbes diferenciais ordinarias. S6 conhecemos a aplicagao de
Poincaré a partir da especificacao completa do fluxo. De fato, encontrar a fun¢do mapa
de Poincaré é equivalente a resolver o conjunto original de equagbes diferenciais e que
pode ser dificil ou impossivel na préatica. Atualmente, com advento de computadores mais
poderosos, podemos obter este mapa numericamente por integragio direta das equagdes

diferenciais. No entanto, a construcdo do mapa de Poincaré requer engenhosidade para
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uma escolha da superficie de se¢io que depende do particular problema a ser tratado.

A técnica do mapa de Poincaré serd utilizada mais adiante para esclarecer a origem
do comportamento cadtico nos modelos cosmoldgicos estudadoes, como consequéncia dos
cruzamentos homoclinicos de variedades unidimensionais est4veis e instdveis que sio a
imagem do cruzamento de cilindros estaveis e instdveis com a superficie de secfio. Esta
estrutura de cilindros esta presente no espaco de fase do modelo devido & presenca de
pontos criticos centro-sela[l4]. Os pontos de cruzamento da variedade estdvel com a
variedade instdvel, do mapa de Poincaré, definem as chamadas dérbitas homoclinicas. A
dinamica na vizinhanga das érbitas homoclinicas é muito complexa, caracterizando caos
no modelo. Para uma revisdo veja as referéncias|14, 17, 18]. Resultados devido a Smale,
Moser e Conley [17] mostram que o comportamento do mapa de Poincaré na vizinhanga
de um ponto homoclinico é andlogo ao do mapa da ferradura implicando que a dindmica
do sistema descrito pelo mapa de Poincaré tem a mesma natureza cadtica da dindmica
descrita pelo do mapa da ferradura.

Quais as caracteristicas destas érbitas homoclinicas? O espago de fase dos nossos
modelos é 4-dimensional possuindo estrutura de cilindros que emanam de uma érbita
periodica instavel. Na figura 2.4 e 2.6 temos uma representacéo esquematica desta es-
trutura cilindrica numa vizinhanca da drbita periddica instavel. Apesar de estarmos
trabalhando em um espago de fase 4-dimensional, o sisterna possui um vinculo Hamilto-
niano que reduz este espaco a trés dimensdes, o que significa escolhermos a superficie de
energia sobre a qual as érbitas irfio evoluir. Neste espago a trés dimensoes escolhemos
uma superficie de sec¢io para tragarmos o mapa de Poincaré de tal modo, que seccione
a ¢rbita periddica instdvel num ponto e os cilindros instdvel e estdvel ao longo de linha
semi-infinitas[18]. O mapa de Poincaré é esquematicamente apresentado na figura 2.7. As

linhas semi-infinitas sdo variedades especiais definidas da seguinte maneira:

e Variedade Estavel é um conjunto de pontos Z, sobre um mapa de Poincaré, tal que
as orbitas indo adiante no tempo os pontos & aproximam-se do ponto correspondente
& orbita periddica.

e Variedade Instdvel é um conjunto de pontos Z, sobre um mapa de Poincaré, tal que as
4rhitas indo de volta no tempo os pontos Z aproximam-se do ponto correspondente
a érbita periodica.
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Figura 2.6: Ilustragao numérica dos cilindros estavel e instavel onde observamos que estes
coalescem para a drbita periddica T quando o tempo vai para 4+oo ou —oo, respectiva-

mente. O eixo da varidvel g, foi multiplicado por 10,

As curvas na figura 2.7, nomeadas Woi(P) e Wi, (P), sdo as variedades estdvel e
instavel, respectivamente, do ponto sela P. E importante enfatizar que essas curvas néo
sao orbitas, e assim ndo violam o principio da unicidade das-solugdes quando ocorrem
intersecoes entre elas. Sao na verdade constituidas pelas infinitas interse¢des dos cilindros
estavel e instdvel com a superficie de segdo. Por exerplo, se nds tomarmos um ponto
s, sobre W, (P), um ponto para o qual alguma drbita intercepta a superficie de segao,
entao, admitindo a existéncia de uma funcao f(descrita no inicio da se¢ao) que leva um
ponto do mapa ao ponto seguinte, a funcio mapa de Poincaré f fornecerd s, que é o
préximo ponto para o qual a érbita intercepta a superficie de secdo. De s; nds podemos
encontrar sy e assimn por diante. A sequéncia de pontos estd ao longo da curva nomeada
West(P) e aproxima-se de P quando n — oco. De maneira andloga, se u, estd ao longo de
Wins(P), entdo f(u,) = ug, f{u) = ug, sucessivamente, gerando uma série de pontos que
divergem de P ao longo de W;,,,(P). Se nés aplicarmos a fungio inversa mapa de Poincaré
f&Y para u,, nés geramos uma sequéncia de pontos u_;, u_,, € assim por diante, que

se aproxima de P quando n — —co. A curva desenhada na figura 2.7 representa o total
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Figura 2.7: O ponto P é um ponto sela na se¢do de Poincaré. FEle corresponde a érbita
periddica instavel e consequente estrutura de cilindros no espago de fase 4-dimensional.
A intersegao do cilindro estdvel com a superficie de secdo gera a curva W, e a intersecio

do cilindro instdvel com a superficie de se¢@o gera a curva Wi,,.



Figura 2.8: Figura padréo da extensio da estrutura cilindrica longe da érbita periédica
instdvel 7. Devido a n&o-integrabilidade das equacdes diferenciais ocorrem cruzamentos

transversais entre os cilindros estdveis e gs instaveis.

de tal sequéncia de pontos tomados com um ndmero infinito de pontos iniciais. Para
qualquer ponto inicial a sequéncia salta ao longo de W, (P) ou Wi,,(P) e nfio se move
continuamente como um ponto sobre uma trajetéria no espaco de fase original.

Devido a nao-integrabilidade do sistema, de maneira geral, quando um parimetro liga-
do ao termo perturbativo do modelo é mudado, a extens&o dos cilindros homaclinicos longe
das Orbitas periddicas é distorcida, com eventual cruzamento transversal dos cilindros
instéveis com os estdveis, como mostrado na figura 2.8[18]. Se isto ocorre, W (P) e
Wins(P) aproximam-se uma da outra e de fato interceptam-se num ponto Q. Se esta
intersegao acontece, nés dissemos que ocorreu ums intersegdo homoclinica em @ e o ponto
) é chamado de ponto homoclinico.

Podemos enunciar que:

Se as variedades estdveis ou instdveis de um ponio sela na secdo de Poincaré de um
sistema dinamico interceptam-se numa intersecdo homoclinica, para um ponto Q, entdo

deve existir um numero infinito de intersecdes homoclinicas.

Para mostrar que isto de fato ocorre, vamos considerar o resultado da aplicacdo da



funcao de mapearmento f para Q. Nés obtemos outro ponto @;. Visto que @ pertence
a West(P) N Wis (P}, entdo @, também estard sobre W, (FP) N Wi, (P), j4 que temos
arguido acima que a aplicagio de f para um ponto sobre W,.(FP) e Wi (F) gera outro
ponto sobre W (P) e Wins(P), respectivamente. Aplicando continuamente f para esta
sequéncia de pontos, nés geramos um nudmero infinito de pontos homoclinicos. Estas in-
finitas interse¢des homoclinicas dao como resultado o que é denominado de entrelagamento
homoclinico, como mostra a figura 2.9 [18, 20]. N&o existe restrigdo para uma variedade
estavel cruzar com uma variedade instédvel. Desenhando as variedades W como curvas
fazem-nos pensar incorretamente nelas como solucées de equacdes diferenciais, o qual, pela
unicidade das solugdes, nunca podem se cruzar. Entretanto, as variedades W, estavel e
instdvel, sdo compostas, cada uma, pela intersecio de infinitas érbitas com a superficie
de se¢do, algumas pertencendo a ambas as variedades que emanam de um ponto fixo.
Quando ocorre uma intersecio homoclinica, uma orbita sobre a variedade instdvel une-se
a uma drbita sobre a variedade estdvel para formar uma tnica drbita que coalesce na
orbita periddica para tempos t — F-00, isto €, é biassintética a drbita periddica, e cuja
interse¢do com a superficie de se¢io sdo os pontos homoclinicos. Como ji enunciamos,
esta 6rbita homoclinica deve interceptar a superficie de secio um ndmero infinito de vezes.

Poincaré ficou surpreso ao ver a extrema complexidade que tal intersecao causava na
dindmica do mapa. Para entender o que acontece, observe a figura 2.9. Sendo o mapa con-
servativo, os sucessivos lobulos formados pelas intersegdes das separatrizes tem a mesma
drea. Mas a distAncia entre os sucessivos pontos homoclinicos em W, (F) tendem a zero
na vizinhanga do ponto fixo, logo os lébulos tem que se tornar cada vez mais alongados
para manter a drea e mais convoluidos para evitar auto intera¢do. Temos de fato uma
figura complicadissima com um nimero infinito de érbitas homoclinicas. Nas palavras de

Poincaré|21],

“Que se procure representar o figura formada por essas duas curvas e suas infini-
tas intersecoes, onde cada uma corresponde a uma solugcdo duplamente assinidtica, suas
intersecdes formando um tipo de trelissa, de tecido, uma rede de malhas infinitamente
apertadas; cada uma das curvas nao deve jamais se auto-recortar, mas elas tém de dobrar

sobre si mesmas de uma maneira complexa para voltar a cortar um nidmero nfinito de
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Figura 2.9: Entrelacamento homoclinico resultado da intersegao homoclinica de uma vari-
edade estdvel W (P) com uma variedade instdvel W,,(P) de um ponto sela P. Cada um

dos pontos onde ocorre a intersecdo é um ponto homoclinico.

vezes as malthas do rede.
A complexidade dessa figure € tdo atordoante gue ew nem mesmo procuro trogd-la.
Nada é mais apropriado o nog dar wmao 1déia do complicagdo do problema de trés cor-

pos e em gerol de todos os problemas da Dindgmica em que nGo Ad wna integral uniforme...

A drbita homoclinica associada ao ponto critico sela tem um papel importante na
dinamica global do mapa de Poincaré. Em particular, o viclento entrelacamento das var-
iedades W5 (P) ¢ Wi, { P) na vizinhanga de P leva a uma sensivel dependéncia das érbitas
com relagdo as condigles iniciais, tal que a presenga destas orbitas tende a promover um
comportamento errdtico. Como por exernplo, o caso de modelos cosmoldgicos onde gy faz
o papel de fator de escala do Universo. A figura 2.10 mostra o comportamento cadtico das
orbitas. Podemos observar nesta figura que condigdes inicials tomadas muito prdximas,
cuja ordem de futuacdo ¢ de 107*, produzem resultados distintos indicando wma com-
pleta falta de previsibilidade dos resnltados assintéticos das drbitas. Como comentamos

anteriormente, este comportamento na vizinhanga de um ponto homoclinico no mapa de
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Condigdes
iniciais Escape

—2-

Figura 2.10: Comportamento cadtico das drbitas onde go representa o fator de escala do
Universo: escape gz — oo ou colapso g — 0. A figura mostra 10 érbitas tomadas em
torno da separatriz atingindo o ponto critico centro-sela. Observamos que apesar das
condig¢oes iniciais serem tomadas muito préximas, cuja ordem de grandeza das flutuacdes

é 107, os resultados do estado final do modelo sdo completamente distintos.

Poincaré ¢ analogo ac que aparece no mapa da ferradura.



Capitulo 3

Modelo FRW Fechado com Campo

Escalar Massivo e Fluido Perfeito
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Neste capitulo vamos descrever a dinamica cadtica engendrada pelo ponto critico
centro-sela num universo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) fechado, onde o con-
tetido material, que gera curvatura, ¢ um fluido perfeito mais um campo escalar acoplado
ao campo gravitacional. Este modelo pode ser pensade como descrevendo um Universo
em expansao saindo da era de Planck e imediatamente antes de entrar na fase infla-
cionaria. O ingrediente bdsico deste modelo é a presenga do campo escalar - o campo de
inflaton - cujo tensor momento-energia pode ser separado num termo do tipo constante
cosmoldgica A (correspondendo a energia do vécuo do campo de inflaton) mais o tensor
momento-energia do valor esperado do campo de inflaton espacialmente homogéneo ().
Os graus de liberdade efetivos do sistema serdo o fator de escala da geometria de £'EW e o
campo escalar espacialmente homogéneo. Como discutiremos no apéndice A, a dindmica
do fluido perfeito esta totalmente determinada pela dindmica gravitacional, via equagtes
de Finstein, devido a nossa suposigao de que o fluido sé tem interagdo com o campo
escalar via gravitagao. Fsta configuragio, aparentemente simples, com apenas dois graus
de liberdade efetivos, apresenta uma dinimica complicada. O espago de fase do sistema
apresenta um ponto critico correspondendo a um extremo do potencial do campo escalar
e, quando este extremo é um minimo, 0 ponto critico € um centro-sela. Isto provoca uma
dindmica complexa baseada na estrutura de cilindros instéveis e estaveis que emanam de
6rbitas periddicas instaveis presentes na vizinhanga linear do centro-sela. Nos casos de sis-
temas ndo-integraveis, o cilindro estavel e o instavel se cruzam produzindo uma dinamica
cadtica, analogamente aquela presente nos fendmenos homoclinicos de Poincaré.

Vamos considerar a métrica FRW com fator de escala a(f) e elemento de linha dado
por

ds? = N(t)%dt* — a(t)*[(w")* + (w?)? + (w*)?], (3.1)

onde £ é o tempo cosmolégico e (w!,w?, w®) sao as 1-formas invariantes de Bianchi do

tipo-IX satisfazendo duw’ = ¢7*w’ Aw® e N é a fungao lapso que define a gauge temporal.

O tensor momento-energia total é descrito por

T'u_y — TL(“H/uido perfeito) + T(gﬂ) (3.2)

w0

onde
T(ﬂuido perfeito) __ (p + p) U#Uy . pg,uu: (3.3)

Iy
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sendo p e p a densidade de energia ¢ a pressdo do fluido, respectivarnente, com quadri-
velocidade U* = 65 no sistema de coordenadas comdvel, e relacionadas pela equagao de

estado p = (v — 1)p, com 1 <+ < 2. O tensor momento-energia do campo escalar TF(L‘fj) é

dado por [22]
1 1
TE) = OupBip = S10%00up — 2V ()9 — 60" (Buw = 5 Rgus) + £V g = 0,), (34)
onde V() é o potencial efetivo dado por

1
V() = gmPe™ + A, (3.5)

Fad)

e o pardmetro £ define o acoplamento de o com a gravitagio; para o caso no qual o campo
escalar € acoplado conformalmente & gravitagdo £ = % e no caso de acoplamento minimo
£ = 0. m é definido como m = %, onde M é a massa do campo escalar.

Das identidades de Bianchi segue que a divergéncia do tensor momento-energia deve ser
ZEr0 (T;{;U = 0) e devido & suposi¢ao de que o fluido perfeito sé interage gravitacionalmente,
temos que,

T:;(:luido perfeito) _ () o T:;(:’) =0, (3.6)

independentemente. Dai decorre que, usando a equacao de estado e a homogeneidade do
fluido, 7ho = E,a™>", onde E, é uma constante de integra¢do que pode ser interpreta-
da como proporcional a energia total do fiuido perfeito. Em todo o capitulo usaremos
unidades tais que 877G = 1 = ¢l

A dindmica do modelo é governada pelas equagoes de Einstein
GH =T, (3.7)

para a métrica (3.1) e o tensor-momento energia (3.2). Estas equagdes sdo equivalentes

3s equacdes Hamiltonianas gerades pelo vinculo Hamiltoniano?

2 2
= Pa Py 3 —6¢ 3{1—7) 2 (1—128)
- —3ak E, k =O, 3.8
# 12al-1 + (1 — 66)¢0%a—1%] | 240120 3ak+a”V(Ya™"" )+ Eon +3kEyia (3.8)

onde 1 = wa% é o campo escalar redefinido, e p, e p, 580 0s momentos canonicamente

conjugados a a e 1, respectivamente, e V(1a=%) é o potencial efetivo do campo escalar.

1 No apéndice D tabulamoes as unidades das grandezas fisicas que aparecem ao longo do texto de acordo

com esta convengao
2Veja no apéndice A como foi obtida esta Hamiltoniana.
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Fixando a gauge N = q, passamos a usar o tempo conforme definido como

dt

Para o caso em que o campo escalar estd acoplado conformalmente & gravitacao, tomamos

1

o valor de £ = ¢ na equagéo (3.8) obtendo a expresséo

2

Il
_ P P ao koo 4l asy
H=28 - 2430k — ¢’ ~a'V(Z) -~ Bua —0 (3.10)

e para 0 caso em que o campo escalar estd acoplado minimalmente 3 gravitacio, tomamos

o valor de £ = 0 na equacio (3.8) obtendo a expresséo

2 2
_ Pa _ Py 25 A o (43
H =12 = 2%+ 32’k — o'V () — Boa 0. (3.11)

Para os dois tipos de acoplamento, conforme e minimo, vamos analisar os modelos
onde o contettdo material é constituido por radiagao (y = 1) e k = 1(modelo fechado).

As equagBes de Hamilton obtidas através do vinculo Hamiltoniano (3.10) escrevem-se

COINo
y _ Pa
= — - 2
=" (3.12)
r sy Py gt Gy ¥
v, = —6a + 4a V(a)+a dav(a)’ (3.13)
W = —py, (3.14)

p;,; = @b+a4%V(i—f~), (3.15)

e para (3.11) as equagdes de Hamilton escrevem-se como

, _ Pa
_Pa 3.16
a =, (3.16)
; ¥
v :—% —6a +4a°V(=), (3.17)
= (3.18)
a
: d ¥
Py = a4@V(E): (3.19)

onde ' representa a derivada em relago ao tempo conforme n. Os sistemas autonomos
(3.13-3.16) e (3.17-3.20) sdo completamente equivalentes as equagdes de Einstein (3.7)
para cada caso e as dérbitas geradas por eles estdo contidas numa variedade tridimensional

do espago de fase que satifaz o vinculo Hamiltoniano (3.10) e (3.11), respectivamente.
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Os sistemas dindmicos (3.13-3.16) e (3.17-3.20) possuem pontos criticos na regido finita
do espaco de fase cujas coordenadas sdo obtidas das condigdes: o’ =0, p), =0,¢ =0e
py = 0. Trabalhando com o potencial dado pela equagdo (3.5) e tendo A > 0, encontramos

as seguintes coordenadas desses pontos para os dois tipos de acoplamentos

3
P = =0, 24/5% o U, Wy =1, .
Pao =0, a, =10, TR Py 0, ¥, =0 (3.20)

Temos portanto um ponto critico localizado na regiao fisica do espaco de fase para a > 0
e este ponto critico representa o Universo estitico de Einstein. Como veremos adiante,
0 espago de fase também tem um par de pontos criticos no infinito, correspondendo &
solugdo de de Sitter, um deles atuando como atrator e o outro como repulsor; o atrator
de de Sitter caracteriza, na dindmica do modelo, uma saida para a inflagao.

) possivel obter muita informagio de um sistema ndo-linear através de sua linearizacao
em torno do ponto critico, além de analisarmos sua estabilidade. Linearizando os sistemas
autonomos (3.13-3.16) e (3.17-3.20) em torno dos pontos criticos obtemos como resultado
uma matriz constante determinando wmn sistema linear para a dindmica na vizinhanga do

ponto critico. Para isso, introduzimos novas varidveis,

ba = a — a,,

5Pa = Pa = Paoy
8 = Y — 1, (3.21)
8Dy = Dy — Dyo,

de modo a trasladar o ponto critico para a origem. Assim, a expansdo das equagoes

(3.13-3.16) em torno dos pontos criticos pode ser escrita como,

1
5 I:_é\ a)
a 6 ya

6, = (12a2A — 6)6a,
59/ = —6ps, (3.22)

I 2.2
6pp - (1+m a’o)éw !

de modo que o sistema pode ser posto sob a forma de matriz, X’ = 56X,



ba 0 & 0 0 ba
51, (12a2A —6) 0 0 0 0Pq
5 0 0 0 -1 || &
6Pl 0 0 (1+m%?) 0 iy

e para o sistema de equagdes (3.17-3.20) a expansao é dada por

1
ba’ = —§ a3
o = =0p
6p, = (12a62A — 6)éa,
1
b’ = ~—0p,, (3.23)
op,, = m2a’bep,

onde esse sistema pode ser posto sob a forma de matriz, §.X' = S6.X,

oa’ 0 3 0 0 da
iy (12a2A—6) 0 0O 0 6Pa
oy’ N 0 0 0 ”zlg S
v, 0 0 m2Z 0 6,

A natureza do ponto critico é determinada pelos autovalores da matriz S acima, que

sa0 as raizes do polindmio caracteristico associado a S,
p(A) = det(S — M) (3.24)

Estamos interessados em andlisar o comportamento das érbitas numa vizinhanga do
pouto critico localizado na regiao fisica, com a, = 1/% > 0. Por simplicidade, fixamos
A = %, em (3.20), de modo a obter a, = 1 e assim determinarmos explicitamente o
polindmio caracteristico através da equacio,

1
A 3 0 0
12 —-x 0 0
det =0,
o 0 -x -1
0 0 M =X
onde M = 1 + m? para o caso do acoplamento conforme e M = m? para o caso do

aclopamento minimo. Como M > 0, os autovalores sao,

M= V3, A= 3 A= VM, A=/ (3.25)
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Para o ponto critico considerado, nos dois tipos de acoplamento, encontramos dois
autovalores reais e de sinais opostos e dois autovalores imagindrios puros complexo con-
jugados. Esta estrutura de autovalores caracteriza o ponto critico centro-sela, como ja
vimos. O movimento na vizinhanca do centro-sela é separdvel em dois setores, um de
movimento rotacional associado acs autovalores imagindrios puros (setor centro) e outro
de movimento hiperbélico associado aos autovalores reais com sinais opostos (setor sela).
Podemos observar que para m = 0, no caso do acoplamento conforme, a estrutura de
centro-sela permanece, em consequéncia do termo conforme. Podemos ainda notar que
os autovalores correspondendo ao movimento rotacional (Az, Ay) dependem da massa do
campo escalar. Mais adiante veremos quais as consequéncias desse fato.

Para exibirmos mais claramente a estrutura de movimentos mencionada acima, vamos
efetuar a expansao de Taylor das Hamiltonianas (3.10) e (3.11) em torno do ponto critico

centro-selala, = 1,pz0 = 0, ¥, = 0, pyo = 0), obtendo a seguinte equagao,

1 1
H—=H,+ Epi - 66a% — 5(pfﬁ, + My?) + O(3), (3.26)

onde H, = F.. — E,, E, é a energia do ponto critico, fa = a — a, e O(3) representa
termos de ordem mais alta na expansao.

Numa vizinhanca do ponto critico, onde os termos de ordem mais alta O(3) podem ser
desprezados, e que denominamos vizinhanca linear, a Hamjltoniaqa linearizada ¢ escrita

Comao,

1
H =FE, - E,+ 1—19;02 — 66a* — 5(;03[, + Myp?) = 0. (3.27)

Examinando a expressdo acima, verificamos a existéncia de duas constantes de movi-
mento: uma associada ao movimento hiperbdlico no plano (a, p,) e outra associada ao
movimento rotacional no plano (,py). Isto esta de acordo com o teorema de Moser[17],
que mostra que é sempre possivel encontrar um conjunto de varidvels canonicas tais que,
numa vizinhanca linear do centro-sela, a dinaAmica é separdvel num movimento rotacional
e num movimento hiperbélico, com as energias parciais associadas Lot € Epip, definidas
no capitulo I, conservadas. Nesta aproximagio, ou seja, numa vizinhanga linear do pon-
to critico, o fator de escala a tem movimento puramente hiperbdlico e é completamente
desacoplado do puro movimento rotacional do campo escalar no plano (¥, py). A figura
3.1 mostra o comportamento das érbitas na vizinhanca linear do centro-sela onde obser-

vamos o desacoplamento entre os movimentos das varidveis de rotacdo e hiperbdlicas. As
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Figura 3.1: Experimento nurmérico utilizando a Hamiltoniana (3.10) do acoplamento con-
forme com 11 condigBes iniciais tomadas tal que as 6rbitas visitem a regifo linear do
centro-sela. O grafico da esquerda mostra o movimento rotacional no setor cenfro e o

grafico da direita apresenta o movimento hiperbélico no setor sela completamente de-

sacoplados.
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0.9996 0.9998 i 1.0002 1 0004

Figura 3.2: Graficos B, X a onde podemos observar a conservagéo da energia hiperbdlica
numa regido préxima ao ponto critico P, : a, = 1,Ps0 = 0,%, = 0,py, = 0. Para este
experimento utilizamos a Hamiltoniana (3.10) com condigOes iniciais tomadas tal que as
érbitas visitem a regiao linear do centro-sela. O tamanho da regiao onde £y, se conserva

P

é e~ 1074 O eixo da energia foi multiplicado por 10°.
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Sobre o plano invariante M a din&dmica é integrdvel e governada pelo sistema auténomo

bi-dimensional,

o = %, (3.33)

pl, = —6a + 4a’A. (3.34)

Desta forma, quaisquer que sejam as condicées iniciais (a,p,) escolhidas, as drbitas per-

manecerdo sobre M, ja que (¢' = 0), (pj, = 0). Usando qualquer das Hamiltonianas

(3.10) ou (3.11) obtemos a equagio que deve ser satisfeita pelas curvas-solugdes no plano
invariante, .

H, = % + 302~ a*A - B, = 0. (3.35)

Sobre o plano invariante M, préximo ao ponto critico de coordenadas P, : (p, =

0,a, = 1,py, = 0,7, = 0), objeto de nossa andlise, a estrutura apresentada pelas 6rbitas

corresponde a secao hiperbélica do ponto centro-sela, como pode ser observado da figura

3.3 Podemos ainda obter a equagéo das separatrizes, com F, = F., assim,

2
% +3a— a'A = E,. (3.36)

As curvas integrais sobre o plano invariante M representam a evolugdo de urn Universo
FRW homogéneo, isotrépico, fechado, com radiagio e constante cosmolégica. Neste caso
n4o hé nenhuma incerteza no estado final do modelo a partir do momento em que definimos
a regiao onde serdo tomadas as condigdes iniciais. Em relagdo ao tempo em que a drbita
leva para atingir e se afastar da regido linear do centro-sela, depende da proximidade
com que as condicdes iniciais sdo tomadas em relagio a separatriz. Quanto mais préximo
da separatriz, mais tempo a drbita leva para atingir o ponto critico, tal que, sobre a
separatriz este tempo é infinito. Da figura 3.3 observamos a existéncia de pontos criticos
localizados no infinito (solugae de de Sitter). As érbitas localizadas na regiao I da figura
9.9 tendem ao ponto no infinito que atua como um atrator (configuracio estével de Sitter)
e descrevem Universos que iniciam a evolugao em expansio entrando na fase inflaciondria.

Neste caso o fator de escala a cresce rapidamente e tem a seguinte expressdo assintética,

a(t) o eV3t ou a(n) o %, (3.37)

com pg(t) o V51 ou pa(n) ﬂ% onde t é o tempo cosmolégico e n é o tempo conforme.
J4 as 6rbitas localizadas na regidao I'V correspondem a Universos que colapsam a partir

de um ponto no infinito que atua como um repulsor (configuracao instével de de Sitter).
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Figura 3.3: Retrato de fase do plano invariante (¢ = 0,py, = 0) contendo o ponto critico
centro-sela localizado em (¢ = 1,p, = 0), onde tomamos A = % S sao as separatrizes
atingindo o centro-sela. Note a estrutura hiperbélica apresentada pelas dérbitas na regido

préxima ao ponto critico em ¢ = 1.

A figura 5.5 apresenta quatro classes de soiugdes: aregido [ é caracterizada por orbitas
com energia E, > E,, e que escapam para inflagio(atrator de de Sitter); idéntico compor-
tamento ocorre para as orbitas na regido 111, agora com energia E, < K., porém iniciando
a evolugao com uma contracdo em a. Nas regides /] e IV temos érbitas descrevendo o
colapso do Universo(a — () com energia F, < E. e E, > E, respectivamente, porém
em I ocorre uma expansao inicial e em [V uma continua contragio ja que p, < 0 sempre.

Como ja comentamos no capitulo [, a tradi¢io no estudo de modelos em Cosmologia
ou Gravitagao, estd na analise dos casos integraveis. Porém, a dinamica no caso geral
quando atua a nio-integrabilidade, e mesmo préximo ao caso integrivel (perturbagio do
caso integravel), é bastante complexa e pode ter consequéncias na evolugao de Universos
que emergem da fase de Planck. Como exemplo desta complexidade podemos citar a
falta de previsibilidade em, conhecendo as condigdes iniciais, determinarmos o estado
final de uma dada érbita assim como os valores das quantidades conservadas(Ehrip € Erot)

definidas na vizinhanca linear do centro-sela. Isto acontece, por exemplo, guando as
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condigoes iniciais so escolhidas fora, mais préximo, do plano invariante, num pequeno
volume centrado num ponto da separatriz, e com raio da ordem das flutuagdes permitidas
is varidveis. E este tipo de condigdes iniciais que usamos no nosso estudo onde procuramos
caracterizar o ponto critico centro-sela como um espalhador cadtico. A proximidade com
a separatriz ¢ a garantia de que as érbitas ir@o visitar a regiao linear do centro-sela.

Como ja vimos, uma orbita geral que visita a regido linear do centro-sela é caracter-
izada por Epp # 0 e B, # 0. Nesta regido a drbita tem uma aproximacao oscilatoria
ao cilindro, tanto mais préximo quanto Ey;, — 0. A particao de energia (E, — E,),
nas energias Epy, € Fre do movimento em torno ponto critico, deferminard a saida do
regime oscilatdério em colapso ou escape para a inflagio (atrator de de Sitter). De fato,
como o movimento na vizinhanca do ponto critico é separdvel, todas as orbitas que visi-
tam as regides I e II] do setor sela serdo inevitavelmente guladas para o atrator de de
Sitter. Isto vale também para érbitas fora da vizinhanga do centro-sela e longe do plano
invariante, de modo que a configuragiao de de Sitter e a singularidade a = 0 definem as
duas configuracdes assintéticas possiveis da dindmica do modelo. Por exemplo, modelos
inicialmente em expansio com energia £, sairdo do regime oscilatdrio para colapso ou
escape se a particao de energia, na vizinhanga do ponto critico, é tal que Ly, < 0 ou
By > 0, respectivamente. Na figura 3.4 mostramos este comportamento utilizando a
Hamiltoniana (3.10).

Contudo, a nao-integrabilidade do sistema (3.13-3.16) ou (3.17-2.20), determina que a
particdo de energia é caética em geral, e caracterizard uma saida cadtica para a inflagao na
direcio do atrator de de Sitter. Em outras palavras, dada uma condigao inicial geral com
energia F,, nds nao somos mals capazes de prever qual regido do setor sela a orbita ird
visitar quando passar pela vizinhanca do ponto critico e, consequentemente, o seu estado
assintético. Pequenas flutuacoes em F, ou nas condigdes iniciais destes conjuntos mudara
o resultado das érbitas de colapso para escape ou vice-versa, caracterizando uma saida
cadtica para a inflacio. Notemos que este comportamento cadtico esté presente associado
A estruturas de cilindros que emanam de érbitas periédicas instdveis da variedade centro,
mesmo numa vizinhanga ndo-linear do centro-sela.

Uma outra situagéo possivel é quando tomamos condicdes iniclais longe de plano in-

variante. Observamos que é sempre possivel encontrar uma superficie de energia de modo
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Figura 3.4: Vista tridimensional de 10 érbitas gerais com aproximacac oscilatdria a vizi-
nhanga linear do centro-sela. As condigdes iniciais foram tomadas em torno do ponto B, :
(a =0,01;p, = 4,242216413037706; 1 = 0; py, = 0) com energia £, = 1,499999992920542
em — 16, sendo a ordem das flutuacoes permitidas s varidveis iniciais de B = 10~*. Note
que as possiveis saldas da aproximagao oscilatéria, apés a passagem pela regido linear do

centro-sela, s80 o colapso(E:;, < 0) ou o escape para a inflagio(Epp > 0).

que as oOrbitas visitem a regido préxima ao ponto critico e neste caso o movimento do
setor hiperbdlice nao é mais desacopiado do movimento do setor rotacional. Na figura 3.5
e 3.6 mostramos este caso. Podemos observar que o fator de escala tem comportamento
oscilatdrio quando da aproximacao ao ponto critico, podendo a érbita (que corresponde
a um dado Universo) oscilar por um tempo arbitrariamente longo antes de escapar para
inflacac ou colapsar.

Vamos voltar noésa atencio para o caso das érbitas escolhidas préximo ac plano in-
variante, em torno da separatriz. Como jé mencionamos, devido a ndo integrabilidade
do sistema, a parti¢io de energia (E.. — E,) nas energias Eny, € Erq € cadtica: para um
ensemble de condiches iniciais, tomado num pequeno volume, e tal que as drbitas visi-
tem a regiao linear do centro-sela, nao é possivel predizer qual o valor da energia destas

érbitas, por exemplo Ey,p,, como consequéncia da alta sensibilidade de Ky, em relagao
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Figura 3.5: Ilustragao numérica de 10 érbitas tomadas longe do plano invariante do centro-
sela. Estas drbitas aproximam-se da érbita periddica instdvel da variedade centro numa
pequena, mas ndo infinitesimal, vizinhanca do centro-sela, de tal modo que o fator de
escala ¢ oscila varias vezes antes de colapsar ou escapar. O experimento fol realizado
com a Hamiltoniana do modelo conforme com energia £, = 1,083404754 e m = 8, com

condicBes iniciais tomadas fora do plano invariante em torno do ponto F, : (a = 0,1, p, =

3, 673915764957057, ¥ = 0,25, p. = 0,2), dentro de um volume de raio R = 1072,
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Figura 3.6: Ilustra¢ao numérica das 10 érbitas da figura 3.5 agora com projecao no plano

(1, p,), onde podemos observar as oscilages nas variaveis p, e 1.

as condigdes iniciais. Assim, além do que denominamos de saida cadtica para a inflagio,
existe este aspecto fisico relacionado com os valores das quantidades conservadas Epip e
E.;: consequéncia da instabilidade da parti¢do de energia (E.. — F,). A seguir iremos
mostrar que, num regime que denominaremos de alta nao-integrabilidade, a distribuigao
das quantidades conservadas E),,, associadas a uin ensernble de condigdes iniciais D, satis-
faz uma distribuicao estatistica associada ao centro-sela. Vamos usar métodos estatisticos
para examinar esta particido de energia, que nos levard ao estabelecimento do que pode
ser um novo padrio estatistico universal associado ao centro-sela, independentemente do
sistema, dindmico onde este centro-sela aparece.

Baseado na distribuigao caética das energias En;, e Erpp na vizinhanga linear do pon-
to critico construimos o seguinte experimento numérico. Consideramos um conjunto D
de condigdes iniciais, tomadas homogéneas e randdmicas em torno de um ponto sobre
a separatriz dentro de um volume de raio R, tais que todas as érbitas visitem a vizi-
nhanga linear do centro-sela. Nesta vizinhanca linear calculamos a quantidade conserva-

da 2®FE,,, associada a cada érbita, quando da primeira passagem pelo ponto critico. Para
P ]

*Na regido linear onde tanto a Fh;p quanto a Fr, se conservam e o vinculo (3.30) é vélido, todos os
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propdsitos praticos, Ky, é avaliado no ponto malis préximo ao centro-sela, no sentido
Euclidiano de proximidade; entretanto, sua conservacao pode ser e é verificada numeri-
camente calculando-a em outros pontos da vizinhanca do centro-sela, dentro do raio da
ordem | B~ #,|, conforme figura 3.2. Se efetuarmos o experimento do cdlculo de Ej,, com
a Hamiltoniana integrdvel e plotarmos ., versus o valor de uma das varidvels candnicas,
por exemplo a, especificando as condig¢ées iniciais no conjunto D, o resultado mostra
um “sinal” apresentando uma distribuigdo homogénea. Quando utilizamos a Hamilto-
niana naoc-integravel, com as mesmas condi¢des iniciais para construirmos um grafico
analogo, encontramos um resultado que mostra um “sinal”’cuja distribuicio nio é mais
homogénea e sim apresentando uma polarizagdo na diregdo dos valores de Fjp,, menores.
Sinais andlogos altamente desorganizados aparecem quando usamos as varidveis cannicas
W, Pa, Py- Tambérmn, se outra amostra de pontos é tomada randdmica sobre o conjunto D,
nos obtemos um sinal com os mesmos aspectos gerais mas completamente diferente em
todos os detalhes dos “sinais”anteriores, aparentando ndo ter qualquer conexio eles (vide
figura 8.7 onde ilustramos todos estes casos.)

Isto mostra o que j4 haviamos comentado, que Fy;, é altamente sensivel a flutuagdes
nas condi¢des inicials. O que necessitamos verificar é a causa desta alta sensibilidade de
Flip evidenciada nos graficos pelo modo randémico como os valores desta energia estio
distribuidos. Num primeiro momento poderiamos atribuir a randomicidade do “sinal”a es-
colha randémica das condigoes iniciais, sem qualquer vinculo com a ndo-integrabilidade do
sistema. De certa forma isto pode estar acontecendo: apesar das condigoes iniciais terem
de satisfazer o vinculo Hamiltoniano, ainda resta um volume tri-dimensional dentro do
qual podemos escolher randomicamente trés varidveis. Porém, isto é apenas uma parte da
explicacdo. Estamos interessados em saber qual o papel da nao-integrabilidade no modo
randomico como o “sinal”apresentado na figura 3.7 é constituido. Para isto devemos “fil-
trar”a randomicidade devido & escolha randémica das condigbes iniciais. Como primeiro
passo vamos impor que a amostra deva ser a mais geral possivel, ou seja, homogénea
e randémica, evitando assim qualquer tipo de polarizagido. Comegamos o nosso estudo
verificando se esses sinais desorganizados tem um padrdo reproduzivel. Como podemos

observar da figura 3.7 b e ¢, hd uma tendéncia das £y, a se concentrarem na regiao de

resultados obtidos para Enyy, séo vélidos para E.p.
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Figura 3.7: a) Gréfico mostrando um “sinal” altamente organizado resultado do calculo
da energia hiperbdlica de 5000 condigdes iniciais tomadas em torno do ponto sobre a
separatriz P, : (a = 0,01,p, = 4,242216413037706,% = 0,p, = 0). Utilizamos a
Hamiltoniana (3.10) com £, = 1,499999992920542, m == 0(caso integrdvel) e as flutuacdes
permitidas as condi¢bes iniciais da ordem de R = 107%. b) Grafico andlogo ao anterior,
mas agora com m = 16. Observamos neste caso um sinal altamente desorganizado.
¢) Uma nova amostra de condigbes iniciais foi tomada com os dados da letra a). Um
“sinal”analogo foi obtido porém, nao demonstrando qualquer semelhanca com o gréafico
apresentado em b). Nos graficos b) e ¢) as energias hiperbdlicas foram multiplicadas por

um fator 107 e no grafico a) o fator foi 10°.
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valores menores, enquanto tendem a rarear para valores maiores. Utilizando métodos
estatisticos baseados na construgio do histograma dos sinais verificamos a existéncia de
um padrao. O método do histograma dos sinais pode ser resumidamente descrito como:
dado um “sinal”, o eixo Es; € dividido em um grande nimero de pequenos intervalos

Ay, e o histograma é dado pelo nimero de érbitas com energia hiperbdlica dentro do

. - AEy; - AEn; _ . . . .
intervalo {E}, — =52, B} + —5"2], quando a érbita visita a vizinhanga linear do ponto

critico. Aqui B}, é o valor da energia hiperbélica centrada no i-ésimo intervalo. Como
observacdo, da equacdo de particio Eo — E, = Erp — Ehip, vemos que quando B, = 0,

By, atinge seu valor absoluto méximo. Assim,
Ehip S (Eo - Ec’.r‘): (338)

e como vamos usar £, < E_, podemos observar que para valores onde a E,o: = 0, Epip €
sempre negativa.

De modo a normalizar os histogramas, fixamos a origem desses em E}L’};ﬂ, que € o menor
valor de £,;, obtido nos experimentos niimericos. Para podermos efetuar comparacoes,
todos os histogramas obtidos foram normalizados fixando o pico com valor 100.

Escolhido o método estatistico ainda nos restam dois problemas: (i) usando a técnica,
do histograma, explicitar a influéncia da ndo-integrabilidade sobre a randomicidade do
“sinal”, ou ainda, como a néo-integrabilidade atua sobre parti¢io da energia (Eo — E,)
nos modos hiperbdlico e rotacional; (i) como eliminar a contribui¢do & randomicidade
do “sinal”proveniente da escolha randdémica dos valores iniciais das varidveis da amostra.
Estes problemas serao solucionados com a fixagio de certas caracteristicas dos ensembles
de condicdes iniciais. De exaustivos e cuidadosos experimentos numéricos que realizamos,
observamos que a forma do histograma, para pequenos valores de £}, € sensivel & geome-
tria da amostra do conjunto D. Desta observagio surgiu a idéia de tomarmos esta geome-
tria tal que o histograma fosse um platd para o caso integrével associado, independente
dos valores dos pardmetros do sistema, dos valores iniciais das variaveis dinamicas, ape-
nas impondo que esta amostra deva satisfazer ao vinculo Hamiltoniano e ser homoggnea e
randdmica. Deste modo, eliminamos a influéncia sobre o sinal devido & escolha randémica
das varidveis e, qualquer variacio na forma do histograma passa a ser atribuida apenas a
nio-integrabilidade do sistema.

A seguir faremos um desenvolvimento minucioso das idéias apresentadas nos pardgrafos
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Figura 3.8: Projecéio no plano (g, p,) do centro do volume quadri~dimensional de condigoes

iniciais em torno da separatriz P,.

anteriores.

Vamos considerar um conjunto D de condigGes iniciais arbitrarias o qual corresponde
a universos expandindo inicialmente com energia F,, e tal que todas as drbitas visitem
uma vizinhanca linear do ponto critico. O conjunto D pode ser representado por um
pequenc volume 4-dimensional, onde R ( em tormo de 107%, 107° ..., dependendo da
ordem das flutuacoes que admitiremos para as condigBes iniciais) é o raio caracteristico
do guadri-volume D, contruido em torno do ponto F, no espago de fase satistazendo o
vinculo Hamiltoniano. O ponto F, pertence ao plano invariante e esta localizado sobre
uma das separatrizes que atinge o ponto centro-sela. Uma ilustracio numérica do volume
de condigdes iniciais tomado em torno do ponto F, é mostrado na figura 3.8.

No estudo de como deveriam ser tomadas as condigdes iniciais verificamos que a forma
do histograma, para pequenos valores da Fy;,, € sensivel 4 geometria da amostra do con-
junto D. Apesar dessa regifo do histograma nfo ser de essencial importancia para nossa
andlise, devemos estabelecer um critério para fixar a geometria de D tal que nenhuma
polarizacio, devido & geometria do volume da amostra, manifeste-se no histograma, de

modo que se houver uma fungdo distribuicio estatistica, obtida através dos hisfograma,
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esta serd conectada somente com o comportamento da nao-integrabilidade do sistema.

Nés estabelecemos que o dominio D de pontos distribuidos randoémica e uniformemente

. L s AN(Ey; AN(E,,
no espaco de fase deve ter a geometria tal que fornecerd histogramas Al(?: p) ¢ gl(? tt)
ip T

para a [Hamiltoniana integrével associada tendo a forma de wmn platé. Por Hamiltoniana
integravel associada nds entendemos a Hamiltoniana do sistema numa vizinhancga linear
do centro-sela. A geometria de D é entdo determinada fixando-a nesta vizinhanga. Uma
vez que a geometria é fixada, ela é adotada como a geometria de qualquer conjunto D
usado nos experimentos. No caso de uma Hamiltoniana nzo integravel, qualquer modifi-
cagao apresentada pelo histograma, construido do mesmo conjunto de condigoes iniciais
D, se afastando da figura de um platd, reflete a atuacdo da nio integrabilidade do sis-
tema. Qutra observagio importante é que o histograma da energia rotacional € idéntico
ao da energia hiperbdlica a menos de uma mudanga da origem. Isto se deve a particao de

energia (3.30) na vizinhanca linear do ponto critico,
Erot = Epip + AR, (3.39)

onde AE = F,, — F,. Por uma questdo prdtica, na determinacéo de qual geometria do
volume de condicoes iniciais deve ser usada para a obtengfio de um platd, vamos trabalhar
com as variaveis ¥ e py.

Para os modelos que estamos analisando, o conjunto D foi obtido observando que
para a expressdo da Hamiltoniana na vizinhanga linear do ponto critico (3.27), a energia

rotacional é dada por (3.29),

1
Froe = 5(6%, + Mv?). (3.40)
A convengdo de umn platd para %, gerado via dinAmica (3.27) com O(3) negligenci-

ados, implica que no plano (¥, py) D deve ter a geometria de uma elipse, com semi-eixos
tendo razdo igual M, e populada com uma distribui¢io randémica e homogénea de pon-
tos satisfazendo o vinculo (3.10) ou (3.11). Quando D coincide com a vizinhanga linear,
o histograma associado é um platé. Quando recuamos D do ponto critico ao longo da
separatriz em diregio a valores menores de a, uma “cauda”aparece e o tamanho do platd
diminui relativamente & “cauda’até que a forma do histograma satura numa forma li-
mite. Um teste para a receita acima pode ser feito usando o caso integrével m == 0 do

modelo com acoplamento conforme. Uma vez fixada a geometria de D de acordo com
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Figura 3.9: Densidade de estados constante no plano (¥, py) onde 9’ = /M.

a convengdo acima, o histograma gerado pela Hamiltoniana integravel associada resulta
num platd independente do ponto da separatriz em torno do qual construimos D.

Observamos ainda que a expressao da £, é proporcional ao quadrado do raic de um
disco no plano (py, \/Hq,b), deste modo, se tomarmos as condi¢ées iniciais distribuidas
randémica e homogeneamente neste disco na vizinhanga linear do ponto critico, isto é,
o0s valores iniciais de py e v, e construirmos o histograma de F,,, obteremos um platd.
Mostraremos a seguir a veracidade desta afirmacéo.

A expressdo da energia rotacional (3.29) é

—t

Ero = 5 (0}, + MY?), (3-41)

]

ou seja, no espago de fase (py, 1) a Fy» ¢ proporcional ao quadrado do raio do disco de
condigdes iniciails, conforme a figura 3.9.

Vamos calcular o nimero de estados (V) com energia rotacional entre Frpa € Erop ©
a seguir o numero de estados (V) com energia rotacional entre F, ¢ e Eroin. A densidade

do nmimero de “estados”(condigbes iniciais) é dada por
dN = 2nrpdr, (3.42)
onde p é a densidade de estados constante, j4 que tomamos uma amostra distribuida
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homogeneamente. Quando efetuamos a integracio entre os limites B4 e Rp obtemos
N, = mp(RE — RY). (3.43)
Mas R?® = p2 + (M)? o que implica em R?® = 2, assim,
Ny = 21p(Erotp — Frota). (3.44)
Procedendo da mesma maneira para o niimero de estado N, obtemnos
Ny = 27rp(ErotD - E’rotC)- (3-45)

Como no histograma o eixo das energias rotacionais é divido em partes iguais (AE =

EX B

T rot

), entio Eroup — Frota = Frgip — Froie = AE, assim N, = N, caracterizando
o plato. Desta forma, os valores da varidveis i e p, devem ser escolhidos randémica
e homogeneamente dentro de uma elipse. Para a determinacdo dos valores iniciais das
varidveis a e p,, procedemos da seguinte forma: o valor de a é gerado randomicamente
através de pequenas flutuagdes da ordem de R, em torno de um ponto escolhido sobre a
separatriz e os valores de p, s&o calculados usando o vinculo hamiltoniano.

A escolha do ponto em torno do qual sdo tomadas as condicBes iniciais deve satisfager
algumas exigéncias bésicas. Em primeiro lugar devemnos tomé-lo a uma distancia do ponto
critico suficiente para que os termos perturbativos, responséveis pela nao integrabilidade
do sistema, atuem efetivamente na dindmica. Deste modo, estamos garantindo a atuacio
destes termos na evolugio das érbitas do ponto inicial ao ponto critico, onde serdo tomados
os valores das varidveis para o célculo da Epip € Ero. Em segundo lugar devemos tomar
o cuidado de verificar se o vinculo (3.30) é satisfeito pelas drbitas na vizinhanca linear do
centro-sela. As dérbitas que nao satisfizerem este vinculo devemn ser descartadas.

Vamos agora realizar alguns experimentos para ilustrarmos o conjunto de condigoes
iniciais, o platd e o histograma. Em todos os experimentos numéricos realizados a seguir,
o conjunto de condigoes iniciais D serd tomado em torno de um ponto da separatriz onde
as condicbes acima referidas sdo satisfeitas. A menos que se diga o contrdrio, a Hamil-
toniana que usamos para ilustrar os exemplos foi a do caso com acoplamento conforme
(3.10). Na figura 3.11 temos a projegdo das condigdes iniciais no plano (py,¥) e na figura
3.10 o histograma associado & Hamiltoniana integravel, correspondente As energias rota-

cionais(plato) calculadas na primeira passagem das érbitas na regido linear do centro-sela.
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Figura 3.10: Espaco de fase das condigdes iniciais no plano (3, py). Tomamos um conjunto
D de 30000 condigdes iniciais, randdmica e homogeneamente distribuidas, para o caso
m =16, R =107 e B, = 1,499999992020542, em torno do ponto £, : (g, == 0,01, peo =
4,242216413037706, 1, = 0, pyo = 0}. Os eixos foram muliplicados por um fator 10%.

43



N50-

rot

Figura 3.11: Histograma tendo a forma de um platd, gerado de um conjunto D de 90000
condigbes iniciais com os mesmos pardmetros da figura 3.9. As energias rotacionais foram

multiplicadas por um fator de 107 ¢ o pico foi normalizado a 100.

Na figura §.12 temos a geometria das condigdes iniciais projetadas no plano (a,p,).
Comnstruindo o histograma com as energias hiperbélicas calculadas com os valores iniciais
de a e p,, obtemos um platé mostrado na figura 8.18. Como escolhemos condigdes iniciais
cujo histograma é um platd, qualquer modificag@o introduzida no histograma devera ser
creditada a nao-integrabilidade do sisterma. Assim, descrever as modifica¢des sofrida pelo
histograma ¢ descrever a atuagdo da nao-integrabilidade do sistema.

Na figura §.14 temos o exemplo de um histograma gerado com m = 16, onde as
energias Fjp,, foram calculados com os valores de a e p, medidos na vizinhanga linear
do centro-sela. Para centro-selas, em sistemas Hamiltonianos, nés obtivemos que todos

os histogramas, para um grande intervalo da Ej;,, tem uma distribuicao do tipo lei de

poténcia
p(@) ~z7, (3.46)

onde z = Iy, e 0 pardmetro -y caracterica o modelo.
Para melhor analisarmos a regido ajustada pela equagio (3.46), construimos o grafico

Ln x Ln deste histograma, como mostrado na figura 3.15. A regido onde obtivemos o
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Figura 3.12: Espaco de fase das condigdes iniciais no plano (a,p,), onde tomamos um

conjunto D de condigoes iniciais com os mesmos parametros da figura 8.9.
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Figura 3.13: Histograma tendo a forma de um platd, gerado de wm conjunto D de 90000
condigBes iniciais com os mesmos parametros da figura 3.10. As energias hiperbdlicas
foram multiplicadas por um fator de 107 e o pico foi normalizado a 100. (Comparar com

o histograma da figura 3.11 para energias rotacionais.)
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Figura 3.14: Histograma da distribui¢do de Ej;, associado a 90000 condigdes iniciais
tomadas em torno do ponto sobre a separatriz de coordenadas F, : {(a, = 0,01, pso =
4,242216413037706, ¢, = 0, py, = 0) com pardmetros: m = 16, R = 107% e
Fo = 1,499999992920542. A linha continua corresponde ao melhor ajuste da distribuicio

P{z) ~ z77. As energias hiperbdlicas foram multiplicadas por um fator de 10”.
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melhor ajuste pela lei de poténcia, aparece no grifico In x Ln como uma regiao linear
onde «y é a inclinac8o dessa reta. Um comentario importante é que o ajuste é obtido a
um parametro como podemos ver do grifico In x Ln do histograma, a menos de uma
constante de normalizagdo. Para o histograma, se prolongarmos ainda mais a curva de
ajuste iremos observar uma discrepéncia na regido da “cauda”. Enquanto a curva de
ajuste tende a zero quando  — oo, 0 histograma apresenta um cutoff devido ao volume
finito da regido linear do centro-sela. Para que tivessemos valores da energia hiperbdlica
tendendo ao infinito, teriamos que ter os valores de @ — co ou p, — 00, situacdo que nio
descreve mais a regiao linear e nem é fisicamente aceitavel.

O presente histograma tem um excesso na “cauda”, isto é, na regido de valores grandes
da energia hiperbdlica positiva, relativo & distribuiciio de Maxwell-Boltzmann correspon-
dente. De fato, o grafico Ln x Ln dos histogramas mostra uma regiio linear bem definida
exibindo um comportamento anémalo em constraste com o caso da distribuicio normal
de Maxwell-Boltzmann. Isto n&o é surpreendente desde que estamos lidando com sis-
temas onde interagoes de longo alcance estdo presentes, e onde conjuntos relevantes no
espago de fase sdo cadticos e tem uma estrutura do tipo fractal. O comportamento des-
crito acima é tipico de “caudas”de distribuigdes aparecendo na estatistica generalizada de
Tsallis[23]-[24], que foi proposta de modo a acomodar a0 menos parte dos sistemas que
tem um comportamento anémalo com respeito a estatistica de Boltzmann-Gibbs. Noés

temos evidéncias que os histogramas podem ser ajustados pela curva

_1
P(z)=(1- Z—‘i + Z—‘;’e“f‘“m) =) (3.47)

onde a, e a; sdo constantes, implicando a associagdo

o (3.48)

quando comparamos com (3.46). Isto situa a estatistica na vizinhanga do ponto critico
centro-sela dentro do contexto da termodindmica nédo-extensiva com um indice nao en-
tropico ¢ # 1, onde o fator de Boltzmann é generalizado numa lei de poténcia. Em muitas
destas aplicacoes ¢, e por isso -y, parece refletir alguma fractalidade do sistema[25], como
nés verificaremos.

Vamos verificar agora o efeito do pardmetro m sobre as oscilagdes das variaveis dinémi-

cas quando a 6rbita se aproxima do centro-sela e na forma do histograma. O termo que
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Figura 3.15: Grafico Ln x Ln do histograma da figura 8.14. A linha continua é o melhor
ajuste para a regido linear correspondente ao intervalo ajustado pela lei de poténcia no

histograma da figura 3.14.

quebra a integrabilidade {perturbativo para m pequeno) na Hamiltoniana completa (3.10)
ou (3.11) é o que contém a massa do campo escalar dado por

1
Hper = ~§m2a21/)2. (3.49)

Lembrando que os autovalores imaginarios correspondentes ao movimento rotacional de-
pendem diretamente da massa, concluimos que ocorre- um aumento das oscilagoes no
plano {1, p,) com o aumento de m. Na figure 8.16 observamos a variagdo da frequéncia
do movimento de 9 quando a massa passa, por exemplo, de m = 2 para m = 16.

Uma outra modificacdo diz respeito & forma do histograma. Na figura 4.17 cons-
truimos um histograma para energia hiperbdlica com m = 2 e outro histograma com
m = 16, onde usamos a Hamiltoniana (3.10). Observamos que, com o aumento de m, a
nio-integrabilidade atua de modo a “destruir” o platd diminuindo seu tamanho em relagao
a “cauda”, isto é, passamos a ter érbitas com valor da energia hiperbdlica maior. Através
de experimentos numéricos, verificamos que se aumentarmos a massa para qualquer valor
maior que m = 16, ndo iremos verificar alteragdes significativas na forma do histograma.

Teremos assim introduzido uma perturbagao de tal ordem que estamos num regime que
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Figura 3.16: Frequéncia de oscilagio para érbitas que visitam uma regio linear do ponto
critico projetada no plano (¥ x @) com m = 2, grifico & esquerda, e m = 16, grifico &
direita. A projecao foi feita no plano (1, a) para uma melhor visualizagdo. O que podemos
notar é que com o aumento da massa do campo escalar o nimero de oscilacoes tende a
crescer devido a dependéncia dos autovalores que caracterizam o ponto critico em relagao

a massa m.
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Figura 3.17: Histogramas da distribuicio de Ey;p associado a 90000 condigoes iniciais
tomadas em torno do ponto sobre a separatriz de coordenadas P, : {a, = 0,01, py, =
4,242216413037706, ¥, = 0, py, = 0) com R = 107, E, = 1,499999992920542. As

energias hiperbélicas foram multiplicadas por um fator de 107.

denominamos de alta nao-integrabilidade e a forma do histograma atinge a saturagéo(no
caso do acoplamento minimo a saturagio ocorre para m = 8). Essa propriedade do
histograma das energias hiperbdlicas ou rotacionais de néo sofrer alteracao para valo-
res majores que um determinado valor, val ser mostrada quantitativamente através do
parimetro v que caracteriza a curva usada para ajustar o histograma: para valores acima
de m = 16(para o caso do acoplamento conforme) ¢ m = 8(para o caso do acoplamento
minimo) esse parmetro néo se altera. De modo a verificarmos a modificagao da forma
do histograma em relagio & mudanga do pardmetro m, apresentamos na figura 3.18 o
grafico Ln x Ln dos histogramas para valores de m, crescentes e um outro grafico com as
inclinacoes correspondentes, ambos para o caso do acoplamento conforme. Na figura 3.19
temos os graficos para o caso do acoplamento minimo.

Na tabela 3.1 temos o resultado do cédlculo dos pardmetros que caracterizam o ajuste
do histograma através da lei de poténcia (3.46), onde v, é o valor da inclinagdo calcnlada

usando o grafico Ln x Ln, L é a correlagfo linear do ajuste e infervalo sao os intervalos

99



-.507

M=186
-8
=5

=] 2

Y =2 g 2. g 50 1.do
Ln(E,  -E™®y

hip “hip

Figura 3.18: Caso conformalmente acoplado. a) Gréfico Ln x Ln dos histogramas para
valores crescentes de m, m = 2,6, 8,12, 14, 15, 16. Nos vemos que a regifo linear aumenta
quando m aumenta, e a inclinacio diminui saturando num limite quando m = 16. b)

Estas linha continuas s&o o melhor ajuste para as regides lineares.
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Figura 3.19: Caso minimalmente acoplado. a) Grafico Lm x Ln para valores crescentes
de m, m = 0,2;0,6;1;3:4;5;6;7;8. b) Linhas continuas representando o melhor ajuste

para as regices lineares.

ajustados pela lei de poténcia para os histogramas constituidos por 100 intervalos (caso
minimo) e 70 intervalos (caso conforme). Observamos que a inclinagéo -yrz, da regido lin-
ear (que corresponde & regifo ajustada pela lei de poténcia) diminui atingindo seu valor
de saturaciio em m = 16 (para o caso conforme) e m = 8 (caso minimo). Na figura 5.20
apresentamos o grafico ¢ x m~%* onde foi possivel obter os valores dos indices entrépicos
Gmiz € Qeq T€levantes na descrigao do formalismo necesséario para tornar a Mecénica Es-
tatistica Nio-Extensiva uma teoria fechada [26]. Para a regido onde as condigoes iniciais
foram tomadas, (em torno de um ponto sobre a separatriz), o sistema pode ser conside-
rado fracamente caGtico e isto sugere que devemos usar, na proposta de generalizacao
da Mecanica Estatistica de Boltzmann-Gibbs, ¢mi no que concerne a produgio de en-

tropia finita e g., para discutir a Termodinainica de equilibrio correspondente. Queremos

lembrar que na Estatistica de Boltzmann-Gibbs gmiz = e = 1.
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Figura 3.20: Graficos do comportamento do parametro g da estatistica de Tsallis em
relacdo ao pardmetro de controle m. Como podemos observar, tanto para o acoplamento

conforme quanto para o acoplamento minimo, o valor de ¢ tende a um limite.

Tabela 3.1
Acoplamento conforme-radiacio Acoplamento minimo-radiagao

m | yu. L intervalo | ¢ m [ Yoo L intervalo q

2 | 1,03 | 0,993 15-49 1,97 ||| 0,2 | 1,18 | 0,991 32-70 1,85
4 10,79 | 0,995 6-44 2,27 |I| 0,4 | 0,89 | 0,993 18-70 2,12
5 | 0,77 | 0,996 4-44 2,30 |il 0,5 | 0,80 | 0,998 12-62 2,25
6 | 0,74 | 0,996 3-44 2,35 ||| 0,6 | 0,72 | 0,998 7-52 2,39
7 | 0,71 | 0,997 3-39 241 ||| 0,8 | 0,68 | 0,997 5-52 247
8 | 0,680,998 2-33 2,47 1| 0,9 | 0,67 | 0,996 4-52 2,49
9 | 0,68 | 0,995 2-35 2,47 1 | 0,866 | 0,997 452 2,52
10 | 0,67 | 0,998 2-35 2,49 2 10,63 0,99 3-52 2,59
11 | 0,66 | 0,996 2-35 2,52 3 | 061099 2-50 2,64
12 | 0,65 | 0,997 2-35 2,54 4 | 0,61 0,99 1-48 2,64
13 | 0,65 | 0,998 2-33 2,54 5 | 0,61 ] 0,996 1-48 2,64
14 | 0,64 | 0,997 2-32 2,56 6 | 0,610,997 1-48 2,64
15 | 0,64 | 0,997 2-32 2,56 7 | 0,60 | 0,997 1-48 2,67
16 | 0,64 | 0,997 2-32 2,56 8 | 0,60 0,997 1-48 2,67

Qs valores de 71, e g foram aproximados a segunda casa decimal.
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Ainda com relacgio a variacao do parametro m, efetuamos dois experimentos utilizando
o caso com acoplamento conforme no qual podemos observar que a mudanga de m = 0
(caso integravel) para m # 0 (caso ndo-integrivel) induz ao chamado cruzamento dos
cilindros homoclinicos associados a variedade estdvel e instdvel. O experimento consiste
em escolher condigbes iniciais numa elipse, no plano (¥, py), préximo & 6rbita periddica
instdvel 7 e provocar uma perturbacao na diregio dos autovetores da sela. Evoluindo estas
condigoes iniciais de volta no tempo, contruimos o cilindro estavel e quando evoluimos
estas condigoes adiante no tempo obtemos o cilindro instavel. Estes cilindros sdo mostra-
dos na figura 5.21. A medida que a diminui a imagem projetada da elipse original no
plano (i, py) sofre uma deformagio: a elipse é girada no sentido horério se a segfio corre-
ponde ac ramo superior (cilindro estdvel) e anti-hordrio se a se¢fo corresponde ao ramo
inferior (cilindro instivel), como na figura 3.22. Este fato é fundamental para garantir o
cruzamento dos cilindros e o consequente comportamento cadtico devido &s érbitas ho-
moclinicas, como mencionado no capitulo /7. Quando construimos a se¢io de Poincaré
[27], tomando a adequada superficie (p, = 0) no plano (¥,py), perpendicular aos cilin-
dros, observamos o cruzamento dos cilindros estavel e instavel, como mostra a figure 3.23
onde tomamos m == 2. Devemos salientar que neste experimento consicderamos apenas
0 primeiro cruzamento ou intersecdo homoclinica. J4 comentamos no capitulo /7 que
a existéncia de um cruzamento homoclinico provoca ¢ aparecimento de mfinitos cruza-
mentos homoclinicos, produzindo um conjunto de infinitas érbitas homoclinicas, dando
origem ao chamado entrelacamento homoclinico de Poincaré. FEste fato caracteriza de
modo invariante o caos do modelo.

Realizamos dois experimentos numéricos para mostrar que a forma do histograma
e o parAmetro v, que caracteriza a curva de ajuste, independem das flutuacdes permi-
tidas as condigbes iniciais (volume caracteristico da amostra.) Nos dois casos usamos
m = 16, E, = 1,499999992920542 e o centro do volume da amostra tem coordenadas
P, . (a, = 0,01; p., = 4,242216413037706; ¥, = 0; py, = 0). No primeiro caso
tomamos R = 10~* e no segundo caso tomamos i = 107°. Os histogramas e os graficos
Ln x Ln estao mostrados na figura 3.24. Gostariamos de comentar, observando os valores
da energia hiperbélica no eixo horizontal, que a medida que aumentamos o volume (como

consequéncia do aumento das flutuacdes), awmenta também o valor da energia hiperbdlica
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Iigura 3.21: Ilustragde numérica dos cilindros estavel e instavel originados de condicées

iniciais tomadas préximo a drbita periddica 7.

Figura 3.22: [lustragdo numérica dos cilindros homeoclinicos projetados sobre a subvari-
edade (ps,a). Observe que ocorre rotagdo em sentido contrario nos cilindros instével e

estdvel para projecdo destes no planc (py,1) quando 0 valor da varidvel a diminui.
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Figura 3.23: Secao de Poincaré para m = 2 dos cilindros estavel e instdvel projetados no

plano (py, ¥) com o plano de Poincaré tomado em p, = 0.

méaxima. Dos experimentos realizados verificamos que existe um valor de saturagio para
essa energia hiperbélica maxima. Isto se justifica observando que ao aumentarmos o
volume da amostra, incorporamos 6rbitas que nao visitam mais a regifio linear do pon-
to critico e que precisam ser descartadas. As drbitas que escapam contribuem para o
aumento da cauda do histograma, energias hiperbdlicas positivas, e as drbitas que colap-
sam contribuem para o aumento do pico do histograma, energias hiperbélicas negativas.
Assim, tanto a cauda, extremidade positiva, quanto o pico, extremidade negativa, nao
aumentam indefinidamente, devido ao descarte das érbitas que nfo visitam a regido line-
ar do centro-sela. Permanece assim, inalterada a regifo de interesse no histograma para
estabelecimento do padrao estatistico que é a regio entre os dois extremos.

Efetuamos trés experimentos onde analisamos a influéncia da superficie de energia
na forma do histograma. Em todos os experimentos tomamos R = 1071 e m = 16
com 90000 condicdes iniciais tomadas sobre a separatriz em torno do ponto P, : (a, =
0,01, ¥, = 0, pyo = 0) e o valor de p, calculado através do vinculo Hamiltoniano
(3.10). No primeiro experimento o valor da energia fol L, = 1,499999936904266 com

todas as érbitas colapsando (@ — 0) com energias hiperbolicas negativas. Em outro
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Figura 3.24: Histograma da distribui¢do de Ej,, e grifico Ln x Ln associado para 90000
condigOes iniciais tomadas em torno do ponto sobre a separatriz de coordenadas F, : (a, =
0,01, pao = 4,242216413037706, ¢, = 0, Dy, = 0) com m = 16, E, = 1,499999992920542
e o raio R indicado na figura. O eixo das energias para o histograma superior (R = 107)

foi multiplicado por 107 e o inferior (R = 10~%) por 10°.
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experimento tomamos K, = 1,499999992920542. Esta regido é caracterizada pela mistura
no comportamento das érbitas em relagio ao estado final (escape ou colapso) do modelo.
No dltimo experimento temos F, = 1,499999999498813 com todas as érbitas escapando
para a inflacio. Os resultados nos mostram que a forma de histograma independe da
superficie de energia (veja a figura 9.25), refor¢ando ainda mais as evidéncias da existéncia
de um padrio para a distribuicao das energias hiperbélica e rotacional nas proximidades
do ponto critico centro-sela.

Com os resultados dos experimentos efetuados podemos afirmar que a forma do his-
tograma independe dos pardmetros do modelo, digo, superficie de energia F, e o ralo
caracteristico B do volume da amostra. Como haviamos comentado anteriormente, nos
obtivemos que todos os histogramas examinados séo ajustados pela funcdo distribuigao
de energia dada pela equacgdo (3.46). Devemos enfatizar que esta fungdo distribuigao é
valida para o regime de alta ndo-integrabilidade onde a forma do histograma atinge a
saturacdo. Além disso, a regido de ajuste da funcdo (3.46) estd compreendida entre o pico
e o “cutoff’da “cauda”. O que queremos dizer é que a expressido da curva que ajusta todo
histograma tem uma forma geral tal que na regiao entre o pico € 0 cutoff(regifo linear do
grafico Ln x Im) esta curva pode ser representada por (3.46).

Na tabela 8.2 estdo tabulados os dados obtidos para trés experimentos nas trés regides
de condices iniciais para diferentes comportamento do estado final (colapso, escape ou

uma mistura entre estes dois estados) que aparecem na figura 3.25.

Tabela 3.2

Acoplamento conforme-radiagéo

Regiao { m | AE R Yoaw x2 intervalo Y L

Colapso | 16 | 10-™2 | 107* | 0,64 £0,05 | 0,03 | 2-32 |0,63+0,01 | 0,997
Mistura | 16 | 107515 | 1074 0,64 0,05 | 0,04 | 2-32 | 0,64£0,01| 0,997
Escape | 16 | 107> | 107* [ 0,63£0,05 | 0,03 | 2-32 |0,63:+0,01 0,998

Acoplamento minimo-radiac¢do
Colapso | 8 | 10°7 |107*|0,61+0,03]|0,05| 1-48 |0,614£0,01)0,996
Mistara. | 8 | 1078 |[107*]0,6140,03|0,04 | 1-48 {0,6040,01 | 0,996
Escape | 8 | 10795 | 107%]0,61+£0,03 | 0,04 1-48 |0,62+0,01 0,996

Os valores de vur e Ypaw foram aproximados para segunda casa decimal.
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Figura 3.25: Histograma da distribui¢go de Fj,, e grafico Im x Ln associado para 90000
condigBes iniciais tomadas em torno do ponto sobre a separatriz de coordenadas F, : (a, =
0,01, 1, =0, py, =0) comm = 16 e raio R = 10~*, com a superficie de energia indicada
na figura e o valor de p, obtido através do vinculo Hamiltoniano. Os histogramas sao
compostos por 70 intervalos e o eixo das energias foi multiplicado por: a) 107, b) 108,

¢)10°.
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Os valores da tabela 3.2 foram obtidos pelo melhor ajuste da funcéo (3.46) usando o pacote
Physics Analysis Workstation(PAW) do CERN, negligenciando o extremo da “cauda”do
histograma. Na tabela 3.2 AE = E_, — E,, vpaw corresponde ao valor do expoente da
funcéo (3.46) calculado pelo PAW, x? é a varidncia desta medida, v, é o valor do
expoente calculado através da inclinagao da reta que ajusta os pontos no grafico Ln x Ln,
L é a correlagao linear deste ajuste e intervalo sdo os intervalos ajustados pela lei de
poténcia para um total de 70 intervalos (caso conforme) e 100 intervalos (caso minimo).

Verificamos assim, que o parametro -y descreve o grau de nao-integrabilidade do sistema
e afinge seu valor caracteristico de saturacdo para o modelo num regime de alta nao-
integrabilidade. Uma confirmagio da validade da lei de poténcia é obtida do grafico
Ln x Ln do histograma. Na figura 3.25 temos exemplos desses graficos.

Nés agora exibiremos evidéncias numéricas de que o ponto critico centro-sela atua
como um espalhador cadtico relacionado a natureza fractal do conjunto de condigoes
iniciais. Para verificarmos este comportamento varnos considerar o conjunto de condigoes
inciais para Universos inicialmente expandindo com energia F, tal que as érbitas visitem
urna vizinhanga linear do ponto critico centro-sela.

(O modelo que utilizamos para efetuar os experimentos numéricos foi o caso confor-
malmente acoplado com radiagho. Este modelo permite-nos calcular a dimensio fractal
quando permitimos as érbitas evoluirem por um longo tempo (devido a existéncia de
recorréncia destas érbitas) para condigbes iniciais tomadas em torno da separatriz. Nosso
sisterna é aberto com dois estados assintéticos identificados como atrator (1) e atrator
(2) conforme a figura 3.26. O cédigo destes dois estados define fronteiras fractais no con-
junto de condigdes inciais e estas fronteiras estdo associadas precisamente as condigoes
iniciais para a variedade de intersecdo homoclinica, constituida pelo conjunto de érbitas
contidas sitnultaneamente no tubo estavel e instavel 2-dimensional. Ha também um con-
junto enumeréavel de drbitas periédicas de periodos arbitrariamente grandes na vizinhanga,
de cada érbita homoclinica e que tem a drbita homoclinica como um conjunto de acu-
mulagao [7, 17). Este conjunto de érbitas ligadas que estdo na fronteira do colapso ou
escape contituem o que denominamos de um repulsor estranho. Neste sentido, o centro-
sela tem a caracterfstica de um espalhador cadtico com duas saldas absolutas: 1) escape

para a inflagio (atrator (2)) e i) recolapso & singularidade, para Universos inicialmente
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expandindo(atrator (1)).

Para ilustrar isto nés realizamos experimentos para medir a dimensdo fractal da fron-
teira no conjunto de condicdes iniciais usando o método de boz-couting'[20], com o cddigo
de incerteza definido por colapso-atrator (1)/escape-atrator (2). Vamos analisar duas
situacoes que passamos a descrever a seguir. A primeira situagio diz respeito ao calculo
da dimensdo fractal para dérbitas recorrentes. Lscolhido o conjunto de condigdes inici-
ais de modo que as Orbitas visitem a regido linear do centro-sela, permitimos que estas
érhitas evoluam por um longo tempo até que se estabelecam em definitive num dos es-
tados assintéticos que sdo atrator (1) ou atrator(2), como mostrado na figura 3.26. Sob
estas condicdes calculamos a dimensao fractal e construimos as figuras fractais do espago
de fase das condicdes iniciais. Na figura 3.27 apresentamos o resultado da figura fractal
para os casos m = 1,2, 8, 16. Um fato que se destaca de imediato, observando as figuras, é
0 aparecimento das fronteiras fractais que separam duas regides representando os estados
assintéticos do modelo. Para o caso m = 0 nao existe fractalidade na fronteira jé que
este caso é integravel e quando calculamos a dimensdo fractal desta regiao encontramos
um valor inteiro. No caso de m = 1 a fronteira ji apresenta uma pequena regiao fractal,
o que indica que a nio-integralidade comega a atuar ndo permitindo mals prever para
qual estado assintGtico a drbita se dirige quando a condigdo inicial é tomada nesta regiao.
Isto é devido caoticidade do sistema, como uma consequéncia da estrutura dos cilindros
homoclinicos e seus cruzamentos transversais. Para m = 2 e m = 8 a regido de fronteira
fractal aumenta, e para m = 16 praticamente toda a regifio onde antes s¢ havia solugao
que colapsava agora é fractal. Este aumento na fractalidade da regido fronteira pode ser
observado nos nimeros que fornecem a dimensao fractal destas regides. Para m = 0 temos
o parametro de incerteza o = 1, que de acordo com o apéndice B indica que a incerteza no
resultado de uma previsio é proporcional ac tamanho do erro na medida da varidvel. Para
m = 2 o valor de @ = 0,26 enquanto o valor para m = 16 é & = 0,15. Como mostramos
no apéndice B quanto menor ¢ valor do pardmetro de incerteza maior a fractalidade da
regido de fronteira, o que pode ser confirmado pela figura 8.27. Na figura 3.28 temos os
graficos utilizados para o célculo do expoente de incerteza o nos casos m = 2,4,8,16.

Um outro experimento que realizamos foi obter a se¢iio de Poincaré para valores cres-

4No apéndice B fizemos um resumo de como calcular a dimensdo fractal de um conjunto cadtico.
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Figura 3.26: Grafico mostrando o comportamento das érbitas em relagao ao cédigo (atra-

tor 1: a — —oo)/(atrator 2: a — 00).

centes de m. Analisamos os casos m = 0,4; 1; 3, com os resultados apresentados na figura
3.29. Devemos salientar que a construcio da secio de Poincaré sé € possivel quando ocorre
recorréncia para as érbitas analisadas. Como o modelo que trabalhamos nao é compacto,
para valores m > 4 ocorrem Orbitas que escapam para um dos dois estados assintéticos
mostrados na figura 3.26, nio permitindo a obtengdo da secao de Poincaré. Porém, ape-
nas com os valores utilizados foi possivel observar o aumento na randomicidade da érbita
a medida que m auwmenta.

Do que analisamos podemos afirmar que, mesmo tomando condigbes iniciais numa
regifo muito préximo da separatriz, para m # 0 e permitindo que as érbitas evoluam
por um longo tempo, nés nac somos mais capazes de prever qual o estado assintdtico
serd atingido por estas érbitas, se atrator (1) ou atrator (2), e isto estabelece fronteiras
fractais associadas com estes dois estados, sendo este fato devido ao aumento da nao-
integrabilidade. Neste sentido podemos afirmar que o modelo apresenta uma saida cadtica
para a inflacio (atrator (2)) e o papel do ponto critico centro-sela é de um espalhador
cadtico. Os resultados obtidos acima tem um aspecto interessante do ponto de vista

dos sistemas dindmicos, pois apresentam o comportamento do modelo em fungio das
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Figura 3.27: Bacias de atracio para o espago de fase das condigdes inicials para pontos
fixos localizados em a = —oco(regifo escura-atrator (1)) e a = +oo(regido cinza-atrator
(2)). Podemos notar que com o aumento do pardmetro m ocorre um aumento da fractali-
dade da regifio de fronteira indicando uma rota para o caos. Os eixos foram multiplicados

por 10°.
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Figura 3.28: Gréafico de f = k,e® para m = 2,4,8,16, onde € é o raio de incerteza
para um conjunto D de 5000 condicoes inciais € o é o parameniro de incerteza para um
experimento do célculo da dimenséo fractal, d = N —a (N = 3), com 6rbitas recorrentes.
f é a fragdo de D de condigbes iniciais incertas com relagao aos doils atratores da figura
3.25. O melhor ajuste nos fornece os valores de o apresentados na figura onde usamos
o valor de E, = 1,499999992920542 para a superficie de energia. O ponto em torno do
qual foram tomadas as condigdes inciais foi F, : (a, = 0,01, 9, = 0, py, = 0) com
R =10"" ¢ o valor de p, obtido através do vinculo Hamiltoniano. A barra sobre o circulo

é proporcional ao erro da medida para o intervalo considerado.
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Figura 3.29: Secdo de Poincaré para m crescente. Utilizamos 4 condigGes inicials para
cada experimento no qual escolhemos o plano de Poincaré em a = 0. As condigdes iniciais
foram tomadas em torno de um ponto sobre a separatriz de coordenadas P, : {a, =
0,01, p,, = 4,242216400634557, ¥, = 0, pyo = 0) com FE, = 1,499999984151068 e
R == 107%. Podemos observar que a medida que m aumenta, érbitas comegam a ter maior

liberdade para movimentar-se pelo espago de fase. Isto quer dizer que ndo se localizam

mais sobre os cilindros, resultado do aumento da perturbagéo.
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flutuagbes nas condigdes iniciais. Porém, do ponto de vista fisico, apresentam dificuldades,
j4 que as 6rbitas evoluem passando pela singularidade (¢ = 0) antes de recolapsarem.
Diante deste fato, passa a ser importante a andlise do que ocorre com o sistema na
primeira passagem pela Tegido linear do ponto critico centro-sela, ja que este caso € mais
realista. I o que faremos a seguir.

A segunda situagio que analisamos foi o cdlculo da dimenséo fractal quando da
primeira passagem das érbitas pela regido linear do centro-sela. Iste experimento € uma
tentativa de estabelecer uma relacio entre v e o o para estes experimentos. Como ja
comentamos, este experimento é fisicamente aceitével pois nio temos que lidar com a sin-
gularidade. Por outro lado, néo temos mais o conceito de incerteza padrao medido pelo
pardmetro @, que implica em permitir a evoluggo das érbitas por um longo tempo. Mesmo
assim. ainda é possivel definir uma incerteza associada ao cédigo colapso/escape e & saida
cadtica para a inflagio, e deste modo calcular o valor de « obtendo ainda uma relagdo
numérica com o expoente v da lei de poténcia (3.46). Na andlise do comportamento dos
histogramas em relagdo ao pardmetro m, observamos que, com o aumento deste, a nao-
integrabilidade aumenta sua atuagdo provocando uma diminui¢ao do platd em relacao a
“cauda”, com consequente dimimicio do valor do expoente 7, até o histograma atingir
sua forma saturada em wm regime que denominamos de alta néo-integrabilidade. O que
gostariamos de saber ¢ se existe alguma relagao entre a destruicdo do platd(que representa
o caso integral no histograma), e consequente diminui¢ao do valor de -y, com o aumento da
incerteza (representada por o) na determinagdo do estado assintético do modelo quando
o valor de m é aumentado. Para os experimentos, vamos empregar o modelo cosmologico
com a gravitacio acoplada minimalmente com o campo escalar. Apds varios experimentos
numéricos observamos que para os caso integravel temos « = 1 independentemente da
geometria da amostra, quando utilizamos o resultado da primeira passagem pelo ponto
centro-sela e quando permitimos uma perturbagio mais geral nas condigdes iniciais. Com
perturbagdo mais geral queremos dizer que todas as varidveis (&, pa, ¥, py) serdo pertur-
badas. Isto é andlogo a tomarmos, no caso dos histogramas, uma amostra mais geral,
isto é, homogénea e randdmica. Os resultados indicam que para valores do pardmetro
m relativamente baixos (abaixo do valor que leva a forma do histograma a saturacgao), o

tamanho da “boa’regifo para o célculo de & (regifo linear) diminui a ponto de produzir
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uma medida imprecisa que deve ser desconsiderada. Uma medida confidvel para a s6 é
possivel quando temos uma regidgo de tamanho considerdvel. Isto ocorre para valores de
m > 5, atingindo a seu valor de saturagdo para m = 8. Comportamento idéntico apresen-
ta o parametro v em relagdo ao histograma. Analisando a tabela 3.1 observamos que para
valores baixos de m o valor de -y apresenta um grande variagéo, e tende a se estabilizar
com o aumento de m, saturando em m = 8. Na figura 3.30 apresentamos o grifico através
do qual calculamos o pardmetro de incerteza « e na tabela 3.3 apresentamos os valores

obtidos para os dois modelos considerados.

Tabela 3.8
Acoplamento conforme-radiagao Acoplamento minimo-radiacao
m AE R o m AL R o
16 107813 1 1071 | 0,25 £0,01 3 108 107 | 0,26 £ 0,01

(s valores de a foram aproximados a segunda casa decimal.

Destes experimentos concluimos que, como ¢ expoente de incerteza « estd ligado & perda
de habilidade de prevermos o estado final do modelo, e o pardmetro v apresenta com-
portamento que estd intimamente relacionado a o quando m aumenta e o sistema atinge
o regime de alta nio-integrabilidade, o histograma traduz o padrio cadtico estabeleci-
do pelo centro-sela para érbitas que visitam a regido linear. Com estes experimentos
acreditamos que possuimos fortes evidéncias para afirmar que o centro-sela atua como
um espalhador cadtico para drbitas que evoluem préximo a separatriz permanecendo por
um curto perfodo em sua regifio linear, e que a distribuigéo dos valores das energias dos
modos rotacional e hiperbélico segue um padrdo, descrito por uma lei de poténcia, que
independe dos aspectos do modelo, como j4 mostramos. Do comportamento de « e 7,
principalmente em relacéo & variagio de m, verificamos que para todos os casos analisados
a soma. destes parametros, num regime de alta ndo-integrabilidade, estd compreendida no

intervalo

0,9<y+a=<11, (3.50)

o que parece reforcar ainda mais o cardter universal da lei de poténcia (3.46) e a ligagdo

de v com a fractalidade do sistema.

Apresentamos a titulo de complementagio os resultados de experimentos numericos

para os modelos com acoplamento conforme e minimo com poeira. Na figura 3.31 temos
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Figura 3.30: Grafico de f = k,c* para m = 8 para o caso minimalmente acoplado, onde
€ é o raio de incerteza para um conjunto P de 5000 condig¢des inciais e « é o paramentro
de incerteza. O melhor ajuste nos fornece o valor de a =~ 0,26, onde usamos o valor de
E, = 1,499999990000000 para a superficie de energia. O ponto em torno do qual foram
tomadas as condigées inciais foi P, : (a, = 0,4, pso = 3,563818160344324, 1, =0, pyo =
0) com R = 107* A barra sobre o circulo é proporcional ao erro da medida para o
intervalo considerado. O que denominamos de “boa’regido para o cilculo de o € a regiao
linear ajustada pela reta. Esta regido tende a zero quando m diminui impedindo uma

medida confidvel do valor de a.
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os histograma e os graficos Ln x Ln para os dois modelos. Também neste casos o0s
histogramas atingem uma forma saturada para valores de mm = 8(no caso do acoplamento
minimo) e m = 16(no caso do acoplamento conforme.) Na tabela 3.4 apresentamos os

resultados do calculo dos parametros que descrevemn os histogramas.

Tabela 3.4

Acoplamento conforme-poeira

2

m | AFE R Yeaw X~ intervalo o L o

16| 10736 | 1074 0,84 40,06 | 0,041 | 841 |0,83::0,03|0,996 | 0,29+0,01

Acoplamento minimo-poeira

8 | 1078 | 107%}0,6340,03|0,049; 1-48 |0,614+0,02|0,998|0,35+£0,01

Os valores de v, e vpaw foram aproximados a segunda casa decimal.

Dos resultados de todos os experimentos numéricos realizados com conjuntos de amos-
tras distintas randémica e uniformemente distribuidas D, onde sua geometria € descrita
como 1o texto, as seguintes propriedades caracteristicas dos histogramas foram verificadas

numericamente, no regime de alta naoc-integrabilidade(saturacéo}:

1. a forma do histograma é invariante de escala, isto é, independe do raio R da amostra,

D das condicoes iniciais, a menos de uma mudanca de intervalo;

2. a forma do histograma independe do pardmetro (AF = E. — E,) que permite-
nos caracterizar se as érbitas sdo dominantemente colapso ou escape, apds visitar a

vizinhanca linear do centro-sela;
3. a forma do histograma independe, a partir do valor de saturagao, do parametro m;

4. dentro dos erros estatisticos, o histograma é ajustado por uma distribuigao do tipo
P(z) ~ =7 onde o valor de -y corresponde ao melhor ajuste ao histograma e € o mes-
mo para todas os histogramas associadas a Hamiltonianas analisada independente

de m, AFE e escalas;

5. dentro do erros estatisticos 0,9 <v+a <1, 1;

6. o ponto critico centro-sela atua como um espalhador cadtico induzindo uma saida

cadtica para a inflagao.
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Figura 3.31: Histogramas da distribuigdo de 3, e grafico Ln X Ln associado para 90000
condigbes iniciais tomadas em torno de um ponto da separatriz. Para o caso conforme
P, (a, = 0,3, poo = 2,014249237546638), ¥, = 0, pyo, = 0, m = 16, R = 1074
E, = 1,999999997488114 e o eixo das energias foi multiplicado por 10°. Para o caso
minimo P, : (a, = 0,4, pa, = 2,036467518032144), 1, = 0, pyo =0, m = §, R = 1074,
F, = 1.99999999 e o eixo das energias foi multiplicado por 108,
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No préximo capitulo iremos mostrar que os fatos enumerados acima sao comuns a
outros sistemas Hamiltonianos que possuem um ou mais pontos crificos centro-sela no
seu espaco de fase, de modo que a distribuigio estatistica P(xz) ~ ™7 aparece como uma

propriedade universal deste ponto critico. w
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Capitulo 4

Modelo Bianchi I1X Axissimétrico
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Neste capitulo vamos analisar um modelo do tipo Bianchi IX axissimétrico, com
dois fatores de escala distintos, tendo como contelido material um fluido perfeito e cons-
tante cosmologica. O modelo pode ser pensado como descrevendo o papel da anisotropia
no estagio inicial da inflagio, onde a constante cosmolégica A faz o papel da energia do
vacuo do campo de inflaton. A ocorréncia da constante cosmolégica e da anisotropia sio
suficientes para produzir uma dinimica cadtica na evolugao do modelo, devido & presenca
de um ponto critico centro-sela no espago de fase do sistema. Analogamente aos modelos
descritos no capitulo anterior, na vizinhanca do centro-sela o espago de fase apresenta a
estrutura de cilindros emanando das drbitas periédicas instdveis. A ndo-integrabilidade
do sistema implica que a extensio dos cilindros longe desta vizinhanga, tem uma estru-
fura complicada devido aos infinitos cruzamentos transversais. Aqui nao somente vamos
examinar a estatistica de dérbitas na vizinhanca do ponto critico, mas também algumas
consequéncias fisicas do movimento oscilatério, nesta vizinhanca, antes de o Universo en-
trar na fase inflaciondria. Na vizinhanga do centro-sela ocorre uma fase de oscilacdes na.
qual o fator de escala permanece um tempo arbitrariamente longo dependendo das con-
digOes iniciais da drbitas. Nés mostraremos que estas oscilagoes fornecem um mecanismo
de tessonancia paramétrica para a amplificacio de um espectro selecionado de compri-
mentos de onda de perturbagGes escalares inomogéneas nos modelos.

Consideramos um modelo anisotrépico do tipo Bianchi IX (axissimétrico) caracteriza-

do por dois fatores de escala, A(t) e B(¢), com elemento de linha
ds® = dt* — A2 (1) (w")? — BA()[(w?)* + (w*)?], (4.1)

onde ¢ é o tempo cosmolégico e (w!, w?, w?) sio 1-formas invariantes para o modelo tipo
Bianchi IX satisfazendo dw’ = €7*wJ A w*. O contetido material é assumido ser um fluido
perfeito com campo de velocidade U* = §* no sistema de coordenadas comdvel. Sem
perda de generalidade vamos nos restringir ao caso de poeira; o tensor momento-energia
do fluido é entédo descrito por

| T = pUrU", (4.2)
onde p ¢ a densidade do fluido como medida pelos observadores coméveis. Em todo o
capitulo adotamos 87G =1 = ¢.

As equacdes de Einstein
GH — Agh” =T, (4.3)
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para a métrica (4.1) e o tensor momento-energia (4.2), sao equivalentes s equacdes Hamil-

tonianas geradas pelo vinculo Hamiltoniano [5]

3

A A
H(A, B, pa,pg) = ngg Sgg + 24— o5 —204B* — E, =0, (4.4)

onde p4 e pp sdo os momentos canonicamente conjugados a A e B, respectivamente. F, é
wna constante de integragao que aparece das identidades de Bianchi, 2pAB? = E,, e pode
ser interpretada como a energia total do fluido perfeito. Para introduzir coordenadas do

tipo Moser definidas no capitulo 1, vamos efetuar a transformacao canénica

A=alb+1)i, (4.5)
a

_— 4.6

(b+ 1)z (4.6)
1 p, po(b + 1)3

_ 2 + , 4.7
PaA = S(b—l—l)% a ( )
2(54_1)% m (4 8)

p 3 a ] b

obtendo a Hamiltoniana

H—iﬁ—ﬁ(b—f_l)z2—!—9(1(6—5—1)%~la(b+1)%u2a3AuE =0 (4.9)

T2 § o3 BT ) o= '

onde p, e pp s80 0s momentos canonicamente conjugados a a e b, respectivamente.

A dindmica é governada pelas equagtes de Hamilton, obtidas através do vinculo Hamil-

toniano (4.9) e sdo dadas por

1 pa

=== (4.10)
Po = —g(—b%MJr;liﬂ (b+1)3 + %(b—H)a + 6Aa?, (4.11)
b _ iﬁ’_*:&i.l__ (4.12)

%“’Z—j)pfug(m 1) Sa+ 4(b+1)% (4.13)

onde () representa a derivada em relagio ao tempo cosmoldgico.

Na regiao finita do espago de fase o sistema dindmico tem um ponto critico que, para

A = 1 e para a regido fisica a > 0, tem coordenadas

Pao =0, ag =1, poo =10, b, =0, (4.14)

79



correspondendo ao Universo estdtico de Einstein.

A linearizacao do sistema em torno do ponto critico resulta

!
ba = ﬁ(‘jpa, (415)
§pa = 36a, (4.16)
§b = —gﬁpb, (4.17)
50 = géb, (4.18)

onde 8a = a—1, 8pg = pa, 60 = b, 6pp = py. O polindmio caracteristico associado & matriz
constante do sistema linearizado acima tem autovalores

1
M=, AT:%=A3$—4VZ Ay =0v2, (4.19)

que caracterizam um ponto critico do tipo centro-sela.

A Hamiltoniana (4.9) linearizada na vizinhanga do centro-sela resulta

1, 3 , 3., 4,
H=E,~E,+—p;,—=(a—1)"—zpy — 0" =0, 4.20

de acordo com o teorema de Moser. Nestas varidveis o movimento ¢ separdvel, com as

duas constantes de movimento: & energia hiperbélica (Enp = P2 — 3(a — 1)?), associada

a0 movimento hiperbélico no plano (6a,p,) e a energia rotacional (B, = ;i + %bg),
associada ao movimento rotacional no plano (b,p,) na vizinhanga linear do centro-sela.

Da expressio (4.20) obtemos o vinculo
Erot - Ehip == Ecr - Eo: (421)

onde a energia do ponto critico B, = 1.
Analogamente aos casos anteriores, a dindmica apresenta um plano invariante M,

definido por (b = 0,p, = 0), onde din&mica Hamiltoniana é integravel e governada pelo

sistema bi-dimensional

Pa
22 4.22
15 (4.22)
2
. D 3, 5
R - “(a? 1), 4.23
Pa=5p5 T 500 ) (4.23)
com a Hamiltoniana associada
]
r 3 1 4
_ P 3 ls g 4.24
He =51, 729~ 3° (4:24)
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Figura 4.1: Retrato de fase do plano invariante (b = 0,py = 0) contendo o ponto critico.

S sao as separatrizes atingindo o centro-sela.

A figura 4.1 apresenta as curvas integrais sobre o plano invariante. Neste plano invari-
ante estdo localizados dois pontos criticos no infinito correspondendo a configuragao de
de Sitter, um atrator e o outro repulsor. Como nos casos anteriores o atrator de de Sitter
definira uma saida da dindmica para a inflagio. A regido IT é caracterizada por frajetorias
com energia £, > E.. e que escapam para inflagao (atrator de de Sitter). Idéntico com-
portamento ocorre para as trajetorias na regido I1I, agora com energia £, < E.. Nas
regides I e IV temos trajetérias descrevendo o colapso do Universo(a — 0) com energia
B, < E, e B, > E_., respectivamente.

Como j4 discutimos, a dinfmica no plano invariante é integravel, representando &
evolugdo de um Universo FRW homogéneo, isotrdpico, fechado com constante cosmoldgi-
ca. A introducdo de anisotropia corresponde a uma evolugido dindmica fora do plano
invariante onde esta se torna mais complexa devido a nao-integrabilidade. Vamos entao
efetuar a andlise do comportamento do modelo em situagdes onde a anisotropia esta
presente e o modelo se torna nao-integravel. Basicamente podemos dividir este estudo na
analise de trés regides de condigdes iniciais definidas relativamente ao plano invariante:

(i) condigdes iniciais tomadas sobre o plano invariante, (i) condigoes iniciais proximas
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ao plano invariante, (iii) condi¢des iniciais longe do plano invariante. No primeiro caso a
andlise ja foi feita acima. Escolhido um ponto sobre o plano invariante, temos definido
a energia do modelo e seu estado final. Como neste caso b = 0, isto implica que A =
B, que corresponde ao modelo isotrépico onde os fatores de escala nfo oscilam em sua
aproximacao a regiao linear do centro-sela.

O Segundo caso ocorre quando tomamos condicies iniciais fora, mas préximas ao
plano invariante, por exemplo, numa esfera 4-dimensional centrada num ponto do plano
e com raio da ordem das flutuagdes de anisotropia que admitiremos para as condicdes
iniciais. J& mostramos que nas varidveis (a, p,, b, py), na vizinhanca linear do centro-sela,
os movimentos do setor hiperbdlico e rotacional sio desacoplados. Porém, como A e B sio
definidos em funcio de a e b, equagGes (4.5-4.6), e como b oscila, (vide figura 4.2), Ae B
também terdo movimentos oscilatérios quando a drbita se aproxima do centro-sela. Este
caso pode ser considerado uma perturbagio do caso integrdavel: ao introduzirmos uma
pequena anisotropia assistimos o aparecimento de uma dinadmica complexa que provoca
a perda de habilidade em prevermos o estado final do modelo, se colapso ou escape para
inflagao devido & flutuacbes nas condicdes iniciais.

No terceiro caso, quando tomamos condi¢bes iniciais longe do plano invariante, in-
troduzindo uma completa anisotropia no modelo, tanto a varidvel b quanto a varidvel a,
oscilam durante a evolugiio da drbita, antes de a drbita atingir um de seus dois estados
assintéticos[9] (vide figuras 4.8, 4.4 e 4.5).

Em ambos os casos (ii) e (iii}, a nao-integrabilidade do sistema introduz uma completa
imprevisibilidade no estado final do modelo devida & fiutuagdes nas condicdes iniciais, o
que caracteriza a saida cadtica para inflagdo analogamente aos modelos analisados no
capitulo anterior. Retomaremos esta questdo mais adiante.

As érbitas geradas a partir dos conjuntos de condi¢Bes iniciais caracterizadas nos casos
(i1) e (i11) anteriores, possuem a propriedade de poderem oscilar por um tempo arbitrari-
amente longo numa vizinhanca do centro-sela antes de colapsarein ou escaparem para a
inflacdo. Esta fase oscilatéria pré-inflaciondria que ocorre numa vizinhanca do centro-sela,
poderd ter uma comsequéncia fisica importante que passamos a discutir: o fenémeno de
ressonancia paramétrica para perturbacoes escalares inomogéneas, com amplificacdo de

um espectro selecionado de perturbagtes que poderia dar origem a formagio de estruturas
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Figura 4.2: Vista tridimensional de 20 érbitas gerais com aproximacdo oscilatéria a vizi-
nhanca linear do centro-sela. As condigdes iniciais foram tomadas em torno do ponto sobre
a separatriz de coordenadas F, : {a, = 0,25;p,, = 1,948557148800763; b, = 0;p, = 0)
com energia £, = 0,9999999936904266 e m = 16, sendo a ordem das flutuagdes admitidas
as varidveis iniciais de 2 = 10~%. Note que as possiveis saidas da aproximacgio oscilatéria,
apds a passagem pela regido linear do centro-sela, sdo o colapso(Ey;, < 0) ou o escape

para a inflagdo(Ep;, > 0).

com hierarquia de escala.

Para ser considerado bem sucedido, o paradigma inflacionédrio deve acomodar modelos
no qual inomogeneidades iniciais sio geradas, levando a formacao das estruturas presentes
no Universo atual. Na literatura sobre inflagéo, tem sido dito que pequenas flutuagoes
no campo escalar poderiam levar ao aparecimento de wm espectro independente de escala
de perturbagdes adiabdticas de densidade (o espectro de Harrison-Zeldovich), que é o es-
pectro padrio usado na explicagdo da formagio das galdxias. Entretanto, o nimero de
objetos distintos em larga escala e estruturas em nosso Universo, como galdxias, “clus-
ters”de galdxias, quasares, é muito grande e o tamanho desses objetos forma uma hie-
rarquia de escalas gque nao é descrita pelo espectro plano das perturbagoes iniciais. Em

outras palavras, as perturbagdes de Harrison-Zeldovich parecem nio serem suficientes
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Figura 4.3: Projecao de 20 drbitas sobre o plano (a,p,), tomadas longe do plano in-
variante, que visitam a regiao nao-linear do ponto critico centro-sela localizado na
origem, evidenciando a aproximacdo oscilatdéria a esta regiao. Neste caso tomamos
E, = 0,9266120345 e o centro do volume de condi¢des iniciais foi escolhido tendo as
coordenadas F, = (a, = —1, pa, = 0,3185295369145966, b, = 0,25, p, = 0,2). Para
estas condi¢des iniciais, as érbitas levam um tempeo arbitrariamente longo na vizinhanca

linear do centro-sela.
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Figura 4.4: Tlustragdo numérica das 20 érbitas da figura 4.3 agora com projecdo no plano

(b, p.), onde podemos observar as oscilagdes nas varidveis p, e b.
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Figura 4.5: Ilustragao numeérica das 20 érbitas da figura 4.3 agora com projecao no plano

(a,b), onde podemos observar as oscilagoes nas varidveis a e b.
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para produzir estruturas em larga escala do Universo observado. Por simplicidade vamos
considerar o modelo descrito pela Hamiltoniana (4.4}, mas os aspectos basicos nao sao
alterados para outros tipos de fluido como radiagio, por exemplo, ou campo escalar.

No artigo [9] mostramos que a vizinhanca do centro-sela é uma regido onde a érbita
pode oscilar um tempo arbitrariamente longo. A presenca da orbita por um longo tem-
po na regiao linear do centro-sela pode ter como consequéncia o acentuado crescimento
das inomogeneidade [28, 29]. Mostramos que é sempre possivel selecionar condi¢oes inici-
als para Universos expandindo tal que, nesta vizinhanca, as érbitas realizem um grande
ntimero de oscilacbes antes de entrarem na fase inflaciondria, como mostrado na figura 4.3,
4.4 ¢ 4.5 Em geral, as érbitas tem uma entrada oscilatéria na fase inflacionéria, enquanto
o fator de escala tem uma aceleracéio positiva global. Este fato tem implica¢des cruci-
als no problema da formacio de estruturas, produzindo um mecanismo de amplificacao
por ressonancia paramétrica das perturbagdes inomogéneas com um espectro selecionado,
cOmo iremos mostrar.

Nés consideramos uma dada érbita, correspondendo a wm Universo se expandindo

"inicialmente tal que ela visite a regido linear do centro-sela. Para evitar dificuldades
técnicas devido ao formalismo perturbativo no background anisotropico, e motivado pelo
fato que na dindmica geral das perturbaces, pequenas flutuacdes de anisotropia podem

ser, em média, desconsideradas, nés introduzimos o fator de escala médio i(t) definido por
1(t) = (ABY)5, (4.25)

Esta aproximacéo corresponde a um Universo de FRW fechado com [(¢) como fator de
escala, tanto num regime oscilatério quanto entrando numa fase inflaciondria. A expresséao
analitica para o fator de escala médio na vizinhanga do centro-sela foi obtida no apéndice

(' e é dada por

A2 AQ
1) = a(t) = ao+%—[c%(3a§w2—2)—%—§:(2+3agw2) cos(2wt)+CreY M+ Che™V™ | (4.26)
onde w = %2, Cy e Cy sdo pequenas constantes arbitririas da mesma ordem do raio

caracteristico da vizinhanca do centro-sela. Os termos exponenciais estio associados com
o modo de energia hiperbélico, enquanto o 1iltimo termo ests associado ao modo de energia
rotacional. A fase oscilatéria pura é caracterizada por C) = 0e Cp = 0 (6rbita sobre

o cilindro), que corresponde a uma classe de soluges especiais associadas a condigoes
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dificieis de realizar para Universos razodveis. Quanto menor estas constantes, maior o
tempo que a érbita passa na fase oscilatéria. O escape para inflagdo corresponde a € # 0
e Cy =0, isto é, ha um aumento exponencial da amplitude do fator de escala.

Vamos agora examinar ¢ comportamento das perturbacoes inomogéﬁeas de matéria
5p e campo escalar §¢ nesta fase oscilatéria da métrica de fundo. E importante enfatizar
que 6¢ daré origem a perturbacées de segunda ordem da densidade de energia do campo
escalar, §py, pois ¢ = V(@) ~ 0, com ¢ = const sendo o campo escalar da métrica
de fundo correspondente a um extremo do potencial, e cujo papel efetivo é produzir a
constante cosmoldgica A. Como consequéncia, nio existe acoplamento entre §p e ¢ uma
vez que o primeiro representa desvio de primeira ordem. A evolugdo da densidade de
constraste X = 6p/p = Quy(x)xx(f) nesta métrica de fundo é dada por[38]

Y |
Xe +25%0 — 5o =0, (4.27)

onde yx é 0 modo associado com a base harménica escalar Q) (x) o qual satisfaz
R Quay (%), = (K2/12)Qui (), (4.28)

h# sendo o projetor na superficie espacial, e k = n? — 1 com n > 1 assumindo valores
inteiros. p == E,/{(t)* é a densidade de energia da métrica de fundo. Na fase oscilatéria,
em torno do ponto critico, a equacdo (4.27), apés uma reescala apropriada da varidvel

(vide apéndice ('), assume a forma

Xn — [ED + (4w2 + %)a cos(2wt)])<k = 0. (4.29)

3 3
2a3 as

362 (A+4w?
de instabilidade, e consequentemente todos os k s@o igualmente amplificados. Apés a

onde a0 = M. Esta é a equagao de Mathieu compreendida na regido paramétrica

fase oscilatéria, o Universo sofre uma bem sucedida inflagdo e todos os modos xi séo

congelados.
Nés agora consideraremos a evolucio das perturbagoes do campo escalar ¢(x,t) =
91 + Qi (x)8¢x(t), onde 0 ¢l a2 const e 5y (t) é o modo associado com a base escalar

harmoénica Qiy(x). A equagio do movimento para os modos perturbados do campo

escalar é

S+ 33666 + (V' (6%) + 77 ) = 0. (4.30)
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Introduzindo a varidvel 8, = */26¢, na equacio (4.30), assim como a soluco aproximada

do fator de escala da métrica de fundo (4.26) no regime oscilatério, nés obtemos

gk + [(V”((ﬁ(o)) 4 E_z) _ E(Qaij — 6a—u;2)cos(2wt)] O = 0, (431)

A% ( 2+3a22w2 )

Saresy - Uma importante propriedade das

que ¢ uma tipica equagdo de Mathieu e € ==
solugoes desta equacao é a existéncia de zonas de instabilidade no espago dos par@metros
para V"{$(®) > 0, no qual solucdes de um particular modo & crescem exponencialmente.
Esta instabilidade é conhecida por ressonancia paramétrica. Para pequenos valores de ¢,

a condi¢io de ressonincia paramétrica é dada por

1 (o) k?
@)
w? wia

- =7+ Ae), (4.32)

o
onde 7 é um inteiro arbitrario e A é um pequeno numero dimensional dependente de .
Isto significa que existe uma regra de selegio para o crescimento exponencial dos modos, e
que somente os modos com k satisfazendo a relagio (4.32) crescem exponencialmente. Os
modos sio basicamente determinados pela razio entre a massa do campo escalar V" {(?)),
e a energia do vacuo do campo escalar através da frequéncia w? = {32» A razao Yig;,—(a)—) €
um pardmetro fundamental nos modelos inflaciondrios; a ordem deste parametro poderia
ser, em principio, avaliado através de (4.32) desde que o espectro seja determinado exper-
imentalmente. Nés seguimos a referéncia [30] escolhendo V'(4(?)) ~ (10712 — 10~ )m?,
onde mm, é a massa de Planck. Nés obtivemos para a razao ﬂ'};ﬂ um numero muito
pequeno da ordem (107!? — 107%) que pode ser desprezado. Devido a isto, durante a
fase inflacionéria um espectro selecionado de modos, centrado nos inteiros j* &~ k*/w?a2,
crescem rapidamente, ao passo que os modos remanescentes sao mantidos estdveis. Nova-
mente, quando o Universo entra na fase inflacionéria, os modos perturbados que cruzam o
horizonte ndo sdo afetados por processos microfisicos; deste modo eles sdo congelados até
reentrarem no horizonte apds a inflagdo. Entretanto, devido & ressonancia paramétrica,
os modos que cruzam o horizonte pela primeira vez nao tem a mesma amplitude, e sdo
mantidos durante a evolucio determinada pelas equagtes de Einstein até eles reentrarem
no horizonte. O espectro de perturbagoes resultante tem duas componentes: o espectro
plano de matéria e o espectro de perturbacio selecionado do campo escalar. O primeiro é
dominante e o segundo poderia ser visto como uma pequena “flutuacao”sobre o espectro

de matéria. Em geral, os aspectos globais estao em concordincia com as previsoes bdsicas
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de um aproximado espectro de inomogeneidades primordiais planas. Por outro lado, a
perturbagio maxima presente no campo escalar e imposta por (4.32) representa um desvio
muito pequeno de um espectro plano, e pode ser importante para explicar a hierarquia
de escalas (galdxias, “clusters”, etc.) observada no Universo atual.

Neste modelo também podemos fazer um estudo estatistico analisando a distribuicao
de quantidades conservadas na vizinhanca do centro-sela, para um ensemble de érbitas que
visitam a regido linear do ponto critico. Apesar de este modelo nao possuir um parametro
arbitrdrio que possa ser variado, ainda podemos mostrar que a distribuicao das energias
Eip (histograma) segue o mesmo padrao apresentado pelos modelos anteriores. Agqui
também tivemos o cuidado de escolher a geometria do ensemble de condi¢des iniciais de
modo a nio introduzirmos qualquer tipo de polarizacdo na amostra. A escolha da ge-
ometria foi feita através Hamiltoniana integrdvel associada, que fornece wn histograma
do tipo platd, conforme extensamente discutido no capitulo 3. A forma saturada do his-
tograma é atingida quando escolhemos o centro do volume da amostra, em torno de um
ponto da separatriz, afastado do ponto critico o suficiente para que os termos nao lineares
possam influenciar na evolucéo das drbitas. Quando estes cuidados sdo tomados, encon-
tramos que o platé diminui relativamente & cauda e o histograma para Ep;p ¢ ajustado
pela lei de poténcia (3.46). Verificamos que o volume da amostra ndo influencia na forma
do histograma e desta maneira mantém inalterado o valor do expoente . Para verificar
a influéncia da superficie de energia na forma do histograma, realizamos experimentos
numéricos tomando condigdes inicials tal que as érbitas atinjam estados finais diferentes.
Como ja comentamos, dependendo da superficie de energia £,, as drbitas se estabelecem
em diferentes estados assintéticos. Efetuamos um experimento onde todas as drbitas es-
capam para inflagdo, outro onde todas as érbitas colapsam e por fim, um experimento no
qual as drbitas se distribuem entre os dois resultados anteriores que denominamos de re-
gido de mistura. Em todos os trés experimentos obtivemos o mesmo padrdo para a forma
do histograma e por consequéncia, o mesmo valor para o expoente v da lei de poténcia
(3.46), trazendo mais evidéncias de que este padrao é universal. Na figura 4.6 mostramos
os histogramas ¢ os correspondentes graficos In x Ln para os trés diferentes valores da
superficie de energia E,, correspondendo a trés diferentes comportamento das érbitas com

relacao ao seu estado final. Na tabela 4.1 apresentamos os valores dos parametros que
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caracterizam o experimento, assim como os valores encontrados para -y, tanto através do
pacote PAW quanto pelo grafico ILn x Ln. Notamos que os valores de -y, a menos de
erros estatisticos, sio iguais aos valores encontrados para os modelos do capitulo anterior
(vide tabelo 3.2). Mostrando mais uma vez que o padrdo estatistico estabelecido pelo
histograma independe do particular modelo analisado.

Para o conjunto de condigdes iniciais onde o valor da superficie de energia F, leva a uma
mistura nos estados assintéticos atingidos pelas 6rbitas, podemos calcular o parametro de
incerteza a. Devemos lembrar que a estabelece uma medida da caoticidade do modelo
relativa ao estado final das drbitas. Quando definimos o cédigo colapso/escape para os
estados finais das dérbitas e utilizamos o método de bozcouting para obter o valor de a,
encontramos o = 0,32 + 0,01. Na figura 4.7 apresentamos o grafico Ln(f) ~ aln(e),
cuja regiao linear fornece o valor de a. Este resultado indica uma alta sensibilidade a
flutuagdes nas condigoes iniciais. Fste comportamento deve ser creditado a introducao da
anisotropia via escotha das condigoes iniciais fora, mas nao longe, do plano invariante, que
corresponde a tomar a dinamica do sistema nac-integravel. Vemos assim, que existe uma
riqueza surpreendente no comportamento da dinamica fora do plano invariante {modelos
de FRW padroes) gerada pela presenca da anisotropia, que deve ser levada em conta numa

descriciao mais realista da evolugdo do Universo em seus estagios iniciais.

Tabela 4.1

Regifo | AFE R Yoaw x? | intervalo ML L q
Colapso | 10°™1{ 10~* | 0,64 +-0,03 | 0,068 | 1-34 | 0,63 40,02 | 0,997 | 2,56
Mistura | 10782 [ 107¢ | 0,64 + 0,03 | 0,057 1-32 0,61 40,021 0,998 | 2,56
Escape | 107%% | 1074 | 0,64+ 0,03 | 0,071 | 1-32 | 0,62+0,02 | 0,997 | 2,56

Os valores de Ypaw, VoL € g foram aproximados a segunda casa decimal. A regiao de colapso é a
repiao das condicdes iniciais onde todas as érbitas tendem para @ -+ 0. Para a regiao de escape
as Orbitas tendem a a — oo e na regido de mistura temos os dois comportamentos assintdticos.

A definigdo dos parédmetros é a mesma que consta na tabelas 3.2
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Figura 4.6: Histograma da distribui¢do de F,y, e grifico Ln x Ln associado para 90000
condicOes iniciais tomadas em torno de um ponto sobre a separatriz de coordenadas P, :
(@ = 0,25, b, = 0, pp, = 0) com flutuagdes admitidas da ordem de R = 10~%, o valor
de p, ¢ dado pelo vinculo Hamiltoniano (4.9) ¢ Fo est4 indicado na figura. O eixo das

energia foi multiplicado por 107.
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Figura 4.7: Gréfico da relaciio f = k,e™ na escala Ln X Ln onde € é o raio de incerteza
para um conjunto D de 5000 condigdes inciais e & é o pardmentro de incerteza. O melhor
ajuste nos fornece o valor de a & 0, 32, onde usamos o valor de B, = 0, 9999999936904266
para a superficie de energia. O ponto em torno do qual foram tomadas as condicoes inciais
foi B, : (a, = 0,25, pa, = 1,948557148800763, b, = 0, ps, == 0) com flutuacdes admitidas
da ordem de R = 107*. A barra sobre o circulo é proporcional ao erro da medida para o

intervalo considerado.



Capitulo 5

Hamiltoniana de Hénon-Heiles
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Este modelo descreve a dindmica de uma estrela num campo gravitacional de uma
galdxia com simetria axial com possibilidade de escape. Este modelo é um paradigma no
campo da astrofisica, tanto pela sua simplicidade, quanto pela riqueza dinidmica por ele
gerada. O problema do escape de uma estrela do campo gravitacional de uma galixia
tem tanto interesse pratico quanto tedrico. Para se ter uma idéia, para que uma estrela
escape nao é suficiente que ela tenha uma energia maior que a energia de escape. Para
energias proximas a energia de escape a dinimica passa a ser cadtica nao podendo ser
previsto o comportamento do sistema a longo prazo. A dindmica deste modelo é descrita
pela Hamiltoniana de Hénon-Heiles[13] e tornou-se um paradigma na dindmica cadtica de
sisternas Hamiltonianos.

Nosso interesse na Hamiltoniana de Hénon-Heiles deve-se primeiramente ao fato de
que no espago de fase do modelo estdo presente quatro pontos criticos, sendo trés do tipo
centro-sela. Nos capitulos anteriores nds obtivemos um novo padrao estatistico associado
ao centro-sela no dominio da dindmica de cosmologias inflacionarias, que mostramos ser
universal no sentido de ser independente dos pardmetros do modelo e invariante de escala
131]. Um dos nossos objetivos neste capitulo é estender este resultado a outros sistemas
Hamiltonianos cujo espago de fase apresenta um ou mais pontos criticos centro-sela. Nos
consideramos que isto fornece evidéncia suficiente para caracterizar a existéncia deste
padrao estatistico universal caracteristico do centro-sela, independentemente do particular
sistema onde o ponto critico aparece(32]. Iremos verificar que os histogramas, para as
quantidades conservadas na regiao linear do centro-sela, s&o ajustados por uma lei do tipo
poténcia {3.46) que pode ser considerada como um padrao universal do caos associado
4 dinAmica do centro-sela num regime de alta nao-integrabilidade, como foi discutido
nos capitulos anteriores. Além deste aspecto, vamos utilizar o modelo para propor uma
analogia entre a mudanga na forrma do histograma, em face do aumento do valor do
parametro de controle do modelo, com o inicio do comportamento turbulento que aparece
em experimento com fluidos quando o nimero de Reynolds é aumentado, como discutido
e (33].

Como no caso do modelo cosmolégico com acoplamento conforme do campo escalar,
discutido no capitulo 3, o comportamento cadtico conectado ao centre-sela tem origemn

homoclinica, devido aos infinitos cruzamentos transversais dos cilindros homoclinicos pre-
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sentes no espago de fase do modelo. A vizinhanga do centro-sela apresenta estruturas
cilindricas emanando da drbita periddica instdvel presente nesta vizinhanca, e a quebra e
cruzamento destes cilindros é devido a ndo-integrabilidade da dindmica.

A Hamiltoniana de Hénon-Heiles foi introduzida no estudo do problema de integrais
1solantes no movimento de uma estrela num potencial de uma galdxia. Nas coordenadas
candnicas (z,¥, Pz, py), onde (z, y) estdo associadas s varidveis (R, z), o sistema de coor-

denadas axial, esta Hamiltoniana tem a forma geral [34]

1 1 3
H = o(5}+9)) + 52" + ") - & + Kya?, (5.1)

onde p, e p, sao 0s momentos canonicamente conjugados a y ¢ z, respectivamente, e X é
Yy b]

um parametro de controle.

A dindmica é governada pelas equacgdes de Hamilton,

v =py (5.2)
CBy=-y+yl - Ko (5.3)
T = Dy, (5.4)
pr = —x — 2Kyz, (5.5)

onde () representa a derivada em relacio ao tempo.
O espago de fase apresenta quatro pontos criticos na regido finita cujas coordenadas

sao obtidas das condigdes y = 0, p, =0, £ =0 e P, = 0. As coordenadas dos pontos

criticos sao,

Py = (Yo = 0,40 = 0,2, = 0,z = 0), (5.6)

Po= (4o = 1,040 = 0,20 = 0, pzo = 0), (5.7)
1

PS = (yo:_"_Q_f}“;pyozoswo:Aap:c(J:OL (58)
1

P4 = (yo :'“QT{‘JP'_UO = 01 Ty = _"A:pwo = O)) (59)

onde A = 4+/3(5 + 1).

Estes pontos tem as seguintes energias criticas:

.Pl — El == O, (510)
1
.PQ — Ez = 6’ (511)
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1 1

1 1
[ — == ————m 1 — ). -
P By = o5 (14 35) (5.13)

Para o caso da Hamiltoniana original de Henén-Heiles, K = 1, os pontos %, Py e I
passam a localizar-se nos vértices de um tridngulo e ter a mesma energia, denominada de
energia critica, £, = %. Para a Hamiltoniana completa (5.1), a medida que o pardmetro
da perturbagio K aumenta, os pontos P e Py tendem a se localizar na origem do sistema
(y — 0) e (z — 0), ou seja, colapsam para o ponto Pr, a0 mesmo tempo que suas energias
criticas tendem a zero, mesmo valor da energia critica do ponto 7.

Vamos agora caracterizar os pontos criticos comegando nossa andlise pelo ponto [%.

Vamos introduzir novas varidveis

oY =9 — Yo, (5.14)
opy = Py — Pyo; (5.15)
br =1z — T, (5.16)
6Pz = Pz — Paos (5.17)

de modo a trasladar o ponto critico para a origem. Assim, a expansao das equagoes

(5.2 — 5.5) em torno do ponto critico P, pode ser escrita como

8y = bpy, (5.18)
8py = by, (5.19)
6% = 6y, (5.20)
5p, = —(1 + 2K)éz, (5.21)
onde esse sistema pode ser posto sob a forma de matriz, 6X = S6X,

54 01 0 0\ [ by

6, 1 0 0 0 6py

b N 0 0 0 1 oz

5Py 0 0 —(1+2K) 0 Wy

O polinémio caracteristico tem a forma,

p(A) = det(S — Alya), (5.22)

cuja forma explicita é dada por,
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de modo a obter,

AF 1A%+ (1+2K)) =0, (5.23)

cujas raizes sao
Mz =+1 Ags==2—(1+2K), (5.24)

ou ainda,

)\1’2 ==+1 e )\3,4 =411+ 2K, (525)

caracterizando um ponto critico do tipo centro-sela. Efetuando cdlculos andlogos para os

pontos P e Py encontramos os autovalores,

/ 1
)\112 =41 e )\3’4 = +14/2 + f—{:, (526)

que também caracterizam pontos criticos do tipo centro-sela. Para o ponto £, encon-
tramos autovalores imagindrios puros caracterizando um centro. Temos portanto trés
pontos criticos do tipo centro-sela e para a escolha original de Hénon-Heiles (K = 1) os
trés pontos criticos centro-sela estdo na mesma superficie de energia £ = é. Através dos
experimentos muméricos, verificamos que o comportamento dos trés pontos centro-sela,
para o caso do regime que denominamos de alta ndo-integrabilidade, foi o mesmo, o que
justifica o fato de mostrarmos apenas os célculos referente ao ponto £.

Pelo ponto £ passa um plano invariante M caracterizado por (p, = 0,z = 0) e dado
por,

=Dy, (5.27)

By = —y + 3%, (5.28)

conforme figura 5.1. O sistema é integravel e usando a Hamiltoniana (5.1) obtivermos a

equacdo que deve ser satisfeita pelas curvas-solugdes no plano invariante,

ra |

2 3

¥y
— g _ <L 5.
H, +5 -3 (5.29)



E

@

Figura 5.1: Retrato de fase do plano invariante {z = 0, p, = 0) contendo o ponto critico

P,. S sao as separatrizes atingindo o ceniro-sela.

Na figura 5.1 a regidao I é caracterizada por condigbes iniciais onde as drbitas tem
energia £, > é e que escapam(y — oc). Idéntico comportamento ocorre para condigdes
iniciais tomadas naregido I11, agora com energia £, < %. Nas regices I] e IV temos con-
digées iniciais cujas drbitas tem energia £, < -61; e FB, > %3*, respectivamente, apresentando
comportamento (y — 0).

Efetuando a expansio de Taylor da Hamiltoniana {5.1) em torno do centro-sela P,

encontramaos

1 1 1 1
H=E,+ 5;73 - §6y2 +- §p§ +- 5(1 +2K)z? + O(3), (5.30)

onde B, = ¢, 6y = y — 1 e O(3) representa termos de ordem mais alta na expansao.
Numa vizinhanca linear do ponto critico P, os termos (O(3) podem ser desprezados e a

Hamiltoniana linearizada € escrita como,

1, 1.5 1, 1 2
= + —pf — = + —po 4+ =(1+ i 2.3
o, = B, 5Py 26y 5Ps 2( 2K)z (5.31)

As varidveis canénicas (y,p,,z,p.) comportam-se como varidveis de Moser numa vizin-
hanca linear do ponto critico, como podemos observar da expressio da Hamiltoniana

linearizada (5.31), ¢ as constantes de movimento sao expressas como
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s Iinergia Hiperbdlica

1 1
Fhip = 5103 - 553}2: (5.32)
¢ Energia Rotacional _
1 1
Epop = apg + 5(1 + 2K)z*. (5.33)

Substituindo as equagdes (5.32) e (5.33) na equago (5.31) obtemos a equagdo de partigio

da energia na vizinhanga linear do ponto critico
Ea - Ecr 73 Lirgt + Eh-.-;p- (534)

Vamos agora examinar os aspectos que evidenciam as propriedades universais dos
pontos criticos centro-sela, no que diz respeifo a distribuigio de energia entre os modos
rotacional e hiperbdlico na regido linear do centro-sela, satisfazendo a equagao (5.34). Co-
mo nos modelos analisados anteriormente, vamos fazer uso da funcdo histograma definida
no capitulo 3. Aqui também estabelecemos um critério para fixar a geometria de um
conjunto D de condigbes iniciais tal que nenhuma polarizagao devido & geometria do
volume da amostra manifeste-se na comparagdo dos histogramas, e tal que a fungao dis-
tribuicéo estatistica obtida para ajustar os histogramas esteja conectada apenas com a
nao-integrabilidade do sistema. Para isto estabelecemos a convengao que o dominio D de
pontos do espago de fase distruibuidos homogénea e randomicamente deve ter a geometria
tal que fornega histogramas para Fri, ou Ere tendo a forma de um platd para a Hamil-
tomiana integravel associada. Devemos lembrar novamente que a Hamiltoniana integravel
associada significa a Hamiltoniana do sistema na vizinhanga linear do centro-sela. Um
interessante feste para esta receita é o caso integravel K = 0; uma vez que a geometria
de D é fixada com esta convengdo, o histograma gerado pela Hamiltonlana integrével
resulta num platd independente do ponto da separatriz em torno do qual nds construimos
D. Nas coordenadas candnicas (z,y, ps, py) temos Ero = 302 + 3(1 4+ 2K)x? definida na
vizinhanca do ponto critico P e por isso a projecdo do conjunto D no plano (z,p,) deve
ter a forma de uma elipse com razdo entre os eixos /(1 + 2K).

A primeira analise que efetuamos com o modelo foi a dependéncia da forma do his-
tograma com relagdo ao parametro K. Verificamos que a medida que K aumenta, o plato
diminui em relacao a “cauda’, e a forma do histograma satura para K > 100, sendo

ajustado pela mesma lei de poténcia P(z) ~ z~7 utilizada nos modelos cosmolégicos.
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Verificamos também a influéncia da superficie de energia sobre a forma dos histogramas

e apresentamos os resultados na tabela 5.1.

Tabela 5.1

Regiao K AE R Ypaw L € x? | intervalo Yii L

Col{y —0) | 100 | 10=%2 | 10~ 1 0,62£0,03 | 0,03 | 1-32 | 0,62 40,02 | 0,998
Mistura | 100 | 1074 { 107* | 0,62 40,03 | 0,03 { 1-32 | 0,62=0,02| 0,998
Esc.(y —o0) | 100 | 10773 | 107%] 0,62 £0,03 | 0,02 | 1-32 |0,61+0,02 | 0,998

Os valores de ypaw € 7o, foram aproximados a segunda casa decimal. A definicao dos parametros
é a mesma da fabele 3.2, Denominamos de mistura o comportamento do modelo caracterizado

pela presenca dos dois comportamentos assintdticos: colapso (y — 0) e escape (y — 0).

Na figura 5.2 mostramos os histogramas e os graficos In x In correspondente aos ex-
perimentos tabelados em 5.1. Analisando os dados da tebela 5.2 e os graficos da figura 5.2,
verificamos que a forma do histograma independe da regiao de energia onde realizamos o
experimento. Gostarfamos de comentar que nos histogramas a origem do eixo das energias
foi modificada subtraindo o valor da energia hiperbdlica méxima e tomando o negativo
deste resultado. Com a mudanga na origem, os histogramas passam a ter o mesmo padrao
apresentado pelos modelos cosmoldgicos, e assim podemos efetuar comparagoes entre eles.

Na tabela 5.2 apresentamos os valores da inclinagéo da regiao linear que aparece nos
graficos Ln x Ln dos histogramas apresentados na figura 5.8 para valores crescentes de
K. Podemos observar que o expoente v (inclinagio da regido linear) atinge o valor de
saturacao v = 0, 62 para K > 100. A raz@o para este grande valor de K é o seguinte. Nos
notamos que para X = 0 a Hamiltoniana (5.1) é integravel, tal que podemos imaginar
Kz%y como um termo que quebra a integrabilidade. Neste sentido uma configuragio
dindmica altamente ndo-integravel pode entdo ser definida conectada com altos valores
de K. Além disso, como podemos observar da figura 5.3, a lei de distribuigao emergird
como o melhor ajuste para uma extensa regido que aparece no grafico Ln x Ln para
todos os histogramas obtidos com experimentos realizados na vizinhanca linear de P
com grandes valores de K. Os histogramas usados para obtencdo dos graficos Ln x Ln
sdo compostos por 70 intervalos e a regiao linear de saturagio estd compreendida entre o
primeiro e o trigésimo segundo intervalo. A tabela 5.2 também traz os valores de ¢ que é

o indice entrépico da estatistica nao extensiva de Tsallis. Na figura 5.4 temos o grafico
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Figura 5.2: Histogramas da distribuicio de Fy,, e graficos Ln x Ln associado para 90000
condi¢des iniciais tomadas em torno do ponto sobre a separatriz de coordenadas F, :
(yo = =0,1, o, = 0, Py = 0) com K = 100, R = 107 e o valor de p, é obtido através
do vinculo Hamiltoniano (5.1). Os valores das energias estio indicados na figura. Os
eixos das energias para os histogramas foram multiplicados por: a)10°, b)10% e ¢)107. Os
histogramas sio compostos por 70 intervalos sendo que a regido onde foi obtido o melhor
ajuste para a lei de poténcia estd compreendida entre o primeiro e o trigésimo segundo

intervalo com valor para o expoente v = 0,62.
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relacionando os valores de K e ¢ tabulados em 5.2 mostrando, de acordo com[26], um

Qeq = 2,8 e 0 exponente —0, 35 fazendo o papel de .

Tabela 5.2

K VoL L intervalo q

1 1,33 0,995 25-49 1,75

5 0,82 0,996 10-39 2,22
10 0,77 0,996 7-39 2,30
15 0,72 0,997 5-37 2,39
20 0,70 0,997 4-36 2,43
30 0,68 0,997 3-34 2,47
40 0,67 0,997 2-33 2,49
50 0,65 0,998 2-30 2,54
60 0,65 0,997 2-32 2,54
70 0,63 0,997 2-32 2,59
80 0,62 0,997 2-32 2,61
90 0,62 0,997 1-32 2,61
100 0,62 0,997 1-32 2,61

A relagio entre g e v é dado por ¢ = 1131

Testes numéricos foram realizados para analisar o comportamento do histograma em
relacdo ao tamanho das flutuagdes permitidas as condigdes iniciais (volume da amostra).
Encontramos que, usando o valor de K no qual a forma do histograma atinge a saturagao,
as mudancas no volume da amostra nido alteram o valor do parémetro . Desta forma,
constatamos a existéncia de um padrao que caracteriza o comportamento de ponto critico
centro-sela em relagdo a distribuicio das Epyp e Ere, que independe dos valores destes
pardmetros quando num regime de alta nio-integrabilidade (K > 100).

Tradicionalmente o comportamento cadtico da Hamiltoniana de Hénon-Heiles ¢ anali-
sado modificando-se a superficie de energia sobre o qual evoluem as 6rbitas. Além disso
os valores destas energias estdo distantes do valor da energia critica Eer = é. No nosso
caso a superficie de energia é mantida constante e muito préxima a F.., e a analise do
comportamento cadtico do modelo é feita em relacdo ao pardmetro de controle K. O

que obtivemos é que a variacio do parametro K estabelece uma espécie de rota para o
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Figura 5.3: Grafico In x In dos histograma para valores crescemtes de K, K =
1,5,10,20,40,70,80,90,100. Vemos que a regido linear aumenta quando K aumenta
e a inclinacdo decresce atingindo seu valor de saturagdo v = 0,62 para K = 100. O ex-
perimento foi realizado com 90000 condi¢bes iniciais, para cada valor de K, tomadas
em torno do ponto sobre a separatriz de coordenadas P, : {y, = —0,1, pyp =

0, 5680375644522201, =, =0, p;, = 0) com R = 107 e F, = 0, 1666666706477384.
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Figura 5.4: Grafico relacionando K com ¢, onde obtivemos o valor do ¢, e do Gmix

efetuando uma reparametrizacio do eixo horizontal.

caos ligada ao aumento da nao-integrabilidade do sistema. E isto pode ser compreendido
lembrande da relagdo existente entre o pardmetro que quebra a integrabilidade do sis-
tema e o parametro de incerteza «, como discutido no capitulo 3. Também no modelo de
Hénon-Heiles, um aumento no parametro de controle K provoca uma diminuigao de «,
correspondendo a um aumento na incerteza na previsao do estado assintético do mode-
lo. Como exemplo, efetuamos experimentos numéricos onde calculamos o parametro de
incerteza o quando definimos os cédigos colapso(y — 0)/escape(y — oo) para os estados
assintéticos do modelo. Na figura 5.5 mostramos a regiao linear que caracteriza a. Na
figura 5.6 apresentamos ag saldas do potencial para os dois estados finais possiveis.

No capitulo 3 mostramos que h4 uma, relagdo entre a variagao do pardmetro que que-
bra a integrabilidade (no caso da gravitacdo a massa do campo escalar) com o valor do
pardmetro de incerteza « e a forma do histograma. No caso de Hénon-Heiles ocorre com-
portamento idéntico entre a variacdo na forma do histograma, medida pelo parametro
v, e a variacao de ¢, evidenciando uma ligagdo com a fractalidade do sistema. Resu-
mindo: quando aumentamos o parametro K, estamos aumentando a nao-integrabilidade

do sistema, observamos que ocorre uma diminui¢io do platd em relagdo 4 “cauda”’e uma
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Figura 5.5: Grafico de f = k,e* para K = 100, onde € é o raio de incerteza para um
conjunto D de 5000 condigoes inciais e ¢« é o pardmentro de incerteza. O melhor ajuste
nos fornece o valor de o = 0, 33, onde usarmos o valor de E, = 0, 1666666706477384 para
a superficie de energia. O ponto em torno do qual foram tomadas as condigoes inciais foi
B, {y, = =0,1, p,, = 0,5680375644522201, z, = 0, pso = 0) com R = 10~%. A barra

sobre o circulo é proporcional ao erro da medida para o intervalo considerado.
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Figura 5.6: Projecao das 6rbitas sobre o plano (z,y) junto com a projecdo da curva
potencial V(z) = 3(y* + z?) — £4* + 2’y = E,. Note que as drbitas “ricocheteiam”nas
paredes do potencial até estabelecerem-se num estado final representado por uma das trés

saidas.
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diminuicao do parimetro o, deste modo fica estabelecida uma relagéo entre os histogramas
com o comportamento cadtico do modelo.

Uma analogia para o padrao de evolucao dos histogramas, conforme K cresce até o his-
tograma atingir sua forma saturada, pode ser feita com a dindmica de fluidos, na transicao
de um comportamento regular para um comportamento turbulento do fluxo a medida que
o ntmero de Reynolds cresce. Em 1880 Reynolds introduziu um parametro adimensio-
nal R, hoje conhecido como numero de Reynolds, dado por R = Q;é, onde L e UJ sdo,
respectivamente, uma escala caracteristica e a velocidade do fluido, e v é sua viscosidade
cinética. Uma observacao fundamental feita no estudo da turbuléncia ¢ que um fluido que
passa por um obstdculo mantido num &ngulo perpendicular & dire¢ao do fluxo passa de
um comportamento suave e regular para um comportamento cadtico, turbulento quando
o nimero de Reynolds é aumentado. Ainda, para valores altos do namero de Reynolds R,
se um fluxo uniforme do fluido passa através de um grid regular de barras mantido perpen-
dicular & direcao do fluxo, o campo de velocidades do fluxo apés o grid consiste na mesma
velocidade uniforme junto com uma, distribuigao randémica de velocidade sobreposta. No
caso do movimento turbulento, acredita-se que a equagio de Navier-Stokes possa também
dar uma solucio para o campo de velocidade turbulento, (a componente turbulenta do
fluxo sendo dada como parte das condicges iniciais), e o problema seria seguir sua histdria.
Entretanto, considerando as tendéncias recentes no tratamento da turbuléncia, a forma
precisa da equacio de Navier-Stokes ¢ ignorada e o usual é fazer uso somente de seus as-
pectos gerais, como nao-linearidade e dissipacdo. Turbuléncia pode entdo ser considerada
como um problema em sistemas dindmicos. Neste sentido nao é necessdrio invocar sin-
gularidades para explicar o comportamento imprevisivel do fluxo turbulento, nem existir
qualquer rufdo externo para explicar o comportamento randémico. Existe uma grande
variedade de experimentos que exibem comportamento turbulento como, por exemplo,
a conveccdo de Rayleigh-Bérnard ou o fluxo Taylor-Couette. Informagdes quantitativas
sobre turbuléncia podem ser obtidas através da medigdo da velocidade do fluxo, por ex-
emplo, como discutido em [35]. Em todos estes experimentos o procedimento consiste
emn analisar o sinal representando a componente randémica da velocidade do fluxo tur-
bulento. Este sinal turbulento tem trés aspectos relevantes: (i) parece desorganizado e

apresenta estrutura em todas as escalas; (ii) parece imprevisivel em seu comportamen-
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to; {iil) algumas de suas propriedades sdo reproduziveis. Esta dltima caracteristica leva
a construgao do histograma do sinal mostrando que suas propriedades estatisticas sio
na verdade reproduziveis. Tais observacoes termn motivado os tedricos a procurar uma
descri¢do probabilistica para Turbuléncia.

O sistema de Hénon-Heiles ndo é dissipativo e sim Hamiltoniano com dois graus de
liberdade. No entanto, alguns aspectos da sua dindmica assemelha-se ao comportamento
turbulento, no sentido de que experimentos realizados com o fluxo hamiltoniano nesse
sisterna produzem sinais com os trés aspectos acima. A natureza do comportamento
randdémico que aparece nestes experimentos dependerd de um parametro, por exemplo K,
da Hamiltoniana, que em alguns aspectos assemelha-se ao nimero de Reynolds e permite
caracterizar o regime de alta nao-integrabilidade do sistema. Do ponto de vista de sis-
terma Hamiltoniano, o aumento de K correspondera a uma transi¢ao de uma configuracéo
integravel (K = 0}, para uma configuragio completamente cadtica o qual denotaremos
regime de alta nao-integrabilidade. Os aspectos cuja analogia queremos explorar aqui é o
fato de que num sistema turbulento sempre existem quantidades associadas ao fluxo cujo
comportamento randomico tém um padrao estatistico, como mencionado anteriormente,
e que o padrdo ¢é atingido quando a transicio do estado regular para o estado turbulento
ocorre. Em nosso modelo uma quantidade andloga é a energia hiperbdlica para as érbitas
que visitam a regidio linear do centro-sela. Na figura 5.7 apresentando o gréfico construido
com Fp,, versus o valor ordenado de y {ou qualquer outra varidvel que especifique o sis-
tera), tendo como resultado um “sinal”altamente desorganizado evidenciando que Fpgy -
¢ altamente sensivel as flutuacdes nas condi¢des iniciais. Fste “sinal”apresenta todas as
caracteristicas descritas acima em (i)-(iii) de um sinal turbulento obtido em experimen-
tos com fluidos em laboratério. Na figura 5.8 apresentamos um conjunto de histogramas
cuja mudanca na forma traduz a transi¢io de um comportamento regular para um com-
portamento cadtico, associado ao regime de alta néo-integrabilidade. O aumento de K
corresponde a transi¢io de uma configuragio integrédvel de um sistema para uma con-
figuragio altamente ndo-integravel com um padrio estatistico universal. Os histogramas
da figura 5.8 estdo conectados a sinais do tipo mostrado na figura 5.7, Tal figura es-
tabelece uma analogia muito interessante com o inicio da turbuléncia em fluidos, como

uma transicdo de um estado integravel (K = 0) para um estado completamente cadtico
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Figura 5.7: Sinal resultando de uma distribui¢ao da Ehqp versus o valor ordenado de y para
o experimento realizado na vizinhanca do centro-sela com K = 100. Nés consideramos
uma amostra de 1000 condigdes iniciais tomada homogénea e randdmica em torno do
ponto P, : (y, = —0,1, py, = 0,5680375644522201, z, = 0, Py, = 0) com R = 107*
e £, = 0,1666666706477384. Os pontos foram conectados para sucessivos y para uma

melhor visualizag@o e o eixo das energias foi multiplicado por 107

(K > 100) através do aumento de um pardmetro K “tipo Reynolds”; este é o efeito
sobre um fluido Hamiltoniano quando este é obrigado a passar pela vizinhanga linear do
centro-sela. Dentro desta analogia nds podemos imaginar o centro-sela como uma espécie
de “ponto”tendo o papel de produzir uma perturbag¢io no fluxo do fluido Hamiltoniano
quando este ¢ restringido a passar pela regido linear, e determinando padrdes estatisticos

universais para o “sinal”turbulento produzido para altos valores de K.
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Figura 5.8: Sequéncia de histogramas mostrando a transi¢io do regime integrével para um
regime altamente ndo-integravel onde a forma do histograma atinge um padrdo universal.
B perfeitamente visivel que o tamanho do platd diminui em relagdo a cauda do histograma
quando K aumenta. Este comportamento é andlogo ac que ocorre quando o nimero de

Reynolds R, para um fluido turbulento, é aumentado.
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Capitulo 6

Conclusao
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Nesta tese estudamos modelos cosmoldgicos inflaciondrios caracterizados por valo-
res de paramétros ou regides do espaco de fase de sua dinimica, para os quals as equagdes
de Einstein nao sio integriveis, apresentando uma dindmica complexa. Esta complexidade
é uma generalidade na din&mica dos modelos em oposigao ao estudo padrao de modelos
cosmoldgicos. Os modelos cosmolégicos estudados sao espacialmente homogéneos do tipo
Bianchi IX, e incluem modelos do tipo FRW com campo escalar acoplado a gravitagao
(minimalmente e conformalmente) ou modelo Bianchi IX axissimétrico. Este tltimo caso
inclui modelos de FRW com pequena anisotropia, que como mostramos, é suficiente para
produzir uma dinimica complexa. Vimos também que nos modelos com campo escalar a
complexidade da dindmica é causada por flutuagdes do campo escalar. Todos os mode-
los cosmoldgicos examinados possuemn em seu espago de fase um ou mais pontos criticos
do tipo centro-sela que organizam a topologia desta dindmica em estruturas cilindricas,
que emanam de érbitas periddicas instdveis e constituem a denominada variedade centro
de érbitas periddicas instaveis do modelo. Na vizinhanga do centro-sela estas estruturas
cilindricas sao o produto topoldgico de uma 6rbita periddica instavel da variedade centro
com direcdes de sela, determinando pares de cilindros instdveis e estaveis emanando das
4rbitas periddicas. A estrutura cilindrica é consequéncia da presenga de uma constante
cosmoldgica positiva na dindmica dos modelos. A nao integrabilidade do sistema dindmico
induz a infinitos cruzamentos transversais dos cilindros, denominados cruzarmentos homo-
clinicos, analogamente ao caso de quebra e cruzamento de conecgbes homocelinicas no
fenémeno homoclinico de Poincaré. Estes cruzamentos produzem uma dinamica cadtica
nos modelos, cuja caracterizacao invariante ¢ dada pela variedade intersegao homoclinica,
levando a wma extrema sensibilidade dos estdgios finais do modelo em relagio a flutuagdes
nas condicdes iniciais. Qutro aspecto importante dos modelos estudados é o fato de todos
admitirem um plano invariante sobre o qual a dindmica é integravel. Contido no plano
invariante temos o ponto critico e as separatrizes, que sao solugdes das equagdes dindmicas
completas. O exame do comportamento cadtico nos modelos e suas consequéncias fisicas
constituiram os objetivos principais desta tese.

Podemos enumerar seis aspectos ligados a este comportamento cadtico que surgem
quando permitimos condi¢des iniciais fora do plano invariante. O primeiro aspecto diz res-

peito a evolucéio da érbitas dependendo da regio onde as condigdes iniciais sdo toradas.
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Como vimos acima, as érbitas evoluem obedecendo a organizagio montada pelo centro-
sela no espago de fase do modelo. Esta estrutura é composta pelas estruturas cilindricas,
{0 cilindro estdvel e o instdvel), pelo plano invariante e pelas separalrizes sobre este plano
que atingem o ponto critico. Quando tomamos condigBes iniciais sobre o plano invariante
0 sistema € integrdvel ¢ as solugdes representam a evolucdo de um Universo de FRW
homogéneo e isotrdpico. Neste caso o fator de escala nfio possui movimento oscilatério e
a dinfimica € caracterizada pelo desacoplamento entre os movimentos no setor rotacional
e no setor hiperbdlico. Isto corresponde a dizer que no caso do modelo Bianchi I'X axis-
simeétrico nao introduzimos qualquer anisotropia, € no caso dos modelos com a presenca
de um campo escalar a evolugio das érbitas se dd sem a influéncia do campo. Condigdes
Iniciais tomadas numa vizinhanca do plano invariante correspondem, no caso do modelo
axissimétrico, a introdugdo de uma pequena anisotropia obtida permitindo que os valores
das condigdes iniciais flutuem no interior de um volume centrado num ponto pertencente
a separatriz. Para esta situagdo, encontramos que o movimento dos setores rotacional e
hiperbélico sdo misturados, ndo ocorrendo mais o desacoplamento (valido agora apenas
para a regido linear do centro-sela.) O acoplamento entre os dois modos leva a que os
fatores de escala possuam movimentos oscilatérios em sua aproximacao 3 vizinhanca do
centro-sela. No caso dos modelos com campo escalar, tomar condicdes iniciais em torno
de um ponto sobre a separatriz corresponde a considerar a influéncia de flutuacdes do
campo escalar na dinamica das dérbitas. Nestes casos, apesar de podermos considerar
esta situacdo como uma perturbagdo do caso integrivel, observamos o aparecimento de
uma dinamica complexa que, como vimos ao longo deste trabalho, provoca a perda de
habilidade de prevermos o estado final do modelo. Observamos também que o compor-
tamento acima ndo estd restrito a condiges iniciais tomadas numa pequena vizinhanca
da separatriz. Qualquer conjunto de condigoes miciais tomado numa vizinhanca do plano
invariante que resulte em orbitas que visitem a vizinhanga do centro-sela apresenta com-
portamento cadtico. Condigoes iniciais tomadas fora do plano invariante, que corresponde
a admitirmos uma forte influéncia da anisotropia ou do campo escalar sobre a evolucio
das drbitas do modelo, possuirdo uma dindmica complexa. Uma caracteristica comum
aos dois tltimos casos (condigdes iniciais tomadas préximo ao plano invariante e longe

deste) é que as érbitas possuem a propriedade de oscilarem por um tempo arbitrariamente
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longo numa vizinhanga do centro-sela. Esta fase oscilatdria tem consequéncias fisicas que
discutiremos adiante.

O segundo aspecto é o que denominamos saida cadtica para a inflacio. Considerando
os modelos cosmoldgicos inicialmente em expanséo a partir de uma fase de Planck e devido
ao comportamento cadtico exposto acima, nao temos mais condigdes de prever se a fase
posterior serd inflaciondria ou ndo. Como j4 discutimos ao longo deste trabalho, o estdgio
final do modelo, quando as érbitas visitam uma vizinhanga do centro-sela, estd ligado
ao sinal da energia hiperbdlica, que é uma quantidade bem definida e dinamicamente
conservada numa vizinhanga linear do centro-sela. Se Ei;, > 0, 0 modelo entra em uma
fase inflacionaria dirigindo-se para o atrator de de Sitter, caso Epip < 0, ocorre o colapso
do fator de escala do Universo. Como o sinal de B, depende da particio da energia
(AE = E, ~ F,) nos modos rotacional e hiperbslico, e como mostramos, esta particao
é cadtica, ndo podemos mais prever o comportamento das érbitas apds a passagem pela
vizinhanga do centro-sela. Neste sentido podemos falar de uma saida cadtica para a
inflagao. Verificamos ainda que é sempre possivel encontrar uma superficie de erergia na
qual as orbitas evoluirdo apresentando esta incerteza no estdgio final. Quando levamos
em conta a presen¢a de um campo escalar massivo, verificamos que o valor da massa m
influencia no intervalo de energia onde o comportamento caético ocorre. (Quanto maior o
valor de m maior este intervalo de energia. Como m est4 ligado ao termo perturbativo da
Hamiltoniana, temos a primeira indicaco de que sua variacao leva o sistema a se tornar
mais ou menos cadtico. Mesmo para modelos onde nédo ha a presenca de um campo
escalar, como no caso do modelo axissimétrico, a presenca da anisotropia é suficiente para
produzir uma particdo de energia cadtica levando a uma incerteza no estagio final do
modelo. Os experimentos numéricos realizados sugerem que o campo escalar, assim como
a anisotropia, tem um. importante papel numa evolucao nao-linear ou caética de modelos
cosmoldgicos, podendo acionar ou néo a fase inflaciondria e a subsequente dinidmica de
formacao de estrutura. Com estes resultados podemos deduzir que o ponto critico centro-
sela atua como um espalhador cadtico induzindo uma saida cadtica para a inflagio em
sistemas Hamiltonianos representando modelos cosmolégicos.

O terceiro aspecto é sobre os valores “distribuidos” aos modos rotacional e hiperbélico

da energia do modelo. Como comentamos acima, o ponto critico centro-sela organiza o
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espago de fase de modo que a Hamiltoniana na regifo linear deste ponto tem a dinimica.
separdvel nos movimentos rotacional (setor puro centro) e hiperbdlico (setor puro sela),
quando tomamos condi¢des iniciais en torno de um ponto sobre a separatriz. A particio
de energia entre estes dois modos é que vai determinar o estdgio final do modelo através
do sinal de Ej;,. Além disso, verificamos que os valores distribuidos a cada um dos mo-
dos, apesar de serem completamente randdmicos para conjuntos arbitrarios de condigoes
iniciais, os histogramas das Eiip € Erp apresentam um padrio estatistico. Ou seja, o
modo com que 0 centro-sela “distribui”a energia para os dois modos segue uma regra que
¢ descrita por uma lel de poténcia na forma p(z) ~ z?. O histograma apresenta trés
regioes distintas: a regido do “pico”, que sofre forte influéncia da geometria da amostra
de condigdes iniciais, a regifio intermedidria, onde obtemos o ajuste através da lei de
poténcia e a regido da “cauda”, fortemente influenciada pelo volume finito da amostra.
Afravés dos histogramas analisamos a influéncia do pardmetro de controle m ligado ao
termo perturbativo da Hamiltoniana, no comportamento do caos no modelo e o que isto
provoca na forma do histograma. Para tanto estabelecemos que a geometria da amostra
deve ser escolhida de tal modo a ndo interferir na regido do “pico”do histograma e que a
variagdo do pardmetro de controle fosse o tinico responsavel pelas modificages na forma
do histograma. Apds diversos experimentos concluimos que a geometria da amostra deve
ser uma elipse no espago de fase das varidveis ligadas ao movimento rotacional, como
extensamente discutido no texto. Deste modo garantimos que as modificacoes na forma
do histograma se devern unicamente & variagdo do pardmetro de controle responsdvel pela
intensidade da nio-integrabilidade. No estudo de qual distribuigio estatistica poderia ser
usada para ajustar o histograma, verificamos que a distribuicio de Maxwell-Boltzmann
ndo era adequada pois o histograma apresenta um excesso na cauda em relacio a esta dis-
tribui¢do. Observamos ainda que o comportamento de uma grande regido do histograma,
a regiao entre o “pico”e o final da “cauda”, pode ser ajustada através da distribuicio de
Tsallis, que foi proposta de modo a acomodar ao menos uma parte dos sistemas que tem
comportamento andmalo em relacio A estatistica de Boltzmann-Gibbs. Isto coloca a es-
tatistica determinada pelo centro-sela no mbito das estatisticas ndo-extensivas, abrindo
novas perspectivas de estudo. Isto era de se esperar visto que estamos trabalhando com

sisternas onde interagdes de longo alcance estdo presentes, e onde conjuntos relevantes
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no espago de fase sao cadticos e termn estrutura fractal. O sistema certamente nio ests
no reino da Mecénica Estatistica de Boltzmann-Gibbs, o qual essencialmente se atem a
nao-interacao ou interagbes de curto alcance em sistemas Hamiltoniano de muitos cor-
pos. Hstes resultados podem ter alguma aplicagio fisica interessante para a dinimica de
modelos cosmoldgicos imediatamente antes do Universo entrar no regime inflaciondrio ou
recolapsar, ambas alternativas dependendo das flutuacdes tipicas do sistema. Por exern-
plo, nos podemos usar a fungdo estatistica (3.46) para calcular o valor médio da energia
hiperbélica para um ensemble de Universos. Como nés mostramos a0 longo do trabalho,
o sinal da energia hiperbdlica determina o estado final do modelo. Assim, o sinal da
energia hiperbdlica média ird determinar o comportamento a longo tempo do ensemble.
Com o intuito de verificarmos a validade da lei de poténcia para o ajuste do histograma
em modelos fora da Cosmologia, analisamos o caso da Hamiltoniana de Hénon-Heiles.
Encontramos que o histograma mantém todos os aspectos apresentados nos casos cos-
moldgicos, indicando fortemente que o padrio estabelecido pelo centro-sela é universal,
sendo determinado pela néo-integrabilidade do sistema para érbitas que visitam a regiao
linear do centro-sela. Além disso, a organizacio do espaco de fase, determinada pelo
centro-sela, onde as 6rbitas evoluem, é a mesma, niao importando o sisterna Hamiltoniano
considerado. Por outro lado, as energias £y, e E.,; sio quantidades inerentes A presenca
deste ponto critico em sistemas Hamiltonianos. E, como garantido pelo teorema de Moser,
devem estar presentes em todos os sistemas Hamiltonianos em que aparece o centro-sela.
Desta forma o padrao estabelecido para os valores das energias Ehip € Erp deve ser o
mesmo, nao importando o modelo, ja que a causa do aparecimento destas quantidades
€ a mesma, 0 centro-sela. A relacdo que hd entre o teorema de Moser e o padrdo es-
tatistico estabelecido pelo centro-sela, é de cardter operacional. Todas as Hamiltonianas
foram “preparadas”encontrando uma transformagio canénica em que obtivemos a forma
explicita de Fp;p e B, que possibilitou o cdlculo numérico destas quantidades e a pos-
terior construcao dos histogramas. Assim, da mesma maneira que ao nos referirmos a
um sisterna Hamiltoniano possuindo um centro-sela, podemos dizer que a Hamiltoniana,
na regiao linear do pento critico, pode ser escrita como a soma de duas constantes de
movimento (como estabelece o teorema de Moser), podemos agora acrescentar que, além

disso, os valores destas constantes obedecem a uma distribuicio estatistica, cujo histogra-
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ma pode ser ajustado por uma curva da forma p(z) ~ z77. F mais ainda, quando num
regime de alta ndo integrabilidade um padrfo é estabelecido a partir do qual a forma do
histograma néao sofre variagio devido ao aumento do parAmetro de controle, como por
exemplo m (modelos cosmoldgicos) e K (Hénon-Heiles).

Listamos abaixo as principais propriedades dos histogramas obtidas através de exper-

imentos numéricos realizados com os modelos.

1. aforma do histograma é invariante de escala, isto é, independe do raio R da amostra

D das condigoes iniciais, a menos de uma mudanca de intervalo;

2. a forma do histograma independe do pardmetro (AF = E_ - E,) que permite-
nos caracterizar se as orbitas sdo dominantemente colapso ou escape, apés visitar a

vizinhanga linear do centro-sela:

3. a forma do histograma independe, a partir do valor de saturagéo, do parimetro de

controle m ou K

4. dentro dos erros estatisticos, o histograma, em um grande intervalo, é ajustado por
uma distribui¢do do tipo P(z) ~ z~7 onde v é o0 mesmeo para todas os histogramas

assoclados a Hamiltonianas independente de m ou K, AF e escalas;

O quarto aspecto que abordamos foi a relagio entre o expoente v da lei de poténcia
e o parAmetro de incerteza o da lel f ~ ¢*, onde f é a fragfo das drbitas cujo resultado
é incerto em relagio ao estado final e ¢ é a perturbacio nos valores das varidveis iniciais.
Na literatura o cédlculo de o se faz utilizando drbitas que evoluem por um longo tempo,
inclusive passando por diversas vezes pela regido do centro-sela. Como dissemos no texto
estas sao as chamadas drbitas recorrentes. No entanto, para os modelos cosmolégicos
analisados, as drbitas recorrentes sdo irreais, no sentido de que fisicamente nao é aceitdvel
que uma orbita atinja a regifo onde o fator de escala do Universo tenha valor zero. Deste
modo parece-nos mais realista calcularmos, para estes modelos, o valor de o no momento
da primeira passagem na vizinhanca do centro-sela. Assim, definimos os cddigos escape
para inflagdo e recolapso, e calculamos o valor de « em relagdo a estes codigos. Como

discutido no apéndice B, o valor de « estd ligado ao valor da dimensao fractal do espago
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de fase das condigbes iniciais através da equacio d = N — @, onde N = 3 para os
modelos analisados. O valor de « est4 ligado a sensibilidade dos estigios finais do modelo
a flutuagbes na condigdes iniciais. Para a = 0 todas as érbitas sdo incertas no sentido
de que qualquer perturbagio nos valores das condigdes iniciais leva a um estado final
diferente, no entanto, a dimensio fractal é inteira. Para o = 1, indica que temos uma
pequena quantidade de érbitas incertas, também apresentando a dimensdo fractal inteira.
No caleulo de « para nossos modelos encontramos 0,25 < a < 0,35, o que indica um
espago de fase fractal levando o sistema a um comportamento caético. Este resultado
reforga ainda mais a caracterfstica de centro-sela de espalhador caético. Como a razio
para o centro-sela ser um espalhador caético é devido a ndo-integrabilidade, cuja atuacgio
¢ mostrada através do histograma, deve haver uma ligacio entre o valor do expoente -y
e o valor de &v. Devemos lembrar também que o histograma é construido com os valores
das energias no momento da primeira passagem. No texto mostramos que com o aumento
do pardmetro de controle ocorre um aumento da nio-integrabilidade e isto acarreta um
aumento no caos do modelo. Este aumento no caos é verificado pela diminuicio do valor
de 7 e de . O que obtivemos é que, quando atingimos o regime que denominamos de

alta ndo-integrabilidade, os valores de v e ¢, para todos os modelos, satisfazem a relagio
0,9<y+a>11,

indicando que a variagdo na forma do histograma, de algum modo, esté ligada a um
aumento do caos do modelo em relagdo aos valores das Ehip € B

O quinto aspecto discutido foram as consequéncias fisicas do comportamento os-
cilatorio das érbitas na vizinhanga do centro-sela, gerando um mecanismo de amplificacio
por ressonéncia paramétrica de perturbagbes inomogéneas com um espectro selecionado.
Mostramos que a equacao da evolugao das perturbagdes do campo escalar pode ser escrita
como uma equacao de Mathieu, com a propriedade da existéncia de zonas de instabili-
dade no espago pardmétrico da equagio, para V' (¢{?)) > 0, onde as solugdes crescem
exponencialmente, para um espectro selecionado de modos k. Estas perturbacdes podem
ser vistas como uma “flutuagdo” sobre o espectro de matéria, podendo ser importante
para explicar a hierarquia de escalas observada no Universo atual.

Por dltimo, utilizamos o resultado de que o expoente v mantém uma relacio com a

e fizemos uma analogia entre o comportamento da dinfmica de um fluido no infcio da
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fase turbulenta com um fluxo Hamiltoniano na transicio de um regime integravel para
um regime de alta ndo-integrabilidade. Observamos que estes dois fluxos apresentam as-
pectos muito semelhantes no que diz respeito ao comportamento randdmico de grandezas
relacionadas com a velocidade do fluido e a energia hiperbélica do fluxo Hamiltoniano na

vizinhanca do centro-sela.
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Apéndice A

Hamiltonianas

A.1 Modelo FRW com campo escalar acoplado a gra-
vitacao

Nesta se¢ao vamos obter as Hamiltonianas que utilizamos para descrever o com-
portamento cadtico dos modelos nos casos onde o campo escalar estd acoplado conformal-
mente e minimalmente & gravitagéo.

Vamos admitir o modelo inflaciondrio FRW com campo escalar massivo acoplado mais
fluido perfeito (dependente apenas do tempo) e constante cosmolégica.

Seja o elemento de linha,

dr?
1 — kr?

ds’ = N(2)%dt* — a(t)?| + r2dg? + r¥sin(6)dy?) (A.1)

e a densidade lagrangeana,
£:i)g—f—£¢—f—£1+£f, (A.2)

onde L é a densidade lagrangeana da gravitagao, £, € a densidade lagrangeana do campo
escalar ¢, £; é a densidade lagrangeana da interagio entre o campo escalar e a gravitagio

e Ly é a densidade lagrangeana do fluido perfeito definidas pelas equagdes,

£o=VT5 (-5), (A3
£,= VG (50" = Vo), (A4
L= =g Ge'R), (A5)
Ly =+~g0p, (A.6)
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no qual g é o determinante do tensor métrico g,,, V{(p) é o potencial efetivo do campo
escalar € R € o escalar de Ricci dado por
6 & & k  aN
R=——(—4—+N"= - —). i
NQ(a+a2+ a? aN) (A7)

A acdo é dada por
S = jd:c‘*,g. (A8)

Na densidade lagrangeana do fluido perfeito, com equagio de estado p = (v — 1)p,
tomamos p = F,a~*", sem nenhum grau de liberdade dindmico. Isto resulta da su-
posicao de pura interacdo gravitacional do fluido (com tensor momento-energia (3.2)), e
das equagdes de Finstein. Isto é justificado pela seguintes hipdteses:

(i) fluido homogéneo e isotrépico, o que implica na auséncia de gradiente de pressao e
portanto de aceleragbes relativas entre as partes do fluido;

(ii) fluido perfeito, o que implica na conservagao da entropia do fluido;

portanto o fluido nido tem graus de liberdade dindmicos e a variacdo temporal de p ¢
consequéncia somente da expansdo cosmoldgica dos volumes préprios do Universo.

Assim de (A.8) temos,

dr r%sin @
i

Como o modelo é homogéneo com se¢Oes espaciais compactas, eliminamos, por uma

drdt?dcpfdt Na?| ( — o) + 2;2@ —V{p) = E,a™¥]. (A9)

integracdo imediata, o elemento de volume espacial na a¢ao, resultando em
g B 2 L o -3
Socjdt Na [HE(IM@O )+W(p — V() — E,a™], (A.10)

ou ainda,

aNa?

Socfdt[%(aa2+a2a+fv2ka— Y(1—€pH)+ th ~Na*V ()= NE,a®=7]. (A.11)

aa 2 a a aa : .
Mas e~ (1 —&p?) = 4£] 2(1N£"" )]~ 288 (] _g?) + N(l £p?) + % Eaa*pp e descartando
o termo em derivada total, substituindo o resultado em (A.11) obtemos

a2 32
S o f dt| i’\a; a+3kaN+a2 = Kl OLACPY gy e NGV ()= N3],

N N
(A.12)

Para uma simplificacio futura, vamos efetuar a transformacéo ¢ = a™, da qual obtemos
o = pa” + P(na'a), (A.13)
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e substituindo na expressdo (A.12), encontramos

—3a2a a?rtBe? pant2)aq)
df 2 3 ny _ 3(1—v)
Soc/ [ N + 3kaN — Na°V(ya™) — NE,a + TV + N

nEa2qp2g2ntl 3 snvi.2.2, B, onie. 6 2n+1-2 42 In41 2
eyt e e P+ ﬁfa ayd + "N‘ﬁna a*p? - 3Neka™ 9% (A14)

Varmnos eliminar os termos cruzados Gy na expressio (A.14) fazendo
n+ 6£ = 0, (A.15)

e a equacao (A.14) passa a ser escrita como

332 l3-120) -
S o /dt[ ;r 242 SV 31 N65)f &*¢*al1%) + 3Nak

—Na®V (a™%) — NE,oa*' =7 ~ 3ke Ny2a(17120], (A.16)

Da equacdo (A.16) podemos tirar a expressdo da Lagrangeana

—3a%a o120 ., 3(1- 6¢)

€00 (1-126)
= N
L 7 4+ 5 N a‘yta + 3Nak

—Na*V(9pa~5%) — NEa =7 — 3keNy2a0-129 (A 17)

e da definicdo dos momentos canonicamente conjugados a a e ¥, p, = %—‘3 epy = %,

respectivamente, temos

_ —baa | 6(1—66E. 5 10
Po = T e : (A.18)
a(3-126) A.19
Py =¥ (A-19)

onde, apés uma imediata identificagdo dos termos, podemos escrever

9 2
, _ P Py
S /dt{apa + 1Dy N[I'Za[—l {1 6{)5’{[)2&_12‘51 + 2q(3—12¢} sak
+a%V (a%) + Boa® 4 3kep?a-120 | L (A.20)

Considerando N como um multiplicador de Lagrange, da variacdo da acdo em relagao

a N obtemos

LER (A.21)

SN

o que implica em,
ENH
N (A.22)
Assim, a expressdo do vinculo Hamiltoniano escreve-se

A pi 3 —8E 3(1-7) 2 (1-126) _
= 1261+ (1— 6E)Eg2a1%] 20012 Bak +a”V ($a”%) + Foa + 3kEYTa =0
(A.23)
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Acoplamento conforme

Para o caso onde o campo escalar estd acoplado conformalmente & gravitagho,
tomamos 0 valor de £ = % e fixamos a gauge para N = a obtendo a expressio para o

5
vinculo (A.23),

2 2
_Ps Py o Koo ap Py oama _
H= T + 3a°k 2¢ a V(a) E.a = Q, (A.24)

onde, com a escolha da gauge, passamos a usar o tempo conforme definido como,

Acoplamento minimo

Para o caso onde o campo escalar estd acoplado minimalmente & gravitacao,
tomamos o valor de £ = 0 e fixamos a gauge para N = a obtendo a expressdo para o

vinculo (A.23),
2

2 2
Dy P 2 4 (4—3v) _
_ P Py _ B A2
H TRy +3ak —a*V({®) 0l 0, (A.26)

onde, com a escolha da gauge, passamos a usar o tempo conforme definido como,

dn = —. A.27
== (A27)
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A.2 Modelo de Hénon-Heiles

Usando a técnica do mapa de Poincaré, podemos compreender melhor como um
sistema passa de um comportamento regular para um comportamento cadtico. Os modelos
analisados nesta tese tem espago de fase 4-dimensional, possuindo um termo perturbativo
constituido por um parametro de controle(m ou K) que, quando nulos, tornam o sistema.
integrdvel, possibilitando &s érbitas evoluirem sobre uma superficie bidimensional de um
torus. Se utilizarmos o mapa de Poincaré neste caso, encontraremos superficies fechadas
indicando a presenga destes torus. Com a variagdo do parametro de controle o sistema
torna-se néo-integrével, e as trajetérias ganham a liberdade de mover-se fora da superficie
do torus num espago 3-dimensional. Verificamos, neste caso, que o mapa de Poincaré
apresenta torus destruidos, indicando o movimento randdmico das drbitas neste espago
tridimensional. A pergunta que nos vem é como ocorre & destruicgo dos torus se de
maneira gradual ou abrupta?

Para responder a esta pergunta, vamos examinar um modelo introduzido pela primeira
vez por Hénon-Heiles[13] como um modelo que descreve o movimento de uma estrela no

interior de nma galdxia. A Hamiltoniana tem dois graus de liberdade e tem a forma

1 1 1
H= 5(2')% +aqy) + 5(@93 +q3) + {Q%fh - §q§] (A.28)

Esta Hamiltoniana representa dois osciladores harmonicos simples acoplados por um ter-
mo ciibico, o qual torna a Hamiltoniana nao-integravel. Se tivermos ¢; = x,q2 = ¥, p1 =
Ps, P2 = Py (com @ e y como coordenadas espaciais num planoc), entdo a Hamiltoniana
pode também ser interpretada como um modelo para uma particula movendo-se em duas

dimensoes sob a acdo de uma forga descrita por uma fungao energia potencial

1 1 1
Viz,y) = 53:2 + 53;2 + 2%y — gye’. (A.29)

Esta funcéo energia potencial tem um minimo local préximo da origem(z = 0,y = 0). Se
a particula inicia o movimento préximo da origem com energia F, < %, ela permanecerd
em 6rbita préximo da origem durante todo o tempo. Se a energia for E, > % & particula
pode escapar do minimo local e ir ao infinito. Se a energia for muito pequena, a particula
permanece préximo da origem e as drbitas parecerdo como as de uma particula com

movimento periédico num potencial harménico simples.
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Apesar do sistemma ser quadridimensional, a conserva¢do da energia impde que as
drbitas devem permanecer num volume tridimensional, j& que o sisterna é Hamiltoniano.
Noés usaremos a técnica da se¢@o de Poincaré para reduzir o movimento destas érbitas
neste volume tridimensional a um plano. Tradicionalmente plota-se a Srbita no plano
(py,y) com superficie de seciao de Poincaré tomada em z = 0, e é o que faremos.

Antes de construirmos as se¢des de Poincaré, vamos descrever rapidamente, em linhas
gerais, o artigo de Hénon-Ieiles. No artigo “The applicability of the third integral of
motion: some mumerical experiment”[13], M. Hénon e C. Heiles estudam a possibilidade
da existéncia de uma terceira integral de movimento num potencial com um eixo de
simetria, através de experirnentos numeéricos simulando o movimento de uma estrela em
tal potencial. A pergunta que tentarn responder é o que acontece com a trajetdria de uma
estrela quando esta revoluciona por um longo tempo no interior de uma galéxia?

Inicialmente os autores verificaram que o problema considerado é completamente
equivalente ao problema do movimento de uma particula num plano com a existéncia
de trés integrais de movimento independentes. Uma integral é a energia da estrela e outra
integral é ndo-isolante, sem significado fisico. Nao existe a integral correspondente ao
momento angular, pois o potencial, por ser arbitrério, ndo tem necessariamente que ter
algumma simetria. O que se seguiu foi a procura sob quais condigbes esta segunda integral
passava a existir. Para esta andlise os autores empregaram a técnica da secao de Poincaré

verificando o comportamento das drbitas dentro do volume

1
syt V(e y) s B (A.30)

Se nado existir a segunda integral de movimento, o volurne acima serd totalmente preenchi-
do pelas trajetérias e se chamard ergotico. Se existir esta segunda integral, as trajetdrias
estarao sobre uma superficie. J4 comentamos no inicio que com o aumento de energia
da estrela, esta pode escapar ou permanecer ligada préximo ao minimo do potencial. Os
experimentos realizados foram conduzidos aumentando a energia e analisando os pontos
gravados no plano de Poincaré. Na figura B.I apresentamos o resultado destes experi-
mentos composto pela secdo de Poincaré e o grafico do potencial correspondente a energia

considerada.

Como podemos observar da figura A.1, quando usamos E, = 1—12 encontramos, para

o plano de coordenadas (y,p,), que 0s pontos estido sobre wma curva. Esta figura prova
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Figura A.1: Mapa de Poincaré para uma variagdo de energia crescente, onde podemos
observar a destruicio dos torus. Com o aumento da energia a érbita passa a ter liberdade
de percorrer o volume tridimensional limitado pelo vinculo Hamiltoniano. Ao lado de
cada mapa apresentamos o potencial correspondente a cada energia e o comportamento

das drbitas no interior deste potencial.
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da existéncia da segunda integral do movimento. A surpresa aparece quando a energia €
aumentada, por exemplo para F, = 0,125. Aqui temos pontos pertencentes a mesma tra-
jetéria onde é impossivel desenhar qualquer curva através deles. Eles parecem distribuir-
se randomicamente nas dreas livres entre as curvas fechadas. Quando aumentamos ainda
mais a energia, as curvas fechadas diminuem e os pontos isolados, pertencentes a uma
Unica trajetdria, cobrem quase que toda a’u‘eé, como mostra o grafico para F, = 0, 16667.

A conclusdo a que se chega é que para energias E, > % as linhas equipotenciais se abrem
e a estrela pode eventualmente escapar para o infinito. Em termos de segunda integral
temos que quando a energia € pequena, a segunda integral sempre existe. Para energias
acima da energia critica (E, = 3) existem um nirnero infinito de regides separadas no
espaco de fase tal que a segunda integral parece existir. Porém o espaco entre elas ¢ uma
regifo ergética no qual a integral é ndo isolante ¢ a estrela pode ou ndo escapar. A medida
que a energia é aumentada a regido ergdtica aumenta e tende a ocupar o espago todo.
Respondendo a pergunta inicial, a destri¢do dos torus se dd de maneira gradual com o
aumento da energia da estrela.

A formulagio da Hamiltoniana de Hénon-Heiles que usaremos para o estudo do com-
portamento do ponto critico centro-sela, foi obtida do artigo {34] e contém quatro parame-
tros de ajuste,

1 1
E = E(pj +p2 + ay’ + coz?) + az’y — gbyg. (A.31)

Sem perda de generalidade, vamos redefinir os parametros que aparecem na equagao

(A.31) escrevendo,
b
cl=02=m2, a=K e 'S“ZA,

deste modo a Hamiltoniana passa a ser escrita como,

1 2
B = (0} +p2) + %@2 +2%) - K2y — AP (A.32)

que € expressao que usamos nesta tese, comm =1 ¢ A= %
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Apéndice B

Parametro de Incerteza e Dimensao

Fractal

Queremos responder a pergunta de quanto cadtico é um sisterna. Gostariamos de
ter um modo quantitativo de classificar o verdadeiro caos separando-o do comportamento
ruidoso e probabilistico devido a complexidade do sistema. Com o objetivo de descrever
e quantificar o comportamento cadtico, iremos utilizar uma quantidade relacionada a
natureza geométrica das trajetérias no espaco de fase. Para tanto, permitiremos que o
sisterna evolua por um longo periodo de tempo e entdo examinaremos a geometria do
espaco de fase das condicoes iniciais dando a cada estado final um cédigo. Podemos
dizer que neste caso estaremos olhando para as “pegadas”deixadas pelas trajetdrias ao
evoluirem. Como estamos trabalbando com aspectos geométricos do espago de fase, uma
das maneiras de quantificar o caos seria determinar a dimensdo da figura geométrica
formada no espaco de fase das condicdes iniciais, ou seja, calcular a dimensionalidade das
figuras formadas. A dimensionalidade do espaco de fase nos dd importantes informagoes
sobre o comportamento dinimico do sistema. Aspectos como a sensibilidade do estado
final com relacdo is condicdes iniciais e como sdo as fronteiras que separam regioes de
diferentes comportamentos, podem ser verificados através da dimensionalidade.

A questdo que se coloca é como determinar quantitativamente a dimensionalidade. Em
primeiro lugar existem diferentes defini¢des de dimensionalidade e que fornecem diferentes
valores numéricos para um mesmo caso. O conceito de dimensao que usarernos aqui aplica-

se a conjuntos em espacos onde o conceito de distancia, isto é, uma métrica, ¢é definida. A
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definicdo de dimensio que iremos adotar é denominada de boz-couting ou capacidade]201.

Uma descricio tedrica e suméria do método é a seguinte: usando cubos de lado e,
vamos cobrir o espago ocupado pelo objeto geométrico. Depois de coberto, efetuamos a
contagem dos cubos fazendo o tamanho desses cubos cada vez menor. A quantidade de
cubos necessério para cobrir o objeto, quando as dimensdes do cubo tendem & zero, da a
dimensédo do objeto. A definicio de capacidade de um conjunto foi originalmente definida
por Kolmogorov e é expressa por,

d. = EE% %A(%?, (B.1)
c
onde, se 0 conjunto em questao é um sub-conjunto limitado de um espag¢o Buclidiano AP,
N(e) é o nmero minimo de cubos p-dimensionais de lado ¢ necessdrio para revestir o
conjunto. Exemplo: para um ponto, N{¢) = 1, para uma linha, N(e) ~ ¢', para uma
drea, N(e) ~ ¢ % e de acordo com a equagdo acima temos d. = 0, 1,2 respectivamente.
Para conjuntos mais gerais, d, pode nao ser inteiro (conjuntos fractais). E ainda, para
sisternas Hamiltonianos, que sio os casos analisados neste trabalho, a dimensionalidade d
do conjunto de pontos gerados pelas trajetdrias na regido de fronteira, deveserd > D -1,
(D é a dimenséo do espago de fase), pois as trajetdrias estdo confinadas a uma superficie
de energia constante. Sistemas dindmicos tipicos tem em comum o fato de possuirem fron-
teiras fractais, que séo regides do espaco de fase das condi¢Ges iniciais onde temos grande
dificuldade em predizer para qual estado assintdtico o sistema eventualmente se estabe-
lece. Isto é, condicBes iniciais localizadas em diferentes regides, porém muito proximas,
podem gerar 6rbitas que exibem diferentes comportamentos assintéticos. Devido a nao-
linearidade, flutuacdes nas condigbes iniciais do sistema evoluem de tal modo que podem
alterar completamente o estado final das trajetdrias nao-perturbadas do espago de fase.

Estas fronteiras fractais apresentam as seguintes propriedades:

o tem estrutura fina, isto é, apresentam detalhes sob escalas arbitranamente pequenas;

e estruturas bastante irregulares para serem descritas numa linguagem geométrica

tradicional;

e alguma forma de auto-similaridade.



Vamos agora analisar a influéncia de uma fronteira fractal sobre o comportamento do
sisterna. Sistemas dindmicos nao-lineares tipicos podem ter mais de um possivel estado
final assintGtico[37]. Este estado final atingido depende do estado inicial do sistema.
Devemos assim, considerar em que extensao a incerteza nas condigbes iniciais leva-nos a
incerteza no estado final. Para compreendermos melhor a situagdo vamos considerar o
espago de fase bi-dimensional mostrado na figura A.1. Existem dois possiveis estados finais
denominados de A e B. Condigdes iniciais de umn lado direito da fronteira 3, eventualmente
dirigem-se para B, enquanto aqueles do lado esquerdo de ¥ eventualmente vio para 4.
Se as condi¢bes iniciais sdo incertas por uma quantidade e, nés nido podemos dizer, a
priori, para qual estado a Orbita eventualmente tende. Na figura B.1, 1 e 2 representam
duas condigOes com incerteza ¢, ou seja, a condicdo inicial de fato poderia estar em
qualguer lugar num disco de raio € centrado no valor da medida. A drbita gerada pela
condicdo inicial 1 estd ligada ao estado B, enquanto a condicdo 2 é incerta no sentido
que a érbita gerada pode ter estado final em 4 ou B. Vamos assumir que condighes
iniciais séo escolhidas randomicamente com distribui¢do uniforme no retdngulo mostrado
na figura B.1. Em particular, considere a fragio de incertas no volume do espago de fase
dentro do retangulo mostrado e denote esta fracdo de f. Para o caso mostrado, condigoes
iniciais dentro da faixa de largura 2¢, centradas na fronteira, sdo incertas. Claramente
temos f ~ € ou seja, o numero de condicoes incertas é proporcional a incerteza na
medida. Ocorre que para sistemas dinamicos nao-lineares a relagao de f com ¢ € do tipo
f ~ ¢* onde o < 1 e dissemos que existe um estado final sensivel!. A no¢io de estado
final sensivel serd desenvolvida em termos da fragdo do espaco de fase consistindo das
condi¢oes iniciais, o qual sdo incertas guando especificadas com erro €. A determinagao
do grau de sensibilidade (incerteza) néo serd feita sobre o tamanho da fragéo de incertas
do espago de fase, e sim sobre o modo com que esta fragdo varia quando o erro é reduzido.
Quando o <« 1 uma substancial melhora na incerteza das condigdes iniciais ¢, fornecerd
somente relativo decréscimo na incerteza do estado final quando medido por f. Para o
caso da figura B.1 temos o = 1 onde as fronteiras sdo suaves.

Queremos agora obter a expressdo que relaciona a dimensionalidade d, a dimensdo do

1S3e a condigao inicial especificada com erro ¢ estd dentro daquela distincia da fronteira fractal, o

estado final para o qual ela se estabelecerd nfo pode ser predito com certeza.
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Figura B.1: A regido do espaco de fase dividida pela fronteira 3. em duas bacias de atragao

para os atratores A e B. 1 e 2 representam duas condi¢oes inciais com incerteza e.

espaco de fase D e o expoente de incerteza «. Para isso vamos determinar o volume da

regido incerta cobrindo-a com cubos de aresta €. Assim

Vin = N(e)e”, (B2)
onde N(e) é o niimero de cubos necessério para cobrir a regido incerta e e é o volume
de cada cubo D-dimensional.

Usando a definicio de capacidade da dimensao,
. Ln N(e)
4. =lim T (B.3)
e para € < 1 podemos escrever,
InN(e) ~ d.Ln(-),
€
ou
N(e) ~ e, (B.4)
Substituindo na expressio do volume da regido incerta (B.2), temos
Vi ~ € %l = (P7de, (B.5)
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Mas o volume da regiao incerta é proporcional ao niimero de condigdes incertas e assim

femos
Vin ~ f(e) ~ €77%, (B.6)
tendo ainda,
fle) ~ e, (B.7)
assim
a=D—d. (B.8)

Se obtivermos o valor de o teremos calculado a dimensao do objeto fractal.
Para verificarmos a influéncia de «, expoente de incerteza, na sensibilidade do estado
final do sisterna, fagamos, f{e) ~ ¢ e f{€') ~ (¢')*, onde f(¢) é a fragao de incertas para

um erro de magnitude € e f(¢} 0 andlogo para €. Assim

FE) e
- (B.39)
1) = (2) () (B.10)

> (i) (B.11)

o que implica em
! 4
J}((i)) : (B.12)

ou seja, para obtermos uma pequena melhora na previsio do estado assintético das con-

digBes iniciais devemos diminuir consideravelmente o erro na medida dos pardmetros. Com
esse resultado compreendemos o efeito que erros na medida dos valores das condigoes ini-
ciais do sistema tem sobre a habilidade de predizer para qual estado final uma particular
4rbita se dirige quando trabalhamos com fronteiras fractais.

Vamos agora determinar as caracteristicas da fronteira do espago de fase que separa as
condigbes iniciais que levam a diferentes estados finais. Para verificarmos se uma regiao
do espaco de fase das condicdes iniciais é fractal, iremos efetuar o cédlculo da dimenséo
da fronteira em diferentes regides usando o método da sensibilidade do estado final. O

método consiste em determinar a probabilidade média de cometer um erro na previsao
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do estado final de wma condigao inicial se esta condicao nao € conhecida exatamente, mas
com uma incerteza de tamanho . Para tanto, tomamos um grande mimero de condiges
iniciais numa, regido e evoluimos para determinar o estado final. Em seguida efetuamos
uma perturbagio da ordem de € num plano de coordenadas. A probabilidade de erro na
previsao do estado final é estimada como a fragdo das condigdes iniciais cujos estados

finais sdo alterados pela perturbacdo e. A fracdo é dada por
flo) = = (B.13)

onde N é o niimero total de condigées iniciais e N* é o nimero daquelas que alteraram o
estado final devido a perturbago . Em nosso experimentos nimericos N sempre é tomado
grande o bastante tal que N* > 400. Como para uma amostra tomada randomicamente
o erro estatistico do nimero de condigbes iniciais incerta para cada valor de ¢ é dado por
_\%ﬁﬁ , este valor corresponde a uma incerteza estatistica de 5% em f(e).

Como mostrado acima f(e) ~ €*, para fronteiras fractais 0 < o < 1 e para fronteiras
ndo fractais o = 1. Como a dimensao fractal d estd relacionada com a dimensdo do espaco

de fase D e com o expoente de incerteza « pela equagao d = D — o, obter seu valor se

resumne a determinar a inclina¢ao da reta
Lnf(e) = aln(e). (B.14)

Para implementarmos o cilculo da dimensionalidade através do meétodo de boz-couting,
usaremos o seguinte procedimento: para que f(e) esteja bem definida nos casos onde o
espago de fase do sistema é infinito, nds restringiremos as condigdes iniciais a estarem em
alguma, sub-regido finita do espaco de fase, mas que contenha a fronteira. Esta regifo deve
ser representativa no sentido de que a relagio entre f(¢) e € ndo seja influenciada por esta
escolha, ou seja, o expoente « é independente da sub-regifio analisada. Escolhida a sub-
regiio, selecionamos N condigdes iniciais randémicas distribuidas uniformemente nesta
sub-regifo e evoluimos cada uma para determinarmos seu estado final. Cada condigio
(4, Pzo) é entéio perturbada de uma quantidade e produzindo duas condigdes perturbadas
(2, % €, Pro). Evoluimos estas 2N condigdes iniciais perturbadas para determinarmos seus
estados finais e comparamos com o estado final da condigdo néo-perturbada. Se uma
ou as duas condicBes iniciais perturbadas associadas com uma particular condigdo inicial

nio-perturbada atingirem estados finais diferentes da nao-perturbada, nés dissemos que
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esta condicio inicial é incerta sob o erro e. Anotamos a fracio f(e) das condigdes iniciais
quando € é variado. Em nossos célculos, admitiremos que esta fracio F(€) das condigdes
iniciais incerta é proporcional a fracio das incertas f(e) do volume do espago de fase.
Repetimos o cdiculo para diversos valores de ¢ cada vez menores, sempre anotando a
fragio de incertas f(e).

Plotando num grdfico In x Ln estes resultados e observando a relacéo
Inf(e) = alne, (B.15)

vemos que a inclinacio da reta nos fornece o valor do expoente de incerteza .

Para determinar-mos o erro estatistico no nimero N de condicbes iniciais incertas para
cada valor de e usaremos VN que é a expressdo para uma amostra tomada randomica-
mente.

Para o cédlculo numérico da dimensio fractal da fronteira utilizamos o pacote denomi-
nado Ndynamics [36] que trabatha em ambiente M APLE com integrador C'. O principal
objetivo deste pacote é determinar numericamente a lei de escala acima.

Devemos agora adotar um critério para a escolha do intervalo entre os valores de
e. Dado esse o intervalo para as condigbes iniciais, o qual define o hipervolume V d-
dimensional, distribuimos N condices iniciais através deste volume. O maior valor de
¢ nio pode exceder a distincia média entre as condigdes iniciais, para que ndo ocorra
sobreposicao levando A perda de capacidade da dimensao fractal. Por outro lado, o menor
valor de € usado é determinado pelo erro estatistico associado com o niimero de condi¢des
iniciais caindo dentro da fronteira fractal.

Na figura B.2 temos um grafico representando um experimento tipico no cdlculo da
dimensdo fractal de uma fronteira. O grifico representa a relacio entre as condigdes
iniciais incertas f(e) e a perturbacéo ¢, qual seja, Inf(e) = aln(e).

Podemos observar claramente trés regides distintas:

a) regifio (I) com o = 1, representando as condi¢des iniciais perturbadas com ¢ muito
pequeno. Desta forma temos pontos com baixa estatistica, abaixo do limite inferior que
estamos admitindo {N;. > 400);

b) regifio (IT) onde temos condigdes que, para uma perturbagio €, um nimero razodvel
de condicdes iniciais sdo incertas em relagao ao cédigo colapso/escape e esto entre 400 <

N,, < Ny, onde N, é o ntimero de condicoes incertas e Ny é o nimero total de condigoes
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Figura B.2: Ln(f(¢)) como fungio de Ln(e). A inclinagdo da reta fornece o valor da

parametro de incerteza .

iniciais;

¢) regiao (/1) onde a perturbagéo ¢ é de tal ordem que mascara o comportamento fractal
do conjunto. Para uma perturbagio e muito grande, uma condigao inicial pode passar de
uma bacia de um estado assintético para outra, sendo portanto considerada incerta, mas
nao tendo o comportamento cadtico que esperamos verificar.

A regifio descrita nos itens a e ¢ devem ser descartadas para o calculo de «, 86 levando
em consideracdo a regido linear central descrita no item b. IS preciso um certo cuidado ao
escolhermos o limite inferior e superior desta reta, ja que esta pode ndo estar bem definida,
isto é, os pontos extremos podem estar fora da reta. Neste caso devemos retird-los antes
de calcularmos a inclinacio «. [Estes efeitos causam d, tender na diregdo de zero para

grandes valores de ¢ e na diregao de 1 para € pequenos.
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Apendice C

Equacoes de Evolucao das

Perturbacoes

Neste apéndice vamos mostrar como obtivemos os resultados da expressao do
fator de escala médio e das equagtes de Mathieu para a evolugdo das perturbacdes das
amplitudes da densidade de constraste e do campo escalar. Para a obtencio da expressao

analitica do fator de escala médio vamos partir da defini¢ao[9]
I(t) = (AB)'/3. (C.1)
Mas das equagoes de transformacoes (4.5) e (4.6) obtemos que
1) = al?). (C.2)
Devemos assim encontrar a expressio analitica para a(t). Introduzimos novas varidveis

da = a — a,,

6pa:pa = Pao:
§b=b—b,
6Py = Db — Doo,

onde (ao, bo, Pao, Pro) 540 as coordenadas do ponto critico, e expandimos em torno deste

ponto o sistema (4.10-4.13) obtendo

. 1
0 = 12&06}%, (C.3)
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4 9 1
_— 2 Foa 2 2
0P, == 12M6a + 6A6a” + 365 Bagépb + magépa, (C.4)
- 3
5b = —4a25pb: (C.5)
8 4 3
61 3a06 + gaoéb +4agf5pb (C.6)

Assumindo as relacoes &p, > 6p, e b > da, obtidas através de experimentos numéricos

em [9], as equagdes (C.4) e (C.6) passam a ser escritas como

6p2, (C.7)

4 9
. 2 2
6P, = 12Aba + 6ASa” + 566 — 30

6}56 = gaoéb. (CS)

Vamos agora resolver o sistema de equagdes formado por (C.3), (C.7), (C.5) e (C.8).
Primeiramente vamos trabalhar com o setor de rotacdo. A equago para §b, usando (C.8),

escreve-se Como

§b 1+ wb =0, (C.9)

com w? = %, cuja solugao é
2

&b = A, cos(wt). (C.10)

Desta forma, de acordo com (C.5), temos
4.,
6py = ngaowsm(wt). (C.11)

As equacBes para as variaveis do setor hiperbélico sao obtidas como segue. A equagao

para (5(.1 EsCTeve-s5e CoImo
1 3
5b% —

da = Nda+ Ga %0

vt (C.12)

Vamos em primeiro fugar obter a solugio para a equagdo homogénea,
Sy — Noay = 0, (C.13)

cuja solugao é
Say = Che¥™ 4 Che= VA, (C.14)

onde C; e C, sao constantes de integragao.
Para a solugao particular faremos

1 S — 3

9a 2307 (C.15)

S, = ASap +
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onde podemos usar as equages (C.10) e (C.11), obtendo

A2 Ala, u?
© cos? (wt) — 22t

(o]

by = Aba, + SinQ(wt). (C.16)

Com a transformacao trigonométrica

1— 1 2
sin? (wf) = cos(2wt) e cos(wt) - + cos( wt)’
2 2
a equagao (C.16) passa a ser escrita como
AX2 — 3a%w?) A2 + 3aiw?)
da, = Ad < 2 = = 2wt). A7
G = Ao e 360, os(2w) (C.17)
Considerando a solugfo particular
da, = B, + B cos(2ut), (C.18)

e substituindo na espressio (C.17), obtemos os valores de B, e B,
B, = -2 (3a;w* — 2), (C.19)

B =-——"(2+ 3a%uw?). (C.20)

2 2
Sa = %A—A"%(Bang —2)— 3?%(2 + 3a2w?) cos(2wt) + C) V& L Cyem VR (C.21)

Como Sa = a(t) — a,, a expressdo para o fator de escala médio I(£) é dada por

2

Ta °_(2 + 3aw?) cos(2wt) + CheV™ 4 Crem VR, (C.22)

—2 (3a2w? —2) —

() = 36A
onde w? = a%

Para a obtencao da equacio de Mathieu para a evolugao das perturbagdes na amplitude

de densidade de contraste y = %, vamos partir da equagao(38],

. 1
6Xe + 27X = 5P% = 0. (C.23)
Efetuando a transformacéo
X == U Xk (C.24)
a equagio (C.23) passa a ser escrita como
[
- (5 + =0, (C.25)



Da equacdo (C.22), na fase oscilatéria (Cy = Cy = 0), temos

[ 4w?A2(2 + 3aiw?
N ( St ), (C.26)
! 36a2(A + 4w?)

e da relagao p = %, onde E, é uma constante de intergracao das identidades de Bianchi

interpretada como a energia do modelo, obtemos

L,
— = g—(l — waeos(2wt)) ™ = 53-

i (1 + 3acos(2wt)), (C.27)

2
onde o = %912%%%— cos(2wt). Substituindo estas aproximagdoes em (C.25), obtemos

‘70.

i

Ve — {_.E..,. + (4w + zEg )a cos(2wt)])<;C = 0. (C.28)

A equacdo de movimento para os modos perturbados do campo escalar € dada por

. [ . k2
66 + 3766k + V(¢ + E—Q]éqsk = 0. (C.29)
Efetuando a tranformagao
S = Sl 2, (C.30)
e substituindo em (C.29), obtemos
) BTV - 93 Y NC R
B+ [(V"(6) + 12) - i(E(E) +E)}6k =0, (C.31)

Para a fase oscilatéria temos (C) = C3 = 0) e o termo ﬁ é dado pela equagdo (C.26),

enquanto o termo % pode ser escrito como

(%)2 ~ sin?(2wt). (C.32)

Em comparagdio com } ~ cos(2wt), o termo acima pode ser desprezado. A expansao do

2
termo f—z nos fornece

k2 k2

=~ Zé(l + 2a), (C.33)
onde « foi definido acima. Desta forma a equagio (C.31) passa a ser escrita como
. o tore K2 2k?  Bw?
b+ [(V7(6) + aQ) — (S~ = ) cos(2wt)] 6 = 0, (C.34)

al a?

22 322
onde ¢ = Ael2+3agw)

36(AAw?)
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Apéndice D

Analise Dimensional

Com a convencao adotado 8nr(G = ¢ 1 as unidades das grandezas fisicas ficam

definidas como na tabela abaixo.
Simbolo Definicao Unidade Notacao
a fator de escala adimensional
T coordenada espacial commprimento
t coordenada temporal comprimento L
Gouv tensor de Einstein cormprimento? 12
A constante cosmoldgica | inverso do comprimento +
. comprimento A
k curvatura espacial ‘ N i
campo escalar S n—n e
d P comprimento L
m pardmetro de massa | inverso do comprimento 7
E, parametro de energia | inverso do comprimento? ﬁ
H Hamiltoniana comprimento? L?
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