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Resumo

Consideramos um sistema constituido de um atomo na aproximacgao de um oscilador
harmonico de frequéncia @, linearmente acoplado a um campo escalar dentro de uma
cavidade esférica refletora de raio R. Utilizamos as coordenadas wvestidas intruduzidas
em N. Andion, A.P.C. Malboussoin, A. Mattos Neto, J. Phys. A - Math. Gen., 34,
3735 (2001), as quais permitem uma descri¢do unificada nao perturbativa do processo de
radiagao do dtomo. Realizamos um estudo da distribuicao da energia entre as partes do
sistema dentro da cavidade para diferentes situagoes, incluindo o caso quando a cavidade
é muito grande (caso livre). Para pequenas cavidades fizemos um estudo da evolugao do
dtomo com a condigio inicial que este se encontre no primeiro estado excitado e concluimos
pela quasi-estabilidade do 4tomo excitado. Por exemplo, para uma frequéncia @ da ordem
de w ~ 4.00 x 10*/s (luz visivel vermelha), partindo da condicdo inicial de que o dtomo
se encontre no primeiro nivel excitado, encontramos que para uma cavidade com didmetro
da ordem de 2R ~ 1.0 x 107 %m, a probabilidade de que o atomo depois de um tempo
infinito ainda se encontre nesse primeiro nivel excitado , serd da ordem de 97%. Para
uma microonda tipica de frequéncia @ ~ 2.00 x 10'°/s encontramos a estabilidade no
primeiro estado excitado também da ordem de 97% para uma cavidade de raio da ordem

de R~ 14 x 10" %m.
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Abstract

We consider a system consisting of an atom in the aproximation of a harmonic oscillator
of frequency @, coupled to the scalar potential inside a spherical reflecting cavity of radius
R. We use dressed coordinates introduced in N. Andion, A.P.C. Malboussoin, A. Mattos
Neto, J. Phys. A - Math. Gen., 34, 3735 (2001), which allow a non-perturbative unified
description of the atom radiation process, including for the case when the cavity is very
great (free case) . We made a study of the distribution of energy between the constituent
parts of the system within the cavity for different situations. We perform a study of the
energy distribution in a small cavity, with the initial condition that the atom is in the
first excited state we conclude for the quasi-stability of the excited atom. For instance,
for a frecuency @ of the order @ ~ 4.00z10'/s (in the visible red), starting from the
initial condition that the atom is in the first excited level, we find that for a cavity
with diameter 2R ~ 1.0z10 ®m, the probability that the atom be at any time still in
the first excited level, will be of the order of 97%. For a typical microwave frequency

w ~ 2.00210%/s we find stability in the first excited state also of the order of 97% for a

cavity radius R ~ 1.4z10™%m.
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Capitulo 1

Introducao

O propésito da Fisica Tedrica é construir modelos que descrevam apropriadamente os
fenomenos naturais. Nas diferentes areas da fisica existem certos tipos de problemas que
podem ser resolvidos de forma exata e cujas solucoes sdo conhecidas hd muito tempo.
Em geral este tipo de problema é descrito por equagdes lineares que envolvem uma quan-
tidade pequena de graus de liberdade. Mas este tipo de problema s6 descreve situagoes
fisicas muito especiais tais como, por exemplo, um oscilador harménico simples ou uma
particula num campo externo com simetria esférica. Por outro lado é comum encontrar
nas diferentes areas da fisica, tais como a Mecanica Celeste, a Mecanica Estatistica e a
Teoria de Campos, equagoes diferencias acopladas e/ou nao lineares para as quais é muito
dificil encontrar solucdes exatas.

Na Mecanica Estatistica e em Teoria Construtiva de Campos Locais, teoremas gerais
podem ser derivados usando a expansdo em clusters e outros métodos relacionados [1].
O método da expansdo em clusters em Mecénica Estatistica foi desenvolvido por Kahn
e Uhlenbeck [2]. Em alguns casos, estes métodos permitem a construgdo rigorosa de

modelos tedricos de campos [3], mas ndo sio de grande utilidade em calculos de carater

preditivo.
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Na atualidade, muitos problemas da Teoria de Campos sao resolvidos usando-se calculos
numéricos. Desde hda muito tempo o tnico método sistemdatico para se fazer calculos de
carater preditivo tem sido a teoria de perturbagoes. Os métodos perturbativos partem de
solucdes exatas do problema mais simples (por exemplo, uma delas pode ser a trajétoria de
um corpo num potencial externo simples) e os termos que impossibilitam a solugao exata
do problema sdo incorporados sistematicamente ordem por ordem em séries de poténcias
numa certa constante de acoplamento, as ditas séries perturbativas. E claro que este
método vai estar limitado pelo valor da constante de acoplamento. Esta constante tem
que ser pequena comparada com algum parametro presente na parte do problema que
admite uma solugao exata. O desenvolvimento da teoria de perturbagdes remonta aos
tempos do uso do método Hamiltoniano na Mecanica celeste. Um tratamento completo
sobre o uso da teoria de perturbagdes no calculo de 6rbitas de corpos celestes pode ser
encontrado na Ref. [4].

Na fisica moderna, uma situacdo tipica como, por exemplo, em teorias de gauge
abelianas, é um sistema, composto de particulas carregadas descritas por um campo de
matéria e que interagem com um campo neutro através de um acoplamento ( em geral
nao linear) caracterizado por algum parametro g , usualmente chamado de constante de
acoplamento ou de carga da particula. A solugdo perturbativa desta situagido é obtida
por meio da introducdo dos campos nus, sem interagdo, para a matéria e para 0 campo
neutro (campo de radiagio no caso eletromagnético), aos quais sao associados os quanta
(particulas "nuas”), a interagao sendo introduzida ordem por ordem em potencias da con-
stante de acoplamento na expansio perturbativa dos observaveis. Este método da bons

resultados tanto em Eletrodindmica Quantica como em interagoes fracas. Em fisica de
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altas energias, a liberdade assintética permite aplicar a Cromodinamica Quantica (QCD)
em sua forma perturbativa, tendo dado resultados muito importantes nas décadas pas-
sadas. No entanto, para que a QCD perturbativa funcione, é importante que o processo
seja uma interagdo de curta distincia, de modo que o termo perturbativo seja suficen-
temente pequeno, para que a teoria de perturbaces seja vélida (liberdade assintética
ultravioleta).

Em todas as situagdes do tipo das descritas acima, a particula fisica é acoplada sempre
ao campo neutro (campo de radiagio no caso eletromagnético), ou seja, ela se encontra
"vestida” por uma nuvem quantica do campo neutro ( fotons, no caso do campo eletro-
magnético). Na teoria de perturbagoes esta absor¢ao dos quanta do campo de gauge pela
particula carregada é feita pelo procedimento da "renormalizacao”, introduzindo corregoes
aos parametros fisicos ordem por ordem em poténcias da constante de acoplamento renor-
malizada [5]. No entanto, apesar de sua grande aplicabilidade, existem situagoes onde o
uso da teoria de perturbagdes nio é possivel, como é o caso na Cromodindmica Quantica
de baixas energias onde ocorre confinamento de quarks e gluons. Neste caso a técnica
mais promissora é a teoria de gauge na rede, onde o continuo espago-tempo é substituido
por uma rede de pontos discretos e as equagoes da (QCD sao resolvidas numericamente.

No caso da Eletrodinidmica em cavidades e em Optica Quantica, hd também situacdes
em que o método perturbativo é de muito pouca utilidade, como é o caso na observagao
de efeitos de ressonancia associados ao acoplamento de dtomos com campos fortes de
radiofrequéncia [6]. A compreensdo tedrica destes efeitos em termos perturbativos re-
quer o calculo de termos de ordem muito alta na série perturbativa, o que faz com que

a técnica dos diagramas de Feynman nio seja confidvel nesses casos [7]. As experiéncias



Capitulo 1. Introducao e

de tratamento nao perturbativo de tais sistemas, conduziram a idéia de ”4tomos vesti-
dos”, introduzida originalmente nas refs [8] e [9]. Este conceito tém sido utilizado desde
entdo para investigar varias situagdes evolvendo a interagao de dtomos com o campo
eletromagnético [10, 11, 12].

Em situacdes realistas a maior dificuldade é o cardter nao-linear do problema, o que
implica em procedimentos matematicos muito complicados. Uma maneira de contornar
estas dificultades matematicas, é supor que sob certas condi¢oes o sistema acoplado atomo-
campo eletromagnético pode ser aproximado por um sistema composto de um oscilador
harménico acoplado linearmente ao campo escalar, através de uma certa constante de
acoplamento efetiva g. Este é o caso no contexto geral da teoria da resposta linear em
QED , onde a interacdo do campo eletromagnético com o dipolo elétrico d4 a contribuicao
principal ao processo da radiagdo [13, 14]. Aproximagoes lineares deste tipo podem ser
aplicadas em eletrodindmica de cavidades, em particular na investigagao tedrica dos ”cat-
states” de Schrodinger em cavidades altamente refletoras (high-Q cavities”), como foi
feito, por exemplo, em [15]. Enfoques deste tipo, também foram usados em fisica da
matéria condensada para estudar o movimento Browniano e também em 6ptica quantica
para estudar a decoeréncia, supondo um acoplamento linear entre um modo harmoénico
de uma cavidade com um banho térmico de osciladores & temperatura zero [16, 17].

A idéia de confinar o sistema em um volume finito, nao é recente posto que ja existia
na literatura ha bastante tempo como um tipo de mecanismo de regularizagdo para evitar
as divergéncias que se apresentam ao calcular as quantidades do sistema no espago livre
[18]. Este artificio é introduzido para fazer com que o problema dos autovalores seja

matematicamente bem definido, embora tomar o limite de volume infinito ndo seja trivial
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(19, 20]. Idéias similares foram recentemente empregadas na teoria da radiagao [21].

Nés consideramos um sistema composto de um atomo ( aproximado por um oscilador
harménico) acoplado linearmente a um campo escalar, o sistema todo estando confinado
ao interior de uma esfera refletora de raio B. Nés damos um tratamento nao perturbativo
para nosso sistema dtomo-campo escalar introduzindo certas coordenadas ”vestidas”, que,
do ponto da vista fisico nos permitem dividir o sistema acoplado em duas partes: o 4tomo
"vestido” e o campo "vestido”, o que faz desnecessario trabalhar diretamente com os con-
ceitos de dtomo nil e campo ni e de interacao entre eles. Por exemplo, para descrever o
processo de radiacao, tendo como condigdo inicial que somente o oscilador mecanico (o
4tomo) descrito por uma coordenada gy se encontra excitado, o procedimento usual deve
considerar o termo da intera¢io no Hamiltoniano escrito em termos de gy e dos modos
do campo ¢; como uma perturbagdo, a qual induz a transi¢ao entre os auto-estados do
Hamiltoniano livre. Nesta forma é possivel tratar de maneira aproximada o problema,
tendo como condi¢do inicial que somente o oscilador ni (o dtomo) esteja excitado. Mas é
bem sabido que esta condigio inicial é fisicamente inconsistente devido a divergéncia da
frequéncia do oscilador nti, em razio da interacdo com o campo. A forma tradicional para
contornar esta dificuldade é mediante o proceso da renormalizagdo, introduzindo pertur-
bativamente ordem por ordem as correcdes para a frequéncia do oscilador. No presente
trabalho adotamos um procedimento alternativo introduzido em [19]. Nao fazemos uso
explicito dos conceitos de interagio entre o oscilador nii e o campo ni, descritos pelas co-
ordenadas gy e ¢;. Nés introduzimos certas coordenadas ”vestidas” g e ¢; para o dtomo
vestido e os modos do campo vestidos, respectivamente. Em termos destas novas coorde-

nadas é possivel um enfoque nao perturbativo do processo de radiagao e da distribuigao
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de energia dentro da cavidade.



Capitulo

A colocacao do problema e a
transformacao para os eixos
principais

Em primeiro lugar vamos considerar o oscilador harmoénico g de frequéncia wp linearmente
acoplado a um campo escalar ¢(7,¢). Em seguida vamos confinar o sistema oscilador-
campo em uma cavidade esférica de raio R centrada na posi¢ao do oscilador. O sistema

é descrito pela seguinte Lagrangeana,

1
L=3d- ﬁ @+ fde"'[ 0,8(7, 1) B (F, t) + 2m/gea0® (7, )0(F — )| . (2.1)

onde 9, = (%&;,6), P = (%8;,—\_7), c é a velocidade da luz e ) = 0 é o ponto de
equilibrio do oscilador; ¢ e ¢ s@o a constante de acoplamento e a velocidade da luz,
respectivamente.

2.1 Reducao do problema a um sistema de osciladores
acoplados

Da Lagrangeana acima definida utilizamos as equagdes de Euler-Lagrange para obter as

seguintes equagoes do movimento do sistema oscilador-campo escalar,
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o + wPp = 2w\/g—c‘/d3fcz>(f, £)6(7) | (2.2)
2% _ 28 — 2n /geq(t)S(F) . (2.3)

Como o sistema estd confinado a uma cavidade esférica de radio R, o campo deve obedecer

a condicao de fronteira,

#(R) =0, (2.4)

e podemos expandir o campo ®(7,¢) numa base ortonormal de funcées {¢;(r)}

37, t) = 3 a() (7 | (2.5)
onde a dependéncia temporal é dada através dos coeficientes ¢;(t). Podemos escolher os

¢;(7) como sendo as solucoes da equacao
2 wj;
V() = —— (7) (2.6)

onde 0s @(7) devem obedecer também a condigao or(R) = 0, de forma tal que a condigdo
de fronteira dada pela Eq. (2.4) seja satisfeita. De um ponto de vista fisico, j& que o
oscilador gq se encontra em todos os instantes em torno do ponto 7 = 0, ele vai sentir os
efeitos do campo préaticamente da mesma forma em todas as diregdes, isto é, o problema
tem simetria esférica. Entdo a Eq. (2.6) vai depender somente da parte radial, e a solugao
para o campo vai depender apenas de |7] = r. Escrevendo o operador V? em coordenadas
esféricas, dado que os ¢x(r) ndo dependem das coordenadas angulares, a Eq. (2.6) se
reduz a

1
=

& (P5a0) = -t @)
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cuja solucdo normalizada é dada pela expressao,

1 Sin(%&?’)
bulr) = =L (2.8

onde
kme
l'_t)k:?, k=1,2,3,... (29)
Por outro lado temos que
Wi
lim , 2.10
r—0 Pu(r) = cV2mR ( )

com que a expresdo do campo (2.5) fica,

®(r,t) = Ci@k(ﬂ% (2.11)

Em seguida, fazendo uso das equagdes (2.5), (2.6) e (2.10), escrevemos a Lagrangeana

dada por (2.1) da seguinte maneira,

1. W . o .
L = 5% = 20 @ += /ds?‘ (Z Gididid; — ¢ ZQ‘:;QjV¢iV¢5j) +
,J 1]

+2WQDC\/C_9fd3FZ qidi(F)o(7 — 7o) ,  (2.12)

onde ao integrar por partes a segunda soma, devemos ter em conta que o campo € nulo

na fronteira, neste caso na superficie esférica. Entao temos que

1 w? .. _ =
L= g ~="g+ (Z Qin/dsTdf’iﬁi”j +e ) Qin/d3T¢iv2¢j) +
i,J ]

2 2
+2maey/g [ S GO — 7o) , (213)

e introduzindo o valor de V2¢; dado pela eq. (2.6), temos que

L= 1@3 wo @ + (Z‘?z%fd Thip; — Zw QZQde ?"cbquj)

2
+araue /g [ AT adi(M(F-To) . (214)



Capitulo 2. A colocagao de problema e a transtormagao para 0s eIxX0s pricipals v

As integrais que aparecem na Eq. (2.14) devem ser efetuadas em todo o espago eu-
clideano, e tendo em conta que a parte espacial da solucao do campo foi tomada numa
base ortonormal e cuja solu¢do é dada por (2.5), é facil calcular as integrais do terceiro
e quarto termos de (2.14), as quais dao como resultado o valor um, ao mesmo tempo em
que a tltima integral da o valor da fungao espacial do campo no limite » — 0. Entao,

nossa Lagrangeana fica,

2

1, wyo, 1 2 2 1 L 2 2 v
L=>¢—=q¢+=> 4 —"Zqiwifnzg'oqiwi, (2.15)
2 2 2i:l 2i:1 i=1

onde
n=4/29Aw , (2.16)

Aw = wc/R, é o intervalo entre as frequéncias vizinhas do campo, e g € a constante de
acoplamento linear do oscilador com o campo.

Da Lagrangeana (2.15) obtemos que os momentos conjugados sao dados por py =
% =goepr = % = ¢;, com os quais a Hamiltoniana para nosso sistema constituido
do oscilador harménico acoplado ao campo escalar dentro da cavidade esférica de raio R

é dada por

H =

b | =

N N
{pﬁ +wid+ Y (o +wiagr) —2 ) Wkgﬂqk} : (L)
k=1 k=1

Onde N — o0

2.2 Diagonalizacao da Hamiltoniana do sistema de
osciladores acoplados

Tendo encontrado a Hamiltoniana do nosso sistema oscilador-campo em termos de um sis-
tema de osciladores acoplados, Eq. (2.17), nosso trabalho seguinte é procurar a sua forma

diagonalizada, de maneira que nosso sistema oscilador campo escalar fique expresso pela
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Hamiltoniana de um sistema de osciladores livres. Para isso faremos uma transformacao
linear das coordenadas e dos momentos generalizados da Hamiltoniana. Nés fazemos uso

da seguinte transformacao,

=¥ (2.18)
= 2 45, (2.19)

onde 7' = (t},) & uma matriz ortonormal,

Zt’"t’" = (2.20)

Zt’”ts =4, (2.21)

=0
com que a forma diagonalizada da hamiltoniana é obtida,
1 N

H=33 (PP +9Q) . (2.22)

r

Neste procedimento de diagonalizagao ( ver apendice A) também encontramos,

o Nk T
e
N 2
2 2 2 Wi
wy — s =mn s (2.24)
’ o Wi — 82

com que, utilizando a condigdo de normalizacdo (2.21) e (2.23), obtemos também,

|
Wl

2

1+ Z " wg‘}z) . (2.25)

A Hamiltoniana escrita na sua forma diagonal, Eq. (2.22), descreve o sistema como um

conjunto de osciladores livres, onde os Q,’s sdo as frequéncias normais dos modos de

oscilacdo coletivos desses osciladores. A Eq. (2.24) contém as N + 1 solugdes para £,
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as quais correspondem aos NV + 1 modos normais coletivos. Esta equagdo ainda pode ser

transformada através de algumas operacoes algébricas simples, de onde resulta que

02
2_Nn ==Y ——. _
wg — Nn* = Qi =n ngﬂggfn (2.26)

5o

Para uma analise preliminar, podemos chamar £, = ) de tal forma que a Eq. (2.26),

QQ
2Nt = =gy 2.97

fique expressa, em ambos os membros, como fungdo de £2. Assim, podemos analisar a Fq.
(2.27) da seguinte forma,

a) No caso em que w2 — Nn? > 0, podemos ter duas opg¢des para 04

a.1) Se Q2 < 0, analisando a Eq. (2.27) temos que o primeiro membro é positivo en-
quanto o segundo membro é negativo, existindo uma inconsisténcia e por conseguinte a
opc¢ao 2% < 0 nao serd considerada.

a.2) Se Q% > 0, analisando a Eq. (2.27) vemos que ambos membros da equagao tem o
mesmo sinal o que implica que esta opgio é correta. Portanto quando wi — N7n? > 0, en-
contramos solugdes positivas para 2%, o que significa que o sistema oscila harménicamente
em todos os seus modos.

b) No caso em que wi — Nn* < 0, podemos analizar (2.27) fazendo,

N Q2
FO)=(wi-NH) - -0 ——; 2.28
(%) = (wp n°) nkz:,;wz_gz (2.28)
com que temos que,
FQ?=0)=wl—-Nn*<0 (2.29)
F(? — —00) — +00 (2.30)

F(Q? = +00) =& —00. (2.31)
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De (2.29),(2.30) e (2.31) vemos que existe solugio negativa para Q. Confirmamos este
fato analisando a derivada dF(£2?)/dQ?,

1 N 2
_(‘_'52*1*7722 2(%22

<0, (2.32)

de onde encontramos que para qualquer valor de Q2 a derivada da fungiao F'(2*) é sempre
negativa. Isto quer dizer que a fungdo dada em (2.28) é monoténicamente decrescente.
Entdo temos que para o caso wa — Nn? < 0, existird solugdo negativa Q* = Q°. Esta
situagao nao é de interesse para nés, posto que, com este modo de oscilagdo nao se consegue
uma configuracao estacionaria de nosso sistema. Entdo, nés asumimos que wg —Nn*>0
e como a frequéncia livre do oscilador wy é uma quantidade infinita devido a interacao
com 0s N — co modos do campo, entdo nés definimos a frequéncia renormalizada w [21],

sendo ela a frequéncia fisica do oscilador uma quantidade finita.

W= /w2 — Nn2. (2.33)

Em termos da frequéncia renormalizada, a equacdo (2.26) fica,
2 2 2 Z S}{? ( )
B-R=ry . 2.34
’ oW — 22
2.3 O espectro das autofrequéncias

Depois de ter diagonalizado a Hamiltoniana do sistema oscilador-campo escalar, este ¢é
agora expresso como um sistema de (IV + 1) osciladores livres, onde N corresponde ao
nimero de osciladores do campo, no limite de N infinito. Considerando N infinito, nés
vemos a necessidade de introduzir a frequéncia renormalizada, dada pela Eq. (2.33), de tal
forma que esta frequéncia seja uma grandeza finita no limite N — oco. A renormalizagao

da frequéncia é exatamente andloga & renormalizacdo da massa na Teoria de Campos .
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Sendo a frequéncia renormalizada uma grandeza finita na equacio (2.34), podemos agora
encontrar as autofrequéncias 2, correspondendo aos modos coletivos normais. Lembrando

ue wy = k<, com k = 1,2, 3.., podemos ter uma expressao semelhante para {2
R 1 P P )

Q=z— 2.
’ER, (2.35)

onde z é um numero real positivo. Entao introduzindo as expressoes acima das frecuencias

w e £} nas equagOes precedentes, temos que,

co QQ oo $2
kz_; w_r — = ,; R (2.36)
Onde usaremos a identidade,
o0 2 1
> kz—x_j? =% [1 — zmcotan] , (2.37)
k=1

de tal forma que tenhamos agora,

=g 1 QR QR
——— == |1—(—)cot(— 2.38
DD g 2[ (c)co(c)] (2.38)
Introduzindo esta tltima expressdao em (2.34) obtemos,
QR. 0 ¢ R _,
t(—)=—+—|1——w" ] . 2.39
co(c) gvr+QR( Wgcw) (2.39)
ou,
1 2
cot(wr) = =z 4+ —(1— 22y (2.40)

gR Tm gem

Na equagdo (2.39) temos duas fungdes que dependem da varidvel 2, sendo a fungio da
direita uma curva secante. O grafico dessas duas fungdes se mostram na fig.2.1 onde o
eixo horizontal é dado por €/Aw. Nés observamos que a curva secante curta somente
uma vez cada ramo da fun¢do cotangente, com que as solucées para as autofrequéncias

coletivas estardo dadas da seguinte maneira,
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Figura 2.1: Solugao numérica da Eq.(2.39), onde a variavel = é dado por z = %.
cm
Q. =(r+ ET)E : (2.41)

onder =0,1,2,.. e 0 < ¢ < 1. O espectro das autofrequéncias {2, sera estudado no

capitulo seguinte.
2.4 A matriz de transformacao

Nesta secgao vamos encontrar uma forma mas explicita para os elementos da matriz da
transformagao que diagonaliza o Hamiltoniano do sistema oscilador-campo, que ¢ descrito

formalmente por (N + 1) — oo osciladores independentes. Da equagao (2.42)
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N n2w£
=14y | . (2.42)
= S ]
temos que,
1
= - (2.43)
\/ L+ Y5 sty
Se nés escrevemos o termo da soma na expressao acima como uma funcao F(£2,),
o0 2
Wi
=) (2.44)
2 -y
esta mesma fun¢ao pode ser expressa da seguinte maneira,
= Q d & 1
=Y T (2.45)
= wi Qg 2dQqw

Tendo em conta a equagio (2.38) temos,

F(Qr) —

C c C C

1 (_RQT RQ,")) £, d [1 (1ﬁRQT RAQ,

r T i

com que ap6s algumas manipulacoes chegamos a,

F(Q,)=— A il )+ f—2 (1 + cotz(R? )) : (2.47)

Introduzindo a eq. (2.39) em (2.47) e fazendo as simplificagdes algébricas necessdrias,

encontramos que a fungio F(€,) pode ser escrita na forma,

W R R? r2Q, R R*? R*w?
+o—t - -+
402cqm  4c2  4c2g?m?  degm 2ctgim? 0 4Q2cPgPn?

F(Q,) = — (2.48)

Entdo, da Eq. (2.43) e introduzindo a expressao F(),) dada por (2.48), lembrando

também que n = 4/2mwgc/ R, temos,

(t) =

1

2ger [ _W’R R2 r2Q, R25 R2yt
\/1 + R ( + 4c? + + o i 402c2g272

. (249)

4Q2cgm 4c2g2m? 4cg‘fr 2c gzw
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on

?

(to) = ! . (2.50)

@ gRw RQ2Z 1 __ Rw’ Rw*
\/1 212 + 5+ sl Ea——c o

2gcm gem 2gem Q2

Simplificando e reagrupando termos em (2.50), encontramos finalmente que a expressao

para o elemento da matriz (t)) é,

Q
i = g , (2.51)
" (O - P+ 3302 — ) + 5RO

e também, pela Eq.(2.23):

UE%?

t, = ——=—=
kE— 2 2
wk_ﬂr

th . (2.52)

2.5 Distribuicao de energia dos modos e o conceito
de osciladores vestidos

Se nés fazemos a transformacdo do Hamiltoniano (2.17) a eixos principais utlizando as
transformagdes dadas por (2.18), (2.19), (2.20) e (2.21), separadamente para cada um dos
termos correspondentes respectivamente ao oscilador mecanico, ao campo escalar livre e
ao acoplamento entre eles, mostramos mediante célculo simples (ver apendice B) que, a
infinitude negativa que aparece como produto da interagdo campo-oscilador compensa as
infinitudes do oscilador e do campo livres, de tal maneira que a energia renormalizada, a
qual inclui a subtragao da energia do vicuo correspondente a cada um dos modos coletivos

0, do sistema, pode simplesmente ser escrita da forma seguinte:

E. =hQ, l(tgf + kz_jl(t;)?} : (2.53)

Desta maneira vemos que o sistema pode, agora, ser considerado como formado por duas
partes: uma, que contem a fragio (£;)?h$2, da energia, que chamaremos de ”oscilador” e o

outro com a fracio ¥ (¢7)?A), de energia, que chamaremos de "campo”. Naturalmente,
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aqui ja ndo se trata do oscilador e do campo livres (nus) que inicialmente tinhamos, agora
se trata de um oscilador vestido e um campo vestido, entendendo-se por westimentas aos
incrementos de energia que aparecem quando o oscilador e o campo sdo acoplados. Assim,

podemos expressar o nosso sistema como um conjunto de sistemas de osciladores vestidos.



Capitulo 3

Distribuicao de energia dentro da
cavidade esférica

Neste capitulo nés vamos analisar a distribuigao da energia dos modos coletivos, entre o
oscilador vestido e o campo vestido, os conceitos de oscilador vestido e de campo vestido
foram introduzidos ao final do capitulo anterior. Nés vamos calcular as frequéncias dos
modos normais {2, para diferentes valores do raio da cavidade tendo em consideragao
algumas situagdes da frequéncia renormalizada do oscilador W, logo analisaremos a dis-
tribuicido da energia do primeiro modo 2y nas duas partes constituintes do sistema: o
oscilador vestido e o campo escalar vestido. Apresentaremos primeiramente o caso de
uma cavidade muito grande (R — o) o que foi estudado em detalhe em [19]. Para nossa
andlise particular vamos definir a constante de acoplamento linear como g = o, onde

a ¢ a constante de estrutura fina, o = 1/137.

3.1 Cavidade com raio arbitrariamente grande (R —
)

Nesta sec¢io, estudaremos a situagdo onde o raio da cavidade é arbitrariamente grande.
Tendo em conta que estamos estudando o nosso sitema confinado numa cavidade esférica,

o procedimento correto é estudar o sistema para R finito e posteriormente fazer & —

19
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oo, como foi discutido na Ref. [19]. Neste caso, quando R — oo , (Aw =cn/R) — 0 e

as solugdes para ). sdo tais que AQ = Aw — 0. Entao da eq. (2.51) temos,

Q
By = - : 3.1
(t) (2 — %) + 1 (302 — &%) + 02 -1}
Se R >> g e tendo em conta que Aw = Z£, a Eq. (3.1) é aproximda a
Aw2g$2
tr 2 — T :
( 0) (Qf _ wz)z + ﬁzgzﬂg ! (3 2)
onde podemos definir:
2902
2 r _ 3.3
( w) (Qg _ 52)2 _|_ 7T292Q?2, ( )
Entdo a Eq. (3.2) fica expressa como
(t5)" = Aw(tz)” . (3.4)
e da Eq. (2.52), encontramos também,
mz _ 29(Aw)(we)? g
(th)* = W(ta)z : (3.5)

As equagdes (5.12) e (3.5) dao as fracdes da distribuicao da energia dos modos normais
para uma cavidade muti grande (caso livre). Quando o valor de R é muito grande (R —
o0) podemos usar o fato Aw = AQ = F. Ademais, no limite R — oo, os valores
das frequéncias dos modos normais tornam-se valores continuos; neste caso temos que

AQ — dQ. E a normalizacio dos elementos da matriz, neste caso, é dada por Y 2°(¢7)* =

fﬂm(t§)2dﬂ =1,
3.2 Cavidade de raio finito

Agora vamos estudar a distribuicdo da energia dentro de uma cavidade de raio finito.

Para isso, vamos resolver numéricamente a Eq. (2.39) para encontrar o espectro das
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auto-frequéncias dos modos normais, considerando as restrigbes e as aproximacoes em
cada caso. Em seguida utilizaremos as equacoes (2.51)e (2.52) para calcular os elementos
da matriz, que elevado ao quadrado, serao as fracoes de distribuicao da energia para cada

um dos modos normais coletivos.
3.2.1 Sew>>+/gAw

Nesta situacio a eq. (2.39) é aproximada por,

RO 0 w*
t(—) = — — . .
sot{ c ) gr  gnfd (3.6)

Nés podemos ter uma equagio equivalente a (3.6) fazendo Q = z(%) ,

tom) = oo — 22 L 67)
cot(zm) = —z — —. .
gR cgr?x

Esta 1ltima equagao vai ser analizada nos casos seguintes.

a) R>> £

Neste caso o coeficiente do primeiro termo da direita da eq. (3.7) é muito menor do que
a unidade, e o coeficiente do segundo termo é muito maior do que a unidade. Entao,
levando em conta este fato podemos obter a solugdo numérica para o espectro das auto-
frequéncias, dado por (3.7). A fig.3.1 mostra este caso onde observamos que existem

solugoes para as autofrequéncias com o seguinte comportamento,

D, 1=nAw, com n=1,2... (3.8)
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Figura 3.1: Solugao numérica da Eq.(3.7), onde = = -f—w, na aproximagao giR <<le

A restricao para n neste caso pode ser encontrada tendo em conta que, para essas
solugdes, a curva secante (ver fig.3.1) corta a cotangente muito perto das assintotas. Da

Eq. (3.7) temos que

R—2
T
de onde obtemos que
Rw
n? << % (3.10)

Assim as n-primeiras solugdes das autofrequencias dos modos normais sdo §ly ~ Aw ,
O ~ 2Aw ... O, 1~ nAw , com a restricdo para n dada por (3.10). Para as demais
solugdes, vemos que, quando o valor de n cresce, a curva secante curta a cotangente

em pontos cada vez mais afastados da assintota (ver fig.3.1). Entdo, as solugdes para as
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demais auto-frequéncias sao dadas por
Qe =(k+e)Aw, com k>n e 0<¢ <1 (3.31)

Por outro lado, tinhamos definido ¢ = a@ o que, combinando com a condigio %ﬁ = 1,
fornece uma restri¢ao equivalente, % >> % = 137 . Desta maneira temos outra equagao

equivalente & eq.(3.6),

cot(?g) . 173;79 (1-E7) (3.12)

A solugdo numérica da Eq. (3.12) é mostrado na fig.3.2, na qual o eixo = e dada or

z = 2 Da andlise deste grifico podemos observar que a solugio para a auto-frequéncia

g2

)y se encontra quasi na primeira assintota. O valor da primeira assintota, segundo o
CT

argumento da fungdo cotangente na Eq. (3.12), é 29 = ££ = %Q, com O que encontramos

o valor aproximado de {2y dado por,

i

Qo ~ — 3.13
0 R ) ( )
ou, tendo em conta que g = aw, a solugdo (3.13) fica expressa como
cmow
Qp = , 3.14
o~ (314

onde vemos que 2y << .
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Figura 3.2: Solugao numérica da Eq.(3.12), onde z = 9 ¢ 82 55137,

Em seguida, passamos a calcular a distribui¢do de energia para o primeiro modo. Da

Eq. (2.51), elevando ambos os termos ao quadrado, temos que

(22
Y= 0 . 3.15
(to) E (2 — @)+ 1(30% — @?) + $Z0O3 (3.15)

2nge
Substituindo (3.14) em (3.15) e efetuando algumas aproximagoes, temos que,

(1) ~ 2k (3.16)

NQRZ(R-—A*;-—Z 11'(:—2)’
e? 2'11'gcw at + 2ng

ou, tomando a ordem dominante, encontramos que
2rc’

0N2
( 0)2 ot gR3gg . (317)
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Elevando ao quadrado a eq. (2.52) e introduzindo (3.17), obtemos,

4

ong  Amc wi
(tk) ~ hi—27, 2 02)2
RYW? (Wi — Q%)

(3.18)
Para as condigdes © >> v/gAw e R >> £, temos que (tg)° << 1 e 3n(R)? = 1.

Entao, neste caso, a energia do primero modo normal e distribuida quasi exclusivamente

no campo vestido.

Neste caso o raio da cavidade esférica é igual ao comprimento de coeréncia. Entao, de

(3.7) obtemos que

Ra* 1
i) (3.19)

cgm? x

cot(zm) =z —

A solucdo numérica da eq.(3.19) estd mostrada na fig.2.3. A andlise deste grafico mostra
que a solugdo para a autofrequéncia do primeiro modo normal €}y € dada por {2 = Aw, e
as solucdes para os demais modos sio dadas por Q; = (k + €;)Aw , onde ¢ tende &
unidade quando k cresce. Como no caso anterior, podemos também utilizar a equagao
(3.6) e introduzir a condicdo R = g e, tendo em conta que g = aw, encontramos a

seguinte equagao equivalente,
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Figura 3.3: Solugéio numérica da Bq.(3.19), onde z = L e C’fﬁz >> 1.

sobf—] = == = —E- (3.20)

A solucdo numérica da eq. (3.20) estd ilustrada na fig.3.4, sendo o eixo z igual a %.
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-84

—10-

Figura 3.4: Solugao numérica da Eq.(3.20), onde z = %, com a? << 1.

Da andlise deste grafico encontramos que {)y ~ aw , e as demais solugdes para as
auto-frequéncias sdo dadas por Q; = (k7 + €)aw, onde ¢, — 0 quando k& € muito
grande. Efetuando o cdlculo da distribuigdo da energia para o primeiro modo normal,e

tendo em conta que o << 1, encontramos que

2

o’w?

(3.21)

_ —2 2—2. )
@ e B

(to)* = 3

2mge

e fazendo as aproximagoes com as restrigoes para este caso e substituindo g pelo seu valor
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atd, obtemos,

2
o

()~ 1753 (3.22)
sma? T3+ 30
onde encontramos que,
(t3)? ~ 2mat . (3.23)
De (2.52), encontramos também o seguinte valor aproximado,
dnlcga* Wi
) b 3.24
e, fazendo Q ~ mg, temos que
4r2cgot 2
(197 = = = (3.25)

R (WE—mg)
Neste caso vemos também que (£3)2 << 1, entdo Yp—1(t})* &~ 1 . Quer dizer que a
energia do primeiro modo normal se encontra distribuida quase na sua totalidade no

campo vestido.
3.2.2 Se w << v/gAw

Nesta aproximagao a equagao (2.39) fica,

RQ Q 2
)= —F—— 3.26
cot(—)= -+ &a (3.26)
ou na sua forma equivalente,
t(zm) ‘ot ! (3.27)
cot{zm) = —z 4+ —. .
Rg TT

Em seguida, procedemos & andlise nos casos que se seguem.
a) R >> £
g
De (3.27) vemos que o coeficiente do primeiro termo da esquerda é muito menor do que

a unidade. A soluc¢do numérica é exibida na fig.3.5.
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104

Figura 3.5: Solugao numérica da Eq.(3.27), onde = = 3%, na aproximagao ;& << 1.

Encontramos a solugdo Qy = ¢Aw, onde ¢g << 1, e também as solugdes para os
demais modos, dadas por € = (k+ €)Aw, comk =1,2..e0 < ¢ < 1. Com a
restricdo para @ estudada neste caso, e com a solugao obtida para () , encontramos que
Qo << w. Entdo, nestas condicoes, a Eq.(3.15) é aproximada por,

0

3 .2 gRr 2 '
+ qwp + 5o 8%

(3.28)

02
(tO) ~ fiﬁﬁ
2mgc

a qual pode ser também aproximada utilizando a condi¢o sobre as dimensdes da cavidade,

(t0)2 m R2C
gm

0 (3.29)

b}
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com que encontramos também

T . T
R - o3

(3.30)
Este resultado (3.30) pode ainda ser aproximado, tendo em conta que ¢y << 1, entdo

02 = eaAw? << w} , com que obtemos,

2
,  4c

(£2)? == . 3.31)
k szg (

Neste caso considerado, temos que de (3.29), (¢0)> << 1; logo de (3.31), temos que
Se=1(t})? 2 1. Entao, para o caso considerado aqui, a energia do primeiro modo normal
fica distribuida quase na sua totalidade no campo vestido.

b) R =

mle

Neste caso, a eq.(3.27) fica

1
gotfen) = 2+ —- (3.32)
T

A solugio numérica de (3.32) exibe-se na fig.3.6. As solugdes para as frequéncias dos modos

sdo encontradas, Qg = Aw , U = (k+ex)Aw , O = K'Aw , onde (—pﬂ‘f—a“’wg—"'w) <eg <le

k<k
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Figura 3.6: Solucao numérica da Eq.(3.32), onde z = Ag—w.

Como a solucao para {9 € a mesma do caso anterior, entdo as expressGes para a
distribui¢do da energia dos modos podem ser encontradas diretamente das eq (3.29) e

(3.31), e tendo em conta que gR/c =1 , encontramos que

2
(#9)? ~ = =~ 0,63 (3.33)
T
e
492
#2)? ~ = . (3.34)
Wi

Neste caso, encontramos que a energia do primeiro modo normal é distribuida no oscilador
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vestido e no campo vestido. A probabilidade de distribui¢ao para o oscilador é da ordem

de 0,63.

3.2.3 Se w=+/gAw

Neste caso a eq. (2.39) é aproximada por,

RS} 2

cot{—) = —, 3.35
( & ) gm ( )
ou na sua forma equivalente,
t(ﬂ ) = — (3 36)
co — z. .
z

Continuando nossa analise vejamos 0s casos que se seguem
a)Se R>>¢
g
Neste caso temos que o coeficiente no segundo termo da eq. (3.36), S'LR << 1. A anélise

numérica [ver (fig.3.7)] mostra as solugdes seguintes,

1
e
1

—2 - e -
ou tendo em conta que neste caso Aw = -, as solugoes das auto-frequéncias ficam dadas
q - G

por
1w
Oy = —— 3.39
o5 (3.39)
e
1.
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Figura 3.7: Solu¢do numérica da Eq.(3.36), onde z = % ez <<L

Da Eq. (3.39) vemos que Q2 >> @2, Combinando com a restrigdo em @ , calculamos

os coeficientes para a distribui¢ao da energia, entre o campo e o oscilador vestido que

resulta serem,

0?2
(83)° m LTl (341)
E 02 + 302 + 403

2mge

ou,simplifcando e fazendo aproximagoes encontramos que,

2

92 42
&)~ o (3.42)



Capitulo 3. Lhastribwicao de energla denlro da cavidade esterica

2 )2
4dc Wy

VLT
O~ R ot - gy

2%

(3.43)

Neste caso vemos que (£3)? << 1 e ¥;-1(t])* =~ 1. Entdo a energia do primeiro modo

normal é distribuida quase exclusivamente no campo vestido.

b) R=¢

Neste caso a eq. (3.36) é aproximada por,

cot{mz) = &-.

(3.44)

Da anélise numérica de (3.44) (ver fig.3.8) encontramos que as solucoes para as auto-

frequéncias sao dadas em forma aproximada por,

2
QO ~ —Aw
5

L = U{I + € k)/_\w
onde ¢ — 0, quando k — oo.
Procedendo como no caso anterior encontramos ainda,

A

Qo ~ ——
o T

Qk, = (k+6k)% .

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Figura 3.8: Solu¢io numérica da Eq.(3.44), onde z = £L.

Utilizando os resultados precedentes encontramos que os coeficentes para a distribuigao

da energia entre o oscilador vestido e o campo vestido estao dados por,

(19)? ~ % (3.49)

2
4wy,

EEn .

0N2
()" =~
Neste caso, a distribuicdo da energia do primeiro modo normal, fica distribuido com 0,63

de probabilidade no oscilador vestido.



Capitulo 4

Introducao das coordenadas vestidas
e o processo de radiagao para R — 00

Neste capitulo nés vamos definir algumas coordenadas gq e g; associadas ao sistema
oscilador-campo vestido. Com estas coordenadas tornaremos possivel uma descrigao nao
perturbativa do sistema oscilador-campo. Trabalhos recentes sobre sistemas atomicos em
cavidades se encontram em [14]| e para uma referéncia histérica em tratamentos pertur-
bativos para sistemas oscilador-campo citamos a ref [22]. As condiges gerais que as
coordenadas vestidas devem satisfazer, levando em conta que o sistema é rigorosamente
descrito pelas coordenadas coletivas associadas aos modos normais (), sao as seguintes:

- Coomo nosso problema tem carater linear, entdo as novas coordenadas vestidas gy, g;
devem ser também funcdes lineares das coordenadas coletivas @;.

- Elas devem permitir construir configurages ortonormais (” estados vestidos”) para
a separagao do sistema em duas partes, o oscilador vestido e o campo vestido.

- O conjunto destas configuragdes devem conter o estado fundamental, I'g.

A tltima condicdo dada, restringe a transformagdo entre as coordenadas vestidas g,,,

pw=0,41=1,23. e os modos coletivos Q, de tal forma que deixe imvariante a forma

36
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quadratica,
000 =w(q)* + D wile)” . (4.1)
r i
As nossas configuragoes se comportardao em primeira aproximagao como estados indepen-
dentes, mas evoluirao no tempo, ocorrendo transigdes entre elas, enquanto que a con-
figuracio bésica Iy representa um rigoroso auto-estado do sistema que nao se altera com
o passar do tempo. As novas coordenadas g, vao descrever as configuragoes quanticas do

oscilador vestido e do campo vestido. A Eq. (4.1) é deduzida na seccao seguinte.
4.1 As coordenadas vestidas g,

Em termos das coordenadas normais os auto estados de nosso sistema estao representados

pelas auto-fungbes normalizadas,

0, » .
wno,m,m'_(Q,t):H NSHM(\/;QS) o(Q)e i), nefs , (4.2)

§

onde H,, é 0 n,-ésimo polinémio de Hermite, N, é o coeficente de normalizagao,
= _1
N, = ("2 | (4.3)

e Ty é a representacao normalizada do estado fundamental (vacuo),

Q0% 1 Q,
I'o(Q) =exp|— >, 2;2 —ZZlnw—h , (4.4)

A idéia é considerar o nosso sistema composto de duas partes, o oscilador vestido e o
campo vestido, por meio das coordenadas vestidas gy e g; convenientemente definidas
anteriormente e associadas respectivamente ao oscilador vestido e ao campo vestido. O
oscilador vestido conterd automdaticamente todos os efeitos do campo sobre si. Posto

que nosso problema é de cardter linear, como foi mencionado acima, deve haver uma
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transformacao linear entre as coordenadas normais e as coordenadas vestidas gy e g.
Também exigimos a condigao fisica da estabilidade do vacuo. Entao, nés podemos supor
que para um dado instante (¢ = 0) o nosso sistema é descrito por certos estados vestidos,

descritos pelas funcoes de onda,

(1/2£4.) | To(d) , (4.5)

Bro e (@) =TI | Nk, H. ( 2

It

onde agora o estado do vacuo pode ser expresso como,

Ty(g)oc & Zall) (4.6)
enquanto que na base dos estados normais,

To(Q) o ™3 2 M (47)

Para satisfazer a invariancia do vacuo é necessario que os fatores exponenciais de (4.6) e
de (4.7) sejam iguais; assim, encontramos que a condigao que foi estabelecida na Eq. (4.1)
é valida. Entéo, da condi¢— ao de ortonormalidade da matriz (¢],) e utilizando a Eq.(4.1)

encontramos queas coordenadas vestidas e as coordenadas normais estao relacionadas da

Ty . 8%
[Fi-soT. w

Esta relacdo satisfaz a condigdo de invaridncia da forma quadrética (4.1) onde @, =

seguinte maneira,

{@, w;}. Em termos das coordenadas nuas as coordenadas vestidas sdo expressas como,
=D s, (4.9)
7

onde

RV (4.10)
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4.2 As configuracoes vestidas

Para clareza da linguagem nés usamos o termo foton para indicar os quanta de energia do
campo, mesmo se estamos tratando de um campo escalar em lugar de um campo eletro-
magnético. Nos falaremos entdo da emissdo ou da absor¢do de um féton pelo oscilador,
referindo-nos neste caso aos quanta de energia do campo escalar. Para representar a
funcao de estado de nosso sistema em coordenadas vestidas nés haviamos definido a Eq.
(4.5) estando a invariancia do estado fundamental assegurada mediante a definicao das
coordenadas vestidas dada pela Eq. (4.8). Cada funcdo @, (¢') descreve um estado
no qual o oscilador vestido g,, estd no k,-ésimo estado excitado. Usando a Eq.(4.9), as
autofungdes (4.5) podem ser expressas em termos das coordenadas normais (), . Posto
que (4.2) é um conjunto completo de funcdes ortonormais, as autofungdes (4.5) podem
ser escritas como combinagoes lineares das auto fungdes do sistema acoplado (4.2).Entao,
para t = 0 nos escrevemos as autofuncdes que descrevem os estados vestidos ®, em termos

das autofuncoes (4.2),

®k0;k1)--(q!) — Z Tﬁzoﬂl‘(o)qlnom(Q: O) H (411)

0,1y
e como estas autofungdes ¥, », (Q,0) formam uma base completa de fungoes ortonor-

mais, encontramos que,
T]:;O,;il,(o) = /dQ@ko,kz--\I}no,nl-- J (4'12)

configuragao ® na qual o oscilador vestido g, esteja no seu N-ésimo estado excitado, e

todos os outros osciladores vestidos ¢,,, v # i, no estado fundamental,entao temos que

w
By, N(u)0.(2,) = NvHn(4/ fQL)Fo : (4.13)
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E os coeficientes (4.12) podem ser calculados, neste caso, usando as equagdes (4.13), (4.5)

e (4.8),

70,7 Wy QS
T /dQNvHN(\/%q;)FDH NmHns(des)] To, (4.14)

ou,
10,71 r ‘Qf' ‘Qs =
1. fv(,u,)u 0) = /dQNNHN(Zf#\/;Qr)FQH [NR_HHM(‘/;QS) I (4.15)
e com a ajuda do teorema [25],
= [Z( i) ] Hv \/_Qr
N! - o ! Z (tr)
(0 )mo(¢Lym 0 N
2. “mglm;:_!.. m %QD)H’RI( le)“ ’ (4.16)

mo+mi+..=N

a Eq. (4.15) é transforamada como.

(0 )™l )™

molma!..

Q Q
gl ) = fdQNNN' S Hong (1 Qo) Hony (1) Q1)

mo+mi+.=N

Q Q
TNy Hpy ?OQD)NRIHM( f@l)..ro. (4.17)

Multiplicamos e dividimos peos coeficientes Ny, cada um dos polinomios de Hermite
que ainda néo estejam normalizados por estes coeficientes, de modo que a expressao acima

fica escrita na forma,

(£)™ (€)™ - Ning
molml N

o0, 0) = [dQNNN! Hoo ()] 2 Q0) %

mo+mi+..=N

N, Q Iy [,
Hml( 1Q1) TNy Hpy ( Qo Ny, Hp, ( Ql) To. (4.18)
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Entao, ao efetuar a soma obtemos,

3,701~ NNN’ n n
T(ﬁf.Np,U = ??.ol?’l.l' N. N. (t?;) O(ti) 1..§N(#).n0+n1+.‘ ) (419)
SHelt--s¥ng S ¥ng -
ou, usando (4.3),
- (2-N¥N1)~z N! .
Ty %in.0.(0) = — ()™ ()™ . On(wmotnat. »  (4.20)

nolny!..(27mone!)~ %(2 nipy )2

de onde finalmente obtemos,

1
TG, 721 - Nl 7 Tig n1 nz
TooNy0.(0) = (t) (@) ()™ (E2)™ ON () motmat. » (4.21)

g 1n1‘n2|
onde os subindices p = 0, ¢ referem-se respectivamente ao oscilador vestido e ao campo

vestido; ademais os niimeros quénticos n, sdo submetidos a condigdo ng +mny +.. = N.

4.3 Evolucao temporal da coordenada vestida do atomo

Nés podemos escrever o estado inicial de nosso sistema, o d&tomo vestido e o campo vestido,

na forma seguinte [26],
|G, i it =0 3= o () [ mdy 3= (4.22)

Onde |a > é o estado inicial do 4tomo vestido e |nj, n;.. > € o estado inicial do campo
vestido. Lembramos que a trajetoria cldsica, no caso do oscilador harmdnico quantico,
ela é dada pelo valor médio do operador posi¢do num estado coerente, nés definimos | >
como um estado coerente vestido dada por,

!
o n
lal® oo

la>=e"2 > —|ng > . (4.23)
nb:ﬂ 4/ no!
Entdo o nosso sistema total inicial é descrito por ,
! I —Iﬂﬁ = anro ! /
|, g, st =0>=¢" 2 Z —’1n0,n1,.. B (4.24)
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osto que os autoestados |nf,n', n,,.. > formam uma base completa (Eq.(4.2)); entao
p q 072 712752 b q

(podemos escrever 4.24) como,

ot = _ ol & ol -
o0 Nk t=0p=¢"2 Y, ”2(|ng,n1,..><n0,n1,..|)|n0,n1,..>, (4.25)
np=0 Tg' np
ou,
;o e & o £ ol
lo,ny,nly, t=0>=¢e" 2 Y > (ng, m, -|ng, 0y, .Y M0, 1, - >, (4.26)

!
n"D:D n[}l My

e tendo em conta (4.12), temos,

ZT”"’”“ |ng, na,s - >, (4.27)

ng,n
ng=0 n[] My

e considerando a evolu¢do temporal para nosso sistema e tendo em conta (4.12) temos,

|, my, ng, it >= o Z ZT”:}’":,’ e 2 At > (4.28)

nh=0 \/ no Ny

Em seguida, procedemos a calcular a evolucdo temporal da coordenada vestida, g, do

atomo, da seguinte maneira,
ga(t) = (@, 1y, ny, s tlgglan, my, my, 5 8) (4.29)

ou,

i
a™ ( Jmy .
! — u|a|2 0 N0, 1,--r¥ T,TTEL - _‘IZ (n,——m,.}ﬂ,-t
qﬂ(t) = € Z Tno,nl, iy M e € " x
no,mozﬂ n[]

{nrymar}

(mg,ml,..[qomg,nl,..) . (430)

Tendo em conta (4.8) para pu=20e

2

(1 1Qe ) = A o (b e + Vi T ot - (43D
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Na Eq.(4.30), temos,

f 8_‘042 i ”‘0 (Ct’ Z Tng Mgy T* mp,mai,. *iz,,(nr*mr)ﬂri

2w n}),m' =0 Vﬂ'o[ '\ﬂ'm{] {n,,m,} Py
X Z [tr nr My p—1 iy V Ny + 5mr np+1 H 6ma,n3 . (432)

s#EP

0, (1) =

Tendo em conta que 7* =T da equacao anterior obtemos

T G~
du(t) =4/ o @ Z Z 3t/ + 1
w ng,m=0 '\.’nﬂ m(] {n,} r=0
e e N e v T
fazendo algumas manipulagées algébricas e reagrupando termos, temos,
40 = | T S SR Y TR
nr r=0 g, my=0
ARl WVt BT
no mg 'n-a‘ m&‘
para o caso em que 1) = n}, = ... = 0 da Eq. (4.21) obtemos,
1
ng,n1 n"JI ? Oyno/elyny T\ Ny
L el e T (to)™ (o)™ - (£6)™ --Ong mo+nat.. » (4.35)
e
1
Tng niene+l. m‘[']! : 0\nofely\n1 tr ne+1 5 4 36
Wigy D ~ \nolm!na!..(nl + 1)L (o)™ (t0)™ () ~Omgiltnotnit.. (4.36)

substituindo (4.35)e (4.36) em (4.34) e fazendo algums calculos algébricos necessarios,

obtemos.

B tr 2ny
q;(t) _ fzw —|e)? Z tr ZH Z !a|22 n,- —iQ t+a*ezﬂ t) , (4.37)

ar=0

reagrupando e realizando algums calculos algébrico adicionais finalmente encontramos,

au(t 2_2( oty 2e ™ + o (1)) (4.38)
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ah(t) = 5= (0 ™) + a” /()" (4.39)
Onde
£0(1) = (65 e (4.40)

4.4 O processo de radiacao

Para descrever o processo de radiacdo, tendo como condi¢do inicial que somente o os-
cilador mecénico g se encontre excitado, o procedimento usual é considerar o produto
da coordenada gy com as coordenadas do campo escalar g;, como termos da interagao
oscilador-campo no Hamiltoniano os quais iduzem as transigoes entre os auto-estados do
Hamiltoniano livre. Desta forma é possivel tratar aproximadamente o problema, tendo
como condicio inicial, que somente o oscilador ni se encontre exitado. Mais essa condigao
¢ fisicamente inconsistente devido & divergencia da frequéncia do oscilador ni se houver
uma interagio com o campo. A forma tradicional de evitar esta dificultade é utilizar o
procedimento da renormalizagdo, introduzindo perturbativamente ordem por ordem as
correcdes & fequéncia do oscilador. Em nosso trabalho adotamos um procedimento alter-
nativo, que consiste inicialmente em expressar a interacao do oscilador ni com o campo
escalar mediante as coordenadas gy e ¢; e em seguida efetuar a transformacao desstas
coordenadas para as coordenadas vestidas gj e ¢, . Em seguida nés vamos centralizar
a nossa atencio no comportamento do sistema com a condigdo inicial que somente um
oscilador vestido g, ( oatomo vestido ou um dos modos do campo vestido ) se encontre no
N-ésimo estado exitado. Nés estudaremos em detalhe o caso particular do primeiro nivel

excitado, N = 1, o qual sera suficiente para ter uma clara compreensao da utilidade das
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coordenadas vestidas para o estudo do processo da radiagao em cavidades. Chamaremos
I'f a configura¢do na qual somente o oscilador vestido g, esta no primeiro estado exitado.

Entdo a evolugio temporal deste estado é dado por [19],

It Z iad (3] (4.41)
onde os coeficentes f*” sdo dados por

) = Zt‘*ts (4.42)

Da Eq. (4.41) nés podemos ver que o oscilador vestido, inicialmente excitado, distribui sua
energia entre si préprio e com todos os outros osciladores vestidos, ao evoluir no tempo,
com a amplitude de probabilidade dada por (4.42). Se o oscilador mecanico vestido gq
(o 4tomo vestido) estd no primeiro estado exitado em ¢ = 0, este decal com o passar do

tempo; a taxa de dacaimento pode ser calculada usando a expressao
L) = > f(6)T1(0) . (4.43)

Na Eq. (4.43) os coeficentes f°(t) tém uma interpretacao simples: f%(t) e f%(t) sdo as
amplitude das probabilidades no tempo t que o dtomo vestido, esteja no primeiro estado
excitado ou, irradie um féton de frequéncia w; respectivamente. Nosso formalismo em

coordenadas vestidas, nos permite uma descrip¢io exata do processo de radiacao, quando

nosso sistema evolui no tempo.

4.5 Proceso de radiacao para uma cavidade arbitrari-
amente grande

Em seguida vamos a estudar a evolucdo temporal do nosso sistema, considerado como

um 4tomo excitado, no seu primeiro nivel, dentro de uma cavidade esférica muito grande.
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Encontraremos a probabilidade de decaimento de seu primeiro estado excitado. No caso
de uma cavidade muito grande nosso método generaliza o que pode ser obtido da teoria
das perturbacoes. A amplitude de probabilidade de que o a&tomo se encontre no primeiro

estado excitado no tempo t pode ser obtida a partir das equagdes (3.7) e (4.42) para f%,

oo 2902 40
fUU(t) = f gﬁ_ € )
0 (QZ . w2)2 + 7r2g2QZ

(4.44)

Para um tempo ¢ (t >> 1/w), e para um acoplamento arbitrario g, encontramos que a
probabilidade do que o 4tomo excitado ainda se encontre neste estado, é dada por (ver
apendice C)

2 2 9
00/4\12 _ —mgt g gt BTG . g = 16g
|f (f)l —e ™ (1-{——452)4-6 g WD4tS(SIHWt+MCOSMt)+ﬁ .

(4.45)

Onde @ = +/(@)? — "—2}2. Na expressio acima a condigdo ¢ >> 1/w desempenha um papel
importante nos dois tiltimos termos, devido as dificultades de avaliar exatamente a integral
na Eq. (4.45) ao longo do eixo imaginario usando o teorema de Cauchy.O primeiro termo
vem do residuao em Q = @ + i e serd o mesmo se nds fizeramos um calculo exato. Se
nés consideramos na Eq. (4.45) que g << @, 0 que corresponde na teoria eletromagnética
ao fato de que a constante de estrutura fina é pequena quando comparada com a unidade,

obtemos a conhecida lei perturbativa de decaimento exponencial para o dtomo,

FO)R e (4.46)
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O processo de radiacao em cavidades
pequenas

5.1 O espectro das auto-frequéncias em uma micro-
cavidade (R << 7)

Consideramos nesta secgao o dtomo localizado no centro de uma cavidade pequena, por
exemplo, que satisfaca & condi¢do que seu raio seja muito pequeno quando comparado com
o comprimento de coeréncia, R << ¢/g = L. Para obter o espectro das autofrequéncias,
resolvemos numericamente a eq. (2.41), ver fig.5.1. Assim, podemos ver que para o caso
de una cavidade pequena de raio R << L, quase todas as suas solugbes estardo muito
perto dos valores das frequéncias correspondentes as assintotas da curva cot(%ﬁ), que cor-
respondem aos modos arménicos do campo wy = kme/R. Vemos que a primeira solugao se
encontra mais afastada da assintota do que as outras solucdes, mas a medida que o valor
de k cresce, as solucbes vao se encontrando cada vez mais perto das suas assintotas re-
spectivas. A primeira solugdo corresponde a §2g. Por exemplo, para uma microcavidade de
raio R da ordem de 10~2m e @ ~ 10'°/s, s6 a primeira autofrequéncia {2 é significativa-
mente diferente da frequéncia arménica do campo correspondendo & primeira assintota,ver

(fig.5.1), todas as outras autofrequencias Q. k=1,2, ... estando muito préximas dos mo-

47



Capitulo 5. U processo de radiagao em cavidades pequenas e

dos do campo wy, = kne/R. Para valores maiores de w correspondentes menores valores de
R, a diferenca entre as autofrequéncias e as frequéncias dos modos armoénicos do campo
continuam sendo muito pequenas.

Entdo, para obter a solucdo da Eq. (2.39) para as autofrequéncias maiores nés ex-

pandimos a funcdo cot(£?) ao redor dos valores correspondentes das assintotas. Nos

£SCrevemaos,
e

% =%

(k+e), k=1,2,.., (5.1)

com 0 < ¢ < 1, satisfazendo a equacao,

L g Ty (5.2)

e
¢ Y __*
cot{mex) gR( ) + (k+ex) mge

Nesta equacio podemos expandir em série de poténcias a fun¢do cot(we;), considerando

a expansao até a primeira ordem em €, posto que e << 1,

COS €, 1+ .. c 1 w’R
t e = = ~—k 1—-—). 5.3
CORTERE = Sin weg  Tep+ ... gR & wk( Trgc) (5.3
de onde encontramos que,
RE
o = L (5.4)

 w2c2k? + mgcR — w2 R?
Levando em conta a condicao R << ¢/g a expressao para ¢ fica,

€ — wgcRk - (5.5)

,ﬂ—ZCZkZ === E2R2
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Y16 /

Figura 5.1: Solugdo numérica da Eq.(2.41), onde z = EQ;, na aproximagao ;z >> L.

As equacdes (5.1) e (5.5) ddo as solugdes aproximadas para as autofrequéncias (1,
k = 1,2,... Para resolver a equagdo (2.41) em relacdo a autofrequéncia mais baixa
o, ndés supomos que R/c << 1 (ver fig.5.1), e fazemos esta condi¢dao ser com-
pativel com a condigdo de uma microcavidade definida acima. Entdo, introduzindo a
condigdo QoR/c << 1 na equagdo (2.39) e desprezando os termos de ordem maior que

os quadraticos procedemos a expansao

(1 - —) ’ (5'6)
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de onde encontramos a expressao aproximada para {2,

g = ——=. (5.7)

Combinando a eq. (5.7) e a condi¢do QpR/c << 1, podemos encontrar uma nova

condigdo para o raio da cavidade, ou seja,

QR oR
L . IEES, (5.8)
¢ ot uE
Temos entao que,
R*? —mgeR— 2 << 0, (5.9)

de onde encontramos a solucdo positiva para R,

R << ;g(%P [1+1/1+%( )2] ; (5.10)

Por outro lado, usando a Eq. (5.1) encontramos que,

Q| g

Q2R?
—’;2— ~EPri>>1, (5.11)

e também, usando a Eq. (5.8) e tendo em consideragao que Eiﬁ << 1 encontramos que,

w2R?

5 << 1. (5.12)

C

5.2 A distribuicao das energias

Vamos definir a constante de acoplamento ¢ pela condi¢ao g = aw , onde « € a constante
de estrutura fina, @ = 1/137 . Entéo o fator multiplicativo ¢/g na Eq. (5.10) é ~ 0.07 e
a condicdo R << ¢/g é substituida pela mais restrita condigdo R << 0.07(c/g) . Assim,
por exemplo, para uma frequéncia tipica no infravermelho, com @ ~ 2,0 x 10'!/s, nossos

calculos serdo validos para raios R << 1073m.
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Da equagao (2.51) e fazendo uso das expressoes encontradas para as autofrequencias na

microcavidade, nés podemos obter a distribuicdo de probabilidade,

QE
0 = g o+ Lo )+ (513)
Usando a aproximagio Q2 ~ w? dada pela Eq. (5.7), temos que
(to)” ~ 1 =, (5.14)
14 58
ou seja,
(t9)? =~ 1~ Wzgf : (5.15)

Da Eq. (5.15), vemos que o segundo termo é muito menor que a unidade, concluindo-se
neste caso, que quasi a totalidade da energia do modo {2y, se encontra no oscilador vestido.

De outro lado, encontramos também os elementos de matriz (t5)* , que é.

02
(t5)* = — e ; (5.16)
o (0 — 07)2+ 3 (308 —&7) + ml 02
que, utilizando (5.11) e (5.12) pode ser simplificada,
02
ih - ; 517
o e o

Simplificando ainda mais e introduzindo o valor de € sem o termo corretivo €; e em
seguida fazendo a aproximagdo (wck?/gR) >> 3/2 >> (mgR/c) na eq.(5.17), encon-
tramos finalmente que,

; 29R
ky\2 N 2 1
(tU) ’ﬂ'Ck‘2 (5 8)

Para obter este tiltimo resultado nés nao utilizamos o termo corretivo ¢; da solugao para
os 2, . Nao obstante , a corregdo serd incluida cuando se procure obter os elementos da

matris (t¥), evitando singularidades espurias devidas & nossa aproximacao.
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5.3 O proceso da radiacao em pequenas cavidades

Da mesma forma que para o caso em que o raio da cavidade R — oo, nés consideramos que
o 4tomo vestido se encontra inicialmente no primeiro estado exitado. Entao da equagao
(4.43) e (4.40) nés podemos encontrar a probabilidade de que o dtomo ainda esteja neste

estado excitado depois de um tempo ¢,
|£°(t) }:Z (£3)2(t;) e (et )t (5.19)
ou,
OO = ((£)%e %" + (85)%e 7™ + ) ((85)%e7 ™" + (o) "e ™™ + ) . (5:20)
Reagrupando os termos, a equagio (5.20) fica expressa como

[FO) = (tg)* +2 i(’fg)zﬁff@‘)2 cos(Q — Do)t + Y, (t5)*(tp)” cos(% — )t . (5.21)
k=1 k=1

Fazendo uso das equagoes (3.23) e (3.24), nds obtemos que

i} 1 4 = 1
I =1—=6 —1-4(— —6%) Z 2 cos(Qy, — Qo)t + 726 + ?52 > Wcos(ﬂk -t

ki=1
(5.22)

onde introduzimos o pardmetro adimensional § = Rg/c << 1, o qual corresponde a uma
cavidade muito pequena, e também lembramos que as autofrequéncias sado dadas pelas
equagdes (5.1) e (5.5). Com o passar do tempo, a probabilidade de que o dtomo esteja

excitado alcanca periédicamente um valor minimo dado por,

2
Min(|f®®)*) =1— o s + L (5.23)

3 9

Para uma frequéncia da ordem de w ~ 4.00 x 10" /s (luz visivel vermelha), a qual

corresponde a § &~ 0.01 e R =~ 1.0 x 10 %m, nés vemos que a probabilidade de que o
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dtomo em um tempo ¢ ainda se encontre no estado excitado é da ordem de 97% . Em
outras palavras, os atomos que tém tal frequéncia de emissao, colocados em uma cavidade
muito pequena no primeiro estado excitado, ficardo estaveis, por um tempo infinito, nesse
primeiro estado excitado com uma probabilidade da ordem de 97% . Este resultado é
muito intessante se nés comparamos com as observagdes experimentais em [23], [24], onde
a estabilidade de Atomos excitados com frequéncia de emissao no vermelho visivel colocado

emtre duas placas paralelas separadas a uma distancia de L = 1.1 x 10~%m é encontrada.



Capitulo 6

Conclusoes e observacoes finais

6.1 Conclusoes

- Foi estudado neste trabalho uma versao simplificada do sistema Atomo-Campo eletro-
magnético confinado numa cavidade, na aproximagao do um oscilador mecanico linear-
mente acoplado a um campo escalar confinado dentro de uma cavidades esférica de raio
arbitrario.

- Estudamos a distribuicio da energia dos modos normais ( caso particular para o
primeiro modo ) para diferentes valores da frequéncia @ para diferentes valores do raio
da cavidade, observando-se que o comportamento de 4tomos confinados é muito diferente
do caso livre.

- Usamos o conceito de estados vestidos introduzindo adequadamente certas coorde-
nadas vestidas g} e g/ associadas ao oscilador vestido e o campo vestido respectivamente,
para estudar o processo da emissdo do dtomo numa cavidade e foi possivel encontrar que:
para o caso de cavidade muito grande (espago livre) nossos resultados estdo em concordan-
cia com os resultados tedricos estabelecidos pela teoria de perturbacoes. Para sistemas
atémicos confinados, recuperamos os resultados das observagoes experimentais, que es-

tados excitados numa cavidade suficentemente pequena, sdo estaveis. Para a emissao
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com frequéncia de luz vermelha nossos resultados concordam com resultados encontrados

experimentalmente [23].
6.2 Observacoes

Para um estudo mais rigoroso utilizando o formalismo dos estados vestidos, devemos
considerar a interagdo do 4tomo com o campo eletromagnético, onde os estados de polar-
izacdo, as orientagdes do campo com respeito do momento dipolar e o efeito Casimir, sao

tomados em conta.



Apéndice A

A diagonalizacao da Hamiltoniana

Nés temos a seguinte Hamiltoniana,

1T N N
H= 3 [Pg +whge + Y (Pi + W%qg) -2y kaqOQk] . (A1)
k=1 k=1

e queremos encontrar a sua forma diagonalizada,

N
H= S (P2 +00Q)). (A2)

r=0

Para isto, vamos efetuar a diagonalizagio através das seguintes transformagoes lineares,

g=y .0, (A.3)
pa=YtP. (A.4)

onde os elementos de matriz 7" = (), com p = (0,k), k=1,2..N, r=0,...N, obedecem

as condigbes de ortonormalidade,

N
> bty = O (A.5)
r=1
e
N
Do thts = bps . (A.6)
p=0
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Introduzindo (A.3) e (A.4) na eq. (A.1), temos

1
H:—lZ( Pt F) *Z“’D(W )(65@Qs) + 2 > wi(tiQr) (82 Qs) fzn}:th Q) (t3Qs,

2 r,s s k k
(A7)

e utilizando as condicdes de orto-nornamalidade (A.5) e (A.6) na Eq. (A.7), obtemos que,

1
=5 [Z L (wﬁtaté + 2 (wrty — 2nwkt5)tz) QSQT] : (A.8)
s 7,5 k

ou novamente reagrupando os termos em (A.8), temos,

1
=3 [Z BE+Y, ((wéta — S wit)ty + 3 (with — nwktg)tZ) Q,,Qs] (A.9)
r T,5 k i
Para conseguir que a Hamiltoniana en (A.9) tenha a expressdao diagonal, é necessario que

with —n Y witi = 0,008,415 (A.10)
k

with — nuith = Q. Q0 - (A.11)

Tendo em conta a ortonormalidade das matrizes de transformagdo e as equagoes acima,

a eq (A.9) é reduzida a

- % lz P24 Z (QE(t;f +3 ﬂf(fi)z) Q?] : (A.12)

k

ou, reagrupando termos, encontramos que,
1
-isEssaeser| . (A13
r r 1

Utilizando uma vez mais a ortonormalidade das matrizes de transformacao, encontramos

finalmente a forma diagonal da hamiltoniana, que é,

N
Z P?+Q2Q (A.14)

l.\JI»—l
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Da eq (A.11), temos que

2 gt = Q4T (A.15)
W
th = ————1; . Al

Deste resultado podemos calcular o elemento (¢7) efetuando algumas operacdes algébricas

simples,

S+ 6 = X g ”“"’” (&) + (8)? (A.17)

2 k )2
onde, aplicando a condigao de normalizacao, encontramos

w
&= 1+Z n 5%2) ; (A.18)

(M

Por outro lado, da Eq. (A.11), temos que

waty — 1Y with =07, (A.19)
k

. Witl
0?2 :wo—ﬂMI (A.20)
%
e introduzindo o valor de ¢} e fazendo as simplificacoes na eq (A.20), obtemos a equagao

para as autofrequécias

-V =p> . (A.21)

w Wi —



Apéndice B

Distribuicao da energia das vibragoes

Temos o Hamiltoniano para o oscilador acoplado linearmente a um campo escalar, dado

por,

i N N
B[t + 3 (4 + o) ~ 2 mos ] (B.1)
k=1 k=1

Entdo vamos modificar cada um de seus termos utilizando as transformacoes lineares, as

mesmas utilizadas no Apéndice A obtemos,

1
H = 5 Z (t{}t{s)PrPs + WOtStSQrQs) -7 Z Z 7, katEtSQrQs
7,8 &
1
+3 22 (BB PP+ wii5Q:Qs) - (B.2)
k S

Vamos supor que o sistema, uma vez excitado, se encontra no estado cuja frequéncia
normal é Q. Entdo, nosso sistema serd descrito por uma autofuncdo normalizada, que

em coordenadas normais é escrita como

¥(Q) = 5 ( %”QN) ro(Q) (5.3)
onde
o(Q) = e~ s "5 —x Ly Insh (B.4)

é a auto-funcio normalizada do vacuo e

H,y (\/%QN) =2 QhNQN (B.5)
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¢ o polinomio de Hermite de ordem 1. Emseguida vamos calcular os valores médios dos

termos cruzados @,Q; e P.P. no Hamiltoniano, em dito estado excitado; utilizando a

representacdo de coordenadas @ = Q e P = Aiﬁg% , procedemos a calcular.
< PP >= [ dQOI(Q)(PaPn)21(Q) | (B.6)
ou,
1 Qn a 0 Qn
< P,P, :—de N o | To(@)(—r2-2C a4/ 22w | To(@) .
>= 3 QH, ( 5 QN) o(Q)( 50, an) 1 ( = QN) (@)
(B.7)
Fazendo as derivadas respectivas sobre as coordenadas @, e Qm,obtemos,
R’ Q
<PPu>=-—7 f dQ [Hl( ?NQN)PO(Q) “hQ“ mﬁQm . (B.8)

Transformando a integral (B.8) em termos da fung¢ao do vécuo (B.4) e dos polinémios

de Hermite (B.5), e tendo em conta que d@ = dQodQ;..dQy..dQy..dQy-..., calculamos a

integrais para todas as coordenadas normais desde —oo ate co. Temos,

< PP, >= —2h( 471'/ dQ, ”Q” = o m / AQm QO %) (B.9)

onde somente temos escrito as integrais para as coordenadas normais ¢, e @, posto que

elas se anulam. Entdo, de (B.9) obtemos,
& Bl »=0, #w¥Em, (B.10)

De igual maneira calculamos,

<QuQm =7 [ dczﬂl( %@N) ro(cz)(@n@m)ﬂl( %XQN) Q. (B

Como no caso anterior, ao calcular a integral (B.11) sobre todas as coordenadas normais,

aparecerdo integrais de fun¢des impares as quais dao o valor zero. Entdo temos que,

< QuQm >=0, n#m. (B.12)
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Por outro lado, podemos também calcular os valores médios < P? >, < P§ >, < Q% > e
< Q% >. Assim,

a? Qn

<P2>= L [agmy 2L QxITa(Q) g 1 () 1 @) (B.13)

oun

?

<p>=" [dQH, (\/%QN) r@( - %% (\/' QN) (@, (B.14)

de onde ao calcular a integral para cada uma das coordenadas normais resulta,

2 P2 o= m; . (B.15)

De igual maneira calculamos o valor medio < P% > o que resulta,

SBQN

P2
2

(B.16)

Por outro lado, ao calcular os valores < Q? > e < Q% > s6 tomamos em conta a integral
da variidvel normal envolvida, posto que pela ortonormalidade dos polinomios de Hermite,

elas dao o valor da unidade. Assim temos que,
<@iz=— ) /dQ e (B.17)

Como a funcio a integrar na Eq. (B.17) é de uma funcao simétrica em relagdo a origem,
podemos entdo, calcular a integral de zero a infinito e multiplicar por dois o valor obtido.A

integral da FEq. (B.17) é conhecida, resultando:

1h

De igual maneira calculamos o valor < Q% >

2
wrQy

2 QN 3 [ Ay Che T (B.19)

o Q5 = \/4
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com o mesmo método do caso anterior, e encontramos:

3 A
< QY >=-—. B.20
&G >= 55 (B.20)
Assim, o Hamiltoniano (B.2) pode ser escrito como,
1 N N
B sl B e S (Z(tg)z < P?> +w02 (th)? < Q2 >) -y thth < Q>+
T k,r
1 &l L.
(S <P >+ i) <Ql>] (B2
k,r k,r
De outro lado tinhamos encontrado que
1N
H=f Y (4000 (B2
r=0

Se em (B.21) e (B.22) somente consideramos a contribui¢do do modo 2y temos que

\ 13 . Cia o wi(ty ) nwi
§<PN+Q &> = ( RQn) I:(to) + 03, (ghQN)§ Q2 (w;‘:—Q?V)-I_
13 P’

5 (Ghiw) [Z(tk +Z t) Qz (@2 kﬂz) ] * {8-23)

introduzindo o valor de w3 obtido de (A.21) no segundo termo da Eq. (B.23), obtemos

1 3 o nPwi >\ ()’
2<PN+QN M ZhQN [(t§)2+(§m+ﬂﬂ, ;2’%{ =
3 N wk(tJOV)2 nzwk 3 Na: N 7]2(4)2
“hO _ “h V)2 DK ’“ . (B.24

Fazendo as manipulagdes algébricas necesdrias no ultimo termo da Eq.(B.24), simpli-

ficando e reagrupando termos, obtemos

N

1 3
=i P24 B0% >= thN(t{,V)z + 5hy So(tY)? (B.25)
k
o que pode ser escrito como
1 N
k=1
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Da mesma maneira podemos calcular para » # N, de onde encontramos que
1 2 22 1 ry2 32
5 < PP+ Q7 >= oA, )2+ ()] - (B.27)
“ k

Como haviamos suposto que o nosso sistema excitado se encontra num estado quantico
de frequeéncia 1y, entdo a Eq.(B.27) representa a distribui¢dao de energia do vacuo que
se acopla ao sistema com o mesmo tipo de distribuicao. Entao para encontrar a energia
de exitacio no modo Qy temos que subtrair dita distribui¢do do vacuo (77) e obtemos a

distribuicao da energia para o modo N que é dado por

En = hfln [(tév)z A Z(%N)z} - (B.28)
k



Apéndice C
Caélculo da integral (4.44)

Vamos a calcular a integral da Eq. (4.44)

zgﬂze—iﬂt

00
00 — hie)
f (t) /(; (QZ = f’T_)Q)Z + ‘7T2Q2Q?"

fazendo
29928—1'915
(Q2 — w?)2 + w2g2()?

F(Q) =

ou

zgﬂze—iﬁt

F(Q) =
(@) Q-+ Q- i) Q+o+iD(Q+ 5 — i)

onde vemos que existem quatro polos simples dados por

i ¥
QLQ = —’679 +w 3

Qlyy =) 50,
2
onde
2,2
o=t -7
4
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Im€Q

ReQ

Y

A

Figura C.1:

A integral (C.1) pode ser calculada fazendo uso do teorema do residuo. Como os limites
da nossa integral sdo de 0 até oo, e analisando o fator exponencial nos polos, vemos que ela
nao diverge no o polo 2 = & —i"!. Entdo nossa integral so vai ser calculada utilizando o
contorno no quarto quadrante do plano complexo, onde dito polo se encontra. O contorno

de integracido se mostra na Fig.C.1. Temos entao que,

P 2g(—iy)*e”* > s
/CF(Q)dQ_/_m (E T e dy)+f0 F@d0+ [ F@de,

(C.7)

donde obtemos,

fﬁ “ FQ)da = fc F(Q)d0 - /_ TR 52;2 g fc F(2)d0.
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Pelo teorema de residuo obtemos
[ F(Q)dQ = (1 — itd)e i@ (C.9)
c 2w

Calculando o segundo termo de (C.8) como

_ [ 29(—1y)"e" »
= foo ((—iy)? — @2)? + ﬂ’zgz(—iy)z)( dy) (C.10)

e fazendo a seguinte mudanca de variavel, y — —z, temos

24—t

i 2gi[ﬂm( - dz (C.11)

:EQ 2 52)2 . 71—29.21.2 ’

onde o fator e ** é uma fungao de  com parametro ¢t com z > 0 e £ > 0, o qual converge
a partir de t = ﬂ—i isto quer dizer que podemos fazer x bem pequena de tal forma que

T << W o que implica que a integral (C.10) converje na aproximacao t >> % Assim

temos que a integral fica approximada a

oo ‘,EZef:ct
g 2gz[ =iy . (C.12)
0 w
Esta integral (C.12) pode ser escrita como
i (/m ~atg ) (C.13)
= —=— T .
ot a2 \Jo ©
calculando o fator integral temos,
I_Qgi dz(l) (C.14)
Cwtdertt’ '
onde fazendo a doble derivagdo obtemos que,
41
I = =l (C.15)

Para calcular o terceiro termo de (C.8) fazemos Q = Re®, entdo temos que

0 2zgR3 eSiﬂe—itRcos f+1sin Hdg
F(@)a0 = [ . - Sk
/CR ( ) 7% (Rzezm _52)2 +7T292R26219 ( )
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A integral (C.16) tende ao valor cero cuando R — oc, ou seja
f F(Q)d2=0. (C.17)
Cr

Substituindondo (C.9), (C.15) e (C.17) em (C.8), encontramos que

o MG sy 49?;
F(Q)dQ = (1 — -2 )e dwo—t50t 4 C.
[T F@dn = 1-i)e e (C.18)
Onde finalmente encontramos que,
004\ _ TG\ i@y, 490
=11 =18— — . .
Fo(8) = (1 — 2 D)@ 4 2 (€19

Agora procedemos a calcular |f%(¢)|*. Temos:

00/ 2 _ [(1 _ TGy —i@—igy , A9 TG, iz _ A9
116 = [(1 2 )ei@-i) +%] [(1+z%)e -2

Fazendo as multiplicacdes respeitivas e reagrupando termos obtemos,

9.5 . IRGE iwt —iwt G e RIE iwt —iwt 2
T Bgie” 2 e —e dg“me™ 2 e +e 16
|7 = (1+—g Je ™ — ! ( i ) - ( ) .

w2 witd 2 w3 2 @t
(C.21)
ou
2 2 o mgt s I L 2
i S 8gie” 2 | _ dg“me™ 2 _ 16g
%> = (1+ o e gt—W5111wt— Wcoswt—kﬁ ; (C.22)
donde obtemos
2.2 2
007,412 _ 4"\ _rgt 89 _met, . _ TG - 16g
|f (LL), = (1 -+ H)E gt — ﬁ& 2 (SlIl wt + —?E COSLIJt) —+ jw_g—tﬁ . (023)
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