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0.2 Resumo

Esta tese trata da estruture moduler da fisica quantica local,
mostrando como ela pode ser usada na andlise de propriedades gerais
e na construgao de modelos desta teoria. Especificamente:

- Focalizamos a origem modular da simetria espago-temporal e
das simetrias de gauge global em circunstancias gerais e nos ca-
sos particulares das teorias quirais locais e das extensGes Jocais dos
modelos de correntes {dlgebras de Weyl dos modelos de correntes
abelianas sobre S!);

- Definimos a localizagdo modular de estados na teoria quantica
local e na teoria de Wigner e deduzimos suas propriedades basicas.

- Discutimos o uso da teoria modular na construgao de mode-
los de teoria qudntica local e apresentamos trés possiveis métodos
construtivos, sendo um deles especifico para o caso particular dos
modelos integraveis massivos no espago-tempo bidimensional.

Abstract

This thesis deals with the moduler structure of local quantum
physics, showing how it can be used to analyse general properties
and to construct models of this theory. Specifically:

- We focus the modular origin of space-time symmetry and global
gauge syminetries in general and also in the special cases of locai chi-
ral theories and local extensions of current models (the Weyl algebra
of Abelian currents over S!);

- We define the modular localization of states within local quan-
tum theory and Wigner theory and we deduce its basic properties.

- We discuss the use of modular theory in the construction of
models of local quantum physics and present three possible con-
structive methods, one specifically for the case of massive integrable
models on the two-dimensional spacetime.
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0.3 Prologo

A Fisica tem conseguido compreender e descrever virias instancias da realidade
através de teorias que sdo a0 mesmo tempo simples, precisas e belas. E impor-
tante notar que essas caracteristicas referem-se a aspectos distintos das teorias:
a simnplicidade refere-se aos principios fundamentais {sendo estes tanto mais sim-
ples quanto mais gerais e abrangentes forem); a precisdo refere-se A concordancia
entre a descrigdo teorica e o fato experimental (algo considerado demarcador do
que é uma teoria cientifica, e que tem sido verificado na descricao fisica desde
escalas subatdmicas até escalas cosmicas); mas a beleza refere-se tanto & teo-
ria quanto aos proprios tedricos - & uma idéia subjetiva, dependente de fatores
historicos e sociologicos - talvez nio seja tdo atil na pratica quanto as outras
nogoes mas & pelo menos tdo importante, porque desperta o interesse e a in-
spiragao do fisico - talvez seja indefinivel, mas assim mesmo vale uma tentativa
(sem qualquer pretencado de ser original): o belo nas teorias fisicas € a harmonia
que se percebe na descricio matemdtica do mundo.!

O tema, a motivagiao e a metodologia

Nesta tese discutiremos exclusivamente aspectos tedricos da fisica de particu-
las elementares no formalismo da fisica gudntica local, também chamada de for-
mulacao algébrica da teoria quintica de campos. O motivo primordial para
tanto & o proprio desejo de obter um entendimento tedrico mais completo da
fisica de particulas elementares, particularmente em vista da falta de abrangen-
cia e fundamentagio conceitual e matematica por parte das teorias que atual-
mente descrevem essa categoria de fendmenos.

Atualmente, nossa compreensio dos fendmenos da fisica de altas energias é
representada pelo Modelo Padrio das Particulas Elementares, baseado na teo-
ria de perturbagcio renormalizada. B notavel o sucesso dessa teoria totalmente
fundamentada nos principios da teoria quantica e da teoria da relatividade (es-
pecial), que consegue previsdes tedricas compativeis com os dados experimen-
tais até ordem de grandeza 107'!. Entretanto, a teoria perturbativa possui
limitagdes intrinsecas quanto a sua aplicac@o na fisica de particulas e sua am-
pla utilizagio (talvez por ser intuitiva para muitos) ocorre apenas 4s custas
da clareza conceitual e do rigor matemaético; isso aliado a falta de conquis-
tas recentes (todas as suas principais descebertas ocorreram antes do ano de
1975) talvez seja a razao para que a partir dessa abordagem surgissem tantas
especulagdes fantasticas tidas por “teorias revolucionarias” mas sem qualquer
corrohoragao empirica®. O problema parece ser que pela adogdo de um formal-
ismo matemdtico inadequado para exprimsr principios fisicos entendidos como
fundamentais, elabora-se artisticamente uma “teoria” que tem aparéncia ciem-
tifica mesmo sendo ambigua e obscura, e que fascina ao pretender explicar tudo

14 idéia de uma harmoenia no universo tem acompanhado o desenvolvimento da cigncia
desde seus primérdios na era moderna, tendo encontrado destacada expressdo em Kepler.

2V)estaca-se aqui a teoria das cordas e similares, que mesmo sem ter gerado qualquer
previsdo tedrica ou algum conhecimento novo além daquele referente a si prépria, & por muitos
considerada ser a propria “teoria de tudo”.
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ainda que nao consigua descrever nada.® Em contraste, podemos dizer que a
fisica gudntica local constitui-se numa formulacdo matemdtica axiomdtica ab-
solutamente rigorosa dos principies fisicos da teoria gqudnfica ¢ da teorie da
relatividade com a qual esperamos alcangcar uma descrigdo tanto mais simples
quante mais ampla e completa dos fenémenos naturais.

E importante notar que os principios fisicos nao sio dogmas (verdades uni-
versais eternas) mas sim hip6teses bastante gerais sobre o comportamento da
matéria (abstraidos de situagdes experimentais descritas por modelos fenomenologi-
cos e semi-fenomenoldgicos, tais como a teoria de perturbagio renormalizada); e
0s axiomas que definem tais principios ndo constituem uma palavra final sobre
os mesmos, mas sim uma formulacio matematica tentativa, escolhida dentre
as possivels segundo nosso conhecimento e conveniéncia. Tendo esse ponto de
vista, dificilmente somos levados a crer que a teoria fisica para expliar uma de-
terminada categoria de fenémenos naturais deva ser de uma maneira e nao de
outra sem que realizemos uma devida comparagio critica, tal como indicamos
superficialmente aqui.

A Tisica e a Matematica da Teoria Quéantica Local

A escolha da teoria mateméatica sobre a qual definir a teoria fisica é tdo
fundamental quanto a propria abstragio de principios fisicos gerais a partir das
situagOes experimentais ¢ modelos tedricos particulares. Realmente, estes dois
procedimentos se entrelagam porque o proprio “fato fisice” é umna mistura dos
dois: tanto a elaboragio de modelos fenomenolégicos que descrevam as situagdes
experimentais requer um formalismo matemadtico preliminar, quanto a escolha
desse formalismo mateméatico se assenta em pressupostos que j& extrapolam as
situagdes experimentais.

De acordo com o formalismo geral da fisica quantica, a fisica quantica local
é definida por axiomas sobre uma rede de algebra de operadores indexada pelas
regites do espago-tempo. Nesse caso, o objeto basico da teoria é a prépria rede
de algebras locais e nao meramente as algebras locais que constituem a rede: a
informagao fisica da teoria estd codificada nas relagbes de inclusdo das algebras
locais, sendo que nada significa uma &lgebra local considerada isoladamente ®.
Aqui, mesmo o espago-tempo perde seu cardter fundamental desde que deixa de
ser o “lugar” emn que ocorrem os fendmenos fisicos para ser apenas o ente que
define a estrutura local da rede®. Isso nio quer dizer que podemos descartar
o espago-tempo da teoria, pelo menos se pretendemos descrever particulas nos

3Esta situacdo parece-se com aquela da alquimia: estd fundada numa linguagem poética
e hermética que define a realidade e a verdade, por sua vez acessfveis somente aos proprios
alquimicos.

4Por exemplo, 0 principio da incerteze foi descoberto por Heisenberg a partir da teoria
da transformagio desenvolvida por Jordan e Dirac, e ndo por notar que sao de certa maneira
mutuamente exclusivos os dispositivos experimentais para medida de posigdo e velocidade de
particulas atomicas. De fato, ele diz ter sido inspirade pela observagdo de Einstein de que “&
a teoria que decide o que pode ser observado” [93].

5De fato, sob certas circunstAncias gerais todas as Algebras locals sao isomorfas entre si -
a0 tinico, m&dulo isomorfismo, fator hiperfinito do tipo IIT;.

8De fato, ha generalizagbes da teoria quéntica local sem que haja um espago-tempo sub-
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termos da feoria do espalhamento, mas deixa claro que a teoria das inclusdes de
ilgebras (de von Neumann) revela-se essencial para a analise das propriedades
estruturais das teorias quanticas locais. De fato, encontramos aqui trés tipos
bésicos de inclusdes de algebras de von Neumann: inclusées candnicas, inclusdes
modulares e inclusées cindidas {ou seja, com a propriedade de cisdo).

A Estrutura Modular da Teoria Quéntica Local

Esta tese focaliza a estrutura modular da teoria quantica local. Fsta es-
trutura aparece em duas circunstincias distintas da teoria: por um lado ela
define uma propriedade caracteristica do setor de vacuo, chamada de covaridn-
cta modular, e por outro ela define os estados de equilibrio termodinamicos, via
propriedade KMS. Nao é entao surpreendente que a estrutura modular revele
que as restrigdes de estados para algebras locais apresentem propriedades tér-
micas; mas é particularmente intrigante que a restri¢io do estado de vacuo para
as Algebras de regides tipo cunha vevele uma analogia com a termodindmica dos
buracos negros, via efeito Hawking-Unruh.

A estrutura modular da teoria quantica local nos fornece meios para analisar
as propriedades da rede de dlgebras locais, tais como suas simetrias. Dizemos
que uma simeiria tem origem modulor quando ela pode ser obtida diretamente
a partir da estrutura modular. Nesse sentido, a simetria de Poincaré tem origem
modular, e possivelmente as simetrias de gauge global também (fato plenamente
verdadeiro no caso de certas teorias quirais). Outra aplicagio da estrutura
modular est4 numa caracterizagio intrinseca das ‘perturbagdes locais do véicuo’,
inspirada na qual definimos a localizagdo modular, tanto na teoria quantica
local quanto na teoria de Wigner (que descreve uma particula relativistica livre).
Percebemos que essa nogio é importante na elaboragio de métodos de contrugao
de modelos de teoria quantica local pelo fato de ser suficiente para a construgao
de modelos livres.

Modelos de Fisica Quantica Local

Apesar das muitas propostas para definir uma teoria fisica unificando a
mecdnica quantica e a teoria da relatividade {especial), até agora nenhuma delas
foi plenamente satisfatoria no sentido de possuir sélida formulagio mateméticae
ampla corroboragio experimental. A fisica quantica local nao estd fora desta re-
gra, pois os modelos que até agora possui nao podem descrever situagoes fisicas
realizdveis - sdo todos modelos que descrevem particulas livres (sem interagdo,
no sentido de que a matriz de espalhamento & igual 3 identidade). Podemas
avaliar a necessidade de constru¢ic de modelos nao-triviais de teoria quantica
de campos e da fisica quantica local a partir dos seguintes pronunciamentos:

“De fato, o Problema Principal da teoria quantica de campos reduziu-
se a maté-la ou curd-la: ou mostramos que as idealizagoes envolvidas

jascente (como vemos nas teorias quirais locais). Além disso, idéias recentes apontam para
um formalismo que evita o uso do espago-tempo comao conceito fundamental [84],[36],[87]!.
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nas nogoes fundamentais da teoria (invariancia relativistica, mecanica
quéntica, campos locais, etc.) sdo incompativeis em algum sentido
fisico, ou colocamos a teoria na forma de uma linguagem préatica
para a descri¢ao da dinamica das particulas elementares.” (Streater-

Wightman, [?])

“O problema principal, a questao de saber se os postulados fun-
damentais sio compativeis apenas com uma matriz-S trivial (i.e.
S = 1), sendo portanto fisicamente inadmissiveis, parece tio difi-
cil que a maioria dos pesquisadores da area julga-o sem esperangas.
Foi possivel ignorar essa questio até agora, porque pudemos tratar
muitos problemas soliiveis e nao-triviais.” (Jost, [97])

“A Fisica (Quantica Local nao tem adquirido muita publicidade. Por
que nao? Eu acredito que temos encontrado idéias interessantes. In-
felizmente, elas nio sio tio amplamente conhecidas ou apreciadas
como deveriam. Mas h4 algo mais. Nés temos focalizado [apenas]
principios gerais, sua implementacio e consequéncias. Nés apresen-
tamos um formalismo e uma linguagem, mas nenhuma teoria especi-
fica.” (Haag, [88])

Infelizmente, mesmo a construcdo de modelos ndo-triviais a despeito de suas
aplicagoes fisicas, tem-se revelado extrememente dificil. Uma dessas dificuldades
estd na conjun¢io das propriedades de localidade e condigdo espectral [19, Fore-
word); outra, pensamos, é a falta de uma relagio explicita entre o espectro de
particulas e o espectro de cargas (ou seja, wma correspondéncia entre a teoria
do espalhamento e a teoria dos setores de superselegio).

O estudo da teoria quéntica local nos mostra que sua estrutura modular
deve fornecer a chave para tesolvermos o problema de construir modelos com
interagido. Além da construc¢ao modular de teorias livres, é através da estrutura
modular que estabelecemaos relagdes entre a condigio espectral e a localidade,
ou que vislumbramos caracterizagdes algébricas das teorias com interagio. En-
fim, foi pensando em aplicar a teoria modular para construir modelos de teoria
quantica local que esta tese foi elaborada; mas se ainda nao alcancamos éxito,
podemos pelo menos dizer que J4 obtemos varios resultados positivos.
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Sumadrio 1 A Introducdo motiva o desenvolvimento do fisica qudntica local
e do conceito de localizagdo modular partindo das teorias quénticas de campos;
apresenta didaticarente as idéias bdsicas no caso especial do campo escalar
massive auto-dual livre e comenta os demais casos.

A Parte I (Fisica Qudntica Local) constitui uma introducio & fisica
qudntica local ¢ & sua estrulura modular, apresentande suas definicdes e pro-
priedades bdsicas. Nada neste capitulo € nove, ezceto a pripria apresentagdo,
direcionada sequndo nossos interesses.

Na Parte II (Simetrias Modulares) discutimos a idéia de que e partir
da estrutura modular € possivel obter as simeirias de wina teoria qudntica local,
especialmente a simetria espago-temporal e as simetrias de gauge global. Con-
sideramos particularmente o caso das teorias quirats, onde o comhecimento da
relagdo entre estrutura modular e simeirias € mais completo, e especializamos
nossa andlise para o caso dos modelos de correntes abelionas, onde podemos
exibir ezplicitamente alguns operadores modulares de especial interesse.

A Parte III (Localiza¢do Modular) € dedicada tanto d definigdo e andlise
do conceito de localizagdo modular em fisica gudntica local e na teoria de Wigner,
quanto & construgdo modular dos medelos livres da teoria qudntica local o partir
desse conceito.

A Parte IV (Construcio Modular de Teorias Qudnticas Locais) dis-
cute a aplicacio da teoria modular na construgdo de modelos de teoria qudntica
local.

Os Apéndices foram acresceniados pare servir ao texto principal como
referéncia para conceitos, teoremas ¢ formulas matemdticos. Eles sio simpli-
ficados, mas indicarn literatura que aborda os assuntos de modo sistemdtico e
completo.

A Bibliografia contribui pare que esta lese sirva como introdugdo & fisice
qudntica local e aos tépicos aqui abordados, contendo referéncias & discussdes
mais completas e a trabalhos originais e de importdncie histdrica, além daguelas
contendo as provas omitidas no texto.

Observacgio 2 Procuramoes mostrar nesta tese as diversas aplicacdes da esiru-
tura modular na fisica quédntica local. A extensdo da tese reflete palidamente a
extensdo dessas aplicagdes, pelo que poderiamos ter nos extendido mais nde fos-
sem nossas limitagdes de tempo. Nossas idéias e resultados originais compoem
dois artigos submetidos para publicagdo em revistas especializadas:

L. Fassarella, B. Schroer, Wigner Particle Theory and Local Quantum Physics,
Jornal of Physics A;

L. Fassarella, B. Schroer, Modular Origin of Chiral Diffeororphisms and the
Fuzzy Analogs in Higher Dimensional Quantum Field Theory, Physics Letters
B.
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0.4 Espago-tempo, Notagoes e Convengoes

Aqui, apresentamos a notagio e convengdes que serdo utilizadas ao longo da
tese.

0) Simbolos MatemaAticos

Niameros Complexos

Dado um nitmero complexo z € €, denotamos sua parte real por R (z) e sua
parte imaginaria por $(z).

Definimos para cada par de ntmeros reais a,b € R com a < b as faixas
complexas fechada e aberta de largura b — a:

stlab) ={z€C/a<F(z)<b} e st{a,b)={z€C/a<I(z) <b}

Classes de Operadores Lineares

Dado um espacgo de Hilbert H, utilizamos a seguinte notacgio:

L(H) ;= classe dos operadores lineares (limitados ou nio-limitados) agindo em H
B{#) := classe dos operadores lineares limitados agindo em H
U(H) := classe dos operadores untarios agindo em #

I} O Espago de Minkowski e sua Estrutura Causal.

Como ocorre em geral na fisica de particulas, tomamos o espago de Minkowski
como modelo do espago-tempo, com o grupo de Poincaré representando o grupo
de simetrias espago-temporais. O espago de Minkowski M é definido como sendo
o espago linear B* com métrica pseudo-Riemanniana

niROx R R g (@y) = a®y? - oty -ty -2ty L
Outra notagoes para a agdo de n sao

n{z,y) =z -y=z,9" =0"z., , V2,9 € R

Utilizamos a seguinte terminologia para classificar os vetores do espago de
Minkowski:

tipo-tempo v? >0
o 2 _
v &€ M & um vetor Zﬁ z-f:;;aw quando 22 z 0 respectivamente
causal vP >0

(2)
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Analogamente, temos a seguinte terminologia para classificar as curvas continuas
difetenciaveis v : (a,b) = M:

tipo-tempo ¥ (s)* >0
. tipo-luz &' (s)2 =0 .
v & uma curva tipo-espago quando ¥ (s)g <0’ Vs € (a,b) , respectivamente.
causal ¥ (s)* >0

(3)

Dizemos que uma curva continua v : R — M é completa quando sua imagem
v (R) é um subconjunto fechado de M. Portanto, as curvas completas do tipo-
tempo, tipo-luz, tipo-espaco ou tipo-causal tendem para o infinito (do respectivo
tipo) quando seu parametro tende para %oco.

A estrutura causel do espago de Minkowski é dada pela relago simétrica de
“disjun¢do causal” entre subregioes:

01,0: C M, 0, x O3 & nao existe curva causal conectando O e O3 (4)

onde ‘x’ la-se “... € causalmente disjunto de..”.

O complemento causal, o feche causal e a sombra causal de uma regido
¢ C M sao defimdos respectivamente por:

Q' = {z € M / toda curva causal completa contendo z é disjunta de (O}
(5)

O° = {z € M [ toda curva causal completa contendo « intersecta O}

0! = {z € M / existe uma curva causal completa contendo z que intersecta O}
Vale:
0,0 CM, Oy x 0 & 0, CO;
e também
OCM, & 0°=0"

Observagao 3 Variedades Lorentzianas e Globalmente Hiperbdlicas

A defini¢do sdo vdlidas para qualquer variedade Lorentziana.

II) Grupo de Poincaré. Nesta tese, chamamos de grupo de Poincaré ’P_T_
o subgrupo conexo do grupo das isometrias do espago de Minkowski, ou seja as
isometrias proprias e ortocronicas. Ele & o produto semi-direto do grupo das
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translacdes espago-temporais pelo grupo de Lorentz (préprio ortocrénico) CL
que por sua vez é o subgrupo conexo das isometrias lineares de M:

Pl=R'®L, , (aA): M= M (6)

O grupo de Poincaré proprio Py é o subgrupo das isometrias do espago de
Minkowski que preserva a orientacio. Ele & dado por”

Py = PLUPY , Py =-P]

III) Regides Especiais. Alguns tipos de regides especiais serdo utilizadas
sistematicamante nesta tese, tanto por causa de sua geometria simples quanto
pelo fato de serem causalmente fechadas e formarem familias invariantes sob
agao do grupo de Poincaré.

Cones tipo-tempo. Para a € M,

VE={yeM/ (y-ay >0, £ (" - ) >0} (7)
No caso especial do cone tipo-tempo com vértice na origem, temos
vE=VE={ye M/ 240> VP
Cones tipo-luz. Para a € M,
VF=yeM/(y—a)l =0,k —a") >0

Cones tipo-espago. Para a € M e (0 C M limitada tipc-espago separada de

C={a+sz;zc0, s>0} (8)

Regibes tipo-cunha. Apresentamos duas defini¢des equivalentes para regiGes
do tipo-cunha:

‘W1) Para zg,z; € M tais que 33 =1, 2§ = —lewg -, =0,

W (zg,z1) i ={ye M/ |wo-y| < —z1-y} (9)
W2) Paraly,l; € V™ distintos

W) i={z=ph —vlg+ 1 e M; pv>0; e M, I =1"-1, =0}
(10)

O caso especial da cunha na diregao-z!

Wi =W (e +60:61“30)={9’EM/31>|$O|} (11)

7Lemramos que P_Jl’_ = API_ apenas em espagos-tempo de dimensio par.
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Digmantes. Para 31,72 € M tais que z, € VF
Oryzg = Vm—t nv; (12)
Coletamos essas diversas regides em classes:
D = {diamantes} (13)
€ = {cones tipo-espago}
V := {cones tipo-tempo}
W = {regides tipo-cunha}

K := {regiGes causalmente completas}
Temos
K=DuCuw

Pode ser mostrado que o grupo de Poincaré age transitivamente em cada uma
das familias acima. A familia das cunhas & gerada pela agdo das transformagdes
de Poincaré sobre a cunha W,

YW eW,3LeP] [ LW, =W (14)

1V) W-Reflexbes ¢ W-Boosts. Nos consideramos as seguintes transfor-
magoes associadas & cunha W): a reflexdo no eixo de W1, ou a Wi-reflexdo

-1 0 0 0
o -1 00 '
0 0 0 1

a rotacio espacial de angulo 7 ao redor do eixo-z3 , & Wi-rotagio

1 0 0 0
., o -1 0 o :
n=lg o9 o-10 | (16)
0 0 0 1

e 0 grupo um-parametro de boosts que deixam W) invariante, os Wi-boosts

cosh (t) sinh (t)

00
sinh () cosh(t) 0 0
1 0
01

Ay (8) = ePl [ teR (17)

0 0
0 0

N6s fixamos uma familia de transformacdes de Poincaré {Ly; W € W} in-
dexada pela familia de cunhas e satisfazendo

LaWi=W ,YWeWw (18)
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Entao, definimos para cada cunha W € W, a W-reflexdo, a W-rotagio e os
W -boosts correspondentes

rw = Lwr Ly , riy = LwriLyt , Aw (8) == Lw Ay () Ly (19)

Essas defini¢oes de rw, riy () e Aw sio independentes da transformacao
de Poincaré Lw € ’P_T_ escolhida, devido ao seguinte lema:

Lema 4 As transformagdes de Poincoré que deizam a cunha Wy globalmente
invarignte comutam com 1, v7 € Ay;

gEPL, gW1=W1 = gri=rig, gri=rig, gh () =AM, () g (Vt € R)

Este & um caso particular da proposicdo 108.



Chapter 1

Introducao

Esta introdugao pretende salientar suscintamente a importancia da localizagdo
modular na construgio de modelos de tecria quintica local, além também de
colocar em perspectiva a fisica qudntice local em relagio A teoria geral dos
campos quantizadoes. Em nossa abordagem aqui, consideramos primeiramente o
campo escalar massivo aute-dual lvre para introduzir os conceitos e resultados
bésicos; depois mencionamos os demais casos livres e por fim descrevemos a rede
de 4lgebras de observaveis de uma teoria quéantica local.!

1.1 Campo Massivo Escalar Auto-dual Livre

A Particula Livre Escalar Massiva

Segundo Wigner, uma particula relativistica é descrita por uma represen-
tagdo unitéria irredutivel do recobrimento universal do grupo de Poincaré

w:PL = U

-} b & um espago de Hilbert e
onde -
JU (H) & o espago dos operadores unitarios agindo em b

No caso de uma particula escalar massiva, 0 espago de Hilbert ¢ dado
pelo conjunto das fungdes quadrado-integraveis com respeito & medida Lorentz-
invariante do hiperboldide de massa:

rh={peM/p?=m’, >0}
b= L (O, dp (p)) dp =
. m* ) d#(p):aﬁ ,p:( m2+ﬁ?,p)

1Para seguir nossa argumenta¢do & suficiente um conhecimento basico de teoria quantica
de campos (principalmente dos campos livres}, conforme apresentade, por exemplo, em [141].
Conceitos de andlise funcional sero apropriadamente (embora sem qualquer pretengio de
rigor) definidos ac longo do texto sempre que forem necessarios.

7
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e a representagao do grupo de Poincaré é definida por

w: Pl o U(b) , (u(a,A)p)(p) =e“Pp (A p)

A partir da representagio unitdria (1, %), construimos canonicamente o es-
pago de Fock associado:

- Hoym :=C
- ®n
%'#@HSV"‘ '} HER, = expansdo linear de v ® ... ®¢; pehy ,n>1
n=0 R

n

¢ a representagio unitéria do grupo de Poincaré induzida:

VPl s u ) (U(a,A)tp@...@gp) =u(e,A)p®..0u(g,A)p ,¥neN
e — -

T
n

(L1)
O estadoe de vacuo é definido pelo vetor
=(1,0,.)eH

O vacuo e seus multiplos sdo os finicos estados invariantes sob agao da repre-
sentacao U, 1.é

U(g)Q=0 VgePl

O Campo Escalar Massivo Auto-dual Livre

Como é bem conhecido, 0 campo escalar massivo auto-dual livre & uma
distribuigio (temperada) tomando valores em operadores sobre o espago de Fock
H

S(M)3 f— A(f) =f /(@) Alz) dz (1.2)
A
definida em termos de um niicleo?
M3z A) = (—2#— [, am rera @) de  (3)

2 casionalmente utilizamos a seguinte terminologia: ¢ nicleo A (x) chamamos de campo
{escalar) pontual e o operador A(f) chamamos de campo (escalar} espalhado pela fungo
teste f € 5 (M).
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definido em termos dos operadores de criagio a* {p) e aniquilagio a (p), os quais
satisfazem por sua vez as relagdes candnicas de comutagio®

(8 (p1) @ (p2)] = [a* (1) 0" (p2)] = 0

fa{p},a” (p2)] =6 (p1 — p2)

Os campos espalhados possuem um dominio comum denso no espago de
Fock, a saber:*

H Vplsp? € F;'-;r, (14)

o0
1
D:= ,@Hﬁ% = expansao linear < ¢¥ := 7162\{ 1¢ ®@.Qp; wEeh (1.6)

n

dado pelo subespago sobre o qual estio definidos os operadores de criagao e
aniquilagdo. Sobre elementos desse dominio comum temos definidas as operagdes
de soma e produto de campos.

Chamamos de dlgebra polinomial a *-algebra de operadores definida pelos
campos espalhados {i.e., o conjunto das somas de produtos finitos de campos
espalhados e seus conjugados hemitianos)

P = *algebra{A(f) ; f € S (M)} (1.7)

A Localizagao Off-Shell

Fisicamente, a idéia relativistica de localizagdo consiste na propriedade de
que operacies (on medidas) realizadas em regides causalmente disjuntas ndo se
influenciam (ou sdo compativeis). No caso especifico que estamos tratando,

30s operadores de criagio e aniquilagio espalhados por uma func¢io-de-onda ¥ € § sao
definidos explicitamente no espago de Fock por:

a () (‘P@’ -.-®¢p) = {4, @) (so®-.-®¢p)
n -1

a* () (lp@...@(p) = (90@...®50®¢'®¢p®...®<p)
e k=0 y

n k n—k
Nesse caso, as relagdes candnicas de comutacdo assume a forma
{ [o” (¥1),a" (¥2)] = [a (¥1) ,a (¥2)] = O
fo (1), 8" (¥2)] = (v1,92)

1Lembramos que os vetores do tipo

1
=@ s BN (peh) (15)
neN

sao chamados de estados coerentes.
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podemos definir matematicamente essa nogio de localizagio por uma corre-
spondéncia entre 0s observdveis e regides do espago-tempo

M3O0 PO CP

satisfazendo a propriedade de que operadores associados a regides causalmente
disjuntas comutam entre si:

01 X 02, Fl GP(Ol), F2 € P(Oz) = [Fl,Fz} =10 (18)

onde ‘x’ l&-se “...¢ cousalmente disjunto de...” (definigéo 4).

O que chamamos de localizagao off-shell & definida diretamente pelo suporte
das fungOes-teste:

M3 0= P(0):=*slgebralA (f) ; f €S (M), supp(f) C O} (1.9)
Por calculo direto, verificamos que essa definigdo satisfaz a condigao (1.8).°
Observagao 5 Simbolicamente:

Suporte das Fung¢des-teste = Localizagdo off-shell

Algebras de Observaveis Locais

A partir da algebra polinomial (que é uma Aalgebra de coperadores nao-
limitados definidos no dominio comum D) e da localizagde off-shell definimos
naturalmente uma rede® de dlgebras de operadores limitados:

5Com efeito, basta verificar as relagGes de comuta¢do para os monémios de campos es-
palhados (o que & quase trivial)! Assim, considere duas funcdes-teste fi,fz € & (M) com
suportes contidos em regides causalmente disjuntas @ x Oz; temos {diretamente das relagdes
de comutagdo dos operadores de criagio e aniquilagio {1.4}):

amatp = [ nE@d [ neaiae e

@ [ )y

o2 (lz,r)s/z o (2211_)3/2 rt du (pl)-/rx dp (p2) x

X (e—‘pr“’a (@) + ePrZat (z)) (e~ P2 Va (y) + iP2Y o+ )
f2{y)d fi{z)dz

N Lz ‘(221:)'3/3 (w2 (121r)3/2 j;;!; du sz)L; dpt(pa) x

X (e_ipz'yﬂ {¥) + etPzvgt () (e—im-ma(m) 4 eiprEgh (:c))

= [ whw) f f1 (@) du {A(y) A(=)}
MM M
= A(R) A1)

8Por rede de dlgebras subentendemos que a correspondéncia O — R{0) & isoténica, 1.&:

0,02 C M, 01 COz ~R(01) CR(O2)
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M>DO -3 R(O):=P(OY (1.10)

PO = {A€B(H) [ (Ap, Fy) = (F*p, A"p), YF € P(0') Vg, ¢ € D}

onde O’ & o complemento causal de ¢ (definigdo 5).e ¢ ¥’ significa o comutante
fraco (definido precisamente pela expressio acima).

Para cada O C M, a algebra R (O) é uma &lgebra de von Neumann em
H (t.e. *-subilgebras fracamente fechadas de B (%)) chamada de dlgebra dos
observdveis localizados em O (apesar do fato dessas algebras conterem elementos
que ndo sdo auto-adjuntos). A correspondéncia @ — R () & chamada de rede
quéniica local. Definimos a dlgebra universal (dos observaveis quase-locais) pelo
fecho [na topologia da norma) da unifo de todas as algebras de observaveis
locais

A= | ] R(O)CB(H) (1.11)
ocMmM

Descrigao On-Shell

Apesar dos observiveis locais (elementos de 2() ferem sido definidos a partir
dos campos (elementos de P), podemos obté-los diretamente a partir da rep-
resentacao de Wigner, numa descrigio que chamamos de on-shell. Para tanto,
serd essencial considerar a seguinte relagao natural entre fungdes-teste e fungdes-
de-onda, definida pela restricdo da transformada de Fourier das fungdes-teste
ao hiperboldide de massa:

S(M)3 f—pi= ()= f| |, € L (T7, du(p)) (1.12)

1 —ipz

Notamos imediatamente que

flo) =

A(f) = /F+ (w (p) a (p) + 5 (p)a* (p)) dy (p)

m

Portanto, é natural considerarmos o chamado campo de Segal (definido em ter-
mos de fungdes-de-onda ao invés de fungbes-teste):

1 -
— . 1
hbay—=@(p): ﬁ[M{tp(p)a(p)ﬂp(p)a (p)}dw (1.13)
A partir dos operadores de Segal definimos os operadores de Weyl:

B3 W(p) = et (1.14)
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Os operadores de Weyl sao operadores unitérios que satisfazem as relagdes
candnices de comutagido (CCR)

W (o) W () = e SENW (o +4) (1.15)

e a seguinte identidade de conjugacdo (Cdo)

W (o) =W (-y) (1.16)

Finalmente, definimos a dlgebra de Weyl associada a¢ espage simplético (b, )
(conforme o apéndice B.2.1) como sendo a C*-ilgebra gerada pelos operadores
de Weyl

Weyl () := C*-dlgebra{W (¢) ; v € h} (1.17)
Como consegiiéncia quase imediata da identidade
A(f)=V22(ps) , Vi€ S(M) (1.18)
obtemos que a 4lgebra de observiveis coincide com a algebra de Weyl:”
A = Weyl(h) (1.19)

Observagao 7 Temos mostrado gque o digebre de observdveis possui umae de-
scrigdo on-shell (ou seja, definida diretamente a pertir da representacdo de
Wigner); resta-nos mostrar que também a localizagdo definide pela rede qudntica
local (1.10) possui uma descrigdo on-shell.

Localizagdo Modular (On-Shell)

Para obtermos uma descricao on-shell da localizagdo, recorreremos as re-
lagies do tipo Paley-Wiener que existem entre propriedades do suporte das
fungdes-teste e propriedades analiticas das fungoes-de-onda definidas pela for-
mula (1.12). Essas relagbes podem ser estabelecidas para fungbes-de-onda com
suporte em regides arbitrarias do espago-tempo [112], mas aqui basta-nos con-
siderar a situagdo mais simples das regides tipo-cunha (defini¢do 9 ou 10)

Wi = {z e M; |a°] < z'}

gE’PI_ ~ W, = gW

“Vale o seguinte teorema:

Teorema 6 (Stone-von Neumann) FEgziste uma tinica digebra-C* gerada por operadores
satisfazendo as relagdes CCR (1.15) e Cdo (1.16), mddulo *-isomorfismos.
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as quais temos associadas segnintes transformagdes de Poincaré {defini¢des 15,
16, 17, 19)®

-1 0 0 ¢ 1 0 ¢C 0
o -10 0 ., o =1 0 o0 N
ni=l o o 10 |€PE =] o -1 o | €7 20
0 0 0 1 ¢ 0 0 1
cosh(t) sinh{(¢) 0 O
| sinh{t) cosh{t) 0 O T
A (t) = 0 0 1o |€EPL(eR
0 0 0 1
gEPL, ~ rw, = grig™t L iy, =grig”t, Aw, = ghagT!

Teorema 8 (Vide se¢io 12.1.2) A) Se o suporte da funcdo-teste f € S (M)
estd contido numa regido cunha W, entdo o fungdo

R3¢t —u{Aw(—27t)) vy
possui wma continuagdo analitica ne faiza
st(=1/2,0) = {z € C; -1/2< S (z) <0}

definida pela extensio de ¢; & uma certa subregido do hiperboldide de massa
complexo.

Além disso, o valor de bordo u(Aw (im)) @ define uma funcdo-de-onda no
hiperboliide da massa com energia negativa:

T, 9q— pp(q) = (w(Aw (im)} ¢g) (rwa)

B) Vale também que para qualguer regidgo O C M, € denso no espago das
funcdes-de-onda §y o conjunto das funcdes-de-onda ¢y dadas por fungies-teste
f € 8 (M) com suporte contido em O.

As relagdes tipo Paley-Wiener dadas nesse teorema sio expressas na teoria
de Wigner intrisecamente em termos de sua estrutura modular, definida a partir
das transformagcdes de Poincaré associadas as regides cunha. Para definir essa
estrutura modular, temos que extender a representagio u do grupo de Poincaré
'PI_ a uma represeniagdo (anti-)unitdria do grupo de Poincaré préprio P4 (con-
forme definigao 105); isso conseguimos simplesmente definindo a representagao
das inversdes ry’s; em nosso caso particular, temos explicitamente:

u(rw) b= b, (ulrw)e) (p) =@ (—rwp) Vpe I} (1.21)

8 Geametricamente, r1 & a reflexao nos eixos ‘ox1’ e ‘ot’, #| & a rotagac espacial de angulo
x em torno do eixo ‘ozrs’ e A1 & um grupa l-parAmetro de boosts que deixam a regiao cunha
Wi invariante.
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Enfim, a partir da férmula (1.21) e do teorema acima, para cada regiao
cunha W C M estd bem definido sobre um subconjunto denso de b o chamado
operador de Tomita espacial {vide capitulo 12)

Sw o= u(rw ) u (Aw (ir)) (1.22)

e, finalmente: se o suporte de wma funcgdo-teste f € S (M) estd conlido na
regide cunha W C M, entdo e funglo-de-onda @y pertence ao dominio do
operador de Tomita espacial sy e também € deizada invariante pela agido deste
operador:

wy € Dom (sw) , SwPp = @y

Com efeito,

{swws) (p) = @s (—p)

1 )

= W fM egl(fp)'xf(&") dz
1 —ipT

" on)"? fMe f(e)do

=5 (p) , VpeT},

Agora podemos definir a corresp ondeéncia entre regides do espago de Minkowski
e subvariedades do espago dos estados b que chamamos de localizagdo modular
da teoria de Wigner:

MDObr(0):= )] br(W) (1.23)

woo

hr (W) := {p € Do (sw) [ swe = ¢} V regido tipo-cunha W C M

E possivel mostrar que para toda regido ndo-vazia O C M com comple-
mento causal ndo-vazio, o espago hr (0) & um subespago real padrio de b, 1.8,
satisfazendo:®

hr (©) +ihr (O) & denso em b
(1.24)
he (O)Nihr (O) =10

Entfo, nessas circunstancias fica bem definido o seguinte operador de Tomita
espacial associado a regido O

so: (hr(O) +ihr (0)) = (bR (O) +ihr(0)) , sole +ih) =p —ip (1.25)

Essa formula generaliza para regides arbitrarias (com complemento causal nio-
vazio) a formula do operador de Tomita espacial associado a regides wedge
(1.22).

9Fste & um resultado analogo ao feorema Rech-Schlieder (18), dado pela parte B do teo-
rema acima.
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Observagdo 9 Simbolicamente:
Analiticidade das FuncgGes-de-onda = Localizagdo Modular (on-shell)
O fato fundamental que justifica toda essa construgdo é o seguinte teoremas:
Teorema 10 Parg toda regido O C M, vale
R(O) = Weyl (hr (0))

Observagiio 11 Podemos resumir os falos apreseniados até agora dizendo que:
nao apenas o dlgebra de observdueis U, mas também a propria rede qudntica local
(definida pela correspondéncia)

0= RO

pode ser obtida diretamente da representacio de Wigner (h,u), via localizacao
modular.

Estrutura Modular

A estrutura modular da teoria de Wigner é naturalmente extendida para o
espago de Fock:

Hp (O) := R-linear expansio de {e¥; ¢ € hr (O)} {1.26)

So : Hr (O) — Hg (O) , Soe(’p 1= go¥

Para toda regido O com complemento causal nao-vazio, Hg (O) é um subespago
linear padrao do espago de Fock X e Sp € um um operador anti-linear bem
definide, chamado de operador de Tomite da regidgo O.

Proposicio 12 Para qualguer regide O C M com complemento causal nao-
vazio, o correspondente operador de Tomita So € caracterizado por:

R(O)Q é um core de So
(1.27)
SoAQ = A*Q |, VA€ R(O)

Generalizagoes

A localizacao modular e a construgdo modular de redes quanticas locals livres
estao definidas para qualquer representecdo proprie do (recobrimento universal
do) grupo de Poincaré proprio (105) P,, embora nos casos de helicidade in-
finita (“torres de spin”) a localizagio esteja restrita a regices do espago-tempo
contendo cones tipo-espago. Contudo, essa generalizacdo nio & realizada triv-
ialmente; as principais dificuldades sio as seguintes:
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1) Para spin/helicidade nio-zero, é preciso resolver o problema da presenca
da rotacdo de Wigner na representagio de Wigner (se usamos a técnica analftica
descrita nesta tese).

2) Na construgdo modular das dlgebras de observavels, utilizamos o chamado
Functor de Weyl nos casos de spin/helicidade semi-inteiro par e utilizamos o
Functor de Clifford nos casos de spin/helicidade semi-inteiro impar (refletindo
a conecgio entre spin e estatistica dos campos quénticos).

3) Para os casos de spin-infinito, a expectativa é de que os subespagos de
localizagao modular hr (O) sejam triviais para regides “menores” do que cones
tipo-espago (sugerindo que as possiveis “particulas” de helicidade-infinita sejam
objetos extensos semelhantes a cordas semi-infinitas).

1.2 Fisica Quéntica Local

(O fato da rede de algebras de observaveis de um sistema de campos livres ser
fisicamente interpretada sem mencionar dos campos quinticos associados e tam-
bém por ser construida diretamente das subrepresentagoes irredutiveis da agao
covariante do grupo de Poincaré sobre os campos, sugere que podemos trati-la
como objeto fundamental da fisica de particulas.’® A fisica quanticalocal & uma
realizacao dessa idéia e estd constituida sobre um conjunto de axiomas extrai-
dos das propriedades basicas das teorias livres, possivelmente validas também
para teorias apresentando interagio nao-trivial. Nossa tarefa de construir tais
modelos de teoria quantica local com interagao significa obter uma realizagao
explicita dessa possibilidade.

A abordagem algébrica da fisica quantica local se justifica por definir os
principios basices da fisica quantica relativistica num contexto tanto mais nat-
ural quanto mais amplo e rigoroso do que a propria teoria geral dos campos
quantizados.

No contexto da fisica quantica local sua estrutura modular surge muito nat-
uralmente como consequéncia direta do teorema Reeh-Schlieder. Esta estrutura
modular incorpora consideravel (talvez toda) informagao fisica da teoria; par-
ticularmente as interagées, pela formula

Sec = SwSow

relacionando os operadores de Tomita Sw e Sow da teoria original e da teo-
ria livre subjascente {definida pela teoria do espalhamento), respectivamente,
de uma regiio cunha W com respeito ao estado de vacuo {I através da matriz
de espalhamento S,.. Nessa férmula, notamos que Sow e S5 sao caracteriza-
dos pelas particulas e interagbes descritas pela teoria, donde concluimos que
o operador de Tomita da teoria original Sw ¢ determinado por tais dados de
espalhamento, sem necessidade de qualquer outra informagao adicional.

10Esse ponto de vista é reforgado também pelo fato da rede de algebras locais ser intrinse-
camente determinada pela interagac (matriz de espalhamento), ainda que esteja associada a
uma infinidade de sistemas de campos quanticos (pertencentes & mesma classe de Borchers).
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O fato ndo trivial relacionando os operadores de Tomita das regides tipo-
cunha com o espectro de particulas da teoria (as subrepresentagdes irredutiveis
da ac@o covariante do grupo de Poincaré) e também por tras da férmula acima
é a propriedade chamada covaridneia modular:

Para toda cunha W C M, o grupo modular associado satisfaz:

AR = U (Aw (im))

Essencialmente, a covaridncia modular relaciona as transformagdes geométricas
associadas &s regides cunha a operadores algébricos (modulares) das correspon-
dentes algebras de observaveis no setor de vicuo, atravéz da agao covariante do
grupo de Poincaré.

Construgio Modular de Modelos de Teoria Quantica Local

Os métodos de construgio modular de teorias quanticas consistem basica-
mente em partir do conhecimento da estrutura modular da teoria o dada pela
correspondéncia

(u,h) + S =+ {So,Hr(0)] (1.28)
e’ e
particulas -+ interagfo estrutura modular

para obter (de algum modo) a rede quantica local:

{So. Hr (O)} — {R(O)}
—— S —

estrutura modular rede quantica local

Mencionamos trés possibilidades discutidas nesta tese para realizar uma essa
correspondéncia:

i) O Método Espacial, baseado na caracterizagio dos cones noturais dada
por Alain Connes;

ii) O Método Hologrifico, baseado na idéia de construir uma teoria quantica
local a partir de um conjunto de teorias em espago-tempo em dimenséo inferior;

iii) O Método PFG, que utiliza os chamados geradores livres de polarizagio
do vdcuo.
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Fisica Quantica Local
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Chapter 2

Axiomas e Propriedades

Relatividade e Mec&nica Quéntica

A teoria da relatividade e a mecdnice quintica foram desenvolvidas na primeira
quarta parte do século XX, motivadas tanto pela descoberta de incongruéncias
experimentais quanto por consideragoes basicamente tedricas acerca da fisica
clissica, a qual compreende a mecanica de Newton, o eletromagnetismo de
Maxwell e tudo o que havia sido construido a partir desses. Essas novas teorias
foram revolucionérias porque fundamentadas em principios fisicos que levaram a
um entendimento da realidade fisica radicalmente diferente daquela sustentada
pela fisica cldssica. Hsses principios tém se mostrado extremamente adequados
para a descrigao da realidade fisica, e neles estao os fundamentos da fisica qudn-
tica local e de tantas outras teorias, tais como a teoria dos campos quantizados
(capitulo 5), a teoria causal, a teoria da perturbagdo renormalizada {141, Chap-
ter 12], o formalismo da integral-de-caminho, a teoria de matriz-S {14, Chapter
14], o formalismo LSZ {14, Chapter 13] e a mecdnica qudntica relativistica (de
porticula) [44],]45],[46],{47].

Rede Quéntica Local

A fisica qudntica local se caracteriza pela idéia de que toda informagao fisica
deve estar contida nos obseruvdvets, donde temos que o objeto fundamental da
teoria & a chamada rede de dlgebras de observdveis locats, ou seja, uma corre-
spondéncia entre regides do espago-tempo e algebras-C* satisfazendo as pro-
priedades de isotonia, localidade e covariancia de Poincaré.

Numa generalizacio da mecanica quéntica, podemos considerar que um sis-
tema fisico é caracterizado por suas propriedades (mensuraveis), que por sua vez
sao definidas por referéncia a dispositivos experimentais, 03 quais chamamos en-
tio de observiveis fisicos do sistemal; portanto, defimos uma teoria quantica

1Um ponto de vista semelhante:

“Um ‘sistema fisico’ & um conjunto de ‘quantidades fisicas’, que s3o definidas
operacionalmente através dos valores médios de varios tipos de experimentos.
Estes sio experimentos idealizados, que medem quantidades macroscopicas por

21
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como sendo uma relagio entre a classe dos observiveis fisicos O e a classe dos
operadores auto-adjuntos de uma algebra-C* 2

D= A,

Entdo, se assumimos que pode ser definida uma relagéo entre regices do espago-
tempo e 0s subconjuntos dos observavets fisicos nelas localizados

MDO=DO)CH

esta se traduz numa relagao entre regioes do espago-tempo e subconjuntos da
ilgebra de observiveis .,

MDO = A(O) C Uy
Nesse caso, o principio de localidade pode ser definido pela exigéncia
01 X 02 = [A(O]_) ,A(Oz)] = {0}

que implica na compatibilidade (ou independéncia) das observagdes realizadas
em regioes causalmente disjuntas. Essa € a estrutura essencial da fisica qudntica
local, e todos os demais conceitos que fazem parte da teoria podem ser entendidos
como melos para extrair dessa estrutura as informacoes que desejamos saber
sobre os sistemas fisicos.

Interpretagao Fisica

A interpretacao fisica da teoria quantica local extende a interpretagdo min-
imal da mecanica quantica 2:

0) Observaveis e Estados: um sistema fisico = € uma classe de
objetos (podemos pensar em particulas) caracterizados por um con-
junto de propriedades definidas operacionalmente por outra classe de
objetos (dispositivos experimentais, instrumentos de medida) chama-
dos observdveis. As leis da teoria quantica versam sobre o comporta-
mento de ‘ensambles’ estatisticos de sistemas =, chamados de esta-
dos.® Uma medida significa a interagdo (de exemplares) do sistema

leituras analégicas precisas, mas que provavelmente ndo dio valores definidos
para as quantidades fisicas do sistema. Neste caso, a quantidade nio & medida
texatamente’ e pode ter qualquer um dentre varios possiveis valores, com vérias
probabilidades.” (Segal, {128])

2A interpretagdo minimal consiste naquela interpretagdo (mais) puramente operacional,
subjascente a todas as demais intepretacdes da mecanica quantica [42].

30 chamado corte de Heirsenberg, ie. a divisdo do universo em partes observadora e
observada (e o meio-ambiente restante) & realmente necessdria quando os sistemas fisicos
sio caracterizados operacionalmente, ainda que a “posigio” do corte nio tenha significado
intrinseco (ou seja, dependa de certas convengoes). Obviamente, esse procedimento ndo pode
ser aplicado numa descrigio do universo inteiro, mas é conveniente para nosso interesse em
descrever particulas.
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fisico com um instrumento de medida e a descrigio matematica &
feita por um par estado-observavel (¢, 4).

i) Quadro de Haag-Kastler: consideramos que = seja descrito

poruma correspondéncia entre regides do espago-tempo e dlgebras-
C*

O = A(O)

sendo que para cada regido O do espago-tempo, os elementos auto-
adjuntos da algebra local A(Q) e os funcionais lineares continuos
normalizados e positivos sobre esta 4lgebra sio respectivamente os
observéveis e os estados do sistema, localizados nessa regido.*

ii) Interpretagao Estatistica: a probabilidade relativa dos pos-
siveis valores para uma medida do sistema especificada por um par
(¢, 4) & dada pelo médulo dos coeficientes da decomposigio espec-
tral de ¢ com respeito a 4; portanto, o valor médio destas medidas
& dado por @ (4).%

iii) Simetria Espago-Temporal: sistemas de coordenadas fixados
em referenciais inerciais sao fisicamente indistinguiveis, e 0 grupe de
Poincaré estabelece a correspondéncia entre as medidas realizadas
em diferentes sistemas de coordenadas.

Observacgao 13 Nesta tese, como em geral, chamamos de “ebservdveis” os

elementos das dlgebras locais, sendo estes auto-adjuntos ou ndo. Isso consiste

apenas numa simplificacdo de terminologia, desde gque qualquer operador de uma
$ uma combinagdo linear de operadores auto-adjuntos:

dlgebra-C* ¢é
A+4 A-A
A= —+iT;

Enfim, definimos o conceito de rede gudntica local:

Axioma 14 (Rede Quantica Local) Seja % uma dlgebra-C* com unidade e
seja CHAU) a classe das subdlgebras-C* de 2 contendo a unidade.

105 axiomas da fisica quantica local se referem aos observaveis (ou mais precisamente, &
rede de cbservaveis) e ndo aos estados, pois os estados {ou mais precisamente, as vizinhangas
fracas destes) podem ser obtidos pelo monitoremento ou pela filiragem, que sio processos
definidos em termos de observAveis.

5Um ponto de vista semelhante:

“Na interpretacdo minimal, a mecdnica gquantica & considerada como uma
teoria fisica probabilistica, consistindo de uma linguagem (proposigbes sobre os
resultados de medidas), wma estrutura probabiléstica (um conjunto convexo de
medidas de probabilidade representando as possiveis distribuigdes de resultados
de medidas) e lei probabilistica. Em adigio, as probabilidades sdo interpretadas
como limites de freqiiéncias relativas de resultados de medidas, isto &, no sentido
de uma interpretacdc estatistica epistemoldgica " (Busch-Pekka-Mittelstaedt, [42]
- traduzido)
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Uma terno (A, o, A} dada por uma correspondéncia
A:D - C¥()
¢ uma agdo do grupo de Poincare
e :'PI_ = Aut(A) , afg) =a,

é dita ser uma rede gudntica local quando satisfaz as sequintes propriedades:
i} Isotonia

C1, 026D, Oy C Oz = A(O) C A(OD,)
i) Localidade
0,,0: €D, 0; C O = A(0)) C A(O)
i) Covaridncia
al(a,A) A(O) C A(a+ AOQ) ,V(a,A) ePL, YO €D

iv) Propriedade Geradora®

A= | A(0) (C*limite-indutivo)
DeD

Notagao 15 Utilizaremos a sequinte terminologia, ocasionalmente com a omis-
sdo dos adjetivos entre parénteses, conforme € usual:

A dlgebra-C* A chamaremos de dlgebra de observdveis (quase-locais) e as
dlgebras A(O) (O € D) de dlgebras de {observiveis localizados em) O, Também
definimos o dlgebra (de observdveis) local

Utoe 122 U A(O)

aoeD

Se (A, o, ®) & uma rede quantica local (definida sobre regides do tipo dia-
mante), podemos definir as Algebras de observaveis das regiGes nao compactas
pelo limite C*-indutivo das algebras de observaveis localizadas em subregices
limitadas:

0eKk, AO) = | AQcu (2.1)
Da3QCo

(A barra denota o fecho na topologia da norma.) Trivialmente, essa extensao da
rede quantica local para o conjunto de regides causalmente completas X preserva
as propriedades de isotonia, localidade e covariancia. No que segue, usaremos
essa defini¢io sistermnaticamente

8A propriedade geradora torna redundante mencionar a &lgebra-C* 2 nessa definigao da
rede quantica local, mas é conveniente mencioné-la para o bem da simplicidade.
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Definigdo 16 (Estados e Representages da Rede Quéntica Local) Seja
(A, o, ) uma rede qudntica local.

Um estado da rede é wm funcional linear continuo positivo ¢ normalizado da
dlgebra de observdveis %, i.e um elemento p € A* .satisfazendo

w(A*A) >0 ,VAe (positividade

lel] -== sup {E{"%;ﬂél : Ae A {0}} (normalizagdo)

['ma representagdo da rede € uma *-representa¢io da dlgebra de obserndvers
A, i.e. uma aplicacde finear m : A = B(H) no espago dos operadores lineares
Hmitades agindo num espaco de Hilbert separdvel H que preserva a operagdo de
conjugacio.

Para cada estado ¢ € A*, temos @ representacio da rede definida pela con-
strugdo GNS [22, Section 2.5.3] para o par (A, ), i.e. uma *-representagdo
7o U = B(H,) e um vetor §, € H, (tinicos mddulo *-isomorfismos) lais que

7, (A)Q, € denso em H,
e
@w(A) = (R, my (A) Q) , VA

Nesse caso, obtemos digebras de von Neumann locais fechando fracamente a
representacdo das dlgebras de vbservdveis locats:

R () := 7, (A(O)) CH, ,YOED (2.2)

Chamamos a terna (R, Hy,, Q) de representagio GNS da rede (A, o, ) gerada
pot .

Para que a fisica quintica local descreva particulas, & necessario que a 4l-
gebra de observaveis admita estados satisfazendo certas propriedades especiais.
Certamente, & necessario a existéncia um estado descrevendo o espago-tempo
“vazio™

Definigdo 17 (Estado de Vacuo) Seja w um estado sobre 2% e seja (m,H, §2)
a representagdo GNS associada.

Dizemos que w é um estado de vdcuo da rede qudntica local (A, ) quando
este satisfaz as seguintes propriedades

vdeuo 1)_Invariéneia Translacional: O estedo de wvicuo € invariante sob
acdao das translacées espago-temporais

woal(d)=w , Ve R

Nesse caso, @ acdo das translagoes é unitariamente implementada no espago
de Hilbert H, i.e. existe uma representagdo unitdria fortemente continua das
translagées do espago-tempo’

U’ U (H)

TA representagic U/ pode ser escolhida de modo que os operador-momentum & um ob-
servavel: P¥ ¢ ()" [17].
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satisfezendo

Ula)Q =0

4
T, o a(a) = adl (a) o w, » Vo ER

Seja P = (PO, }_5) o gerador infinitesimal das transla¢ées {conforme o teorema
de Stone [113, Section VIIL{J)

Ua)=e*  Vac R

vdcuo 2) Condigdo Especiral: O espectro de P pertence ao fecho do cone tipo-
tempo futuro

Spect (PY C V¥

O estado de vicuo w é dito ser puro quando satisfaz uma (e portanto todas)
das seguintes condices equivalentes [3, Theorem 4.6]:

puro 1) 7 ()" & um fator (v (A)" N (A)' =C1)
pure 2) m(A) é irredutivel (7 (A)' = C1);

puro 3) Todo vetor de H translacionalmente invariante é proporcional a {1
(2.3)

Apresentaremos agora algumas das propriedades basicas da rede quantica
local

Propriedade Reeh-Schlieder

A propriedade Reeh-Schlieder diz que na representacdo de vicuo cada ob-
servavel local corresponde a um anico vetor de estado

m;OC3A‘—)’AQEHW

Esta relacio pode ser tornada biunivoca localmente, se consideramos para cada
ilgebralocal R (©) o conjunto R, (O} dos seus operadores afiliados® cujo dominic
contém 0 vicuo, entiao

R, (0) 3 F +— FQ e H,

Esse tipo de correspondéncia entre dlgebras de von Neumann e subespacos
vetoriais implica que cada teoria modular de Tomita-Takesaki define trivial-
mente uma teoriz modular de Rieffel-Daele. Entretanto, o problema inverso
nao é trivial e nio possui solugao geral, embora seja um problema importante
para a fisica quéantica local por estar relacionado com os aspectos contrutivos
da teoria.

35e A ¢ uma algebra atuando num espago de Hilbet 7, entao o conjunto dos seus operadores
afiliados & dado pelos operadores F' em ¥ (limitados ou ndo) que comutam com o comutante
de A.
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Teorema 18 (Reeh-Schlieder) Seja (A, ) uma rede quintice local, w um
estado de vdcuo e (m, H, Q) a representagdo GNS essociada.
Se a representacdo de vdicuo satisfaz a propriedade de aditividade fraca, i.e.

7 ()" = ( U rA©+z)] ,voeck
zEM

entdo o vetor de vdcuo QQ € ciclico e separante para as dlgebras locais, i.e.

H=r(A(O)N
VO e K (2.4)
Aen(A(O)', AQ=0=>A=0

Para uma prova, vide [3, Theorem 4.14] ou [52, Theorem 1]. Nesta segunda
referéncia, temos uma generalizagdo do teorema Reeh-Schlider apresentado aqui:
todo vetor do espage de Hilbert da representacdo de vicuo com a propriedade de
ser analitico para a energia € ciclico e separante para todas as dlgebras locais.
Além disso, o subespago gerado por esses wetores € denso no espago de Hilbert
da representagdo de vdcuo.

Em esséncia, o teorema de Reeh-Schlieder tem duas mensagens: a primeira
(ciclicidade) diz que qualquer estado da algebra de observaveis (no setor de
vacuo) pode ser arbitrariamente aproximado por estados produzidos a partir
do préprio estado de vicuo pela agio de observaveis localizados em regiGes
arbitréirias do espago-tempo; a segunda mensagem (separabilidade) diz que a
representagio de vicuo é localmente fiel, ou seja, que a algebra de observaveis
nao possui aniquiladores locais.?

Observagio 19 O teorema de Reeh-Schlieder € o fato fundemental pera o ez-
isténcia da estrutura modular nas teoria qudnticas locais.

Propriedade de Cisdo

As algebras locais na representagac de vacuo sao em geral fatores hiperfinitos
do tipo III;. Esse fato é responsavel por diferengas essenciais entre a teoria
quantica local e a mecanica quéintica. Entretanto, propriedade de cisGo garante
certas semelhangas, tais como as seguintes:

1) existéncia de estados de equilibrio termodinamico em qualquer temper-
atura [37];

2) unicidade do estado de vaAcuo (para tanto, & suficiente a chamada pro-
priedade de cisdo distal 161]) [26, Theorem 3.1];

®(Q teorema Reeh-Schlieder tem gerado certas discussdes entre tedricos devido a supostos
paradoxos decorrentes do mesmo (vide [90]). Contudo, nao existe nenhum paradoxo e o carater
anti-intuitivo do teorema Reeh-Schlieder deve-se meramente & estrapolagido das condigoes
normais As quais estamos habituados: as excitagdes locais do vacuo ndo devem formar um
conjunte denso no espago de Hitbert dos estados se tém a energia limitada por dado valor -
fato retacionado com o requerimento de nuclearidade ¢ propriedade split discutidos a seguir.
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3) & necesséria para se definir uma nog¢do de “entropia quantica” [122].

Essencialmente, a propriedade de cisdo significa que a inclusdo ‘prépria’ de
algebras de obervéveis & “intermediada” por um fator tipo I; precisamente:

Definigdo 20 (Propriedade de Cisio) Dizernos que uma representacfo m
A — B(H) rede qudntica local (A, o) satisfaz a propriedade de cisdo quando

Ol; O €D, @;C Oy = 3 fGtOT tipo INCH / 'H’(.A(Ol))” CNCr (A(Oz))”
(2.5)

A propriedade de cisio & também equivalente & propriedade de que as alge-
bras de observaveis localizadas em regides causalmente disjuntas sejam estatis-
ticamente independentes'®; precisamente:

Proposigdo 21 Seja (R, H,U,Q) a representagio de vicuo de uma rede quén-
tica local satisfazendo a propriedade Reeh-Schlieder.

Entdo, sdo equivalentes:

i} a representacdo de vdcuo satisfaz a propriedade de cisdo;

#i) Para todo par de regides O1, Oy € D tais que O) C Oy temos que Ro ()
e Ro(0s) sdo estatisticamente independentes.

Para uma prova, vide {85, Propuosition 5.2.1].

Observagao 22 Embora a propriedade de cisio ndo tenha uma motivagéo fisica
explicita, ela é equivalente G4 ndo erisiéncia de limitacfes absolutas para se
preparar um estado localmente [32, section 2], Ela decorre do reguerimento
de nuclearidade que limita o espaco de fase da teoria, evitando 05 “paradoxos”

do teorema Reeh-Schlieder (vide (85, section V.5.1-2] e as referéncias citadas).

Dualidade de Causal

10

Independéncia Estatistica: Sejam # um espago de Hilbert e Ry ¢ Rz um
par de Algebras de von Neumann agindo em H.

Dizemos que 71 e Rz sao estatisticamente independentes quando

i) R1 e Rz comutam entre si: [A1, Az] =0 VA1 € Ry, A2 € Ra

i1) para todo par de estados normais w1 € (R1), , 2 € {R2),
existe um estado normal ¢ € (R1V R2) satisfazendo:
p(A1A2) =1 (A1) w2 (A2) , VAL €ERy, VA2 ERe
(em particular, & uma extensio normal de 1 e p2 para R1 vV Rz)

Proposigao: Sejam H um espago de Hilbert, R C R uma incluséo de fatores
agindo em ¥, e 2 € H um vetor ciclico e separante para R, K e R N R

Entdo, R e R’ sio estatisticamente independentes se e somente se

existe um vetor ® € H ciclico e separante para RV 7 tal que:
(8, AB'®) = (2,AN) (O, B'R) ,VAER, VB e R’
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A dualidade causal consiste numa versio forte da localidade, no sentido de
que as dlgebras locais de uma rede Haag dual sdo maximais com respeito & essa
propriedade. Qutras definigdes de dualidade com respeito i estrutura causal
também sao tels:

Definigao 23 (Dualidade Causal) Dade uma rede qudntica local (A, o), defin-
imos sua rede dual por

At = CF(R) , AY(O) 1= A (O (2.6)
Trivialmente, a localidade da rede A implica
A Cc A2 (O) ,VO <Kk

Dizemos que o rede A satisfaz dualidade causal quando ela é igual & sua rede
dual:

AO)= A2 (O) ,YOeK (2.7)

Dizemos que a rede A satisfaz duclidede essencial quando sua rede dual sat-
isfaz dualidade causal:

AL (0) = A% (0) , YO ek (2.8)

Também dizemos que a rede A satisfaz dualidade das cunhas quando

AW) = AW) ,YWeW

A rede dual pode ndo ser local, mas & facil ver que ela satisfaz localidade se
e somente se satisfaz dualidade causal!

Proposigao 24 1) Se a representagdo de vicuo de uma rede quéantice local
satisfaz dualidade das cunhas, entdo ela satisfez dualidade essencial {10, Lemma
1.14.8];

2) Se a representagdo de vdcuo de uma rede qudntica local satisfaz a pro-
priedade de covaridncia modular, entdo ela satisfaz dualidade das cunhas {20).1

Observagio 25 A teoria-DHR & -BF dos setores de superselecio pressupée
que a rede quédntica local satisfaga duclidade essencial. Portanto, também a
existéneia de setores de superselecdo do tipo DHR e BF é uma consequéncia
importante da propriedade de covaridncia modular!

Propriedade B

Definigio 26 (Propriedade B) Uma representagéo de vdcuo (m, 4, U, Q) de
uma rede quéntica local (A,a, ) satisfaz a propriedade B quando para todo
par de diamantes 0,0, € D tais que @, C O, vale que pare toda projegdo
0 # E € n(A(O)), eziste uma isometria parcial W € w{A(O:)) tal que
E=WW*.

11 4 propriedade de covaridncia modular sera definida no capitulo seguinte.
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A propriedade B vale automaticamente se as algebras locais sdo fatores tipo
I11, e nesse caso, toda projecdo de uma algebra local é dada por uma isometria
parcial da prépria algebra.

Proposicao 27 Se na representagdo de vdcuo de uma rede gqudntica local vale
aditividade fraca, entdo vale a propriedade B.



Chapter 3

Setores de Superselecao e
Algebra de Campos

Uma das motivacoes originais para a formulagio da fisica quantica local [89]
foi 0 desejo de compreender a natureza das regras de superselegio descobertas
na fisica quantica, tais como a univaléncia [142]. E notavel que as conquistas
alcancadas nesse topico tenham corroborado a idéia fundamental de basear a
teoria nos observaveis apenas; de fato, nas andlises de Doplicher-Haag-Roberts
e Buchholz-Fredenhagen dos setores de superselecdo, o conhecimento dos ob-
servaveis no setor de vicuo é suficiente para construir todos 0s demais setores,
estados e campos carregados (satisfazendo os respectivos critérios de selegao) de
acordo com a concepgao de Wick-Wightman-Wigner [142], ent3o realizando um
“desejo fisico” como um “teorema matematico™.

A fisica quantica local & formulada em termos de dlgebras de operadores e ndo
campos, embora sob algumas circunstdncias possa ser definida por uma feoria
quantica de campos de Wightman. De gualguer modo, a fisica quéantica local
alcanga os sucessos da teoria quantica de campos e mesmo os aprofunda. Para
citar um exemplo, consideremos o caso do teorema spin-estatistica: enquanto
na teoria de Wightman o teorema spin-estatistica é demonstrado assumindo
que 0s campos de Wightman comutem ou anti-comutem em pontos causalmente
disjuntos [132, segao 4.4],[97, se¢do 5.3], na teoria guanticalocal ndo hé4 hiptteses
sobre as relagdes de comutagio dos campos e, entretanto, se obtém que um
sistema de campos é univocamente determinado pela exigéncia de que 08 mesmos
satisfagam as relagdes normais de comutagio [3, segao 6, teorema 6.26]; portanto,

1Estas sao literalmente as palavras de Baumgirtel em [10, segao 3.5]: “... these physical
concepts [on superselection theory of Wick-Wightman-Wigner] can be established within our
approach [namely, DHR superselection theory in local quantum physics], in other words, a
‘physical desire’is transformed into a ‘mathematical theorem'.”

De fato, essas analises possuem limitagdes intrinsecas e, por exemplo, ndo descrevem os se-
tores de superselecio associados & carga elétrica; mas isso & uma caracteristica dessas analises,
e nao da teoria em si. Para uma prova de que a carga elétrica define regras de superselegio

vide [134]. Para uma anélise do espaco de estados da eletrodinfmica quantica vide [29].

31
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em relagdo & teoria de Wightman, a teoria quantica local revela que a conexio
spin-estatistica nao é uma propriedade intrinseca dos campos quanticos mas
uma conveniente convengio (sempre possivel de ser adotada quando a dimensao
do espago-tempo & superior a tras)?.

Observagao 28 (Cargas e Campos na Fisica Quantica Local) Em fisica
qudntica local, denominamos de cargas os indices dos setores de superselecio
e de campos (qudnticos) os operadores que inierpolam diferentes setores de
superselecdo. Portanto, dizemos que os campos sdo carregados e 0s observdveis
sdo neulros, pois estes mas ndo oqueles preservam os sefores de superselecio.

Nesta tese, chamamos de campos quantizados os campos pontuais do tipo
de Wightman (definidos no capitulo 5).

Genericamente, os setores de superselecdo de uma rede qudntica local (A, o, )
sdo definidos como sendo clusses de equivaléncie unitdrie de representagdes da
dlgebra de observdveis A e as cargas sdo definidas come sendo os indices desses
setores

Setor (A) = representacles de A U {(mer H]}

" equivaléncia unitiria
geCargas{.A)

Entretanto, nem todas as representagbes da Algebra de observiveis sao fisica-
mente relevantes (por exemplo, para descrever particulas); portanto, a teoria
dos setores de superselecio comega por selecionar uma classe particular de rep-
resentacoes como seu objeto de andlise. Dois critérios de selecdo se mostram
particularmente importantes [85, Sections IV.1-1V.3]: o critério DHR e o critério
BF .2

Seja (A, a, U) uma teoria quintica local e (m,, H.,, ) uma representagio de
vacuo irredutivel.

Critério 290 (DHR) Uma representagdo m: A — B(Hy) da rede A é do tipo
DHR guando € localizada em alguma regido diomante, i.e.
30 € D/ mlajor) = Twla(on

Este critério seleciona setores dados por estados ¢ da 4lgebra de observaveis
(via construgao GNS)} que se tornam indistinguiveis do estado de vacuo w em
regides suficientemente tipo-espago distantes, precisamente: para toda exaustao
do espago-tempo por regices diamante {Q,}, .y C D, vale

Jim ||(¢ —w}lagoy | =0

2Em espago-tempo de dimensdo dois ou trés podem ocorrer setores apresentando estatisti-
cas do tipo-trancae, que ndo podem ser trivializadas por transformagbes de Klein [T4].

SDHR vem de Doplicher-Haag-Roberts ¢ BF vem de Buchholz-Fredenhagen, proponentes
e pioneiros na analise dos setores selecionados por esses critérios.
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Critério 80 (BF) Uma representagdo = : A — B(H)} da rede A é do tipo BF
quando existe uma representagio unitdria fortemente continua U : R* — U (H)
implementando a agdo covariante das translagdes espago-temporais

roa(a) =adly (a)or , Ve B}
e possuindo um gerador P, estritamente positivo
Spect (M,.) C (m,cc) para algum m >0, onde M, = /P2

Este critério seleciona setores dados por estados i da algebra de observaveis
(via construgio GNS) que descrevem um espago-tempo com distribuigio de
matéria concentrada numa regizo finita (caso contrario, a energia poderia ser
diminnida arbitrariamente pelo aumento da concentragac de matéria numa
regido finita do espago-tempo).

Um importante teorema mostra que o critério BF & uma generalizagao do
critério DHR:

Teorema 31 ([35]) Se m : A — B(H) é uma representagio fatorial® da rede
A, ¢ do tipo BF se e somente se ¢ localizada em algum cone tipo-espago, i.e.

As representagdes do tipo DHR e do tipo BF sao obtidas a partir do estado
de vacuo por endormorfismos localizados da 4lgebra de observaveis locais; com
efeito:

Seja 7 : A = B(H,) uma representacio DIIR ou BF localizada
em @ € D ou C e seja uma transformagio linear unitiria V' : H, —
?{w tal que

Ve (A V* =m, (4) , VA e A(O")
Definindo a aplicagac®
Utoe 3 A —+ p(A) =" (Va(4) V™)
verificamos que p ¢ um endomorfismo de i, localizado em 0, i.e
A€ A(O)=pA)= A

e obtemos que (m, H,, V*Q) & unitariamente equivalente & represen-
tagao GNS associada ao estado wop

wop(d) =(2,p(4)0) = (V'Q () V"Q)

45 & dita ser uma representagio fatorial guando as Algebras de von Neumann locais
7 (A(O))Y C B(H) sdo fatores, para todo O € D.
Temos que p & uma aplicagdo bem definida porque a representagio de vacuo & localmente
fiel.
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Identificando o espago de representacac H, com #, pela transfor-
magao unitaria V' obtemos

“T(A) = p(A) , YA € AUy

Se a representacao de vacuo & causalmente-dual, entdo V €
" -
7, (A(0))", pois

A€ A(O) » 1y (A)VV =7 (A)V =Vr, (A) V'V =V, (4) = Ve m, (A(O)

Assim, elasses de equivaléncia de representacses DHR ou BF mo-
dulo transformacdes unitdrias correspondem o closses de equivalén-
cia de endomorfismos localizados da digebra de observdvets mddulo
endomorfismos internos.

Além da localizagfo, podemos requerer também que as repre-
sentagdes DHR ou BF sejam transportaveis, i.e. que sejam unitaria-
mente equivalentes a representagdes localizadas em regides diamante
ou cone tipo-espago arbitrarias. Nesse caso também temos uma cor-
respondéncia biunivoca entre setores DHR ou BF transportaveis e
classes de endomorfismos localizados transportdveis médulo endo-
merfismo interno

Setor (A) = {[; p€ A}

onde A denota a classe dos endormorfismos localizados transportdveis.

A analise dos setores de DHR e BF parte dessas observagdes para entao
definir composicio e conjugagdo de setores {ou cargas) a partir das operagoes
naturais de composicio de endomorfismos da algebra de observéaveis locais no
setor de vicuo.

Teorema 32 (Conjugagdo de Carga) Se [p] ¢ um setor irredutivel com di-
mensio estatistica finitaS, entdo existe um tnico setor (] tal que [pp] contém
a representacio de vdcuo. Nesse caso, [J] também é irredutivel e tem a mesma
dimensdo estatistica de [p]. '

Dizemos que um endormorfismo localizado p € End (2s,) € ﬁl—cova.riante

quando existe uma representa¢io unitiria fortemente continua U, : 73_1;_ — U (H)
satisfazendo

adlU, (§)op=poalg) Yge Pl

A covariancia de um setor sob agiao do recobrimento do grupo de Poincaré ?31
implica na conexdo entre spin e estatistice:

5Quancdo um setor possui dimensao estatistica finita, ele se comporta como um sistema de
particulas do tipo para-bosons ou para-férmions.
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Teorema 33 (Spin-Estatistica) Seja p € End (i) um endomorfismo lo-
calizado pertencente a wm setor irredutivel com dimensdo estatistica finita e
ﬁlmot:ariante.

Entdo, se a representacdo covariante de 751 deste setor possui uma subrep-
resentacio irredutivel de massa m > 0 e spin s, vale

(-1)* = sinal (d,)

onde d, € R € e dimensdo estatistica do setor.

Um tratamento unificado de todos os setores de superselegao é realizado
pela introdugdo de operadores interpolando diferentes setores. Essa & a razéo
para definitmos um sistema de campos loceis para uma teoria quantica local,
em analogia A propria definicio desta’:

Definigio 34 (Sistema de Campos Locais) Sejam (A, «, ) uma rede qudn-
tica local e G um grupo de Lie.
Um sistema de campos locats com simetria de gouge G para (A, o, 2) € uma

4-uple (F,v,?’i,ﬁ) onde temos definido

7 é um espago de Hilbert separdvel
F:C— W*(H) € uma aplicagdo
~v:G — Aut (F) € uma representagdo
7: U — B(H) ¢ uma representagdo

e também

%= UJ":(@)CB('JQ)

el

satisfazendo:
0) Ertensao

Existe um subespago H C H invariante sob (A) tal que:

0.i) F(O) D #(A(O)) ,¥0¢el;
0.ii) (7|3, H) € uma representagio de vdcuo irreduttvel de (A, a).
i) Isotonia
0,0, €C, 01 C O = F(O1) CF ()
ii) Localidade
0,0, €C, O, COL=7(A(0)) C F(O)

7A defini¢io considera a rede de campos indexada pela classe dos cones tipo-espago para
incluir setores tipo BF.
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i1) Simetria de Gauge Global
1(9) |70 € Aut (F(OD) .Vge G, YOl

#F(A) =3¢ ={FeF/1(g)F=F, Vg€ G}

#F(A(O) = F(O)° :=F(O)ng° ,v0eC
iv) Irredutibilidade
F=C1
v) Propriedade Reeh-Schlieder
FOYH=H ,v0eC

vi) Relagdes Normais de Comutagdo Dizemos que a rede de campos
(}','y,ﬁ,'ﬁ' tem uma estrutura gradueda gquando existe um elemento central

involutive ndo-trivial do grupo de gauge, i.e.
3€4(G) /3#1, 5 =1
a partir do qual definimos o operadoer-twist
141 -
AR '_"—:‘l.(a_) el ('H)
1—1
¢ a untvaléncia dos campos

bosdnico { Y@ F=F

F & F é um campo { fermidnico Y@ F=—F

Nesse caso, dizemos que o rede F satisfaz as relagdes normais de comutagdo
com respeito a estrutura graduadae definida por 3 quando

01,0,eC, 0, C Oy, = ZF(0) 7" CF(O)

Em particular, se Ff‘:,FZ:': 580 campos bosonicos/fermiénicos localizados em
regides causalmente disjuntes, temos

FfF;::F;:Ff'— , Py Fy = —Fy By
vii) Completeza Dizemos que a rede de campos € complete pare uma classe
de setores de superselecdo T' C Sect (A) quendo estes setores séo unitariamente

equivalentes a subrepresentagdes de ('ﬁ,ﬂ).

Os campos estdo agrupados em familias associadas as subrepresentagoes ir-
redutiveis de 7 : A = B (ﬁ)

(wp, H,) subrepres. irredutivel <= F, subfamilia de campos
tais que
H, = Fpol e m, (A(O)) = Fpr (A(0)) , VO EC
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Teorema 35 (Construgio DR [62]) Seja (A, o, o) é uma rede qudntica local
cuja representacdo de vdcuo setisfaz a propriedade B.

Entdo eriste um sistema de campos locais com simetria de gauge global com-
pacta satisfazendo as relagdes normais de comuta¢io e complete para o classe
de setores de superselecdo do tipo-DHR.

Além disso, vale a relacdo de conjugacdo de carga, i.e. para todo setor DHR
[p] irredutivel com dimensdo estatistica finita vale

F{ﬁ] (O) = .7:[;] (@) ,vO0e€ C

e a estruture graduada do sistema de campos corresponde 4 dimensdo estatds-
tica dos setores de superselecdo, i.e. para todo setor DHR [p| irredutivel com

dimensdo estatistica finita e 'P_T_-covarz’ante vale

Y (3) |J""[,,§ = sinal (dp)

Este teorema possui uma generalizagdo para o caso de setores do tipo-BF
em [62].

Para uma anélise completa da teoria DHR vide [3, Chapter 6], [85, Chapter
IV], [10, Chapter 2] ou os artigos originais [59],[60]; e para o caso da teoria BF
vide [85, Chapter IV],[62] ou o artigo original {35].
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Chapter 4

Estrutura Modular da
Fisica Quantica Local

Definirmos a estrutura modular da rede quantica local (A, ¢, ) de acordo com a
teoria de Tomita-Takesaki apresentada no Apéndice B.1. Para isso, precisamos
lidar com estados da rede que sejam localmente padrio:

Defini¢io 36 (Estado Localmente Padrdo) Sejo ¢ € A* e (R, Hyp, Q) o
representacdo de rede A gerade por .

Dizemos que @ € um estado localmente padrio de A quando (1, € um velor
ciclico e separante para toda dlgebra de observdueis local, i.e.

R (0)Q, =H,
{ ACR, (0), AR, =05 4=0 > "OFF

Pelo teorema de Reeh-Schlieder (2.4), toda rede quantica local (satisfazendo
aditividade fraca) possui uma miriade de estados localmente padrao, sendo o
vAcuo o mais notdvel deles.

Definigdo 37 (Estrutura Modular) Seja ¢ € %* é um estado localmente
padrio de A. Entio, para cada O € K temos que (R, (0), Q) € uma digebra de
von Neumann padrio em H,, donde temos definido o correspondente operador
de Tomita (S,,0,Hy (O)): S0 € o (dnico) operador fechado de H, tendo
R, (O) 2, como core e agio

Sp.0AQ, = A0, , VAE R, (0)
Nesse caso, Hy, (O) 1= Dom (S,,0) € um subespaco vetorial denso em H,
(fechado na topologia do grifico de S, ).

A conjugagio modular J,, o e o operador modular (Ay 0, He (©)) sdo definidos
(univocamente) pela decomposticio polar {113, Section VIIL3[ de Sy 0

1/2

Jo,o0 € uma involugdo enti-unitdria
Se,0 = Jtp,OA;a,o

Ay o € um operador auto-adjunioe positivo

39
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Também temos definidos a involugd@o modular e o grupe modular agindo em
A, via representagdo my:
Jeoi=myt0adl, 00m, | 0L p =7, cadAf gom, VLER

(Estes endomorfismos estio bem definidos sobre 2 porque 7, € localmente fiel e
Uioe € dense em UL)

Definigao 38 (Estrutura Modular) A estruture modular da rede qudntica
local A gerada pele estado localmente padrio w € A* € definida pela corre-
spondéncia

K230 = Hor(O):={{ € Dom (S,p,o); S,.08=¢}
Nesse caso, chamamos o dominio Hy g (O) de subespago medular de O € K.

De acordo com o Apéndice B.2, definimos o complemento simplético de um
subconjunto K C H, por

K'={CeH,/S(¢,n)=0,Yne K}

Esta definicio nos permite traduzir para o espago de Hilbert a estrutura local
da algebra de obervaveis, no sentido seguinte’

01,02 €K, O CO = Ryq (O1) Q C (Raa (O2) )

Proposicdo 39 Seja p € A* um estado localmente padrao da rede A.

Temos que a estrutura modular gerade por ¢ € um lattice simpleticamente
local de operadores de H, g, i.e. satisfaz

i)} Isotonia

01,02 € K = Hy,r (O1) C Hp,r(02)
i1) Localidade simplética
01,02 €K, O x Oy = Hy g (0)) C Ho.r(O)
Além disso, se @ & invertante sob ac¢do do grupo de Poincaré,
poafg) =y ,Yge Pl
elU :’Pl — U(Hy,r) € a implementagdo unitdria de «, antdo vale:
it} Covaridncia

O €K, ge Pl = U(g) Her (O) = Hy r (90)

!Entdo, o sinal ( ! ) significa respectivamente o complemento causal, o comutante, ou o
complemento simplético quando aplicado a uma regido do espago-tempo, a uma algebra, ou a
um subconjunto de vetores no espago de Hilbert, respectivamente,



4.1. ESTRUTURA MODULAR DA REPRESENTACAO DE VACUO 41

Prova. Estas propriedades sequem-se trivialmente das propriedades corre-
spondentes da rede qudntica local. O inico caso menos dbvio € a localidade
simplética, portanto:

01,02 e X, O x Oy =04 C O; = ’R,,p (01) CRQ, (02)'
= H, (01) C Ry (O2) 0

Mas [ (Oz)r]s N = HWR(Oz) donde S(p O, C S

v, 02
Tomaita- Takesakz e propriedades elementares dos operadores modulares )2,

(pelo teorema de

4.1 Estrutura Modular da Representagao de Vacuo

Nesta secio, consideramos a estrutura modular da representagio de vicuo (R, U, H, )
da rede quantica local (A, o, %).

Mesmo no contexto mais geral das teorias quanticas locais, temos o seguinte
teorema

Teorema 40 (Relagdes de Comutagio de Borchers - RCB [18]) Para quai-
quer regido cunha W € W, os operadores modulares e as translagdes satisfazem
as sequintes relagdes de comutagdo:

1) JwlU (a) = U (rwa) Jw
, VtER, Va€ R
it) AU (a) = U (Aw (—t) a) Al

onde rw ¢ a reflezio no eizo do cunha W e Ay € o W-boost (def. 19).

?Para clareza, apresentamos aqui uma demonstragao da localidade-simplética do lattice
de subespacos modulares diretamente a partir do teorema de Tomita-Takesaki. Com efeito,
dados

A, BER, (Ol)an , €= ARE H%R (01) y = Jtﬂ,OLBQ € Hy,n (02)
temos
S (e, ¥) = S (AQ, Jp, BO)
=g (408424510, BO)
=g (aglan,a5" )0, BO)
=& (Jo, Jo, A4? AR, Jo, A BR)
= S (Jo, S0, AR, So, BRQ)
=S (Jp, AQ, BRQ)
= -3 (AR, Jo, BQ)
= _g(gin)
=S (&n) =0
donde

He,n (O2) T Hy,r (O1)
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Para uma prova simplificada, vide [70].
A primeira consequéncia das RCB é a invaridncia modular da massa, ou
seja:

Corolario 41 Os operadores modulares das regides cunha comutam com o op-
erador de massea M =/ P2,

Sw, M| = [Jw, M| = [Aw, M| =0 , YW e W (4.1)

Prova. Defina os operadores (geradores infinitesimais das translacbes tipo-
fuz)

Pf = (%P”if’k> L k=1,2,3

Pela condicde espectral, vale
PE>0,k=1,23

Pela comutatividade das componentes do operador energia-momentum, vale
= P, Pt = Z Pt p*

Pela covaridncia de Poincaré (jd que os operadors P% sdo geradores das
translagdes tipo-luz), vale

;. pk
e‘PiSQ =0

. , ¥s>0,Yk=1,2,3
e oy € End(R(W)) *  ©

Portanto, pelas relagées de comutagio de Borchers (lembramos que JE =1),

3
(M2, 0w} =S (PP Jw — JwPEPE)
LESS |

((Jw P Jw) (JwPEJw) — P PE)

PXY - PEPFY =0

w3
(e

e, considerando o fato de que Pk ¢ P_{f satisfazem as RCB com sinais opostos
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(lembramos que (AE)" A, = 1),

3
(M2, A = > (PEPEAY, — AV PEPE)

=1

3
A Y (AR PEAY) (AGPEAR) - PEPY)
k=—

a

3
< 8 3 ((#P) (7PE) - PEPE) =0

Finalmente,

M, 5] =0

As relagdes de comutagio de Borchers sdo exatamente aquelas que deveriam
ser satisfeitas se os operadores modulares Jw and Al atuassem geometrica-
mente como a W-reflexdo rw e o W-boost Aw (—2wt), respectivamente.

Notamos que Borchers em [?] apresenta duas propriedades (dualidade-cunha
e condigdo de realidade) equivalentes 4 agio geométrica dos operadores modu-
lares dos cunhas; e que Brunetti-Guido-Longo em [27] provaram ser as relagoes
de comutacio de Borchers caracteristicas de representagdes covariantes do grupo
de Poincaré com energia positiva.

Covarifncia Modular

A covaridncia modular estabelece uma relagio intrinseca entre a estrutura
modular e a simetria espago-temporal, sendo uma propriedade caracteristica
do setor de vacuo das teorias quénticas locais. Em termos gerais, a covar-
idncia modular significa que os operadores modulares das regides cunha agemn
geometricamente como transformagdes de Poincaré. Os teoremas de Bisognano-
Wichmann e de Mund (abaixo) mostram a generalidade dessa propriedade das
teorias quanticas locais, sendo (em algum sentido) patolégicos os casos conheci-
dos em que os operadores modulares das regides cunha ndo agem geometrica-
mente, tais como nos exemplos de Oksak-Todorov em [108] (com campos tendo
infinitas componentes) ou de Yngvason em [150] (com campos ndo covariantes
sob acdo do grupo de Lorentz).

Exceto nas teorias com simetria conforme (visto que as transformagdes con-
formes transformam cunhas em cones-de-luz e em regides diamantes) ndo é pos-
sivel que os operadores modulares atuem geometricamente para outras regioes
que ndo sejam cunhas, conforme mostra o seguinte argumento:

A agio nio-geometrica dos operadores modulares de regides
diferentes de cunhas
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Seja (R, H, U, Q) o setor de vicuo de uma teoria quantica local.
Para simplificar o argumento, assumimos dualidade causal e nos re-
stringimos a regides do tipo diamante.

Seja © € D uma regifo diamante. O teorema de Tomita-Takesaki
implica

JoR(O)Jo =R(O") , AER(O)AL* =R(O)

Como & & uma regiao limitada e (portanto) ¢ & uma regio ilim-
itada, ndo existe nenhuma transformacio de Poincaré que aplique
uma na outra, donde concluimos que Jp nao pode agir geometrica-
mente como wma transformacio de Poincaré.

Como as dnicas transformacgbes de Poincaré aplicando a regiio O
em si mesma sao as rotagdes espaciais modificadas por certa transfor-
magio de Poincaré (agquela que conecta O com um diamante padrao
centrado na origem), o grupo modular (que tem um gerador nao
limitado) ndo pode corresponder a um subgrupo desse grupo (com-
pacto) de rotagdes modificadas.

Também ndo & possivel que os operadores modulares das regioes cunha
atuem geometricamente sendo pelos correspondentes cunha-boosts, conforme
[100],[101].

Definigio 42 (Covariancia Modular) Dizemos que a representacao de vdcuo
satisfaz a propriedade de covaridncia modular quande pare fodo cunha W e W
vale

adA¥ = adl (Aw (—27t)) , VIER (4.2)

A propriedade de covariincia modular implica automaticamente na acio
geométrica da conjugac¢io modular de cunhas:

Teorema 43 (Conjugacio Modular e CPT) Se a representacio de vdcuo
satisfaz e propriedade de covaridncia moedular, entdo a teoria possui simetria
CPT © e para teda regido cunha W € W vale

Jw =U (T'VV) e
onde riy; € a rotagao definida pela equagdo 19.

Para uma prova vide [80].

O teorema de Bisognano-Wichmann marcou o inicio da “revolu¢ao modular”
na fisica quéntica local:

Teorema 44 (Bisognano-Wichmann [13]) Se o teoria gudntica loeal € afil-
iada a wma teorie de Wightman (vide [138], [3, Section 4.8]), entdo ele satisfoz
a propriedade de ecovaridncia modular.
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Esbogo da prova. para o caso de um campo escalar ® (z) [85, Section
V.4.1f.

1) Pela covaridncia de Poincaré, a prova se reduz ao case dos operadores
modulares do cunha Wi;

2) O teoremna Reeh-Schlieder implica que o conjunto de vetores localizados
em Wl

D _{ ‘I)(fl)q-)(fz)@ (fﬂ)ﬂ !fl:-“:fneg(wl) }
1= supp (fu) — supp (foci) CWiIVE=2,.,n

¢ denso no espage de Hilbert.

3) A condigio espectral implica que a agdo dos boosts U (A1 (¢)) tem uma
extensio analitica na faiza st (0, ), definida sebre Dy;

4) Entio, podemos definir o seguinte operador sobre Dy

Sw, = OU (ry (m)} U (A (ix))

cuja agdo € dada por (r é o nimero de indices spinoriais ndo-pontuados do
campo ®)

Swn® (f1)® (f2) - @ (fa) Q= (—1)"" & ()" 2 (f2)" .. 8 (fa)"
= (1) (B (£1) @ (f2) .8 (£u))"

sendo que a sequnda igualdade segue-se da comutagdo dos campos espelhados
devido ao fato do suporte das funcgées teste serem mutuamente causalmente dis-
Juntos (localidade).

A conjugacio modular e o operador modular sdo dados respectivamente por

Q
Q2

Jw, =OU(r}) , Aw, =e 2m
onde Kw, € o gerador dos boosts U (A (t)). =

A covariancia modular vale para teorias estritamente massivas satisfazendo
completude assintética (condigdes para a aplicagdo da teoria de espalbamento
de Haag-Ruelle):

Teorema 45 (Mund [106]) Se a teoria qudntica local satisfaz completude ass-
intdtica e o espectro do operador momentum possut ‘gap’ de massa, enido ela
satisfaz a propriedade de covaridncic modular.

Esboco da prova. Notamos os sequintes fates:

1) Pelas hipteses e relagées de comutagio de Borchers, cada subrepresen-
tacio irredutivel (do recobrimento universal) do grupe de Poincaré ocorre com
sua representagdo conjugada, de mode que podem ser unidas para formar ume
representagdo prépria (da extensdo unitdria do recobrimento universal) do grupo
de Poincaré préprio.

2) Vale covaridncia modular espacial para representagoes préprias do grupo
de Poincaré (Parte III) e também para teorias livres (por “verificacdo direta”;
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3) Comeo a teoria satisfaz completude assinidtice e possui epenas particulas
massivas, ¢ representagdo de vdcuo pode ser realizada no espago de Fock definido
pelos subespagos de uma-particula, de acordo com a teoria do espalhamento {3,
Chapter 5];

4) A teoria do espalhamento estobelece que o inferagdo ndo modifica o agdo
da parte conexe do grupe de Poincaré proprio, mas apenas ¢ a¢do da paerte
nido-conera e justamente pela multiplicagdo do operador espalhamento, gque €
Poincaré-invariante. Portanto, a covaridncic modular da teoria segue-se da
covaridncia modular das teorias livres (vide Capitulo 13). m

Nés reconhecemos que as dificuldades para estender o teorema de Mund a
teorias com espectro de particulas malis gerais devem-se & complexidade da teoria
de espalhamento para particulas de massa zerc. Entretanto, teorias quénticas
locais conformes também satisfazem a propriedade de covariancia modular [81).



Chapter 5

Teoria dos Campos
Quantizados

A teoria geral dos campos quantizados baseia-se nos mesmos principios fisi-
cos que a teoria quantica local. Entretanto, a fisica quéntica local se mostra
mais adequada do que a teoria quantica de campos quantizados para descrever
particulas elementares e fendmenos relacionados em fisica de altas energias, pe-
los seguintes motivos:

1) Por sua simplicidade conceitual e rigor mateméatico, como ex-
tensio da mecanica quantica incorporando o principio de localidade;

2) Por ser intrinseca, em contraste com a multiplicidade de sis-
temas de campos quantizados relacionados com a mesma matriz de
espathamento;

3) Por ndo apresentar divergéncias ultravioletas. (Lembramos
que as divergéncias infravermelhas s3o caracteristicas da fisica quan-
tica local tanto quanto da teoria dos campos quantizados, correspon-
dendo ao fendmeno de polarizacio do vdcuo.)

Embora nio sejam formulagdes equivalentes, um sistema de campos quanti-
zados satisfazendo certas condigoes gerais define naturalmente uma rede quan-
tica local. Isso mos motiva a dizer que os campos quantizados desempenham
na fisica quantica local um papel analogo ac dos sistemas de coordenadas em
geometria diferencial; servem para “parametrizar” as 4lgebras locais.

Axioma 46 (Sistema de Campos Quantizados) Um sistema de campos quan-
tizados é uma familiac {®r},_, de distribui¢ées em S (M) lomando valores em
operadores agindo num espaco de Hilbert H e satisfazendo as sequintes pro-
priedades:

0) Campos Espalhados. Para cada f € §(M), ® (f) € vm operador
fechado (possivelmente néo-limitado) agindo sobre H, para todo k=1,...,n.
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FEzxiste um subespaco linear denso D C ‘H gque € um dominio invaeriante €
comum para todos os campos espathados e seus conjugados:

D C Dom (2 (f)) N Dom (3 ()
{ % (fiDcD, e (fpcD *HESM)
Para todo @, € D, a correspondéncia

S(M)3 f - (o, 2 (/) ¥)

€ uma distribuicdo linear continua sobre C.

1} Localidade. Valem as relagées normais de comuta¢do:!

(27 (), 8" (@] ) =0 ou {27 (1), 8 (9)] (o) = 0
Yo €D, Vf,g€S(M), supp(f) xsupp(g), k,i=1,.,n

2) Covaridneia. Friste uma representagdo unitdria U : ’}5_1,: — U (H),
induzida por wma representagio espinorial V : SL(2,0) — R* tal que

U(a,]\)sz ,V(a,fx) e Pl

¢ (o) 8000 =507 (), 3 10n)
onde
Jary(2) =1 (A (g —a) ,VfeSM)

O operador energia momentum P* ¢ identificado com o gerador infinitesimal
das translagdes espago-temporais:

U(a) = eF , Vae M

3) Condigao Espectral. Identificamos o operador (vetorial) energia-momentum
P com o gerador das translagées espago-temporais:

Ula) = g

A condi¢do espectral € uma propriedade da representagcdo U suficiente para
garantir a estabilidade do sistema quéniico:

Spect (P) € {0} UV

103 colchetes [,] denotam a operagio de comutagio e as chaves {,} denotam a operagio
de anti-comutagao entre pares de campos.

Também temos usado a notagdo fbr) para denotar simultaneamente o campo ¥, e seu
conjutado op.
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onde
m>0, Va={peM/p>m*, o’ >0}

4) Estado de Vdcuo. Eziste um vetor Q@ € H satisfazendo as seguintes
condigdes

Invaridneia sob Poincaré: U (a, f\) Q=0

Ciclictdade : *dlgebra{®(f); feSM)}Q=H

este vetor corresponde ao auto-valor ‘zero’ (ndo-degenerado) do operador energia-
mormnentum,

Para cada par de estados ,% € D, temos definida a seguinte familia de
distribuigdes multilineares:

NEN, S(M)3 fi, fv = {0, 8, (fi) - Biy (f) W)

Definigio 47 (Fungbes de Wightman) Chamamos de ‘fungdes de Wight-
man’ ou de ‘valores esperados mo vdcuo’ as distribuigdes

S(M) 3 fls-":fN —+ (Qa‘ik: (fl) ""I.kN (fN) Q)

O conjunto das fungoes de Wightman & suficiente para caracterizar uma
teoria de campos quantizados:?

Teorema 48 (Teorema de Reconstrugio de Wightman [145]) Uma teo-
ria de campos quantizados € univocamente caracterizada por sua famdia de
fungées de Wightman. Além disso, o conhecimento de uma tal familia € su-
ficiente para se reconstruir toeda a teoria.

Para uma prova, vide o artigo original [145] ou [132, Section 3-4],[14, Theo-
rem 8.6].

A teoria quéantica local e a teoria dos campos quantizados estdo baseadas nos
mesmos principios e também possuem propriedades andlogas, tais como a pro-
priedade Reeh-Schlieder (teorema 18) [114],(132, Theorem 4-2],[14}; o Teorema
PCT (teoremas 44,45) [110],[132, Theorem 4-7],[14]; a conezdo spin-estatistica
(teorema 33) [109],[132, Theorem 4-10],(14]. Partanto, & natural que busque-
mos relacionar explicitamente as estruturas matematicas de ambas as teorias.
No que segue, veremos como uma teoria de campos quantizados pode definir
uma teoria quéntica local e indicaremos as razdes que obstruem realizalgéo do
caminho inverso.

20 teorema de reconstrugic de Wightmann & o analogo na teoria dos campos quantizados
da construcdo GNS da representacio de vicuo na teoria quantica local.
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A algebra polinomial universal e as algebras polinomiais locais da teoria sio
definidas pelas *-4lgebras geradas pelos campos espalhados:

§ .= *algebra{®, (f); feS(M); k=1,..,N}

O € K~ F(0) 1= *-algebra{®; (f); f €S (M), supp(f) C O; k=1,..,N}
(5.1)

Essas sao algebras de operadores nao-limitados, mas podemos obter operadores
limitados afiliados, caracterizado pela defini¢io de comutante fraco:

Definigdo 49 Dizemos que um operador limitado A € B{H) ‘comuta fraca-
mente’ com outro operador {possivelmente nao-limitado) F' € L{H) quando

(Fo, Ap) = (A0, F*Y) , Yo,9b € Dom (F)

Se R C § ¢ uma dlgebra de operadores com dominio comum, denotamos por B
o conjunto de todos os operadores limitados que comutam fracamente com os
elementos de R:

£ = {A € B(#H) | A comuta fracamente com todo F € R}

Dizemos que um operador fechado F € L(H) € afiliade o uma ‘digebra de
von Neumann' R C B(H) quando o unitdrio e as projegdes espectrais de sua
decomposicio polar pertencem d R.

Se R C ¥ & uma *-subdlgebra, entao é quase trivial verificar que R é um
subespago linear de B {#H) fechado sob a operacio de conjugacio; mas nao temos
garantido que este constitui-se numa 4lgebra de operadores limitados. Por isso,
em geral nio somos capazes de definir teorias quanticas locais a partir de teorias
de campos quantizados; entretanto, nas condicoes naturais isso pode ser feito:

Teorema 50 (Campos&Algebras) Se o sistema de campos guantizados con-
siste de campos estritamente massivos, ou de um campo escalar, e as sequintes
condighes sao satisfeitas:

CA.i) F(O)” ¢ uma dlgebra, YO € K
(52)
CA.2) Uoex3 (O QA =H, YO €K

entdo, a aplicacdo
K30 = R(0):=(F(0)") =projF(0)" C B(H) (5.3)

é uma rede qudntica local com respeito & agdo covariante do grupe de Poincaré
adll. Aqui denotamos por proj§ (O) o conjunte dos unitdrios e das projecdes
espectrais da decomposicio polar das extensdes fechadas dos elementos de F {O).
Em particular, os operadores em F{O) sdo afiliados ¢ R (O).
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Para uma prova vide [31], e para outras considerag¢des do problema vide [34].
A identidade

(3 (O)™) =projF ()"

pode ser deduzida a partir do teorema espectral [113, Section VIIL.3]e do teorema
bicomutante de von Neumann.?

Observagao 51 Nio existe uma proposigde conversa deste teorema, mas na
presenga de simetria conforme existem alguns resultedos parciais eleungados,
de fato: a partir de teorias quirais locais € possivel definir teorias de campos
quantizedos [96, e referéncias citadas]*

A condigao de localidade relativa é suficiente para que dois sistemas de cam-
pos quantizados definam a mesma rede quantica local:

3E equivalente mostrar que para todo O € K, vale
F(O) = projF(O)
E trivial a inclusdo
F(O)* D proj (O)

Para mostrar a inclusdc inversa, podemos reduzir nossas consideragoes ac caso dos oper-
adores auto-adjuntos, j& que qualquer *-dlgebra é gerada linearmente por seus elementos
auto-adjuntos.

Assim, sejam A € F(0)¥ auto-adjunto, F' € F(O) também auto-adjunto e {Patrep 2
correspondente medida-espectral. Portanto, para todos w € D temos

(Aw, Fyp) = (Fp, Ap) = (Ap, Fyp)
donde

ng(A)(Aw,Pw)dA=fkg(x)(Pw.A<p)dA ,Vge L' (R)
donde (simbolicamente)

(A, Paw) = (Paw, Ap) YAER

Como i € D é arbitraric e D é denso em H, pela identidade de polarizagdo concluimos que A
comuta com as projegées espectrais de F; e como F € F (O) também & arbitrario, concluimos
que A€ progF (O).

4 A situagio nas teorias quirais conforme descrita por [96] pode ser sumarizada pelas
seguintes cbservagdes:

- Para qualquer teoria quiral lecal, pede ser construido um sistema de campos
locais que geram as Algebras de observaveis locais no sentido do tecrema acima.
Entretanto, nio se sabe se este sistema de campos locais satisfaz os axiomas que
caracterizam a teoria dos campos quantizados (pela falta de determinagdo de
um dominio comum a todos os campos espalhados);

- Para qualquer teoria quiral local, é possivel definir um sistema de fungdes
de Wightman satisfazendo as condigdes necessérias para gerar uma teoria de
campos quantizados (via teorema de reconstrugao de Wightman). Entretanto,
nao se sabe se esta teoria reconstruida gera as &lgebras de observaveis locais
original - em particular, nac se sabe se essas duas construgbes acima geram o
mesmo sistema de campos quantices locais.
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Teorema 52 Sejam {fI’k}iV:l e {\I’k}};\;l dois sistemas de campos quantizados
bosénicos sobre 0 mesmo espago de Hilbert H, covariantes com respeito ¢ mesma
representagio do grupo de Poincaré U e, portanto, tendo o mesmo estodo de
vdcuo 3 € H.

Suponha que os sistemas de campos quantizados sejam relativamente locais,
i.e. tém o mesmo dominio invariante D C H e satisfazem:

(8 (1), ¥; @] () =0, Vf,g€ S (M), supp(f) x supp (9)

VoeDeVk=1,.,N,Vk=1,.,N.

Nesse caso, quando os comutantes fracos dus dlgebras polinomials locais sai-
isfazem as condigdes (5.2) do teorema anterior, aus respectivas redes qudnticas
locais afiliadas (5.3) sio relativamente locais

Ra (0) C Ry (O
., YO
{ T oy Yoex
Em particular, se vale dualidade causal para as redes entdo elas sio idénticas.
Prova. Com efeito, a localidade relativa implica

proj§ (0) Cproj§ (0) , YO €K
Portanto, trivialmente oblemos
Rs (O) = projF (0)" € proj& ()" = R4 (0) YO €K
Analogemente pera mostrar a outra inclusio. =

Aqui identificamos uma dificuldade intrinseca para uma teoria quantica lo-
cal definir uma teoria de campos quantizados: a multiplicidade de sistemas
de campos quantizados que definem uma mesma teoria quantica local torna
necessario estabelecer critérios de escolha; mas a principio (e até agora) ndo ex-
iste nenhum critério natural (e efetivo). Talvez isso ndo seja uma mera questio
metodolégica: pode ser que o problema inverso da teoria do espalhamento na
teoria dos campos quantizados seja trivial (s6 estdo definidos sistemas de cam-
pos locais livres), ainda que na teoria quéntica local tenha solugdes ndo-triviais
(i.e. definindo matrizes de espalhamento diferentes da identidade).

Classes de Borchers

A comutatividade relative & uma relagdo de equivaléncia (i.e. uma relagio
reflexiva, simétrica e transitiva) na classe dos sistemas de campos quantizados.
Classes de Borchers sao classes de equivaléncia de campos quantizados com
respeito 2 relagio de localidade relativa [132].

Acima, mostramos que sistemas de campos quantizados relativamente locais
definem a mesma rede quantica local. Analogamente Borchers mostrou em [15],
na situagao em que a teoria do espalhamento de Haag-Ruelle pode ser aplicada,
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que sistemas de campos quantizados relativamente locais definem a mesma ma-
triz de espalhamento. Completando o quadro, Schroer mostrou em [121] que
cada rede quéntica local & caracterizada por sua matriz de espalhamento. Sim-
bolicamente temos®

Classes de
Borchers
Ve N
Redes Quanticas Locais Matrizes de
—
geradas por campos Espalhamento

A correspondéncia univoca entre redes quanticas locais e matrizes de espal-
hamento em contraste com a nao-unicidade dos sistemas de campos quantizados
que determinam uma mesma matriz de espalhamento nos justifica dizer que o
teoria qudntica local fornece wma descrigdo intrinsece da fisica de particulas
elementares, mas ndo a teoria dos campos quantizados.

5.1 Campos Quantizados Livres

A construcio de campos quantizados livres estd em estreita relagao com a con-
strugio modular de teorias quanticas locais livres; de fato, considerando o teo-
rema 50 podemos dizer que aquela é uma realizagdo explicita desta. Ambas
fazem usc essencial das representac¢des de Wigner, construidas a partir das rep-
resentagoes irredutiveis do grupo de Poincaré pelo método das representagées
induzidas.

A construgio de campos quantizados livres é apresentada em diversos livros
de teoria quéntica de campos , tais como [141, Chapter 5|. Aqui nos limitamos
a apontar os principals ingredientes e passos dessa construgao.

Considere uma representagao spinorial irredutivel do recobrimento universal
grupo de Poincaré com spin s € %N

v, : PL — B(bs)

e seja a representacdo unitaria induzida de massa m > 0 (dada pela teoria de
Wigner)

Uen,e) : PL = U (hm,s)
ou seja,

h(m,s) = L? (P;) ® bs

im (8. 8) 9] (0) = 270, (R (R,p) ) ¥ (A™'5) , VW € B, VP € T

5Esse quadro tem sentide se assumimos que podemos caracterizar independentemente as
matrizes de espalhamento que aparecem na teoria quantica local e na teoria dos campos
quantizados; por exemplo, axiomaticamente como na teoria da matriz-S.
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onde T}, & o hiperboléide de massa m com energia positiva e R (ﬁ,p) é&a

chamada rota¢do de Wigner da representacio induzida u(,, , (para maiores
detalhes, vide o Apéndice A}).

Os campos quantizados ndo transformam-se covariantemente sob agao das
representacoes de Wigner, mas sob acao de representagdes que chamamos de
(ezplicitamente) covariantes. As representagoes covariantes sdo definidas a par-
tir das representacoes de Wigner por intermédio de intetwiners, i.¢ familias de
transformactes lineares®

i T = £ (B, Bemas)) + % (0)  Bims) = Bimys)

satisfazendo
% (D) Vm.s) (R (ﬁ, p)) =u (ﬂ) u (f\“‘p) , VA e f’};, vpe 't (5.4)

Tais intertwiners sempre existem quando

e

§ <

k
< o
- -2 2

+ (5.5)

conforme pode ser obtido explicitamente pelos métodos de Clebsch-Gordon,
sendo j/2 e k/2 o nimero de indices pontuados e ndo-pontuados que caracteri-
zam a representacio irredutivel 0,, respectivamente.

A representagdo unitaria covariante agindo no espago de Fock H(, ;) definido
sobre fi(m,s) € dada explicitamente por

v:Pl w1, (Ue A) 9) (o) = 7D, (A) ¥ (A7'p) (5.6)
onde
D,: Pl = B (Himy)

& a representacio induzida no espago de Fock por 0, e age apenas nos indices
das fun¢des-de-onda.

A partir desses objetos, temos definido o campo quantico livre de nassa m >
0 e spin/helicidade s € %N agindo no espago de Fock Hy,, ;) e transformando-se
covariantemente sob acéo de U:

® (z) = fr; (Z':Lr—)(gp/)‘g‘ {e_ip'z Z u(p, s3) a(p, 53) + e Z v (p, s3) 6" (p, 33)}
(5.7)

Sa=-—3 83=—%

onde v é o intertwiner correspondente 4 representagio conjugada a D, e a™ e ”
sd0 os operadores de criagio de particulas e anti-particulas, respectivamente.

8Obviamente, essas transformagdes lineres s3o unitarias com respeito ao produto interno
induzido por elas no espago alvo.
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Observagao 53 Portento, e necessidade dos intertwiners estd no fato dos cam-
pos quantizados serem escritos em termos dos operadores de criacdo e anigquilacdo,
0s quais se transformam sob agdo das representagdes de Wigner e ndo sob agdo
de uma representacdo explicitamente covariante do grupo de Poinceré,

Observagdo 54 (A Classe de Borchers de um Campo Livre) A classe de
Borchers de wm campo livre coincide com a classe dos polinomios-de- Wick do
campo e suas dertvadas, sendo a matriz de espalhamento essociada igual & iden-

tidade [64].
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Part II

Simetrias Modulares
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Chapter 6

Estrutura Modular e
Simetrias

Simetrias na Fisica

Na fisica quéntica definimos simetria por transformacoes dos observiveis e
dos estados que deixam invariantes os valores esperados das quantidades fisicas.
Na fisica quantica local, esta exigéncia de invaridncia pode ser especializada no
setor de vacuo pelo requerimento de que as simetrias sejam definidas por endo-
morfismos da algebra de observiveis que deixam o estado de vAcuo invariante.

A invariancia das cargas contraposta 4 permutagio das espécies de particu-
las & a razdo basica para a grande importancia do conceito de simetria em fisica
e para o fato dos campos quanticos estarem associados a cargas ao invés de
associados & espécies particulas [85, Section 1.5.2], [36, Section 3]. As simetrias
podem ser classificadas de acordo com o modo come agem nas algebras de ob-
servaveis e campos locais, podendo ser simelrias infernas {dadas por um grupo
de gauge global), simetrias espago-temporais (dadas por subgrupos do grupo de
Poincaré) e também supersimeirias (definidas pela acao de uma 4lgebra de Lie
graduada) [32]. Notamos que os teoremas classicos sobre simetrias em teoria
de campos, os quais sao o teorema de Nother! e o teorema de Goldstone?, tém
seus analogos na teoria quantica local [32], [33].

Aqui, argumentamos no sentido de extrair da estrutura modular as sime-
trias de uma teoria quéntica local. De fato, isso j& foi alcangado no caso das
simetrias espago-temporais em teorias quinticas locais em geral e, na medida

10 teorema cléssico de Nither e seu analogo na teoria quantica de campos [94, Sections
1-2-3} diz que toda simetria continua do Lagrangeano de uma teoria de campos esta associada
a uma corrente local que se conserva. Na fisica quantica local, para cada simetria (de qual-
quer tipo) sdo construides geradores locais, estabelecendo nesse contexto uma forma fraca do
teorema de Nother.

20 teorema de Goldstone [136] e [131] diz que toda quebra espontanea de simetria gera
uma particula de massa zero. Na fisica quantica local, o teorema analogo considera apenas
observaveis e nao requer a existéncia de corrente locais; além disso, ha situagdes {fora das
condigdes do teorema) em que pode haver quebra espontanea de simetria mesmo na presenga
de um ‘gap de massa’.

59
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em que a estrutura dos setores de superselecdo e as simetrias internas estio rela-
cionados, também no caso particular das simetrias internas em teorias quirais
completamente racionais.

Ass Teorias Quirais

As teorias quirais sdo teorias quanticas locais conformes sobre S! que tém
atraido a atengdo dos fisicos por trés razdes, pelo menos: 1) elas aparecem como
“fatores” na decomposigdo de teorias quanticas conformes bidimensionais [11},
as quais esperamos poder aplicar em fisica da matéria condensada - por exemplo,
na descrigao de fendmenos criticos, superconditividade e efeito Hall quantico; 2)
como blocos para construgio de teorias quénticas locais em dimensao superior
[115}; 3) como “laboratorio tedrico™, no sentido de ser uma situacio simples em
que os conceitos da fisica quéntica local podem ser empregados (ou adaptados)
¢ 05 objetos relevantes podem ser exibidos explicitamente. Aqui, somos basi-
camente motivados pelo Gltimo e pendltimo ftens: queremos verificar algumas
conjecturas gerais sobre a relagao entre as simetrias ou a estrutura de setores
de supersele¢do e a estrutura modular das teorias quanticas locais.

A estrutura modular dos pré-cofeixes quirais fornece uma completa classi-
ficagao destes, como acontece também no caso de teorias quénticas locais em
dimensdes superiores [99}, pelas propriedades caracteristicas das inclusdes de
certas dlgebras locais (via hsm-inclusdo em [143} ou thsm-fatorizagio em [82]
- no segundo caso, mas nac no primeiro, apenas os grupos modulares sio usa-
dos). Entretanto, somente nas teorlas quirais tem-se provado que a estrutura
modular determina os setores de supersele¢ao [98], [144].* Entdo, no capitulo
9 desta tese temos provado que mnas teorias quirais bosénicas em sobre S! a
agdo covariante do grupo geoméirico Dif f (St} tem origem modular, e na segio
10.1 nés exthimos as conjugagdes modulares associadas aos intervalos-duplos, a
partir dos quais se pode obter os setores de superselegio pela abordagem de
Kawaigashi-Longo-Miiger.

6.1 Covariancia Modular e Simetria Espago-Temporal

A covaridncia modular permite reconstruir a agio covariante do grupo de Poincaré
na representagio de vicuo, caracterizando esse setor. Para o bem da completeza,
apresentamos em [inhas gerais como essa reconstrugao pode ser realizada.

Teorema 55 (Construgido de Guido-Longo [79]) Seja (A, a2) uma rede
quéntica local, @ um estado fiel e (Ry, Hyp, Q) a representagido GNS associada
(definicio 16).

3Recorrendo A idéia de holografia, tem sido especulado que certas propriedades em teorias
de baixa dimensio podem se refletir nas teorias em dimensdes superiores. Por exemplo, a
origem modular da agio covariante de Diff (S!) nas teorias quirais implicaria que certas
teorias em dimensao superior teriam outras simetrias (diferentes das simetrias internas ou da
simetria espago-temporal) tendo origem modular, embora nesses casos tais simetrias devem
atuar de modo “difuso” (ou seja, que nio pode ser dado por transformagdes geométricas -
raz3o pela qual nio podem ser reconhecidas na formulagdo de Wightman ou na formulagio
Lagrangeana) - vide nosso artigo [67].
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Se a representagio satisfaz a propriedade de covaridncia modular, existe uma
representagdo unitdria fortemente continua U : Py — B(H,) do recobrimento
universal do grupo de Poincaré préprio mantendo (2, invariante, agindo covari-
antemente na rede K, e tmplementando @ agdo do grupo modular das regides
cunha como boosts:

A =UAw(t) ,teR YWeW

onde Aw ¢ o levantamento do grupo um-pardmetro Aw para Py com base na
identidade, Aw (0) = 1.

Esbogo de prova. 1) Reconhecemos que o grupo de Poincaré ’Pl € alge-
bricamente gerado pelo conjunto de boosts

Pl = algebra{Aw (t); t€R, W € W}

2) Definimos (motivados pela covariancie modular) a dlgebra gerada pelo
grupo de unitdrios modulares das regifes tipo cunha

G = algebra {Al; t e B, W e W}

3) Verificarnos que G define urna extensdo central algébrica de ’Pl, a saber

(agui, a covaridncia modular é necessdria para garantir que w € um homeomor-
fismo bem-definido)

7r:G—>'PI_ , m(A%) = Aw ()

4) Uma andlise conveniente mostra que G ¢ uma extensdo de Lie fraca
de 'PI_, o que implica na existéncia de wma representagao undtdria fortemente
continug U : P — G tal que o U : P — 'PI_ é a aplicagdo de recobrimento (este
tiltimo passo depende de certas propriedades topoldticas particulares do grupo de
Poincaré).

5} Finalmente (depois de alguns raciocinios) verificamos que U (f‘.\w (t)) =
Al A positividade da energia de U seque-se de um teorema converso do teo-
rema RCB em (27 m

Na situacio do teorema, nods concluimos que ¢ & um estado de vicuo de
(A, ar, ), onde oy & a agdo do grupo de Poincaré sobre A induzida por U.

Observacio 56 Este teorema € compleindo em [80] para gerar uma represen-
tagdo do grupo de Poincaré ’Pl ap invés de wma representacdo de seu recobri-
mento universal.

Na construgio seguinte, a representagio covariante de grupo de Poincaré &
construida diretamente, a partir das inclusdes modulares:
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Teorema 57 (Construgio de Borchers-Wiesbrock, {20]) Seja (A, o, ) uma
rede qudntica local, ¢ um estado satisfazendo a propriedade de covaridncia mod-
ular e (Ry, Hy, §2p) a representagio ciclice associada (definigio 16) (nio exigi-
mos que o estado seje invariante sob agdo do grupo de Poincaré e nem do grupo
das translagbes espago-temporais).

Entio existe uma representacdo unitdrie fortemente continua com energia
positiva U : P — B(H,) agindo covariantemente na rede R, mantendo (1,
invariante e implementando a a¢do dos operadores modulares das regides cunha
como boosts:

AL —UAw(t) ,VEER YW e W

Esbogo da prova. 1) Reconhecemos que o grupo de Poincaré P_T_ é gerado
pelas translagdes e boosts. Portanto, para construir uwma representacdo covari-
ante do grupo de Poincaré basta definirmos ¢ acdo desses subgrupos, conquanto
satisfacam as relagdes de comutecdo corretes.

2) Identificamos a representacdo dos boosts com a agdo definida pela covar-
idneia modular.

3) Se consideramos uma cunha e uma de suas translagdes na diregdo per-
pendicular a seu eizo, a covaridncia modular garante que as dlgebras locais asso-
ciadas definem uma inclusdo modular semi-lateral-positiva. Isso permite definir
as translagoes espago-temporais.

4) Se consideramos um par de cunhas distintes com um velor lipo-luz em
comum e a regido definida pela intersegdo desses, a coveridncia modular garante
que as dlgebras locais associadas definem um par de inclusdes modulares semi-
laterais-negativas. sso nos permife construir a representagio da parte transia-
cional do subgrupo estabilizador do wetor tipo-luz invariante comum (i.e., do
grupo das transformagdes de Poincaré que mantém tal vetor invariante), que
por sua vez conecta 0s grupos modulares das cunhas originais. W

A acdo covariante do grupo de Poincaré também pode ser construida a partir
das conjugacdes modulares dos cunhas sob a hipdtese de que elas agem geomet-
ricamente como as reflexdes associadas (de acordo com o fato de que estas geram
o grupo de Poincaré). Mas a hipdtede se que as conjugagtes modulares agem
geometricamente & menos forte do que a propriedade de covarisncia modular e
nao & suficiente para garantir a validade da condigao espectral da representagao
construida, sendo necessario supor condig¢des adicionais para que esta possa ser
obtida, vide [34}.

Observagio 58 A relagio enire a covaribncie modular e e simetria relativis-
tica € uma caracteristica ndo-trivial das teorias qudnticas locais (algo invisivel
pare o formalismo Lagrangeano), e nos leva a conjecturar se a estrutura modu-
lar gera outras simetrias da teoria, de natureza néo necessariamente geométrica,
tais como simetrias de gauge. A resposta € positiva, conforme a discussdo da
prézima subsegdo.

Observacio 59 Podemos esperar que numa rede gudntica local (A oY) ez
istam regides @ € K e estados ¢ fidis sobre A(0), tais que o grupo moduler
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ar(’;,o do par (A(O), ) atue geometricamente, i.e. gue na representagdo GNS
(7, Hy, Qp) tenha-se um grupo um-pardmetro de difeomorfimos By : M — M,
satisfazendo certas propriedades necessdrias, dentre elas 5,0 = O, e uma rep-
resentagdo unitdria U, o : R — U (H,) tais que

ol 0 =aduyo(t) € 0,0 (A(Q) = A(8Q) VK

Esse fato ocorre nas teorias conformes, pare o estado de vdcuo e todas as
regides cousalmente completas, visto que o grupo conforme age transitivamente
sobre K. No capitulo 9, exibimos explicitamente para certas teorias quirais sobre
S', um estado we diferente do vdcuo e um intervalo I, C St tais que o grupe
modular o, age geometricamente em R (Iz).

6.2 Estrutura Modular e Simetria de Gauge Global

Na medida em que a estrutura de superselecao determina a simetria de gauge?,
o problema de como obter o grupo de simetrias de gauge global a partir da estru-
tura modular parece que pode ser resolvido através de dois caminhos diferentes,
cada nm destes aplicivel ao caso de certas classes de teorias conformes sobre R
ou S': um deles foi proposto por Wiesbrock em [144] e outro foi proposto por
Kawaigashi-Longo-Miiger em [98].

6.2.1 A Abordagem de Wiesbrock

A abordagem de Wiesbrock baseia-se na idéia de que estados carregados po-
dem ser obtidos pela agao de transportadores de carga (no sentido de [59, Sec-
tion ITT}) e que estes podem ser realizados como cociclos modulares localizados
(definidos abaixo). Especificamente, na representagio de vacuo de uma teoria
quantica local satisfazendo a propriedade de covariancia modular, os unitarios do
cociclo-de-Connes de uma Algebra de observaveis localizada numa regiao cunha
com respeito ao estado de vicue e um estado-DHR localizado numa subregio
limitada dagquela cunha, agem como transportadores de carga:

Teorema 60 Seja (R, H,U, Q) a representagio de vicuo de uma rede qudntica
local e seja p um endomorfismo localizado numa regido limitada O C M; seja
W C M uma cunha contendo O, ok, o grupe modular do par padrdo (R (W), Q)
e us (p) 0 cociclo-de-Connes do par de estados {wo p™!,w).

Fntdo, o endomorfismo de U

i i —t
Pw = 0w 2 PO 0w

¢ unitariamente equivalente a p e, se vale a propriedade de covaridncia modular,
ele € localizado na regido Oy 1= Aw (—27t) 0.

4Tsso é completamente valido quande o grupo de simetria de gauge global & compacto,
correspondendo aos setores do tipo DHR [62].
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Além disso,
p(A) = t_l}gloo adu, (p) A , VA € Uy (6.1)
Prova. A eq. (B.1) da secdo B.1.1 implica
oy 0 poat (4) = ui (0) p(A)u () , YAE R (W)

Portanto pt, € unitariamente equivalente a p.

Se vale a propriedade de covaridncia modular, i.€ of, = adlU (Aw (—2mt)),
temos

Ac R(Aw (-2mt) O) = of (4) € R(O)
= p%,V (A) = G’%/V opoo'{,"vt (4) = a%va*t (A)=A
Ou seja, ply € localizado em Aw (—2wt) O.

Dado A € Uje, seja O e D tal que A € R (6) Para |t| suficientemente

grande, temos que o suporte Of, de pty, estd cousalmente disjunto de O, donde
piv (A) =uf (p)p(A)u (p) = A e p(A) = adu; (p) A. =

() teorema nos mostra que podemos recuperar o endomorfismo localizado p
a partir do seu cociclo-de-Connes u, (p). Entdo, a pergunta natural que formu-
lamos & podemos caracterizar tals cociclos por requerimentos genéricos, sem
referéncia prévia aos endomorfismos localizados? Isso nos leva i definigio de
cociclo modular localizado (generalizado):

Definigdo 61 (Cociclo Modular Localizado) Seja (R, U, H,2) a represen-
tacdo de vdcuo de uma teeria quéntica local.

Um cociclo modular localizado em O € K (com respeiro ao estado de vdcuo)
é um ceminho fortemente confinuo de unifdrios agindo em H

u:R o U(H) , ult)=u
satisfazendo as sequintes propriedades:
i) Upgs = uweot (us) , Vi, s €R
i) Jeo >0/ |t] <eo = w € R(O)
i) AKe > 0/ |t > Ko = wut, € R(O)
onde o, € o grupo modular do par padrio (R (0), Q).

A condi¢io (i) & simplesmente uma das propriedades caracteristicas dos
cociclos-de-Connes; a condigao (ii) define o significado do cociclo ser localizado,
e a condicio (iii) inspira-se na equagdo (6./) do teorema anterior.
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Conforme discutimos na segdo 10.2.1, Wiesbrock em [144] prova que em
teorias quirais fortemente aditivas sobre 8!, 03 cociclos modulares localizados
definem endomorfismos localizados pela equagdo (6.1); mas pouco sabemos so-
bre o que pode ocorrer em situagdes mais gerais. Por isso, terminamos essa
sé¢ao propondo um problema para pesquisas futuras:

Problema 62 FEstabelecer as condigdes adicionais sob as quais um cociclo mod-
ular localizado u, define um endomorfismo localizado da digebra de observdveis
2 pela formula

= lim adu
L t—++oo t

6.2.2 A Abordagem de Kawahigashi-Longo-Miiger

Sabemos que as dlgebras localizadas em regides causalmente conexas nao incor-
poram individualmente nenhuma informagio sobre os setores de superselegio da
teoria - sob certas circuntincias, todas sdo isomorfas ao unico fator hiperfinito
do tipo IIT,. FEnt3o, apenas para sugerir a idéia de que as algebras de ob-
servaveis localizados em regides causalmente desconexas do espago-tempo in-
corporam alguma informagao sobre os setores de superselecio da teoria, damos
o seguinte argumento intuitivo {sem pretender que seja verdadeiro naigum sen-
tido positivo): dado um par particule-entiparticule cujes regides de localizagdo
sdo causalmente disjuntas, das medidas realizadas na regide de localizagdo da
particule ndo se pode inferir a existéncia da anti-particula ou, pelo menos, que
ambas estdo descritas por algum estado global; portanto, o resultado das medi-
das localizadas realizadas sobre uma das particulas do par caracteriza seu setor
de superselegdo.’

A abordagem de Kawaigashi-Longo-Miiger (KLM) analisa certas propriedades
das &lgebras localizadas em regides causalmente desconexas para delas obter os
setores de supersele¢ao da teoria.

Proposicio 63 Seje (R, H,U, ) a representagdo de vdcuo de uma rede gudn-
tica local, satisfazendo dualidade ceusal

Se O0,Q c K sdo duas regides causelmente disjuntas, entdo os transporta-
dores de carga localizados entre endomorfismos localizados em O e Q pertencem
a dlgebra dual RE{OU Q) (vide e definigio 2.6).

Prova. Sejam p, p € End () endomorfismos transportdveis localizados nas
regides O, @ € K, respectivamente, satisfazendo p = aduop pare elgum unitdrio
u € B(H) (transportador de carga). Entéo

BeR(OINR(Q)=>uB=up(B)=p5{B)u=DBu
donde

e (R{O)NR(Q)) cR(O'NQ) =RI(OUQ)

5Esta & uma adaptacdo do conhecido argumento “da particula atrds da lua’, [3, section
1.7, p.16].
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ou seja: a dlgebra R4 (U Q) contém os transportadores de carga com ‘suporte
em OUQ. m

Portanto, quando as regides (2 e Q sao causalmente disjuntas, esperamos
que a inclusao

R(O)VR(Q) CR*(OU Q)

fornega informagdes sobre a estrutura de superselegio da teoria, possivelmente
suficiente para determinar completamente essa estrutura. Talvez isso possa ser
conseguido pela andlise das propriedades do endomorfismo candnico

Y0, : RO UQ) = R(O)VR(Q)
cuja restricio
Ao RO)IVR(Q) > R(O)VR(Q)

& um endomorfismo de R () v R (Q). O fato do endomorfismo canénico ser um
objeto modular evidencia a importancia da estrutura modular nessa analise.

A anélie de Kawaigashi-Longo-M{iger da estrutura de supersele¢io de certas
teorias quénticas locais sobre R parte dessas idéias. Esta analise particularizada
para o caso de pré-coleixes quirais sobre $! é apresentada na segdo 10.1.1.

Observagio 64 E significativo que a teoria qudntica local possa determinar
localmente os setores de superselegdo, primordialmente definidos em termos
globais. Isso corrobora a idéia de basearmos a teoria em conceitos com in-
terpretagdo fisica mais direta.



Chapter 7
Teorias Quirais Locais

Introdugio

As teorias quirais locais constituem o anilogo da teoria quantica local com o
“egpago-tempo” correspondendo ao raio-de-luz compactificado R~S'eo “srupo
de simetria espago-temporal” sendo dado pelo grupo de Mdbius Mob = SU (1,1)
ou por sua parte conexa PSU(1;1) = SU(1, 1)/{L -1}

Antes de entrar no tema propriamente dito deste capitulo, é valido apresen-
tarmos uma pequena digressio sobre a definigao do grupo conforme.

Grupo Conforme e
Compactificagdo Conforme do Espago-Tempo

Ingenuamente, 0 grupo das transformactes conformes poderia ser
definido como o grupo das transformagoes do espago de Minkowski
M gue preservam a métrica exceto por um fator multiplicativo; en-
tretanto, se dim (M) > 3 as chamadas {rensformagdes conformes
especiais ndo sdo globalmente definidas e ndo formam um grupo.
Portanto, a defini¢io do grupoe conforme torna-se um pouco mais
delicada, e nés a descrevemos em dois passos: primeiramente, defin-
imos a chamada compactificagio conforme do espago de Minkowski
M como sendo uma variedade compacta contendo uma imersio
isométrica densa de A sobre a qual todas as transformagoes con-
formes de M possuem uma extensdo a difeomorfismos (globats) - a
existéncia de M & garantida por um teorema; depois, nés definimos
o grupo conforme de M como sendo o grupo das transformagdes
conformes de sua compactificagio conforme M [126, Definition 2.1],
[26]. Simbolicamente,

M M, Conf (M) = Conf (M)

No caso de teorias bidimensionais, a defini¢do de grupo couforme
é feita por analogia aos casos em dimensoes superiores, embora todas

67
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as transformagoes conformes em M1 estejam globalmente definidas
{126, Section 2.4]. A razao para isso esta no fato de que a classe das
transformagdes conformes que preservam a orientagio de M1 g
dada por [126, Theorem 2.10]

Conf (MM) = (Diff (R), x Dif f(R).) U (Dif f (B)_ x Diff(R)_)
(7.1)

que vem a ser um grupo “muito grande”, no sentido de que as redes
quénticas locais com um setor de vAcuo invariante sob a¢do de tal
grupo sao algo triviais. Assim, considerando que a compactificacao
conforme de AM! & 8! := 8! x 8§, temos simbolicamente

MPL = SPL L Conf (M) := Conf (S™)

Lembramos que analogamente a 7.1, temos [126, comments after
Theorem 2.10]

Diff (8*1), = (Diff (8%), x Diff (8Y),) U (Diff (8)_ x Diff (s%)_)
(7.2)

Este é a razao bdsica para a decomposi¢ao de uma teoria conforme
bidimensional em duas teorias quirais sobre ralos-de-luz compactifi-
cados [11].

Lembramos que o grupo conforme de §! (incluindo inversdes) & o que chamamos
de grupe de Mébius.

7.1 O Grupo Diff(S') o Grupo de Mébius e a
Algebra de Virasoro

Denotamos por 8 o conjunto dos niimeros complexos de norma unitiria
Sl={zeC/|z|=1}
§1 é uma subvariedade de € com um grupo de difeomorfismos
Dif f (8') := {difeomorfismos de $' em §'}
Denominamos por dlgebra de Witt a algebra Lie do grupo Dif f (1)
Witt »= Lie (Dif f (S81)) (7.3)

Vect (S!) & o espago vetorial subjascente 2 algebra de Witt!, donde obtemos o
seguinte conjunto de geradores da algebra de Witt:

v

d
I, = —z”"'lgg ,ncl (7.4)

LDiff ($1) & um grupo de Lie com dimenséo infinita agindo sobre o espago Vect (8%) dos
campos vetoriais diferencidveis sobre §l.
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Estes geradores satisfazem as seguintes relagdes de comutagio
[zn,zm] =(n—m)Llnim , Vn,mel (7.5)
e as relagdes de conjugagao
Lx=L, YneZ (7.6)

A algebra de Witt possui uma inica extensdo central [77] [126, Theorem
5.1, denominada dlgebra de Virasoro

Vir := Witt @ CZ (7.7)

Naturalmente, o operador Z ¢ o gerador do centro da algebra de Virasoro (por-
tanto, necessariamente comuta com os geradores da subélgebra de Witt). A
algebra de Virasoro possui ¢ seguinte conjunto de geradores

{La; neZIU{Z} (7.8)
que satisfazem as relagdes de comutagio
[Ln, L} = (n = m) Ly + ngmo = (n® —1) Z
,-Vn,m ez (7.9)
[Lp, Z] =10
e as relagdes de conjugagao
L=L_ , ,Vnecl
zr =2z

Notamos que a algebra de Virasoro é gerada pelo conjunto {L_o, L, L1, Lo JU
{Z} de acordo com a seguinte férmula de recorréncia

[Lan, Lga] = £ (n — 1) L:I:(n+1) y 22 {7.10)

Como {Ly, Ly + L1, Ly + L_3} gera o conjunto {L_,, Ly, L, Ly} a partir das
relagoes

[Ll + L_l, LD} = (Ll - L._]_) e [L2 + Lﬁz,LD] = 2(L2 - L_g)

concluimos que a algebra de Virasoro possui um conjunto de geradores auto-
adjuntos:

Vir = algebra de Lie gerada por {Lg, In + L_1,La+ Lo}V {Z} (7.11)

Analogamente, a subalgebra de Witt também é gerada por operadores auto-
adjuntos

Witt = algebra de Lie gerada por {Eo,il NN .i_z} (7.12)
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Observagao 65 Na literatura sobre teoria conforme Buclideana bidimensional
e unidimensional (come por exemplo [11], [78]), as consideragées sobre invar-
idneia conforme se referem & invaeridncia conforme infinitesimal, i.e. com re-
speito & agdo da dlgebra de Virasoro, e ndo propriamente com respeito ao grupo
conforme propriamente dite. Entretanto, nossas consideragdes versam sobre as
teortas qudnticas locais sobre o espago de Minkowski com simetria conforme;
elas sdo de cardter totalmente geral e devem servir para qualquer tratamento
rigoreso do assunto. Ndo consideramos em nenhum momemto as teorias Fu-
clideanas, apesar de existirem certas relagdes entre o grupo conforme do espago
de Minkowski e o grupo conforme do espago Buclideano [126, Section 2.4, 5.9].

O grupo de Mobius & dado pelo conjunto das transformagdes conformes
globais do espago dos nimeros complexos preservando a orientagao, munido da
operagac de composi¢io. HEsse grupo deixa o circulo S! invariante e & dado
explicitamente por?

R

Mob~ PSU (1,1) = 201 1) _ {gz ( 2

Sl );a,ﬁemal—ml:l}

(7.13)
com a agao definida por®

o a B _az+f
gm(g &)ESU(l,l),Csz—}gz_Bz+&eC

O grupo de Mobius é gerado por {L_1, Lg, L}
M oby, = grupo de Lie gerado por {L_y, Lo, Iy }

Mais geralmente, para todo n € M\ {0} o conjunto {L_,, Lo, L} gera o

2Realmente, o centro de SU(1,1) & dado por

a={(s 1)(¢" L))

a partir do qual temos o quociente
PSU(1;1) = SU(L,1)/Z,

3Realmente, esta agdo deixa $! invariante:

ae 4 8
Beiﬂ +a

et e

a+ﬂe—i9
Be‘.‘g + & -+ fe—if

a + feif

i9 =1vYeR

=|ei9|'

e
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subgrupo Mob, C Dif f (S} definido por®

Mob,, := grupo de Lie gerado por {L_,, L, L,} (7.14)
= {un C 8= 8w, (2) = V() ue Mob}

Verificamos que Mob,, ¢ isomorfo ao grupo de Mobius Mob; pela seguinte cor-
respondéncia entre os geradores

{ Ly = Lo = %L0+£”‘—“)2‘

Py 1 24n
Lyn = Lyy = 5 Lyn

Os operadores Ly, I35 + I e L.o 4+ L2 sdo Hermitianos (equagdo 77) e
correspondem aos geradores infinitesimais das seguintes difeomorfismos de S

i8/2 0
Lo ~ R(8) = ( ’é oit)2 ) LHER (7.15)

Lu1+L1->D()\):( cosh A sinh X ) AER

sinh A cosh A

L+ Lz~ Da(A) =/ DN () , AER

Nas teorais quirais locais, L¢ € chamado de “Hamiltoniano conforme” e cor-
responde ac operador energia-momentum das teorias quanticas locals em di-
mensoes superiores.

7.2 Axiomas das Teorias Quirais

Os axiomas caracterizando as teorias quirais em S' sao anélogos aos axiomas
da teoria quéantica local, sendo a estrutura local em S' definida pela relagio de

“disjungao de conjuntos™>

Il,Izcgl,I]_XIz = Ilﬂ[2=@

4(Que seja bem entendida a radiciagao na definigio de Mob, pela divisdo de 5! em n partes
sobre as quais temos os ramos da raiz 3/

. 2
Iy = {e‘e; e (k2—n.{k+1) _-rr)} v k=90,..,n-1
n n

Assim,

uEDiff(Sl), zel ~ Yulz)" €Iy

5Lembramos que o sinal *x' significa *...& causalmente disjunto de...”
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Nesse caso, o complemento causal & a relagio definida por:
Icst, =8I
Definimos a classe dos intervalos de S! por
T = {I CS$'/IeSNTI sio abertos conexos nao-vazios}

No que segue, considere H sendo um espago de Hilbert e W* () a classe de
subalgebras de von Neumann em B {H).

Axioma 66 (Pré-Cofeixe Quiral em St) ¢ Uma terna (R, U, H) dada por
um correspondéncia

R:I 5 W*(H)
e uma representagdo unitdria do grupo de Mébius
U: Mob = U(H)

é um pré-cofeize quiral sobre S' quando ele satisfaz as sequintes propriedades:
i) Isotonia

L,LeT LIl = R(L)CR(L)
i1) Localidade
L,LeTI, hcl = R(L)CR(LY
iii) Covarifncia
€T = adU(g) R(I) =R(gl) , Vg€ Mob

iv) Condicdo Espectral: O gerador do subgrupo das rotagdes U o Il €
positivo, i.e.”

Spect (Lg) < [0, 00) {(7.16)

v) Estado de Vdcuo: Eziste um tnico vetor unitdrio {1 € H invariante
sob acao do grupo de Mébius

U= , Vge Mob

e ciclico para a dlgebra quase-local Aroe 1=V o R (1).
Com este vetor temos definido o estado de vdcuo:

w = (9,-9)

50 conjunto-indice T com a ordem definida pela inclusao de conjuntos ndo constitui um
conjunto dirigido, portanto, em concordancia com a terminologia matematica corrente, nos
usamas ao invés do termo rede o termo pre-cofeize {traduzindo do inglds precosheaf).

70 subgrupa das rotaciies {R({6); & € R} {definicdo 7.15) realiza na teoria quiral local o
mesmo papel que o subgrupo das translagdes espago-temporais realiza na teoria quantica local,
Paor isso, esse grupo € também chamado de grupo das translagdes temporais e, analogamente,
seu gerador Lo é também chamado de Hamiltoniano conforme.
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Definimos a Algebra universal do pré-cofeixe (R, U, H) por
2 := Aype (fecho na topologia da norma)

Pode-se provar que uma teoria quiral local satisfaz as seguintes propriedades
adicionais:

vi) Dualidade causal [39]
ROV =R ,¥VIeT
vii) Aditividade Forte ® [26]
IeZ zel=R(I\{p}) =R{) (7.17)

viii} Covariancia Modular [26], [69]
O operador modular Ay g1}, associado ao par (R (S1),w) satisfaz

Aii(s;),w = U (D (=2mt)) (7.18)
onde
sli={ze8'/%(z) >0}

ix) Propriedade de Cisdo [53, Theorem 3.2

A propriedade de cisao & provada para teorias quirais satisfazendo a chamada
condicdo da classe tracial:

Tr (e_im“’) <o ,VY8>0

onde Lg & o Hamiltoniano conforme (equagde 7.16). A condigio de classe tra-
cial ¢ realmente necessaria, desde que existem modelos quirais que violam a
propriedade de cisio, embora satisfagam a (mais fraca) condigdo de classe tra-
cial com temperatura mdrima, a saber, para algum Tan > 0

Tr (B_iﬁLn) < o, Vﬁil > Tmu:c
Tr (e775) = 00, V8! € Trnas
conforme exemplos apresentados em [53, Section 3.1].
Observagao 67 (Aplicagdo de Cayley) A Aplicagdo de Cayley é um iso-

morfismo topoldgico entre S e R (a compactificagao de R pela adjungdo de um
ponto ne infinito}:

al , ‘___z—l

C:8' =R, C(z):= zz+1 (7.19)
Cl.R=S',Cct (z) := 1+
) ! Tl

8 A aditividade forte implica que o pre-cofeixe quiral & isomorfo a uma rede quantica local
sobre R =~ 8%\ {~1} (via transformagdo de Cayley, por exemplo) satisfazendo dualidade de
Haag.
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Claramente

C)=0,C(-1) =0 , C(&i) = +1

C0,1)={z€84 0 < S () <mf2} =0y
C(0,00) = {285 0<S(2) <m} =My
Usando a aplicacdo de Cayley, nés relacionamos duas apresentacdes das teo-

rias quirais: a gpresentacdo compacta, na qual o grupo de Mdbius e 0s campos
quirais sdo definidos sobre 8!, ¢ a apresenta¢io nio-compacta, na qual o grupo

de Mibius e 0s campos guirais sdo definidos sobre R. No que segue useremos
ambas apresentagdes, de ecordo com nosse conveniéncia, sem alterarmos a sim-
bologia.



Chapter 8

Pré-cofeixe CW

Por modelo de correntes abelianas entendemos uma teoria quiral dada pelo pré-
cofeixe de algebras de Weyl gerado por correntes abelianas sobre §1; & ocasional-
mente também chamado de modelo-U (1), mas aqui usaremos o nome pré-cofeize
C'W. Sua simplicidade matematica permite que sejam conhecidos explicitamente
diversos objetos de interesse fisico, tals como os campos carregados e 0s oper-
adores modulares - esse fato &, na verdade, o principal atrativo dessa classe de
modelos. Este capitulo apresenta as defini¢gdes bésicas e os tdpicos que usare-
mos nos capitulos seguintes; ele foi elaborado a partir dos seguintes trabalhos,
0s quais sugerimos para as provas ¢ detalhes omitidos aqui: em [38] ha uma
exposigdo detalhada do modelo das correntes abelianas de dimensio um (essa
dimensao é definida abaixo); em [144] a estrutura de supersele¢do desse mod-
elo & analisada com o auxilio dos cociclos-de-Connes, que relacionam os grupos
modulares correspondentes a diferentes estados padrio sobre a mesma algebra
de von Neumann (capitulo 10.2); em [130] & tradado o caso multidimensional, e
nele ha também uma discussao de aspectos algébricos e modulares dessas teorias
baseado nos dois trabalhos anteriores. Para uma discusdo das teorias conformes
e teorias quirais com especial consideragio do problema dos campos se transfor-
marem de acordo com o recobrimento universal do grupo conforme, sugerimos
[123]; vide também [133].

Para o que segue, introduzimos as defini¢des e convengoes abaixo.

Notagido 68 Denotamos por V um espago vetorial sobre R com dimensdo finita
N e produto interno {,). Sua complezificacdo (Vg,{:,-)¢) € definida canonice-
mente:

Vo =CoV={v+iw; v,weV}

(e = RELREN+H (S, +2 (RO, —SC)LROD
onde

Rw+iw)=v, Sr+w)=w ,Vo,weV

75
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Notagdo 69 Definimos o espago das fungdes teste tomando velores em V por
LY :=C*® (84, V) = {f:8' > V de classe =}

munido da semi-norma

o3

I} = LV = {0,00] , jif]| := anfnlz ) ifn|2 = {fn, falc

n=1
dada em termos dos coeficientes da ezpansdo em série de Fourier

F(@=3fuz™ ,Fa=fmeVc ,¥eN

neZ

Diferenciamos e inlegramos essas fungbes com respeito ao pardémetro z € S de
acordo com

w .. d d dz 1 4o
Z=e" mrir— = — —— = —
dz  df §1 2me 2 o 2m

Notagao 70 Identificando V' com o subespage das fungdes constantes de LV

Ve— LV

podemos tomar o gquociente

(LV)o ==%={f+c; ceV, felV}

Sobre (LV), definimos o produto interno

o0

()Y: (LYY x (LVYy = C , (fh) =3 n{fahale

n=1

(Nao usaremos simbolos diferentes para os elementos de LV e {LV),, esperando
que o contexto indigue qual € 0 caso quands isso ndo for mencionado explicila-
mente. )

(LV), também possui uma estrutura complera

ifn ,n >0
i: (LV), = (LV)y , (if), = fo ,n=10
—ifn ,n <0

Com tal estrutura compleza, ((LV),,(,)} é um pré-espaco de Hilbert. De-
notamos por h) o completamento de (LV), com respeito & norma definida pelo
produte interne (,):

b= (LV), (8.1)



77

e denotamos por (H,{,)) o espago de Fock totalmente simétrico definido por

(h.())
H= @zozo b®n

B :=C , h®" := expansio linear { fR..Qf; f € b} ,n>1 (8.2)
———

Tt

(ViHxH=C, (ef,e)=elf9) Wfgeh

S—_—

n

Notagao T1 Sobre LV definimos a forma bilinear

ALV XLV 3R, A(fh) :f B (2), la)) (8.3)

$1 27y
Essa forma satisfez as seguintes propriedades:

(8.4)
A2) fe LV, A(f,h) =0Vh € LV <> f = constante

Portanto, A é uma forma simplética sobre LV e fiel sobre (LV),!

Definimos a dlgebra de Weyl das correntes U como sendo a ilgebra-C* gerada
pelos operadores de Weyl caracterizados pelas seguintes relagdes

W (f) W () = e"3AURW (f + )
{ WY = W () Vi he LV (8.5)
A= -alge?:m{W(f) , feLV} (8.6)
Enfim, definimos o pré-cofeize CW (R, a, Y):
I31-RI):=A{W(f); f €LV, supp(f) C I}" (8.7)

a: Mob — Aut () , ag(W(F)) == W(fy), folz) = flg7'2)

Facilmente, verificamos que o pré-cofeixe CW satisfaz as seguintes pro-
priedades:

i) Isotonia
L, €L, I C Iy = R(h) CR{f2)

ii) Localidade
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Lh,obeI,LCcl; = R(L)CRL)
iii) Covaridncia

ITeT= a,R(I)="R(g])

iv) Estado de Vacuo. O estado de vacuo w é definido por

_ st
z

LV3fowW(f)=e (3.8)

A representagao de vicuo (H,n, U, Q) & realizada canonicamente no espago
de Fock H:!

AsW(f)=wx (W () =e e (8.9)
Mob3 g — U(g):= e c Uy (H)

A representacao de vicuo também as seguintes propriedades adicionais:
v) Dualidade causal e Aditividade Forte

Por célculo direto, a dualidade causal {eg. 2.7) e a aditividade forte (eq. 77)
da representacdo de vicuo seguem-se da propriedade:

IeT, feLV, A(f,h) =0Vh € §(I) = f|; = constante

vi) Propriedade de cisdo

1Facilmente verificamos que esta representacio satisfaz as propriedades da defini¢do

moalg)=adlU(g)om , Yg& Mob

Up (R(8)) =e'lo Y@ e R , Spect(Lg) C[0,00)

onde Ly & o operador de Virasoro que gera as rotagoes.

Para ilustrar, damos aqui a prova de que w € invariante sob agao do grupo das rotagges
R (0) (definigdo 7.15} - uma condi¢io necessaria para que este seja o estado de vicuo. Como
w & fracamente continuo (!}, basta verificar a invariancia de sua agio sobre os operadores de
Weyl. Com efeito, dados f € LV e 8 € R, temos que s coeficientes de Fourier de frg) ¢ f
satisfazem

(fR(é‘))n =e M, ,Vnel
donde

Nirmll =11Al , vter

e consequentemente

fﬂgsl
wlega )W) =e” = e—l%u' = w{W(F)}
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Para cada I € T temos os subespagos

h(I):={FfeLV [supp(f)CT} Ch

"7} 1= expansio linear de {e*; v € § N}cH
a partir dos quais definimos o fator tipo I
Ny =B (e*’(‘r)) C B(H)
que satisfaz
R{ICNcR"

Isso implica na propriedade cisdo (£0), pois a representacdo de vicuo & local-
mente fiel!
vii) Covariancia Modular

Nio é trivial provar diretamente que o pré-cofeixe CW satisfaz a propriedade
de covariancia modular (equagdo 7.18), mas isso segue-se dos teoremas sobre
teorias quanticas locais conformes, mencionado na segdo 7.2. Para uma prova
direta nesse caso particular, vide {130, Proposition 5.1.2].

O Centro de % e o Operador de Carga @)

Pela propriedade (8.4), temos que ¢ centro da algebra 2 & dado por
Z (™) = *-algebra{W (c); ce V}

Em cada representagdo (fortemente continua) (x, H) de (R, o, %) definimos
0 operador de carga (Qx por

Qr = —1 Vo (W ()],
donde
T (W (c)) = @t VeeV

O espectro do operador de carga distingue as representagoes de 2, razdo de
sua importincia na teoria dos setores de superselegao.

A agdo covariante de Diff (Sl)

Usando o mesmo simbolo ¢, definimos a agdo do grupo dos automorfismos
diferencidveis de 8! na 4lgebra 2 por analogia a agao do grupo de Mébius

a: Diff(SY) = Aut (%) , agW (f) = W(f,) , fo(2) = flg7' (2))
Claramente, essa agiao é covariante

a,R(I) =R {gl) , Vg€ Diff (§'), VIeT
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Observagao 72 (Corrente Abeliana Multidimensional) Definimos a cor-
rente abeliana de dimensdo N como sendo uma distribuigio J (z) = (J* (z), ..., JN (z))
sobre LV cujas componentes satisfazem as seguintes rela¢ies de comutacio

[Ji(ZI)FJj(zz)] = —{5’(.31 - ‘22) b vzl:zz S Sl
Muais precisamente, a corrente J € uma aplicagdo linear

LV f=(fY . fY) =2 J(A) = (M), I (M) eV

tal que

T IO =~ [ 55 Ghhla)) = —A (1)

Portanto, os operadores de Weyl que definem o pré-cofeize CW podem ser
escritos como exponenciais da corrente J:

W(f) = )

Entretanto, todas as propriedades da teoria seguem-se da forma simplética
A, "), definida a partir do produto interno em V, sem necessidade de men-
cionar as correntes ebelianas, embore seja dessas que tiramos o adjetivo “abeliano”
pare o modelo?.

8.1 Teoria dos Setores de Superselecao

Como ocorre em geral na teoria quantica local, os setores de superselecdo sao
definidos pelas classes de equivaléncia unitaria das representa¢des de energia
positiva da Algebra de observaveis universal; e aqui, como ocorre em geral nas
teorias conformes, a teoria dos setores de superselecdo reduz-se & anilise DHR,
porque as representacoes de energia positiva podem ser localizadas em regioes
compactas, estando em correspondéncia com endomorfismos localizados e trans-
portaveis da 4lgebra universal. Esse fato simplifica consideravelmente a andlise
da estrutura de superselecdo da teoria, cujas propriedades serdo coletadas na
definicao de representacées de energie positiva gerada por campos.

Em geral, qualquer representacio pode ser dada pela soma direta de suas
subrepresentagles irredutiveis; em nosso caso, temos a seguinte proposigio:

20 adjetivo “abeliano” refere-se 3 Algebra de Lie dada pelas relagdes de comutagdo dos
campos. Em geral, poderiamos considerar relagdes do tipo

(Fi(21), J(22)) = if7 T (21) 6 (21 = 22) — ikg" 6 (21 — 22) , Va1,22 € §°

onde f;j sdo constantes de estrutura de uma 4lgebra de Lie e g*/ & uma métrica de Cartan.

{No nosso caso, temos que f,° =0 e que g/ & dada pela métrica do espago vetorial V.)

Qutra razdo para o nome abeliano vem das relaghes de comutagdo entre os campos porta-
dores de carga: definem uma representagio abeliada do grupo de trangas, pois em nosso caso
estas sdo dadas por fases multiplicativas (conforme equagdes abaixo).
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Proposigdo 73 Toda representagdo de energia potiviva (m,H,U) de (R, o, )
pode ser decomposta numa soma direta de representagdes fundamentais. Mais
precisamente, eziste uma familia x de vetores unitdrios Q; € H (i € x) tal que
0s subespacos H; = w(A)Q; C H sdo mutuamente ortogonais e H = Eiex?{""
além disso, se H € o hamiltoniano (gerador das translagées espago-temporais),
ternos HQ); =0 para todo i € x.

~ Além do estado de vacuo, conhecemos explicitamente todos os estados fun-
damentais do pré-cofeixe CW:

Proposigao 74 Os estados fundamentais de (R, o, %) sdo ezatamente 0s sequintes

4 ()

g€ LV, w, (W (f)) = @fo)=2li 5 = i
51 2wy oz

E as representagdes fundamentais de (R, a,%) séo dadas pela contrugiao GNS
(mq, Hqy 82,) para o par (A, w,), parae cada g € LV.

Para analisarmos a estrutura de superselecio da teoria, definimos os chama-
dos automorfismos carregados:

Definigao 756 0 auto;r‘moﬁsmo de U transportando uma carga global g € LV é
definido por®

Yo : B+, R(W(F)) = e RIW(f) (8.10)

onde

fesE)—h= [ 21

51 2w =z

Portanto, temos que os estados fundamentais de (R, «, %) e as representagies
fundamentais sao determinados a partir do estado de vacuo pelos automorfismos
%4, de acordo com

Wg =W oY, (8.11)

Ho=H , mg=moy,

3F facil checar que essas aplica¢des lineares sio realmente automorfismos de 2, i.e. que
satisfazem as seguintes propriedades:

1q(l) =1
Tq(W™) = g(W)* , YW W, Wa €, ¥V eC

Yg (EW + Wa) = (g (W) + 4 (W)
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Como resultado das proposigges acima, o pré-cofeixe CW possui um nfimero
inumer4vel (continuo} de setores de superselegio, pois o operador de carga Qg
possui na representagao (wq,H,) espectro

Spect (Qq) = {q}

Modelos quirais com apenas um nimero discreto (ou finito) de setores de
superselecao sdo dados pelas eztensdes locais do pré-cofeize CW, definidos na
proxima se¢do. Antes, definimos a chamada representagao universal do pré-
cofeixe CW, que coleta todas as representagoes fundamentais de energia positiva
do mesmo.

8.1.1 Representacao Universal

A representagdo universal (%,H,U) do pré-cofeixe CW (R,c, ) & dada pela
soma, direta (com multiplicidade unitaria) de todas as representagdes fundamen-
tais de energia positiva de (R, o, %):

Definigdo 76 {Representagio Universal)

ﬁ = @qeLV Hy = {‘15 = (‘i’q)qesz ¢q € H, ¢ #0}
() :ﬁxﬁ‘“*c (9, 9) :quLv<¢‘qupq)o {8.12)

=B (ﬁ) » T (Decrvdy) = Ogervmy (¢q)

Rot—U():H-H, (U, = Uo(t)dq (8.13)

(7, H, ﬁ) & uma representacio flel(!) e o operador de carga dessa represen-
tagdo é dado por

Q = —i Vaid (W (\),2p = @eerv@n,

Representacio de Energia Positiva Localmente Gerada
por Campos

Uma representacao de energia positiva (wr, H, V) de (%, o) & dita
ser localmente gerada por campos quando existe uma familia irre-
dutivel de algebras de von Neumann

I51 - F(I)CBH)

tal que:
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i) A familia {F (I); I € T} é local
FOHcr((IM) ,VIcT
ii) Cada F(I) contém os observaveis localizados em I, i.e
(A1) < F(I)

itt) Existe uma a¢ao unitaria fortemente continua do grupo das
rotagdes (definicao 7.15)

UoR:R—U(H)

gerada por um operador positivo positive H afiliado & algebra de
observaveis e tendo o zero como auto-valor simples (cujo auto-vetor
correspondente £ é o estado de vdcuo)

U(R®) =%  VocR
que implementa a a¢do covariante das rotagoes
m(e:(A)) = eFin(A)e ™ Ve R VAed
Além disso, vale a seguinte condi¢io de continuidade:
VI, C I 3e >0 ) e FEF(I))e 7 ¢ F(Iy) Vi€ (~¢,8)

iv) O vetor de vacuo §t & ciclico e separante para as algebras de
campo locais.

v) O operador de carga @, tem espectro discreto.
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Teorema 77 Qualguer representacio de energia positive (r,H,U) de (R, o, )
localmente gerada por campos com espectro de cargas Sg C LV € unitariamente

equivalente & uma subrepresentagio de (fr,’ﬁ, [7), a saber: 71| @ges, Hy.

8.2 Extensoes Locais do Pré-cofeixe CW

E possivel aumentar de certa forma as &lgebras locais do pre-
cofeixe CW mantendo a localidade. Um tal procedimento nos pro-
porciona uma classe de modelos possuindo um namero de setores de
superselecdo finito, em distingdo ao cado do pré-cofeixe CW que tem
um nimero nao enumeravel de setores de superselecao.

Definigao 78 {Extensao Local) Uma estensio local do pré-cofeize CW é uma

teoria quiral local (Rp,ar,AUr) satisfazendo:

i) Bxtensdo das Algebras Locais.

RN CRL{I) ,VIeZ



84 CHAPTER 8. PRE-COFEIXE CW

ti) Fatensdo das Translagdes Temporais
ar(g)lu = alg) , Vg € Mob
tii) Reducdo do Centro
#Z{AL) <

A extensdo (Rp, ar, %) € dita mazimal quando para qualquer outre exten-
séo local {Rf’,af’,ﬂf‘} do pré-cofeize CW temos

ReDNOReN)=>Re (D) =R (I) ,¥VIeT

Necessariamente, as extensdes maximais devem satisfazer a du-
alidade causal, pois no caso contrario sua rede dual (equacdo 2.6)
seria uma extensao local nao-trivial.

As extensoes locais do pré-cofeixe CW serao construidas pela in-
corporagao de campos locais A Algebra de observiveis. Entretanto,
os campos locais estdo definidos no recobrimento universal de §;*
portanto, para definir tais extensoes locais, a familia de campos que
devera ser incorporada A ilgebra de observiveis deve ser escolhida
adequadamente para que esta possa ser definida diretamente sobre
S! e também ser local. Na construgio destas extensdes locais, recor-
remos A representacdo universal

O primeiro passo para a construgio das extensdes locais € dado
pela definicdo dos operadores carregados que implementam os auto-
morfismos carregados de 2L

Definigao 79 (Operadores Carregados) Definimos o operador carregado com
carga q1 € LV por

To i H=H, (Tad)e=$g-e VgV (8.14)
Facilmente verificamos as seguintes propriedades
Y = adl';}
Fmrqz = rq1+q: H VQI: gz € V: VieR (815)
adU (§)T,, = Tq,

O segundo passo para a construgio de campos locais ¢ dado pela
definigao de distribuicio de cargas:

‘Em teorias guinticas locais, 0s campos carregados locais estdo definidos sobre o reco-
brimeno universal do espago-tempo e se transformam sob agdo do recobrimento universal do
grupo de isometrias deste espago-tempo. Para teorias sobre o espago de Minkowski quadridi-
mentional a sitagdo ¢ simples porque este espago & simplesmente conexo e o recobrimento de
grupo de Poincaré tem grau-2 {0 que distingue campos bosdnicos e fermidnicos, conforme se
transformem trivialmente ou ndo sob acde do centro deste recobrimento). No caso de teorias
conformes a situagio & mais complicada, porque a compactificagdo do espago-tempo néo é
simplesmente conexa e seu recobrimento universal tem grau infinito [123, sections IIT and IV].
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Definigio 80 (Distribuigao de Cargas) Uma distribuicdo de cargas em S
é uma fun¢doe de classe-C®
Py St — Ve
tal que
zp(z) eV ,VzeS!

Nesse caso, definimos o funcional
PLLV SR L pl)= [ 32005 (2) (8.16)

Naturalmente, Dif f (S') age no espago das distribuiges de car-
gas pela acao dual de o

P (@00 e) = o) e epifr (e sam

donde
@) p)fl=pla(g™") f] . ¥f €LV, Vge Diff (S

Correspondente & uma distribui¢io de cargas, definimos os auto-
morfismos locais:

Definigao 81 (Automorfismo Local) O automorfisme local definido pele dis-
tribuigdo de cargas p € o autornorfisme continuo de ™

Yo U A
(unicamente) definide por
1 (W ()= eUlW (f) ,¥felV

TFacilmente, vemos que os automorfismos locals satisfazem a pro-
priedade de composicio®

Yoy Yoz = Yor1+p2

e sao0 locais no sentido de que

f e LV, supp(f) Nsupp(p) =B = 1, (W (f)) = W ()

(s campos carregados Jocals serdo operadores que implementam
os autormor fismos carregados 7,, precisamente:

5Pelo fato de que vale
plfi + el = plfa) +olfe] Vi1 f2 € LV
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Definigao 82 (Campo Local) Um campo transportador de carga ¢ € LV lo-
calizado em I € T ¢ um operador v : H — H satisfazendo as seguintes pro-
priedades:

Y€ H,
[, ()] =0 ,f €S (8Y, supp(f) C I (8.18)

de’J; =%
Tais campos locais podem ser construidos canonicamente.
Proposigio 83 (Construgdo de Campos Locais) Seja p uma distribuigéo

de cargas em S e g =py = [ 25 p(2).
Seja p: St —+ R satisfazendo

i@ =ilp -]

z
Se definimos
Yo =W (BT, (8.19)

Entdo, temos que v, € um campo com carga q localizado em supp (p), con-
Jorme equagio (8.18).

Observamos que uma fungao real p realmente existe e de fato é
dada por

plE) =i 3 pen—+1(p) (8.20)
reZ\{0}

onde [ (p) &€ uma constante e

plz) = ZP-—nZ"_l y fo=4¢

é a expansao em série de Taylor da distribuicao de cargas p.
Notamos também que para f € LV vale®

Yoip = W (f) (8.21)

8Com efeito, —if’ : S! — V¢ ¢ de classe-C® e satisfaz
—izf' (z}e V , Vze 8!

Além disso,
i _ dz it .
(-if) 1 = [ (i () =0

i) =i[-ir ) - 2]

ou seja, podemos considerar f = (—::_F’-), na notagao da definicio {§.20).
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Ha certa arbitrariedade no campo local definido pela proposigio
acima dada pela constante de integragio ! (p), além daquela oriunda
da multiplicagao por fases. Esta arbitrariedade nos permite ajustar
as relagoes de comutagao entre os campos locais de modo a obter-
mos familias de campos mutuamente locais, ou seja, que também
comutem entre si quando localizados em regides disjuntas.

Facilmente calculamos as relagoes de comutagao entre dois cam-
pos locais ¥,, e 1,,, obtendo

Yoo = Z (p1) P2) Ypites
onde (a segunda igualdade abaixo segue-se de um calculo direto)
Z(p1,p2) = W (p1) 7-0a W (B2) W (o1 + p2)

= 0ot xp (2 (o) = i o)

Como vemos, tais relagdes de comutagio dependem crucialmente
das constantes I (p;) e I {p») e também das cargas ¢; e g;. Entao nos
perguntamos sobre como escolher tais constantes e cargas de modo
a obter campos relativamente locais, ou seja, que tenhamos

Z (p1yp2) Z (p2,p1)" = exp(—A(p1, p2) — i [ml (p2) — @l (p1)]) =1

sempre que supp (p1) N supp (p2) =@

Tal escolha pode ser feita da maneira seguinte, considerando que
as relagdes de comutagdo ndo sdo modificadas pela multiplicagdo
de elementos centrais da algebra: fixe { € §' e defina, para cada
distribuigio de cargas p com carga total ¢ € LV,

Ie(p) := — fs1 20 (2) Ing 2
¢ (p) == exp (34 f5: 20 (2) Ing 2) (8.22)

e (2) == "';EneZ\{o} P—n% +1¢ (p)

w5 = nc ()W ()T (8.23)
Nesse caso, temos
Wi us, = ed Tyl L, (8.24)
onde

T (ors02) = =A Gr.e) = [ 55 Uarnp () = (g pr (D]
, (8.25)

87
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Em particular, temos

T{op) =
donde

(we)" =5, (8.26)

7T & um invariante topoldégico no sentide de que quando os su--
portes de p; e p2 sdo disjuntos e nio contém ¢, entdo o médulo de T
depende apenas das cargas globais g; e g» e seu sinal depende apenas
das posigoes dos suportes de p; e py em relagao a (, precisamente”:

supp (p1) N supp (p2) = 0
= T{p1,p2) = Him (g1, ) (8.27)
¢ & supp (p1) U supp (p2)

Nesse caso, temos de (8.24)

Uh,wp, = TRl (8.28)

Podemos também determinar a dependéncia dos campos locais
gbf, em relagdo ao ponto { € §'. De fato, para cada distribuicio
de carga p {com carga total ¢ € LV) e para cada par de pontos
(1,$2 € S*\supp(p) temos

e (,l.‘ng)* = a—0im{aq) p2ri{Q.q) (8.29)

onde ¢ € {~1,0,1} depende das posiges de (i e (; em relagao a
supp (p).®

As equagdes 8.24 e 8.27 bem como 8.29 determinam os valores
das cargas globais e os subespagos de H restritos aos quais 0os campos
'gbg independem do ponto { € §!, de modo que formem uma familia
de campos locais. Para enunciar o resultados desses raciocinios na
forma de um teorema, damos primeiro a definigdo de lattice (definida
convenientemente para nossos fins):

Definigdo 84 {Lattice em V') Seja q = (g1,...,qn) C V uma base de V' sat-
isfazendo

(Qz’,fh) = 2N s (Qian) €7 ) VT‘:J = 1:---,N

O lattice em V' definido por q é o subconjunio

N
L(q):= {Zanqn; ez}
n=1

"Em dimensdes superiores, 7 corresponde 3 alternativa Bose-Fermi (77 = 0 ou iw) para
campos. FEm nosso caso, a rica estrutura de 7  deve-se ao fato do grupo de cohomeologia do
espago S* ser nio-trivial.

8De passagem, notamos que oS campos ¢§ podem ser interpretados como segdes locais de
um “fbrado de campos” sobre St.
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A base do lattice dual e 0 priprio lattice dual sdo definidos respectivamente
por

a’ = {q, -} onde {gj,qp) =dx , Vi k=1,...N

L{q)" = L(q")

Todo lattice 7, (q) & um subgrupo aditivo de seu dual: L (q) C
L(q)*; portanto, ests bern definido o grupo quociente L (q)* /L (q)
Tarnbém definimos os vetores

i—1

po=0, pi= ) (gom)a » Vi=2,.,N
k=1

e a seguinte aplicagao

N
prL(Q) =V oq= Y g = pp (@)= Y na (8.30)

i=1 i=1

Teorema 85 {Extensoes locais do pre-cosheaf CW) Todas as extensées lo-
cais do pré-cofeize CW sdo dedas por lattices em V': se L = L(q) CV € um
lattice, a extensdo local associada é definide por

I3 R = *algebra {qbp = @ K-‘L(Q))w(

Haca- } (8.31)

dz
onde 1 supp(p) C T, CEI’,q—/ Z——Ep(z)EL

ar (g) = adU (9) , Us (9) 6y =80, #°(2):= (471) () p (9772)
A dlgebra universal correspondente € dada por
Uy, = *-algebra {W (f)Ty / supp{f) C I, ¢ € L(q)"}

0 estado de vdcuo € dade por (equagdo 8.21)

wo (W (p)) , se [o1 2p(2)=0
(¢p) =

0 , €aso conlrdrio
Nesse caso, o centro de dlgebra Ug
Z(A)={Wlg); k=1, ,N}=L"/L

Portanto, Uy tem tantos setores de superselegio quanto L* [ L tem de elemen-
tos; estes setores sido gerados por campos locais ¢,, definidos por distribuigdes
de carga satisfazendo px {g;) = éx; , Yk, =1,..,N.
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Chapter 9

A Origem Modular do
Grupo de Simetria Dif f (Sl)

! Nos restringiremos a teorias quirais geradas por um campo quiral
primério ¢ (z) agindo no espago de Hilbert H = § (5!} das fungdes
infinitamente diferencidveis sobre §! e covariante sob a represen-
tagao unitaria natural de Dif f (Sl) que extende a agdo do grupo
de Mobius,

U:Diff (ST 2 U(H) , U(g)F(2) = fo(2) = F (g7 (2))

A propriedade“primaria”de ¢ (z) significa que este se transforma
covariantemente sob a agio do grupo conforme [11]

h
U866 = (£) et (62

onde h >> 0 & a dimensio de escala do campo ¢ (z).
Nés assumimos que as algebras locais do pré-cofeixe quiral sao
dadas por

RI)={dlg); geSIN} ={8(f); fesS}" , VIeJ(Ig )

A definicdo significa que as 4lgebras locais séo geradas pelas pro-
jegdes espectrais dos polinémios de campos espalhados por fungdes
teste. Situagdbes concretas em que essas hipoteses sdo validas sdo
dadas pelo pré-cofeixe CW e suas extensdes locais, mas acreditamos
que nossas deducdes sao validas em contextos mais gerais - de acordo
com o teorema (50).

1Este capitulo & baseado em nosso artigo [?].

9
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Essa segdo consiste em apresentar e provar nas condigdes acima
definidas, o seguinte teorema:

Teorema 86 O grupo de simetria Dif f (S') tem origem modular, i.e

. 1 .
U(Diff(SY) C grupo gerado por U {AEER(I),@) it € R} (9.4)
IeT
wER.4

Nos casos satisfazendo nossas hipdteses, este teorema generaliza o
fato de que nas teorias quirais a agdo do grupo de Mdbius tem origem
modular - o andlogo em teorias quirais do fato em teorias quanticas
locais satisfazendo covaridncia madular de que a acio covariante do

grupo de Poincaré tem origem modular, no sentido dos teoremas
(55) e (57). Precisamente:

Proposigao 87 (Origem Modular da Simetria Quiral) Sejs (R,U) uma
teoria quiral com estado de vdcuo w.
Entao, o acdo covariante de Mob possui origem modular,

U (Mob) — grupo {A%m,w; Tel, te R} (9.5)

Em particular, os geradores do grupo de Mdbius Lo, L_, Ly, tém origem
modular.

Ha provas desse teorema semelhantes Aquelas dadas para o caso
de simetria de Poincaré em teorias quanticas locais (teorema 55) [82,
Lemma 1.1, Theorem 1.2}.

Como Diff (S!) & gerado pela algebra de Witt (equagdo 7.9)
cuja extensdo central & a Algebra de Virasoro (equagdo 7.7), que
por sua vez & gerada algebricamente por {Ly, Iy + L_q, Ly + L_5}
(relagdes 7.11), teremos provado o teorema se provarmos que estes
operadores de Virasoro tém origem modular. Como pelo teorema
(9.5) temos que Lg e L_1+L, tém origem modular, basta provarmos
que L3 -+ Lz também tem origem modular.

A Origem Modular de Ly+L_,

Para provar que Ly + L_5 tem origem modular, vamos construir
um estado we sobre a Algebra universal U localmente normal e con-
siderar um intervalo I, € 7 tais que o gerador infinitesimal do grupo
modular de uma algebra padrdo (R ([3),ws) coincide com Lo+ L_s.
Nossa estratégia serd reduzir o problema & propriedade de covarian-
cia modular do setor de vacuo. Para tal, utilizaremos a descrigio
nao-compacta da teoria quiral (7.19): o pré-cofeixe de &lgebras de
observaveis locais sobre R & dado por

R (a,b) =R (C™} (a,b)) ,Va<b
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e a agao covariante de Dif f (S*) em R ¢ dada por
9(z) =CgC™' (z) ,VzeR, Yge Diff (SY)

Defini¢do da Dilatagao Dy

Considere o difeomorfismo?

£:(0,1) = (0,00), &(z) =:1—39;—2

cuja fungao inversa é dada por

£ (0,00) = (0,1), £ () :__\Wl“l:_%Jr /1+Ii2

x

Agora, para cada A > 0 definimos a dilatagio Da (A)

Da(N):(0,1) = (0,1), Da(N) := €10 D(A) o

Pela formula (7.15) para a dilata¢go D, temos fa seguinte férmula
para Do

1 1 \?
(0,1) 3z = Dy (/\):L' = _Xéu(-m_) +4/1+ (m) (96)

Claramente, [J & um difeomorfismo do intervalo (0, 1).

Construcio do estado

O estado de vicuo pode ser expresso em termos de fungdes de

correlacao
w ($(z1)--$(@m)) = (¢(21)--$(Zm)) (9.7)
cuja invariancia sob a¢do do grupo de Mobius & equivalente & seguinte
equacao’ .
($(21)--8(om)) = o' (@1) g (@m)]" (B(g(21))--8(3 (m))} s g E(MO)b
9.8

?Na descrigio compacta

g:{reshoca{n)<n/2l 5 {z €8, 00T {(2) < n}

Z—)'Zz

3Utilizamos o sinal ¢ ' > para indicar a derivada de uma funcio com respeito 4 varidvel
xR, ie.

J(e0)= —o| Vo€ Diff(R)

r=zg
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Usando a néo invariancia do estado de vacuo sob agio de Dy()) (j&
que esta nao pertence ao grupo de Mobius), nés definimos a seguinte
sequéncia A-dependente de fungdes de correlagio (que definem uma
sequéncia de estados normais sobre R)*

oa(@1, s Zm) = [Da(A) (21)]" - [Da (V) (2m)]” (B(D2(A) (1)) .6 (D2(N) ()

A seguintes férmulas para for D2(A) e Dy () sdo convenientes para
tomarmos o limite A — oo:

1 T f 2
Da(s = 1= 4 g2y, py0ye = EEE@ i ey e 0,
(9.9)
onde o densenvolvimento em série de Taylor em torno do ponto zo =
1 da raiz quadrada na definicio (9.6} de D3 (A) nos d4
1 1

:EW+O(A‘4) o () = - @) +O (M), VA> 0,V e (0,1)

¢ (z)°

7 (A, z)
(9.10)

Temos que 7 (A, x) e n' (A, z) sdo fun¢bes suaves em z para A fixado
e de ordem A~? para z fixado; em particular, satisfazem

im Ap(A,z) =0, lim A'(\z)=0,Vze(0,1) (9.11)
A—=o0 A—=oo

Agora, podemos re-escrever py:

h

WAz, Tn) = [M‘M +n’(/\,$1)§’(:c1)] X

% <¢ (1 — 1—/%(\—{11 +n()\,$1)) >

Usando invariancia translacional do estado de vacuo, temos

mh
or(n ) = (3] EEEE) + W Ou)E ] - x
< (o (51170 + M) . )

Usando invariincia de escala do vacuo, temos

oalL, oy Trm) = [Ef(xl)/fz(l’l) + )\ﬂ'(/\zml)fj(fﬂl)]h e X
x {¢[=1/&(z1) + An(A, 21)] )

4Lembramos que

D2 (3 70 = D2 ()

z=zg
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Tomando o limite A — oo, considerando as equagées (9.11), temos

s (@1 Tm) = [€(21) /€ (20)]" . [ @m) €3 (@)} %
X (B1(~1/8(@1))¢ (~1/E(zm)])
h
~ =y A I N
@], @
X ($(=1/£(@1)) - (~1/E(Tm)))

Finalmente, a invariancia de M&bius do estado de vicuo implica
{lembramos que £ — —1/z pertence ao grupo de Mbius®)

Jm (21, Tm) = [(—1/5)’|(m1) (~1/§)’!(m]hgzh(ml)...gzh(zm)x
x {¢ (£(21))..8 (§(zm)))

Simplificando, nés chegamos a uma expressio analoga & egquagio
(9.8), que define uma nova familia de fungdes de correlagio

(@ (E(@0)-- (E(@n))g 1= lim 9r(o1, s 2m) = [€/(02)--8 (@m)]" (B (E(21))-- (E(@n)))
(9.12)

Definigao 88 Nds chamamos de wy o funcional lineer sobre R(0,1) definido
pelas funcdes de correlagde acima.

Os valores espedados (-), do dos campos no estado wy espalhados
por fungdes teste com suporie em (0, 1) poderm ser escritos em termos
dos valoes esperados (-) dos campos em no estado de vacuo. De fato,
para fungdes fi, ..., fm € §({(0,1)) temos

SA transformac¢ao em R

corresponde 4 rotagio R (x) em S!
R(‘JT):(E (1i)->R(1r)z:-—_:—z

via transformagio de Cayley, que satisfaz

C(—z)=— , ¥z e8!

conforme pode ser visto diretamente das defiingdes (7.15) e (7.19).
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(BN (fa)))2 = fy - o 1 (@1) o Fon (2m) (B (£2)) b (1)), divy .l

=Jo o Jo 1(80) o fom (@) [€@1) € (@)™ (B (6(21)) o0 $(E (21m))) ity ..z

=Jo - Jp FL (@) €(20)" o fon () € (2) " (9 (E(21)) - (E(m)) dity .z

= fo o T A (6 @) €T @)Y o (€7 (2m)) (€Y (2)) ™ (B(21) () €

Onde para conseguir a tltima igualdade nés realizamos a mundanga
de varidveis z — £~ (z) e a identidade

EET @) (E) (@)= (o6 () =1

Se definimos as fungoes

Folz) = F{€7H () €06 () (9.13)

obtemos a férmula simples

(B ()-8 (Um))z = (S5 0(f5)) (9.14)

que faz sentido devido ao lema seguinte:

Lema 89 A fungdo
So{0,1) 3 f(z) = f{y) = F (€M) €6 ()" € Sy (0, 0)

€ um homeomorfismo com respeito G topologia uniforme, sendo Sp (0,1) e Sp (0, o0)
0s espagos de Schwarz das fungdes teste com suporte compacto no intervalo (0,1)
e (0, 00), respectivamente

A correspondente funcdo inversa € dada por

S0 (0,00) 3 g (y) = g () = LN ¢ 5 (0,1)

@)
Prova. Como £ : (0,1) — (0,00) € um difeomnorfismo de classe C° cuja
derivada € dade por
2{1+3?)

f"(m) = m s Yz e (0, 1)

Por indugdo, temos que as derivades de £ sdo da forma

(n) ry _ Pn(2)
é- (ﬂ:} - In (.’B)

Portanto, para toda fungdo f € So(0,1) temos que f& é de classe 0 e tem
suporte compacto em (0,00), donde f¢ € Sp(0,00). m

onde pn (%) e gn(z) sdo polindmios
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Usando a formula (9.14}, nés somos capazes de provar propriedades
do estado ws a partir de propriedades do estade de vicuo w.

Proposigio 90 wy ¢ um estado fiel e positivo sobre R(0,1) que ¢ invariante
sob acdo de D3(A) para todo X € R.

Prova. A normalidade local segue-se diretamente da construgio das funcées
de correlagdo de wy como limites das fungées de correlagdo de estados normais.
A positividade de wy € equivalente & seguinte proposicdo [132, Theorem 3-3J:
para qualquer sequéncia de fungdes teste {fi}jeN de fungdes teste fi(zy,...,z;)
definidas em 1, ...,z; € (0,1) tendo apenas um nimero finito de fungdes ndo
identicamente nulas, vale as desigualdades

) 1 1
0< Z fo fo dry..dzjdy; . dy [ (1, oy 75) fr(yr, ooy yk) {(B(z5)...dlz1)d(y) . dlyx))y

k,j=0

Entio, nds definimos para cada funcdo f € S (0, 1) uma funcio (em analogia
com o lema anterior)

Flenynzn) = fimn e zs) = €€ @))€ () U A€ (21), oy 62 (a5))

Donde podemos rescrever a soma acima por

o 1 1
Z f f dzl...dxjdyl...dykfj(xl,...,:z:j)fk(yl,...,yk) X
0 0

k,j=0

X (p(z5) . Bz1) Bya) - Slur)),

= 1 1
f f d:l:l...d.‘ltjdyl...dykfj(:ltl,...,Ij)fk(yl,...,yk) X
3 0 0

2.

k,i—=0

X [€'¢@1). € ()] (S(E () d(E(x 1)) (€ (1)) B ((€ (i)
:kéofgm fom dzy..dzzdys..dye (€71) (20)e (671 (25) (67Y) (W) (671 (wn) x
X fi (€7 m), )€ ), ) [E1(E =) (e (yk))]h (B(z;)--d(z1)d(y1)...d(ye)}
mk;:ofom fom dr1...dzdyydys f5(67 (1), ) fe (67 ), ) X
x (€67 @))€ (€ w))] " (Bl5). bl )b (un)-Bue))

k=070 0

Portanto, a positividade do estado de vdcuo implica ne positividade e w,.
Também pela formula acima, a fidelidade de wy em R(0,1) seque-se da fi-
delidade do estado de vicuo em R(D,00).
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Para checar o invartdncia de wy sob agdo de Dy (A}, notamos gue

£(D2(A)z) = X(=)

Portanto,

(#(D2(N)z1)..8(Dz (Nzn)), = [€ (D2(N)a1) & (D2(Nzn)]" (S(AE(21))..0(AE (2m)))

[ A () AL (7,) o ) )
H{Dz(A)’(ml)"‘Dz(A)’(zn) ATHD(E (1)) 08 (2n)))

= [D2(A) (21 Da (A ()] " ($(z1) - 0(20)),
Isso smplica na inveridncic de wy sob agdo de Da (A). m

Dos célculos da prova, vemos que as fungdes de correlagio (...},
sdo transformadas pelas dilatagbes Dy (A) em analogia com (9.8)

(8(1)-b(@m))y = [D2(N) (2)-.D2(N) (2)}" (é(Dz()\)(El))---(ﬁ(J(Dz(A))(xm)))z
: 9.15

Como wso & um estado normal, existe um Gnico vetor {23 no cone
natural Po da &lgebra de von Neumann padrac (R(0,1),}) repre-
sentando wsy:

Como we & fiel em R(0,1), temos que (3 é ciclico e separante
para esta algebra. Com este vetor, pela férmula acima, podemos
extender w, a um estado localmente normal da dlgebra universal

2% = R(R) = R(SH).

0 grupo modular de (R (0,1),wa)

Como w; ¢ fiel em R (0,1) e invariante sob adU (D3 (1)), para
provar que o grupe modular de (R (0,1),ws) é AY = Dy (t) basta
verificar a condicio KMS para 8 = 1, ou seja: VA, B ¢ R(0,1), a
agao

R3¢t ws(adl (D (1)) (A)B)eR
tem continuacgio analitica em si (0, 1) e satisfaz a condigio de bordo

wa (adU (D (¢ +1)) (4) B) = wy (BadlU (D3 (1)} (4)) , Vi€ R
(9.17)
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Naturalmente, a condi¢io KMS para adU (D (t)) com respeito
a (R(0,1),wsz) segue-se da condigdo KMS para adl (D (¢ )) com re
speito a (R (0,00) ,w), como nés iremos mostrar no que se segue.

Sejam f, fi € S(0,1) um fungdes teste; da identidade (9.14),
temos o valor esperado

(@dl (D2 (8)) (#41)) -6 (1)) = (& (o) 6 (1)), = (& ((2a)) 4 (1))

Definindo a fungao modificada

£(Dy () )\
“ee)

(0,1)3 2z — f.(z) 1:f($)( & (x

nés temos

B =f (et @) e e o)

"(Da(t)os™?t o R—1
) (f ( . ((? fy))(y”) ¢ (e (v)

N G CIO) A
! (y)( & ()

h-1
(£8) pygy (0) = £¢ (D (t) ly) (E’ (;1(5;(%}1)1 y)))
=f(e (P )€ (e )"
=f (Dg (B e )€ (e (y))’h—1
= (fpai0)* (9)
Portanto,

(adU (D5 () (& (¢( D(t ())
= (a(n( )6 ()

Da condigdo KMS para adU (D; (t)) com respeito a (R (0,00),w)
nés reconhecemos que a fungdo acima tem uma continuagdo analitica
para st (0, 1} satisfazendo a seguinte condi¢ao de bordo

(adl (D2 (¢ +1) (¢ (1)) 6 (7)), = (adl (D (t+)) (¢ (£5)) 0 (£F))

= (4(#£) aav (D (@) (2 (£9)))
= {¢(f1}.adU (D2 (£)) (6 (/M)

5Note que os calculos que se seguem devem ser entendidos como concernindo a fungdes
limitadas dos campos espalhados.
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Portanto, vale a condigio KMS para adl (D; (£)) com respeito a
(R(0,1),w;) para 8 = 1. Como dito acima, disso concluimos que
adlU (D; (t}) é o grupo modular para (R (0,1),w2), ge.d.

Nota Sobre Extensdes Fiéis de w; para Algebras de Regides
Desconexas de §!

A extensdo de wp dada pela equagdo (9.16) nio é necessariamente
fiel sobre algebras locais diferentes de R (0,1), mas se recorremos
& propriedade cisdo (definicdo 20) isso pode ser conseguido para
algebras localizadas em regides desconexas em R, do tipo (0, 1)U(a, b)
coml < a<b<0(ie, (0,1) e (eb) sdo intervalos de R cujos
fechos sdo disjuntos). Nesse caso, assumindo que a teoria satisfaz
a propriedade cisdo (como acorre no caso do pré-cofeixe CW e suas

extensdes locais (77}), temos
R0, 1)U (a,b)) :=R (0,1} VR {a,b) ~R(0,1) ® R (a, b}

e, portanto, todo estado fiel ¢ sobre R (a,b) define um estado fiel
w§ sobre R ((0,1) U (e, b)), que extende w- para essa algebra:

wf (AB) = ws (A) 9 (B) , VAC R(0,1), VB € R (a,b)

Assumindo que ¢ & um estado normal, podemos usar o vetor,
chamemos de {1, representante de w¥ no cone natural Pq da dlgebra
de von Neumann padrio (R ({0,1) U {e,b}), ) para extender esse
estado sobre a algebra universal 2

wy (4) = (QF1A|QF) , VA e

conseguindo que ws tenha uma extensao localmente normal para 2
e fiel sobre R ((0, 1)U (a, d)).

Observagao 91 A tese de que o grupo de simetria Dif f (S') tem origem mod-
ular foi originalmente proposta por Schroer-Wiesbrock em [125] Eles imagi-
navam gue para provar essa tese era mecessdrio recorrer 4 estrutura moduler de
dlgebras de observdveis localizades em regides desconezas de S! com respeito
a estados diferentes do vdcue. Como wimos acima, embore nos tenha sido
necessdrio recorrer a estados diferentes do vdcuo, nao € necessdrio considerar
dlgebras localizadas em regides desconexas de 8! para provar e que o grupe de
simetria Dif f (S'} tem origem modular.

De qualguer modo, o procedimente acime (vigbilizado pela propriedade de
cisdo) mostra que também € possivel considerer a estrutura modular de dlgebras
localizadas em regides desconezas de S' com respeito a estados diferenies do
vdcuo {o que exige fidelidade). Fard em [66] também utiliza esse procedimento
para corrigir a suposicdo de Schroer- Wiesbrock em [125] de que certa extensdo
do estade ws era fiel sobre certa dlgebra de observdveis multi-localizada, € para
exibir explicitamente o grupo modular dessas situagdes.



Chapter 10

Setores de Superselecao em
Teorias Quirais

Agora consideraremos a determinacio dos setores de superselecao
das teorias quirais, do pré-cofeixe CW e de suas extensdes locais de
acordo com as abordagens de Kawaigashi-Longo-Muger e Wiesbrock,
conforme explicadas na segdo 6.2. Aquisdo utilizados conceitos basi-
cos da teoria das inclusdes de dlgebras de von Neumann, conforme
apresentado em [103] e nas referéncias citadas.

10.1 Algebras de Multi-Intervalos em Teorias Quirais

Conforme mecionamos anteriormente, Kawaigashi-Longo-Miiger
em [98] estudam a estrutura de superselegdo de uma classe de teorias
quanticas locais sobre R satisfazendo certas exigéncias adicionais
{(por eles chamadas de redes completamente racionais), mostrando
que todos os setores de supersele¢do podem ser obtidos a partir de
dados locais. Para aplicar tal anilise ao caso de uma teoria quiral
local (A, o, ) sobre $1, basta exigir que esta satisfaca as seguintes
propriedades':

r1) Aditividade Forte
AN{p}) = A(l) ,Vpel,VIel
r2) Propriedade de Cisdo

VI, I, € Z, 3 (fator tipo [) N/ A(L)) CN C A(L)

! Qutras duas exigéncias colocadas por KEM sio a dualidade de Hoag e a propriedade de que
o0s operadores modulares para semi-intervalos atuem como uma simetria PCT ; ambos validos
automaticamente no case de teorias quirais devido A propriedade de covaridncia modular.

101



102CHAPTER 10. SETORES DE SUPERSELEGAQO EM TEORIAS QUIRAIS

r3) Finitude do indice
[;i‘(E) : A(E)] <o ,VEET,

Nesse caso, o algoritmo de Kawaigashi-Longo-Miiger para deter-
minar os setores de superselegio a partir de uma incluséo A (E) C

A (E), E € Iy pode ser resumido como segue.

Algoritmo 92 (KLM) Fize E=1 UL, € T,.

Seja v E(E) —+ A(E) o endomorfismo canénico® e defina \g 1= Ye|am) €
Aut (A{E)).

Prove-se que Ag pode ser extendido a um endomorfismo A € End () local-
izado em E e transporidvel satisfazendo

AlAU)ZT.d,VIEI, ICE’

d(X) =d(\g) = [E(E) . A(E)

Fntao, para cada par de endomorfismos p1, pa € End () localizados respec-
tivamente nos intervalos I e Iy, vale

pipalam < e S =01

e, além disso, pela propriedade cisdo, o produto p1ps| a(m) pode ser identificado
com o produto tensorial py @ p2 que age sobre A(I1) ® A(L).

A partir disso, obtém-se uma identificacdo da inclusdo A(E) C A(E) com
uma inclusdo Longo-Rehren, e também do pré-cofeize de dlgebras locais com
uma rede Longo-Rehren. Enfim, tem-se o leoremo que determina os setores de
superselecao da teoria:

Teorema 93 Seja {{p:]}, o sistema de todos os setores de A com dimensdo
finita, dado por representantes p; € Ent () tais que p; € localizado em I} e seu
conjugado §; € localizado em I;. Entao

Mg = €D pidil acs) (10.1)

Além disso, qualquer setor de superselecio € dado por uma soma direta de
setores com dimensdo finita.

2

Dada uma inclusdo de dlgebras de von Neumarnn Ri1 C R2 agindo num
espago de Hilbert H e tendo um mesmo velor ciclico e separante ) € H, o
endomorfismo candnico associado € o endomorfismo definido por

v =adJiadJz : Ry =+ R

onde J, e Ja sdo as conjugacdes modulares de (R1,9) e (Rz,81), respectiva-
mente.
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O algoritmo de Kawahigashi-Longo-Miiger mostra que, nas teo-
r1as completamente racionais, os setores de superselecio tém origem
modular, visto que o préprio endomorfismo candnico para uma in-
clusdo de algebras de von Neumann padrio é um objeto modular.

10.1.1 O Caso do Pré-cofeixe CW e suas Extensoes Locais

Nesta se¢io especializamos as consideragdes acima para o caso
do pré-cofeixe CW.

Conforme comentamos na segdo 6.2.2, as inclusdes de algebras
R (E) C R(E) para regioes causalmente desconexas E contém infor-
magoes sobre a estrutura de superselegio da teoria. Para analisarmos
tais inclusGes, é conveniente utilizarmos a seguinte terminologia

n
n e M {0}, & = {E: UL L ez, ijE:@w;ekzl,...,n}

k=1

; { So (B) :={f € (LV), / supp(f) C E}
EeE, ~
S(B) = {1 € (LV), [ supp(F') C F}

Trivialmente
SH(E)CS(E) ,YEe&,
e pela localidade do pré-cofeixe
S{l)y=8(I) ,¥Ie’
Teorema 94 ([130, Theorem 4.4.11) Seja £ = I, Ul € &. Vale

{RW)%WUMfE&WW’
,VEe &,

RE(E)={W(f); feS(E)}Y

Além disso,

R(E) =R*(E") , R(E)=R*(EY

Para o caso das extensfes locais do pré-cofeixe CW, definimos
para cada lattice L C V e cada [ U I € Ty,

S (hub):={feS(ILuly) [/ flz2)— fla) € 2nL}
Corolario 95 ([130, Korollar 4.5.1]} Seja L C V um lattice. Vale

Ry (UL =Rp- (UL) ,YLUDL, LUli=(LUL) €T,
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O endomorfisme canénico da inclusio Ry, (I, U LYCRI(LUDL)

Tendo em vista a abordagem KLM, temos interesse em conhecer
o endormorfismo canénico vy, 1, : R4 (LU L) = R([, UL), que
pode ser dado pela férmula

Y52 = JL(uny L (nun)

onde J (1,u1,) € Ji- (1,ur,) 530 as conjugagdes modulares de (Rp (L UL),wL)
e (Rp- ({1 U L) ,wr-), respectivamente,
Para o caso em que

I ={e; 6 € (0,7/2)}
I = {*; 6 € (m,37/2)}
Iy = {em; e (r/2,x)}
I = {*; 8 € (3r/2,2m)}

nossa proposta para a conjugagio modular de (Ry (I; U L), wy) é

a seguinte?
Jrnun t Re (LU L) - Rp- (I3 U L)
¢_D = ei”(QnL‘L(‘«T)):{bp — JL,I]_UI; (¢p) = gir(QrL‘L‘DJ—‘L(Q))d)pDr
iy M ayee
onde

r8 o8 r(2) =12

A partir dai, o algoritmo KLM pode ser desenvolvido explicita-
mente, e deveremos reobter os resultados da teoria dos setores de
supersele¢ao apresentada anteriormente. Nos satisfazemas em ape-
nas indicar esse programa sem contudo desenvolvé-lo, pois isso ja
corrobora nossa tese da origem modular dos setores de superselegio.

10.2 Cociclos Localizados em Teorias Quirais

Como discutido na secae 6.2.1, os cociclos-de-Connes associados
a endomorfismos localizados agem como transportadores de carga.
A anilise de Wiesbrock para determinar os setores de superselegio
das teorias quirais mostra que o conhecimento de tais cociclos &
suficiente para se recuperar os endomorfismos localizados.

3Lembramos que a definigho dos campos ¢p em 831 ndo dependem do ponto { €
S\ (I1 U I2) escolhido!
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Nesta segdo, (R, U, #H,2) & a representagao de vacuo de um pré-
cofeixe quiral local fortemente aditivo, i.e.
R =R(I\{p}) ,¥peS,VIieI

sendo w = (£,-Q) o estado de vacuo. Definimos a C*-subdlgebra
quase-local em [ pelo limite-indutivo-C* das suas sub4lgebras:

R(Dp= |J R
JeI, JCI
Para todo [ € I e todo estado fiel ¢ € R (I), danotamos por
Oe.r(1) O grupo modular do par padrdo (R (1), ).

Construgao do Endomorfismo Localizado

Proposigio 96 ({144, Theorem 2 Corollary 3]) Seja u : R = U (H) um
coctclo modular locelizado em I € T com respeito ao estado de vdcuo. Fntdo,
os seguintes limite sao bem definidos em End (R (I),,.)

P2 = lim adug|lr(yy, = Hm adui|ry,  (convergéncia uniforme)
t—o00 I toe

Além disso, o ¢ um endomorfismo de RA(I)|ioc que se transfrma covari-
antemente sob agio do grupo modular o

pu (07 (4)) = aduwAYpy (A) , YA ER(])
A estratégia para extender p@ em 2 & usar covariancia
R(J)3 A= pu(A4):=adlU(g)" 0p®o0adl(g)(A) , onde:g€ Mob/gJC I

Para mostrar que p,, 8 um endomorfismo localizado de 2 bem definido
pela formula acima, basta mostrar que ele se transforma covariante-
mente sob acao de certos grupos modulares tais que pela covariincia
modular geram a a¢ao covariente do grupo de Mébius. Por esse cam-
inho e recorrendo s técnica algébricas de [78], Wiesbrock prova os
seguintes teoremas:

loc

Teorema 97 ([144, Theorem 19]) Se u; tem estatistica finita, entdo p3 pode
ser continuedo covariantemente sobre a rede R, definindo um endomorfismo
localizado p,, de 2.

Teorema 98 ([144, theorem 23]} Se R € fortemente aditiva e u, € irredutivel
e temn dimensdo estatistica finita, entdo p pode ser continuado covariantemente
sobre a rede ‘R, definindo um endomorfismo localizado p, de 9.

Problema 99 Usando as definicdes do capitulo 9, calcular o cociclo-de-Connes
do par de estados wy e w com respeito & algedra local R(0,1) e determinar o
endomorfismo localizado que induz o estado wa a partir do estado de vdcuo w.
O problema deve ser resolvide explicitamente pois sdo conhecidos explicitamente
0s grupos modulares de (R (0,1),w) e (R(0,1),ws).
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10.2.1 . O Caso do pré-cofeixe CW e suas Extensoes Locais

A demonstragdo dos teoremas de Wiesbrock no caso dos pre-
cosheaves & consideravelmente mais simples, sendo as condigées definindo
um cociclo medular localizado suficientes para determinar os mesmos
por uma férmula explicita, de acorde com certo anzats que carac-
teriza univocamente os cociclos modulares localizados associados a
automorfismos localizados da algebra universal.

No caso do pré-cofeixe CW, os cociclos modulares localizados
na forma u; = GW (f;) onde ¢, € §' e f, € (LV), sao dados por
[119], [130, Section 5.2]:

u; = Uz (p) = et ol (8 p) (10.2)

onde p & um automorfismo de U localizado e

- d -~ )
So:=a(DW)p—p, dp(z)=ibip(z)
Além disso, u, (p) € o cociclo-de-Connes do par (wy,wp o p), i.e.
uz (p) = [Dwg o p: Duwy),

No caso de uma extensao local do pré-cofeixe CW dada
por um lattice L, temos que o grupo modular correspondente ao par
padrao (wg, Rz {SL)) € dado por (lembrando que basta exibirmos a
acao do grupo modular nos geradores da algebra local) [130, Section
5.3]:

dz '
1%’0(2) € L, supp(p) C S

ot (¢p) = b (Diaye = doue (0) . Yo/ fs

Os cociclos modulares localizados em §1 na forma u, = W (f:)
sao definidos por distribuigtes de carga de acordo com a expressac
10.2, sob a condigao de que se u; = uy(p) entdo a distribuigio de
cargas p deve satisfazer

dz
= JR— Lr
Po /S amP e €
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Chapter 11

Localizacao Modular na
Teoria Quantica Local

A Nogao de Particula

A descrigio de uma particula relativistica foi definida originalmente por
Wigner no artigo [148]: wma particula relativistica corresponde a wma repre-
sentagdo irredutivel do (recobrimento universal do) grupo de Poinceré. Esta
defini¢do & suficiente para descrever particulas isoladas, nesse caso caracteri-
zadas por dois pardmetros apenas: massa e spin (ou helicidade no caso da
massa ser zero) - os valores dos casimires da dlgebra de Poincaré na represen-
tagao irredutivel. Entdo, a descrigio de qualquer cole¢io de particulas livres &
canonicamente obtida via produto tensorial e soma direta de representagdes irre-
dutiveis do grupo de Poincaré, sendo o formalismo do espago de Fock adequado
para o caso de um sistema com nimero indefinido de particulas.

O fendmeno de criagéo e aniquilacido de pares de particulas mostra que estas
nao sao indestrutiveis nem elementares; antes, indica que as particulas podem
ser consideradas como estados ligados de outras. O que permanece invariante
nos processos fisicos nio sdc as espécies de particulas, mas quantidades mensu-
raveis chamadas cargas, as quais relacionamos as simetrias de nosso modelo do
sistema fisico [92, section 1].!

Os fisicos tém proposto varias teorias paradescrever os fenédmenos observados
no reino das particulas elementares, todas baseadas na teoria quintica e na
teoria da relatividade (especial); a fisica quéntica local & uma dessas propostas.

A Nocgdo de Localizagao

15e a idéia de pariicula elementar evanescen por nio podermos admiti-las indestrutiveis,
pode ser 1til considerar a idéia de um ‘conjunto elemeniar de particulas’, definido por duas
propriedades:

i) minimalidade: nenhuma particula do conjunto é estado ligado de outras particulas do
conjunto;

ii} completude: todas as particulas que ndo sejam elementes do conjunto sac estados ligados
de particulas do conjunto.
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Certamente a localizagao & uma das propriedades caracteristicas das particu-
las, significando (contrafatualmente) que as particulas podem ocorrer em estados
que especificam a regide do espago-tempo em que podem ser detectadas. As pro-
priedades dessa localizagdo observadas nos experimentos de colisio de particulas
sdo as seguintes:

Critério 100 ~1) 130tonia; se 0,5 C M sdo duas regides do espaco tempo
tais que O C O entdo, as particulas localizades em O também estio localizada
em Q;

2) covaridncia: se dois sistemas inerciais estiio connectados por wma trans-
formacdo de Poincaré, entdo as regides de localizacdo das particulas relati-
vamente a cada observador estdo relecionadas pela mesma transformacéao de
Poincaré;

3) fatorielidade: uma porticule ndo pode estar localizada causalmente dis-
juntas em regices do espago-tempo.

Tante na teoria quantico local quanto na teoria de Wigner {que descreve
particulas por representagbes do grupo de Poincaré) a localizacdo modular &
uma defini¢io que satisfaz as trés propriedades listadas acima. Essencialmente,
a localizagio modular ¢ dada por um lattice de subespacos reais no espago de
Hilbert de uma representacdo unitdria de energia positiva de grupo de Poincaré,
definido pela estrutura modular intrinseca da teoria. Podemos dizer que no
caso da teoria de Wigner esta definigio de localizacio nio é tio simples quanto
slo intuitivas as propriedades que ela possui, mas é a definigdo correta!l A
razio disso estd na sua origem quantico local: quando a teorie de Wigner estd
inserida numa teoria qudntica local, 0s estados de Wigner modular-localizados
340 as (correspondentes) componentes de I-particula das excitacdes locais do
VACUG.

A importancia teérica da localizagio modular esta no fato de que com ela
podemos construir os modelos livres da teoria quéntica local diretamente a paz-
tir da teoria de Wigner, sem a necessidade de recorrer a campos covariantes. Isso
indica que ela deve ser parte de uma caracterizagio algébrica das teorias quan-
ticas locais com interagio e que deve também fazer parte de qualquer métode
de construgao de tais teorias.

Notamos que a localizagdo modular se aplica igualmente a particulas mas-
sivas e ndo-massivas com spin/helicidade finito ou infinito (“torres de spin”).
Provavelmente, a definigio que damos aqui pode ser adaptada para situagdes
mais gerais tanto da nogao de particulas (como em [111]} quanto da prépria
teoria quantica local {como em [56] e [25]).

Observagao 101 A definicdo de localizagio de Newton- Wigner {107] néo sat-
isfaz o requerimento de covaridncia do critério 100 acima; mas € suficiente para
especificar (aprorimadamente) a regiao de localizacdo de particulas massivas e
para descrever o espalhamento de particulas massivas, se a precisio requerida
nas medidas de localizagdo for inferior ao comprimento de onda de Compton
das particulas.
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Localizagao Modular e Teorias Quénticas Locais Livres

Na segao 5.1 apresentamos a construgdo de campos quantizados livres a
partir das representagbes unitarias do grupo de Poincaré; nesse caso, a local-
izacdo dos campos espalhados & dada pelo suporte das fungdes-teste, conforme
definigio 5.1. Aqui, veremos que também & possivel construir teorias quanticas
locais a partir das representagées unitarias do grupo de Poincaré, utilizando a
localizagao modular. Essas duas construgdes se correspondem intimamente pois,
para cada representagdo unitdria do grupo de Poincaré, o sistema de campos
quantizados e a teoria guéntica local construidos sao afiliados, no sentido do
teorema 50.

A Definigao de Localizagdo Modular na Fisica Quantica Local

Considere (R, U, #,{t) como sendo a representacio de vicuo de uma rede
quantica local (A, o, ), satisfazendo as propriedades Reeh-Schlieder e covar-
iancia modular, Definimos de modo natural a localizagio de estados (j4 intro-
duzindo a nomeclatura conveniente que seré justificada logo ap6s):

Defini¢io 102 (Localizagao Modular de Estados) O espago Hy (0O) CH
dos estados modular-localizados em O € K é dade pelo conjunto des excitagdes
do vdcuo localizadas em O, i.e?

Hr (O) := {excitagdes do vdcuo localizados em O € K} = R,, (0O) 2

A estrutura modular {(Se, # (0)); O € K} estd diretamente ralacionada
com essa definigao de modular-localizacio de estados:

Hp(0) == {p e H(O) | Sop =} ,YOEK

Portanto, a familia de subespagos de modular-localizacao {#Hr (O); O € K}
tem a estrutura de um lattice simpleticamente local e covariante sob o agdo de
U (no sentido da proposicdo 39) e satisfaz os critérios 100 que definem uma
localizagio.

O significado operacional dessa definigao de localizacao modular é esclarecido
pelo seguinte teorema:

Teorema 103 Ezxiste uma correspondéncia biunivoca entre estados moduler-
localizados numa regiao O € K e estados mojorados pelo vdcuo no sew comple-
mento causal O, i.é:

PEHR(0) 2> 0/ (p-wP|  <e(wo(F=@0))]

Para uma prova vide [24] (vide também [23, Theorem 2.3.19]).

Este teorema caracteriza os estados localizados numa regido O € X como
sendo aqueles estados da algebra de observaveis 2 cuja restri¢do a R (O') cor-
respondem a ‘subansambles’ do estado de vicuo. Em particular, este teorema
mostra que os estados DHR ou BF sao casos particulares de estados modular-
localizados [35].

?Lembramos que Raqg (O) = {A € R{D) / A* = A}. Aqui & realmente necessirio usarmos
observaveis no sentido de serem operadores auto-adjuntes.

R{O')
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Observagiao 104 E importante notar que a covaridncia modular implica que
e estrutura modular da representagcdo de vdcuo pode ser “projetada” no sube-
spago de representacdo dos estados de I-particuls, devido ao corolirio 41 das
relagoes de comutagdo de Borchers 0. E precisamente este fate que nos leva
@ definigdo da estrutura modular na teoria de Wigner! Notamos também que
devido a isso, todas as propriedades da estruture modular da teoria de Wigner
podem ser obtidas pela relagdo com a estrutura modular do setor de vicuo das
teorias qudniicas locais, livres ou com interagdo.

E a estrutura modular que torna possivel definirmos uma localizacdo de es-
tados na teoria de Wigner.



Chapter 12

Estrutura Modular da
Teoria de Wigner

A teoria de Wigner considera as representagoes unitrias irredutivets de energia
positiva do recobrimento universal do grupo Poincaré 'PI_, mas € sempre possivel
extender essas representagoes para o grupo de Poincaré proprio Py = 751_U75_Ji’_
pela defini¢ao de uma representagao da reflexao total! # (ou de qualquer outro
elemento de 75i) preservande as relagoes de grupo. Entretanto, para manter a
positividade da energia é preciso que as transformagces invertendo o sentido do
tempo sejam representadas por operadores anti-lineares. Para tanto, introduzi-
mes a definigdo de representacio propria do grupe de Poincaré priprio:

Definigdo 105 (Representagio Propria) U'ma representagio u: 75+ — B(h)
propria € uma representagho (anti- Junitdria de energia positiva irredutivel, i.é:
u(g) € unitdria se § € 751 e anti-unitdric se § € ﬁi’_

Observagao 106 Considerando a teoria de Wigner para o grupo de Poincaré

préprio Py, tratamos os casos de particulas de spin inteiro ou semi-inteiro-
impar e auto-duais ou nac-auto-duais, simulteneamente.

Neste capitulo, adotamos a segninte notagao para a composigio da aplicagio
de recobrimento universal de ’Pl sobre PI_ com a aplicagio que projeta P, sobre

P
’)(I‘}B_;.—}IPI_

Também utilizamos o acento ¢« ~ » para denotar os elementos do grupo de
Poincaré préprio, e retiramos o acento para denotar sua imagem no grupo de
Poincaré sob agao de +:

Pr3gov@) =g€Pl

1Por reflexdo total em 73+ queremos dizer que a transformacio # & projetada sobre —1 pela
aplicagao de recobrimento.
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Observagao 107 A estrutura modular da teoria de Wigner ¢ definida nos ter-
mos da teoria de Rieffel-van Daele (Apéndice B.2) a partir dos operadores mod-
ulares espaciais das regides tipo-cunha, as quais por sua vez sio definidos pela
propriedade de covaridncia modulaer adeptada para a teoria de Wigner.

Motivagbes da fisica quéantica local para a definigio de
localizagio modular na teoria de Wigner

Seja (R, U, H, ) uma representagio de vicuo de uma rede quan-
tica local satisfazendo covariancia modular e sejam § < H um sube-
spago irredutivel sob a agao U/ do grupo de Poincaré prépric Py e
Ey : H — b a projegio ortogonal sobre esse subespago.

Para cada regido O C M, nos definimos o subespaco real dos
estados localizados em O por

b{(0)y = EyR(0),, 1

Esta definicdo & bastante intuitiva, mas n3o pode ser trans-
portada diretamente para a teoria de Wigner! Para tanto, nés deve-
mos prosseguir um pouce mais.

Considere @ como sendo uma regido aberta do espago-tempo
com complemento causal tendo interior nao vazio. Nesse caso temos
definido o operador modular (Se, H (O)) com core R (O) ( C K (O),
donde verificamos facilmente

h(0)g C EyHR(0) , Hr(0):={p e H(0) / Sop =y}

Entdo, reobtemos o subespago real dos estados de l-particula
localizados em (7 a partir da estrutura modular

hr (0) == ByHr (O)
Se definimos o operador (so, b (0)) por
so = EySoBy , b(0):= By (0)
verificamos que
br(O) = {p € b(O) / sop = v}

Portanto, g () pode ser definido intrinsecamente na teoria de
Wigner se (e somente se} o aoperador 5o puder também puder ser
definido intrinsecamente nesta teoria. Devido & covaridncia modular
do setor de vicuo, isso & conseguido para regides tipo-cunha W € ¥:

sw = U (rwry) |y
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onde rw e ry, sdo transformagbes de Poincaré proprias definidas
canonicamente para cada W € W (definigdes 15 e 16).

Para obtermos localizagio em regides arbitrarias do espago-tempo,
nds intersectamos os subespagos de localizagao nos cunhas:

VOEK, hr(0):= [ ba(W

Wew
woo

Adiante, faremos uso do seguinte lema:

Lema 108 As transformagdes § € P, cuja imagem g = v (§) deizam a cunha
Wi globalmente inveriante comutam com as transformagées 71, 7, A1 € Py
cujas vmagens 5o definidas por 15, 16 e 17, respectivamente:

: gf1 =719
GEPH, gWi =W, = { 37 :’:ig‘

Prova. Por verificagdo direta, vemos que as seguintes trensformagdes de
Potncaré dewxam a cunhe Wi globelmente invariante e comutam com ry e Ay

1) translagdes espaciais paralelas ao eizo de Wy;

2) rotacdes ao redor do eiro-zi;

3) W1 -boosts reparametrizados.

Fnido, o teorema fica provado se mostramos que todas as transformacdes de
Poincare deizando Wy invaeriante sdo composi¢des das transformacgdes acima;
como as tinicas translagdes espaco-temporais mantendo a cunha W invagrignie
sao aquelas paralelas ao eizo de Wi, o problema se reduz a considerar as trans-
formagées do grupo de Lorentz; entretonto, vale o seguinie resultado [139, The-
orem 10.3]: para tode transformagio de Lorentz A, existe um par de rotagdes
espaciais B, e Ry e £ € R, tais que

A =RoAy () R?

Novamente por verificagdo direta, temos que A maniém W, invariente se e
somente se as rotagdes R, e Ry tém eizo de rotag¢do igual ao eiro-z,, no caso
em que £ # 0.

Para o caso do recobrimento universal do grupo de Poincaré ou de sua ex-
tensdo central, basta lembrar que estes sao localmenie isomorfos ao grupo de
Potncaré e entdo usar a parte anterior.

Considere de agora em diante u : P, — U (h) sendo uma representagio
propria do grupo de Poincaré proprio, conforme definida acima. Vamos definir
localizagdo modular dessa em duas etapas: primeire definimos a estrutura mod-
ular das regides tipo-cunha via covaridncia modular, e depois definimos a estru-
tura modular das demais regides do espago de Minkowski a partir da estrutura
modular das regioes tipo-cunha.
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Transformagodes de Poincaré Associadas as Regices Cunha

J& temos fixado {equagdo 18) uma familia de transformacGes de Poincaré
{Lw; WeWwlc ’PI_ tal que

LyW =W ,¥YWeWw
e também
rw = Lwnrily , mw o= Lwrily , Aw (t) = LwA, (t) Ly}

Agora, fixamos também para cada cunha W € W um elemento Ly € P
tal que

Y (faw) =Lw
Fixamos também 7,7} € P; tais que
ri=7(f), L =7(")
Além desses, existe um inico grupo um-parametro continuo {f\l (t)} C Py

_ _ teR
(dado pelo levantamento de {A; (t)},.x para PI_ C Py tal que

A0 =1
{ y(Ai®)=A(), vieRr
Finalmente, definimos para cada cunha W € W as transformagdes em Py
T 1= flwﬁf,;vl , Ty = f;wr'lf;ﬁ,l , Aw (t):= LAy (8) f;ﬁ,l

Estrutura Modular dos cunhas

Pelo teorema de Stone, para cada W € W definimos o gerador infinitesimal
{Kw,b{W)) do grupo um-pardmetro u o Aw,

u(z”\w (t)) = KW (1 R) | §(W) = Dom (Kw)

e recorrendo a um pouco de analise funcional, definimos os operadores modulares
de W por?

S = e KW =y (RW (m;)) (12.1)
jw = 3u (Fw)
Sw = jw5#2
Do (sw) = § (W)
o = u (ﬁw (—Zwt)) ,tER

2 A defini¢io de 47 envolve a continuagio analitica do grupo um-parametro u (/_&1 (t)) para
a faixa s¢(—1/2,0) = {z €T/ —1/2 < S (z) < 0}. O teorema 7?7 garante a existéncia de
um subespago denso de fj sobre o qual isso pode ser feito; pelo que o operador d; est4 bem
definido. De qualquer modo, realizamos explicitamente tal continuagao numa das subsegoes
que se segue.
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onde 3 & uma fase indeterminada que iremos fixar posteriormente.3
Por conveniéncia, denotamos os operadores modulares do cunha W) simples-
mente por s;, j; e §;.

Proposicao 109 (Propriedades Elementares do Operadores Modulares)
Vale:

t) jw € um operador anti-linear involutivo
i =1
i) dw € um operador linear densamente definido auto-adjunto e positivo
dw >0
salisfazendo o relagdo
jwdwiw = 6y}
i#i) sy € um operador anti-linear densamente definido e involutivo
53, C 1
cuje decomposi¢do polar {118, Section VIIL9] é exatamente
. clfz
sw = jwiy
Prova. i) jw — u(fw) € anti-linear porque Fw pertence & parte desconera
de Py, e € involutivo porque rw orw =1 e 33 = 1.
i) Sw = e™W ¢ operador linear densamente definido e auto-adjunto porque
o operador Ky possui essas mesmas propriedades; em porticular Dom (dw) =
h(W). O teorema espectral {113, Section VIIL3] garante gue Sw € estrilamente
positivo, qualquer que seja o espectro de Kw. Com efeito, se dE (k) é a me-

dida espectral de Kw, entde as resolugfes espectrais de Kw e dw sdo dadas
respectivamente por

K= kdE (k) 5W=/ e~ dE (k)
Spect( K) spect( K

donde segue-se
Spect (bw) = {e72™*; ke Spect (K)} C (0,00]
Das definigdes 15, 16, 17 temos a seguintes relagdes de comutagao

FwhAw (8) = Aw (&) Fw , VEER

IEmbora a fase 3 ndo interfira nas propriedades dos operadores modulares sw, ela interfere
na relagdo entre a estrutura simplética do espago de Hilbert h e a estrutura de localizagio-
modular que iremos definir.
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Portanto,
il = ju (Fw)u (AW (-2m)) =y ([\W (-m)) U (Fw) = 8ibjw ViR
Como ji € anti-linear, isso implica
jwdw = 85w

i) As propriedades de sy sequem-se diretamente da unicidade de decom-
posigdo polar [118, Theorem VIIL32] e das propriedades de jw e dw dadas
acima. W

Como s%, C 1, temos Spect (sw) C {-1,+1}. Entdo, denotamos os auto-
espagos de sy por

be (W) :={p e h (W) ; swy = p} (12:2)
Como s é anti-linear, vale a relagio
ihr (W) = {p € 5 (W) ; swy = -y} (12.3)

Proposigao 110 (Propriedade Padrao de hg (W) hr (W) € um subespago
real padrdo de By, i.€: fechado, ciclico e separante

hr (W) = br (W)

ba (W) +ibg (W) =5 (12.4)
ba (W)nihr (W) = {0}
Além disso, vale
swp+iY) =y —i , Vi, ¥ € hr (W) (12.5)
Prova. Como sw ¢ fechado, seu grdfico
Gr (sw) := {(,swe) ; v € Dom (sw)}

é um subespaco fechado de h x 1, com respeito d topologia-produto. Tumbém a
diagonal de Gr (5w )

Diag(sw) = Gr(sw) N Diag (h x §)

é utn subespaco real fechado de Gr (sw), pois é o interse¢do de dois subespagos
reats fechados.
Pelo definigdo de hp (W), temos

Diag (sw) = {(g,¢); v € br (W)}
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Lintdo, usando a projegdo ortogonal na primeira entrada
mihxh=b, mipY)=¢
temos
hr (W) = n; (Diag (sw))

Disso concluimos que hg (W) € subespaco real fechado, porque é o projecdo
de um subespago real fechado (projecies sao aplicagdes abertas!).

Pela defini¢do de hg (W) temos

o) P = =.0+52weo fieTiwe o
v € Dom (sw) =
—8
etowe Tow? e g (W)

Portanto
Dom (sw) = hr (W) +iig (W)

Como Dom (sw) € denso em 1), seque-se a ciclicidade:

he (W) +ibr (W) =1
Novamente, pela defini¢do de hg (W) temos
p€hr (W)Nihg(W) = p=sw(p)=—p=>p=0
donde obtemos a separabilidade:
hr (W)nibg (W) = {0}
Finalmente, pela anti-linearidade de sw e definicdo de g (W) vale a formula

sw(p+i) =p—ip , Vo, € hr(W)

Esta proposicdo significa que o conhecimento do operador sw & equiva-
lente ac conhecimento do subespaco real hg (W). Realmente, Rieffel and Van
Daele em [116] desenvolvem sua analise da teoria modular espacial a partir de
subespacos reais satisfazendo as propriedades especificadas pelo teorema (per-
mintindo desenvalver a teoria modular evitando a manipulacio de operadores
nao-limitados).

Estrutura Modular das Regices Causalmente Completas
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Definigdo 111 Seja O € K uma regido causalmente completa. O subespago
dos estados modular-localizados em O ¢ definido por®

hr(0) = [ bha(W (12.6)

Wew
woao

Definimos o seguinte operador (bem-definido, de acordo com a proposicdo
que Se segue)

h(O):=hr(O) +ihr(O)
(12.7)
5o H{0) = h(0) , so(p+i) =p—ip , Vo, 9 € hr (0)

Proposigido 112 Seja O € K uma regido causalmente completa.
Bntao, hg (O) € um subespago real fechado de § e também separante

hr (O)Nihr (O) = {0}

Prova. hr(0) € um subespage real fechado de §) porgue € a intersecdo de
subespagos reais fechados de ). A propriedade de hg (O) ser separante também
decorre da mesma propriedade para os espagos modulares dos cunhas

ﬂ i ﬂ br (W)

wew
Woo

We
W 0
c ﬂ {2 (W) Ninz (W)}

r (D) Nibg (O)

H
S
o)
P;l

{0}

A priori ndo sabemos se os dominios § ((J) sio densos, para uma regiio
arbitraria @ € K; em principio, isso depende da representagio u, visto que a
definigio dos subespagos reais g (W) para cunhas W € W depende implici-
tamente da extensao analitica do grupo modular ow (t) = u(Aw (f)) na faixa
st (-1/2,0).

Se para uma dada regiao 0 € K o subespago real hg (O) é padrio (basta
requerer ciclicidade), entdo o operador s ¢ 0 operador de Tomita-espacial, nos
termos da teoria de Rieffel-van Daele (vide Apéndice B.2). Nesse caso, temos
que sp & uma involugdo anti-linear fechada e possui uma decomposigao pelar

so=ijoly b =1, 80 >0 (12.8)

4Trivialmente, existe W € W com W D O!
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onde temos definido a conjugagdo modular jo e o operador modular 5o da. regifio
O. Usando analise funcional, também definimos o grupo modular de @

R3t—op(t):=85 VteR (12.9)

que & um grupo um-parametro fortemente continuo de unitdrios agindo em b.
Aqui nos limitaremos a mostrar que a classe dos subespacos modulares sat-

isfaz as propriedades que esperamos para uma localizagio, e deixamos para

discutir a propriedade padrao dos subespagos modulares numa secio especial.

Para conveniéncia, mencionamos aqui a versao espacial do teorema de Tomita-
Takesaki (teorema 156):

Proposigao 113 (Teorema Espacial de Tomita-Takesaki) Seja O € K tal
que hr (O) € padrio. Entdo os operadores modulares jo e 8o estio bem definidos
e vale

3ghr (0) =br(0) , jobr (0)=bhr(O)
onde ¢ fil significa o complemento simplético {Apéndice B.2.1}.

Proposigdo 114 (Covariancia das Cunhas) Para toda cunha W € W e
toda transformagdo § € P tal que v (§) Wy = W vale

bw = adu (§) ez 51 (12.10)
jw = adu ()
Sw = adu (J) 5,

h (W) =u(3)h (W)
St = adu(3) 6 ,teR

Prova. Sejam W €¢ W e § € P, tais que v(3) Wi = W. Entdo + (E;vlg)

mantém W, fizo, donde ng comuta com os operadores 71,7y € A (t), pelo
lema 108, portanto

ﬁ Latgmd ' Ew w  Fw = Lwi Ly} = §F
Lwlgﬁg 'Lw ~ = Ly Ly} = §F

Al (t) = Lplghy () 3 bw ~ Aw (8) = Lwh; (¢) L;} = A
donde

jw = u () = u(g) u("’) (@7 =u(d)ihu(a)"

S = u (Aw (—z/z):u(g)u( 1( i/2) u (@) =u(3) 8" u (3"
m: H(W) =u(g)h(Wi)u(g)®

Destas relagoes obternos as teses do lema. m
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Proposigao 115 (Inclusio Modular de Cunhas) Sejam W,W € W. En-

tdo:
WS W= (s, b () 5 (s (7))

i.e.,
h(W)DH (W) v Swly(w) = S

Prova. Pele covaridncia da subfamilic {hp (W) ; W € W} (proposigio
114), a isotonia para o caso geral segue-se do caso particular W; 2 W € W,
Mas Wy D W se e somente se W = W, = W +a onde a € W; nesse caso, pode-
mos assumar que a € ortogonal ao eizo de Wy, portanto € a combinagdo linear de
dois vetores tipo-luz pertencentes aos planos caracteristicos de Wi: a = a; + aa,
ay € Wi NaV* and a; € W, NAV~. Portanto, novamente pela covaridncia
(proposigdo 114), o caso Wi O W seque-se dos cesos especiais Wy, D W,, e
Wy > W,,.

h(Wl) ) b (Wm) € b(Wl) o) b(Waz)
=

b (W) Db (Wa,) = ular}h (Wi)u(a)” D ula) h(Wa,)ula1)” =8 (Wapa,)
Agora, temos para Wy D W,, a € W navt
5% =y (a) 6itu(a)”
=ufa)u (!-\1 (—t)) ula)”
= (a—Ki(~t)a, A (~1))
— gmiP ALt iPagit
giPhi-Bagibagit . git (12.11)

Come o espectro do operador momentum P tem energia positive e a = (£1,1,0,0)
(com | > 0) é um vetor tipo-luz, temos para p € Spect (P} e z = u — iv €
st[-1/2,0] (com u,v > 0) vale

R(ip- A (—2)a) = S (p- AL (~u+iv)a)
= Fo (£p° + p') sin (2nl)
<0 (:UssezElR ouz € ~%R)
Portanto, o grupo um-pardmetro de unitdrios R 3 t — e7*F (=10 tem yma

extensdo enalitica na faiza st (—1/2,0) que € limitada e continue em st[—1/2,0}.
Bntdo a equagdo {12.11) implica

b (W,) = Dom (55/2) C Dom (55/2) = (W)
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Para provar a parte final da proposigdo, basta observar que os operadores de
Tomita sio definidos biunivocamente pela equagdo (12.7), donde o inclusio dos
dominios implica na inclusio dos operadores de Tomita:

Si = 5wl (1)
]

Observacao 116 Fsta € uma propriedade ndo-trivial dos operadores de Tomita
das regides tipo-cunha. Realmente (pelo menos para o caso bosénico), apenas
em representagdes de energia positive a inclusdo de cunhas implico na incluséo
dos operadores de Tomita correspondentes, de acordo com [28].

Agora forneceremos um critério conveniente para fixar a fase indeterminada
3 que entra na defini¢do dos operadores modulares das regides tipo-cunhas:

Proposigdo 117 (Localidade e Relagio Spin-Estatistica) Seje s € 1N o
spin/helicidade da representagdo (u,h). Vale

h(W) =h(W) YW eW < ; = £i%

Nesse caso, os operadores modulares das regides tipo-cunha satisfazem

SiE =612

wr = w

S = Sy
h(W) =h (W)

§it, .= u (AW (2m)) JtER

Prova. Pela covaridncia dos espagos de localizagio modular nas regides
tipo-cunha (proposic@oll4), o teorema segue-se do casoe especial W = W,
Notamos que a Totagdo r] € ’P_T_ (definigdo 15) aplica W, em W{

7“’1 W1 = W{
Portanto, novamente pela proposi¢do 114 temos

St = adu () 87, jwy = adu ()1 , swy = adu(#)s)

Diretamente pela definigdo 12.10, temos (lembramos que j; € anti-linear!)

adu (7)1 = su (F) u (F)u (7)) = u(r)?su (F) = u(r))’)

adu (7)) 6% = adu (7)) u (A (=27)) =u (A, @78)) =679, VEER
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donde

1/2 5;1/2

. _\2 -
Jw! =u(f) i . ‘ng = : Sw :u(f'l)zsi’

Por outro lado, o teorema de Tomita-Tokesaki espacial nos dd j1h (W) =
b (W) e, portanto {considerando o célculo acima)

o __ : _ .2 =t 32
5] = adj151 = 3%adu () 51 = 3°su
Assim
N R
u{r)"s] =3%]
donde concluimos
2 _ o (q7 2
3 =u(f)
o - . : . 2
Comeo 7, ¢ uma rotagdo de dngulo = em torno do eizo-z3, temosu (7})" = (—1)"°
e 3 = 128,
Como todos os passos acima sdo reversiveis, temos provado a proposicdo. W

Agora, iremos provar que a correspondéncia X 3 O = hr(O) C h é um
lattice local de subespages reais fechados, com a localidade entendida em termos
da estrutura simplética de (b, (,}), definida no Apendice B.2.1,

Teorema 118 {Lattice Modular) Considerando a relagdo spin-estatistica 3 =
(i)%°, temos que a correspondéncia

K30 -hr(0)Ch

¢ um lattice simpleticamente local covariante de subespagos reais, i.e. satisfaz

i} Isotonia
0,0ek,0cCO :hR(O)ChR(ﬁ)
i) Localidade Simplética
0,0k, 0Ox0 ibR(O)ﬂhR((ﬂﬁ) = {0}
itt) Covartdncia
O€eK, §€Pr=u(g)hr(0) =hr(90)

Além disso, esse lattice também satisfaz:
1w} Dualidade

Oek =hp(0)="hr(0)
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v} Fatorialidade
01,02 € K, Oy x 02 = hr(O1) Nhr (O2) = {0}

vt) Ortocomplementaridade
(bR(O) Vba (6)) Abr(0) =br(0) ,v0,0eK, 0CO

Prova. i) Isotonia. A isotonia pare inclusées de regides tipo-cunha ¢
provada na proposicio 115. Jd o caso de inclusdes de diomantes ou cones-tipo-

espago em regides causalmente completas segue-se diretamente da definigéo: se
CeDul,0ck, OCO, temos

{WeW/OcW}g{WeW/@cW}

donde

br (0) =4 () b (W) p cq () b (W) p = b& (O)
I{/Vvew wew
S0 wo0o

it) Localidade. A localidade é wma particularidade da propriedade de dual-
tdade (v}, provada abaiza.

wit) Covaridneia. A coveridncia segue-se quase trivialmente da covaridncia
da subfamiliac dos cunhas, com respeito & agdo do grupo de Poincaré 114 e &
acao das W-reflexdes 117, pois estes geram o grupo de Poincaré priprio:

w(@br(©) =u(®{ () W) g =4 [ 1w b= (W)
wew Wwew
Woo woo

=< () br@W)p =< (] br(W)

wew Wew
wo0 W2ge0
=hr(g®) YO €K, Yge Py

iv) Dualidade. A dualidade para regides tipo-cunha seque-se do teorema de
Tomita-Takesaki espacial 113 e da relagio entre estruture moduler de cunhas
opostos 117.

A duclidade para regides causalmente completas seque-se quase trivialmenie
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de duclidade para regides tipo-cunha:

1 s

hr(0) =4 () ba(W

Wwew weow
w

I
et
s
3

wo0

=¢ V oaw) =9V br(w

wew wew
woe \ W oo’ /
= hr (0O YO K

onde temos usado as identidades 12.6 e B.7.

v} Fotorialidade

Como para tedo par Oy, € K tais que Oy X O, existe uma cunhe W €
W tal que &y C W e Op € W', a fatorialidade segue-se da isotonia e da
fatorialidade para regides tipo-cunha:

br (W)Nbr (W) ={0} ,YWeW
Entdo, seja W e W e € hr (W) N hg (W').

Como by = 6;‘,1, temos
z — 8% é analitica na faiza st (-1/2,+1/2)
e satisfaz as condigdes de bordo

5y 2 = (Aw (=)
P ,VEeR
{ 6%3“% =85 P = u(Aw (—nt))

Pelo principio de reflezdo de Schwartz, concluimos que 8i5y € uma fungdo
analitica inteira e periddica na diregdo imagindria. Portanto, pelo teorema de
Lioywille, esta serd uma func¢do constante se seu crescimenfo na diregdo real
for polinomialmente limitado, o que € 0 caso jd que as fungées R3¢ — 5”‘5
(s € R) sao limitadas (pois pertencem a hl).

vi) Orthocomplementaridade
Diretamente da fetorialidade e isotonia, temos:

(bR(@)VhR (8)') noa (8) - <hR ) Ubx 6)’)
(isotonia) _ <bR Oyu (

(fatorialidade) __ <fJ = (O)N bR ( )>
fisotonia) — . (0)  VO,0eK, OCO

D
P 2
:u

Gz

/'—'-\
\.._./
o
=
5
Pasiinn ™

G
N
RS
v
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O teorema mostra que a familia de espagos modulares {hg (D)} pex define
uma localizagao de acordo com os critérios 100, a qual chamamos de localizagdo
modular.

Observagao 119 (Localizagdo Modular e Simetria de Poincaré) Trivialmente,
vale a isotonia para subespacos de localizagdo modular correspondentes o in-
clusdes de regides do tipo diamente e do tipo cone-tipo-espaco em regides causalmente
fechadas; mas a isotonia para inclusdes de subespagos de localizagio modular
correspondentes a regides tipo-cunha requer positividade do espectro do operador
energia-momentum. Nesse sentido, podemos dizer que o 1sotonia da familia de
subespacos de localizagdo modular seque-se da positividede da energia!

Prova-se que exisie uma correspondéncia biunivoca entre representagées de
energia positive do grupe de Poincaré e latlices locais de subespagos reais padrio
[28], mostrando que no caso de particulas, a localizagdo ¢ equivalente & covar-
idncia de Poincaré com energia positiva.

12.1 Dominio e Agao dos Operadores de Tomita

Para definirmos explicitamente o operador de Tomita 5¢ de nma regiao @ € K &
necessario exibirmos sua agdo nos elementos de um nicleo desse operador, o qual
é caracterizado como um subconjunto denso do dominio que ainda determina o
operador pelo fecho de sua restrigao a esse subconjunto. Pela definigao do oper-
ador de Tomita, isso requer a extensao analitica da agao do grupo modular cor-
respondente dff, para a faixa st [~1/2,0]. A propriedade de covaridncia modular
nos permite realizar essa extensao explicitamente para o caso das regioes tipo-
cunha W € W; mas para obtermos um core do operador de Tomita de um regiao
arbitraria do espago-tempo € necessario tomar as intersegdes dos cores dos oper-
adores de Tomita de regides tipo-cunha contendo essa regido. Nossa estratégia
para definirmos um core para os operadores de Tomita consiste em considerar
a relagao entre fun¢bes-teste e funcdes-de-onda; precisamente: a restrigido da
transformada de Fourier de uma funcio-teste ao hiperboldide de massa & uma
fun¢io-de-onda, que pertence ao dominio do operador de Tomita de qualquer
regido do espago-tempo que contenha o suporte da fung¢do-teste.

12.1.1 Fungoes-de-Onda e Fungoes Teste
Considere a transformada de Fourier das fungdes-tesie definidas no espago de
Minkowski,
. 1 o
S SM) L )= g [ e () ds
(2m)" S

Definigdo 120 Seje Tt C M o hiperboldide de massa m > 0 com energia
positiva. Definimos a sequinte aplicagio-T},
g 1 S(M) = LT, dpm) ) (12.12)
f ot [f]1= @ = V21 flps
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Realmente, a aplicagio-I'}, toma valores em fungGes-de-onda sobre o hiperbolside-
de-massa I'}: para toda funcio f € § (M), temos

_ B VIR VIR o
/F: Z7 (p) vy (P} ditm (p)_/r::. [M o o e f (=) f{y) dpm (p}

e_ip‘zdlim (p)

S
IH
&
li
t
S

(2m)® Jrt,
__H —ip(z~v)g 0 § (? 2\ 4
—(277)3 R“e (ﬂ:p) (p —m)dp
= ﬂa/ e“"(”amo“f‘f)_—ds:E

(27)° Jes m? + p?

é a distribuigdo de Pauli-Jordan sobre o hiperboléide de massa T'}; ([14, Ap-
pendix F]).

Proposigao 121 ¢+ € um homomorfismo C-linear cuja imagem € densa em
L? (T dum)

prt (S{0)) = L* (T, dum) , V(aberto) C M (12.13)

Prova. A C-linearidade de o+ € imediata de sua definigio. Provaremos
a densidade do imagem de pp+ nos espagos S(0), O C M aberto, em dois
passos.

i) org (S (M) = L2 ('}, dpm)

Para o densidede de pp+ {S{M)) em L* (T}, dpy,) basta mostrar que a
imagem de @p+ contém um subconjunto de fungdes-de-onde denso, que pode
ser um dos seguintes: se m > 0, consideramos o conjunto das funcdes-de-onda
de classe C°° com suporte compacto; se m = 0, consideramos o conjunto de
fungdes-de-ondea de classe C%° com suporte compacto gque se anulam juntamente
com todos as suas derivadas na origem p = 0 (0 qual € um ponto singulaor do
cone-de-luz).

Entéo, seje ¢ € L* (U], dpm) de classe C%° com suporte compacto D C T},
{no caso de massa zero, também se anulando juntamente com todas as suas
derivadas na origem). Por andlise bdsica, conseguimos uma fungdo teste de
Schwartz f : R — C satisfozendo flex = @, tal como®

M3p= f(p):= %8"(!”“"’"2)@ (ﬂ: 7+ mz,ﬁ)

SPFacilmente reconhecemos que esta fungio f & realmente uma fungio-teste de Schwartz,
. . . R I -
sendo no caso de massa zero realmente necessario ¢ requerimento limy,g Ww (p) =

0.



12.1. DOMINIO E AGAO DOS OPERADORES DE TOMITA 129

Nis definimos f == f € § (M) e conseguimos @y = .

ii) prg (S (0)) = L7 (Th djsm)

Seja O C M um subconjunto aberto e néo vazio. A densidade de pps (S (0))
em L* (T}, dun ) significa que sew complemento ortogonal é igual a {0},

€ I (T, dm) [ VF €S (O0), ($rpy) =02 § =0

Provaremos essa afirmacdo.
Sejam ¢ € L?(Tr,dum) e f € S(Q) arbitrérias. Entdo, definimos a
sequinte funcdo

T:R' 5 C, ¥(a):= (1, ¢8) = fr+ ¥ (p)" @5 (p) e *dum (p)

onde
W =5, Jalz)=f(z—0a) , Vo €M, VaeR

Como integramos sobre '}, ¥ possui uma ertensio analitica na regido aberta
R + 4V de C*, com parte real do bordo sendo R?

¥ (a+ib) := (9, Lp?;) = '/I:+ ¥ () @5 (p) P ™y (p) , V(a,b) € R* x V+

Portanto, se ¢ € ortogonal a ppy (S(O)), temos que ¥ € identicamente
nula, pois que se anula num subconjunto aberto do parte real do seu bordo O.
Em particular, temos que ¢ é ortogonal a ppt (S (O +a)) para todo a € R*, jd
que € um isomorfismo a transformacdo

S(O)>f—fo€85(O+a)

Tomemos agora uma particdo da unidade {Ix}; oy e R* com supp (Ix) © O+ay
(ax € R*) para todo k € N

1=3 T Lilw\@tan =0
kEN

Entdo, para toda fungdo h € S {M), temos
Ithe S(O+ar) ,VkeEN
donde
($,00) = > (@ orn) =0 , Yhe S(M)

keN

o que tmplica ¥ = 0, pela primeire parte. o
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12.1.2 Ciclicidade dos Subespagos Modulares: Caso Es-
calar

Lema 122 (Extensio Analitica I) Sejag € Vo ey € Wy. Entio, a sequinte
funcao

V:XWI XCB (Q:y'nz)_)nq,y(z) = AI (Z)Q'y=Q'A1 (-—z)y

é continua e linear com respeito a q € Vi ey € Wy e é inteira analilica com
respeito a z € C. Além disso, ela satisfaz

i) S(ngy(2) 20 Vzel, z€st[~1/2,0]

i) T,y (£) = (t)q y iR (12.14)

S N gy
ondery : M — M € a reflexdo no eizo do cunha Wi:
ry: (zo, z!, z?, :53) -+ (~z —2z', 2% z%)
Prova. Ezplicitamente,
Ny (2) = (cosh (2mz) ¢° + sinh (272) ¢*) y° — (sinh (272) ¢° + cosh (272) ¢*) y* — #y® — ¢%y°

Uma manipula¢do algébrica simples mostra a iqualdade Ay (2)q-y = ¢ -
Ay (—z)z. Também € dbvio a linearidade e continuidade de 1,y (z) com respeito
ag VY and y € W1 e anaiticidade com respeito e z € C.
Sejam qeV+,ye Wy ez={t+1ir) € Ccomt,7 € R Entio®
Tig.y () = [cosh (27t) cos (277) + ¢sinh (2¢) sin (27r7) ]qoyo +
[sinh (27t) cos (277) + i cosh (27¢) sin (277)] gy
— [sinh (27t) cos (277) + ¢ cosh (2mt) sin (277)] g%y

- [cosh (27t) cos (2m7) + ¢ sinh (27rf) sin (277)] qul +
PR

+

- q y

= isin{277) (sinh {2mt) [q'oy0 — ql'yl} + cosh (27t) [quo — qoyl]) +
+ cos (2m7) (cosh (27t) [¢°y° — ¢'y'| -+ sinh (2m¢) [¢"y® — ¢°V']) +
— gy —

1), vale

Como q € VT and y € W1 (em particular, ¢° > |q'| e v >

(q{)yl _ qu()) + (qoyo —qul) - (qu ?ql) (yl :i:yo) >0

sinh (27t) (qoyo — qul) + cosh (27) (quo — qoyl) <0 ,vViteR

cosh (a + ib) == cosh {(a) cos (b) + isinh (a) sin (b)

sinh (a --ib) = sinh (&) cos (b) - i cosh {a) sin (b) (a,bER)

8Usando as identidades {
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Portanto, Vz = (t+1ir) € st[—1/2,0]
S (ng,y (2)) = sin (2m7) (sinh (278) [¢°y° — ¢'y'] + cosh (272) [¢'4° — ¢®*]) > 0
Por verificagdo direta, obtemos as identidades (ii):
gy (£ —1/2) = - (cosh (2rt) [qoyU — g'y'] +sinh (2mt) [¢'y° — qoyl})
'y’ — ¢*y°
= [cosh (2nt) (—¢°} + sinh (278) (—¢")] ¥° +
~ [sinh (27£) (—¢°) + cosh (27t) (—¢")] ¢*
-7y - ¢y
=Ai () gy

Lema 123 (Extensdo Analitica II) Seja f € S (W1) uma funcdo-teste de
Schwartz sobre M com supp(f) C Wy. A fungdo

— _ V2
Fp: V¥ x st[-1/2,0] = C , Fy(p,2): ”f =7 £ () da

€ bem-definida, continua e satisfaz:
i) Vale a estimativa (em particulor, Fy (-, z) ¢ uniformemente limitada pare
z € st{-1/2,0])

|7y (p,2)] < 2)|dz <oo , ¥p e VF xst{-1/2,0]  (12.15)

o o

ii) Parap € V+ fizo, F5 (p, ) lst(~1/2,00 : 5t (~1/2,0) = C € analitica.

iit) Para z € st{~1/2,0} fizo, Fy (-, 2)|px : I, = C € uma fungao-C*
quadrado-integrdvel com respeito ¢ medida Lorentz-invariante ditn, (p).

Prova. Prova de (i). O lema 12.14 implica

S (Mp,y (rz)) >0 -
e Vz € st[-1/2,0],peVt ce W
|+t f ()] = e 290t | £ (2) < | ()]

Portanto, F (p,z) ¢ bem-definida e continua em V+ x st[-1/2,0].
A estimativa (i) seque-se trivialmente:”

277

“’7”(")1‘ z)dz z)|dz <o (12.16)

|F (p 2)

<G

TA finitude deve-se & inclusio S (Wh) C LT (M)!
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Prova de (). Para p € V* fizo, temos que %np!x (2) € um polindmio de
gray unitdrie com respeite a ¢ € Wy, donde

d . .
d—ze’"ﬂ(”)f(z) = e'.=(7) ( ci,??p, (z )) f(z) e §{M) (12.17)

Em particular, temos que d%np,z (z) f € S(W1) € absolutemente gquadrado-
integrdvel com respeito a x € W1,

\/2—7r f% p,(2) (zdinpx( )) f (=)

dzr < oo

Portanto (comutando as operacoes de derivagdo e integragdo)

a V2 e d
EFen =25 [ e (L. @) f@a g21)

Em particular, para z =t +i7

2 o) = \/27/ £iMs.2 (2) (in”(z)) f () dz

ot

= )( o (2)) £ () a5

Como np o (2) € analitica com respeito z € st (—1/2,0), ela satisfaz as equagdes
de Cauchy-Riemann neste dominio; entdo, as equagdes acima implicam que
F(p,z) também setisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann com respeito a z €
st(—1/2,0), donde segue e analiticidade desta fungdo neste dominio.

Prova de (1)
Para z € st[—1/2,0] fizo, o lemma 12.14 implica
R |=illps (2) + iy ()] = =S (Mpoty () SO, VP EVT 2y € Wy
Portanto, o niicleo
=i x(2)+imp,y (12) _ o= Sip-A1(=2/202+y)] ,—iR(p- A1 (—2)(c - )]
¢ dominado pelo micleo da distribuicdo de Pauli-Jordan e P RiM(=2)z-v)] 4 ¢

|e—%[p-m(—z/Z)(m+y)]e—i%{p-z\l(—z)(z—yn ’—&{pm(—z/zuww y)’ |f @) f (y l

Isso implica que podemos integrar |F (p, 2)|° em p € T} com respeito & medida
dpim (p):

S 1F (0.2 dpim (p )_((sz) Jox iy S, 7P Eeimo GV F ) £ (y) dadydpin ()
= (%5) S S, Joy PRI p SO £z £ (y) dptm () ddy

<o
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A Representagao Propria Escalar

Seja a representagio escalar propria de P, & dada por

bo 1= 17 (D, dism) s w0 Py 2 000) (0 (3,2 9) (0) = 7 (A1p)

Para essa representacio propria escalar, as proposigdes acima nos permitem
exibir explicitamente os operadores modulares sop, joo € dgo de regides causalmente
fechadas arbitrarias O € K:

Proposicao 124 Seja W € W uma regido cunha.
Entao ppt (S(W)) € um core de 5&{3, i.e.

i) Pr+ (S (W) € denso em Dom (5;{3)
s 1/2
prx (W) € Dom (8347

i1) O fecho do operador Jéééls(w) cotncide com 5(%3
1/2 a2
Sow sy doiy

Além disso, se f € S (W) entdo vy possui continuacdo analitica numa sub-
variedade do hiperboldide de massa complezo contendo T} e [, como bordo

wr:Mw > C |, Mw = {Aw (z)p; pe Tk, z€ st[-1/2,0]} (12.19)
bern defininide por

L (Q) ::FW,)’ (p,Z) ) q:A(Z)p, pEP; y & ESt[—lfz,O]

onde
Fuw. T x st[-1/2,0} > C (12.20)
FW,f (p’ z) =t 271-2 / eiAW(Z)P':’:f (CL‘) d4’.l,"
(27)" Jw

£ uma funcdo continua satisfazendo:

iti) Para p € T}, fizo, Fw s (p,-) € analitica em z € st(-1/2,0);

iv) Para z € st[—1/2,0] fixo, Fw,f (-, 2) € fungdo quadrado iniegrdvel em
p € Tt relativamente & medida dim, (p).

Em particular, a agdo de 5;{; sobre py € dada por

(535,3%) (p) = Fw s (p, ~1/2) = s (rwp) , Vpe T} (12.21)

Prova. Nessa prova, omitimos sulfito < 0 » para simplificar a notagdo.

Primeiramente, consideramos as propriedades de Py, j.
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Seja Lw € PL tal que Ly W, = W. Entdo

FW,f (p: Z) = FfOLw (L;’lp: z) ; v (pa z) € I‘::rz % st [_1/2?0}

Realmente

Fuipz

\/ﬁ 1.Aw{z)p:c
B 271') f f@)d’

(covarigncia) _ ¥ 2 / Lt Aw () Lw Lt p Ly If( )
(2m)?

{det Lw=1) __ V2 f giha(z
27r)
= Frotw (prr )

VL' P2 f (La) dis

Portanto, como a agdo covarianie de P_T_ £ unitdria relativamente & medida
dpirm (p), vemos que as propriedades (Wi} e (iv) de Fw,y sequem-se das pro-
priededes de Fy, dadas na proposicio anterior

A continuagdo analitica de @y é bem definida pela equagdo (12.19) pelo fato
simples de que pela definicao 12.20 de Fw y temos

(p,2),(p',2") e T, xst[~1/2,0] / Aw (2")p' = Aw (2)p
—
Fuwy (0,2') = Fwy(p 2)

Pelo teorema (113, Theorem VIIL11], para provarmos que ¢p+ (S(W)) é
um COTE PATa 5]14,/,2 € suficienie provarmos que @p+ S (W) é um subespaco denso
de Dom (5;{2) invariante sob agdo de §i.. Realmente, pela proposicio 12.13
temos que or+ S (W) € denso em b e por (i) provado acima temos o+ S (W) C
Dom (5%2), donde segue-se W = Dom (5%2).

Finalmente, para toda funcdo-teste f € & (W) femos

(Sies) (P = (u(Aw (1) o5) (p) = @5 (AQ ()P) = @pop;i (P) » VPETT
donde (porque Aw € uma transformagdo linear)
Sirpr = Proayl € ors S (W)

12.1.3 Ciclicidade dos Subespagos Modulares: Casos padrao

Seja (u, h) uma representagio prépria de P, de massam > 0 e sipin s € IN,
induzida por uma representagio espinorial irredutivel (9,,b,) de PI( de acordo
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com a teoria de Wigner®:

I] = hs ® L2 (P;-;:-d“m)

w: Py > U (D)
(u (a,& 7,{)) (p) = e*?d (" (f_\,p)) % (A"1p) v(a, A) e Pl
(u(0)) (B) = B, (ir2 )P
donde

(u(F)) () = 0, (i03)05 (so2 )i (—gp) = 0, (i1 Jp(~1p)

onde R (f&,p) ¢ a rotacao de Wigner

&(Ap)=L(p AL (A 'p)

sendo
1 .
m >0~ LUJ) - - Do +p3.+2m Upi 33P2
2m (po + pa) Pi+p p=p°+m
_ _ 1 Do+ps P ipe
meonz) = e (7 1

Aqui, 1 (p) € wm spinor com 25 + 1 componentes, e d; () &€ uma matriz de
rank (25 + 1) x (25 + 1), para todo § € Py..

Assim, a agdo dos W-boosts é dada por
(u (Rw (—27)) ) (2} = 3, (R (Rw (=271),p) ) ¥ (A5} (~2x0) D)

Portanto, para que a funcdo ¢ — u (f&w (ﬁ27rt)) 1 seja analitica na faixa
st(—1/2,0) é suficiente que a matriz 9, (R (f\w (—2mt) ,p)) e a func¢ao-de-

onda 1 (A (~2nt)p) sejam analiticas nesta faixa, separadamente. Tendo em
vista o caso escalar, temos tal analiticidade para as fungdes-de-onda ¥y (p) cujas
componentes sio da forma. 1 (p) = @y, (p) com supp (fr) C W, k= =2s,..., 25!

Resta-nos provar que as Inatrizes 0, (R (i\w (—27t) ,p)) também possuem a

analiticidade requerida. Entratanto, 0, (R (f\w (—27t) ,p)) & um objeto muito

complicado cuja contimiagio analitica na faixa st (=1/2,0) nao & trivialmente

8 Aqui, 't & o hiperboléide de massa m e dum & a correspondente medida Lorentz-
invariante. _ .
Note que # & um elemento de P4 satisfazendo v (6) =-1€ ’PI_.
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conseguida. Nossa estratégia consiste em considerar o problema no caso de
fungoes-de-onda do tipo 4 (p) = 0, (L (p)) ¥ (p) pois nesse caso, tendo em
vista que

R (I_\,p) L{A™'p) =L (M) tA , VAe 751_

a agdo de u (AW (ﬁ27rt)) toma a forma

(u (Aw (=27} §) (@) = 3, (& (Aw (~27t), p)) s (L (A% (—2nt) p)) 95 (Aw (—27t) p)
=0 (L (p)”l) 53( )d) (—2nt) p)
que pode ser analiticamente extendida para a faixa st (—-1/2,0)!

Para concluir, notamos que a aplicagao
u3 ¢ — 9 (p) =0, (L(p)) 4 (p)
é linear e possui inversa
b3y — 4 (p) =03 (L7 (D) ¢ (p)

Portanto, ela aplica subespagos densos de h em subespagos densos de §.
12.1.4 Nao Ciclicidade dos Subespagos Modulares nos Ca-
sos nio-padrao?

Os casos nao-padrio em quatro dimensdes correspondem as representa¢des proprias
de P, induzidas por representacgoes fiéis do recobrimento universal do grupo Eu-
clideano F (2)

e
E(2)={Az,‘p:(e; i );(pelR, zeC}

Com este grupo nao é compacto, suas representagoes fidis possuem dimenséo
infinita. Estas sio completamente classificadas: (9= 4, o) para (Z,a) € (0,00) x

{0,1/2},
ho := 2 (Sl,C) y U5 By — u(h(})

aE‘.,a (Az“p) _f (9) - eE|zLcos(argzeiwz_f?)-{—atpf (9 _ lp)

A representagdo unitéria de 'Pl induzida pela representagio acima & dada
por

)
b= L2 (F;)@LZ(}JO):/ hodpm (p) u:'PI_—)U(b)

(u (@) ¥) (p) = 7*0z,0 (R(4,7) 4 (A7'D)
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O argumento usado para mostrar a ciclicidade dos subespagos modulares
nos casos padrdo nao se aplicam aqui pois nao possuimos um intertwiner tipo
0z,0 (L (p))! Para proceder como no caso padrio, evitando uma continuagio
analitica expliscita da agao dos W-boosts, teriamos que recorrer a outras real-
izagbes destas representagdes de modo que permitissem definir tais intertwiners.

Em [28], é provado (por métodos puramente algébricos) que mesmo para
as representagdes de massa zero e spin infinito, sdo ciclicos os subespagos de
localizagao modular em regides cone-tipo-espage. Entretanto, a expectativa &
de que os subespagos de localiza¢iio modular em regides diamante nao sejam
ciclicos, ou sejam até mesmo trivials. Um tal resultado pode ser entendido
em relagao com o fato de que ndo existem teorias de campos quantizados (como
definidas no capitulo 5) para particulas de massa zero e helicidade-infinita [149],
[95].
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Chapter 13

Construcao Modular de
Teorias Livres

A construgio modular de teorias quénticas locais livres consiste numa corre-
spondéncia functorial entre subespagos modulares de uma teoria de Wigner
(com spin/helicidade finito) e redes de algebras de cperadores. O ponto novo
dessa formulagao estd no uso da localizagdo modular para definir a localidade na
dlgebra de observaveis, evitando completamente o uso de campos quantizados.

Algebras de Weyl e Clifford

Teorema 125 Seja b um espago de Hilbert com produto interno (,).

Algebra de Weyl! Eziste una unica dlgebra-C* (médulo *-isomorfismnos)
Weyl () gerada por um conjunto de elementos

Wip); weh}
satisfazendo as relagdes candnicas de comutagdo (CCR)

W(p)" =W (~p)
, s P ED
W (@) W () — W () W () =2e 23@NW (o + )

Algebra de Clifford? Eziste uma tinica dlgebra-C* (mddulo *-isomorfismos)
ClLff (h) gerada por um conjunto de elementos

{B(p) ; weh}

1N3o & necessario que h seja um espago de Hilbert, mas apenas que seja um espago vetorial

real com uma forma simplética.
2Nio & necessario que f seja um espago de Hilbert, mas apenas um espago vetorial real

com produte interno.
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satisfazendo as relagées candnicas de anti-comutacio (CAR)
R(p)R (@) = R(p, ) rl
» Y ED

R(p)R(¥) + R (¥} R () = 2R(e0, %)L

As algebras de Weyl e Clifford podem ser realizadas concretamente por oper-
adores agindo (respectivamente) no espago de Fock simétrico ou anti-simétrico
construido sobre o espago de Hilbert que as define, vide [23, Chapter 5].

Redes Covariantes de Algebras-C*

Seja (u,b) uma representagdo propria do grupo de Poincaré proprio Py
(defini¢do 105) e {hgr (O); © € K} o lattice de subespagos modulares associ-
ado (teorema 118).

Para o caso das algebras de Weyl, definimos

K3 O = Rwey (0) := Weyl (hgr (0)) C Weyl(h)

eyt : Py = End(Weyl (b)) , cwey (3) W () =W (u(3) ¢)

Para o caso das algebras de Clifford (definidas por operadores satisfazendo
relagdes de anti-comutagio) & preciso introduzir mais um ingrediente para con-
seguirmos uma rede de Algebras satisfazendo localidade. Para isso, tome 7 € 751_
uma rotagao espacial por angulo 27 ao redor de um eixo fixo no espago e defina
T :=U o u(¥); com isso definimos

K30 = Reoupy (0) = {R € Cliff (hgr (®)) / TR =R} C Cliff (h)
aciiff ! '}34. — End (Chff (f))) y QClff (g) Ww ((p) =W (u (f]) »)

Teorema 126 Seja (u,h) umae representagio préprie do grupe de Poincaré P,
e {hr (0); O € K} o lattice de subespagos modulares associados. Vale:

1) (Rweyl, @weyi) € wma rede qudntica local se e somenle se o spin da rep-
resenta¢do € inleiro;

1) (Reuifs, @cuifs) € uma rede qudntica local se e somente se o spin da
representagdo € semi-inteiro impar.

Functor de Weyl/Clifford

O functor de Weyl/Clifford expressa as construgdes acima numa linguagem
categorial:

{ representagoes proprias de Py } — { redes quanticas locais }
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Além disso, esse functor relaciona também a estrutura simplética e modular
das representagbes proprias de P e a estrutura simplética e modular da repre-
sentagao de vacuo das redes quanticas locais correspondentes, de acordo com o
teorema 129

50 - Sp = %7

Podemos reconhecer que estas teorias sao livres pela inspegao da teoria do
espalhamento (verificando que a matriz-$ é igual & identidade) ou exibindo ger-
adores livres de polarizagio de vécuo localizados em regiGes limitadas do espago-
tempo - exatamente os campos livres construidos em termos de operadores de
criago e eniquilacio (vide o capitulo 14.2).
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Chapter 14

Estrutura Modular e
Interacao

Sabemos que cada teoria quantica local é univocamente determinada pelo seus
dados de espalhamento, 1.& seu especiro de particulas {(a a¢do covariante do
grupo de Poincaré) junto com a intersgdo dessas particulas (a matriz de es-
palhamento): para cade conjunto de dados de espalhamento, existe no mdzimo
uma dnica teorie qudntica local associada, médulo isomorfismos da rede [121].
Embora nao saibamos como construir redes quanticas locals com interagao, sua
estrutura modular & determinada explicitamente pelos dados de espalhamento,
conforme mostramos na secdo 14.1.

Mesmo na auséncia de métodos construtivos, um importante progresso para
a fisica quantica local seria a formulagio de uma caracterizagao algébrica das in-
teracdes, ou seja, uma maneira de determinar a partir de algumas propriedades
gerais da rede de algebras de observiveis locais as possiveis matrizes de es-
palhamento que podem ocorrer na teoria. Embora ainda longe desse ideal,
certo progresso j4 foi alcancado pelo estabelecimento das propriedades basicas
dos chamados geradores livres de pelarizagdo do vdcuo (PFG’s): se uma teo-
rie qudntice local em espago-tempo de dimensio mator do que dois possui um
PFG temperado, entio a teorie € livre! Esse fato é tao geral e fundamental que
fornece uma extensio da defini¢do do que é uma teoria livre para situagbes em
que a teoria do espalhamento (de Haag-Ruelle) ndo se aplica [120] - tais como
0s casos das teorias conformes (que nao tém ‘gap’ de massa) e das possiveis
teorias quanticas locais descrevendo anions [105]. Para o bemn da completeza da
tese e da conveniéncia do leitor, acrescentamos na segdo 14.2 uma compilagao
dos resultados originais sobre as propriedades basicas dos geradores livres de
polariza¢ao do vacuo apresentados no artigo original {21/

1Essa extrema rigides justifica a busca de simetrias nas teorias quanticas locais, pois re-
strigdes adicionais nas teorias podem servir tanto para caracteriza-las quanto para nos orientar
na construgdo das mesmas. (Nessa perspectiva, a analise desenvolvida na Parte I sobre a
relacio entre estrutura modular e simetrias pode ser vista como parte de um amplo programa
de construgdo de teorias quanticas locals.
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14.1 Operadores Modulares e Matriz-S

Nesta sec¢ao, pretendemos elucidar as relagdes entre a estrutura modular e os da-
dos de espalhamento de uma teoria quéntica local. Entretanto, todas as particu-
las ocorrendo no setor de vicuo sdo bosénicas (i.e. tdm spin inteiro) e neutras
(i.e. sdo idénticas A suas anti-particulas) exatamente porque sao definidas por
uma representagio irredutivel do grupo de Poincaré P;r_. Portanto, para descr-
ever particulas femiénicas e carregadas (necessariamente ocorrendo em setores
de superselegdo diferentes do setor de vicuo) temos que lidar com um sistema,
de campos locais (definicdo 34). No que segue, apresentaremos suscintamente
a teoria do espalhamento de Haag-Ruelle no setor de vicuo da algebra de ob-
servaveis. Contudo, quando o sistema de campos locais & covariante sob a¢io do
recobrimento universal do grupo de Poincaré ’,’51, existe uma adaptagio da teo-
ria de espalhamento e est4 definida sua estrutura modular - de fato, nesse caso
sap equivalentes a propriedade de covariancia modular da rede de observaveis
locais e propriedade de covaridncia modular do sistema de campos locais [80].2
Para um tratamento completo da teoria do espalhamento de Haag-Ruelle dentro
do formalismo da. fisica quantica local vide {3, Chapter 5], [60], [62]; no contexto
da teoria dos campos quantizados vide [14, Chapter 12|, [97, Chapter VI] ou
0s artigos originais [83], [117]. Para uma demonstragio da invariancia-CPT da
matriz de espalhamento vide [65].

Teoria do Espalhamento no Setor de Vicuo e Estrutura Modular

Considere (R, H, U/, 1) como sendo a representagao de vacuo de uma rede
quantica local (A, o, ).

Condigdo 127 (*Gap’ de Massa) () espectro do operador de massa M =
v P? satisfaz

Spect (M) = U {mk}U[p,oo), comme < p,Vek=1,.,nelN
k=1

Para cada k = 1, ..., n denotamos a proje¢ao espectral de M correspondente
a my, por

Ekf?{—)hk

e assumimos que a restrigio ug := Uly, seja irredutivel. Ent3o, definimos o
espectro de particulas da teoria pelo conjunto dessas representacoes irredutiveis

Fspectro de Particulos := {(ug,bhg) 3 k=1,...,n} (14.1)

?Na verdade, para desentvolver a teoria de espalhamento para campos carregados nao ¢
necessario construir um rede de Algebras de campos (twisted-)locais, mas apenas uma estru-
tura mais primitiva chamada de fibrado dos campos (‘fleld bundle’), semelhante & construgio
apresentada no copitulo 8.2.
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De acordo com a teoria de Wigner, as representagdes irredutiveis do grupo de
Poincaré so caracterizadas pela massa e spin, donde temos

(s Be) 2 (Y(me,sn)s Bomusy)) Paraalgum sg €N, k=1,...n (14.2)

!

onde ‘>’ significa equivaléncia unitiria. Como estamos tratando de represen-
tagbes massivas de 'Pl, aparecem apenas spins inteiros!

Definimos o subespago dos estados de uma particula por

n ki)
H(l) = U bk = @ h(m;,,s;,) (14.3)
k=1 k=1
e a representagio correspondente
Uny = Ulup_, be ™ 6D Yimes) (14.4)
k=1

Construimos canonicamente o espago de Fock associado i representagio
Uys Hoy)

Ho = @?:0 he”

B2 :=C , h®" .= expansio linear { Y ® ..@ ¢ ; f € Hayy pon>1
—

i

(14.5)

():HoxHo = C , (e¥,e¥) =el@¥) [ Vp o e Hy,
= Lo b (p®), k0@ ®o],.| , Voety
N e’

e a teoria livre associada
K30 R (O):=Weyl(hr (O)) C B (Ho)

onde {hr(Q); O € K} & o lattice de subespagos modulares em (U(l),’z'{(l)),
definido no capitulo (12).

A teoria do espalhamento mostra gue (Uy, Ho) € unitariamente equivalenie
a duas subrepresentagies (HI/out [jin/out) de (U, ), simbolicamente®

%D r~ %in/o‘ut ey M , UO o~ Uin/out ws [J

3fsse fato & o nicleo da teoria do espalhamento de Haag-Ruelle, e & obtido diretamente
pela construcdo de estados assintdticos como limites em norma de certas familias de estados
indexados pela coordenada temporal. A hipdtese de existéncia de ‘gap’ de massa assegura
tanto a existéncia dessas familias de estados quanto a convergéncia das mesmas quando o
tempo tende ao infinito passado ou infinito futuro.
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onde os sinais ‘in’ e ‘out’ simbolizam os dois limites assintiticos (no infinito
passado ou infinito futuro) que definem tais subrepresentagdes.

A matriz de espalhamento é o operador unitario que implementa a equiv-
alencia unitaria entre as subrepresentagdes (H™/out, [rin/out)

Sec t H™ = H™ | U™ = 8, U™ S?,
Condigao 128 (Completude Assintotica) A representagio covariante do grupo

de Poincaré no setor de vdcuo € uniteriamente equivalente representagdo de
Fock associada & subrepresentagio dos estados de I-particulas, i.e.

(Uﬁ H) = (UG: 7{O)

Nesse caso, temos que a matriz de espalhamento € um operador unitdrio do
espago de Hilbert da representagdo de vdcuo

Sse € U (H)
Assim, podemos considerar que as representagdes de vacuo (R, U) (original)

e (Ro, Up) (livre) agem no mesmo espaco de Hilbert M e entdo estabelecer a
correspondadncia estre suas estruturas modulares:

Teorema 129 (Operadores Modulares de Cunhas e Matriz-S) Se a teo-
ria original satisfaz covaridneia modular e tem uma matriz de espalhamento Sqe,
entio pars toda cunha W ¢ W vale
SW = SscSOW ) JW = SSCJDW » APV = ABW
Prova. Pela covaridneia modular, temos
Aw = U(AW (—-TTi)) =Us (Aw (—-TTi)) = Agw
e pelo teorema (43) também temos

JW = @U (Tgv) = Ssc@[)UO (r;/V) = SSCJOW

onde © e By sdo respectivamente os operadores CPT das teorias original e livre,
e satisfazem (também pela teoria do espalhamento)

e = Ssc 90
Portanto,

Sw = JWA%Z = SseJowDdow = SeeSow
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14.2  Geradores Livres de Polarizacio do Vacuo

Lembrando a notagdo do capitulo 2, considere (R, H,U,Q) como sendo a rep-
resentacdo de vAcuo de uma teoria quantica local e M = /P? o operador de
massa. Denotamos por §» 0 auto-espago de M associado am € Spect (M ) e por
Em : H — b a projegio ortogonal de H sobre b,. Para cada cunha W e W,
denotamos por (Sw,H (W)) o operador de Tomita do par (R (W), Q).

Definigdo 130 (Gerador Livre de Polarizagao do Vacuo - PFG) Dizemos
que um operador fechado G em H € um gerador livre de polarizacdo do vdcuo
(PFG) para massea m € Spect(M) locakizado na regiGo cunha W C W guando
ele satisfaz as seguintes condigdes:

1) G ¢ afiliado a R(W);
i) Q€ dom(G) e Q € dom(G*);
iti) GO, G € b

Teorema 131 (Existéncia de PFG) Pare todo m € Spect(M), toda cunha
W e W e todo estado ¢ € E (H (W), existe um PFG pare massa m localizado
em W, chamemos de G, tal que

GA=¢, G0N =Sw¢

Definigdo 132 (PFG Temperado) Um gerador livre de polarizacio G ¢ dito
ser temperado se os dominios de G e G* possuem um subespago denso D in-
variante sob acdo das translagdes e tal que para todo vetor U € D as fungdes
z = GU(z)¥ e z — G U (z) ¥ sdo fortemente continuas e polinomialmente
limitadas em norma.

Um PFG temperado admite o uso de técnicas da teoria espectral e também
a definicdo de sua transformada de Fourier, o que torna esses operadores semel-
hantes a campos quantizados livres. As consequéncias dessas semelhangas sdo
mais importantes do que a ocorréncia de meras analogias:

Teorema 133 (Borchers-Buchholz-Schroer, [21]) Se numa teoria gudntica
local em espaco-tempo de dimensdo d > 2 descrevendo uma particula escalar
massive extste um gerador Hure de polarizagdo do vdcuc temperado, entdo a
tesria € livre.

Se numa teoria qudntica local em espago-tempo de dimensdo d = 2 existe
um gerador livre de polarizacdo temperado, entdo nao hd produgdo de particulas
nos processos de espalhamento,
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14.3 Métodos Construtivos

A esséncia dos métodos modulares de construcio de modelos de teoria quantica
local consiste em (tentar) definir a rede quantica local a partir de sua estrutura
modular, que por sua vez est4 completamente definida pelos dados de espal-
hamento. Esquematicamente:

Espectro de Particulas + Interagio (Matriz-5)

{8 <1 Covariancia Modular!
Estrutura Modular: @ — Se

U < Métodos Construtivos?
Rede Quantica Local: @ — R {&)

Imaginamos trés abordagens bastante distintas para conseguir tais métodos
construtivos, chamados de Método Modular Espacial, Método Modular Hologrd-
fico e 0 Método PFG.

14.3.1 O Método Modular Espacial

Connes e [49] estabeleceu condigdes para relacionar a teoria modular espacial
com a teoria modular de Tomita-Takesaki, mostrando quando aquela se origina
de uma &lgebra de von Nenmann padrao. Ainda sao meramente preliminares as
pesquisas sobre a aplica¢ao dos resultados de Connes no desenvolvimento de um
método de construgao de modelos de teoria quantica local, pois seus critérios
sdo de dificil verificagao e tém carecido de interpretacao fisica na teoria quantica
local.

14.3.2 O Meétodo Modular Holografico

Considere uma rede quantica local (A, a,?) sobre o espago de Minkowski bidi-
mensional. Podemos definir umarede quanticalocal sobre R da seguinte maneira,
chamada “projecao holografica™

1) Fixamos uma cunha W = W (I4,I_}) € W cujo eixo contém
a origem ({1 € WNaVTel_ € WnNaJV~ sio vetores tipo-luz no
bordo da cunha, defini¢ao 10) e definimos:

Rt =Wnovt, R :=—RY R:= R'U{0}UuR"~
2) Verificamos que R ¢ trivialmente (topologicamente) isomorfo
AR
R3atraly € R

donde a classe dos ‘intervalos’ Tp de R estd em correspondéncia
binivoca com a classe dos intervalos T de R

R3(a,b) & Lapy:=1{sls;s€(a,b)} €T
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3) Definimos a rede de &lgebras locais sobre R
I3 (a,b) = Apor (@, b) = AW +al )N AW + bl

€ a dlgebra universal pelo limite C*-indutivo das Algebras locais

Agor 1= U Aga (I) C U
1eT

(trivialmente verificamos validade das propriedades de isotonia e lo-
calidade).

4) Definimos o grupo de iransformacdes que preservam R:
Grol 1= {g € 751 i gR CR}

Verificamos que este grupo contém os subgrupos dos W-baoosts e das
translagoes tipo-luz ao longo de R:

Gror D {Aw (s);s € R} U{T (aly); a € R}

onde temos denotado o subgrupo das translagdes espago-temporais
por {T(z); z € MM}

5) Definimos a a¢io de Gy sobre a rede Ay, pela resirigio da
agao a:

Grot 3 9 = ara(g) = @ (9)lg,,.,

6) Verificamos que (Agor, @ gor, A o) € uma rede quantica local
com grupo de simetria “espacgo-temporal” Gga C '}51, contendo
dois subgrupos 1-pardmetro abeliancs. Esperamos que sob condigGes
apropriadas, essa projecao hologrifica defina uma rede guiral local
sobre R

A idéia essencial da construcdo modular hologrdfica consiste em realizar o
caminho inverso desta projegdo hologrdfica. Ainda estamos na expectativa de
desenvolvimentos significativos no assunto, mas vérios resultados positivos ja
foram alcangados.

14.3.3 Meétodo PFG

O teorema 133 restringe as teorias integriveis massivas bidimensionais o uso
das técnicas de analise de Fourier na construgao de modelos de teoria quantica
local com interagao por analogia ao caso livre. Nesse caso, a abordagem con-
strutiva modular pode ser entendida como uma formulagao algébrica do “pro-
grama bootstrap” para comnstruir teorias quinticas de campos de Wightman
(apresentado abaixo). Exatamente por recorrer a propriedades exclusivas dos
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modelos integraveis bidimensionais, o programa bootstrap est4 restrito ao con-
texto particular desses modelos; sendo que mesmo ocorre com a abordagem
algébrico-modular, na medida em que esta se baseia no uso de PFQ’s temper-
ados. Contudo, acreditamos que descobertas feitas aqui podem ser extendidas
para situagdes mais gerals se as mesmas puderem ser expressas em termos pu-
ramente algébricos; nesse caso, mais do que um mero passatempo de tedricos,
nossa anélise cumpriria, pelo menos, o papel didatico de oferecer indicacdes
para a solugao do problema geral de desenvolver métodos construtivos de teoria
quantica local.

Teorias Integraveis Massivas Bidimensionais

Modelos massivos integraveis no espago-tempo bidimensional sio caracterizados
por apresentar as seguintes propriedades®:

Integrabilidade.1) Auseéncia de produgao de particulas nos pro-
cessos de colisdo;

Integrabilidade.2) Preservagao do conjunto dos momenta ini-
cial e final nos processos de colisao;

Integrabilidade.3) Fatorizabilidade, ou seja, a matriz de espal-
hamento se fatoriza no produto de amplitudes de espalhamento de
duas particulas.

Estas condigbes sao extremamente restritivas, de modo que em principio
permitem determinar a matriz de espalhamento, sob a hipotese de analiticidade
mdrima, a partir do conhecimento do espectro de particulas, das equagdes de
Yang-Bazter e das propriedades caracteristicas das matrizes de espalhamento,
as quais sa0 a invaridncia de Lorentz, a unitariedade e a simetria de cruzamento.

Denotamos a amplitude de espalhamento para n particulas iniciais com

nimeros quanticos a;,..., a, € momenta pi®,..., pi* e # particulas finais com
nimeros quinticos by ,..., bz e momenta p$*,..., p%** por
b1..b5 in in, . out out
Sa.i._.a: (pl !"':pn ’pl :--'spﬁ ) (146)

Para o caso em temos n = 7, pi* = p§*! = pr (k = 1, ..., n) escrevemos
8ot (P, Pa) 1= Sk (DL ey PaiP1s e Pr) (14.7)
e se além disso, temos ay = by, (k = 1,..., n) escrevemos

Sal...a“ (pla oy Pp) 1= Sgii’,‘. (P1y .y Pa) (14.8)

4Para uma dedugao dessas propriedades em teorias bidimensionais puramente massivas a
partir da hipotese de exiténcia de uma infinidade de quantidades conservadas, vide [1, Section
2.2.3].
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Assim, as condigBes de integrabilidade podem ser escritas da maneira seguinte
- ficando impliscito o fato dos pares de particulas ay e b, (k = 1,...,n) per-
tencerem ao mesmo multipleto de massa:

Saven (o7 o B8, s D3%) O dnn [17y 8 (e — 1)
» (14.9)
Set (Pays s Pan) = [licscn S (pivps)

No case em que n3o hi degenerescéncia de massa, t.e. cada multipleto de
massa contém apenas um dnico tipo de particula, entio a conservacic dos mo-
menta individuais implica que a matrix de espathamento é diagonal:

Satat (pi,pj) = 8ixd;1Si 5 (piy 1) (14.10)

No caso das teorias integraveis bidimensionais é conveniente parametrizar os
momenta por coordenadas de rapididade:

p€ M p* =m=p=p(#) = m(coshd,sinhf) , # cR

Assim, a matriz-S de n-particulas pode ser escrita em funcao das rapididades
dos momenta:

Spte (pry oy pn) = Sl (61, ,8a) L pi=p(),i=1..,n

e a matriz-S de duas particulas pode ser escrita em funcao da diferenca de
rapididades

S8 (o1, p2) = SB (01— 0) , pi = pl03) 1 = 1,2
em vista das identidades

(o £ p2)° = m? + m? = 2m,ma cosh (6, — 6a)

As Equagies de Yang-Baxter

Em geral, as matrizes de espalhamento de 2-particulas nao comutam en-
tre si, donde a necessidade do ordenamento correto na fatorizagio dada pela
equagdo (14.9). Entretanto, as simetrias caracteristicas dos modelos integréveis
bidimensionais implicam que a matriz de espalhamento permanece invariante
sob certas permutacdes de tais fatores, gerando as chamadas equagdes de Yang-
Bazter. Para o caso da matriz de espalhamento de 3-particulas temos uma Gnica
equacao de Yang-Baxter, a saber

S123 = S12513523 = S23 513512

A Hipotese de Analiticidade Maxima

A hipétese de analiticidae maxima consiste na seguinte afimagdo sobre as
extensdes analiticas das matrizes de espalhamento de 2-particulas:
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‘Para cada dois pares de particulas (a1,b1) e (a2,b2) no mesmo
multipleto de massa (no caso de ndo haver degenerescéncia de massa,
temos necessariamente a; = b; e az = by) a funcio

81‘2 = |91 _62i — Sblbz (91,2}

2102

é meromorfa na faiza fisica
st{0,7] :={z€C 0<S(2) <7}

com seus polos simples correspondendo a estados ligados das particu-
las primdrias.’

C Programa Bootstrap

O programa bootstrap para construir teorias quanticas de campos de Wightman
consta de trés partes [6]:

1) Determinar a matriz-S a partir de suas propriedades gerais (unitariedade,
simetria de cruzamento, invariancia de Poincaré}, das condigbes de integrabili-
dade (fatorizabilidade e equagdes de Yang-Baxter) e do espectro de particulas
(dado pela representagao covariante do grupo de Poincaré), sob a hipétese de
analiticidade mixima.

2) Calcular a partir da matrix-S os fatores de forma generalizados, que sio
elementos de matriz de operadores locais ¥ entre estados assintéticos

P (D DLW (2) [Py s )
Isso significa resolver certo conjunto de equagdes dadas pelo formalizmo LSZ
sob a hipdtese de analiticidade maxima.

3) Calcular as fungées de Wightman a partir dos fatores de forma generaliza-
dos. Em principio, estas fungdes determinariam uma tnica teoria de Wightman
(teoremna 48).

Fatores de Forma Generalizados

Qs fatores de forma generalizados de wm campo local ¢ (z) séo definidos por

O (0) Ip1y ey )Y o s€ 6 > > 8y
"bﬂ_ (Q) = "vbai...a,, (91, ...,Bn) =

via continuagao analitica para outras rapididades

onde {0} denota o estado de vicuo da teoria.

0 formalismo LSZ e a hipdtese de analiticidade méaxima implicam no seguinte
conjunto de equagbes para os fatores de forma [129], [5]:

ii} Invariancia de Lorentz

Var.an. (01 + 0,0y 00 +0) = %40, 5. (01,..,0,) onde s é o spin de ¢



14.3. METODOS CONSTRUTIVOS 155

iii) Simetria de Cruzamento

‘wﬂ]ag...u" ('91 + iﬂ-1 621 "-1971) = '{baz...ﬂﬂa; ('921 1oy 81’1191 - 2?1")

iv) Equagoes de Watson

Yoig (00,05, ) =i (005, 85,.0) 845 (8: — 6))

v) Relagoes de Recorréncia

Resgl2w_—iﬂwalﬂzﬂ3”.ﬂﬂ (91: seny Bn) = 23’012'@:13...0.ﬂ (93: ey gn) (1 - Sagan ---Sazag)

onde C12 é a matriz de conjugagio de carga

vi) Equagdes dos Estados Ligados

a
Res\?;z:iawala'zﬂ;j”.aﬂ (81) -eey 911) = ‘{bﬂ(lz)a:}---an (912! 3131 9;1) \/ﬁrﬂ(lﬁz

onde « & o d4ngulo de fusio

O chamado Ansatz de Bethe “off shell” fornece um método que permite
resolver essas equagdes em geral. Esse ansatz & dado por

e (8) = [C doree [ dnh(8,2)0" 0,2) ¥ (8.2

a = (ala"')aﬂ) ] Q = (911""61‘1) ) 2% (Z]_,...,Zn)

onde k = (n — g) /2 depende do niimero n de particulas e da carga ¢ do op-
erador ¥,; h(4,z) é uma fun¢io completamente determinada pela matriz-S;
T, & chamadado de covetor de estado do Ansatz de Bethe “off shell”, também
completamente determinado para cada teoria; ¢ pﬁ (8, z) sdo fungdes escalares
satisfazendo um conjunto de equagdes equivalentes as equagdes (i)-(vi) acima.
De fato, o programa bootstrap tem obtido sucesso no calculo dos fatores de
forma de uma série de modelos, tais como o modelo de sine-Gordon Homogéneos

[2]-

Construgio Modular

Agora, definiremos um algoritmo para construir a teoria quantica local para o
sistema de particulas do tipo escalar massiva auto-conjugada no espago-tempo
bidimensional (com interagio nio-trivial), por analogia ao caso livre, inspirado
no programa bootstrap dos fatores de forma. Iniciamos com algumas consider-
agoes gerais.

Tragando Paralelos com a Teoria Livre

Considere & como sendo um campo quantizado definido sobre ¢ espago de
Hilbert H, covariante com respeito & uma representa¢do I/ do grupo de Poincaré.
Como vimos no capitule 5, sob certas condigdes naturais, esta teoria quantica



156 CHAPTER 14. ESTRUTURA MODULAR E INTERACAO

de campos define a representagao de vacuo R de uma rede quantica local da
maneira seguinte:

K30 =2R(0):={®(f); feSM), supp(f) Cc O} (14.11)

onde & (M) & o espago de Schwartz das funcoes teste,
A expressido geral para um campo livre ®; de spin s € %N é dada por

R ; :
B (z) = V2 > -/r-‘x du (p) {t (=, p,53) e P %a(p) + v (z,p, 53) e %a" (p)}

§3=-—§

onde I'}, & o hiperboléide de massa e du (p) a correspondente medida Lorentz-
invariante

dpl 0

- 2 132
2p0)p" m+(p)

du (p) =

u (z,p,s3) € v(z,p, s3) s30 os chamados “intertwiners” (que implementam a
covariancia do campo) e a* (p) e a{p) s&o respectivamente os operadores de
criagio e aniquilagio de particula, caracterizados pelas relaghes candnicas de
comutagio

a(pi)a(pz) =alp)a(m)
a* (p1) a* (p2) = a” (pz) a™ (p1)

a(p1)a” (p2) = a* (p2) a(p1) + 6 (p1 — p2)
Além disso, o espago de Hilbert dos estados é expandido pela base
a"(p1)-a" (pr) 9, pr €T, neN
e vale
a(p=0,pelf

As relagdes de comutagdo dos operadores de criagio e aniquilagio dizem que
criar e aniquilar particulas livres sdo operacdes que ndo comutam por um fator
escalar. Se consideramos que a propriedade caracteristica das teorias livres sio
tais relagdes de comutagao, podemos imaginar que numa teoria com interagdo as
operagoes de criar e aniquilar particulas apresentem relagdes de comutagio mais
complicadas. Assim, esperando generalizar as relag¢Oes candnicas de comutagio,
consideramos que Z* {p) e Z (p) sdo os operadores de criagio e aniquilagio de
uma particula com momentum p num modelo de teoria quantica de campos com
interagao, e escrevemos suas relagdes de comutagido da seguinte forma:

Z(p1) Z (p2) = S(—) (pr,p2) Z (p2) Z (1)
Z* (p1) Z2* (p2) = S+ (prap2) Z° (p2) Z° (1)

Z(p) Z* (p2) = Siz) (p1,02) Z* (p2) Z (p1) + 6 (p1 — p2)



14.3. METODOS CONSTRUTIVOS 157

onde S5, Si4) e S+ sdo fungdes tomando valores em operadores que depen-
dem de pares de momenta {p1, p2}, e devem ser caracteristicas de cada modelo
em particular. Analogamente ao caso livre, o espago de Hilbert dos estados deve
ser expandido pelo conjunto de estados do tipo

Z* () 2" (pa) Q2 , €T, nEN
valendo também que
Z(pQ=0,pely

Além de introduzir algumas simplificagoes, somos forgados a particularizar
nossa anélise para o caso dos modelos integraveis massivos bidimensionais, ja
que.o teorema 135 mostra que ndo ha possibilidade dessas idéias serem justifi-
cadas fora desse contexto.

O Modelo Escalar Auto-dual e a Algebra de Zamolodchikov-Fadeev

Apgora, assumimos que as relagoes de comuta¢io acima dependem apenas
das diferengas de momenta e que os operadores caracteristicos Siy) sao fases
satisfazendo as relagoes

S =58y =8u4 =53
Nesse caso, expressando os momenta em termos das coordenadas rapididade
p=p(@) =m(cosh (¢),sinh (§)) , R
obtemos a chamada algebra de Zamolodchikov-Fadeev
Z(61) Z (62) = S (01 — 02) Z(p2) Z (p1)
Z*(61) Z* (B2) = S (0, — 02) Z* (82) Z2* (61) (14.12)
Z(61) Z* (62) = S (6, — 62)™" 2* (62) Z (61) + m?8 (0 — 62)

Na algebra-C* gerada pelos operadores de Zamolodchikov-Fadeev, definimos
formalmente ¢ campo covariante

1 . o 1 in(d
== [ d8{Z(8)ePO)T 4 2% (g) D) =:ﬁ~/-dSZ€e“’()
M3z () ﬁfRd{_()e + 27 (6) 7)) 5 [z
(14.13)
onde temos introduzido as seguintes convengoes
C:=RU R, Z(—in):=2"(8) , p(6—im):=—p(H) (14.14)

Esperamos que os campos @ (f) espalhados por fungdes teste f € S (M)
sejam PFG’s temperados, localizados em regides cunha, conforme o teorema
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181. Nessa expectativa, definimos as Algebras de observéveis localizadas em
regices cunha como no caso livre:

RW):={&(f); S(M), supp (f)c W}" (14.15)

Mas definimos as 4lgebras de observéveis localizadas em regides limitadas pela
intersecdo de algebras de observaveis localizadas em regifes cunha

R{O)= (] RMW) ,VOek (14.16)
oCWeWw

Finalmente, definimos o que podemos chamar de programa bootstrap al-
gébrico (PBA) pelas seguintes tarefas:

PBA.1) Deduzir as propriedades necessérias da fungio S (4) para que 14.12
defina uma *-algebra, e 14.15-14.16 definam uma rede quantica local.

PBA.2) Provar que as propriedades de S (8) encontradasem PBA.1 sio su-
ficientes para que a correspondéncia O — R (0) seja de fato uma rede quantica
local.

PBA.3.) Verificar a expectativa de que 5 (8) & a matriz de espalhamento
de duas particulas do modelo construido.

Até agora, apenas a terefa PBA.1 foi desenvolvida, conforme passamos a
descrever suscintamente.

Primeiramente, obtemos uma realizacio concreta dos operadores de Zamolodchikov-
Fadeev no espago de Fock # do campo escalar auto-dual livre ®q:

a*(Na* (01) ..a™(8,)00 , 8>8;, >...>8,
Z(8)a™(6y)...a™(8,)0 =
via relagdes 14.12 para outras situagoes

Z(8) := conjugado hermitiano de Z (§) V8 € R
Naturalmente, consideramos a representagao covariante U/ do grupo de Poincaré
da teoria livre agindo sobre a rede formal R, definida no espago de Fock. Disso
obtemos que o vetor {2 € H que define o estado de vicuo da teoria livre tam-

bém define o estado de vacuo da rede formal R. Nesse caso, assumindo que a
propriedade de covaridncia modular & satisfeita, temos pelo ieorema 129

Jw = Seedow , A = AR, = U (Aw (—211))

onde S,, deve ser a matriz de espalhamento da rede formal R.
Da exigéncia de que a teoria seja local e satsifaga a condigao KMS, obtemos

a relagio formal
JwR (W) Jw C R(W) (14.17)
Da caracterizagio do grupo modular pela propriedade KMS também temos:

adll (Aw (—27t)) satisfaz a KMS w.r.t. (R(W),0) (14.18)
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Proposigao 134 A condi¢do (14.18) implica que a fungdo S (0) deve satisfazer
a simetria de cruzgmento

S(8)=S8@r—8) ,¥cR

A partir daqui, escrevemos os operadores localizados em regices limitadas
do espago-tempo em termos de uma série formal infinita de produtos de Wick
de operadores de Zamolodchikov-Fadeev espalhados por funcdes meromorfas na
faixa st (—i7,0) (utilizamos as convengoes (14.14)

1
A= ZHL...Lan(aﬂ,...,el) : 2(61)...2(0,) : dby...db,

neEN

Esperamos que os coeficientes an, (6,,...,6,) sejam os fatores de forma da
teoria, satisfazendo as propriedades assumidas pelo programa bootstrap; em
particular, eles devem satisfazer as seguintes condigdes de contorno

1 n
an+2(9 + 1 +i€,t9,t91,...,9n) o g ll* HSSG(H “51):I aﬂ(ﬂl,...,én)

i=1

Aqui terminamos dizendo que os resultados parciais concordam com nossas
expectativas, mas que as conclusées definitivas dessas idéias aguardam pesquisas
futuras.
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Appendix A

SL(2,C) e Representacoes

O grupo de Lorentz EI_ ¢ o subgrupe conexo das isometrias lineares do espago
de Minkowski

£l ={A: M = Mlinear [ gu, = A**ABg.p , det A =1, AP > 0} (A1)

O grupo de Poincaré ’PI € a parte conexa do grupo das isometrias do es-
pago de Minkowski, sendo portanto dado pelo produto semi-direto do grupo das
translagdes R* pelo grupo de Lorents £

PI_ = R4 ®C_T,_ y (al, Al) - (ag,Ag) = (a’.]_ + Alag,AlAz) (A.z)

O grupo de Lorentz Cl é conexo mas nao simplesmente conexo; seu recobri-
mente universal &

com a aplicagdo de recobrimento dada por
v:SL(2,C) — £1 definido pela regra: y (A) z := 424" Vz € ' (A.4)

onde!

2+ ¥ ozl —iz? )

TR 5 Moo (©) , &= ( el +iz? 0 - 2?

Como o grupo das translagbes espago-temporais é simplesmente conexo,
temos que o recobrimento universal do grupo de Poincaré & dado por

Pl =R'®SL(2,Q) (A.5)

1Que v ¢ de fato a aplicag@o de recobrimento, segue-se da identidade

det (§F) =z -y , Vz,y € R*

161
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com aplicagao de recobrimento (usando o mesmo simbolo ¥)
v 751 ~ PI_ , 7 (a, 4) = (a,7(4)) (A.6)

Notamos que o recobrimento universal do grupo de Poincaré tem grau dois,

v HA) = {A, —A} , VA € Pl

Notagao 135 Os elementos de 7—31 sdo sinalizados com um acento ‘~’, indi-
cando sua imagem em 'PI_ pela aplicagdo de recobrimento

Plag-7(@=9eP]
Para todo g € PL, um g e 751 estd determinado a menos de um sinal.

O grupo de Poincaré proprio Py é o subgrupo das isometrias do espaco de
Minkowski que preserva a orientacio; é dado por

Py = PLUrPL = PLUMPT
onde?

rMoaM,riz)=—z
Mo M, (z) = (-20, -2t 2%, 2?)
Para o caso do recobrimento do grupo de Poincaré, definimos P, como

sendo uma extensao central de ?E’I_ com respeito ao grupo Zg = {1,r} =~ {1,r1},
realizado por endomorfismos de 751 :

T~ 8 B(G,ﬁ) = (—a,)

Pyt o, g (a,f\) == (rla,alf&ai)
Py :ﬂZzQD?'BJTr , et PPl

A.1 Representagoes e Spinores

Em geral, espinores “sao quantidades que se transformam de acordo com rep-
resentacoes irredutiveis de §L (2, ). As representagdes de SL (2, C) sio clas-
sificadas em dois grupos, conforme seu centro {—I,I} seja representado triv-
ialmente ou n3o: uma representacao u de SL(2,C) é chamada representacio
bosonica se o centro {I, —I}de §L (2,C) é trivialmente representado, e &€ chamada

2 A reflex@o na origem s6 preserva a orientagdo em espago-tempo de dimensdo par.
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representacao fermidnica no caso contririo. Essa distingio deve-se ao fato de
que o recobrimento universal do grupe de Lorentz ter grau dais. Portanto,
definimos

representagao bosénica (“one valued”): u(I) = u (-J)
representagao fermidnica (“two valued™): u(f) # u (1)

Proposicio 136 Qualquer representagdo g : [LTF —+ U () do grupo de Lorentz
possuiu induz uma representacdes de SL(2,C) via aplicagio de recobrimento,
W€

ui=ugpoy:SL(2,C) —»U(h)

Inversamente, uma representagdo u : SL{2,C) — U (h) do grupo SL(2,C)
induz uma representagio do grupo de Lorentz via aplicagdo de recobrimento
u=:uocy see somente se u(—-I) =u{l).

Prova. A primeira efimmagdo € trivial, e a segunda afirmagéo segue-se do
tsomorfismo

SL{2,0

MEAS M, T
_{17__1} _'Y'C‘i"

No que segue, apresentamos todas as representagdes espinoriais de SL (2, C)
com dimensio finita.

A.1.1 Representagdes Irredutiveis de SL(2,C)

Para cada j,k € N nés definimos o espago de Hilbert

Biij2pse = simetrico € ® ... ® C* @simétrico C ® ... @ C? (A7)
: \ nl 2o
) k

= expansio linear (N ® ..QON® ... QM n,n € T
—_— S——
j k

= { Say(a) = (fal,...,ajsl ,,,,, s €ECi ;B = 1,2) }

totalmente simétrico nos @’s e nos 3's

() s hrzesz X Bizem = C (‘5(a)(3)’5fa)(5)) = Z(:_)‘f_al---af $r..
(e)(B
(A.8)
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OG22y + SL(2,C) = B (bij2,u/2)

%242 (A N® . @nBN® .87 = (AN®..0 Ap O AN ® ... ® A7)
or

0(5/2,6/2) (4) fal,...,a,-ﬁl,...,,e'k = Z(;;)(i/) AU‘I.UI"'Aaj#jz‘[;‘lg}lzﬂkbk5#1,---,#1’!5'1,...,9;.
27

Teorema 137 Toda representagio irredutivel de SL (2,C) ¢ unitariamente equiv-
alente a (D(j/z‘klz),b(j/g’k/:z)) para algum 3,k € N,

Observagao 138 Note que 035/ (—1) = (—1)7+* 3(j/2.k/2) (). Portanto,
a representagdo ;) € bosénica ou fermidnica se (j + k) € par ou impar, re-
spectivamenie.

Para j, k € N, dizemos que as representagdes (B /a,j/2), O(x/2,5/2)) € (h(j/z,k/z),a(j/g,k/g))
sdo conjugadas (complexas), desde que

O(k/2,572) (A) 2 0202y (A) , YA € SL(2,C)
Portanto, nés escrevemos

bikszgrn) = Disrznizy o Dirgzi2) = O/

Observagio 139 Uma representagdo D e sua conjugada D sdo em geral inequiv-
alentes, embora estejam relacionadas conforme acima.
Mencionamos que, as rerpesentagées {chamadas contragradientes)

SL(2,C) 3 A = (42402 (AT)—I
SL(2,C) 3 A — B (A7)

sdo equivalentes @s representaces V(; z k/2) € 5(;,-/2,;,/2), respectivamente, com a
equivaléncia dade pela matriz

CZW:(L é)

(A7) = ¢A¢™ |, VA€ SL(2,0)

Isso decorre da identidade

Representagdes conjugadas podem ser compostas, no que podemos chamar
de representagtes-dobradas

_ € (s _
Ay = B @G22 = {( T;(;)Ei? ) ; ‘f(a)(g) €h, maya € [1}
(A.9)
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() 2 BGr2k12) X Dok — C (A.10)
§(r(8) S (8) :
1 = fa 3 7§ : + |7 & 777" 3
(( 8) (&) Mgy ( (a){8) (a)(ﬁ)) ( 8)(4) (5)(a))
Q(j/zyk/Q) = D(,‘/z.wz) @ 6(.7'/2,}@/2) 1 SL (23 C) =B (f)) (A-ll)

D (4) ( e(9) ) - ( 2 (4) €0y () )
8)(a) o (A) (@)

Em representagdes-dobradas (£, D), as operagdes de paridade P e reflexdo-
temporal T podem ser linearmente representadas por operadores D (P) e D (T)
satisfazendo as relagdes de comutagao do grupo de Poncaré completo P; também
um operador de conjugacdo de carga D (C) pode ser definido de modo que

comute com todas as transformagdes de SL(2,C). Essas representacoes sio
anicas médulo fase. Pondo

(k) =6@ - @ (BB ... ®( onde C‘“”z:(gl é)
e Yt —_—
5 '

n6s definimos®

£y (4 (k) mo 0 (-1 ¢ §o (4
D(P) : (e}(8) ) J+EIm dZ( (3.%) ) ( () (B) )
(P) ( s ) (=1 0 MEHE)
| (A.12)
§ 3 Lk 0 Ecx j
oy [ Se() ( k) ) ( (@)(3) )
. ( NB)(s) ) BANCER Y 3)e)
) ( §(8) )
3)(e)
Nesse caso,

$(e (s _ (-1 0 e (6
swen (00 )y ((V 0 ) (L0}

onde temos definido a fase

@)
@]
o
=4
T 2
oS
e
N
= O
[

1 sej+k é&par (caso bosdaico)
3= . . L . (A.14)
—1 se j -+ k & impar (caso fermidnico)

jG+kymod2 _ ( 1sej+ké&par
T\ isej-+ké&impar
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Exemplo 140 (RotagGes e Boosts) Os levantamentos dos boosts e das ro-
tagées em torno de wma diregdo espacial it sdo dados por

1

Aa(t) = e'3™% = cosh (£/2) I + sinh (t/2)n-7 ,teR
R () = e®3™% = cos (8/2) ] +sin (8/2)7-3 , 0 € R

onde temos as matrizes de Pauli

{01 {0 —i (10
TV 10/ 2T U0 0 > BT o -1

Observagao 141 (Spin) Definimos o spin da representagdo ;2 5 /2) pelo mimero
s = Jé—k Pele identidede acima, temos

O(j/2,k/2) (}_?,n (27")) = (cos (W))j+k I = (‘“1)23 I

A.1.2 Representagdes Unitarias Irredutiveis Padrio de 751

As representag¢des unitarias do recobrimento do grupo de Poincaré sao total-
mente classificadas e estdo divididas em dois grupos: padrio e nao-padrio.

As representagdes padrao do recobrimento do grupo de Poincaré correspon-
dem as representagdes espinoriais de SL(2,C); s3o caracterizadas por dois
parametros (m, s} onde m > 0 & a massa da representagio e s € 2N & o spin da
representagao. Explicitamente: (.5, §(m.s))-

Caso Massive: m > 0

Bem,s) = Dijyaesn ® L (T, dim)

onde temos o hiperboldide de massa m e correspondente medida Lorentz-invariante

i‘ix{PEM/pgﬁm, P’ 20} , dum(p) = \/2_0,;0 =+/m? +p?
e .
Ui t PL = U (B (u(m.s) (ﬂ, K) *J’) () = €705 /2,0/2) (R (K,p)) % (A™'p)

onde temos a rotagio de Wigner em SL (2,C) (sendo o = (0% ¢',0%,6%) as
matrizes de Pauli)

Caso Massa Zero: m=(
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bo,s) = L? (Fﬁ,duo)

onde temos o hiperboléide de massa m = 0 e correspondente medida Lorentz-
invariante

g ={peM/p*=0,p">0} , duolp)

e (o indice ‘11’ indica o correspondente elemento de matriz)

U0,s) ::DI- U (h(o,s)) ) (u(s,o) (a, A) 1/)) (p) i== e? (D(s,o) (fi (11, p))) ¥ (A p)

11

onde temos a rotagdo de Wigner em SL (2, C)

R (f&,p) = Lo (p) AL (A 'p)

o (p) = 1 po+p3 p1—ipz
Voo +p3 0 1

A.1.3 Representagdes Unitarias Irredutiveis Padrio de P,

Para obtermos representagdes unitarias

(Lim,sy 8)9) (p) = Dija.x /2 (loz)(—0p) (A.15)
(w(7)¥) (p) = D (io3) DM iy ) (—3p) = DY) (i) p(—jp)

Definigdo 142 (Representagio Propria de P,} Sejamm > 0 e 5,k € N,
A representagio (m,7/2, k/2)-espinorial prépria de P, é a representagdo irre-
dutivel unitdria fortemente continua de energia positiva de Py de massa m e
spin (7/2,k/2).

Observagao 143 A razdo pare a vmportdncia das representacdes unitdrias em
fisica qudntica deve-se ao fato da nocao de grupo de simetria ser definida por
representacdes projetivas, as quais correspondem a representacies lineares da
extensdo central do grupoe sobre o proprio espago de Hilbert dos estados. Pre-
cisamente, temos os seguintes teoremas [147][2]:

Teorema 144 Qualguer transformag@o projetiva num espago de Hilbert € definida
por um operador unitdrio ou anti-unitdrio, o qual € unico mddulo fase.

E também [?]:

Teorema 145 Tode representacdo projetiva do grupo de Loreniz induz uma
representacdo unifdria do seu recobrimento universal SL(2,C).
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Appendix B

Teoria Modular

B.1 Teoria Modular de Tomita-Takesaki
Referéncias para provas e detalhes: [137], [22], [23], [135].

Defini¢io 146 (Algebra de von Neumann Padrao) Seja H um espacgo de
Hilbert, R uma dlgebra de von Neumann em H e £ € H um vetor.
Dizemos que ) é ciclico pare R quando

RO=H
Dizemos que £} é separante para R quando
A BeER, AQ=Bl=>A=8B

Dizemos gque o par (R,§)) constitui uma dlgebra de von Neumann padriio
quando vetor §) € ciclico e separante para R.

Proposigao 147 Um vetor 0 € H € ciclico para R se e somente se ele é
separante para o comutante R’.

No que segue, considere (R, ) sendo uma 4lgebra de von Neumann padrio
no espago de Hilbert H.

Definigao 148 (Operadores de Modulares) Sendo () ciclico e separante para
R e R, estdo bem definidos em M o0s seguintes operadores anti-lineares

Sp i RE — RO, 5340 := A
Fo: R'Q R, Fpd'):= A"

Vale que Sy O F} e Fg O 5; portanto, Sg e Fy sdo operadores fechdueis,
donde podemos definir

§:=5;, e F=T

169
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cujos dominios tém cores R C Dom (S) e R'Q C Dom (F).
Pela decomposicio polar de S {113, Section VIIL3], definimos a involucdo
modular J e ¢ operador modular A

J € um operador anti-linear involutivo
S=Jav? |

A € um operador linear auto-adjunto positivo

Chamamos S de operador de Tomita, J de involugdo modular e A de oper-
ador modular da dlgebra de von Neumann padrao (R, Q).

Vale

S*=F=JA"Y?2  F*=8= JAl/?
A=A, J=J1 | JAT =AY

O teorema fundamental da teoria modular:
Teorema 149 (Tomita-Takesaki [137]) Vale
adJ (R)=R', adA* (R)=R, vt R

Chamamos de grupo modular o grupo um-parémetro o® := adA* de endo-
morfismos em H.

Para um estado w € R., podemos tomar um vetor unitario 1 € H tal que
w = (,-). Se definimos #(g q) := Rf2, temos, temos:

Q & ciclico para R em Hg

) & separante para R se ¢ somente se w é fiel,
e AeR, w(Al=0=4=0

Portanto, dada uma algebra de von Neumann R no espago de Hilbert 7/ um
estado flel w € R,, podemos definir a teoria modular para (R, ) num subespago
de Hilbert H C # adequado. No que segue, utilizaremos esses conceitos.

B.1.1 Grupos Modulares e Cociclo-de-Connes

No que segue, considere R sendo uma algebra de von Neumann agindo no espago
de Hilbert #.

Teorema 150 (Connes [48]) Sejam w e ¢ dois estados ficis sobre R, e oy, €
o, 0§ grupos modulares correspondentes.
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Bziste uma aplicacdo’ fortemente continua u: R — U (R) satisfazendo:
i) s = weot (u,) , VEsER
i) of, (A) = wol, (A)u} ,VEER, VaeR

1) VAeR, 3F :st(0,1) = C analitica, tal que
F{t)=p(ud) e F{t+4) =w(dy) ,Vte R

Portanto, os grupos modulares de uma lgebra de von Neumann com respeito
a diferentes estados fiéis diferem por cociclos que generalizam a condigio KMS.

Teorema 151 {Guido-Longo [79]} Seja R uma dlgebra de von Newmann, w
um estado fiel ¢ v um automorfismo de A,

Seja ug (v) := [Dwoy™ : Dw}, o Cociclo-de-Connes do par de estados w,
weoy ', Vale

Uers (1) = we (7) 08, (s (7))
(B.1)
v(0, (A)) = wal (v (A))ui (v) , VA€ A
B.2 Teoria Modular Espacial de Rieffel-van Daele

Para provas e detalhes vide [116], [102].

B.2.1 Estrutura Simplética

Seja (?,(,)) um espago de Hilbert sobre o corpo dos niimeros complexos.

Defini¢ao 152 (Estrutura Simplética de H) A estrutura simplética de (H, (,))
€ a terna (',V,A) de operagcdes definidas na classe dos subconjuntos H: o com-
plemento simplético

HOM M ={peH/S{pyv)=0 Yo M} (B.2)
a intersegdo simplética
HOM—»(MAN):=MNN (B.3)
a unido simplética
HDOMN - (MVN):=(MUN)" (B.4)
Definimos também, o fecho simplético de wm subconjunto de H

HM o M= M (B.5)

'Dada um algebra-C* A, U {A) significa o grupo dos elementos unitérios de A,
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Proposigao 153 Seje M € H um subconjunto ndo-vazio. Entdo:
i) M' é o complemento ortogonal de M com respeito ao produlo interno real
R(,) multiplicado pelo fator 57

M =M™
i) M" é o fecho (topolégico) da expansdo R-linear de M:
M = (M)
Em particular
M'OM, M" =M (B.6)

iit) Se {M; }jEJ € uma femilia de subconjunios de by, entdo

€T ieJ JET jeg

(\/Mj)rz/\M; e (/\M,-)’:\/M; (B.7)

Prova. Denotamos por ML o complemento ortogonal de M com respeito
a0 produto interne (complezo) (,) e por M™ o complemento ortogonal de M
com respeito ao produto interno real R(,).

Trivialmente,

R(p, i) = -G {p, ) eS(p, i) =R(p,v) , Vo, 0 e
Portanto

M ={peH/R(p i) =0 Yoe M} =iMrt

M”E{ne’)‘{/gﬁ(w,iﬂ)zﬂ VT,bEiM”‘} :MrJ_rJ_ — (M)

() (0] -{usr) (o) v
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B.2.2 Teoria Modular Espacial

Defini¢do 154 (Subespagos Padrao) Sejam K, L < H um par de subespagos
fechados em H.

Dizemos que o par (K, L) € padrio em H quando

KNL={0} e K+L=H

Se K ¢ um subespaco real fechado de H, dizemos que K é padrio em H
quando (K,iK) ¢ um par padric em H.

No que segue, consideramos K, L < H formando um par padrio em H e
denotamos as respectivas projegdes ortogonais por

P:H>K , Q:H->L
A partir destes, definimos os segnintes operadores
R=P+Q, R=P-0Q

Mostra-se que o operador R & injetivo e satisfaz 0 < R < 2, donde conclui-se
(pela teoria espectral) que estio bem definidos os grupos

R>t— R*
R3t— (2~ R)*

Enfim, por decomposicdo polar definimos a conjugagdo modular espacial j:

R =T,

j ¢ uma isometria parcial
T é um operador positivo

Também definimos o operador modular espacial
§:=(2-R)R™
e 0 operador de Tomita espacial
5 = 5172
Vale:
s:(K+L)=>(K+1L) ,s(u+w):=u—1w ,Vue K,VweL
O grupe modular espacial (de unitérios) ¢ definido por:

R>t— 8% :=(2-R)*R™™
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Proposigdo 155 Vale
8% = 6% , vieR

(6,6 20, ¢ e K, (i) <0,¥el
Teorema 156 (Tomita-Takesaki Espacial) Vale
iK =ikt | jL=K*

*K =K , %L =1

A situacao da teoria de Tomita-Takesaki é obtida a partir da teoria de Rieffel-
van Daele pela especializagio I = iK:

A relagao entre o operador de Tomita S e o operador de Tomita espacial
5 definidos respectivamente na teoria modular de Tomita-Takesaki e na teoria
moduar de Rieffel-van Daele, pode ser facilmente estabelecida:

Proposigio 157 Seje (R,(1) uma dlgebra de von Newmann padrio em H.
Sejo Reg :={A R/ A=A} <B(H) e K := R,o{t < H.
Entio, K € wm subespago real padrio de H ¢ o operador de Tomita espacial
s associado a {K,iK) coincide com o operador de Tomita S associado a (R, ().

Os operadores modulares espaciais podermn ser caracterizados por certas pro-
priedades. Vejamos primeiro o caso de j e depois de 4.

Proposigdo 158 {Caracterizagio de j) Seja K < H um subespaco real padrio
de H es= j51/2 o correspondente operador de Tomita espacial.

Entdo, j € o xinico operador ortogonal auto-adjunto satisfazendo as sequintes
condigdes

JK = K+
{(ju,u) >0, Vue K

(jv,0) > 0, Ve Kt

Definigdo 159 (Condigdo KMS) Seja U = {U(t)},.x wm grupo um-pardmetro
de unitdrios fortemente conbinuo em H.

Seja M < 'H um subespago real.

Dizemos que U satisfaz a condicio KMS com respeito a K gquando para todo
v, v € H, existe uma funcéo f: st[—~1,0] = C, Hmilada e continua, analitica
em st(—~1,0) tal que

FEO={U)w,v) ond f(E— ) = (U (t)u,v), VIER

(Para cada u,v € H, se eriste uma funcdo-KMS correspondente eniao ela é
tinica, pelo principio de reflezdo de Schwartz.)
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Proposi¢io 160 (Caracterizagio de §) Seja K < H um subespaco real padrao
em H e seja {§*}, o grupo modular correspondente.

Entdo §* ¢ o nico grupo wm-pardmetro fortemente continuo de unitdrios
em H tol que

K = K ,¥VteR
5% satisfaz a condigdo KMS com respeito a K

Um fato interessante é que a condigio KMS mais certa condigao de mini-
malidade implicam na propriedade padrao:

Teorema 161 Seja {U(t)},.g um grupo wm-pardmetro fortemente continuo de
unitdrios em H.

Seja K um subespago real de H com respeito ao qual U(t) satisfaz a condi¢do
KMS.

Seja Ky o menor subespago real de K invariante sob a¢do de U(t).

Entao, U(t) satisfaz a condicdo KMS com respeito a K.

Além d'n‘:SSO, Kg n ZKO = {0} .

SEj{I ?{0 = Kg +ZK{) < H.

Entido Ko ¢ um subespago real padrio de Ho com grupe modular espaciel
& = U(t)l';{ﬂ.
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