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Resumo

No presente trabalho abordamos trés efeitos diretamente relacionados com o
conceito de vacuo, tomado no contexto da fisica quantica: emissao espontnea,

deslocamento Lamb e efeito Casimir dindmico.

Apresentamos um estudo da influéncia de placas perfeitamente permedveis
tanto na taxa de emissao espontinea, quanto no deslocamento Lamb. Pre-
cisamente, calculamos a variagdo na taxa de emissdo espontinea quando o
dtomo é colocado préximo a uma placa perfeitamente permedvel, ou entre
uma cavidade formada por placas permedveis paralelas, ou ainda, em uma
cavidade onde uma das placas é condutora e a outra, permedvel. Calculamos
também como os deslocamentos nos niveis de energia atdmicos sgo afetados

pela presenca de duas placas paralelas e perfeitamente permedveis.

Usando um modelo de campo escalar em 1 4 1 dimensoes, verificamos a in-
fluéncia de condices de contorno tipo Neumann no efeito Casimir dinamico.
Obtemos a forca dinimica de Casimir para os casos de uma fronteira oscilante
com condicio de Neumann, da cavidade oscilante com duas fronteiras de Neu-
mapn e da cavidade oscilante com umna das fronteiras de Neumann e a outra de

Dirichlet. Calculamos também correcdes térmicas & forga dinimica de Casimir.
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Abstract

In this work we study three effects related to the concept of quantum vacuum:

spontaneous emission, Lamb shift and dynamical Casimir effect.

We compute the influence on the spontaneous emission rate for a two-level
atom when it is located (i) near a infinitely permeable plate, (ii) between two
parallel infinitely permeable plates and (iii) between two plates of a different
nature, namely, a perfectly conducting plate and an infinitely permeable one.
Using second order perturbation theory, we study the influence of two parallel
infinitely permeable plates on the atomic energy levels of a Hydrogen-like

atom.

We calculate the dissipative force on a non-relativistic moving wall due to
the vacuum fluctuations of a massless scalar field in 141 dimensions for the
following cases: (i) one moving boundary where the field satisfies the Nenmann
condition, (ii) a vibrating cavity with two Neumann boundary conditions and
(iii) a vibrating cavity where one of the boundary contidions is a Neumann
boundary condition, and the other is a Dirichlet condition. We also compute

the contribution of a thermal bath at temperature T to the dissipative force.
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Introducao geral

“Embora o efeito seja pequeno,
uma confirmagio experimental ndo parece infactivel
e pode ser de algum interesse”.
H.B.G. Casimir, em 1948, sobre a atracao entre placas

devido 3 pressdo de ponto zero das ondas eletromagnéticas.

Os t6picos a serem apresentados nesta tese estio diretamente relacionados com o mo-
derno conceito de vacuo, tomado no contexto da fisica quantica. Nesta introdugio tecemos
breves comentarios sobre a evolucdo do conceito de vacuo ao longo da histéria, desde a
Grécia antiga, até os dias de hoje, momento em que a fisica de particulas é descrita pela
teoria quintica de campos. Comentamos sobre o efeito Casimir (estdtico e dindmico) e sua
relevincia nas mais diversas dreas da Fisica e da tecnologia, assim como a importancia de
outros efeitos relacionados com as flutuacées quanticas do vicuo, ou mais precisamente,
com a interacio de sistemas atémicos com o campo de radiagio, tais como a emissao
espontinea € o deslocamento Lamb. Dentro desse contexto, justificamos e descrevemos
os objetivos deste trabalho.

Desde a época de Arist6teles, ou mesmo desde tempos ainda mais remotos, até os
dias de hoje, onde a fisica de particulas elementares estd caracterizada pelo advento da
teoria quintica de campos (TQC), as dificuldades conceituais envolvidas nos conceitos
fundamentais de espago, tempo, matéria, movimento e em particular na nogio de vicuo
tém intrigado e chamado a atengio de filésofos e cientistas.

O modo como fisicos e fildsofos tentaram, no passado, compreender o conceito de vicuo



oscilou basicamente entre duas idéias, a saber: (i) um espago vazio (completa auséncia de
matéria); (i) um espago preenchido com alguma matéria muito sutil (como por exemplo o
éter luminifero) e portanto com algum tipo de estrutura. Demderito (460a.C. - 370a.C.),
filésofo atomista para quem o vicuo manifestava-se como “intervalos que separam um
atomo de outro e um corpo de outro, atribuindo-lhes suas naturezas discretas e permitindo
o movimento”, é um exemplo do primeiro ponto de vista. Platdo (428a.C.-347a.C.} e
Epicuro (321-270a.C.), para quem “a Natureza, no modo como existe, estd baseada em
duas coisas: existem os corpos e existe o espago vazio no qual tais corpos estdo situados
e através do qual eles se movem”, também defendem esse primeiro ponto de vista. Por
outro lado, Aristoteles (384a.C.-322a.C.) defendia o segundo ponto de vista. Nao aceitava
o conceito de espago vazio e recusava-se a aceitar a nocio de vicuo como a completa
auséncia de matéria.

A doutrina aristotélica da inexisténcia do vicuo, considerado como auséncia total
de matéria, comecou a ser refutada experimentalmente no século XVII quando, em 1644,
Evangelista Torricelli (1608-1647) inventou o bardmetro de mercirio. Torricelli mergulhou
aextremidade aberta de um tubo de vidro contendo mercirio num recipiente que também
continha merciirio, observando que a coluna de mercirio ao descer deixava um espago
entre a superficie do liquido e a extremidade fechada do tubo. Torricelli sugeriu que nesse
espaco um vacuo havia sido criado. Em 1657, Otto von Guericke (1602-1686) mostrou
que parelhas de cavalos nfo eramn capazes de separar dois hemisférios ocos de cobre pelo
simples motivo de que a auséncia de ar no interior dos hemisférios, atingida por meio de
uma bomba de ar, permitia que a pressio atmosférica externa mantivesse os hemisférios
fortemente unidos. Para Guericke, a regifo do espago entre as esferas era ausente de
matéria. Aceitava-se entdo a existéncia do vdcuo como auséncia de matéria, mais tarde
generalizada para auséncia de matéria e radiagao.

No sécula XIX, todas as experiéncias envolvendo o movimento ondulatério indicavam
que era necessdrio um meio para a propagacio de ondas. As equagdes de Maxwell, publi-
cadas em 1862, conduziam, para o espaco livre, a equagdes de onda para os campaos

elétrico e magnético, com velocidade de propagagio ¢ = 1/,//€. Era natural, portanto,



supor que algum tipo de meio se espalhasse por todo o espago, incluindo o vécuo de
Epicuro, permitindo a produgdo e propagacdo de ondas eletromagnéticas. O préprio
Maxwell sentiu a necessidade desse meio e denominou-o “éter”. Porém a existéncia do
éter introduz a nogio de um sistema preferencial, absohuto, onde o éter estd em repouso e
no qual a luz propaga-se com velocidade ¢ = 1/, /lip€g. Em 1888, A. Michelson ¢ E. Morley,
usando um interferémetro 6ptico de fantdstica precisio, tentaram medir a velocidade da
Terra em relacio a tal sistema absoluto, comparando as velocidades da luz medidas em
diferentes direcoes. Entretanto, eles descobriram que a velocidade da luz é exatamente a
mesma em todas as direcoes, o que indica que ou nao hd um sistema preferencial, ou a
Terra est4 sempre no sistema de referéncia preferencial. Esta experiéncia parecia negar a
hipdtese do sistema absoluto do éter, uma vez que a Terra estd variando continuamente
sua velocidade em seu movimento em torno do Sol. Contudo, seria possivel que a Terra
permanecesse no sistema preferencial se arrastasse consigo o éter em seu movimento.
Entretanto, fenémenos como a aberragdo da luz (pequeno desvio na posi¢ao aparente de
estrelas distantes em direcdo ao movimento orbital da Terra) ndo sdo compativeis com
a hipétese de um “arrastamento do éter ”. A existéncia do éter tornava-se, desse modo,
bastante artificial. Em 1905, Einstein, desconsiderando a hipdtese do éter, postulou que
“a velocidade da hiz no espaco vazio é a mesma em todos os sistemas de referéncia e é
independente do corpo emissor 7, como um dos dois postulados bésicos a partir dos quais
a teoria da relatividade especial deriva.

Com o desenvolvimento da fisica moderna, ou seja, da relatividade e da fisica quéntica,
surgiram muitas idéias e conceitos que néo tinham lugar na fisica cléssica, como por e-
xemplo a criacio e aniquilagdo de particulas, o principio da incerteza de Heisenberg e o
conceito de energia de ponto zero, entre outros. O estado de vdcuo, considerado como
o de mais baixa energia do sisterma em questdo, passa a ser bastante complexo. Nesse
estado, particulas podem estar sendo continuamente criadas e aniquiladas, desde que
tais processos ndo violem o principio da incerteza. FEm suas efémeras existéncias, tais
particulas podem sofrer a influéncia de agentes externos, como por exemplo, campos

eletromagnéticos, campos gravitacionais ou cavidades, de modo que 0 vécuo quantico

10



comporta-se como um meio material, capaz de se polarizar, magnetizar ou mesmo se
desestabilizar, emitindo particulas reais. Em outras palavras, podemos dizer que no mo-
mento o vicuo quéntico estd longe de ser simplesmente o espago vazio. Pelo contrario, é
interpretado como se fosse nm meio bastante complexo com suas préprias propriedades
macroscOpicas (permeabilidade magnética, permissividade elétrica, etc.), dando origem
a varias nao linearidades nas teorias fisicas. De uma certa forma, é como se Aristételes
estivesse correto e a Natureza realmente abominasse o vazio absoluto.

Usando a eletrodinamica quéntica (EDQ) como um protétipe de uma teoria quéntica
de campos muito bem sucedida, podemos atribuir ao vicuo da EDQ a existéncia de
varios fenomenos fisicos importantes, como por exemplo: o deslocamento Lamb, as for¢as
de van der Waals dispersivas, o efeito Casimir, a emissio espontanea dos 4tomos, 0 mo-
mento magnético andmalo do elétron, dentre outros (a referéncia [1] fornece nma discussao
bastante acessivel de todos esses t6picos).

A EDQ usual trata de processos que ocorrem no espago livre (ou de sistemas atomicos
no espaco livre). Entretanto, isto é apenas uma aproximacdo para a situagao real, onde
o sistema esté em geral circundado por superficies metalicas, dielétricas, ou mesmo de
outras naturezas. E de fundamental importincia estudar a influéncia da vizinhanga de
um sistema atdmico em suas propriedades radiativas, ndo apenas a fim de obter medidas
mais precisas de quantidades atomicas (como por exemplo o fator g — 2 do elétron, ou a
constante de Rydberg), mas também controlar ou modificar as propriedades radiativas do
sistema atdmico em questdo (como por exemplo, taxas de emissio espontinea podem ser
anmentadas ou suprimidas devido & presenca de espelhos a distancias finitas). Esse ramo
da EDQ é conhecido com o nome de eletrodinamica quantica de cavidades (EDQC) e nos
tiltimos anos tem atraido muito a atencdo tanto de fisicos tedricos como experimentais,
principalmente devido ao enorme avanco tecnolégico que permite a realizagdo de experi-
mentos com um alto grau de precisdo (veja por exemplo as referéncias [2, 3] e referéncias
ai mencionadas para nma revisdo desse tema).

A EDQC também tem proporcionado o cendrio apropriade para o estudo e a re-

alizacdo de experiéncias recentes envolvendo os conceitos mais fundamentais da mecanica
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quintica [4], tais como a decoeréncia quéntica e o emaranhamento quintico, entre outros.
Experimentos tipo gato de Schrédinger envolvendo um ou dois 4tomos e estados do campo
de radia¢io com poucos fétons em cavidades tém sido propostos. Por fim, vale mencionar
ainda que a EDQC tem sido mma ferramenta afiada e muito utilizada nos estudos recentes
de computac¢do quéntica [5, 6]. No entanto, por se tratar de um tema t3o vasto, decidimos
nos dedicar apenas a alguns tdépicos da EDQC, gue serdo especificados no decorrer desta
introducao.

Muito embora o primeiro trabalho relacionado com efeitos de cavidades em EDQ tenha
sido escrito por Purcell [7] e publicado em 1946, mostrando que a emissdo espontinea
associada com as transi¢des do momento magnético nuclear poderia ser amplificada se o
sistema fosse acoplado 2 um circuito elétrico externo ressonante, podemos dizer que os
primeiros estudos detalhados sobre efeitos de paredes ou cavidades em EDQ surgiram com
os trabalhos de Casimir e Polder [8] e o trabalho original sobre o chamado efeito Casimir
[9], ambos publicados em 1948.

No primeiro deles, Casimir e Polder nio sé confirmaram a conjectura feita por Verwey
e Overbeek de que os efeitos de retardamento pas forgas de van der Waals entre dois
dtomos polariziveis fazia com que estas caissem mais rapidamente com a distancia entre
os 4tomos quando eles estivessem afastados do que quando estivessem préximos (caso
em que os efeitos do retardamento sio despreziveis), mas também calcularam a for¢a no
regime retardado entre dtomos polarizdveis e paredes perfeitamente condutoras. E comum
nos referirmos & forca entre um 4tomo (ou molécula) polarizivel e uma superficie material
em sua vizinhanca como forga de Casimir e Polder. A verificagdo experimental do efeito
do retardamento nas forcas de van der Waals dispersivas sd foi possivel vinte anos apds o
trabalho de Casimir e Polder [10], enquanto a comprovag¢io experimental das forcas entre
4tomos e paredes s6 foi possivel recentemente [11].

No trabalho que deu origem ao chamado efeito Casimir, o fisico holandés H.B.G.
Casimir previu teoricamente a atra¢do entre duas placas paralelas, neutras, perfeitamente
condutoras e situadas no vdcuno. Trata-se de uma forga macroscdpica de origem genuina-

mente guéntica, cuja origem estd na alteragdo da energia de ponto zero do campo eletro-
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magnético (quantizado) causada pela presenca das prdprias placas. Tal efeito, denominado
efeito Casimir, foi observado pela primeira vez por Sparnaay em 1958 [12], mas com uma
precisdo t§0 baixa que o autor foi capaz apenas concluir que os resultados experimen-
tais eram compativeis com as previsdes tedricas. Experimentos diretamente com metais
s6 foram realizados novamente quarenta anos mais tarde, quando Lamoreaux {13], uti-
lizando uma balanca de torcio e uma disposicio geométrica diferente da utilizada por
Sparnaay, obteve um notavel acordo entre experimento e teoria. Mais recentemente, a
utilizacdo de microscépios de forca atdémica permitiram que vérios outros expertmentos
de Casimir fossem realizados com precisoes cada vez melhores [14, 15, 16, 17, 18]

De acordo com a teoria quantica para os campos eletromagnéticos no vdcuo, um estado
de Fock do campo |ni,ng,...) é caracterizade pelo mimero n; de fétons que possuem
momento k, e polarizacdo A;, pelo nfimero ny, de fétons que possuem momento ks e
polarizacdo A; e assim por diante. O estado de vdcuo é, por definigio, aquele para o qual
ny =0, ny =0, ..., ou seja, nao ha fétons em nenhum dos modes do campo. No entanto,
mesmo nesse ¢aso, o valor esperado do hamiltoniano do campo de radiacao é diferente de
zero. Para cada modo do campo, mesmo sem que haja fétons, haverd ainda uma energia
de ponto zero igual a (1/2)Aw), onde wy é a freqiiéncia do modo em questao. Como ha
infinitos modos, a energia do vdcuo do campo de radiagdo é igual & soma dessas energias de
ponto zero de cada modo e, portanto, infinita. Embora ndo tenhamos acesso a essa energia
infinita, podemos medir alteragdes dessa quantidade. Em outras palavras, quaisquer
objetos quando colocados no vécuo irdo impor condicdes de contorno ao campo, alterando
desse modo as fregiiéncias possiveis para os modos do campo. Justamente a diferenga entre
a energia (infinita) do vécuo com as condigbes de contorno e a energia (infinita) do vicuo
sem as condicdes de contorno é que serd interpretada como a energia de Casimir, a qual
teremos acesso e poderemos medir. Qbviamente, para dar sentido a essa diferenga, um
procedimento de regularizacio deverd ser feito. Para o caso de duas placas perfeitamente
condutoras, por exemplo, a densidade de energia de Casimir que se obtem ¢é tal que tais
placas se atraem com uma forca por unidade de drea dada por ¥ = —n2he/(240LY),

onde ¢ é a velocidade da luz, h = 27h é a constante de Planck e L ¢ a separacao entre
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as placas. Quando a separacao entre as placas diminui, a pressio de Casimir aumenta
rapidamente, atingindo cerca de uma atmosfera quando L ~ 10nm. Portanto, quando
a separacio entre as superficies é pequena, como no caso de micromdquinas, a forga de
Casimir tem que ser levada em consideragio. A distdncias de poucos nandmetros, a forga
de Castmir domina sebre outras forgas [19], assumindo, dessa forma, um importante papel
na tecnologia envolvida no desenvolvimento de sistemas micro e nanoeletromecanicos [18].

Vale mencionar que o cariter atrativo ou repulsivo das forgas de Casimir depende de
varios fatores: do campo considerado, da dimensio do espago-tempo e das condigdes de
contorno em questio. Por exemplo, numa esfera condutora de raio a, a forga de Casimir
eletromagnética é repulsiva, sendo a energia de Casimir dada por £ = 0.92fic/2a. Para
o vécuo do campo de Dirac, confinado no interior de uma esfera de raio a, a energia de
Casimir é dada por [20] E = 0.02hc/a. E surpreendente que mais de meio século apés o
surgimento do trabalho original de Casimir, o efeito que leva seu nome ainda guarde algum
mistério: ainda nio se sabe como antecipar o sinal da forga de Casimir numa situagio
genérica a partir de argumentos qualitativos.

H4 varias outras motivacoes para se estudar o efeito Casimir, uma vez que desern-
penha wn papel relevante em uma variedade de reas da fisica, como por exemplo: teoria
quintica de campos, fisica da matéria condensada, fisica atdmica e molecular, gravitagao
e cosmologia.

Em Cromodindmica Quintica, no modelo MIT [21], os hadrons sdo considerados como
sacolas que contém quarks que se movem livremente. Imaginando um hadron de raio g
contendo trés quarks, a energia de Casimir associada com o campo dos quarks confinados
é tres vezes a energia de Casimir do campo de Dirac dentro da esfera: gk = 0.06kc/a.
J4 para a energia de Casimir associada com o campo dos oito gluons, temos, visto que o
campo do gluon é matematicamente andlogo ao campo do féton, que a energia de Casimir
é oito vezes a energia de Casimir eletromagnética na esfera: Fgum = 8 X 0.92hc¢/2a.
Consegiientemente a energia de Casimir nasacola e Eegsimir = quark + Egluon = 0.43%hc/a.
Para a = 1 fm, essa energia vale cerca de 85 MeV, ou seja, 9% da massa do proton 22}

Nas teorias de Kaluza-Klein, a energia de Casimir oferece um dos mais efetivos meca-
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nismos de compatificagio espontinea de dimenstes espaciais extras. Além dessas mo-
tivagdes, os valores encontrados nos experimentos de Casimir servem para impor vinculos
mais fortes do que os ji existentes aos parimetros das interacgoes de longo alcance e
particulas elementares leves previstas pelas teorias de calibre unificadas, supersimetria,
supergravidade e teoria de cordas [19].

Na, Fisica da Matéria Condensada, o efeito Casimir conduz a forgas atrativas e repul-
sivas entre materiais préximos, relacionado-se com algumas propriedades de filmes finos,
tensao superficial, calor Iatente e fenémenos criticos [19].

Em Gravitacio, Astrofisica e Cosmologia, o efeito Casimir surge em espagos-tempo
com topologia nio trivial, estando relacionado com o processo de inflagéo.

O efeito Casimir também pode ser entendido como um efeito de campo externo apli-
cado ao vdcuo. E bem conhecido o fato de que o vécuo se polariza na presenca de campos
externos, de modo que fronteiras podem ser consideradas como wn campo externo con-
centrado [19]. Dessa forma podemos dizer que fronteiras materiais polarizam o védcuo
de um campo quantizado, e que a forca agindo sobre as fronteiras é um resultado dessa
polarizagio.

Além do efeito Casimir estitico, outros efeitos de teoria quintica de campos estao
relacionados com a existéncia das oscilagies de ponto-zero. Por exemplo, a criagio
de particulas do vdcuo sujeito a campos externos. Tais campos transferem energis as
particulas virtuais (oscilagdes do vécuo), transformando-as em particulas reais [19]. Tal
efeito, que nio ocorre no caso de fronteiras estiticas, pode ocorrer se as condicdes de fron-
teira dependerem do tempo, podendo haver criacio de particulas reais em adicao a uma
forca atuando sobre a fronteira. Esse efeito é chamado efeito Casimir dindmico. Mudangas
nas condicdes de fronteira podem alterar o efeito Casimir estético e o dindmico.

Existem vérias motivacdes para o estudo do efeito Casimir dindmico. Por exemplo,
as possiveis conexdes com o efeito Unruh-Davies [23, 24}, com a fisica dos buracos negros

e com 3 sonoluminescéncia ! [28], assim como também a sua relevincia na questdo da

1A sonoluminescéncia consiste basicamente do fendmeno da emissic de luz devido & cavitagio de

bolhas induzida por ondas de ultrassom. O nome “efeito Casimir dindmico” foi cunhado por Schwinger
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decoeréncia quantica [29]. Fisicos experimentais acenam, também, com a possibilidade
de, mum futuro préximo, serem realizadas medigoes do efeito Casimir dindmico.

Em Fisica Atomica, a interagio dos elétrons em um 4tomo com o campo de radiagao,
mesmo no estado de vicuo, tanto pode ocasionar emissio de f6tons pelo dtomo excitado,
como também deslocamentos nos niveis de energia desses dtomos. O primeiro efeito,
denominado emissio espontinea, foi previsto teoricamente por Einstein [30]. O segundo é
denominado deslocamento Lamb. Ambos esses efeitos podem ser alterados pela presenca
de cavidades, uma vez que estas impdem condigdes de contorno sobre o campo de radiacio
(no caso no estado de vdcuo) que por sua vez interage com o itomo.

No presente trabalho abordamos trés assuntos: emissio espontdnea, deslocamento
Lamb e efeito Casimir dinimico. Basicamente verificaremos qual a influéncia que placas
infinitamente permeéveis tém nesses efeitos. O primeiro a utilizar placas infinitamente
permedveis no contexto da EDQ de cavidades foi Boyer, que calculou o forga repulsiva
de Casimir entre uma placa perfeitamente condutora e outra infinitamente permedvel
[31]. Note que tal mudanga nas condiges de contorno proposta por Boyer, provoca uma
mudanga dréstica na for¢a de Casimir: ela deixa de ser atrativa, como no caso calculado
por Casimir [9], e passa a ser repulsiva. Inspirados nesse fato, alguns trabalhos foram
feitos de modo a verificar qual o papel de placas permedveis em vérios outros efeitos
relacionados com as flutuages do vécuo [32, 33, 34], em particular, no efeito Scharnhost
[35] (modificagao da velocidade de propagagdo da luz no vcuo devido & presenga de placas
materiais).

Portanto, a inspiracio do presente trabalho consiste na idéia de que a presenca de
placas permedveis pode trazer alteracdes significativas em outros efeitos ligados com a

presenca de oscilacoes de ponto zero dos campos, como a emissao espontinea, o desloca-~

que, em seus Gltimos trabalhos [25], tentou explicar corretamente a sonoluminescéncia no contexto da
teoria quantica de campos com fronteiras em movimento. Hoje em dia j& se sabe que nao é a EDQ que
fornece a explicagao correta para, esse fenémeno [26]. No entanto, a tentativa de atribuir as flutuagdes
quanticas do campo eletromagnético a origem da sonoluminescéncia foi muito frutifera gerando uma boa

discussdo na literatura [27}.

16



mento Lamb e o efeito Casimir dinidmico.

J4 hd pa literatura um conjunto de trabalhos dedicados ao estudo da influéncia de
paredes perfeitamente condutoras tanto na taxa de emissdo espontinea [36, 37, 39, 40,
41, 42], quanto no deslocamento Lamb [39, 43]. A influéncia de paredes dielétricas neste
altimo efeito também foi estudada [44, 45, 46]. Placas perfeitamente condutoras sio
comuns no estudo do efeito Casimir dindmico [47, 48, 49, 50]. Entretanto, havia até o
inicio deste trabalho, uma lacuna quanto ao estudo da influéncia de placas perfeitamente
permedveis e mistas nesses trés efeitos.

Assim sendo, este trabalho é dedicado ao preenchimento parcial dessa lacuna, por
meio do estudo da influéncia de placas perfeitamente permedveis tanto na taxa de emissao
espontinea (capitulo 1), quanto no deslocamento Lamb (capitulo 2). Precisamente, calcu-
lamos como a taxa de emissao espontanea varia, quando o dtomo é colocado préximo a uma,
placa perfeitamente permedvel, ou entre uma, cavidade formada por placas permedveis pa-
ralelas, ou ainda, em uma cavidade onde uma das placas é condutora e a outra, permedvel.
Calculamos também como os deslocamentos nos niveis de energia atémicos sio afetados
pela presenga de duas placas paralelas e perfeitamente permedveis.

No capitulo 3, usando um modelo de campo escalar em 1+ 1 dimensdes, simulamos as
placas permedveis com condigdes de contorno tipo Neumann, a fim de verificar a influéncia
desse tipo de condigdo no efeito Casimir dindmico. Obtemos a forga dindmica de Casimir
para os casos de uma fronteira oscilante com condigio de Neumann, da cavidade oscilante
com duas fronteiras de Neumann e da cavidade oscilante com uma das fronteiras de
Neumann e a outra de Dirichlet. Calculamos também corregdes térmicas a forga dinimica
de Casimir, motivados pelo fato de que, 3 temperatura, finita, o efeito pode ser aumentado
em varias ordens de magnitude [51, 52, 53},tornando sua medigdo mais proxima de ser
realizada.

Neste trabalho, cada capitulo é composto de: (i) um breve resumo dos objetivos do
capitulo; (ii) uma introdugao especifica ao assunto em questdo; (iii) os cdlculos desenvolvi-
dos e (iv) comentarios. Ao final, encontram-se os comentdrios finais e as perspectivas de

novos trabalhos, assim como apéndices contendo dedugses de algumas formulas usadas.
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Capitulo 1

Emissao Espontanea

Neste capitulo calculamos a taxa de emissio espontinea para um dtomo de dois
niveis em diversas situacdes, desde o caso em que o &tomo estd no espago livre, até os
casos onde ele encontra-se préximo a placas materiais. Em particular, calculamos essa
taxa nas seguintes situagdes: (%) quando o dtomo estd préximo a uma placa infinitamente
permedvel (i - oo); () quando o 4tomo encontra-se entre duas placas paralelas, uma
infinitamente condutora (€ — 00) e a outra infinitamente permeavel e (i#i) quando o dtomo
encontra-se entre duas placas infinintamente permedveis. O capitulo estd organizado como
segue. Na secio 1.1 fazemos uma breve introdugéo ao tema tecendo alguns comentdrios
sobre a influéncia de placas materiais na vizinhanga de um dtomo em sua taxa de emissao
espontdnea. Na secdo 1.2 obtemos essa taxa para um itomo no espago livre, baseando-nos
em argumentos termodinamicos utilizados por Einstein. Na se¢do 1.3 fazemos um resumo
da formulagio nio-relativistica da eletrodinamica quantica da interagao dtomo-campo €
deduzimos uma férmula para a taxa de emissdo espontdnea de um 4tomo numa situagao
genérica, valida inclusive na presenca de cavidades. Nas secoes 1.4, 1.5 e 1.6, calculamos
entdo as alteracdes na taxa de emissio espontdnea nas trés situagGes mencilonadas acima.
Sempre que possivel, comparamos nossos resultados com aqueles encontrados na literatura

para o caso de uma ou duas placas perfeitamente condutoras.
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1.1 Introducao

Embora possa parecer estranho a primeira vista, um dtomo em um estado excitado, como
por exemplo o 4tomo de Hidrogénio em um de seus estados estaciondrios excitados freqiien-
temente estudados em mecanica quintica ndo relativistica, decai inexoravelmente para o
estado fundamental apds algum tempo, ainda que ndo esteja interagindo com campos
eletromagnéticos externos, isto é, ainda que esteja no vdcuo. Por esse motivo, tal pro-
cesso denomina-se emissio espontanea de um dtomo. No inicio do século passado, Einstein
[30] utilizou argumentos termodindmicos a sistemas atémicos em equilibrio térmico com a
radiac3o eletromagnética para obter uma relagdo entre a taxa de decaimento espontaneo
de um Atomo e sua taxa de decaimento estimulado por um campo externo. Essa impor-
tante relacio entre os chamados coeficientes A e B de Einstein nos permitird mais adiante
obter a taxa de decaimento espontineo de um dtomo a partir de sua taxa de decaimento
induzido pela radiacdo térmica.

Auntes, porém, de apresentarmos esses cdlculos explicitamente, € instrutivo refletir um
pouco mais sobre esse fendmeno e tentar entendé-lo conceitualmente um pouco melhor.
Surge naturalmente uma questao: como pode um dtomo num estado estaciondrio decair,
j4 que o estado é estaciondrio? O ponto é que a teoria quantica de campos (no caso a
eletrodindmica quéntica) prevé que, mesmo quando ¢ campo encontra-se em seu estado
de mais baixa energia, isto é, o estado de vécuo, o campo eletromagnético (quantizado)
possui flutuagdes, de modo que mesmo nessa situagdo ha interagao entre o Atomo e o
campo de radiagio. Em outras palavras, um 4tomo nunca estd isolado completamente
e poderfamos nos referir ao sistema como sistema “4tomo-vicuo” [54]. Nesse sentido,
os estados estaciondrios excitados de um Atomo de Hidrogénio, por exemplo, nao sio
verdadeiramente estados estacionarios do sistema “4tomo-vacuo”, ou melhor dizendo, do
sistema 4tomo-campo de radiacio, mesmo que esse iltimo esteja no estado de vacuo.

A descricdo adequada do processo de emissdo espontdnea deve ser feita dentro do con-
texto da eletrodinimica quéntica, j4 que sem ela ndo haveria termo de interacao que jus-

tificasse o decaimento atémico. Além disso, a quantizagao do campo eletromagnético leva
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naturalmente a uma descri¢giio desse campo em termos de fétons e com isso, nao apenas
trata em pé de ignaldade os processos de absorgdo e emissdo (estimulado ou espontinea),
como também justifica a interpretagio dos processos de absorgio (desaparecimento de um
féton do estado do campo) e emissdo (aparecimento de um féton do estado do campo).

Portanto, no contexto da ED{Q), pode-se dizer que a razao para a emissio espontinea
de Atomos excitados é a interagdo do dtomo com o campo eletromagnético quantizado do
estado de vdcuo. Uma conseqiléncia imediata desse fato é que qualquer modificagao nos
modos do campo eletromagnético quantizado, ainda que no estado de vicuo, (causada,
por exemplo, pela presenca de placas materiais ou corpos macroscGpicos em geral na vizi-
nhanca do dtomo), pode alterar, em principio, as propriedades radiativas dos sistemas
atdmicos. Dizemos entdo que a presenca de paredes na vizinhanca de sistemas atémicos
renormaliza suas frequéncias de transi¢do e também a largura de suas linhas espectrais.
O primeiro efeito corresponde 3 influéncia de condigdes de contorno (CC) no espectro
de energias atémico', enquanto o dltimo, 3 mudanga na taxa de emissao espontinea de
4tomos excitados. Como j4 haviamos mencionado na introducao, o ramo da Fisica que
trata da infludncia que a vizinhanc¢a de um sistema atdmico exerce em suas propriedades
radiativas é chamado genericamente de eletrodindmica quéntica de cavidades (EDQC),
sendo que os exemplos mencionados acima sdo apenas dois entre muitos outros (para uma
revisdo do tema sugerimos as refs. [2, 3]).

Podemos dizer que a EDQC nascen com as observagoes de Purcell [7], hd aproximada-
mente meio sécudo, de que o processo de emissio espontinea associado com o momento
nuclear magnético em radio-frequéncias poderia ser aumentado se o sistema fosse acoplado
a um circuito elétrico externo ressonante colocado na vizinhanga do sistema. Entretanto,
podemos considerar que os primeiros artigos detalhados sobre 0 assunto foram escritos pot
Casimir e Polder [§], onde, entre outras coisas, foram calculadas as forcas entre atomos
polarizéveis e paredes metélicas, e por Casimir [9], onde foi calculada a forca atrativa en-

tre duas placas perfeitamente condutoras, neutras e paralelas, devido & alteracio causada

INo 4tomo de Hidrogénio isso corresponderia & influéncia de condigbes de contorno impostas por placas

materiais no deslocamento Lamb.
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por estas placas nas flutuagoes do vacuo quéntico do campo eletromagnético. Desde entfo
a EDQC tem atraido a aten¢ado de muitos fisicos, tanto tedricos quanto experimentais.
Particularmente os efeitos da proximidade de paredes planas em sistemas atomicos tém
sido investigados. Citamos, por exemplo, o trabalho de Morawitz [36], onde s&o discuti-
dos, classicamente e quanticamente, a influéncia de espelhos planos na taxa de emissao
espontanea de um dtomo de dois niveis. Poucos anos mais tarde, Drexhage [37] observou
experimentalmente o comportamento oscilatério do tempo-de-vida atémico em relagao a
distancia do espelho. Em 1983 Goy, Raimond, Gross e Haroche publicaram artigo rela-
tando a primeira observacio de aumento na taxa de emissio espontinea de dtomos de
Rydberg em cavidades (n&o apenas com uma parede como observado por Drexhage) [38].
Hulet, Hilfer e Kleppner, observaram supressao de emissdo espontanea de dtomo de Ry-
dberg entre placas paralelas [55]. Gabrielse e Dehielt fizeram a primeira observagio de
inibicao de decaimento espontaneo nio de um dtomo, mas de um elétron em movimento
sob a¢do de um campo magnético dentro de uma cavidade de microondas [56]. A primeira
observacgao de efeitos de cavidades em emissio espontanea na regido ética foi feita por De
Martini, Innocenti, Jacoboviiz e Mataloni [57]. A EDQ de particulas carregadas entre
dois espelhos paralelos foi discutida extensivamente por Barton [39, 40, gue foi o primeiro
a calcular explicitamente a influéncia de duas placas paralelas e perfeitamente condutoras
na taxa de emissdo espontdnea para uma transicdo atémica entre estados com simetria
esférica [39]. O resultado de Barton foi reobtido por Philpott [41] com um método similar
e por Milonni e Knight [42] no contexto do método das imagens.

Uma caracteristica interessante em relacao 4 taxa de emissio espontinea modificada
entre dois espelhos condutores é o fato de que, para o caso de um momento de dipolo da
transicdo paralelo as placas, hd uma forte supressdo para 2L/Ag < 1, onde L é a distancia
entre as placas e \g, o0 comprimento de onda da transicio {veja, por exemplo, a ref. [1]).
Essa inibicdo na emissdo espontinea foi observada experimentalmente por Hulet, Hilfer e
Kleppner [55]. Muitos outros experimentos interessantes tém sido feitos e nés sugerimos
ao leitor interessado os trabalhos de Haroche e Kleppner [54] e Hinds {58], assim como as

referéncias citadas nesses trabalhos.
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Embora a inlfuéncia de placas condutoras na taxa de emissdo espontinea tenha sido
muito explorada na literatura, o mesmo ndo pode ser dito com relagio a placas permedveis,
mesmo no caso particular de placas infinitamente permeéveis (4 — 00). Em particular,
um arranjo interessante de se estudar é o sistema formado por um 4tomo entre duas
placas paralelas, mas de naturezas diferentes, como por exemplo: uma placa infinitamente
condutora e outra infinitamente permedvel. Tal arranjo nio usual de placas foi considerado
pela primeira vez por Boyer [31], no contexto da eletrodinimica estocdstica ? | para
calcular o efeito Casimir em tal sitnagio. Esse arranjo de placas, que daqui para a
frente designaremos por arranjo de Boyer, prové o exemplo mais simples onde podemos
encontrar forcas de Casimir repulsivas. Recentemente, os resultados de Boyer e suas
correcdes térmicas foram reobtidos no contexto da teoria quantica de campos [61, 62|.
Condicdes de contorno de Boyer foram ainda empregadas por Hushwater [63] como um
contra-exemplo que mostra que a interpretagao ingénua da forga de atragao de Casimir
como devido A diferenca entre o niimero de modos do campo no estado de vdcuo na regiao
entre as placas e na regido fora das placas nao é correta. O arranjo de placas de Boyer
foi também empregado em conexfio com o efeito Scharnhorst [35], forncendo mais um
exemplo explicito da influéncia de cavidades na velociade da luz em seu interior {64, 65].

Neste capitulo, como j4 foi mencionado, uma das situagdes a ser estudada é quando
0 #tomo encontra-se no interior de um arranjo de placas de Boyer. Tanto nesse caso,
quanto no caso em que as duas placas sdo infinitamente permedveis, mostraremos que
também ocorre o fendmeno da supressao do decaimento espontaneo. Entretanto, é curioso
que essa supressdo ocorra quando o momento de dipdlo da transi¢do ¢ perpendicular
as placas, em contraste com o caso onde as duas placas sao perfeitamente condutoras,
onde a supressio ocorre quando o momento de dipélo da transigio é paralelo as placas.
Finalizamos esta secio mencionando que, mesmo fora do contexto da EDQ, hd modelos

fisicamente acecitdveis, embora ndo realistas, que podem ser titeis como laboratérios na

?Na eletrodinamica estocastica as chamadas Autuagdes de ponto zero do campo eletromagnético, assim
como a energia de ponto zero surgem sem que haja necessidade de quantizagio do campo. Para uma

revisio sobre o assunto, sugerimos as referéncias [59, 60].
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compreensdo das principais caracteristicas da influéncia de condigbes de contorno nas

propriedades radiativas de sistemas atomicos [66].

1.2 Coeficientes de Einstein e a emissao espontanea.

Como j4 mencionamos na introdugdo, usando argumentos termodinimicos e supondo
que o equilibrio térmico entre matéria e radiacio é sempre alcangado (0 que é verificado
experimentalmente), Einstein [30] demonstrou que, além da emissao estimulada, Atomos
excitados tém que decair espontaneamente. Como ji vimos, mesmo um dtomo excitado
“solado” mo vdcuo decai inevitavelmente para o estado fundamental, de modo que um
estado estaciondrio de um dtomo nio é verdadeiramente estaciondrio e pode-se dizer que a
emissio espontinea nio é uma propriedade de um 4tomo isolado, mas sim de um sistema
atomo-vdcuo [54]. Nesta secdo, calcularemos a taxa de emissdo espontanea sem recorrer
4 EDQ, mas lancando mdo de um raciocinio devido a Einstein e da expressdao para a
taxa de absorgio de um dtomo na presenca da radiagio térmica. Seguiremos aqui um
procedimento andlogo ao apresentado na Ref.[67].

Suponha que um conjunto de atomos de dois niveis® esteja dentro de uma cavidade
perfeitamente refletora contendo radiagao eletromagnética. Sejam F, e E; > E, as
respectivas cnergias desses nivels. E fato experimental que se o sistema estiver isolado
ele atingird o equilibrio térmico e nessa situagio, teremos dtomos dentro da cavidade
em equilibrio térmico com a radiagiio de corpo negro a uma dada temperatura T. Da

distribuicdo de Planck, sabemos que a intensidade da radiagio térmica é dada por:

Fw? 1
Hw)= —55—5—, (1.1)
2 ok 1
onde K na tltima expressdo é a constante de Boltzmann. Como os dtomos estdo em

equilibrio térmico, as populagdes de dtomos nos niveis 1 e 2 devern permanecer as MesMas

3 A tomos onde uma transicao é dominante podem ser considerados para muitos propdsitos como atomos

de dois niveis.
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com o passar do tempo, de modo que podemos escrever:
Pioz = Peor (1.2)

onde P,_,» é a probabilidade total por unidade de tempo da transicio do mnivel 1 para o
nivel 2 (absorcdo) e P21 € a probabilidade total por unidade de tempo da transigao do
nivel 2 para o nivel 1 {emissao).

Seja p; a probabilidade de encontrar um dtomo no nivel 1 e Wi_,,, a probabilidade de
transicao, por unidade de tempo, do nivel 1 para o nivel 2, mas com a hipétese de que o
dtomo ji esteja no nivel 1 (definicdes andlogas valem para p, e Wy.,1). Podemos escrever
entao que:

Prae=piWie = PlI(Wm)Bm . (1-3)

onde, por conveniéncia futura, explicitamos na expressao de W), a intensidade da radiagao
na. freqiiéncia de transicio, definindo o coeficiente B, de tal modo que Wiy =: I{wa: ) Bie-

Por outro lado, na expressio de P, haverd duas contribuicdes. Uma delas estd
associada & emissdo induzida pela radiacio presente e é dada por uma expressio total-
mente andloga a que estd escrita acima para a probabilidade de absor¢io. A segunda
contribuicdo estd associada ao decaimento espontdneo dos 4tomos e portanto trata-se de
um termo que ndo é proporcional & intensidade da radiagdo. Denotanto por Ay, a proba-
bilidade de decaimento espontineo por unidade de tempo de cada dtomo do sistema,

escrevemos que:
Poyi=p (W2—+1 + A21) = p2 [I(wm) By + A21] . (1.4)

Substituindo as equacdes (1.3) e (1.4) em (1.2) e utilizando a chamada reversibilidade
microscépica dos processos de transicdo induzidos pela radiacio (absorgio e emissdo es-
timulada) entre os mesmos niveis de energia, o que nos permite escrever que By = B,

femos que:
P2 _ I(wa) Big
pr I{war) Bia + An

Por outro lado, sabe-se que no equilfbrio térmico a probabilidade de encontrar o dtomo

(1)
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num estado de energia E,, obedece & distribui¢do de Boltzmann, de modo que:

BBy B
P2 e__E%Ff‘L — e~ KT . (1.6)
h

Substituindo (1.6) em (1.5) e resolvendo para Ay /Bia, obtemos, apés utilizar a expressio

para a intensidade da radiagao térmica dada por (1.1), que:

A21 ?iwgl
Blg - 7!'262 ’ (17)

resultado obtido por Einstein no inicio do século passado. Note entdo que, se conseguirimos
calcular a taxa de absorcio W _,, entre os niveis 1 e 2 para um 4tomo inferagindo com
uma radiacio térmica (lembre-se que Bz = Wi_,0/I(ws;)), teremos automaticamente a
expressio desejada para a taxa de decaimento espontineo de um 4tomo de dois niveis,
isto é, a expressdo para As;.

Na aproximacao de dipolo, onde as dimensées atdmicas sao despreziveis em com-
paracio com os comprimentos de onda dos modos do campo relevantes ao problema, a
taxa de transicdo W _ (k,2) para a absorgio de radiagio incoerente, linearmente polar-
izada com vetor de polarizacio £ e que se propaga na dire¢ao k (fc & = 0), é dada por
(67]:

42

W, (k&) = Eh—gf(wmﬂé ~dn|?, (1.8)

onde dy é 0 momento de dipolo elétrico da transicdo. Da definigio de Bj, temos entao
que By = (472 /ch?) |&-dyy|*. Com o intuito de utilizar esse resultado para obter a taxa de
emissdo espontanea a partir da Eq.(1.7), note inicialmente que o argumento de equilibrio
termodinamico entre radiacio e matéria empregado por Einstein pode ser aplicado a
radiaco térmica que se propaga dentro de um angulo sélido infinitesimal df2 em torno de
uma certa direcio k e com uma dada polarizacio & desde que se multiplique a intensidade
da radiacio pela fragdo correspondente. Devemos entdo multiplicar a intensidade da
radiacio térmica pelos fatores df2/4w e 1/2:
dQ)/4x - fracdo que se propaga dentro de df}

b

1/2 — fracio que se propaga com polarizacao &
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pois a radiacdo térmica é isotrépica e ndo-polarizada (as duas polarizagbes ortogonais
para cada direcio de propagagio tém a mesma intensidade). Desse modo, a Eq.(1.7) é

substituida por:

W (k,2)dQ 3
L2 (A ) = ﬁz;zé « B l, (1.9)
W (k&)/I{wa) 7€ dr 2
onde W (k,£)dQ ¢ a taxa de emissdo espontinea entre os estados de energias E, e Ey,
dentro de d em torno de k e com polarizacio linear dada por £. Utilizando a Eq.(1.8)

na equagao anterior, temos entdo que *

3
i Wy

~ _ A, T2
W (k,8)dQ = e |& « dot | dS2 . (1.10)

i—2

Para uma dada direcao, temos que:
(o1 = |dor - &0 + o - B2l + |t - KP

onde &, e &, sdo perpendiculares entre si e correspondem a dois modos polarizagao. Por-

tanto, somando sobre as duas polarizacdes, obtemos:

z 5o _ o 2 4.2
n:lzw‘“’“(k’g")dﬂ T or h&(\d” Edup)

. Wh 7 2 2

= 53 |da1|? sen’d dQ (1.11)

onde designamos por @ o angulo entre le (supondo que ci;,l seja real) e o vetor de
propagacao k. Esse iltimo resultado nos fornece a distribuicio angular da radiagao emi-
tida (note a presenca do termo sen?, tipica da distribuicsio angular de radiagdo de dipolo).
Para encontrarmos a taxa total de emissdo espontanea do dtomo, basta integrar em

todas as direcdes possiveis. Usando que ¢ sen®6 dQ = 87/3, obtemos finalmente:
Agy = fdsz SNow (ke) = 4 o |d i, (1.12)

n=1,2

que corresponde precisamente A taxa de emissdo espontinea de um dtomo de dois niveis

no espaco livre. A existéncia da emissio espontanea faz com que as linhas espectrais nao

1A intensidade de radiacgio correspondente é obtida multiplicando-se W, _, (fc,é‘)dﬂ pela energia hwo,

do féton emitido no processo de decaimento.
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sejam exatamente linhas, mas bandas com larguras naturais, ainda que muito pequenas
em alguns casos. Finalizamos esta se¢ao lembrando que muitas vezes, devido a regras de
selecdo, 0 momento de dipolo de uma transigao é nulo, fazendo com que o lado direito da
Eq.(1.12) seja nulo. No entanto, isso néo significa que ndo haja emissao espontinea, mas
simplesmente que a emissdo nesse caso ndo é via emissdo de um tnico foton, mas pode
ser devido & emissdo de dois fétons, por exemplo. Quando isso ocorre, o tempo de vida

do estado excitado torna-se bem longo. Voltaremos a esse ponto mais adiante.

1.3 Teoria nao-relativistica de atomos no vacuo

Consideremos a Hamiltoniana para o sistema constiuido por uma particula carregada e

pelo campo eletromagnético:

H=— (p—-A) +§—[d3 (E? + B?). (1.13)

T

De acordo com o teorema de Helmholiz, qualquer campo vetorial E pode ser dividido em
uma parte transversa (EL) e outra longitudinal (E): E = E* + El onde V-Et =90
e V x Bl = § No calibre de Coulomb essa divisio é obviamente dada por: Bt =
—~(1/c)0A/8t, El = —V¢, uma vez que V - A = 0. Usando o teorema da divergéncia
e considerando que o campo ¢ (potencial escalar) vé& a zero no infinito, ou seja, que a

distribuicio de cargas ocupe uma regido finita do espago, é imediato verificar que:
f BrE? = f BrEL + 4rx f Brpo. (1.14)

Suponhamos que um elétron esteja ligado a um ntcleo atémico e localizado numa dada
posicio 7y, aproximadamente fixa. Considerando p = gnO°(F — 13), onde gy ¢ a carga do
nficleo, a funcio potencial escalar, no calibre de Coulomb, é dada por ¢ = gn/(|7— Tol)-
A Hamiltoniana que descreve a dindmica do sistema é aproximadamente:

1 1 . -
- — | &*r(EY + B* 1
H= (7 A) +e¢—i—8ﬂ_/ r(BY + B?), (1.15)

onde e e m sdo, respectivamente, a carga e a massa do elétron e A é tomado na posicao

7 em que se encontra o elétron. Suponhamos agora que as distancias sobre as quais o
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elétron ligado pode se mover sob o potencial ¢ sejam pequenas se comparadas com o
comprimento de onda de qualquer modo do campo com o qual o elétron possua uma.

interacao significativa. Desse modo, é conveniente o uso da aprorimagdo de dipdlo, na
qual A(t,7) =~ A(t, 7).

A passagem para s teoria quénfica se d4 mapeando P, T, /_l', Eie Bem operadores
que atuam nos espacos de Hilbert correspondentes. A Hamiltomana do sistema é aproxi-

madamente:

ﬁZ € - 82 el 1 =2 =
= o - At 7R) Pt o5 AR + o= [ dPr(ET + BY), 16
H=ootep— A1) T+ 5 (,rg)+87rfd r(E" + B*) (1.16)

O potencial vetor transverso é:

in =3 (7= ) CULLE A7), (1.17)

onde 3, = 3z, representa soma nas polarizagies e integragdes e/ou somatorios em K,
dependendo dos modos serem caracterizados por indices discretos ou continuos. Os modos

do campo A, () obedecem & equagio de Helmholtz
(V2 +k2) A,(7) =0, (1.18)
onde k2 = w?/c? e A condigdo de transversalidade
V- A7) =0 (1.19)

e 530 escolhidos de maneira a formarem um conjunto ortonormal: [ d3rA, () A5 (7) = das.
Note-se ainda que os modos do campo Aq (F) estdo sujeitos a condigées de contorno, e
é justamente a imposicio de condi¢des de contorno diversas nesses modos e suas con-
sequéncias para a emissio espontinea e deslocamento Lamb um dos pontos chaves deste

trabalho. Usando (1.17) em (1.16), obtemos [1]:

H = Hatomo + Hcampo + Hinta (120)
onde
P’
Hatoma =-—+ 6¢: (121)
2m
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Haangn = 3 i o 000(6) + (122

Ho = -2Y [ )%{al(t)ﬁ';(ﬂJraa(t)A'a(f)}-15‘

Wao

‘ Zg( ) (4026 + o)) (O + 0s(0da(7) )
(1.23)

Escreveremos agora a hamiltoniana (1.21) da seguinte forma:

atm=(Z[z><z|) am(2l3><j|) ZE‘%><1|*ZEU“, (1.24)

onde |i > denota um autoestado de H,iomo, € 0 conjunto {|¢ >} é completo, de forma que:

Y>; | >< 4| = 1. De maneira semelhante temos que:
p= Zﬁi_fiaij- (1.25)
i
Usando as defini¢des (1.24) e (1.25), a hamiltoniana (1.20) toma a forma:

H = ZEUH+ZM&(%(1¢ Yaa(t —)—EZZ[CMJ% ) + Coisa u()]%
Sy ) (1)

x (ag(t);f;(fo) + aa(t)ﬁa(fo)) : ( al, (£) A% (7o) + o (t) A (ﬁ))),

(1.26)

onde definimos

1 L
e { 22 \% - .. _ _ 2r \ 2 = . L
Coij = — (E) A, (7o) - oy = te (ﬁu—;) wi; A (T0) - Tij (1.27)

m

sendo w;; = (F; — E;)/A. Por simplicidade nos restringiremos a um modelo de dois niveis

de energia. Neste modelo o espago de Hilbert para o dtomo ¢ artificialmente truncado
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de modo a haver apenas dois estados: |1 > e |2 >, com auto-valores de energia ndo

perturbados E; e Ey, com Ey — Ey = hwgyy = fuwg > 0.

1 1
Z Eioq = huno + 5(E1 + Ey), (1.28)
i
onde
O, = 0oy — 011 (1.29)

Supomos aqui que 71» = 75, 0 que pode ser obtido por meio de uma escolha apropriada
das fases das fungdes de onda atémicas < 7]1 > e < 7]2 >. Conseqlientemente, explorando

a anti-simetria de Coy; em relacdo aos indices ¢ e j, podemos escrever:

anijo',;j = —CaO'y, (130)
onde:
o, = i(012 — 0oa1) (1.31)
e
Ca = ‘-3-0(12]_. (132)

Além de o, 0y, podemos definir também ¢, = 712 +021. Com isso, é direto verificar que

esses trés operadores satisfazem & dlgebra de spin 1/2 de Pauli:

(02,04 = 210, [0y,0,] = 2i0s;  [04,0.] = 2i0,

2 _ . 2 _ . 2 __
Oy =0z, 0, =0y 0;=0;.

Em termos dos operadores o,

2

ﬁwoaz+Zhw al, +h2( wa(t) + Coa ())ay—i— —2;—0521.2, (1.33)

onde as constantes aditivas 3, fwe/2 e (1/2)(E1+ E,) foram descartadas. Os operadores
O1a € Oo; tém as seguintes propriedades:
U[2|]. >= O, 0'12[2 >= |1 >, O'glll >= f2 >, 0'21|2 >= 0, (134)
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que nos permitem interpretd-los como operadores de elevagio e abaixamento, motivo pelo

qual passaremos a denomind-los: o = g3 € ot = a9,. E direto verificar que:
0,67 = —0,, [0,0.]=20. (1.35)
As equacdes dindmicas na representacio de Heisenberg sao:
ihoi; = (045, H), thae = [aa, H], (1.36)
as quais, através do uso das relagdes de comutagio:
(03, Okt) = 63500 — 540k 0 @5 = Gag;  [0ar ag] = [al,af] =05 [03(t), 6a(t)} = 0,

§a0 escritas como:

o = —iing + 3 Cusl®) + Coal ) (137

G, = =2 Z (C’(,aa(t) + C’;aL(t)) (o+0t), (1.38)
o = —Waly + C, (a - Jf) . (1.39)

Em (1.39) nés ignoramos o efeito do termo A? [1]. Visto que os operadores atomicos e
de campo, tomados em tempos iguais, comutam, nos podemos escrever as equagdes de
Heisenberg (1.37) e (1.38) de maneiras diferentes, mas equivalentes. Usaremos aqui os

operadores a, A direita e os operadores a), 4 esquerda dos operadores atomicos:

_—WOJ+Z(  o.a0t) + Cal(B)a ) (1.40)

= —ZZ[ o+ ') aa(t) + Chal(t) (o + O’t):‘, (1.41)

ordenamento de operadores conhecido como ordenamento normal. A solugao formal da

equagdo (1.39) é

ao(t) = aa(0)e ™= +C3 fo t du (J(u) - g*(u)) i (u—t)

= aa(0)e™™=F + aq £(1), (1.42)

31



onde a, f(t) é a contribui¢io a a,(t) relacionada com a presenga de uma fonte, que, no
presente modelo, é 0 dtomo de dois niveis. Agora, se usamos (1.42) em {1.40) e tomamos
o valor esperado sobre os estados iniciais do campo e do 4tomo |vac > [¢[A] >, onde

|#/[A] > é um estado arbitrdrio do dtomo de dois niveis, obtemos:
< 6(t) >= —iwg < 7(t) > + 3 [< 02(t)Cata(t) > + < Cial, 4(t)o: (1) >, (L4
o
Agora vamos calcular o termo :

_ 2 ‘ ’ Lt eiwa(t’—t}
%:caaa,f(t)_glcal .[:dt (a(t) a(t)) : (1.44)

Vamos supor que o acoplamento dtomo-campo seja suficientemente fraco, de modo que

possamos fazer a substituigao
olt) m o(t)e ottt (1.45)
em (1.44) e desse modo obter:

i
3 Cotas(t) = Y. |Cal'o(t) f i efa o)t D
o o 0

t
— Y ICf o) / difg¥atwol(t =8 (1.46)
o 0
O primeiro termo do lado direite da igualdade anterior pode ser escrito como:
92 2,2 - t .
(B8 |2, 0) -l ote) [ dveieneney (1.47)
@ ﬁwa 0

Se, por exemplo, o 4tomo em questdo estiver no espago livre, ou entre 2 placas paralelas

ao plano OXY, 3" terd, respectivamente, as seguintes formas:
ol
— —— | &k,
2 7 2y
L? 9
— a°k- 1.48
20; EA: (o) / I (1.48)

Se, conforme os casos ilustrados acima, entendemos a integral no tempo “tmem (1.47):

t
f dtrei(ua—wo}(t’—t) = —1 [1 - COS[(&)Q _wo)t]:l 4+ Sen[(wa _ wo)t] , (1.49)
0 Wao — Wo Wo — Wo
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como aparecendo dentro de outra integral em “k”, podemos traté-la como segue. Primeira-
mente observamos que o termo entre chaves na expressio (1.49) é tal que:

lim {1 — cosi(w - “"")ﬂ} =0. (1.50)

w—Hdg W — wo

Em seguida, consideramos wyt >> 1. Nessa situagio o termo cos{w, — wo)t oscila muito
rapidamente, sobrevivendo, efetivamente, apenas a contribuigio de {w, — wo)_lz

—-i{l—c"s[(w“w")t]} — —z'P( ! ) (1.51)

W — Wy Wo — W

onde P denota a parte principal de Cauchy. Analogamente, o segundo termo em (1.49)

efetivamente pode ser considerado nulo, a menos que wy = wy, quando vale ¢:

sen[(wg — wo )t

a T . 1.52
P — 1 (We — wp) (1.52)
De um modo similar:
¢ . 1
/ df/ewetwollf =ty ( ) : (1.53)
0 Wy + Wy
Usando as equagoes (1.51), (1.52) e (1.53) em (1.47), obtemos:
> auslt) = (B—ids)o(t) + iAo (t), (1.54)
onde definimos: . .
271’2608 |Aa(ﬁ]) . d12|2 -
f= g g S ), (1.55)
| 27w < A (F) - dia? 1
Ay =— ; o P ) (1.56)
i2wE ~— | A7) - di2|? 1
A, = 0 1.57
! h ; Wa W +wo /)’ (1.57)

e cflg = ef}5 é 0 momento de dipolo da transi¢do. Substituinde (1.54) em (1.40), obtemos:

<at)> m —iwg < a(t) > HB — i) < o, (t)o(t) > +iA, < o,(t)at(t) >
+ (B+iAg) < dt(B)a,(t) > —iAy < o(t)o,(t) >
= —ipy < U(t) > — [,8'“ Z(Az - Al)] < U(t) >
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— [8+i(As ~ Ay) < at(t) >]
= —ilwg— (As —A)] < oft) > -8 <a(t) >
— [B+i(Ar — A < at(t) >, (1.58)

onde foram empregadas as identidades o,(t)o = —0, o(t)o, = o, assim como seus hermi-
tianos conjudados. De acordo com (1.45), a evolugdo temporal de < o(t) > é , em primeira
aproximacdo, uma oscilagiio proporcional a ™! e a evolugdo temporal de ¢1(t), propor-
cional a e, Pode-se mostrar que o efeito de < ¢'(t) > em < o(t) > na equagdo (1.58)

pode ser desprezado (1], 0 que nos leva a:
< 6(t) >x —ifwo — (A2 —A)] < olt) > -8 < ot} > . (1.59)

E possivel mostrar que 23 é a taxa de emissdo espontanea Ay (7) para a transi¢io 2 — 1
em um 4tomo na posi¢ao 7 [1]:

2 .2
dm*wg

A7) = TS A7) - a8 — o) (1.60)

onde wy corresponde 4 freqiiéncia de transicao, ci;g ¢ o momento de dipodlo da transi¢ao
e cada modo do campo de radiacio A4(7) no vicuo é caracterizado pelo vetor de onda
k e uma dada polarizacao. E possivel mostrar também que —(Ap ~ A;) representa o
deslocamento na frequéncia de transicao wy [1}.

Essa férmula é bastante conveniente, j4 que vale tanto para um dtomo no espago livre,
quanto préximo a uma placa material ou mesmo dentro de uma cavidade. Para ganharmos
confianca nesse resultado, vamos reobter a taxa de emissdo espontanea para o caso em

que o dtomo estd no espago livre (sem fronteiras). Nesse caso, o potencial vetor é:

F)Z(

cujos modos sdo dados por:

2mhc?

) |3 (1) + af, (1)e 7] &, (1.61)

L, (F) = V™3, &7, (1.62)
onde X = 1,2 e os vetores unitdrios reais £;, especificam a polarizacdo de cada modo do

campo, sendo k- &z, = 0, 0 que provém da condi¢do de transversalidade V -A‘(t,f') = 0.
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Também &, sio escolhidos de modo que &, - &z, = d12. Substituindo (1.62) em (1.60)

obtemos:

wa Sk - o
Agl(’[_‘) — W Z 715’;/\ . d]_2| 5(k - k()), (163)
A=1,2

onde, como de costume, > -, — # f d3k. Utilizando-nos do fato de que E, Ep, € Egy 580

perpendiculares entre si, formmando uma base em tés dimensdes, podemos escrever que:

JI2 = (Jm ' ’E)’E + Z (le . ég,\)é,;,\, (1-64)
A=1,2
de onde deduzimos que:
S (diz- 2P = |diol? = |dia - B2 (1.65)
A=1,2

Usando (1.65) em (1.63), obtemos:

2 w o]
A7) = %c%/ dﬁsin39/ dk k 6(k — ko)
0 0

41&18[6?12|2

= == 1.66

3hc? (1.66)
expressdo conhecida como taxa de emissdo espontinea de Einstein, que aqui simbolizare-

mos por A3, Portanto:
4wdid o)
A) = —2 1.67
21 3hc3 ( )

Na préxima secdo tomaremos como ponto de partida para a taxa de emissdo espontanea
a férmula dada por (1.60) e, considerando diferentes condicdes de contorno para AL (),

verificaremos a influéncia dessas condigdes na taxa de emissao esponténea.

1.4 Uma placa perfeitamente permeavel

Consideremos como nosso primeiro exemplo, uma placa plana, de drea infinita e perfeita-
mente permeavel (4 — co) no vdcuo. Escolhemos os eixos cartesianos de tal forma que o
eixo O Z seja perpendicular A placa e que esta esteja localizada em z = 0. O campo eletro-

magnético deve satisfazer a seguinte condigdo de contorno: as componentes tangenciais
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B, e B, do campo magnético se anulam sobre a placa permeavel em z = 0. E conveniente
trabalhar com o potencial vetor A(7,t) no calibre de Coulomb, no qual V- A(F 1) =0,
E(F 1) = —0A(F,1)/8t e B(F,t) = VxA(7,t). E conveniente traduzir as condigdes de
contorno nos campos para condigoes de contorno sobre o potencial vetor. Com a nossa

escotha de calibre, pode-se mostrar que:

94, DA,
= =+ =A = .
5 (t,z,v,0) e (t,z,y,0) Lt T,7y,0) (1.68)

Os modos do campo A, que satisfazem essas condigdes, sao dados por:

/2 )
Ap(P) = (13/) (ky x 2) cos(ksz)e™ M (1.69)

A7) = (%) (%) meiﬁn'ﬁl {knésin (ksz) + i(ks) &y cos (k3z)} : (1.70)

onde definimos ’_‘;Ii = ky@ + ky7. Para calcularmos a taxa de emissio espontanea dada por

(1.60), calculamos inicialmente, a partir das equacdes (1.69) e (1.70}, as expressoes:

= = 2 . ) .
|Ag, - diof* = §0052(k32)i(k|| x 3) - diy|?, (1.71)
e
2 5. JL|2 502 7|2 2 o T2 .. ..2 2
iA dl?’ Vk2 |z - diz]” sin (k3z)|kli| + V2 |kll'd12| cos®(ksz)ks3
v : r R L ~ 7 i *
+ (W)sm(zm) (ko) (il [(2- d5) (B dh) = (2- ) (B -d5)] -
(172)

Substituinde (1.71) e (1.72) em (1.60), obtemos:
Aoy (2) = A (2) + Al (2), (1.73)

onde

2 8k —
A (2) = wOld 2 /dkssm k3z)/d2k|| kO) (1.74)
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W

AQI(Z) = w—h/dk36062(k3z)fd2k|l [I(kll x z) d Iz+k2| [l k212| (wk w{))

Wi
(1.75)

sdo as contribuicdes para a taxa de emissdo espontinea associadas com a componente
perpendicular & placa do momento de dipolo da transicao, Jfﬁ, e com a componente
paralela & placa do momento de dipolo da transigio, dm, respectivamente. Essa divisio,
isto &, escrever Ay (z) como a soma de uma parte que s6 depende de d_'ﬁ e outra que sé
depende de d,},, ocorre porque os termos “cruzados”em (1.72), que contém (2-&}2)@“ dl),

nao contribuem para a taxa de emissao visto que:

0 & (i) okl () () - 3+ 0) (-5

iy (o1 by + ok
= = f dkaks sin (2k32) f dki / dky——" 12 2) % (\/k2+k2 (ks)? —ko)

(k2 + k3 +

W ki 1
= 5 dk3k3 SlIl 2k32)fdk!!———35( kﬁ -+ (k3)§ — kﬂ)

ctLh (k2 4 k2) z

27
X f dfce; cos(f) + c sin(8)]
0

= 0. (1.76)

O resultado nulo deve-se & integracio sobre a varidvel #. Na equagao (1.76) usamos que
di = die +dy+dRz o =d"dd —dDdy o =di"d) - didy”
e fizemos a mudanca nas variaveis de integragao:

00 27
/dklfdkg —-)f dkllkiif de .
[} 0

A fim de resolver a integrais em (1.74) e {1.75) usamos primeiramente a fun¢éo &(k— ko)

para substituir 1/k3 por 1/k3 e, em seguida, fazermos uso da seguinte propriedade da fungao
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delta de Dirac:

) k= VE R (ks VO Ry
s(ys+ D) ) = S TR,

onde £ = —kﬁ+k§. Além disso, faremos a mudanca nas varidveis de integragio: [ dk, [ dk, —
J° dkyky fo" 8. Com isso, obtemos para Ag (2):

Aylz) = 2‘%;./00 dk; sinz(k3z)./ dk“k3 {5 (ks — )\‘/“; (ks + V)

(1.77)

3cos(2kez)  3sin( 2koz)]

— A0l -
- A21 [ 4]3332 SngS (1-78)

4&1 2,3 } . - . .
onde Agll = l‘—sgcla“iﬁ é a contribuicdo para a taxa de emissao espontdnea no espago sem
fronteiras, associada com d;-

J4 para A} (z) temos que:
k? cos®(ksz . .
) = (B) [ee B i - i - we (4 + a2 )
1

- B B (70 )] [o (- ve) +o (ko + ve)l}

- ( ) f dks f dk||k2C°S k3z) B (k3—\/5)+5(k3+\£)]
X f da{cos (6)|dF|? + sin®(0)1dy |? — sin{B) cos(h) (dﬁ?‘dﬁ?‘]+d(2)*d )

2
+ %[cosz(ﬂ)fd%]r"+sin2(9)ld(122]12+sin(6‘)cos(9) (d(l;) )+d2’*d(”)”
0

—2ld {4 * 2(VEz o 9
= Iﬁ |f0 dkug%g*lku(ku—%o)

3sin(2kgz) = 3cos(2kez)  3sin(2kpz)
= AV (1 - S 1.79
a (It T TR 653 ) (1.79)
Iz
onde Ag“ #‘3%653“—’*1 é a contribuigio para a taxa de emissfio espontinea no espago sem

— 7o 12,,3
fronteiras, associada com dlu Note que AY, = AN+ A%k %ﬂﬂ e, considerando que
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Figura 1.1: A raziio Ay /A3, como fungio da varidvel adimensional 5 = z/)g para o caso de uma placa
infinitamente permeével (linha sélida), uma placa perfeitamente condutora (tracejada).
7ii2 702 o |4l 12 — 712 .
diy[? = (2/3)|dwa]? e |diz? = (1/3)idha", temos que:

A = éAgl
Aglll = %Agl
Usando (1.80) em (1.78) e (1.79), e estas ultimas em (1.73), obtemos:

in(2kez) = cos(2kez)  cos(2kgz)
- 49 11 sin (2kq B
An(?) A21[ + 2koz * 2kiz? 4k3 23

) (1.81)
A fima de compararmos a expressio para a taxa de emissao espontanea na presenca de uma
parede infinitamente permedvel, dada em (1.81), com a taxa A

(1.80)

gmdut  ohtida na presenga
de uma parede perfeitamente condutora, escreveremos a expresaado para esta fltima a
seguir:
Agmint(5) = AL, [1 — szff;’z) - “°;,S§’;2” + SIZ%E‘QZ) .
A figura (1.1) mostra a razfio entre Ay, e A3, como fungio de s = z /Ao para o caso de uma

(1.82)
placa condutora (linha tracejada) e o caso de uma. placa permedvel (linha sélida). Ambas

as curvas apresentam oscilacbes na taxa de emissio espontanea com a distincia do dtomo

em relacio 4 placa. Entretanto, hd uma notdvel diferenca entre essas duas curvas: se ha
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aumento na taxa de emissio espontinea na primeira, hd diminui¢do na taxa da segunda

e vice-versa. Particularmente seu comportamento préoximo as placas é muito diferente.

1.5 Duas placas perfeitamente permeaveis

A segunda configuragio que nds iremos considerar consiste de duas superficies infinitas e
paralelas (as placas), ambas consideradas perfeitamente permedveis (¢ — co). Também
aqui iremos escolher eixos cartesianos de tal forma que o eixo OZ seja perpendicular
a ambas as superficies. A origem dos eixos é escolhida de modo que as placas estejam
localizadasem z = 0 e em z = L. O campo eletromagnético tem que satisfazer as seguintes
condicoes de contorno: as componente tangenciais B, e B, do campo magnético se anulam
sobre ambas as placas permedveis em z = 0 e z = L. Novamente é conveniente trabalhar
com o potencial vetor fl'('f", t) no calibre de Coulomb, sendo que as condigbes de contorno

acima, escritas como condi¢bes impostas nas componentes do potencial vetor, sao:

0A 0A,
e} = ¥ = A,(t ,00=0 1.83
Bz (t,m,y,U) az(amayao) (7$:y 0) ( )
A A
08 (2,9, 1) = 22 (t,2,9,1) = Aty 7,9, ) = 0 (1.84)
0z 0z
Os modos do campo A, que satisfazem essas condigGes de contorno, sao dados por:
oy 2 1/2 -~ wZ E -
A (F) = (?) (kj % Z) cos (nf)e’ i (1.85)
e
V2 kg7 d ko s sin (n22) + 4(25)E Tz (1.86)
A =3 (F) iZsin (n7E) + (5 )by cos (n%) ¢ :

A fim de calcularmos a taxa de emissdo espontdnea dada por (1.60), calculamos inicial-
mente, a partir dos modos {1.85) e (1.86), as expressoes:
- 2 nwz

|Ag J|——cos(L

v )| (kyy x 2) - dbf?, (1.87)
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Il 2 UENELAS
) - b cost (") (°F)

o (i) ) (50 [ (o) (i) - () (i - 5)]

(1.88)
Substituindo (1.87) ¢ (1.88) em (1.60), obtemos:
An(2) = Az (2) + AL (2), (1.89)
onde . 125 o)
Ly = bl o / 19¢
A5i(2) = — z_:l sin? &Lk wk k2 (1.90)
e
I i = nw\2 (g - dipl? | 8(ws — wo)
A5, (2) =37 Zcos /d2k|| [ (ky % 2) -dp* + ( - ) - .
(1.91)

sdo as contribuicies para a taxa de emissio esponténea associadas com ds e djl respec-
tivamente. Essa divisao é também possivel aqui pois, como no caso anterior, os termos
“cruzados” em (1.88), que contém (2-&}2)(@“ J}g), nao contribuem para a taxa de emissao.
A demonstracdo é ansloga & feita em (1.76) e por esse motivo serd omitida de nossa dis-
CUSSA0.

A fim de resolver a integral em (1.90), novamente mudamos as varidveis de integracao

para coordenadas polares e fazemos uso da seguinte propriedade da fun¢ao delta de Dirac:

5( B+ (T )2—1;0) = S T, (1.92)
onde £ = —(%F)? + k3. Com isso, obtemos:

Ak (2) _3wAgiZsm i /Oodk”kﬁ 5(k”_‘/‘§)+‘5(’:”+‘@ R )
’ g+ () Ve
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2 L2E2 . ~ .. . -
Notemos que /£ > 0 = N? < =%, o que impde um limite superior ao somatoro em

(1.93). Integrando com o uso das deltas, é direto verificar que:

400 = B 3 (7 . [ (Z“g)z] (194

n=1

onde N é o maior inteiro contido em koL /7.
A integral em (1.91) é calculada de maneira semefhante. Portanto as contribuicoes
para a taxa de emissdo espontinea assocladas com cff:z e JIHQ sdo dadas, respectivamente,

por:

AL (2) AQLZ ( kng) sin® (%) (1.95)

Ah(z) = 52 LA"“{ +Z(l+:2;)cos (”j{z)}. (1.96)

Assim sendo, a expressio para a taxa de emissdo esponténea total em (1.89) é dada por:

it m N nim 2 nrz
A”(Z):Agl{M“Lk}f 3 {1+(kOL) [2cos2(T)—1]}}. (1.97)

A fim de compararmos as expressoes escritas acima para as taxas de emissdo espontianea

%, Aﬁl e Asy, na presenca de duas placas infinitamente permedveis, dadas respectiva-
mente por (1.95), (1.96) e (1.97), com as taxas A3 cond; Al nd € Az1 cona, obtidas na
presenca de duas paredes perfeitamente condutoras, escrevemos as expressies para €ssas

ltimas a seguir [1}:

N 22 ,
A comdut(2) = Agf_ {% + Z ( k2L2) cos” (%):' 1 (1.98)

n=1

Agl cfmdut(z) = QkQLAglJ {Zl ( kng) sin” (n—zz')} (1'99)

Aot conaut(2) = A% {Zk I k:L i { (k(}L)2 [—2 cosz(ggﬁ) + 1] }} . (1.100)
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Figura 1.2: A rasio Ay /A3, (eixo vertical) como fungio das varidveis s = z/Ag e I = L/Ao, para o

caso de duas placas perfeitamente permeaveis.

A figura (1.2) mostra o grifico da razao Az /A3 (eixo vertical) como uma fun¢ao das
varidveis s = z/Ag e | = L/A,. Vemos que os valores miximos da taxa de emissao
espontinea entre a placas tendem a crescer, 4 medida que a distancia entre as placas
diminui. Se escolhemos um valor de { especifico, [ = 2, por exemplo, podemos fazer um
grafico bidimensional.

A figura (1.3), exposta na préxima pagina, mostra a razao entre Ay e A}, como
funcio de s para o caso de duas placas condutoras (linha tracejada) e o caso de duas
placas permedveis (linha sélida). A curva para este dltimo caso também apresenta 0s-
cilacBes na taxa de emissdo espontinea com a distancia do dtomo em relacdo a cada
placa e é também simétrica com respeito ao ponto egiiidistante das placas. Entretanto
existe uma notavel diferenca entre essas duas curvas: se hi aumento na taxa de emissao
espontdnea na primeira, ha diminui¢ao na taxa da segunda e vice-versa. Particularmente
seu comportamento préximo as placas € muito diferente.

Na figura (1.4), também exposta na préxima pdgina, vé-se que, entre placas infini-

tamente permedveis, ocorre supressio na parte da taxa de emissdo espontinea que estd
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Figura 1.3: A razdo As; /A, como fungio da varidvel adimensional s = z/Xg para o caso de duas placas

perfeitamente condutoras (linha tracejada) e o caso de duas placas infinitamente permeéveis (linha sélida).

A distancia entre as placas é tipica dos experimentos.

Figura 1.4: A razio Ag; /A (eixo vertical) como fun¢io das varidveis adimensionais s

I = L/ para o caso de duas placas perfeitamente permedveis.
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Figura 1.5: A raszio A% /Al para o caso de duas placas infinitamente permedveis (linha solida), e
a razdo Agl/Ag'll para o caso de duas placas perfeitamente condutoras (linha tracejada), como fungdes
da varisvel adimensional [ = [/)g. Consideramos o itomo num ponto eqiidistante das duas placas em

ambas configuracdes. Supressio ocorre em Ay = 2L.

relacionada com d’. J4 no caso de duas placas condutoras a supressao ocoire para Agl .
Por simplicidade fixemos um 4tomo em um ponto eqiiidistante das duas placas em ambas
configuracdes: condutora-condutora e permedvel-permedvel. Agora variamos a distancia
L entre as placas. Por conveniéncia vamos desenhar os graficos das razoes Agl /Ag'll e
AL /A% como fungdes do pardmetro adimensional { == L/2,.

A figura (1.5) mostra a supressdo de A3, para o caso de duas placas permedveis (linha
solida) e a supressdo de Agl para o caso de duas placas perfeitamente condutoras (linha
tracejada). Observamos que ambas ocorrem para o mesmo valor da distancia entre as
placas. Embora isso nao seja um resultado 6bvio, ele é bastante razodvel, visto que, para
o caso de duas placas perfeitamene permedveis os modos do campo de vécuo também sao
simétricos com respeito a s = [/2.

Calcularemos agora o limite da expresséo (1.97), para a taxa de emissao espontanea

entre duas placas infinitamente permedveis, quando L — oo. Definindo v = " e Au=7%
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temos que:

lim Api(z, L) = lim

L—oco Lo

= %/Oko du [1 + (%)2(:05(21;3)}

sin(2koz) | cos(2kez) sin(2kgz)

= : 1.101

2kyz 2kE2? 4k3 23 ( )

onde [%] no limite superior do somatério é o maior inteiro contido em ko/Au, de tal
maneira que limy, o, [2%] T = ko. A expressdo final em (1.101) é simplesmente a taxa de

emissio espontinea para o caso de uma placa perfeitamente permedvel dada em (1.81),

como era de se esperar. Desse modo, verificamos a consisténcia entre os dois resultados.

1.6 Uma placa condutora e outra permeavel

Consideremos agora duas placas paralelas e infinitas, uma perfeitamente condutora (€ —
oo) e a outra infinitamente permedvel (u — o0){31]. Novamente consideramos eixos
cartesianos de tal forma que o eixo @2 seja perpendicular a ambas superficies. A placa
perfeitamente codutora estd localizada em 2 = 0 e a permedvel, em z = L. Os cam-
pos elétricos e magnéticos tém que satisfazer as seguintes condigoes de contorno: (a) as
componentes tangenciais E, e E, do campo elétrico, bem como a componente normal do
campo magnético B, tém que se anular sobre a placa metélica em z = 0. (b) As compo-
nentes tangenciais B, e B, do campo magnético tém que se anular sobre a placa permedvel
em z = L. Novamente escolhemos trabalhar com o vetor potencial f_f(t,?") no calibre de
Coulomb, no qual V- A{t,7) = 0, definindo E(t,7) = —8A(t,7)/0t e B(t,7) = V x A(t,7).

Com esta escolha de calibre, as condicdes de contorno, escritas em termos do pontencial

vetor sao:
A
As(t,2,4,0) = Ay(t,2,4,0) = a—af(t,x,y,e) =0 (1.102)
0A, Ay
=%y L) = A, (t,z,4,L) =0 1.1
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Os modos do campo para este caso sdo [65]:

A7) = (%) " oy x 5 sin [(n + %)ML] &1 i (1.104)
e
A7) = (%) (é) lfzei’;"'ﬁ'{lqﬁces [(n + %)sz] _irLin+ %)1}“ sin [(n + %)m] }
(1.105)

A fim de obtermos a taxa de emisséo espontanea dada por (1.60), novamente calculamos,
a partir dos modos (1.104) e (1.105), as expressdes:

| _‘El d_!'m| = ﬁsm

V L

L’i)_._} |(ky x 2) - d1bP2, (1.106)

x|yl [( iLz) (kll‘ffl”z) - (2-07%2) (’}u'cﬁz{é)] - (1.107)
Substituindo (1.106) e (1.107) em (1.60), obtemos:
An(2) = A5 () + A5 (2), (1.108)

onde

o0 2
. 2w0|di 2 Tz [ ) kHJ(wk — wp) 11
AL(z) = Zcos N i vy (1.109)
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215 . dllp _
) /dgku [I(’Eu x 2) - dygl* + ((n-l— —;-) %) [y kfml } 5(wkwk wo)
(1.110)

s3o as contribuices para a taxa de emissdo espontinea associadas com a componente
perpendicular & placa do momento de dipolo da transicdo, di;, e com a componente

paralela & placa do momento de dipolo da transicao, 0?1“2: respectivamente. Novamente a

divisao em uma parte que s6 depende de a_l%? e outra que s6 depende de a?lliz ocorre porque
0s termos “cruzados’em (1.107) ndo contribuem para a taxa de emissao, por argumentos
anslogos aos apresentados em (1.76).

As integrais em (1.109) e (1.110) tém basicamente a mesma forma que as encontradas
em (1.90) e (1.91), as quais ja foram calculadas . Portanto, usando um procedimento

andlogo ao que ji foi feito anteriormente, pode-se mostrar que as contribuicGes para a

taxa de emissio esponténea associadas com dj; e d 1”2 sao dadas respectivamente por:

N 172 .
3r (n+3) 1,7z
L) — 0L —n 2/ g2 2 —)— 11
Ay (2) kOLAm 2 [1 KL T } oS [(n—!— 2) I (1.111)
e
Al () = 3T 40l o 1+@i%_)j 2| gin? (n+l)f_z_ (1.112)
al) =g r P R | YT ) '

onde N, para este caso, é o maior inteiro contido em koL/m — 1/2. Assim sendo, a

expressdo para a taxa de emissdo espontinea total em (1.108) é dada por:

[koL/m—1/2] 1
A +3)7
An(z) = —4]%1; Z {(:os2 (gn_f)__{) (87%(n® + n) + 27%)
n=0
— A7%(n® 4+ n) - AKGL° - 71"2}. (1.113)
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Figura 1.6: A razio Ay /A9, (eixo vertical) como funcdo das varidveis adimensionais s = z/Xg e

I = L/)o para o caso de de uma placa perfeitamente condutora e outra infinitamente permeavel.

A figura (1.6) mostra o grafico da razdo Ay /A}, (eixo vertical) como uma funcio das
varidveis s = z/Ag € | = L/)p para o caso de uma placa condutora e outra permesvel.
Fixando ! = 2, podemos fazer o grifico bi-dimensional (veja a figura 1.7), no qual vemos
a tazdo entre Ay e AY, como fungio da varidvel adimensional s = z/Ap para o caso
de duas placas condutoras (linha tracejada) e o caso de uma placa condutora e outra
permedvel (linha sdlida). Embora as duas curvas sejam analogas, no sentido de que
ambas apresentam oscilagdes com s, elas sao diferentes uma vez que os modos do eampo
de radiacio no estado de vécuo em cada caso ndo sdo 0s mesmos. E interessante enfatizar
a auséncia de simetria da ultima curva em torno de pontos egiiidistantes das placas. Isso
era esperado porque neste caso as duas placas correspondem a meios eletromagnéticos
distintos, com propriedades diferentes.

A figura (1.8), apresentada na proxima pdgina, mostra a supressao que ocoITe para
AL /A% quando temos uma placa condutora e outra permeavel. Note que a supressio

ocorre, nesse caso, para Ay = 4L. Para esse caso de condigoes de contorno mistas, é
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Figura 1.7: A razao As /AY, (eixo vertical) como fungdo da varidvel adimensional s = z/Xg para o
caso de de uma placa perfeitamente condutora e outra infinitamente permedvel (linha sélida), e para o

caso de duas placas perfeitamente condutoras (linha tracejada).
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Figura 1.8: A raziio As; /AY" (eixo vertical) para o caso de uma placa infinitamente permedvel ¢ outra
perfeitamente condutora. Supressao ocorre em Ay = 4L,
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natural esperar que a supressdo ocorra num valor diferente de ! em relagao aos outros
casos tratados aqui, no caso menor (veja a figura (1.5)). Ainda em relagio as figuras
(1.5) e (1.8), observamos que na figura (1.5) a distincia entre dois picos sucessivos para
All /A% (linha tracejada), ou descontinuidades na derivada de A /A% (curva slida), é
de Al = )\, em contraste com o valor Al = );/2 observado para a descontinuidade na
derivada de Ay, /A" na figura (1.8). Isso deve-se ao fato de que, para a situacio descrita

pela figura(1.8), nfo existem nds para os modos do vécuo no ponto médio entre as placas.

1.7 Comentarios

Embora os resultados que obtivemos para a taxa de emissao espontdnea na presenga de
uma ou duas placas infinitamente permedveis, ou duas placas paralelas com pelo menos
uma infinitamente permeéavel, sejam andlogos aos existentes na literatura, mas com placas
condutoras, hd diferencas fundamentais (por exemplo, onde ocorre um aumento na taxa
de emissdo para um arranjo com duas placas condutoras, pode haver diminui¢ao nessa
taxa para o caso de duas placas permedveis e vice versa). Isto era de se esperar, uma
vez que ao alterarmos as condigoes de contorno impostas sobre o campo de radiagao, os
modos desse campo irgo se alterar, acarretando uma mudanga na interacao do dtomo com
o campo de radiacdo, mesmo que esse campo esteja no estado de véacuo.

E interessante notar que ¢ mesmo ja nao ocorre com ¢ efeito Casimir: a densidade
da energia de Casimir para o caso de duas placas paralelas perfeitamente condutoras é
exatamente a mesma que a energia de Casimir para o caso de duas placas paralelas in-
finitamente permedveis, pelo menos se desprezarmos gqualquer corre¢do radiativa a esse
efeito, ou seja, se calcularmos o efeito Casimir apenas na aproximagao de um lago. Em
outras palavras, embora o efeito Casimir seja “cego” & mudanca de duas placas perfeita-
mente condutoras por duas placas perfeitamente permedveis, o 4&tomo nio é. A razio para
isso é que no calculo da energia de Casimir a um lago, somente as freqiiéncias possiveis

dos modos do campo s30 necessérias °, enquanto que o dtomo interage diretamente com

5Uma discussio muito instrutiva sobre quando a energia de Casimir pode ser expressa por umna soma
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cada modo do campo de radiacio. Nesse sentido, podemos dizer que o dtomo funciona
como uma sonda do campo, sensivel a todas as suas variagoes. Na verdade, calcnlos 2 um
laco parecem confirmar que mesmo se levarmos em consideracao as primeiras corregoes
radiativas ao efeito Casimir, os resultados permanecem iguais. Embora sugestivo, este
resultado nao implica que sejam iguais em qualquer ordem.

Embora altamente idealizadas, as sitnagdes examinadas aqui podem ser consideradas
como um primeiro passo no sentido da construcao de situagdes mais realistas, nas quais a
influéncia de uma permeabilidade magnética finita sobre a taxa de emissao esponténea seja
levada em consideracao. Parte dos resultados originais expostos nesta se¢io encontram-se

em [69].

de freqiiéncias pode ser encontrada na ref. [68].
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Capitulo 2

Deslocamento Lamb

Neste capitulo investigamos de que forma a presenca de cavidades simples, como por
exemplo uma “cavidade” formada por duas placas paralelas, modifica a interacdo entre um
elétron de um atomo de Hidrogénio e o campo de radiagio quando esse campo encontra-
se no estado de vacuo, isto é, quando nenhum féton estd presente. Uma vez que essa
interacdo com o campo de radiagio di origem a deslocamentos nos niveis atémicos de
energia, usualmente designados por deslocamentos ou desvios Lamb [70], o que fazemos
neste capitulo é essencialmente estudar qual a influéncia da presenca de duas placas
paralelas no deslocamento Lamb. Calculamos explicitamente os desvios nos niveis de
energia de um dtomo de Hidrogénio quando este encontra-se entre duas placas paralelas
infinitamente permedveis (p — oo) [71]. Muito embora ji houvesse calculos desse tipo
na literatura com placas perfeitamente condutoras e até mesmo dielétricas, ndo existiam
até o momento célculos envolvendo placas infinitamente permeaveis. O caso de uma
placa permeével é estudado como um caso limite, quando a distincia entre as duas placas
permedveis vai a infinito. Antes, porém, de apresentarmos nossos resultados, faremos na
proxima, segado um breve resumo do resultado de Bethe [72], ndo apenas por ter sido o
primeiro a dar uma explicagdo tedrica bem fundamentada, mas também por ter sido esse

trabalho um marco na histéria da eletrodinamica quéntica.
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2.1 Introducao

A solugdo da equagio de Schrodinger para o dtomo de hidrogénio implica em que os nives

de energia dependam somente do niimero quéntico principal n:

1 ¢t M T
E,=— oo | ——2 1}, 2.1
" n? 2h? (me—i—mp) (21)
onde m, e m, sio, respectivamente, as massas do elétron e do proton e n=1,2,.... Em

principio, devido & simetria esférica presente em qualquer problema com potencial central,
esperdvamos encontrar somente 2¢ + 1 estados degenerados para cada nivel, onde £ é o
nimero quantico associado ao momento angular. No entanto, ocorre uma degenerescéncia

adicional, inesperada e exitem
n

> @I+1)=n’

=0
estados degenerados para cada nivel de energia. Esse é um resultado peculiar exibido

pelo potencial conlombiano (um resultado andlogo ocorre tambem com o potencial de um
oscilador harménico em trés dimensdes). Essa degenerescéncia adicional é muitas vezes
designada na literatura por degenerescéncia acidental e certamente estd relacionada com a
conservacao do chamado vetor de Runge-Lenz, uma vez que o operador de Runge-Lenz e o
momento angular, juntos, fornecem um método algébrico envolvendo o grupo de simetria
O{4) para o cdlculo dos niveis de energia do dtomo de Hidrogénio [73]. Vale mencionar
que essa degenerescéncia adicional também se manifesta classicamente, ja que a energla
de uma 6rbita eliptica no problema de Kepler dependen apenas do semi-eixo maior a da
elipse e ndo de a e do momento angular £, como esperado.

Quando passamos para um estudo mais rigoroso do dtomo de Hidrogénio e consider-
amos nio apenas a relatividade, mas também o spin do elétron, somos levados a solucionar

a equacdo de Dirac com o potencial de Coulomb. Nesse caso, pode-se mostrar que [1]:

1
2972

En?j =mc |1+ a s (2.2)

n—(+3) +y/(i+3)—e?

onde o = €2/hic =~ 1/137 (constante de estrutura fina}, n=1, 2, 3,..00 e j + 3 < n

Observe entio que, embora a degenerescéncia seja quebrada e os niveis dependam de n
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e 7, 0s estados que possuirem os mesmos n € j ainda serdo degenerados. E € justamente
isso que ocorre para os estadoscomn =2; j =0+ 1/2en=2; j =1 —1/2, ou seja,
para os estados 25172 € 2p/a.

Entretanto, experimentos realizados a partir de 1930 [74, 75] indicavam que as energias
desses niveis deveriam diferir. Em 1947, Lamb e Retherford 70}, utilizando os avangos da
tecnologia de microondas, desenvolvidos durante a Segunda Guerra Mundial, realizaram
experimentos mostrando convincentemente que o nivel 25y, estd cerca de 1000 MHz
acima do nivel 2p,;;. Essa pequena diferenca de energia ¢ conhecida com o nome de
deslocamento Lamb. Note que, de acordo com a Eq.(2.2), a diferenca entre 0 nivel 2p;;; e
o0s niveis 25,7 e 2py/2 é aproximadamente ignal a a*mc? /32, ou seja, da ordem de 11.000
MHz, on seja, praticamente dez vezes superior ao desvio Lamb.

O experimento de Lamb e Retherford baseia-se fortemente no fato de que o estado 25,
¢ um estado meta-estdvel, uma vez que a emissio espontinea para o estado fundamental
1812 pela emissao de um tnico foton estd proibida, pois Af = 0 nessa transicao'. O tempo
de vida desse estado é enorme, aproximadamente 1/7 segundos. Inicialmente um feixe de
atomos de Hidrogénio sfo produzidos por dissociacdo térmica de H, num forno. O feixe
atomico é entdo bombardeado por elétrons, fazendo com que, apds as colisdes, alguns dos
dtomos de Hidrogénio do feixe vao para o estado excitado meta-estivel 2s,,,. Por sua
vez, atomos de Hidrogénio nesse estado (2s1/;) emitem elétrons quando lancados sobre
alvos metdlicos, produzindo assim uma corrente elétrica. Isso ndo ocorre com atomos no
estado fundamental. Portanto, medindo correntes elétricas, pode-se detectar os atomos
no nivel 2s,/5. Aplica-se entdo nm campo com a freqgiiéncia da transicdo 2s,s — 2paye.
Esse campo ird induzir transigoes para o estado 2ps/» que decai rapidamente por emisséo
espontanea para o estado fundamental (por emissao de um féton). Ora, diminuindo-se a
populagdo de dtomos no nivel meta-estével 25,5, diminui-se a corrente eléirica no detetor

de dtomos excitados. Com isso, Lamb e Retherford foram capazes de medir com precisao

Isso nao significa que nao haja emissio espontinea quando o Hidrogénio estiver nesse estado. O que
ocorre é que & emissio espontinea, nesse caso, se di pela emissio de dois f6tons, fazendo com que o

tempo de vida seja bem maior.



a diferenca de energia entre os niveis 2s;/9 € 2p3yy e, conseqiientemente, entre os niveis
251 /2 € 2p /2-

Em 1952, fazendo medigbes mais refinadas, Lamb e Retherford[76] apresentaram para,
o desvio Lamb o valor de 1058.27 + 1.0 MHz, sendo que, para o Hidrogénio, o valor aceito
atualmente para o deslocamento nos nfveis 25,5 — 2p; € de 1057.845 Mhz + 0.13 % [77].

A razdo pela qual a teoria de Dirac, que conduz a eq.(2.2), falha em ndo acusar o
deslocamento Lamb, esta no fato de que ela ignora o acoplamento do elétron atémico com
0 cempo de rediacdo, mesmo com esse campo no estado de vicuo.

O deslocamento Lamb é um efeito predominantemente nao-relativisiico e pode ser en-
tendido, em parte, pela modificacao da teoria de Schrodinger para o dtomo de Hidrogénio
a fim de incluir o acoplamento com o campo de radiagao. Consideremos, entdo, a Hamil-
toniana da teoria nao relativistica de dtomos acoplados ao campo de radiacio, dada em
(1.13), associada & aproximagdo de dipolo discutida na se¢do 1.3. Usando a teoria de
perturbacao de segunda ordem, chega-se 4 seguinte expressio para o deslocamento na

energia do nivel atdmico n, devido & interacio —(e/mc)A - 7 [1]:

Im, k,\lhk,\m vac) |2
N (2:)

onde

1/2

her = = e (2555 ) a5, iy - P); (2.4)
onde seguimos a notacio usada no capitulo 1.3 para o campo no espago livre. Quanto
A contribui¢io que provém do termo (e?/2mc?) A2, visto que esse termo ndo envolve o-
peradores atdmicos, ele contribui com o mesmo valor para a energia a todos os estados
In, vac) e, conseqéntemente nao afeta os deslocamento de freqiiéncias observaveis, sendo,

portanto, ignorado. Escrevendo o termo do numerador em (2.3) como:

|(m, 1&A|“£,\(€EA - Din, vac)® = (n, vaclag, (€z, - §)im, 1g,) X (m, IEMG;%A(‘?E,\ - P)in, vac),
(2.5)

podemos interpretar AFE, em termos de um processo de emissao n — m + 7, seguido de

um processo de absor¢io m + v — n, onde -y denota o féton (o 4tomo, que encontrava-se
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Figura 2.1: Representagio diagramatica de (2.5).

no nivel n, emite um foton virtual, mudando para o nivel m e em seguida absorve o foton
virtual voltando ao estado n). Este processo de emissdo e absorcio de fétons virtuais é
indicado na figura 2.1. Note-se que somente estados intermediarios de um féton aparecem,
visto que A somente pode conectar o estado de vacuo a estados de um foton.

Escrevendo:

e [2whe\'Y? . .
(m-,n IEA|h}‘£A|n7 Vac) = —Eé ( ka ) pmn - e’a, (2.6)

Z+%¥/[[d3k, (2.7)

-

kA

e usando que:

é possivel, apds manipulagoes simples, verificar que:

2 . . [® dEE
ABy = %: |Prnn) fo 5 —F (2.8)

A expressdao acima mostra que AF, é divergente. Entretanto, dos dados experimentais,
esperava-se para 0 deslocamento Lamb um valor finito e pequeno! Fsse era um problema

para a comunidade cientifica até 1947, quando Bethe propds um método que nio s6 era
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capaz de extrair um valor finito para o desvio de energia, como também proporcionava
uma interpretagdo fisica em termos de uma renormalizacio na massa do elétron [72].

E possivel mostrar (vide, por exemplo, [1]) que uma particula carregada tem uma
“massa eletromagnética’dém, devida ao seu préprio campo de reagio de radiacio, dada

por:
Ao [
T 3n f,

Entretanto, podemos observar que a expressdo dmn ern (2.9) diverge. Bethe relata [78] que,

dm dE. (2.9)

em 1947, as pessoas jd lutavam com esse problema havia longo tempo. Seguindo a sugestdo
de Kramer, Bethe passou a considerar a massa renormalizada m = my + dm (embora o
valor de dm ndo fosse determinado), como a massa observdvel (m =2 9.1 x 10 28g), sendo
my & “massa nua”, ou seja, nio associada com a reacao de radiagao. Seguindo o raciocinio
exposto em [1], embora (2.9) seja infinita, uma teoria mais refinada deveria resultar em
#m finito. Supondo entdo que, nesse caso, 6m/m seja realmente pequeno, temos, para a

energia cinética do elétron:

ﬁ_2 o ﬁ _fs_n_"_ﬁ 2 (2.10)
2m 2my  2m?

A idéia bdsica da renormalizagdo da massa, aplicada por Bethe ao problema do desloca-

mento Lamb, é que no termo § ?/2m, utilizado na equagio de Schrodinger, a massa m

j4 inclui dm. Quando ligamos o acoplamento do elétron com o campo de vicuo, a reacao

de radiac@o sobre o elétron adiciona dm 4 sua massa. Dessa forma temos que subtrair a

contribuicdo adicional —(dm/2m?)F ?, acrescentada apés acoplar o elétron com o campo

de radiagdo. Ou seja, temos que subtrair a auto-energia:

dm, . 200 . 2/“
———{n|p “n) = E Pmn ak

Irm2e2

= lIim AE,

Wam—0

=: AFElvre (2.11)

onde, a primeira linha de (2.11) foi obtida usando a eq. (2.9), enquanto a segunda pode

ser verificada usando a eq. (2.8). Portanto, o que Bethe {72] fez, precisamente, foi definir
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o deslocamento observivel AEZ2, como:

AE® .= AE, — AE}ve

R LR TRy e SR

Esta expressio ainda apresenta divergéncia logaritmica. Intuitivamente {78], Bethe con-
siderou um corte superior na integragdo. Uma vez que seu cdlculo era ndo relativistico,

escolheu como limite superior da integraca o valor mc® e escreveu:

20 me? dF
AEObS —— _‘mﬂ. 2 Eﬂ. - Em f — -
no 3wm2c2zm:|p 1" )| ECE.-E

1

20 . me?
m— > fmn*(En — Bm) In (W) : (2.13)

para mc® >> |E, — Ey|. Definindo:

S |Bonl (B — Ea) I |Ey, — E|
S Pl (B — En) ) (2.14)

onde (In|E,, — En|)pediq 86 depende do indice n, podemos reescrever (2.13) como:

(]n iEm - Enl)media =

AE::bS = ?fn—ﬁ? (]n(mc2) (II] lEm - Enl)media) Zm: |ﬁmn|2(En - Em)- (215)

Usando as relacoes de comutagio entre p e 7, é direto verificar que:
Y 1Bl (B — Em) = Y _{nl[p, Hallm) - (miin)
m

= —":éh(niv“'v . pln)
= LRIV, Al

1 -
- 5h2<nw'2V|n)
1
= 57? f dr|y, (A PV (F), (2.16)
onde V = —Ze?/r. Usando que V?V = 4nZe?§°(r) em (2.16) e substituindo em (2.15),
obtemos:
2 12
Apob o H0ZET (1n(mc2) ~ (ln|E,, - E,,[)md,-a) 4 (O)]2. (2.17)
™ 3m?c?
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Esta expressio exibe um importante resultado: O deslocamento Lamb deve ser maior
para os estados s, para os quais |,(0)> # 0. Esse resultado ndo é geral, ocorre para o
potencial coulombiano. Para o potencial do oscilador harménico em trés dimensoes, um
caleulo andlogo ao de Bethe leva a um resultado idéntico para todos os niveis, exigindo que
outras contribuictes sejam utilizadas para que haja a separacao dos niveis degenerados
[79].

Para um estado s com ntimero quantico principal n, [¢,(0)|? = (Z/nag)®/n, onde ay
é o raio de Bohr. Usando este resultado em (2.17), obtemos:
8 7R

b (o)
AL, = 3rnd

(m(mc?) — (In|E,, — E,,j)md,-a) : (2.18)

onde Ry = €2/2a9 = 13.6eV/, para a massa nuclear considerada infinita. Em seu trabalho,

Bethe usou a estimativa numérica [72]:
(In|Em — Ea|)media = 17-8 R, (2.19)
e obteve para o estado 2s do dtomo de Hidrogénio o deslocamento
AES = 1040MHz, (2.20)

o0 que estava em excelente concordancia com a experiéncia. Este ¢ um resultado surpreen-
dente e mais uma vez, peculiar a0 potencial coulombiano. Nao é 6bvio que a aproximacao
de dipolo gere sempre bons resultados para os deslocamentos de energia. De fato, para
outros potenciais nio é tao boa assim e para o oscilador harménico € bastante ruim [79].
Independentemente das coincidéncias fortuitas, o resultado de Bethe abriu as portas para
um desenvolvimento mais sistematico do programa de renormalizagio em teoria quintica
de campos. Nio foi a toa que Dirac, fisico de poucas palavras, comentou [80]:

“ Nenhum progresso fora feito nos dltimos 20 anos. Entdo um desenvolvimento surgiu,
iniciado pelo descobrimento de Lamb e ezplicacio do deslocamento Lamb, que mudou pro-
fundamente o carater da fisica tedrica. Esse desenvolvimento envolvia o estabelecimento
de regras para descartar ... infinitos...”

O resultado de Bethe causou um impacto tio profundo, que foi considerado por Feyn-

man anos mais tarde, por ocasido do semindrio proferido pelo recebimento do prémio
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Nobel [81], como a mais importante descoberta da histéria da eletrodindmica quantica.
Para uma revisio sobre ¢ assunto, sugerimos a ref.[82].

Finalizamos esta se¢do comentando que hi virias outras interpretacdes para a con-
tribui¢io principal apresentada anteriormente para o deslocamento Lamb, a saber: a
interpretagao de Welton [83]; a interpretagao de Feynman [84] e a interpretacgio do desvio
Lamb como um efeito Stark [1]. Na primeira delas, Welton mostrou que as flutuagoes do
campo eletromagnético geram um desvio quadratico médio na posicao do elétron, acar-
retando uma variagio em sua energia. Por sua vez, Feynman sugeriu que o desvio Lamb
poderia ser obtido a partir da mudanga na energia de ponto zero devido 4s mudangas nas
freqiiéncias dos modos do campo causadas pela variagdo no indice de refracio induzida
pela presenca dos dtomos. A equivaléncia entre esses dois procedimentos e o resultado do

Bethe por ser encontrado na ref.[83].

2.2 Influéncia de duas placas permeaveis

J4 haviamos mencionado na introdugio desta tese que dois dtomos (polarizdveis) situados
no vécuo, atraem-se mutuamente. Como conseqiiéncia direta desse fato, concluimos que
também existird uma forca entre dois corpes macroscdpicos sitnados no vicuo 2. A grande
novidade do trabalho de Casimir [9] n3o fol prever a atragdo entre dois corpos neutros
localizados no vdcuo, no caso duas placas perfeitamente condutoras, uma vez que London
[86] j4 havia explicado dentro do contexto da mecanica quantica usual a forga entre dtomos
polarizdveis, mas, como veremos no proximo capitulo, a téenica utilizada por ele. Casimir
mostrou que tal forca entre dois corpos macroscépicos pode ser calculada a partir das
variagdes causadas na energia de ponto zero devido as condigbes de contorno impostas
sobre o campo de radiacdo por tais corpes.

A presenga de corpos nao altera apenas a energia do vicuo, mas também modifica

2Para corpos rarefeitos essa forga poder ser obtida integrando-se as for¢as de van der Waals entre
o8 pares de atomos (moléculas) que formam o corpo, No entanto, para melos néo rarefeitos, a ndo

aditividade das forgas de van der Waals devera ser levada em consideragio.
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a interagdo entre ¢ campo de radiacio e qualquer sistema atémico na vizinhanca desses
corpos. Em outras palavras, a presen¢a material de placas, ou corpos em geral, impde
certas condigdes de contorno sobre o campo de radiacio, restringindo assim os possiveis
modos desse campo, o que acarreta mudancas na interacio do campo de radiagao com o
elétron atdmico [87]. Por esse motivo, espera-se que a presenca de placas ou cavidades em
geral na vizinhanga de dtomos altere as propriedades radiativas desses sistemas atémicos.
No capitulo anterior, estudamos a influéncia de placas paralelas na emissao espontinea
dos dtomos. Neste capitulo, veremos como placas paralelas deslocam os niveis atémicos
de energia também para um dtomo de Hidrogénio.

No caso de uma unica placa perfeitamente condutora, este problema foi primeiramente
discutido por Barton [39] e posteriormente por Power e Thirunamachandran [88] e também
por Liitken e Ravndal [89]. GeneralizagGes para o caso de duas placas condutoras foram
feitas pelo préprio Barton [40], por Litken e Ravndal {90], por Cheon [91], e por Jhe
[44, 45]. O caso de duas superficies dielétricas e paralelas foi tratado por Jhe e Nha
[46]. Entretanto, a influéncia de placas permedveis nos niveis atémicos de energia estava
ausente na literatura. A proposta desse capitulo é preencher parte dessa lacuna, por
meio do estudo da influéncia de duas placas paralelas, infinitamente permedveis, nos
niveis de energia do atomo de Hidrogénio. Para calcular os deslocamentos nos niveis de
energia, usaremos teoria de perturbacao de segunda ordem. Quanto & regularizacao a
ser empregada no cdlculo das fungdes de correlagao, adotamos o método da separacao de
pontos de Schwinger. No entanto, para os nossos propdsitos, serd suficiente apenas fazer
a separacio (imagindria) apenas na varidvel temporal. Como ficard claro nos cdlculos,
essa prescricdo de regularizacao é equivalente a introduzir um corte ultravioleta na teoria.
Nossos resultados serdo comparados com aqueles obtidos para o caso usual em que as
placas sdo condutores perfeitos.

Consideremos, entdo, duas placas planas, perfeitamente permedveis, ambas com a
jazitura do plano OXY e situadas em 2z = 0 e 2 = L, respectivamente. Como vimos no

capitulo anterior, as condigdes de contorno impostas pela presenca das placas ao potencial
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vetor, considerando o calibre de Coulomb sao dadas por:

0A, 04, ~ _

2 (t,z,4,0) = ™ (t,z,4,0) = A,(t,z,4,0) =0 (2.21)
e

0A 0A

62 (tii-) y7 ) 63 (t}' i" y, L) z(t, z’ y’ L) O (2 22)

Os modos transverso-elétrico (TE) e transverso-magnético (TM)do campo de radiagio, na
regido entre duas placas perfeitamente permedveis sdo descritos, respectivamente, pelos

potenciais:

AB(R), ) = iV [k ~ ko] cos (127 )i (2.23)

Nn nwz nwz L
AM i hdddadl -4 L LUTE AT
A, (k“ )= [ 7 k” cos ( I ) k”sm ( T )z] e , (2.24)

onde N é uma constanie de normalizacio e definimos
= - nwy2| 2
Bi=hithyg; fi=zityie w=wlkn)= [Eﬁ+ (%5) ] . (2.25)

A constante de normalizacdo N é escolhida de modo que:

f " o f N dy fo ’ dz A} (K, 7) - AN(E),7) = 407655 00 (K — K, (2.26)

0 que nos leva a: ;
N:kl“(%)i se n=10 (2.27)

e 1
N-.—_ki“(%)E se n#0. (2.28)

Na expressao (2.26), A = E e A = M representam, respectivamente, os modos TE e TM.
O operador de campo Zf(t, 7, ou seja, o campo de radiacio, é dado entdo pela substituicao

de (2.23) e (2.24) na expressdo:

d2k” 1

(ku)ﬁ'i(ku: e " + C-C-] : (2:29)

A=E,M n=0
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onde os operadores de criagao e aniquilacao de f6tons satisfazem as relages de comutagio
escritas abaixo:

5(ky — k), (2.30)

I
nn

[k, = 476,46

[ (k) @al)] = 0 ; [a;\f(lcl'l),a"l(k”)] =0, (2.31)

Nosso objetivo aqui é estudar a interacao do elétron ligado do atomo de Hidrogénio
com o campo de radiacio que estd sujeito as condi¢les impostas por duas placas par-
alelas infinitamente permedveis. Utilizaremos a aproximacdo de dipolo e levaremos em
consideracio somente a influéncia do campo elétrico. Pode-se mostrar que a contribuicio
magnética é desprezivel. As flutuacoes do campo magnético B causam uma perturbacao
dos auto-estados de energia proporcional a e B/m, onde m é a masssa do elétron, enquanto
as flutuacgdes no campo elétrico causam um perturbagdo er - E. Visto que o raio atdmico
r é da ordem de (am) ™', onde o = € /4w = 1/137 é a constante de estrutura fina, pode-
mos ignorar a perturbagio magnética nos cdlculos que faremos a seguir. Utilizaremos um
procedimento e uma notagdo andlogos aos apresentados na ref.[90].

Uma vez que os valores esperados no vdcuo dos operadores de campo se anulam,
nao havera qualquer deslocamento nos niveis de energia em primeira ordem de teoria de
perturbacao. Em segunda ordem, a interaciao com o campo de radiacao nos fornece para

0 deslocamento de energia do atomo a expressdo:

n — Em — W

O|Fe - £ (8, 7)|m, k|2
m.k

onde wy, é a energia do féton no k-ésimo modo do campo de radiagdo, 7, ¢ a posicao
do elétron em relagio ao nicleo atdémico e 7 é a posicdo do nicleo atdmico relativo ao
referencial inercial em uso, com origem numa das placas. Na expressao anterior, |m, E, A)
representa o estado do sistema dtomo-campo de radiacdo, dado pelo produto direto de
um estado atdmico |m) com um estado de Fock |, A) do campo com apenas um féton de
momento linear & e polarizagao A.

Na soma sobre 0s estados atémicos {m), € conveniente separar a contribui¢do prove-

niente dos estados degenerados com o estado |n), que passaremos a designar por {n').
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Podemos escrever entdo que:

Aey = Al + Ael?), (2.33)
com . '
A = -2y [{n, Olte) -iit’m” ) (2.34)
e " .
A =& ¥ |(nl{e) - E(¢,7)|m, k>|2' (2.35)

€p — €m — Wg
m#n’ &k " ™

2.2.1 Contribuicdo dos estados degenerados

Calculemos inicialmente a contribui¢do para o deslocamento dos niveis atémicos prove-
niente dos estados degenerados, dados pela soma em (2.34). Note que esta soma pode
ser separada em um produto onde um dos fatores envolve apenas elementos de matriz de
operadores atdmicos e 0 outro, apenas o campo de radiagao, ou seja, elementos de matriz

de operadores de campo entre estados de Fock do campo do foton:

AES) — _BBZZ |(n|$(e),-|”,)|2 Z I(OiE’.(j’:'Hk)i : (2.36)
PR %

onde a primeira soma é sobre as trés diregdes espaciais. Por simplicidade, daqui em diante

utilizaremos a seguinte notagao:

B2/ — (01 (e, Pk, MI* 9 37

s = 2R (2.37)

Se tentarmos calcular o elemento de matriz escrito acima utilizando a expressao para

o operador campo elétrico F = 8,A obtida a partir das equagdes (2.23), (2.24) e (2.29),
encontraremos resultados divergentes, devido as divergéncias ultravioletas presentes nas
integracies e na soma sobre todos os momentos possiveis dos estados de um foton. Para
nos livrarmos desse problema de uma forma consistente, devemos adotar algum procedi-
mento de regularizacio confidvel a fim de obtermos valores finitos para tais elementos

de matriz. Em seguida, deveremos renormalizar os resultados, isto €, subtrair os termos



esptirios, desprovidos de qualquer significado fisico para o problema em questdo, de modo
que ao retirarmos o parametro regularizador ® tenhamos resultados finitos.

Como veremos, efetuar a renormalizacao aqui consistird simplesmente em subtrair do
resultado regularizado, aquele obtido com a mesma regularizagdo, mas sem que as placas
estejamn presentes. A regularizacio que adotaremos aqui € a chamada de separagdo de
pontos, introduzida por Schwinger. No problema em estudo, ndo serd necessirio separar
todas as componentes dos pontos coincidentes dos operadores de campo, mas apenas fazer
uma separacio imagindria nas varidveis temporais. Ficara ébvio que este procedimento é
andlogo a introduzir um corte nas altas freqtiéncias.

Usando as equagdes (2.23) e (2.24) em (2.29), assim como também a definicdo de E,

escrevermos que:

S OEGABE = 1m 3 S (OB DIDOIEC = t+ir,Rik))
E =1 g =l
>, [ &k 2
= %lﬁ%{; (27r)”2 (w;-l—fTE) Cosz(kz)e—wr

k
+o7 | mms gk”e—ku T} , (2.38)

onde 7 é um real positivo e k = n7/L. Um breve comentdrio é bastante pertinente nesse
momento. Na expressio anterior, enquanto tivermos um valor finito, ainda que muito
pequeno, para T, a expressao estard regularizada, isto €, terd um valor finito. No entanto,
se tomarmos o limite em que 7 vai a zero, estaremos retirando a regularizagao e, con-
seqilentemente, a expressio voltard a ser divergente. A questdo € que o limite acima ndao
deve ser tomado até que os termos espirios sejam subtraidos desta expressao. Entendido
isso, omitiremos das préximas equagdes o simbolo de limite e estara subentendido que 7
é bem pequeno, mas diferente de zero. Mais adiante, apés a renormalizagao, tomaremos

entao o limite 7 — 0.

3Todo procedimento de regularizacio introduz um pardmetro que controla, num certo sentido, a
subtragdo ou o corte que estd sendo feito e de tal modo que num certo limite desse parametro, chamado
de parametro regularizador, a regularizagio € retirada.
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Definindo
— 2

(B’ fw) = (Es ) + (E, fw) (2.39)

e usando a Eq.(2.38), temos que:

(E?Hz/w) _ ZZ|O|E 7:')|f’9)|2

=1 k

1 * w o kn e -
- m[gkﬂ[l+c05(2knz)] fk dw(E;—I—E)—}—fO dww]e ,

onde k,, .= nn/L. Usando que:

00 00 —wkp
/ da (i + ’“—") e [a,l] e+ k, [ dw® (2.41)
ke k, w ke T - w

e em seguida que:

Sk [u cos(%z)] e~ F = 5 (e, 9), (2.42)
n=1
onde definimos
1 1 1
81(6,9)2 85—1:t§ m%—c.c. 3 (243)

A=x/Le= Ar,8 = Az,

obtemos:

(B ) = 4L{ [a ]mee [dw—ﬁ8+ (), 9)} ;%. (2.44)

Substituindo

w2 9 7r2 E+ T,6)
/dw S Ow,0) = e S(66) — 15T 69+—/d
(2. 45)
m (2.44), temos que:
1 > E+($,9)
(EH /w) 2L3 [%5 - —6 E+(€ 9) /; dz 3 ] . (246)
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De modo totalmente andlogo obtemos, apds longos célculos, que:

(B2 Jw)y = ﬁgk[l - cos(?kz)] lwm (% _ g) o—uT
= o |Fen- [[aemE 2 e

As integracées em (2.46) e (2.47) estao calculadas explicitamente no Apéndice A. Os

resultados sao dados, respectivamente, por:

[ dxzj:(zsg) — _l__

1 1
(1 il
a3 3e3 462( 1)+ 4eSi +0(e)

1
82

{cat@¢ 5 [cus,o/0) + Calor=2/1) + (1127 | (249)

onde definimos
1 1

Si=-F —— 2.49
73 + sin?(9)’ ( )
e identificamos as funcoes zeta de Riemann (5 e zeta de Hurwitz (;, definidas, por:
Gl =Y % (2.50)
! - n=1 n’ -
e
= 1
Cals,a) =) ; (2.51)
= (n+a)
Substituindo as expressdes acima em (2.46) e (2.47), obtemos:
-2
(Ey fw) _ o 2 L 1
_ _ - _ 9.52
e
(B2 ) = g~ 35y P (2) (2.59)
z 3n2r3  32xL3 TV ’
onde definimos as fungdes:
N ’ +6u (3,5) +¢ (3,-%) +2a(3) (2.54)
z 'L/ R L

e os termos de ordem O(7) ji foram descartados pois, ao final dos cdlculos, quando

7 — 0, esses termos desaparecerdo. Renormalizaremos agora as expressoes escritas acima
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subtraindo delas as expressoes correspondentes mas sem que as condi¢des de contorno
impostas pelas placas sejam levadas em consideragio * e ai entdo tomando-se o limite

T — 0
<Ei2/w)f€ﬂ = ‘lri_r)]?']{(Ei2/w)c0m pla,cas - (Eig/W)Sem pla'cas} - (255)
Ou seja, descartamos o termo 1/(3wr%), divergente quando 7 — 0, mas independente de

L, obtendo dessa forma:

(Bl 19) _ 2 1 :
L = (B2 ) = (B o) = =55 Fel(2) (2.56)
(B2 ) = =552 F_(2), (2.57)

nas quais, por simplicidade, nio mais utilizamos a notago ren para significar que trata-se
da quantidade j4 renormalizada. Embora tais resultados sejam anélogos aos correlatores
obtidos em [90] para o caso de duas placas condutoras (trocando-se F. +> —F_ em (2.56)
e (2.57), temos os correlatores os obtidos em [90]), as diferencas entre os correlatores
em ambos os modelos resultam em diferencas tanto no sinal, quanto no médulo dos
deslocamentos nos niveis de energia, conforme exposto a seguir.

Substituindo (2.56) e (2.57) em (2.36), obtemos, portanto, a contribui¢do relacionada
com os estados degenerados:

2
€ ’ e ' et -
AP = 23 [Knla® )PFs + (nly @ )PE, + 2nl O )PF-] - (2.59)

" 64

2.2.2 Contribuicao dos estados nao degenerados

Voltemos a nossa atencio para a contribuicdo provinda dos niveis nao degenerados. Para
esse caso iremos considerar em separado os seguintes regimes: quando o 4tomo estiver
préximo a uma das placas e quando estiver muito afastado das mesmas.

No caso em que o 4tomo estd préximo a uma das placas, é possivel mostrar que a con-

tribuicio dominante vém de w; >> &n — ¢ [90]. Conseqilentemente, desprezando €, — 2¢

4Tais expressdes podem ser obtidas tomando-se o limite L — co e, em seguida, 0 limite z — oo nas

férmulas 2.52 e 2.53.
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as contribuicoes Ael) & AP , niessas regioes, assumem a mesma forma. Usando a com-
pleteza dos estados atdmicos, argumentos baseados nas regras de selecao para transigoes
atdmicas com potenciais esfericamente simétricos, assim como propriedades do campo de

radiacio, pode-se mostrar que [90]:
2

e
64w L3

Ag, = Aell) + Ael2) = [(n|(2:2 + )R} Fy (2) + 2(n|z2|n)F,(z)] . (2.59)

Longe das placas (regime retardado), pode-se mostrar que a contribui¢do dominante

vem de wp << &, — &¢ [90]. Desprezando agora wy, a contribuui¢ao Aeld)

Ae® = ZZ‘ ";'“"’_'i' S KOl R (260)

torna-se:

Usando a expressio para o operador de campo elétrico e a completeza dos estados de

Fock, pode-se mostrar que:

Z| 0|E;|k)|? = (0| E;E;|0). (2.61)
Assim sendo, temos que:
(O[E (2 1)[0) = Lm(0Ey(z1)- £y(zt +i7)[0)
dzk“ k —w T 1 de” —kj T
= T—+0 )cos (kz)e ™" + — oL (n )Zk“e I
_ 2 27? Tz 1
= I (TrZ'r“)  48L4 [F (f) + 15] ’ (2.62)

onde utilizamos novamente a regularizagio via separacio imagindria nas varidveis tempo-

rais, definimos a funcao:
3 2

F = —— — —— 2.63
(9) sin?@ sin?é ( )

e, de acordo com o que j4 mencionamos anteriormente, esté subentendido que s6 devemos
tomar 7 — 0 depois que as subtragbes dos termos espurios forem feitas.
Utilizando um procedimento em tudo anlogo ao adotado para o cdlculo de (Olﬁﬁ(z) |0),

obtemos para o valor esperado no vicuo do operador EZ que:
(OE2(t, 2)10) = Nm{0|E,(t, 2) Ex(2 + T, 2)[0)
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. i m? M2 1
= («274) T B [”F (f) +i€]' (264)

Usando a defini¢io para a polarizabilidade elétrica estatica do nivel n {92]:

o =2 Z (nlzOF (265)

Ey—Eq ’

assim como as equagoes (2.62) e (2.64), renormalizados de acordo com a subtracgio escrita

m {2.55), obtemos , na base diagonal dos estados atdmicos:

Aeld) = “52_;_4 {(ag, + @) [—F (%) 115} +a, [% —F (W—;)] } : (2.66)

Trocando-se ¥ (%2) — —F (%) em (2.66), tem-se o resultado correspondente obtido por

Litken e Ravndal [90], para o caso de placas perfeitamente condutoras.

2.3 Analise numérica

A fim de fazer uma andlise numérica de nosso resultado, calcularemos 0s deslocamentos nos
menores niveis de energia do dtomo de Hidrogénio. Seguindo os procedimentos adotados

em [90], definiremos, por conveniéncia, o operador:
W= 3 (= e oWl |2+ )R ) | (26)

onde T4 := {z %+ iy)/v/2. Assim podemos reescrever (2.58) como:

Al =

O = S W), (2.68)

em uma base onde W é diagonal. Utilizando coordenadas esféricas, pode-se mostrar que

os elementos diagonais da matriz W sio dados por {90]:

g 2 _ 12
(n,l,m|Win,l,m) = - a2n2{( n
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n? — (I +1)*

+ T @ 3) (P +3l+m* +2)F_ + 22+ 20 —m? + 1)F+] }
(2.69)
enquanto os elementos nao diagonais sdo dados por:
(n,t —2,m| W |n,l,m) 1
- lgi an’ (21 f i)—(;z: 1) (21;2-«_3()5(2_1 1_)21) (1 = mA)(t = 1) = m? 5(2F + £
(2.70)
Para o estado fundamental, substituindon = 1,1 =0 e m = 0 em (2.70}, obtemos:
Al =0, (2.71)

ou seja, o termo relacionado com os estados degenerados ndo contribui para o desloca-
mento da energia do estado fundamental. Toda a contribuicdo, portanto, vem do termo
(2.58). Usando os resultados de Leutwyler e Voloshin {93, 94] para a soma das polariz-

abilidades do dtomo de Hidrogénio:
o, + oy + a, = 16ma®n® A, (2.72)

onde @ := (@m)~' é o raio de Bohr e os niimeros adimensionais A, sio da ordem de 1,

fazemos i = 1 e obtemos:

Aﬁlog = AE%}]

- i) -] = () [ () 5]
(2.73)

Para n = 2 e n = 3, pode-se mostrar {90] que as contribuicbes dominantes aos desloca-
mentos nos niveis de energia vém dos estados nido degenerados, dadas em (2.58). Assim

sendo:
Al = 18a2A(F+(z)+F_(z)),
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A = 18a2AF_(2),

A = 9a?AF,(2), (2.74)
onde
e? o
A= 64rL® 1613 (275)

Para n = 3, temos que os estados |300) e [320) irdo misturar-se, sendo a matriz secular

dada por:

81 ( 2(F ) vF(z))  4VE(2F () - F+(z))) .
%ﬁ(QF_(z) - F+(z)) %(41{(2:) n F+(z)) ) )

com autovalores:

1

Ad) = —%1 24 [-4F_(z) ~3F,(2) + (16F2(2) — 8FL(2)F- (=) + gpf)i] . @277

onde denotamos os correspondentes autoestados por | 31) e | 3_). Os outros niveis com

n = 3 nao se misturam e tém como descolcamentos:

81
AE(311)0 = —Q—GZA(4F_(Z)+F+(Z)),

27
AdY = Zam(ﬁp_(z)ﬂsa(x)),

81
AdY = SaA(2F.(2)+ Fi(2),

81

Aﬁé]é)z = ?azAF.}.(Z) . (278)

Tomando como exemplo z = L/2, temos:

Fy (z = 52’-) = 2(7 £ 1)Ca(3), (2.79)

onde (p(3) = 1.202... . Calculando os deslocamentos para este caso de duas placas

infinitemente permedveis e comparando com os resultados obtidos em [90] para o caso de
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placas perfeitamente condutoras, obtemos, em unidades de ¢ z(3)Aa®:

Deslocamentos | Permedveis | Condutoras
A€, 504 -504
Ay, 216 288
At 144 -108
Ael) ~ 821.631 | ~ —3282.458 280
A ~ 3066.369 | ~ —767.542
AL, 2592 -3078
Aed)) 2106 _1863
A 810 -891
AeSy) 648 486

Os sinais de tais deslocamentos sio determinados a partir dos sinais das fun¢ées Iy [90],
funcoes estas que sdo estritamente positivas. Por esse motive, os deslocamentos nos niveis
de energia causado por placas de Casimir resultam negativos, enquanto os deslocamentos
causados por duas placas infinitamente permedveis, positivos.

A magnitude dos deslocamentos dados em (2.80) é dada pela quantidade:

a?A = 1.70eV (%)3 (2.81)

que é bastante pequena. Em termos do deslocamento Lamb usual, da ordem de:

A

Acgams =, (2.82)

as magnitudes dos deslocamentos calculados acima sdo dadas por:

Ae ~n (aL) A€rams (2.83)
e
(2) a\*
Aey’ ~ 64 (aL) A€ ramp- (2.84)
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2.4 Caso de uma placa permeavel

Os resultados relacionados com a influéncia de uma placa permedvel no deslocamento
Lamb podem ser obtidos tomando-se o limite L -+ oo nos resultados obtidos para duas

placas permedveis. Tomando-se o limite dos correlatores (2.56) e (2.57), temos:

- 2

(B )1 pl 1 1
placa .
= lm (~———F - .
2 L‘—f'é‘o( TR )) 64n 70 (2.85)
e

2 i 1 1

(B2 /)1 placa = i \ =35, F- () ) = ~3g,3 - (2.86)

A contribuicio dos estados degenerados aos deslocamentos nos niveis de energia (férmula

(2.58), para o caso de 2 placas) é, para o caso de uma placa, dada por:

2
€ e 4 e ! e !
A = S [imla )P + Gl + 2l ] (28)

J4 a contribuico dos estados nio-degenerados no regime nio-retardado, ou seja, quando

o 4tomo encontra-se préximo & placa (férmula (2.59), para o caso de 2 placas), é

2

A, 1 placa = girys [(nl(@® + v*)im) + 2(nlz"Im)| (2.88)

Finalmente a contribuicdo dos estados nio-degenerados no regime retardado (férmula

(2.66), para o caso de 2 placas), é, para o caso de uma placa, dada por:

Ag(g) Qg + oy + o,

nlplaca™ 397224 (2.89)

2.5 Comentarios

Mesmo sendo os deslocamentos calculados aqui muito pequenos, o desenvolvimento de
tecnologias que detectam deslocamentos muito menores que o deslocamento Lamb ja
permitem que tais efeitos de cavidades sejam verificados.

A influéncia de placas mistas, ou seja, uma infinitamente condutora e outra perfeita-
mente permedvel, no deslocamento Lamb também foi feito em detalhes e encontra-se na

referéncia [71].
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Uma extensdo natural, que pode ser de interesse, é a inclusdo de efeitos térmicos.
Dessa forma o cdlculo dos correlatores a uma temperatura finita estaria levando em conta

a presenca de uma radiacdo de corpo negro.
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Capitulo 3

Efeito Casimir Dinamico

Neste capitulo, discutimos o efeito Casimir dindmico em 141 dimensdes. Calculamos
a forca que um campo escalar ndo massivo exerce sobre uma fronteira em movimento
nao relativistico, quando este campo encontra-se em diferentes estados, a saber: seu
estado de vdcuo ou um estado térmico. Os cédlculos sio feitos para uma tnica fronteira
em movimento e também para o caso de cavidades unidimensionais. Nesses cdlculos,
diferentes condigdes de contorno sio consideradas.

O capitulo estd organizado da seguinte forma. Na segéo 3.1 fazemos uma breve in-
troducio ao tema. Na secio 3.2, por razdes histéricas e para introduzir algumas idéias
bésicas, apresentamos explicitamente alguns célculos relativos ao efeito Casimir estatico.
A partir da secio 3.3 passamos entdo a considerar o movimento das fronteiras. Nas
subsecdes 3.3.1 e 3.3.2 calculamos a forga sobre uma fnica fornteira com o método do
tensor energia-momento, enquanto nas subsegdes 3.3.3, 3.3.4 e 3.3.5, ainda com esse
método, consideramos o caso de cavidades unidimensionais. Em cada subsecao utilizamos
uma dada configuragdo de condi¢des de contorno. Na subsegio 3.3.6, apresentamos um
método aliernativo para abordar o problema, que nos fornece diretamente a expressao
para o nimero de quanta do campo, gerados pelo movimento da cavidade. Na se¢do 3.4,
considerando uma tnica fronteira em movimento, generalizamos alguns dos resultados

anteriores para o caso em que ¢ campo encontra-se num estado térmico.
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3.1 Introducao

Em seu famoso trabalho publicado em 1948 [9], H. B. G. Casimir calculou a forca atrativa
entre duas placas fixas, perfeitamente condutoras, neutras e paralelas, decorrente das
flutuagoes quanticas do campo eletromagnético em seu estado de viacuo. Casimir mostrou
que a mudanca na energia de ponto zerc do campo eletromagnético quantizado, induzida
pela presenca das placas metéalicas, dd origem a uma for¢a macroscépica entre as placas.
Desde entao, a denominacio “forgas de Casimir” tem sido empregada para descrever, de
um modo genérico, as forgas entre corpos macroscépicos, provocadas pelas distor¢es nos
modos do campo causadas pela presenca desses corpos, quando esse campo encontra-se
no estado de vécuo.

As forcas dinamicas de Casimir sao aquelas exercidas pelas flutuagdes do vicuo do
campo considerado, sobre corpos macroscépicos em movimento. Um dos efeitos rela-
cionados com essa forga é a possivel dissipacao da energia desses corpos, levando a criacao
de quanta reais do campo em questdo. Tal criacio de particulas reais pode ser entendida
em termos do principio da conservagado da energia: forgas dissipativas de Casimir reti-
ram energia dos corpos em movimento, sendo esta convertida em gquanta reais de campo
(fétons no caso do campo eletromagnético).

Uma diferenga bisica entre as forgas de Casimir estdticas e dindmcias é que as tltimas
aparecem mesmo no caso onde existe somente um corpo em movimento(uma placa metdlica,
por exemplo), como foi mostrado pela primeira vez por Moore [95] e Fulling-Davies [96],
estes itimos tendo empregado um método baseado em transformacoes conformes. En-
tretanto, a forga dindmica de Casimir, no caso de uma inica placa, aparece somente se
ela tiver uma aceleracao varidvel, como foi mostrado explicitamente no trabalho de ¥ord-
Vilenkin[97]. Esses autores desenvolveram um método perturbativo no qual a modificagao
na solugao do campo, induzida por um movimento nao relativistico das fronteiras, é con-
siderado como uma pequena perturbagio com respeito a solugio do problema correspon-
dente com fronteiras estdticas. Esse método, embora aproximative, pode ser diretamente

aplicado em dimensdes mais altas. De fato, esses autores o utilizaram também para o caso
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de um campo escalar sem massa, em 3+ 1 dimensdes, na presenca de uma fronteira plana
em movimento. Esse mesmo método também foi aplicado com sucesso no caso do campo
eletromagnético [47] e, mais recentemente, ao calculo do niimero de fétons criados pelo
movimento de uma tnica placa metdlica e por uma cavidade formada por duas placas
metilicas paralelas [50].

Neste capitulo estudamos o efeito Casimir dindmico relacionado com o campo escalar
nio massivo em 1+ 1 dimensdes, sendo que as fronteiras consideradas impdem ao campo
condicdes de Dirichlet ou Neumann. O modelo aqui considerado, assim como as condigdes
de fronteira adotadas, contém todos os ingredientes bésicos encontrados, por exemplo, no
calculo do nimero de fétons gerados por espelhos movendo-se no vicuo [49, 50]. Além
disso, o campo escalar real ndo massivo simula, em certas situacdes, o proprio campo
eletromagnético. Por exemplo, em 3 + 1 dimensdes, considerando duas placas fixas per-
feitamente condutoras, a energia de Casimir associada ao campo eletromagnético ¢ duas
vezes a energia de Casimir associada ao campo escalar real ndo massivo entre duas placas
com condicdes de Dirichlet (o fator 2 deve-se aos estados de polarizagio do féton).

No modelo a ser estudado neste capitulo, o movimento das fronteiras é considerado
nio relativistico e com pequenas amplitudes de oscilagio. Essas hipdteses permitern o uso
do método de Ford e Vilenkin [97], o gual, conforme ja comentado, consiste em considerar
a solucdo do campo, obedecendo condigdes de contorno sobre fronteiras em movimento,
como a soma de uma pequena perturbacido a solugao para o caso em gue as Mmesmas
fronteiras estio fixas.

Uma vez obtida a solucio do campo com o método de Ford-Vilenkin, ela pode ser
usada de duas maneiras diferentes para a obten¢do das for¢as de Casimir dindmicas. A
primeira consiste em calcular a for¢a sobre uma superficie por meio da diferenca entre as
componentes T do tensor energia momentum, tomadas em ambos os lados da mesma; a
segunda consiste em, considerando o movimento da fronteira finito no tempo e adotando
a representacao de Heisenberg, escrever os operadores ouf em termos dos operadores
in e caleular o ndmero de quante Now = (0in) aﬁutam | 0in) produzido apéds cessado o

movimento da fronteira. Conhecido tal nimero, argumentos de conservagao de energia nos
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permitem obter a expressio para a parte dissipativa da forca que atua sobre a fronteira.

Também estudamos, neste capitulo, os efeitos térmicos sobre a for¢a de Casimir
dindmica. Se, por um lado, a termodindmica do efeito Casimir estdtico tem sido estudada
hi bastante tempo, sendo muito bem conhecida nos dias de hoje [98](veja também re-
feréncias citadas nesse trabalho), o mesmo nio pode ser dito em relagao ao efeito Casimir
dinamico. Existem somente uns poucos trabalhos em relagio a esse tema na literatura
[99, 100, 101, 51, 52]. Particularmente, efeitos térmicos na for¢a dissipativa sobre uma
fronteira tém sido raramente considerados, mesmo em 1 + 1 dimensoes. Os primeiros
autores que calcularam a forca dissipativa 4 temperatura finita, para um campo escalar
ndo massivo, em 1 41, dimensoes foram Reynaud et al [99], que consideraram um espelho
mais realistico e obtiveram o resultado para um espelho perfeito como um caso limite. E
interessante mencionar que, para esse caso limite, o resultado pode também ser encon-
trado na ref. [52]. Uma boa motivagao para esse tipo de estudo é que os efeitos térmicos
podem amplificar o efeito Casimir dinimico em muitas ordens de magnitude, conforme

visto nas ref(s). [99, 51

3.2 Efeito Casimir estatico

O objetivo desta secio é estabelecer uma notag¢do bésica e introduzir algumas idé€ias a
serem utilizadas em segdes subsequentes. Comecemos com um breve comentdrio sobre o
trabalho de Casimir de 1948 [9], no qual ele calculou a for¢a atrativa entre duas placas
fixas, perfeitamente condutoras, neutras e paralelas. A grande novidade desse trabalho
nio foi o fato de haver atracio entre dois corpos neutros, uma vez que London em 1930
j4 explicara corretamente as forcas de van der Waals dispersivas entre dois dtomos (ou
moléculas) neutros e polarizveis [86]. A novidade do trabalho de Casimir estd no método
empregado para o cdlculo da forca, baseado na energia de ponto zero do campo eletro-
magnético. Embora ndo seja o nosso objetivo aqui reproduzir o método de Casimir,
indicaremos a seguir os seus passos principais, calculando, no caso de uma teoria formu-

lada num espago unidimensioanl, a for¢a entre duas placas metélicas, neutras e paralelas.

80



Consideremos entdo um campo escalar real e sem massa ¢, num espago-tempo bidimen-
sional, que esteja sujeito as condigoes de contorno @y(t,0) = 0 = ¢y(f, L}. O campo ¢,
estaria simulando o campo eletromagnético em 1+1 dimensdes e as condigbes anteriores
estariam simulando aquelas impostas pelas placas perfeitamente condutoras localizadas
em z=0ex = L (no caso de um espago unidimensional, as placas (fronteiras) seriam
pontos no eixo real OX). O método de Casimir consiste em calcular a diferenga entre
a energia de ponto zero em todo o eixo (dentro e fora das fronteiras) considerando as
condicbes de contorno impostas pela presenca dessas fronteiras e a energia de ponto zero,
também em todo o eixo, mas na auséncia das fronteiras. No entanto, uma vez que as
freqiténcias do campo nio sdo alteradas nos intervalos fora das placas, basta calcular tal
diferenca considerando apenas o intervalo entre as fronteiras. Como o campo entre as

fronteiras é dado por [102]

bo(t,z) =D 4/ th sen(k.z) [an e %t + af, €], (3.1)
n=1 n

onde w, = k¢ = nnc/L e, na auséncia das placas, todas as freqiiéncias sao possiveis, o

método de Casimir nos leva formalmente 4 seguinte expressdo para a energia do sistema,

(ainda ndo regularizada):
=1, nr [*1 L
S Y™ [ Yk L, 3.2
) =3 g’ = [ pnelk 3 (3.2)

Para dar um sentido fisico a essa diferenca, deve-se utilizar alguma prescrigac de regu-
larizacio. Por exemplo, introduzindo um corte exponencial para altas freqiténcias (o que
poderia ser justificado fisicamente pelo fato de que, para altas freqiiéncias, as fronteiras
sdo transparentes, fazendo com que essas fregiiencias n&o contribnam para o efeito), a
energia de Casimir é dada por:

EAL) = lim {% %e—mﬂ - | kg1 dkz}
1 —00

he 3, n heL ] o
— : oy § —sw/L I dcindl I —aK
o s]—}lmﬂ{ 2 ( 35) = (e ) 2T ( BS)A € dr;}
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ke { /L L }
= — lim 5 -
2 s—0 | 4senh”(sw/2L) mws?

hiec L T g L
=3 }Lo{[wsz TR )] ‘@}
whe
= ~5iL (3.3)
A forca entre as placas é dada entao por:
d whic

O sinal negativo no resultado anterior indica que ha uma forga atrativa entre as fronteiras.
Esse resultado pode ser reobtido por meio de um outro procedimento conceitualmente
bastante diferente, que passamos a descrever.

Vamos calcular diretamente a forga resultante sobre uma das placas, digamos a que
est4 localizada em z = 0, somando as forcas exercidas pelos modos do campo no estado
de vécuo sobre cada face da placa. Isso pode ser feito com o auxilio do tensor energia-
momento do campo escalar. Tal método foi utilizado pela primeira vez no calculo do
efeito Casimir em 1969, por Brown and Maclay [103] e é bastante conveniente no calculo
do efeito Casimir dindmico. A idéia é simples: a partir da interpretagdo dos elementos
do tensor energia-momento podemos expressar a forga sobre a placa localizadaem z =0
como sendo:

Fo(t) = (O (£,0*) —T*(z,07)(0), (35)
onde, 0" significa que o limite z — 0 deve ser tomado por valores maiores do que zero,
enquanto 0~ significa que o limite z — 0 deve ser tomado por valores menores do que

zero. No caso de um campo escalar sem massa em 1+1 dimensdes, temos que:

T (,5) = —5{ @) (6,2) + (B (12)}. 35)

Usando a expressdo para ¢, dada em (3.1), é direta a verificagdo de que (8:¢,)(¢,0") =
(B,0)(£,07) = 0, 0 que nos leva a concluir que somente o termo (3;¢,)* contribui efeti-

vamente no cdlculo da forga, de modo que podemos escrever:
1

Fi(t) = = 5(01{ (Guh)*(£,0%) = (2:6)7(2,07) }10). (37)
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Utilizando a expressdo para ¢, entre as placas, dada pela Eq.(3.1) , temos que:

ho& .
(Beo)*(t,0%) = Z 3" Vw1 (0]ay, af,[0)

nni=]
= e Z n, (3.8)

onde usamos que (0|ay, a!,|0) = d,r. Analogamente, utilizando a expressdo para o campo

3 esquerda da placa, obtemos:

O (6,07) = = [ do [ Ve S 0ia(w) alw))

hae [*

onde usamos que {O}a(w)a’(w’)|0) = §(w — w’) e fizemos a transformacio de varidveis

w = unc/L. Substituindo as Eq(s). (3.8) e (3.9) em (3.7}, temos que:

Fy(t) = ;izs (Z f du u) (3.10)

A forca dada pela Eq.(3.10) ndo estd bem definida. Nesse momento ¢ instrutivo obser-
var a semelhanca matemdtica entre a ltima equagio e a Eq.(3.2). Poderfamos, inclusive,
seguir a partir deste ponto a mesma técnica de regularizagio adotada anteriormente (intro-
duzir um corte exponencial, etc.). No entanto, vamos adotar um procedimento um pouco
mais geral, onde também introduziremos uma funcio de corte, mas, em vez de especi-
ficar totalmente essa funcio, apenas exigiremos que a mesma possua certas propriedades
convenientes. Desse modo, introduziremos, tanto na integral quanto no somatorio, uma
funcdo de corte suave f,, tal que ali}rgo folu) =1e }Lrgo fo(u) = 0. Conseqiientemente,

reescrevemos a forga Fy como:
Fy(t) = _fime lim (Zn foln) — du u fa(u)) (3.11)
— 0

O lado direito da equacdo anterior pode ser calculado com o auxilio da chamada férmula

de Euler-MacLaurin [104]:

.- > 1 |- |
> i) - fo F) du = — F(0) = SBF'0) = BF )+ (312



onde os nimeros de Bernoulli B, sio definidos pela expansao:

y . ¥y
e Z;By i (3.13)
Fazendo a identificagao u f,(u) = F,(u), ndo ¢ dificil verificar que:
F)=0 e FM(0)=mim(0), (3.14)
onde F™ representa a m-ésima derivada e m > 1. Para m > 1, temos que:
. M) () — 71y Tive FR1(O) — -
Iim F™(0) = m lim f;"7(0) =0, (3.15)

enquanto que para m = 1, obtemos:

lim FD(0) = lim £,(0) = 1. (3.16)
Assim sendo, temos que:
(lim Fo(0) =0
lim F/(0) =1
¢ lim F/(0) =0 (3.17)
lim F2(0) =0
L e ’
o que implica em
o o0 1 1
lim (gn fuln) = f du u fa(U)) =~ B, lim FJ(0) =~ , (3.18)

onde usamos que By = 1/6. Counseqilentemente, a for¢a de Casimir sobre a placa localizada

em z = { é dada por:
_ hme

T 24[2

Fy(t)

Observe que o valor encontrado para a for¢a sobre a placa localizada em z = 0 é positivo,

(3.19)

ou seja, essa forca aponta no sentido da outra placa e, portanto, trata-se de uma forca
atrativa. Caso tivéssemos calculado a forca resultante sobre a placa localizada em z = L,
terfamos encontrado —fimc/24L?, o que significa as duas placas (no caso em questdo, os

dois pontos) atraem-se mutuamente. A considera¢do de outras condigoes de contorno
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pode levar a outros resultados, inclusive a forcas repulsivas, como ocorre se numa placa
impusermos a condi¢ao de Dirichlet e na outra, a condi¢do de Neumann.

Para finalizar, indicaremos como o método que acabamos de apresentar pode ser apli-
cado ao efeito Casimir padrao, isto é, para o campo eletromagnético em 341 dimensdes
com duas placas paralelas e perfeitamente condutoras. E pertinente mencionar que o
calculo do efeito Casimir eletromagnético utilizando o tensor energia-momento foi feito
pela primeira vez por Brown e Maclay em 1969 [103]. Tais autores construiram o tensor
a partir de funcoes de Green apropriadas e calcularam ainda as corre¢des térmnicas para
a forca. O procedimento que adotamos nesta se¢do, embora também esteja baseado no
tensor energia-momento, segue um caminho ligeiramente diferente daquele utilizado na
referéncia {103], uma vez que usa diretamente a componente relevante do tensor, sem
passar pelo célculo de fungdes de Green.

Supondo que as placas estejam localizadas em z = 0 e 2 = L, a comnponente relevante

do tensor energia-momento do campo eletromagnético é dada por:

1 . .
T.= (E3 ~ By B Bﬁ) , (3.20)

onde adotamos que €, = p, = 1. A forga por unidade de 4rea sobre a placaem z = 0 é
dada entao por:
£y

1 = (1Tt 2,9, 0%) = Tealt, 2, 07)[0) . (3.21)

Trabalhando no calibre de Coulomb e lembrando que nao hi cargas ou correntes, podemos

escrever (ue V-A=0e @ =0, de modo que

B,/ = —%ff(t, 5 Bl =V x At 7). (3.22)

Utilizando as condi¢des de contorno para condutores perfeitos, a saber:
E(t,7) X B lptacas =0 € B(&,7) 7 |ptacas = 0, (3.23)

os modos transverso-elétrico (TE) e transverso-magnético (TM)do campo de radiagio, na
regido entre duas placas perfeitamente condutoras sio descritos, respectivamente, pelos
potenciais:

TE(L - N N R LA

T8 (R, 7) = iN [ky# — ke sin (T)e i (3.24)
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Saf T Nnr - nwz nwz 2
M _ YR 5| et
An (k”,’f_") [ w L kHSlIl( T ) + - k[COS( I ) ] € , (3.25)
onde .
1 ’ se n=0 3.26
e 1
1 {2\2
N= — . .
* (L) se n#0 (3.27)
O pontencial vetor, portanto, é escrito como:
d2k 1 - .
“ (k”)Ai(k”, 'F)e‘-w’t +cc| , (3.28)
A=E,M n=0

onde A = F e A = M representam, respectivamente, os modos TE e TM e a freqiiéncia
associada a um modo é dada por w = w(k),n) = \/(kﬁ n2r2/L2, comn = 0,1,2,....
Calculando-se E e B a partir das Eq(s).(3.22), (3.24) e (3.25) e substituindo o resultado

na Eq.(3.20), pode-se mostrar, apés muitas manipulagdes matemdticas e a utilizacao do
procedimento de regularizacio de separacao de pontos de Schwinger, j4 empregado no

capitulo anterior, que [43]:

L 2 r? "z 1
204 A+ _ 1 A=y 2
(0|E”(t,z )0 = li—lp%{?r?’r" + 4814 [F ( L) 15]}’ (3.29)
onde
3 2
F(0) = (3.30)

sin?f  sin’§

Entretanto, de acordo com o que ji mencionamos anteriormente, sé devemos tomar o

limite em que 7 — 0 depois que as subtragdes dos termos espiirios forem feitas.
Utilizando um procedimento andlogo ao adotado para o célculo de (0|E (2)|0}, o valor

esperado no vicuo dos operador EZ, B!I e B? sio dados, respectivamente, por:

1 72 TZ 1
2 + — - —_— [
(OIEZ(,29)|0) = lm = + g [F(L) + 15], (3.31)
_, 2 22 Tz 1
2 + — — —_— J—
OIBjt,z)i0) = —lm-5 — &I [F (L)+ 15]’ (3.32)
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1 w2 T2 1
2 + —_  _T1; e ey
(O1B:(¢,27)10) = —lim 53 — i [F ( L ) 15] ’ (3.33)

Para calcularmos a contribuicio a esquerda da placa, necessitamos da expressio para
o operador A(t, ) nessa regido, isto é, numa regiéio fora das placas, onde niio h4 nenhuma
restricio sobre os vetores de onda dos modos do campo A(t,7). No entanto, podemos
aproveitar a expressoes (3.29), (3.31), (3.32) e (3.33) e tomar o limite L — oc, obtendo:

2

(OEi(t,27)[0) = lim—— (3.34)
2, . 1 .
OIEXEN0) = Bm (3.39)
Btz = —lim 3
(OI ”(ti z )|0> - TI—I)% 7'_21_4 3 (3 6)
204 . 1
(OI‘BZ (t,z )IO) = —1]5}1(1) 7I'2T4. (3‘37)

Utilizando os resultados anteriores e a Eq.(3.20), temos que:

T=0

(0T (¢,7,4,0")|0) := lim [(0% (E2(t,0%) - Eiy(e,07)2 + B2(t,0") — Bi(¢,0%)) m)]

7i'2
= 4L (3.38)

{0|T2(t, 2,5,07)]0) = lim [(o% (Ef(t, 07) — Ey(t,07)* + B2(t,07) — B‘ﬁ(t,m)) |0)]

T—0

= 0 (3.39)

Substituindo (3.38) e (3.39) em (3.21), tem-se finalmente que:

Fg 7!'2
7 = YT (3.40)

que é justamente a pressio atrativa entre as placas, calculada por Casimir [9].
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3.3 O efeito Casimir dinamico em 1 + 1 dimensoes

Nesta secfio consideramos o caso de um campo escalar nio massivo em um espaco unidi-
mensional, obedecendo a condiges de Dirichlet ou Neumann sobre a fronteira. A forga
dindmica de Casimir para o campo escalar real nio massivo em 1 + 1 dimensoes foi
primeiramente calculada por Moore [95] e por Fulling e Davies [96], a partir da solucio
exata para o campo, obtida via transformacdes conformes. Embora essa técnica resolva
exatamente o problema em 1+ 1, inclusive para movimentos relativisticos, ela ndo é gene-
ralizdvel para dimensdes mais altas. J4 o méiodo desenvolvido por Ford e Vilenkin [97)
¢é perturbativo e, nesse aspecto, estd em desvantagem em relacdo ao método de Fulling-
Davies para problemas unidimensionais. No entanto, ele pode ser diretamente genera-
lizado a problemas envolvendo fronteiras que se movem em espagos com dimensdes mais
altas. Como um de nossos objetivos é desenvolver um formalismo que também seja capaz
de abordar o efeito Casimir dindmico para o campo eletromagnético em 3 4 1, usaremos

o método de Ford-Vilenkin no estudo de um campo escalar ndo massivo em 1 + 1.

3.3.1 Uma fronteira mével com condicao de Dirichlet

Consideremos uma fronteira oscilando ao redor da posicdo £ = 0, de acordo com um
movimento prescrito, de modo que no instante ¢ ela esteja na posicio dg(t)'. Por hipétese,
o movimento é nio-relativistico ( |8¢(t)] << ¢) e tem pequena amplitude (|dg(t)| << A),
onde A é o comprimento de onda minimo dos quante emitidos. Pode-se mostrar que no
caso ndo relativisitico as freqiiéncias dos quania emitidos nio ultrapassam a freqgiiéncia
mecinica do movimento da placa, de modo que os comprimentos de onda correspondentes
sdo sempre superiores a um valor minimo, estabelecendo assim uma escala de distdncia
para podermos falar em amplitudes pequenas.

O campo em questio obedece A equagdo de onda [lg(t, ) = 0 e vamos supor nesta

subsecdo que o campo satisfaga a seguinte condigio de contorno na fronteira em movi-

1Para enfatizar que o movimento considerado tem pequena amplitude em torno do ponto z =0, a

posi¢ao da fronteira € denotada por dq, em vez de q.
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mento (condigio de Dirichlet):

¢ (', 2)|ptaca = 0 (3.41)
onde ¢ 7' e ¢ sdo as coordenadas e o campo medidos num referencial inercial que se move
com a mesma velocidade da fronteira em um dado instante ¢ (co-mével). A passagem para,
o referencial inercial do laboratéro é imediata, uma vez que para o campo escalar temos
que ¢'(#',2') = #(¢, ). A condigdo (3.41), escrita em termos das quantidades medidas no

referencial do laboratério, toma a forma:

(¢, 0q(t)) = 0. (3.42)

O método de Ford e Vilenkin consiste em considerar o campo ¢ como sendo a solugao do
problema estdtico correspondente ligeiramente modificado, ou seja, consiste em escrever
que

¢t T) = ¢o(t, z) + (2, 2) , (3.43)

onde ¢, é a solugdo da equagao de onda Ulgy(t, ) = 0 que obedece & condicio sobre uma
fronteira fixa em z = 0, isto é @ (t,0) = 0. O campo ¢, é dado por (estamos fazendo

c=1):

Bo(t, x) = i/ow \/g sin(wz) [a(w)e ™" — al (w) €], (3.44)

e d¢ é uma perturbacio, de ordem igual a dg, que surge devido ac movimento nio-
relativistico da fronteira em torno da origem.
Uma vez que sao conhecidas as equagles satisfeitas por ¢ e ¢, assim como suas

respectivas condigGes de contorno, podemos escrever que:
de(t, ) =0, (3.45)

onde a condiciio de contorno para o campo ¢ pode ser traduzida para uma condigao de

contorno para a perturbacio d¢, a saber:
3(t,0) = —(Bagpo) (£, 0)dq(t) + O(dq”). (3.46)

Generalizando o procedimento utilizado no célculo da forga de Casimir sobre fronterias

fixas para o caso de fronteiras méveis, podemos escrever que a forga sobre a fronteira em
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movimento, quando esta encontra-se na posicio dg(t), é dada por:
F= (OI{T”(t, 8q*(8)) — TH(¢, 5qm(t))}|0) : (3.47)
onde
TU(f 1) = 1 8.4\ 2
(8 2) = — 51 (%:0)"(5,2) + (8e9) (2, 2) - (3.48)
Com a condic¢ao de contorno considerada, nao ¢ dificil mostrar que:

(Be0)*(t, 8q(t)) = O(3¢*(2)) , (3.49)

de modo que, em primeira ordem em dg, somente o termo (8,4)* ird contribuir efetiva-

mente para a for¢a. Podemos entao escrever que:

F ==, (@6, 567 (1) - @:0)°(t, 847 (8) }10) (3.50)

Por outro lado, utilizando a Eq.(3.43), temos que:

(.07 (t,60(t) = (0uult,5at) + 0,00(1,8a(0))

= {(8:60)(,64(2)), (2.66) (1, 6a()) } + (0.0)*(2,89(2)) + O34 ,

onde o anticomutador surgiu naturalmente devido ao fato de estarmos trabalhando com
operadores de campo. Uma expressio andloga vale para (8,6)%(t, 8¢ (¢)). Substituindo
esses resultados em (3.50), fazende uma expansdo de Taylor em torno de dg = 0 e man-

tendo somente termos lineares em dg, obtemos:

58 = —0l{(Budo) e, 547 1), (02602, 8 () }10)
—(01{ (Gab0) (8,69~ (1), (8:89)(¢, 4™ (1) }10) + O(ég*) 0)
=~ 01 @b0)5,0), (@:86)(t,0%) } 0

(0 220} (1,0°), @:56)(8,07) }0) + Oea?), (3.51)
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onde trocamos a notagdo de F para §F a fim de enfatizar que a for¢a é da ordem de dq.
Observamos que contribuigdes dos termos que envolviam somente o campo ¢, desapare-
ceram do resultado, pois se cancelam exatamente. Como ficard evidente mais adiante, as
contribuigbes para a for¢a de ambos os lados da fronteira sdo iguais, de forma que a forga

resultante, em primeira ordem, pode ser escrita como:

6F = — (01 (0.4)(4,0*), (3:80)(t,0) } ) . (3.52)

E conveniente nesse momento introduzir as transformadas de Fourier:

50w, ) = f dt St ),

iQ(w,z) = fdt e“tdq(t,z), etc. (3.53)

Desse modo, as expressoes (3.45) e (3.46) sdo escritas como:

(8 + «*)0®(w,z) =0 (3.54)
e
6®(w,0) = ~ f C;“:r 6Q(w — w")(8:%p)(w',0), (3.55)

onde @, é a transformada de Fourier de ¢,. Uma vez que d®{w,z) estd associado 2

contribuicio para o campo devido aoc movimento da placa, vamos impor que a expressao
dw .
5o(t,z) = / % 52w, ) (3.56)

sé contenha termos que expressem a perturba¢io afastando-se da fronteira, tanto a sua

direita, quanto & sua esquerda. Com isto a solugdo para ¢®(w,z) toma a forma:
§B(w, z) = §®(w, D)™ . (3.57)
Utilizando a Eq.(3.52), a transformada de Fourier da forca é dada pela convoluggo:
0F(w) = fdt et §F(t)

_ _ c;c;’(m{(axq’())(w—w”{)'i'),(axtsq’)(w’,{)Jr)}]O). (3.58)
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Usando (3.57) e (3.55) na ultima expressio obtemos:

—zf /d‘”"m (' — " Cyw— '), (3.59)

onde definimos a funcao de correlaciao C como:

Cy(wy,wa) = (0] {(8,Po) (w1, 0"), (8:B) (w2, 07)} [0). (3.60)

O método perturbativo de Ford-Vilenkin nos permitiu, portanto, expressar a forca em
termos de uma fun¢do de correlagio que envolve apenas o operador de campo @, associado
ao problema com a fronteira fixa localizada em z = 0. O cdlculo detalhado desta funcao

de correlagdo estd no apéndice B.1 e o resultado é dado por:
C1(wy,wa) = 4mhijw |6 (w; + we). (3.61)
Substituindo (3.61) em (3.59), podemos escrever que

izfdw'w’|w—w’|/dw"(5Q(w’-w”)6(w—w’+w")

dF(w)

- {i;/dw'w'lw —w']} 6Q(w) . (3.62)
Definindo a susceptibilidade x do sistema fronteira-vdcuo como:
5F(w) = x(w) 0Q(w) (3.63)
identificamos imediatamente para o problema em questao que:
h [t°
w) = z;r—/ dw' w'|lw —w'l. (3.64)

A expressio escrita acima para a susceptibilidade ndo estd bem definida. Se desenharmos
um grafico do integrando, para um dado valor de w, conforme mostrado na figura 3.1,
apresentada na préxima pagina, podemos ver que essa fun¢do possui uma simetria tal
que nos permite adotar um procedimento de regulariza¢io bastante natural. Assim, se

consideramos, por exemplo, w > 0, recscrevemos convenientemente a integral do seguinte

+00 w+L
dw'w' |w ~w' hm (ﬁ /“ )dw'w’|w w'| . (3.65)

modo:



A 05 Pa 05 1 15 2

Figura 3.1: Gréfico para a funcio |1 — ziz (eixo vertical).

Nao é dificil mostrar entdo que a primeira e a terceira integrais do lado direito de

(3.65) se cancelam: fazendo a transformagdo de varidveis w” = w'—w na terceira integral

e a transformagio w” = —w' na primeira, temos que:
[P e w—w| = e+ w")w” dw”
(3.66)
fdew'w'[w*wﬂ = -fDL(w+w”)w”dw”.

Com um ractocinio andlogo pode-se mostrar que também para w < 0 hd um cancelamento
entre as partes divergentes e de sinais contrarios dessa integral. Segumndo com a hipétese

de w > 0, temos entdo que:
h W
= [t
® Jo
hw3

i 3.67
e (3.67)
Vale a pena enfatizar que este mesmo resultado vale também para w < 0. Inserindo esta

expressao para a susceptibilidade na Eq.(3.63) e usando a defini¢ao da transformada de

93



Fourier, obtemos finalmente a forga sobre a fronteira:

SF(t) = % +wdwei‘”tihg)—;6Q(w)
BfoN (1 [+ .
- EE(E) {ﬂ » dwe""tcfQ(w)}
_ ha(3 q)(t)
= —#. (3.68)

QOutra técnica de regularizacio para a integral em (3.64) consiste da introducio de uma
funcao corte exponencial:

+eo res o fw WP
{ dw'w!|w — w'|} =lm [ do'w'w-w'|e ¥ 2l = 5 (3.69)

o 3—0 oo

onde s > 0. As técnicas de regularizacio mostradas em (3.65) e (3.69) sdo equivalentes
neste caso de uma fronteira. Entretanto essa tltima é aplicada também aos casos de duas
fronteiras, como veremos a seguir. Quanto ao resultado em (3.68), observemos que a forca
depende da terceira derivada temporal da posicio da fronteira, ou seja, se esta mover-se
com uma aceleracao constante o vdcuo nao oferecerd resisténcia alguma e, conseqien-
temente, ndo podera haver criacdo de particulas reais. A dependéncia com a terceira
derivada ji mostra que ndo ha uma relacio direta deste efeito com o efeito Unruh-Davies.
Além disso, a ordem da derivada que aparece na expressao final da forca depende da
dimensio do espago-tempo. Por exemplo, pode-se mostrar que em 3+1 dimensoes a forca
sobre uma tnica placa em movimento é proporcional i quinta derivada da posicdo da
placa. Observe ainda que a susceptibilidade no problema que acabamos de tratar é um
ndmero imagindrio puro e de tal forma que Zmx(w) > 0 para qualquer valor positivo
de w. Como veremos a seguir isso faz com que o trabalho total realizado pelo vécuo
sobre a placa seja negativo, ou seja, hd uma dissipagio de energia da placa, o que influen-
ciaria 0 movimento da placa caso ndo houvesse um agente externo fornecendo a energia
necessdria para manter o movimento prescrito da placa. E justamente essa quantidade
de energia dissipada pelo vdcuo que € convertida na criacdo dos guanie do campo em

questdo. Vejamos entdo como demonstrar que somente a parte imaginiria da susceptibil-
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idade contribui efetivamente para o trabalho total realizado pelo vicuo sobre a fronteira
em movimento.

Como F(t) e d¢(t) sdo quantidades reais, é imediato mostrar que:
Flw)y=F(-w) e Quw)=0Q"(-w). (3.70)

Conseqiientemente, a partir da defini¢io de x(w), temos também que:

x(w) = x"(-w}, (3.71)
0 que nos permite escrever que:
Rex(-w) = Rex(w)
Imx(-w) =-Imx{w). (3.72)

Calculando entao o trabalho total realizado pelo vacuo sobre a placa, obtemos:

f_ " F)sitt) dt = —5“; du f d' w'x(w) 6Q(w)8Q(w) / ;—;e*"(“’*“’"t
= 5/ :dwwx(w)ﬁQ(w)5Q(~w)
= [ S u(Rextw) - Tmx(@)) 15Q()!
= ‘%fomd‘”wfmx(w)w@(w)ﬁ, (3.73)

onde usamos as propriedades escritas em (3.72). Concluimos, portanto, que somente
a parte imagindria da susceptibilidade contribui efetivamente para o trabalho total do
vécuo sobre a placa em movimento. Note ainda que se Zm x{w) > 0, para qualquer w,
esse trabalho serd necessariamente negativo, ou seja, dissipativo (desde que x(w) néo seja

identicamente nula).

3.3.2 Uma fronteira mdvel com condigao de Neumann

Consideremos novamente apenas uma fronteira, cujo movimento caracteriza-se conforme

descrito na secdo anterior. No entanto, calcularemos a forca sobre essa fronteira mdével
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utilizando uma outra condi¢io de contorne, na gual nio mais o campo se anula na fronteira
mével, mas sim a sua derivada espacial. Portanto, na fronteira, o campo obedece &
condi¢io de Neumann:

am“lf”(t’:x’)!placa =0, (3'74)
onde ¥, z' e ¢' sdo as coordenadas e o campo medidos num referencial inercial que se
move com a mesma velocidade da fronteira em um dado instante. A fim de escrever
tal condicio de contorno em termos das quantidades medidas no referencial inercial do

laboratério, utilizaremos as transformagoes de Lorentz (c = 1)
5 = 1(64(2)) (2’ +64(2) ¢)
t = (64t (¥ +94(t) ')

onde ¥(0¢(t)) = 1/4/1 — 8¢%(t} e consideramos que em ¢t = ¢ = 0 as origens dos dois

referenciais coincidiam. Desprezando termos quadréiticos em 44, a condic@o de contorno

(3.75)

sobre 0 campo ¢ pode ser escrita como:

{02 +84(2) 8 }#(t,2) sy = 0 (3.76)

Utilizando o método de Ford-Vilenkin, escrevemos a solugdo perturbativa para o campo
¢ novamente conforme a Eq.(3.43), mas tendo em mente que a expressio para 0 ¢ampo

Pq sujeito & condi¢io 9;¢,(0,t) = 0 é dada neste caso por:

Po(t, ) = ,[000 dw\/g cos (W) [a(w) et 4 gl (w)e® t] : (3.77)

O operador de campo d¢ satisfaz a equagdo de onda [1d¢ = 0 e estd sujeito a uma condi¢o
de contorno mais complicada, que pode ser obtida pela substitui¢ao da expressio (3.43)

em (3.76), mantendo-se apenas 0s termos de primeira ordem, a saber:

As flutuacdes do campo em seu estado de vacuo dio origem, novamente, a uma forca
sobre a placa, cuja expressio é dada por (3.47), onde Ty, ¢ dado pela equagio (3.48). No

entanto, devido & mudanca na condigéo de contorno sobre o campo na fronteira, o termo
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que ird contribuir em primeira ordem para a forga ¢ (8:6)? e nio (9,¢)* como no caso

anterior, uma vez que:
(3:6)2(t, 5q(t)) = 66° (1) (B:) (2, Bq(t)) ~ O(6¢*(2)) - (3.79)
A forca sobre a placa é dada entdo por:

P = -0 G (o0 0) - P60 |0 (3.80)

Por outro lado, utilizando a Eq.(3.43), temos que:

(086,60 (1) = (Buo)?(t,60%(0) + {(Bed) (&0 (1)), (Bb4)(t, 8™ (1)) } + O(60”)
(3.81)

assim como também uma expressio analoga para (9,6)%(¢,d¢(f)). Substituindo esses
resultados em (3.80), fazendo uma expansdo de Taylor em torno de dg =0 e mantendo

somente termos lineares em dg, obtemos:

5P() = —5(01{o(t, 0¥ (1), Do, " (1)) }10)
—%(0|{6t¢0(t, Sq™ (1)), Bebo(t, 69 (t)) }|0) + O(5¢?)
= ——;—(0|{3t¢0(t,0+),atf5¢(t!0+)}|0>

— L0l Bidu(t,07), 066(8,0) } |0} + O(64?), (3.82)

onde novamente trocamos a notacio F por 6F para enfatizar que a forca € da ordem de
dg. Como no caso anterior, as contribuigdes dos termos envolvendo somente o campo ¢,
se cancelam. Como ficard evidente mais adiante, as contribuigGes para a forca de ambos
os lados da fronteira s3o iguais, de forma que a forca resultante, em primeira ordem, pode

ser escrita como:

§F (1) = —(01{ 884 (2, 0%), 8.59(£,0) }10) - (3.83)
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A transformada de Fourier da for¢a é dada pela convolugio:

8F (w) = f d;r, (w—wHw' (0|{<I>g(w —w’,0"),80(w’, 0+)}|0) . (3.84)

E conveniente expressar §®(w’,07) em termos de 8,0®(w’,07), pois é justamente esta
{iltima quantidade que é dada pela condigéo de contorno do problema (na verdade para
obté-la teremos ainda que fazer uma transformada de Fourier na Eq.(3.78)). Com esse ob-
jetivo, resolvemos a equacio (82 + w?)6®(w, ) = 0, usando a expressio para (3,0@)(w,0)
e impondo que a solugiio seja tal que na expressio para d¢(t, z) haja apenas perturbacdes

que se afastem da placa. E imediato mostrar que a solucio é dada por:

6i""|$|

0®(w, 1) = Sinal(z) 0:6®(w, 0) P (3.85)

de modo que
| (0:0%)(w,0)

§0(w,0%) = (3.86)
iw
Utilizando esse 1iltimo resultado na expressao (3.84), obtemos:
. dw’ / I+ I ot

6F(w) = ~if | G- (w—w )(0|{‘1>0(w —w',0%), (8:6@)(w’,0%) }[0) . (3.87)

Por outro lado, tomando a transformada de Fourier da Eq.(3.78), obtemos:

duj’ ! ! ! ! )
(8,59)(w,0) = _f o { (0220)(w',0) - ( ~ &) B, 0)} 5Qu — ).

(3.88)

Substituindo (3.88) em (3.87), temos que:

_ . duj, dw" ! ! I _ ! H
dF(w) = ih —5’;/ o (w—w)iQ(w' —w")Co(w —w',w")
! "
— ik dw fdw (W—w)(w —wNw"éQw'—w")Ciw—w' w"),
27 2m
(3.89)
onde definimos as fungdes de correlagao:
Cylwr,wy) = (Oi{%(wl,0+),63‘I>0(w2,0+)}|0) (3.90)
Cylwr,wg) = (01{@owr, 07), Bo(ws, 07) }10) (3.91)
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O céilculo detalhado de tais fungdes de correlagio pode ser encontrado no apéndice B.2 e

os resultados sao dados respectivamente por:

Colwy,we) = —drh|ws|d(w + wa) (3.92)
Axh
Cg(wl,wg) = |(:r_1‘ (5((1)1 + wg) . (393)

Inserindo os 1iltimos resultados na expressio da forca dada em (3.89) e integrando em w”,

obtemos:
) dw’ , , /’dw’(www’)2w
= — - - — )
aF (w) 2hz{/ o (W—w)|w-—w| T Q(w)
.h o i 7 !
= {— dw'|w — w'|w 6Q(w) , (3.94)
TJoe
resultado que nos permite identificar a susceptibilidade como:
ﬁ' * ! f f =4
x(w) =i— dw'lw— w'|w (3.95)
T J-oo

Essa expressdo para x(w) é igual & expressdo (3.64) obtida para o caso de uma fronteira

com condicio de Dirichlet. Procedendo como na se¢éo 3.3.1, obtemos

x(w) = izw—;, (3.96)

sendo a forca sobre a fronteira de Neumann dada por:

h &

IF (1) = o —84(t) (3.97)

idéntica, portanto,  forca sobre uma fronteira de Dirichlet dada em (3.68). Em outras
palavras, a forca de reacio de radiagio sobre uma fronteira em 1 +1 dimensdes € a mesma,
nio importando se impomos a condicio de Dirichlet ou a de Neumann sobre a fronteira.
Embora as condicdes de contorno e as fungdes de correlagio relevantes sejam distintas
em ambos 0s casos, as flutuacdes do vécuo oferecem a mesma resisténcia ao movimento a

ambos os tipos de fronteira.
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3.3.3 Duas fronteiras tipo Dirichlet: uimna mdvel e outra fixa

Nesta se¢do vamos considerar o efeito das flutuagoes de um campo escalar sem massa, em
seu estado de vicuo, nas paredes moveis de uma cavidade unidimensional. Por simplici-
dade, vamos supor que apenas uma das paredes da cavidade esteja em movimento (nfo
relativistico e de pequenas amplitudes) e vamos supor que o campo satisfaga as seguintes

condigdes de contorno (Dirichlet):

{ $(t,8q(t)) = 0 (3.98)

¢(t, L) =0
Conseqiientemente, uma fronteira oscila em torno do ponto z = 0, enquanto a outra esta
fixa em z = L. Seguiremos um procedimento anilogo ao adotado para os casos de uma
finica fronteira, ou seja, escreveremos como solu¢io aproximada que ¢ = ¢y + d¢, onde
neste caso ¢, é o operador de campo que satisfaz as condicdes de Dirichlet com ambas
as placas fixas em ¢ = 0 e ¢ = L, respectivamente, e d¢ é a perturbacio devido ao
movimento de uma das paredes da cavidade. Pode-se mostrar que o campo ¢,, dentro da

cavidade, é dado por:

= [k , :
dolt,z) = Z T sen (wnx) (ane""""t + a:ﬁe“""t) ) (3.99)
n=1 n

onde w, = nn/L (n=1,2,...). Quanto & perturbagio ¢, ela obedece i equacéo de onda

Oé¢(t, z) = 0 e estd sujeita as seguintes condigdes de contorno:

{ 5¢(t: 0) == Igﬁﬂ(t: O)J‘I(t)

5548, I} 0 (3.100)

E conveniente trabalhar com a transformada de Fourier §®(w,z) = [ dte'“*0¢(t, ), que

satisfaz a equagdo (92 + w?)d®(w, z) = 0 e estd sujeita as condigbes de contorno:

§&(w,0) = —f %“’7}16@(&1 — )0 B(w,0) (3.101)
§®(w,L) = 0

A solucdo para 6®(w, z) pode entao ser escrita na forma:

sen[(w + t€)(L — )]

sen[(w + i€) L] (3.102)

6% (w, ) = §®(w,0)
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Por conveniéncia futura, escrevemos abaixo a transformada de Fourier de ¢, dentro da

cavidade:

oo

By(w, ) = Z 27

n=1

th sin (w,z) [anﬁ(w - wy) +ald(w+ w,,,)] ) (3.103)

OBS: Se tomarmos o limite L — oo no lado direito de (3.102), reobteremos a solugdo
para T > 0 correspondente a uma dnica fronteire de Dirichlet em movimento em torno de

z = 0, dade por (3.57).

A forca total sobre a fronteira em movimento é dada por:

fir
Fl) =i

+8F(), (3.104)

onde o primeiro termo do lado direito da equagio anterior corresponde & forca de Casimir
estatica entre duas fronteiras de Dirichlet distantes L uma da outra, conforme mostrado

em (3.19), e o segundo termo é dado por:

dF(t)

= _%(m{ax%(t,m), 0:00(t, o+)}io> - %<o|{6x¢o(t,0‘),8x6¢(t, 0‘)} 0).
(3.105)

Observe que em (3.105) estfio envolvidas tanto as solugdes de ¢, e d¢ para o campo fora,
quanto para o campo dentro da cavidade. A transformada de Fourier dessa expressio é
dada por:

ihw?
12x%

dF(w) = —:1;:(0| {616}0((,0 — ', 0), 5dP(, 0+)}|0) + 8Q(w) (3.106)

O segundo termo do lado direito de (3.106) ¢ a transformada de Fourier do segundo
termo do lado direito de (3.105). Usando a expressao para $o(w, ) e 6@(w, z) dentro da

cavidade, a expressio para F(w) pode ser escrita da seguinte forma:

1

L fdo , dw” Vo R 1 Ak
(5}7((4}) = wif—z‘;r—w cot(w L)f o (SQ((U Y )F(u) —W,w )+ EJQ(QJ) )
(3.107)
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onde definimos a funcao de correlagio:
I‘(wl,wg) = <0| {BJ}I’Q(LJI, 0+), az‘bg(wz, 0+)}|O> (3108)

Um céilculo direto, em tudo andlogo ao mostrado no apéndice B.1 para os casos onde ha

apenas uma fronteira, leva ao seguinte resultado:

[(wywe) = 41;}1 Z Wy, [J(m — wp)0(wa + wp) + 0{we — wy)d{wy + wn)l : (3.109)

n=1
Trabalharemos, no momento, com a susceptibilidade x{, relacionada apenas com o campo
no interior da cavidade. Sua expressio pode ser obtida diretamente inserindo a Eq.(3.109)

em (3.107):

@) = —or wdwm'cot(w'L){iwn[ﬂw—w’—wn)+6(w—w’+wn)}}:

oL f o
(3.110)

n=1

onde esti subentendido que w’ — ' + i€ em cot(w'L).
Para adquirirmos maior confian¢a na expressao anterior, é instrutivo verificar o limite
dessa expressio quando L — co. Lembrando que lim cot{(w + 2¢)L} = —1, observando
L—eco
que nesse limite w, = nx/L torna-se uma varidvel continua, digamos w"”, de modo que é

correto fazer a substituicao
1 > flwa) — lfdw”f(w")
L " n ﬂ' ]

temos entdo que:

lim xP(w) = ii duw'uw’ {/ du’W" [f(w - — ")+ 0w — '+ w")]}
- h * L !
- z——/ du ! w — ] . (3.111)
27 J_w

Esse resultado exatamente a metade da expressio obtida no caso de uma fronteira de
Dirichlet dada por (3.64) (o fator 1/2 deve-se ao fato de que a expressdo (3.110) refere-se

apenas a um dos lados da fronteira).
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Retornando 4 Eq.(3.110), podemos reescrevé-la numa forma conveniente adotando a

seguinte prescrigao:

yw) = L}LIEO an/ dw'w cot(w'L) [J(w —w' - wp) + 8w —w + wn)] )
(3.112)

onde consideramos a > |w|. Integrando em w’, obtemos:

i h o
xNw) = ~37 cot{wl) }ﬂgoz [ﬁ(a — W+ wy){w — wy, + a) wp(w — wy)

+ O(a — w— wn)B(w + wy + a) wn(w+ wn)]
5 {(a+w)L/7) G'({a—w)L/7)
= —57 cot{wl) }LIEC Z wp(w — wy) + Z wy (w+ wn)] ,
(3.113)

onde §'(z) = G(z), se z ndo é um nimero natural, §'(z) = G(z) ~ 1, se z é um mimero
natural, sendo G(x) o inteiro mais proximo de z, mas tal que |G(z)| < |z| (ou seja, G{z) &
o interio mais préximo de z no sentido do zero). Fazendo n — —n no segundo somatdrio

m (3.113), temos que:

G'{(a+uw)lfm)

XOwW) = —pret@D) m S [unl(w - w)
n=-§'({a~w)L/%)
ﬁ o0
= —37 cot{wl) n—z:oo | wn|{w - wn)
h o
= =57 cot(wl) RZDO | wn — w| Wa. (3.114)

Note que tomando o limite L — oo em (3.114) reobtemos, a menos de um fator 1/2, a
expressao de x (ndo regularizada) para o caso de uma fronteira de Dirichlet dada por
(3.64). Analogamente ao que ocorre para o caso de uma \inica fronteira, a expressao de

' dada por (3.114) ndo estd bem definida. Utilizaremos aqui a mesma prescri¢go de
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regularizagio adotada em (3.69):

. h had
¥ (w) = ~5F cot(wL) lim Z | Wy = w] waetlom2l (3.115)

R=—00
onde s > 0 é um parametro com a mesma dimensao de L. Note que tomando o limite

L — oo em (3.115) reobtemos:

1 o P
lim x@(w) = = lim dw'w'|w — w'| e~ % = i

L300 280 127’

(3.116)

justamente a metade do valor de x(w) (jd regularizado), para o caso de uma fronteira
de Dirichlet, conforme mostra a Eq.(3.67). Para calcular o lado direito da Eq.(3.115),

optaremos por uma redefinicao do parametro s. Fazendo s — sL/m, temos que:

gsl'=wf2  _, msl'Ljm-wL/2m| (3.117)

Desse modo, o parimetro s torna-se agora um parametro adimensional. Com essa pres-

cricio de regularizagio, a Eq.(3.114) toma a forma:

- h
X{s) (w) = _2—]3 COt(wL) 21(&)) y (3118)
onde definimos
. _gj@nl _wL
Yiw) = Elinu Z lwp — w| wee ™ T (3.119)
n=-—oc
Para w > 7, temos que:
G($2) G(=E)
_ K B ~a(—n+ k) ~s(n—%z
Silw) = il_ino{ Z wrlw —wa) e B 4 Z n{w—wn)e
n=—o00 n=0(4L)+1
s L
F S o)
n:g(%)-l—l
- 5(%2) » 6(=%)
. i 5 rs«‘i’{ri I | — —8 R
= Fumle s va- o] 3 et oo B
n=—00 n=G( 42 )+1
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nzg("’,r_[’")+1
L 4 0w 7  wl., 17w  wl, 27 wlh.,
= & Tere T ) iR T 3pdY)
T wh T, whl
+ TGS + Fug(S)
(3.120)
Para w < 7, procedendo de forma andloga ao exposto em (3.120), obtemos:
G(L)—1 G(eky-1
Yilw) = limD{ wnw — wy) e s mmHEe) 4 wn (Wy — w) e St
a—+
A=—00 n=G(“%)
+ Z wn(wn - w) eﬂ(n_%)}
n=G(%%)+1
_ L. + X+ ﬁg(%y - lfig(%) _ g'”_zg(ﬁy
b 6L 27 r 3027 ¢ 3027w
T wlh, =« wl .,
- = — — —)". 3.121
TG () + Twg() (3.121)

Observe que as duas fltimas expressoes sdo idénticas, exceto por trocas de sinal em alguns
de seus termos {compare o terceiro e o sexto termo de cada expressdo). Assim sendo, para

|w| >= T podemos afirmar que:

L T i 7?2 wl 172 wl
Yiw) = —gws’-l— Ew——smal(m)ﬁg(?)z - gfﬁg(—‘ﬂ )
27?2 | wh 4 x ,wL —w _ wl
AT St inal{w) ~wG(—) + —wG(—)% 122
2T G(LY  sinal(u) Fug () + Tug(S0) 3.12)

A fim de testar a consisténcia desse resultado, note que, por definicao, ¥; é uma fun¢io
fmpar. De fato, o lado direito de (3.122) é também uma funcao impar de w. Voltando &

expressao de x¥, podemos entdo escrever que:
w2 | wl 17% , wl

. h L .
xHw) = ~57 cot{wl) [ — g,;w?’ + é%w — sinal(w) ﬁg(?)z — = =5G(—)
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— EEEg(——)a‘+.-smal(u.f)—wg(——) T g(——)2]= se |w] 2

hlﬁ

(3.123)

Como um outro teste de consisténcia para o resultado escrito acima, se usarmos que
(cot[(w + t€)L])* = — cot[(—w + i€)L], podemos verificar que a expressio para x®(w)
dada por (3.123) ¢ tal que (x¥(w))" = x¥(—w), propriedade que est4 de acordo com o
fato de que F'(t) e dg(t) sdo reais. Um outro teste de consisténcia para a Eq.(3.123) pode
ainda ser feito verificando-se o limite dessa expressao quando L — oc. Isso pode ser feito

lembrando que:
G(z) = z — sinal(z) 6, paraz € R,com0<d < 1. (3.124)

Usando (3.124) em (3.123) obtemos diretamente que:
.3
w
lim x9(w) = - 125
Jim ¥ (w )= o (3.125)
resultado que corresponde & metade da susceptibilidade para o caso de uma tinica fron-

teira, conforme esperado.

Ainda, para |w| suficientemente grande, podemos dizer que G(2%) ~ %L, Com tal
aproximacao, a expressao de y dada por (3.123) reduz-se a:

WL wn

O (w) = _% cot(wL) (T _ L) , (3.126)

que est4 de acordo com os resultados encontrados por outros métodos, para o caso de
duas placas de Dirichlet [105].

Para { w| < I o limite do somatério em (3.119) pode ser expandido da seguinte forma:

-1 o0
) = ] 3 wnlomn) e 43 o) e 00 )
=00 n=0

WL  wr
- -7 3.127
6ar - 6L ( )

Novamente, observamos que o lado direito de (3.127) é uma func¢io impar de w, como

deveria ser. Usando (3.127) em (3.119), obtemos:

, 3 wl  ww
X(z}((d) ﬁcot(wL) (T - _—L_) . (3128)
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Esse tem mesma estrutura que o resultado (3.126), entretanto tem sinal contrario. Se
verificamos o limite de (3.128) quando L — oo, obtemos:
3

lim x(w) =~ 75

- 3.
Loroo 127 (3.129)

A primeira vista, esta expressao nao estd de acordo com o caso de uma fronteira, pois
tem o sinal contrario. No entanto, o processo de limite que conduziu & expressdo (3.129)
foi feito de forma ingénua, sem levar em considera¢io que a expressao (3.128) vale desde
que | w| < T. Se fixamos w e fazemos L — 00, em algum momento a condigdo |w| < T é
violada. A partir desse instante a expressio de x ndo é mais dada pela expressio (3.128),
mas sim pela expressdo (3.123). Executando tal troca e prosseguindo com L — oo,
novamente chegamos na expressio para uma fronteira correta dada em (3.125). Portanto
a expressdo (3.128) passa no teste de consisténcia do limite L — oo. Ela também satisfaz
a propriedade (x*(w))" = x¥(—w).

Nosso interesse esti em extrair a parte imagindria de X, pois, conforme visto na se¢io
3.3.1, é justamente ela que estd relacionada com o trabalho total da forca exercida pelo
vicuo sobre a fronteira em movimento. Uma vez que x*(w) aparece dentro de uma
integral em w, consideremos a seguinte integral [~ x®(w)f(w)dw, onde f é uma funcao
analitica para todo w real. Usando a Eq.(3.118), a identidade cotf = i(1 + e%¢) /(1 — *?)
e lembrando ainda que X, (w) é dada por (3.122), caso |w| > @/L e por (3.127), caso

|w| < @/L, temos que:

[ e - »( [ ) ()i

c SR A )] () ey

2

R ARTIN It

onde P é a parte principal da integral, as integrais § sao feitas no sentido anti-hordrio e

(3.130)

em torno dos pélos localizados em wy, = nx/L. A funcio E&“) ¢é dada pelo lado direito da
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(3.122), e vale quando |w| > 7/L, enquanto Egb) é dada pelo lado direito da Eq.(3.127) e
vale quando |w| < m/L. As integragdes em torno dos polos sdo dadas por:

g AT j{dz_(z_))_jl_(i T (wa) Siwm) - (3.131)

1 — e?izL 2%L(z—wy) L

Das expressoes em (3.122) e (3.127) podemos verificar que:

=(0) = 2 (7

a T b
s 7)= ="(0) = 0. (3.132)

7)
Usando (3.131) e (3.132), podemos reescrever (3.130) como:

/X(i)(w)f(w)dw = ’P(/ D {w) f(w) ) - Z fdz( ) (1+ EZ;ZL_)-SQE([G)(Z)

. ihr a
= A [ )+ F 3 femfe
= P /xu( W) f(w)dw | + ihr f: Flwn)(n® —n) . (3.133)
1214 = T '
Portanto, podemos escrever formalmente que:
O (W) = P(x¥) zh7r Z(n —n)é w—E) (3.134)
12L4 L

Como P(x) é real, obtemos:

; | 3
Im(x¥(w)) = 1574 _m(n - n)d(w— —L—), Y ow. (3.135)
Se incluirmos a contribuicio para a forca sobre a fronteira mével devido as flutuagoes
do campo fora da cavidade, adicionando 4 expressdo dada por (3.135) metade do valor
encontrado para a susceptibilidade para o caso de uma tnica fronteira, dado por (3.67),

obtemos a expressio para Zm(x(w)) total:

zm(x(w))zl—% w?ur(%)4 ; n(n? —I)J(w—%) ) (3.136)

Para obtermos a forca dissipativa total sobre a fronteira mdvel da cavidade como

funcio do tempo, isto &, 6Fy(t), basta tomar a transformada de Fourier de iZmx(w) 6Q(w):
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OF4{t) = i[i:ﬁfmx(w) 6Q(w) et

B {d& Td® 7d dw = T ot
= 1‘2?{&?+(ZEJ”I?&E)}f%JQ(“)H;mJ(““T) e

Usando a relacio
[o¢]

nw __L_ - in2Lew
Z d(w L)m - Z e ) (3.137)

n—=—00 n=—00

que pode ser demonstrada facilmente com o auxilio da férmula de Poisson, a forga dissi-

pativa total sobre a fronteira mdvel da cavidade é dada por:

h & B =

e a2 d
6Falt) = —3—z0a(t) + EZ[ Z50q(t+2nL) + T 5q(t+2nL)] (3.138)

Conforme ja comentado, o aparecimento dessa forca dissipativa é uma indicagao de criacao
de particulas reais (no caso do campo eletromagnético isto significa criagio de fétons). Isso
j4 era esperado por argumentos de conservagio de energia. Esse resultado também pode
ser obtido por meio de outras abordagens. Por exemplo, é possivel calcular diretamente
o nidmero total de fétons emitidos e, a partir disso, extrair a expressao para a forga

dissipativa [49, 50].

3.3.4 Duas fronteiras tipo Neumann: uma méoével e outra fixa

Nesta subsecfo iremos considerar uma situagio em tudo idéntica & considerada na subsegao
anterior, exceto pelas condictes de contorno satisfeitas pelo campo ¢ nas placas, que, em
lugar de serem de Dirichlet, serdo dadas pelas condiges de Neumann. Ressaltamos que,
no caso de uma fronteira em movimento, a condicio de Neumann € estabelecida num ref-
erencial inercial que se move com a mesma velocidade da fronteira em um dado instante
t (vide se¢ao 3.3.2). Seguindo o procedimento perturbativo devido a Ford e Vilenkin ado-

tado na subsecdo anterior, escrevemos que ¢ = ¢, + d¢, onde d¢ satisfaz a equacio de
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onda e as condigoes de contorno:
8;06(¢,0) = —02do(2,0)dq(t) — 5(£)Bego(2, 0)
(3.139)
O 00(t, L) =0
Novamente aqui é conveniente trabalhar com a transformada de Fourier de d¢(z, z), ou
seja, com §®(w,z) = [dwdd(l,z)e“t. Esse operador obedece & equagio diferencial
(82 + w?)éP(w, z) = 0 e as condigbes de contorno:
0.58(0,0) = - [ B @200)(w',0) - (0= )’ Bo(w',0)} QU — )
(3.140)
d®(w, L) =0

Nao é dificil mostrar que:

8,0%(w, 0) cos[(w +2¢)(L — :c)] |

§B(w, z) =~ Sen[(w+z’e)L]

(3.141)

No caso em questiio, a transformada de Fourier do campo ¢y (%, z) (solugao do problema
estdtico correspondente, isto é, com as duas placas fixas em z = 0 e z = L, respectiva-

mente) é dada por:

(w,z) = Zzw\/‘

onde w, = nx/L (n = 0,1,...). Seguindo um procedimento de cdlculo andlogo ao da

) {ané(w —wy,) +ald(w+ wn)] (3.142)

subsegdo (3.3.3), obtemos, apés um longo célculo, a seguinte expressao para a trasformada

de Fourier da forga dindmica de Casimir:
570 () = X (0) 6Q(v), (3.143
onde
¥ (w) = I iwn foo dw'w’ cot(w'L) [J(w —w —wy) +o(w—w' + wn)] . (3.144)

Gostariamos de enfatizar que, embora esse resultado seja idéntico ao obtido para a cavi-

dade com paredes satisfazendo condigdes de Dirichlet, dada pela Eq.(3.110), na sua
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obtencao intervém fungdes de correlagio diferentes das que foram utilizadas na subsegao
anterior. Dessa maneira, usando a mesma prescri¢do adotada em (3.112) e prosseguindo
os cdlculos de forma idéntica, obtemos a mesma expressio para a forca atuando sobre a
fronteira mdével. Em outras palavras, analogamente ao que constatamos para o caso de
uma Unica fronteira, se tivermos duas fronteiras em 1 + 1 dimensdes, uma mdvel e outra
fixa, a forca de reacio de radiacdo sobre a fronteira madvel serd a mesma, nao importando
se as condicdes de contorno em consideracgao sobre as duas fronteiras sdo de Dirichlet ou
de Neumann. Ou seja, as flutuagoes do vicuo oferecemn a mesma resisténcia em ambas as

configuragodes.

3.3.5 Duas fronteiras: condigoes mistas

Nesta subse¢do iremos considerar uma situagdo em tudo idéntica as consideradas nas
subsecOes anteriores, exceto que agora utilizaremos condigdes de contorno mistas, isto
¢é, na placa em movimento em torno da origem, vamos supor que o campo satisfaca
a condicio de Dirichlet, enquanto na placa fixa em z = L, a condigdo de Neumann.
Portanto, o campo d¢ obedece s seguintes condi¢des de contorno:

¢(t,0) = —0,¢(t, 0)dg(¢)

, (3.145)
O-00(t, L) =0

Neste caso, a transformada de Fourier 6®{w, z) satisfaz a equacao (02 + w?)d®(w, z) = 0,

sujeita as seguintes conid¢des de contorno:

58(w,0) = — | %%JQ (w - )3, 8o (w, 0)

(3.146)
0.6®(w, L) =0
Pode-se mostrar entdo que a solugido para d®(w, x) é dada por:
cos [(w + ie)(L — :r,)]
5P (w, z) = §P(w,0) . (3.147)

COS[(w + z'e)L]
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Para a transformada de Fourier de ¢y(t,z) encontramos, neste caso, que:

Zzw\/‘

n=0

onde w, = (n+ 1/2)x/L (n = 0,1,..). Note a semelhanca entre essa equagio e a

[an (W —wn) +ald(w+ wn)] (3.148)

Eq.(3.103). A diferenca entre elas estd no fato de que as freqiiéncias dos modos do campo
nio sio as mesmas (note ainda que o somatério dessa ultima expressdo comega de zero).
Seguindo um procedimento totalmente andlogo ac adotado na secio 3.3.3, obtemos a
seguinte expressio para a transformada de Fourier da for¢a dindmica que atua sobre a

fronteira:
§FD (w) = xD(w) 6Q(w), (3.149)

onde

Y(w) = % iw" /_@ duw'w' tan(w'L) [J(w —w —w,) +ow -+ wn)] :
i (3.150)

Adotando a mesma prescrigio usada no caso de duas fronteiras de Dirichlet, temos que:

(3) — mE w ad“’(,’ an(w'l W—w —w,) +6w—o +w
X ( 2[ al "/a t ( )[6( ﬂ) 6( “)] ’
(3.151)

Integrando em w’, obtemos:

: h
(#) - - —
xMw) = 5 cot{wl) lim E Wn [ (W—wn)O(w— wy + a)O{e —w + wy)

a—co

+ (W+ we)OWw + wy +a)O(a —w — wﬂ)]

5 G'((w+a)L /) g'({e—w)L/m)
= —57 cot(wl) (}LIEO[ ﬂz_; wa(w — wn) + g wn(w +wa)] .

(3.152)

No segundo somatério da expressio (3.3.5) faremos a transformacdo de indice n — —-n—1,

de modo que:

¢'((a-w)£) —G'((a—w) E)-1
Z Wn(W + wp) = }: W (W — wy). (3.153)
n=0 n=—1
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Usando (3.153) em (3.3.5), obtemos:

5 G'((w+a) £}
5L cot{wl) lim Z Wa(w — wy)

L &—oo
n=—G'((a-w) %)—l

xP(w)

= —% cot{wL) Zw: Wnlw — wy . (3.154)

Note que a expressdo (3.3.5) tem a mesma forma da obtida para o caso Dirichlet-Dirichlet
dada por (3.114), com a diferenca que, em (3.3.5), w, = (n+3)}T (n=0,1,..). Usandoa
mesma prescri¢do de regularizagio adotada em (3.69) e (3.115), assim como a redefini¢io

relacionada com o parimetro s, conforme mostrada em (3.117) ; obtemos:

, I3
x(w) = —ﬁcot(wL)Eg(w) . (3.155)
onde definimos -
. _gunb_wk _
Ya(w) == i}_r}r{g _Z: |wn — w| wpe 5 5 (3.156)
Paraw > %}f, temos que:
G42-7 g(ek- 1)
Yaw) = lgp{ D0 wnlw—w)e VIR L BT wa(w - w)e )
—o0 G(sE-L)+1
D S )
G(ek-Ly41
G(3r—1
_ . i 2L w Pl s(n+1) _
= ll—%{fe 3o [ 33—#33] Z e’ (3.157)
-0
G453
w ﬂ- Ly
+Ee“ 2 [—w as 33:] Z 6_5(n+§)
G5y —2)+1
v 5 2 s(n+5}
+ ““'63 I [UJ Bs+ 1—33] Z e n }
G4 - )l
L 27rwg wL 1 O wlL 12 llwzg wl 1
T 6r + L T 2 L T 2 6L2 T 2
om?  fwlL 1\® 2 fwL 1\° a? llaw
- Lol ) _Zg(==-2) - — . 3.158
3L2g(7r 2) 79\« 2) 502 ¥ 12 (3.158)



Ja para w < 575, obtemos:

G(eE—1)-1
Fale) = ?’ﬁ{ Do walw—wa)eEE
63— p-1 o
+ Z Wy (wn — W)e_s(_n_%+&’2;é) + Z wn(wn - w)e st %r-)}
G(2=~§) e
_ _E+1“‘_Q(£J) _E+Eg(£_l)2 2 g(%_l)‘*
6r 612 \w 2} 12L L T 2 3L? 2/

OBS: Das expressies (3.158) e (3.159), vdlidas para |w| > 3Z, podemos verificar que

So(w) = —Xa(~w) . (3.160)

Isso pode ser visto da sequinte forma: ao substituirmos w = %, no resultedo final em
L 2

(8.158), e w = ~% no resultado em (3.159), com a > 1.5, temos duas possibilidades:
1. se G(a ~ 3) = G(a) — 1, entdo G(—a — 1/2) = ~G(a);
2. se G(a — 1) = G(a), entdo G(—a —1/2) = —G(a) — 1.

Se substituirmos qualquer ume das duas opcdes escritas acima em (39.158) e (3.159),

obteremos Lo(%h) = —Xg(—%%), confirmando (3.160).

Por outro lado, para o intervalo &= < w < 2%, temos que:
b 3L

oo
Tolw) = 11—1310{ Z wa(w — Wy ’(‘”‘%+%}+an(wn—*w)e s(n+i—sLy

n=—0co

wmw e wl 1wl wk | wL
- _-- —8{—5+%2) o —3(z—%2)
(57 a) [ (- #3) e (5 1) i ]}

17r2 N 11 me 1 Le?
212 12 L 6 T
(3.161)
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onde: ©(0) = 1/2,8(z > 0) = 1 e O(z < 0) = 0. Jdno caso do intervalo —3T < w < — 2,

obtemos:

-2

e = ] 5l S
n=-—00

(Gl e o () ﬂ}

_ 17r2+117rw 1 LS (3.162
T 9212 L 6w 162)

Ou seja, para 7 < |w| < 57, temos que:

2L’

172 11 1 Lw®
Ty (3.163)

Eg(w):sinal(—w)gﬁ 5T "8

OBS: Novamente, a partir das equacées anteriores, verifica-se que a relacio (3.160) vale

; T 3
para o intervalo & < |w| < 3F

Finalmente, para o intervalo 0 < jw| < X, temos que:

2L7

-1 oo
22((-0) = ‘EI_I)%{Z wn(w - wn)eus("ﬂ—%‘F%) —+ an(wn — w)e#"("“k%"%ré)}
— 00 Q

L 1w  1lw (3.164)

deixando clare que também nesse ltimo intervalo a relagao (3.160) é satisfeita. Com isso
podemos escrever que Yao(w) = —Xo(—w), V w.

As expressoes finais em (3.158), (3.159), (3.163) e (3.164), quando substituidas na
Eq.(3.156), nos permitem escrever a susceptibilidade para qualquer valor de w. Comeo
um teste de consisténcia, usando (cot[(w + i€)L])* = —cot[(—w + i€)L] e o fato de que
¥a(w) = —¥a(—w), podemos verificar que (xP(w))” = x¥(—w), de acordo com o fato de
que F(t) e 8g(t) sdo reais 2.

2Outro teste de consisténcia é a verificagio do limite do x quando L — co. Usando (3.124) obtemos,

no limite a metade do y para o caso de uma fronteira, conforme esperado.

? 127r’
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A fim de extrairmos a parte imagindria de y, considerando que x(w) aparece dentro

de uma integral em w, temos, de forma andloga ao que foi feito em (3.130), que:

[o. u]

e ( )H*r?g:zﬂ%

Aoy e

14w 'ﬂh)(1+62"‘“)f(;)2§d’(3),
n=0

2 2L 1 — g2zl

‘/:’" X (W) f(w)dw = P(f X () f _ —Zfdz ( ) (1 + esz—);(ilEgb) (2)

(3.165)

onde Zg“), ZS’), ch) e Egﬂ siio dados, respectivamente, pelas expressoes finais em (3.158),

(3.159), (3.163) e (3.164). Podemos verificar, no entanto, que:

2

B, T T T
S(-3) = 2=z
00 = WO=1
2L L' 412’

a b
=00) = 20(0)=x(0) =0.

Usando (3.131) e (3.166), podemos reescrever (3.165) como:

[ = P( [ s) ) TS Hon) 2 (o)

n—=—0oa

BT — a
+ ﬁz.f(wn)zg (wa)
n=0

(3.166)

= P ([ oss) + B 3 st (+3)

Portanto, podemos escrever formalmente que:
) = P 4 03~ (04 2) 5 (0= )
X =PI T e 2" Ty L/
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A parte imagindria da susceptibilidade, responsavel pela forca dissipativa que atua sobre

a fronteira em movimento, € neste caso por:
hird n nry | A
= 15 (e i D) B
my 12L4E n+2 0w 11)4-12ﬂr (3.169)

onde incluimos a contribuicdo das flutuagoes do campo fora da cavidade. A forca dissi-

pativa total sobre a fronteira em movimento é dada entao por:

srt) = i [ % Im(x(w) 6Q(w) e

+oo
hO[d 2
{ % 5q(t +2nL)| . (3.170)

| 2 gt + 2nL) -
ﬂ;m i2r (a2 g g

Observe que a forga dissipativa para este caso difere da encontrada para o caso de duas
fronteiras de Dirichlet, cuja expressao é dada por (3.138). Com base nesse resultado
esperamos que, no caso eletromagnético, a taxa de produgdo de fétons para o caso de
duas placas perfeitamente condutoras, uma delas oscilante, seja diferente em relagao ao

caso em que temos uma placa condutora oscilante e outra infinitarmente permedvel fixa.

3.3.6 2 fronteiras Dirichlet-Dirichlet via operador nimero

Consideremos nesta se¢do a mesma configuragio de fronteiras descritas na segio (3.3.3),
acrescentando a suposi¢cdo de que a fronteira executa um movimento de duracao finita. Va-
mos, pois, considerar movimentos nao relativisticos que satisfacam a condigao: tiiinw dg(t) =
0. Trabalhando na representagao de Heisenberg e supondo que nao haja particulas reais
antes que o movimento da fronteira se inicie, calculamos entao o nimero de particulas
reais (com uma dada freqiiéncia) apds cessado o movimento da fronteira, isto €, calculamos
Nyt = (0inlal, 0u:|0in) (0 seja, quando ¢ — 00). A partir da expressdo para o nimero
de particulas criadas , ¢ possivel, via argumentos de conservacao de energia, encontrar a
expressio para a parte dissipativa da forca dindmica de Casimir. A técnica pode ser re-
sumida da segninte maneira: a partir das expressoes para as transformagdes lineares entre

os operadores de campo out e in, obtidas via funcdes de Green avangadas e retardadas,
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é possivel obter as relagbes lineares entre os operadores de criagdo e aniquilagio out e
in. Como veremos, haverd uma mistura, isto €, os operadores g,y € a:rmt serdo dados por
combinagoes lineares de a;, e azn, e conseqiientemente, aoy:0i;n) # 0, fazendo com que o
médulo da amplitude de persisténcia no estado de vacuo seja menor do que a unidade,
devido a0 movimento das fronteiras.

Conforme discutido na subse¢do (3.3.3), o campo no interior da cavidade (e também
fora dela) sofre uma perturbagio d®, cansada pelo movimento da fronteira, cuja trans-
formada de Fourier 6®(w, z), de acordo com a eq. (3.102) e com o apéndice C, pode ser

escrita como:

sen [(w +ie)(L — :c)]

§B(w,z) = 0®B(w,0)

sen [(w ~+ ie)L)]
= —6®(w,0) BpyGE(w,z,2’ =0), (3.171)
onde
5w, 0) = — [ Z—:JQ(w — W) (8.80) (', 0) (3172)

e GB ¢ a fungio de Green retardada associada ao operador 92 + «?, isto §, satisfaz a

equacao
[+ (w+ e GRl(z.7) = (= - 7) ,

e estd sujeita 4s condigdes de contorno de Dirichlet em 0 e L. De acordo com a Eq.(C.9},

temos que:
oo . y .
G (w7, 7') = Z 2 sin(nwz’/L) sm(;mz/L) (3.173)
L w? — (E)

n=1 L
Usaremos a notagio G para as fungdes de Green retardadas (w — w + i), e G4, para

as avancadas (w — w — ig).

Visto que a fronteira move-se durante um intervalo de tempo finito, usamos a Eq.(3.103)
e escrevemos as expressoes para ®i* e d3%, relacionados com as solugdes para o problema
estatico, em £t - —o0 e t — +00, respectivamente:

B (w,z) = Y 21y wh 7 sin (wnz) [l §(w — wp) + P ™M (w + wy)] . (3.174)
n

n>0
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O campo @ (w, x} tanto pode ser escrito em termos de ®§**, por meio da funcio de Green
avancada:

@ (w, ) = B (w,T) — 6@ (w,0) Oy G (w, T,2") |20 , (3.175)
quanto em termos de &, com a utilizagdo da fungdo de Green retardada:
® (w,z) = B (w,z) — 6@ (w,0) 0y G* (w, 7,7') |p—o0 , (3.176)

de modo que ¥ e P, e, consequentemente, os operadores a® e a®, poderio ser

relacionados entre si por uma combinag¢ao de funcdes de Green retardadas e avangadas:

3 (w,z) = B (w,z) — 6 (w,0) [Bx:GR (w,2,2) | g — O G (w, T, 2") |$:_0}

= O (w,z) + 8% (w,0) 2_?_8811(”25) [5 (w B E) =9 (w * %)}’

(3.177)

n=1

De (3.174) e (3.177) podemos concluir que:

& = -5 () () e (- m ) s 'sa i om )]
(3.178)

O operador nimero, com uma dada freqiiéncia nw/L e para t — 00, é definido como

N@ut = 24" gout Usando (3.178) temos:

< Oi | NT#H04, >= — i (%) “5@ ((n+9)F)

2

(3.179)

Essa, portanto, é a expressdo para o nimero de particulas reais, com freqiiéncia nw /L,
criadas devido a4 energia do movimento da fronteira que é dissipada pela forga que as
flutuacdes do campo em seu estado de vdcuo exercem sobre ela. Por argumentos de
conservacido da energia, é possivel extrair a expressdo para a parte dissipativa da for¢a
que atua sobre a fronteira, a qual, para este caso é dada em (3.179). Dessa expressao

podemos concluir, ainda, que as freqiiéncias das particulas criadas sdo sempre menores ou
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iguais i freqiiéncia mecinica da fronteira. Para ilustrar isso, consideremos como exemplo

uma fronteira cujo movimento é dado por

—l¢]
5q(t) = Sgy cos(wpt)e Bt , (3.180)
onde At é um nimero positivo. O numero de guante gerado pelo movimento dessa
fronteira, de £ — —oco a £ — 400, dado por (3.179), requer a expressao para 6@, que

nesse caso é dada por:

1 1
(14 (w — wp)?At2) - (1+ (w+wp) A2)

5Q(w) = dquirt (3.181)

Na expressdo (3.179), aparece {§Q{w)|* e, apenas para uma visualizacdo, da forma dessa
fungio, fazendo dgy = At = 1 e wp = 100 em (3.181), obtemos o grafico para |0Q)|?
mostrado na figura 3.2. Em tal grifico podemos ver que para w = +wp = £100, |6Q)]?
tem o seu valor maximo, caindo rapidamente a zero para valores que se afastam de Fws.
Desse modo, observando a expressdo (3.179), se BT > wy, todos os argumentos de 6Q
que aparecem no somatdrio sao necessariamente diferentes de wy, visto que a varidvel
de soma s é positiva. Assim espera-se que, para esses argumentos, os valores |§Q|?> dém
pouca contribui¢io. Entretanto, se 5 < wy, para um dado valor da variivel de soma s o
argumento de 8¢} pode ser igual ou préximo a wy, resultando que [6Q((n + s)r/L)|* dé
uma contribuicdo significativa.

Para o caso eletromagnético, considerando as fronteiras como placas perfeitamente
condutoras, paralelas entre si e perpenciculares ao eixo QX com uma delas oscilando e
outra em repouso, pode-se mostrar que [50]:

v o LS (I () Dsaus v, Gam

FINT 4
sf=1 wnwﬂ

onde T'F indica que os fétons tém polarizagao transversal-elétrica e a seguinte definicao

foi adotada:

= () + B e+ e (3.189)

onde, por sua vez, S é a 4rea da superficiec da placa ¢ n = (ng,n,) (vide [50]). Para a
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Figura 3.2: Gréfico para a funcdo {§Q(w)* = [(1_}_0‘}_100)2) + (1+(w-:-100)2):| .

polarizagao transversal-magnética (TM), pode-se mostrar que [50]:

2
n2
N = 53 ] s
T2 (1+ 650)(1 ~ g0 )eew? moTnae

onde Kkt = 2m(n,§ -+ n,2)/v'S. Note que, fazendo n = 0 em (3.182), ou seja, tomando os
fétons que se propagam na direcio perpendicular as placas, reobtemos a expressao (3.179)

para o caso escalar.

3.4 Efeito Casimir dinamico a temperatura finita

Nas segoes 3.3.1 e 3.3.2, considerando condigdes de Dirichlet ou Neumann, calculamos a
forca dissipativa sobre uma fronteira em movimento, exercida pelas flutuacoes de vacuo
do campo. Operacionslmente, tomamos os valores esperados no vicuo dos operadores
relevantes ao problema. Nesta segdo nds consideramos que a fronteira move-se em um
banho térmico 3 temperatura 7. Baseado no teorema flutuagio-dissipagao, esperamos
que as flutuacoes térmicas induzam uma forga dissipativa adicional sobre a fronteira em
movimento. A fim de estimar a contribuicao térmica a essa forga, utilizaremos exatamente
0 mesmo procedimento usado nas secoes 3.3.1 e 3.3.2, exceto que, agora, uma média
térmica sobre todos os possiveis estados do campo deve ser tomada. Embora devido ao

movimento da placa o campo no permaneca mais num estado de equilibrio térmico, numa
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primeira aproximacao podemos calcular a forga sobre a placa em movimento como se o
campo permanecesse em equilibrio, mas respeitasse as condigoes de contorno de fronteiras
em movimento.

Uma vez que a probabilidade de encontrar o campo em qualquer estado de Fock é
ndo nula, incluindo ai o estado de vacuo, iremos tomar a média sobre todos os valores
quénticos esperados, apropriadamente ponderados com o fator de Boltzmann. Na pratica,
isto significa trocar o valor esperado no vicuo de um dado operador & pela correspondente
média térmica:

T —BH
oo — (©) = o),

onde H é o operador Hamiltoniano para o sistema em consideragdo e 8 = 1/KgT, sendo

(3.185)

Kpg aconstante de Boltzmann.

Se por um lado a termodinamica do efeito Casimir estatico ja foi estudada ha muitos
anos e esta bem compreendida hoje em dia {98] (veja também as referéncias contidas nesse
trabalho), 0 mesmo nio pode ser dito em relagao ao efeito Casimir dinamico. Ha poucos
trabalhos na literatura que se dedicam ao estudo dos efeitos térmicos tanto na forca
dissipativa em fronteiras em movimento quanto na radiacdo gerada por tais fronteiras
em movimento dentro do contexto da teoria quintica de campos {52, 53, 99, 100, 101}.
Em particular, efeitos térmicos na forca dissipativa sobre uma fronteira em movimento
tém sido raramente considerados, mesmo em 1+1 dimensdes. Os primeiros autores que
calcularam a for¢a dissipativa exercida sobre uma placa em movimento por um campo
escalar em 141 dimensdes a temperatura finita foram S. Reynaud e colaboradores [99]. Em
lugar de um espelho perfeitamente refletor, eles consideraram um modelo mais realista
para a fronteira mével e obtiveram o resultado para um espelho ideal como um caso
limite de seus resultados. Vale mencionar, que para um espelho perfeitamente condutor,
o resultado final est4 apresentado também na Ref. [51}. Podemos dizer ainda que uma
boa motivacio para esse tipo de estudo reside no fato de que efeitos térmicos podem
amplificar o efeito Casimir dinamico em muitas ordens de grandeza, como pode ser visto

nas refs. [51, 99}
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3.4.1 Uma fronteira de Dirichlet

Nesta subsecdo vamos iniciar considerando um campo escalar nao massivo em 1+1 di-
mensoes e a wna temperatura finita T, na presenca de uma placa em movimento, sobre a
qual esse campo se anula. Desejamos calcular a contribui¢io para a for¢a dissipativa sobre
a placa devido ao banho térmico em torno da placa. Utilizaremos o mesmo procedimento
empregado a temperatura zero, ou seja, o método perturbativo de Ford e Vilenkin.
Tomando como ponto de partida a expressdo {3.59), trocamos nessa expressao o cor-
relator C; por uma média ponderada que inclua as contribuictes de todos os estados e
nao apenas a contribuicido do vicuo. Designando o correlator térmico apropriado por o3,

€8Crevernos que:

. dw’ F db.)” ! " _ ! "
SFW) =i | S w f 5~ w)apl -y w") (3.186)
onde definimos g5 como:
Jﬂ(wlng) = ({BZ(I)U(LJL, 0+), Bxéo(wg, O+)})ﬁ (3187)

A fim de calcular essa quantidade, o ingrediente bdsico € a seguinte média térmica:
(a! (k) a(K))p = Awr) (K — &) , (3.188)
onde wy, = |k| e i(wy) é dado pela distribuicio de Planck:

T P — (3.189)

eks? — 1
O célculo explicito de (3.187) encontra-se com detalhes no apéndice B.3, sendo o resultado
dado por:

ag(wl, wg) = 47rh[w19(w1)(1 + Qﬁ(wl)) + wge(wg)(l + 2777(&&))] 6(w1 + uJQ). (3190)
Usando (3.190) em (3.186) obtemos:

Flw) = x(w) 6Q(w), (3.191)
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onde

x{w) = T/dw’ (w— w)[(—)(w——w')(l—i—Qﬁ(u—w’))—6(w'—w)(1+2ﬁ(w'~—w))] . (3.192)

A susceptibilidade x pode ser dividida em duas partes. Uma delas, yx,, relaciona-se com
os correlatores envolvendo apenas o estado de vdcuo. A outra, x,, relaciona-se com os
estados excitados do campo, ou seja, com a presenca do banho térmico. Desse modo,

€screvemaos que:
x(w) = x,(w) + x5(w), (3.193)

onde:

-
X, (W) = %r__/ dw'w|w — W] (3.194)

2ih 1
xplw) = f dw'e |w — w| Alw—a]

kaT  — ]

2h i 2k [ 1
= 2 dw'w (w—w')w+—;r—f dw'w' (W' — w) 5

T Jose e 8T 1
(3.195)

O resultado em (3.194) estd de acordo com (3.64), obtido para o caso em que T = 0.
Apds o processo de regularizagio mostrado em (3.65), obtemos (3.67). J4 para obter a
contribuicao térmica para a for¢a, veremos que ndo serd necessiria regularizacao alguma,
como usualmente ocorre em teoria quantica de campos a temperatura finita 3

. conveniente fazer nas integrais presentes em (3.195) a seguinte transformacio de

varidveis:
il w— w’|
= .196
0 que nos leva a:
A KgT)?
xslw) = i LEeTSw (3.197)

5Pode-se mostrar que as corregdes térmicas niio trazem novas divergéncias ultravioletas para. a teoria

em questin.
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Usando que:

Tt —r@cy2)=" (3.198)
0 [ §— 1 B 6 ’ )
onde (, representa a funcio zeta de Riemann , obtemos:
n(KgT)?
Xplw) =1 "“(353—) (3.199)

Tomando a transformada de Fourier de F3(w) = x5(w)dQ(w), obtemos a contribuigao

térmica & forga dissipativa:

d
Fg(t) = —)\ﬁaéq(t) , (3.200)
onde introduzimos o coeficiente de viscosidade, que para o caso em questdo € dado por:
2 (K BT)2
Ag = ———— 201

onde reintroduzimos a velocidade da luz ¢. E interessante notar que a contibuicdo térmica
3 forga dissipativa é proporcional a velocidade, como esperado, visto que é uma forga
viscosa devido ao plasma térmico de particulas reais. Além disso, é proporcional a T2,
fato que est4 relacionado com a lei de Stefan-Boltzmann em 1+1 dimensdes. Os resultados
obtidos aqui estdo em acordo com os obtidos previamente nas refs. [51, 99]. Entretanto,
nosso resultado é duas vezes o encontrado na ref. [51], provavelmente porque os autores

desse trabalho s6 levaram em consideracio um dos lados da fronteira.

3.4.2 Uma fronteira de Neumann

Nesta subsecio consideraremos uma situagdo idéntica a anterior, exceto pela suposicao
de que, em lugar da condicio de contorno adotada anteriormente (Dirichlet), é a derivada
espacial do campo que se anula na placa em movimento.

Neste caso, tomamos entio como ponto de partida a expressao (3.89) e nela trocamos
os correlatores Cy e (s, respectivamente, pelos correlatores apropriados Y5 e I'g, que

incluem as contribuig¢des térmicas, ou seja:

/ dw”w—w }0Q(w' —w") x

2r
X [Eﬁ(w—w yw") — (w’ -w”)w"Fﬁ(w—w’,w”)} , (3.202)
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onde definimos:

Yglwy,ws) = {‘I’o ), 83@0(0 )})5

Dalwi,ws) = ({<I>o(0+,w1),<1>0(0+,w2)})5. (3.203)

Céleulos explicitos desses correlatores podem ser encontrados no apéndice B.4 e os resul-

tados sao dados por:

Yg(wy, wa) = 41rh[w16(w1) (1 + Qﬁ(wl)) + waO(ws) (1 + 2‘ﬁ(w2))] 8{wy +ws2) (3.204)

Ip(wy, ws) = 4%[6((:11) (1 + 2ﬁ(w1)) + %(1 + Qﬁ(wz))] 8wy +wa) . (3.205)
Inserindo as Eq(s) (3.204) e (3.205) em Eq.(3.202), obtemos:
Flw) = Fn(w) + Frw), (3.206)

onde

Friw)= —i/cgi fd;; (w—wHw —w")w"sQ(w' — w")x

Olw — u:’) (1 + 27w — w’)) + (—B{E)a:,”) (1 + Qﬁ(w"))] Sw—w' +w")

X 41rh[ -

_ %f o' (- ') [B (- w)(1+20(w-w")) — B — W)L+’ - )| 5Q(w).

(3.207)

ihQ{w)

Frlw) = /dw’[— G(w*w')(w—w')2(1+2ﬁ(w—w'))

+ 8w’ — w){w' — w)? (1 + 27w’ — w))] : (3.208)
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Com o intuito de separar as contribui¢des do vicuo e térmicas em JFr e Fy, definimos:

Frlw) = xr)Q) = [x,, ) + xrp)]| 6Q(w) (3.200)

Fo(w) = xs(0) QW) = [X,, () + x5,5(w) | 5Q(), (3.210)

onde x , e x g estao ligados, respectivamente, com as contribuigoes de vacuo e térmica.
»U 718 ¥ ?

Identificando x ., a partir da expressdo (3.207), temos que:
1%
Xe, = szdwww — . (3.211)

J4 para contribui¢ao térmica xr 5 obtemos:

Xxrglw) = zg—?— wdw'[(w—w’)ﬁ(w—w')e(w—-w')-—(w—w')ﬁ(w'—w)@(w’—w)
2w ' ’
= 2 [ a —wiE(w-w)

= r oo / w’)
~ {f o = f dw : ??B}” 5 1} : (3.212)

Usando nessa integral a transformacio de varidveis dada por (3.196), assim como a
Eq.(3.198), obtemos:

A(KpT) w
xr‘,ﬁ(w) e z_(_B_)___

. ZTF(KBT)z
_ _ 3.213
R T (3.213)

A partir da expressao (3.208), identificando imediatamente a contribuigio x , -
2w
Xp, = -—Lfdw'(w —ww —w|. (3.214)
Y T

J4 para a contribuicdo Xz 5, apés a sua identificio a partir da Eq.(3.208), obtemos seguindo

um caminho totalmente andlogo ao usado no céleulo de x . , que:
xsp=0. (3.215)
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Definindo:

Flw) = x{w) 6Q(w) = (x, (W) + xp(w)) 6Q(w) , (3.216)
onde
Xy = XP,v + XZ,v
{ : (3.217)
Xg = Xr,g+ Xs,g
temaos que:
_ e / do/'w'|w — | (3.218)
e
. ZW(KBT)2
xplw) =1 BT (3.219)

O resultado em (3.218) coincide com o encontrado em (3.95), cuja regularizacio leva a
(3.96). Tsso mostra apenas que nossos resultados sdo consistentes com os anteriormente
obtidos a temperatura zero.

J4 esse ltimo resultado, dado por (3.219), ndo poderia ter sido antecipado. Tomandao
a transformada de Fourier de Fg{w) = x4(w)dQ(w), obtemos a contribuicdo térmica &

forca dissipativa:

Fy(t) = —Ag dq(0) (3.220)
onde novamente introduzimos o coeficiente de viscosidade
2m (K BT)2
Ag = ———— 221

A contribuicao térmica para a for¢ca sobre uma fronteira de Neumann em movimento
ndo relativistico também coincide com aquela sobre uma fronteira de Dirichlet dada em
(3.200) e (3.201). Em outras palavras, a for¢a total sobre uma placa em movimento
em 1+1 dimensées (devido s flutuagGes do vécuo e ao plasma de particulas reais que
inicialmente estava em equilibrio térmico) sobre é a mesma, nao importando se impomos

a condi¢ao de Dirichlet ou a de Neumann sobre a fronteira.

3.5 Efeito Casimir dinamico eletromagnético

Nesta secdo comentamos sobre o efeito Casimir dindmico eletromagnético em 3+1 di-

mensoes. Inicialmente, mostramos que o problema de encontrar a forga de Casimir estatica
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eletromagnética, entre placas perfeitamente condutoras, como feito na se¢io 3.2, contém,
basicamente dois problemas de condigoes de contorno estaticas, independentes entre si:
um de Dirichlet, para a polarizacio transverso-elétrica, e um de Neumann, relacionada
com a polariza¢io transverso-magunética. De modo andlogo, o problema de encontrar a
for¢a dindmica, de Casimir sobre uma placa perfeitamente condutora movendo-se no vdcuo
em 3+1 dimensoes, também contém em si dois problemas de condi¢des de contorno, agora
dinimicas: um de Dirichlet, para a polarizacao transverso-elétrica, e um de Neumann,
relacionada com a polarizac¢io transverso-magnética. Desse modo, fica estabelecida uma
conexdo entre o problema de um campo escalar sem massa sob condigdes de Dirichlet
ou Neumann, em fronteriras em movimento, e o problema do campo eletromagnético na
presenca fronteiras perfeitamente condutoras, pelo menos para geometria plana (placas
planas e paralelas). Esse fato serviu de justificativa e motivagdo para estudarmos nas
secOes anteriores o campo escalar sem massa em diversas situagoes enovolvendo condigoes
de Dirichlet ou de Neumann, particularmente, dentro de uma cavidade unidimensional
formada por duas placas {pontos) com condi¢des mistas.

Consideremos duas placas condutoras, estdticas, conforme descrito na secao 3.2. U-
sando a componente Ty, do tensor energia-momentum (Eq.(3.20)), 2 pressido de Casimir
sobre a placa em z = 0 é dada pela férmula (3.21). Trabalhando no calibre de Coulomb,

temos que V-A=0e @ = 0. Podemos escrever o pontencial vetor como:
A(t, 7) = AM(t,7) + A5(1,7), (3.222)

onde as componentes AM (¢,7) e A (t, 7) estio relacionadas, respectivamente, com AM (k, 7)
e /Yf (Eﬂ, 7), e suas expressoes explicitas podem ser obtidas a partir das f6rmulas (3.24),

(3.25) e (3.28). A partir das relagdes de comutacio

[ai:(kil),ﬂzl(k“):l - 47‘-26AA’5“H’5(E” _Eh)’ (3.223)

[ai:(kh),a"n(k”)] =0 e [aij“(kh),a’\:l(k“)] =0, (3.224)
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com A = E, M, é possivel mostrar que:

(O|T(¢,710) = > {OITA @, 7I0) = (O|TE(:, 7) + T (¢,7)0), (3.225)
A=EM

onde
O|TA{t, 70y == (0[{(%;12(15,,:'))2_ (%Aﬁ(t,f‘))z
+ (6 X ;P(t,f'))j - (6 X A')\(t,f))i}[o). (3.226)

Dessa forma a componente T, pode ser dividida em duas partes, uma relacionada com o

modo transverso-elétrico e outra, com o modo transverso-magnético. Definindo:
oA 0 w3 3 = p)
EMNt,7) = —aA (t,r) ; Bt,7):=V x A, 7), (3.227)
podemos escrever ainda:
OITA(,PI0) = <0|{E;‘<t,ﬂ2—5ﬁ(t,ﬂ2+B*(t,az —B"(t,ﬂﬁ}IO)- (3.228)

Usando (3.225) em (3.21), vemos que a pressao de Casimir pode ser dividida em duas
partes, uma proveniente dos modos transverso-elétricos e outra, dos modos transverso-

magnéticos. Para o problema transverso-elétrico temos que:
OAf@E M =0; V-Af=0; AJF7=0, (3.229)
com as seguintes condi¢des de contorno:
A‘ﬁ"(t,:r, y,0) = f_l'ﬁ(t,z, y,L) = 0. {3.230)

Portanto, para ffﬁ (t,7) temos um problema de condicdes de contorno tipo Dirichlet.

J4 para A'ﬂ‘(t,ﬂ, temos:
OAN(1,7) = 0, 0AYM(t,7)=0; V-AY =q, (3.231)

com as seguintes condi¢bes de contorno:

- - - OAM oAM
Aﬁ’f(t,z,y,O):A{;’f(t,x,y,L)=0; 5s (t,z,,0) = o (t,z,y,L). (3.232)
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Desse modo, para os modos TM temos condi¢des de contorno tipo Dirichlet para a com-
ponente paralela s placas e condi¢les tipo Neumann para a componente perpendicular
s mesmas, sendo ainda que Eﬁ’f e AM relacionam-se através de V - AM = 0.

A fim de trabalharmos com condi¢es de contorno mais simplificadas para o problema
transverso-magnético (somente Dirichlet ou somente Neumann), o que vai ser particular-
mente 1til nos calculos relacionados com a for¢a dindmica de Casimir, como veremos mais
adiante, é possivel [47] fazer uso da invaridncia das equagtes de Maxwell no espago livre

sob a transformacao de dualidade:
E—» B B——E (3.233)
e reescrever EM ¢ BM em termos do potencial vetor AM | definido de modo que:
B = x MM d o BY(E ) = %jM(t,a. (3.234)

Desse modo, o termo (0|7 (¢,7)|0) dado em (3.228) pode ser escrito em termos do novo

potencial vetor AM obedecendo a:
OAY @M =0; V-Af=0; A@M=0, (3.235)

com as seguintes condigdes de contorno:

HAM 5AM
52 (t,.’E, Y 0) = Fz_(t:xr Y, L) (3236)

Dessa forma, a parte da pressio de Casimir relacionada com os modos TM estd ligada
com a solucio de um problema com condigdes de contorno de Neumann. Vemos que Ap

e Ay sdo paralelos 3s placas, obedecem & equagio da onda e as seguintes condicdes de

contorno:
2 placas condutoras: z=10 z=1L
AP Dirichlet | Dirichlet (3.237)
A‘ﬁ’[ Neumann | Neumann

Se trocarmos placas condutoras por perfeitamente permedveis, teremos as condigies de

contorno para as componentes do potencial vetor A dadas em (2.21) e (2.22). Traduzidas
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em termos de A e AM resultam:

2 placas permedveis: z2=0 z=1L
fff Neumann | Neumann (3.238)
AM Dirichlet | Dirichlet

Em termos praticos de calculo, essa inversao equivale a uma renomeacao AE & AB ,
nao alterando a componente do tensor T,, dado na férmula (3.225) e, conseqiientemente,
nao alterando a pressao de Casimir. De fato, cdlculos explicitos mostram que a forca de
Casimir entre duas placas condutoras é a mesma que a encontrada para o caso de duas
placas permadveis. Alids, esperamos que esse resultado persista mesmo quando corregoes
radiativas forem levadas em consideragio, desde que ndo sejam impostas condigoes de
contorno no campo fermiénico 2.

Se agora consideramos duas placas, sendo uma delas perfeitamente condutora local-

1zada em z = ( e outra infinitamente permedvel localizada em z = L, temos as mesmas

equacdes de onda para AF e AM s6 que com condigbes de contorno mistas:
p

2 placas, caso misto: z=10 z=1L
[fﬁ" Dirichlet | Neumann (3.239)
-'ﬁd Neumann | Dirichlet

Note que sabemos, do modelo de campo escalar em 1+ 1 dimensdes, que a forga estatica de
Casimir entre duas fronteiras de Dirichlet é igual 3 forca entre duas fronteiras Neumann.
Entretanto, em 1 + 1 dimensodes a for¢a de Casimir entre uma fronteira de Dirichlet e
outra de Neumann é repulsiva. Portanto, para o caso de placas mistas, em 3 + 1, temos
dois problemas de condigbes mistas de fronteira: uma relacionado com Ef e outro, com
f(ﬁ‘ . Nesse caso, em analogia com o caso em 1+ 1, devemos esperar uma forga repulsiva
entre as placas. Com efeito, isso é o que ocorre, como foi demonstrado pela primeira vez

por Boyer ([31]), dentro do contexto da eletrodindmica estocdstica.

4J4 para um campo escalar com uma auto-interacio do tipo A¢*, por exemplo, ndo é ébvio que as
corregbes radiativas A energia de Casimir calculadas com condigdes de Dirichlet coincidam com as obtidas

com condigdes de Neumann, embora, j4 tenba sido mostrado que em ordem A elas de fato coincidem [106].
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Para o caso dindmico, consideremos duas placas perfeitamente condutoras, paralelas
ao plano OXY. Suponhamos que uma delas esteja oscilando na dire¢do z em torne da
posiciao z = 0, de acordo com um movimento prescrito, de modo que no instante { ela
esteja na posicao z = dq(t). Por hipdtese, 0 movimento é ndo-relativistico ( |0g(¢)| << ¢)
e tem pequena amplitude, condigdes anidlogas as adotadas na se¢do 3.3.1, para o caso
escalar em 1 + 1. Por simplicidade, suponhamos qie a outra encontre-se em repouso em
z = L. As condi¢des para os campos elétrico e magnético, sobre a placa em movimento,

sao dadas por:

zx E’l laca em movimento — 0 z- B’| laca em movimento — 0, (3.240)
P P

onde E'(t',7) e B'(t,7) sdo os campos elétrico e magnético medidos instantaneamente

no referencial co-mével A placa. Sobre a placa em repouso temos:
5x Bl,ep =0, 2 -Bl,=, =0 (3.241)

Tais condigoes de contorno, traduzidas em termos dos potenciais vetores Aﬁ’J e .Al",” , escritos

no referencial do laberatério, sdo, respectivamente [49]:

AB(t,z,y,z = 0q(t)) = AT (t,5,9,2= 1) =0 (3.242)
e
7, J - -
[(2+sit0 3 + 02 ) A | 2,32 = e = (3.243)
oz ot
a—jﬁl =L)=10 3.244
Jz (t,I,y,z— )— ( . )

Em cdlculos relacionados com o efeito Casimir dindmico, a vantagem em trabalharmos
com © potencial vetor AM em vez de AM , estd no fato de que AM possui componente ao
longo da direcdo de movimento (z), resultando em condigoes de fronteira mais complicadas
para a parte transverso-magnética do problema.

A pressio dinamica sobre a fronteira, através do tensor T, é dada por:

B

71 = (Ot 2,9, 8¢7 (1) = Taa(t 2,9, 007 (2))[0) (3.245)
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e requer as solugbes das equacdes da onda para ﬁﬁ e A‘ﬂ’f , com as condigoes de contorno
dindmicas dadas em (3.242) e {3.244). Analogamente ao que foi feito na secdo 3.3.1, o
problema pode ser resolvido perturbativamente via método Ford-Vilenkin, de modo que
as solugdes para A‘I‘? e A‘ﬁ’[ podem ser escritas como uma perturbagao s solucdes estiticas

~+ B -
AQH e A{;ﬁ[, tomadas para o caso das placas em repousoem z =0 e z = L:
- -+ F bne 1
- M -
Al = Ay +3AY. (3.247)

O problema entdo passa a ser encontrar as fungbes J,,c_fﬁ“' ed jﬁ’f , que satisfazem as seguintes

equagoes e condigbes de contorno [50]:

6APE,7 = 0

— o — —
§AT(t,z,y,0) = —dq(t)(B:Ay)(t,7,y,0) ; JAJ(t,z,y,2=L)=0 (3.248)
6AY(t,7) = 0
- . - M - -
(3.249)

Portanto, o cdlculo da for¢a dindmica de Casimir sobre uma placa condutora em movi-
mento, isolada ou fazendo parte de uma cavidade formada por duas placas paralelas,
passa, agora, pelo cdlculo de problemas com condicoes de contorno estdticas: um com
condicoes de contorno do tipo Dirichlet para 5!-_1"‘? (t,7) e outro com condicdes de contorno
do tipo Neumann para JA‘ﬁ’f (¢,7). Tal cdlculo com placas condutoras pode ser encontrado
em [47, 49, 50|. Possiveis extensdes desses trabalhos estio comentadas no dltimo capitulo

desta tese.

3.6 Comentarios

Gostariamos de frisar inicialmente que, embora a for¢a dindmica de Casimir exercida por

um campo escalar sem massa, em 1+ 1 dimensoes e em seu estado de vdcuo (T = 0) sobre
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uma fronteira mdvel dependa da derivada terceira da posigdo dessa fronteira em relacao
a0 tempo, para o campo escalar sem massa em 3 + 1 dimensées essa for¢a j4 depende da
derivada quinta. Portanto, forcas sobre fronteiras em movimento decorrentes da emissao
de radiacdo induzida por tais fronteiras em movimento podem variar sensivelmente com
a dimensio do espago-tempo.

Quanto a corregoes térmicas a forca de Casimir dindmica, os poucos resultados exis-
tentes na hiteratura indicamn que os efeitos térmicos podem ser muitas ordens de magnitude
superiores aos efeitos do vacuo (voltaremos a esse ponto no capitulo final da tese). Vale,
no momento, comentar que a presenca de i no denominador em (3.220) pode parecer
paradoxal, uma vez que no limite A — 0 temos um resultado divergente, em vez de um
resultado nulo. Entretanto esse “limite classico”tem que ser pensado como um limite de
temperatura infinita, para o qual um resultado divergente é esperado.

A fim de estimar a razdo entre a forca térmica e a forca de vicuo, consdideremos
uma fronteira com movimento prescrito dq(t) = dqo cos{wyt), onde &gy € a amplitude do
movimento e wy a freqiiéncia angular. Usando (3.97), (3.220) e (3.221), temos que a razdo
entre a contribuigdo térmica e a contribuigio de vécuo é dada por 4n2(KpT/huwg)?. A
temperatura ambiente e com uma fregiiéncia mecanica de 10® Hz, a razéo é da ordem de
10'! Isto mostra claramente que os efeitos térmicos podem modificar drasticamente as
forcas dissipativas sobre fronteiras em movimento, de modo que, para se medir o efeito
do vicuo separadamente, é preciso fazer o experimento a baixas temperaturas.

Além do sistema estar imerso num banho térmico, outros tipos de forgas dissipativas
podem ser geradas se a fronteira encontra-se, por exemplo, imersa num campo em estado
comprimido ou ainda em estado coerente. Para o caso de um estado comprimido, pode-se
verificar que as forcas dissipativas atuando numa fronteira de Dirichlet e numa placa de
Neumann nio mais coincidem. Isso ocorre, provavelmente, porque no estado comprimido
h4 uma fase de referéncia e o fato de a condigdo de contorno ser no campo (Dirichlet)
ou na derivada espacial do campo (Neumann) tem ligacdo com a diferenga de fase. Tais
resultados originais e cdlculos em andamento, assim como varios dos resultados expostos

neste capitulo, podem ser encontrados nas referéncias [107].
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Comentarios finais e perspectivas

Finalizamos esta tese apresentando um resumo dos resultados nela obtidos, apontando,
quando for o caso, as perspectivas de trabalbos futuros, ou seja, mostrando quais sdo as
generalizacdes ou extensdes naturais do que fizemos aqui.

Se tivéssemos que resumir em poucas palavras o contelido desta tese, poderiamos dizer
que trata-se de um estudo da influéncia de cavidades formadas por duas placas planas e
paralelas em algumas propriedades radiativas de sistemas atomicos (na taxa de emissdo
espontinea e no desvio Lamb) e também de um estudo do efeito Casimir dinamico, para o
caso de uma tinica placa em movimento ou uma cavidade oscilante formada por duas placas
paralelas (basicamente tratamos de cavidades unidimensionais). Particularmente, fizemos
calculos utilizando condicdes de Neumann e condigdes mistas (Dirichlet ¢ Neumann). As
condigdes de Neumann impostas a um campo escalar sem massa simulam situagoes para
0 campo eletromagnético de maior interesse. Embora tais condigdes sejam comuns na
literatura do efeito Casimir estédtico, sdo raros os artigos em que placas infinitamente
permedveis sao utilizadas em EDQ de cavidades ou mesmo efeito Casimir dindmico, como
j4 comentamos anteriormente.

Calculamnos a taxa de emissido espontinea na presen¢a de uma ou duas placas in-
finitamente permedveis e ainda duas placas, sendo uma delas infinitamente permedvel e
outra perfeitamente condutora. Comparando nossos resultados com os existentes na lite-
ratura para uma ou duas placas perfeitamente condutoras, observamos que a mudanga da
condigao de placas perfeitamente condutoras para perfeitamente permedveis implica em
diferencas significativas no comportamento da taxa de emissdo espontdnea. Em todas as

configuracoes citadas, as curvas para a taxa de emissdo espontinea apresentam oscilagoes
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com a distdncia do 4tomo em relacio as placas, mas sio diferenfes em cada caso. Para
o0s casos de duas placas ocorre ainda a supressao de parte da emissdo, que, dependendo
das condicdes de contorno empregadas (ou seja, dos tipos de placas), pode ocorrer para a
parte da emissao espontdnea associada com o momento de dipolo elétrico perpendicular
(d) ou paralelo as placas (d1}), conforme vimos no capitulo 1.

Comparando a taxa de emissdo espontanea para um dtomo que tem na sua vizinhanca
uma placa infinitamente permedvel com a taxa de emissdo para o caso onde a placa
¢ infinitamente contudora (figura 1.1), verificamos que, se ha um aumento na taxa de
emissdo espontanea no primeiro caso, haverd uma diminui¢do na taxa do segundo e vice-
versa. Particularmente, os valores dessas respectivas taxas em regides proximas as placas
sdo muito diferentes: a taxa de emissdo cresce proximo as placas perfeitamente permedveis
e decresce proximo as perfeitamente condutoras.

Comparando as taxas de emissdo para o caso em que um atomo estd entre duas placas
infinitamente permedveis com o caso onde o dtomo estd entre duas placas infinitamente
condutoras (figura 1.3), verificamos novamente que, se hd um aumento na taxa de emissio
espontanea no primeiro caso, havera uma diminuicdo na taxa do segundo e vice-versa. No
entanto, vale enfatizar que as curvas para as respectivas taxas em fungao da distancia a
uma das placas sdo, em ambos os casos, simétricas com respeito ao ponto eqiiidistante
das placas. Constatamos que, entre placas infinitamente permedveis, ocorre supressao
na parte da taxa de emissdo espontanea que estd relacionada com &, (figura 1.4). J4
no caso de duas placas condutoras, a supressio ocorre para a contribuicio associada a
o?lﬁz (figura 1.5). Para um dtomo localizado em um ponto egiiidistante das duas placas
em ambas configuracdes, verificamos que as supressdes, embora relacionadas com compo-
pentes diferentes do momento de dipolo elétrico, ocorrem para a mesma distincia entre
as placas, a saber, [ = /2, onde g é o comprimento de onda de transi¢io dominante.

Comparando as taxas de emissdo para o caso de duas placas infinitamente condutoras
com o caso de placas mistas, sendo uma infinitamente condutora e outra infinitamente
permesvel (figura 1.6), as curvas mostradas na figura 1.7 sio diferentes, uma vez que os

modos do campo de radiacio no estado de vicuo em cada caso ndo sdo os mesmos. A

137



auséncia de simetria da curva para o caso de placas mistas, em torno de ponto eqiidis-
tante das placas, era esperado porque neste caso as duas placas correspondem a meios
eletromagnéticos distintos, com propriedades diferentes. Constatamos que, entre as pla-
cas mistas, ocorre supressao na parte da taxa de emissdo espontanea que esta relacionada
com d%, (figura 1.8), sendo que, para um gtomo localizado em um ponto eqiiidistante das
duas placas, verificamos que a supressao ocorre para L = Ag/4. Note que para duas placas
condutoras, o mesmo duas placas permedveis, a supressao ocorre em L = }g/2.

Viérios experimentos tém verificado a inibi¢do na taxa de emissdo espontinea pela
presenca de placas condutoras [55, 108, 57]. Nesses experimentos, um feixe de dtomos
excitados é preparado de tal modo que os momentos de dipolo atdmicos estejam estrita-
mente paralelos &s placas. Faz-se o feixe passar entre placas condutoras paralelas (por
exemplo, de aluminio) e, apds a saida, identificam-se os dtomos que permaneceram no
estado excitado, distinguindo-os dos que sofreram decaimento. Esse processo de identi-
ficacio se d4 por meio da aplicacdo de um campo elétrico fraco, calibrado de modo a
ionizar os 4tomos mais excitados, sem lonizar os que permaneceram no estado de menor
energia, mais fortemente ligados ao micleo. Tais experimentos comprovam que um atomo
excitado localizado entre placas condutoras paralelas, cuja distincia entre si é menor que
a metade do comprimento de onda de transi¢io atomica dominante, permanece excitado,
desde que o dipolo elétrico atdomico esteja paralelo as superficies das placas.

Seria interessante que fosse verificada a dependéncia da taxa de emissio espontinea
com diferentes condi¢oes de contorno, particularmente, aquelas impostas por placas perme-
4veis. Acreditamos que experimentos anlogos usando placas permedveis® sejam factivels.
Entretanio, para o caso de duas placas permedveis, ou de duas placas, sendo uma permedvel
e ountra condutora, a supressao deve ser verificada desde que os 4tomos do feixe sejam
preparados de tal modo que os seus momentos de dipolo estejam perpendiculares s pla-

cas. Entre duas placas permedveis a supressao ocorreria para distincias entre as placas

5Como exemplo de materiais com permeabilidade magnética alta, ditos magneticamente moles, temos
a ferrita de Ni-Zn, a ferrita de Mn-Zn e a liga FeNi, cuja concentragio mais interessante é a com 80% de

Ni , isto é Fe20Ni80.
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menores que a metade do comprimento de onda de transi¢io, enquanto para o caso de
placas mistas, ocorreria para distancias menores do que a quarta parte do do comprimento
de onda de transicio dominante.

Uma. das possiveis extensoes desse estudo, e talvez de alguma relevincia experimental,
seria considerar, por exemplo, como ficaria alterada a taxa de emissao espontinea de um
dtomo que se movimentasse a0 longo de um tubo cilindrico, ou mesmo, num tubo de secio
reta retangular. Nesse 0ltimo caso, as contas seriam uma generalizagdo natural das feitas
nesta tese. Inclusive, tomando-se adequadamente os limites para as separacoes entre as
paredes opostas do tubo poderiamos recuperar os resultados obtidos aqui, tendo desse
modo um método para verificar a antoconsisténcia dos cdlculos. Varias combinagdes de
condicGes de contorno poderiam ser estudadas.

Quanto a influéncia de placas permeaveis no deslocamento Lamb de um itomo local-
izado entre as placas, verificamos que os deslocamentos nos niveis de energia causados
por placas de Casimir resultam negativos, enquanto que os deslocamentos causados por
duas placas infinitamente permedveis resultam positivos (ver tabela em (2.80)). Mesmo
os deslocamentos calculados aqui sendo muito pequenos, o desenvolvimento de tecnologias
que detectam deslocamentos muito menores que o deslocamento Lamb ji permitem que
medicoes sejam feitas.

A extensio desse trabalho para placas mistas (condutora e permedvel), j4 pode ser
encontrada na referéncia {71]. Outra extensdo natural e relevante seria incluir os efeitos
térmicos, ou seja, recalcular os correlatores a uma temperatura finita. Desse modo, além
da presenca das placas, estarfamos levando em consideragdo como a radiacdo de corpo
negro influencia os niveis de energia de um dtomo 8 .

Pode ser interessante ainda, estudar a influéncia de condigdes de contorno no desloca-
mento Lamb muénico, cujo interesse recente est no fato de que uma precisa determinacao
do raio do préton é possivel por meio da medigio do deslocamento Lamb (25-2P) no

Hidrogénio mudnico (¢~ p). A relativa contribui¢do das dimensdes do préton ao desloca-

%A influéncia da radiagio térmica nos niveis de energia do Hidrogénio, mas no espaco livre, estdo

discutidas por exemplo nas ref(s){109].
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mento Lamb muénico é cerca de 2%, duas ordens de magnitude maior do que no dtomo
de hidrogénio usual {110].

Além da influéncia de cavidades na emissao espontinea e no deslocamento Lamb,
seria muito interessante também estudar tal inﬂuéncia no momento anémalo do elétron,
até porque a medida mais precisa que se tem na ED(Q) é justamente a medida de g-2
(veja a referéncia {111] para uma revisdo atualizada e referéncias ai contidas). H4 vdrios
trabalhos que relacionados com o momento anémalo do elétron entre duas placas paralelas
condutoras [112, 113, 114, 115, 116], para citar apenas alguns. Em particular, temos a
intengao de analisar a situagao tratada por Kreuzer e Svozil [116] e reanalisada por Tang
f117], a saber, a de um elétron praticamente livre movendo-se num campo magnético fraco
entre duas placas paralelas perfeitamente condutoras, mas agora trocando uma das placas
condutoras por uma infinitamente permedvel e calcular g-2 nessa situagao. Pode-se ainda
calcular os efeitos de tais placas na massa do elétron, seguindo o procedimento da ref.
116].

Em relacio ao efeito Casimir dindmico, usando um modelo de campo escalar real
nao massivo em 1 4 1 dimensoes, simulamos as placas permedveis através de condigoes
de contorno tipo Neumann. Considerando fronteiras com movimento nao-relativistico e
com pequenas amplitudes, calculamos, utilizando método perturbativo de Ford-Vilenkin
[97], a for¢a dindmica de Casimir em virios casos. Calculamos também a contribuicio de
temperatura ao efeito Casimir dinidmico.

Para o caso de umna fronteira, verificamos que a for¢a dinamica de Casimir ¢ a mesma,
nio importando se impomos a condi¢do de Dirichlet ou a de Neumann sobre a fronteira.
Em outras palavras, as flutuagtes do vicuo oferecem a mesma resisténcia ao movimento
de fronteiras maveis para ambos os tipos de fronteira (vide (3.68) e (3.97)). A contribuigao
térmica para a forga sobre uma fronteira de Neumann também coincide com aquela sobre
uma fronteira de Dirichlet dada em (3.200). Ou seja, a for¢a total sobre uma fronteira
em 1 + 1 dimensdes é 3 mesma (devido &s flutuagbes do vdcuo e ao plasma de particulas
reais em contato com a placa em movimento), nao importando se impomos a condicio de

Dirichlet ou a de Neumann sobre a fronteira.
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Para o caso de duas froteiras de Dirichlet, ou duas de Neumann, uma mdével e outra
fixa, constatamos que a for¢a dissipativa de Casimir sobre a fronteira mdvel serd a mesma,
dada pela férmula (3.138). Para o caso de duas fronteiras mistas, sendo a fronteira tipo
Dirichlet mdvel e a tipo Neumann fixa, a for¢a dissipativa difere da encontrada para o
caso de duas fronteiras tipo Dirichlet, ou duas tipo Neumann, e é dada pela expressio
(3.170).

Uma das extensdes possiveis ao trabalho desta tese refere-se ao o cilculo da forca
dinamica de Casimir com placas mistas: uma perfeitamente condutora oscilante e uma
perfeitamente permeével fixa. Para esse modelo temos condigbes de contorno mistas para

5/-_1’1? e &Iﬁ”, dadas por:

545 (1,2,9,0) = —69(t)(D: Aoy ) (1,7, 0), (3.250)
(8.0AF)(t,z,y,2 = L) =0, (3.251)

(0.8 (2,7,v,0) = — [(6a(t)eE + 63()3) Aoy | (¢,,,0), (3.252)
SAY (t,z,y,2=L) =0. (3.253)

Da seccao 3.3.5, analisando o modelo em 1 + 1 dimensdes com condigdes mistas, vimos
que a forca dindmica de Casimir dissipativa obtida para esse caso difere da obtida para
os casos com duas fronteiras de Dirichlet (secio 3.3.3) ou 2 fronteiras de Neumann (se¢ao
3.3.4). A analogia com os modelos unidimenionais dados, revela indicios de que, para o
caso de placas mistas, poderemos encontrar altera¢des na for¢a dindmica de Casimir, em
relacdo ao caso de duas placas perfeitamente condutoras.

Além da forca dindmica de Casimir e da taxa de produgéo de fétons com a presenca de
placas permedveis, podemos ainda verificar o efeito de temperatura nessas configuragoes,
motivados pelo fato de que, & temperatura finita, o efeito pode ser aumentado em vérias
ordens de magnitude, tornando sua medi¢io mais préxima de ser realizada, como sugerido
em [52]

E interessante mencionar também que para um sistema constituido por duas fronteiras

movendo-se com a mesma aceleracio, a corre¢ao de massa obtida para a cavidade respeita

141



arelagdo de Einstein para sistemas compostos, dada por [118]:
AE +FL = Amc*

onde, no caso em questdo, F' é a forga de Casimir entre as placas e L, a distincia entre
elas (veja, por exemplo, as referéncias [119, 120, 121].

QOutro de nossos objetivos relacionado com o efeito Casimir dindmico, é o de estudar tal
efeito em variedades compactas sem fronteiras, como é o caso da variedade S* (o circulo)
com o raio variando com o tempo. O objetivo aqui € verificar se hd ou ndo a criacao de
particulas reais, j4 que nao ha fronteiras. Esse problema, foi discutido uma 1inica vez na
literatura e os resultados nao sao claros e muito menos, conclusivos [122]

Embora as situagoes consideradas aqui sejam altamente idealizadas, com placas per-
feitamente condutoras ou perfeitamente permedavels, estas podem ser consideradas como
o0s primeiros passos em dire¢io a situagdes mais realisticas, nas quais a influéncia de uma
placa com permeabilidade magnética finita sobre a taxa emissdo espontanea, o desloca-

mento Lamb, ou ainda o efeito Casimir dinimico, possam ser levadas em consideracao.
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Apéndice A
Demonstracao da férmula (2.48)

A fim de caleular [ d:cz—*%ﬂ, definimos as funcdes:

e reescrevernos a integral em questao como:

/E s fu(3). (A.2)

Estendendo os argumentos das fungdes fi ao plano complexo e generalizando a poténcia

do denominador para p € R, definimos:

Yi(z,0
Falep) = 220 (A3)
z
Considerando a integral:
$ iz fa(an), (A4)

ao longo do contorno mostrado na figura A.1, observamos que a integral sobre C, anula-se

para p — oc. Assim sendo temos:

/md:cfi(z) = :l)l_fg dxf:l:(l“)p)

p—3

= lim(1 — e~ ) [/L dz fi(z,p) +2mi Z Resf.(z,p)| .(A.5)

polos, z#£0
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Figura A.1: Contorno escolhido para a integral em A 4.

Considerando a expansio de X, (¢, 8) em poténcias de ¢, escrevemos que:
1 1 € el1
=——=(1x1)+-=-5.(8) — = | = A
me=i-ta=n+isnm- 5|50, (A5)
onde as funcoes S e F estiao dadas, respectivamente, pelas equagdes (2.49) e (2.63) e

8 = nz/L. Usando a Eq.(A.8), é direta a verificagdo de que:

p—3

) 1 1
lim(1 — e~%7%) [fc; dz fi(z, p)} =33 E(l +=1)+ iSi + Ofe). (A.7)

Também é direto verificar que:

> Resfi(z P)J

lim(1 — e~ ?"7%) [27ri
polos, z#0

p—+3

_ 1
- 82

{a® 2§ cnCs./) + Calo,=5/5) + (1127 )

onde as funcdes zeta de Riemann ¢ e zeta de Hurwitz {4 estdo definidas em (2.50) e
(2.51). Dessa forma, juntando as equagdes (A.5), (A.7) e (A.8), temos que o resultado
(2.48) fica demonstrado.
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Apéndice B

Calculo de funcoes de correlacao

B.1 Demonstragao da férmula (3.61)

Nesta secio iremos calcular a fungio de correlagio (0| {8,Po(w1,0%), 0:Polw2, 0%)} |0)
para o caso de uma \nica placa em movimento sobre a qual o campo escalar se anuila, ou
seja, satisfaz uma condicdo de Dirichlet. Nesse caso, tomando a transformada de Fourier

do campo ¢{t, z) dado pela Eq.(3.44) e derivando em relacao a x, obtemos:
9, Polw, z) = 2ivhr {f [J(w —k)a(k) — §{(w + k)a*(k)] cos(kz)VE dk} . (B1)
0

Substituindo (B.1) em (3.60), integrando em & e usando que a(w)[0) = 0 = {0]a'(w),

temos gue:

(01 { 220 (w1,0%), 8,202, 0*) }0)
T (016/(w,)8(—wa)a(w: )at (~ws) + O(—w;)B (wa)a(ws)al (—w)|0).

vV {wi jwel

Usando a relagdo de comutacio [a(w:), al (—w2)] = 8{w; + wa) obtemos finalmente que:

Cilwwe) = (0] {am@o(wl, 0%), 8, Po(wn, 07) } |0}

471'5&)1&)2

Vw1 Jwel

(6O (—wn) + O(=u1)O )| 5(ecr +12)
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= drhjw|6(w1 + w2) , (B.2)

resultado apresentado na Eq.(3.61).

B.2 Demonstracao das férmulas (3.92) e (3.93)

Nesta se¢do iremos calcular as fungoes de correlagio
Cawi,we) = (0] {@o(w1, 07), B2y (w2, 07)} |0)

Cs(w,wa) == (0] {@g(w1,0"), Po(we, 0%)} |0)
para o caso de uma tnica placa em movimento sobre a qual a derivada espacial do campo
escalar se anula, ou seja, satisfaz uma condigio de Neumann. Com o objetivo inicial
de obter a transformada de Fourier do campo ¢(t, z), cuja expressao é dada por (3.77),

TEESCTEVeINOs e85a eXPressao CoMmo:

do(t, x) = " Z—:;\/tﬂi? cos(wz) l:gé—zj_j—) Gy + e\(/%) atu} et (B.3)

que nos permite identificar diretamente a transformada de Fourier ®(w, z):

a, a_
Vo T ] T

—00

®o(w, z) = V4fir cos(wz)

Conseqiientemente, temos que:
Oy (w, z) = —V4hr cos(wz) {w VwO(w) a, + lw] /|w|O(—w) at_w} . (B.5)
Substituindo as duas dltimas equagdes na expressao de Cq(wy,ws), obtemos:

Co ( whwz)

= — 4hw(0|{8(w1)8(—w2)% iy 0L oy, + Ow2)O(~w1)

w2ﬁ ﬂ-wzatw: }]0) .

Usando que (Oa, o ,10) = §(w — w'), a tltima equagdo toma a seguinte forma:

Colwr,we) = —4hré(w +w2) [Ow;) wr + Olws) wa]
= —4hi7 6({4}1 + Lth) [—9(—-&)2) wa + e(w2) w2]

= —dhr|ws|d(w; +w2) (B.6)
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que é precisamente a expressao escrifa em (3.92).
Passemos agora para o cdlculo de Cs{wy,ws). Utilizando a equagio (B.4) e segnindo

um procedimento analogo ao usado no cdlculo de Co(w, ws), obtemos:

C3 (wlsw2)
4hr 4hx
= ———— 0w, )O(—w O|awla*_w210)+——-6w O(—w Oawgaf_ulﬂ
o OO = On)O() a0

= 4 b{w + ws) [e(wl) " e(wz)]

51 Wa

= Ahrd(w; +ws) [B(wx) 3 9(—w1)] 4R

Wi Wy
que é precisamente a expressdo escrita em (3.93).

B.3 Demonstragao da férmula (3.190)

Nesta se¢ao calcularemos o correlator térmico o g{wq, ws) 1= ({8:Polwr,0"), B Bo{ws, 07) }) s
para o caso em que o campo $y{w, ) satisfaz a condi¢do de contorno de Dirichlet na
placa em z = 0, isto é, $y{w,0) = 0. Usando a Eq. (B.1) para o operador de campo

0, $o{w, z),nds obtemos:

Wy

|w1|

og{wy,wy) = @( (\/w_le(wl)a(wl)— 9(——w1)aT(—w1))

w

X (\/w_g@(wg)a(wg) - lizle(—wg)aT(—wz)) >ﬁ+<w1 — w2>ﬁ.

Devido ao trago {elementos diagonais), as contribui¢des que contém termos do tipo aa ou

a'al sdo nulas, resultando:
— Wi f
O'ﬁ(wl, w'g) = —'4hﬂ'< mwge(wl)ﬁ(—wg)a(wl)a (“Wz)

+ r:%w;e(wg)e(-—wl)a‘\(—wl)a(w2)>ﬁ+<w1 — w2>ﬁ.
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Usando entao que:
(alwr) @l (~wa))s = (A(w1) + 1) (w1 +w2)
(B.8)
(al(—wi)afw2))s = Tilwa) 8wr +wa)

onde

e reorganizando os termos, obtemos:
og{w,wq) = 4nh [wle(wl) (1 + Qﬁ(wl)) + waB(wa) (1 + Qﬁ(wz))] d(w) +wa), (B.9)

que é precisamente o resultado mostrado em (3.190).

B.4 Demonstragao das férmulas (3.204) e (3.205)

Nesta se¢ao vamos calcular o correlator térmico Yg(wy, ws) 1= ({@g(wy,0), 2P (w2,07)})4,
onde o campo ¥, satisfaz agora a condigiao de contorno de Neumann em z = 0, ou seja,
9:®y(w, 0) = 0. Usando a Eq.(B.4) para o operador de campo ®¢(w, z), obtemos:

2
e
O (—w,)O(wa)wz /g

| wif

+ 4nh (0l tun)s + {wi e wr}, (B10)

onde usamos que (a,,a,,), = 0 = (a:f”at_uz)ﬂ. De (B.8) e reorganizando os termos,

obtemaos:

Y ( wi,we)
= 4drhwO(wi) 8w + wy) (1 + ﬁ(Wl)) + driw, O(ws) d(wy + w2)i(we) + {wl — w2}

= 4rh [w16(w1) (1 + 2ﬁ(w1)) + wyO(wo) (1 + 2ﬁ(’~°‘2))] d(wy + wa) ,

que é precisamente a Eq.(3.204).

148



Como um teste de consisténcia, note que no limite T — 0, esse resultado se reduz ao
encontrado na Eq.(B.6) para Co(w;, wo).

Calculemos agora o correlator térmico [g(wy,ws) 1= ({Po(0,w1), Pa(0F, wa)})p. Us-
ando novamente a expressao (B.4) para o operador de campo ®q{w, z), obtemos:
B(w1)0(~ws)

venee
O(—w1)O(wn)

V|W1|W2

Usando as equagoes escritas em (B.8) e reorganizando os termos, obtemos:

Calwi,wg) = 4nh (0, a0,

+ Awh (aT_w, Qun)p + {wl — (.u‘g} . (B.11)

Tplwy,we) = %}Ee(wl) §(wr + wa) (1 + ﬁ(wl))

+ @e(w?) 6wy + wa){wa) + {u.u — w2}
Wa
O(w1)

w

(1-+ 23 + O (1 + ()] e+ w0),

= 4rnh [ s
(B.12)

que é precisamente a Eq.(3.205). Observe aqui também que no limite T' — 0, esse

resultado se reduz ao dado pela Eq.(B.7) para o correlator Cs{w;.wa).
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Apéndice C

Uso de funcoes de Green na solucao

de equacoes homogéneas

Normalmente, as funcdes de Green sdo muito utilizadas na obtengido de solugoes par-
ticulares de equacgdes diferenciais nao homogéneas. No entanto, elas podem ser fiteis
também na obtencio de solugdes de equacdes diferenciais homogéneas, mas sujeitas a
certas condicdes de contorno. Neste apéndice, ilustraremos o método num exemplo bem
simples, a saber: para o caso do campo d®{w, =) que aparece em problemas de uma cavi-
dade unidimensional como aqueles que foram discutidos nas segoes 3.3.3 e 3.3.4. E bem
verdade que nesse exemplo o uso de funcoes de Green nfo é o caminho mais curto para
a solucdo da equacdo diferencial, mas esse procedimento pode ser muito conveniente no
estudo do efeito Casimir Dindmico em trés dimensdes (veja por exemplo a ref. [50}).

Tomemos como ponto de partida a identidade (teorema de Green em uma dimensio):

z2

z2
[ (et - v26) ao = {xow - woux} (1)

1 Tl

Escolhendo x = 8®(w, T), onde esse campo satisfaz a equacio diferencial
(22 + w2)5@(w, z)=0 (C.2)

e tem seus valores conhecidos em z = 0 e £ = L, dados respectivamente por §®(w,0) e

8®(w, L) = 0 e escolhendo ¥ = G(w, z,z'), onde G é a funcdo de Green que satisfaz a
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equagio diferencial (deixamos para impor as condigdes de contorno sobre G mais adiante

para que fique claro a conveniéncia da escolha)
(3,2, +w2) Glw,z,z') = 8(z—z'), (C.3)
temos formalmente que:

L
[ 6‘1’(&1, -'L') [“U2G(w: Z, ml') + 6(1: - "I"’) + sz(w, I, .'L"):|
0

L
= {J(I)(w, 1) 8,Glw, z,z') — G(w, z,z") 8,0P(w, .'1:)} ,

4]

ou seja,

§0(w,z') = 6P(w,L) 8,Glw,L,z") - 8,6®(w, [)G(w, L, z")

— §®(w,0) 8,G(w,0,z") + 8,6®(w, 0)G(w,0,z'). (C.4)

Uma vez que no exemplo escolhido para ilustrar esse método d®(w, L) = 0, o primeiro
termo do lado direito da iltima equagio é nulo. No entanto, nada foi dito ainda a respeito
das condigoes de contorno sobre a fun¢iio de Green. A escolha dessas condigdes de contorno
depender4d do problema em questdo. No caso em consideragdo, estamos supondo que,
além de 6®{w, L) = 0, §®(w,0) também seja conhecido. Analisando a equagao anterior,

concluimos que uma escolha conveniente é dada por:
G(w,0,z') =0=G{w, L,z") . (C.5)
Com essa escolha, a Eq.(C.4) reduz-se a:
§B(w,z") = —6®(w,0) 8,G°(w,0,z") , (C.6)

onde definimos a fungdo de Green sob condigoes de contorno de Dirichlet:

{ (2 + )G w,5,5") = b~ =) -
GP(w,0,z') =0=G"(w,L,z")
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Utilizando o método das imagens, a solucdo para G”(w, z, z’) pode ser escrita na forma:

GP(w,z,2') = Z [G(O)(w, -2 +2nL) - G w,z + 2 + 2nL)] : (C.8)

n=—0o0

onde GO (z,z’) satisfaz a equacdo diferencial: (82 + w?)GO (w,z,z') = §(z — z) , mas

sem estar sujeita a quaisquer condicoes de contornoem z =0 e z = L.

OBS: A funcio de Green GP(w,z,z") pode também ser expressa por:

D n_ s~ 2 sen(nwz’/L)sen(naz'/L)
G (w,z,z") = I W2 — (nr]L)? : (C.9)

n=-—co

Voltando & Eq.(C.8), nio é dificil mostrar que:

o eti (wkig) |z—='|
G N =F1
(w,2,2) =Fi =5y

(C.10)

onde a escolha de usar +ic ou —ie implica na funcio de Green ser, respectivamente,
retardada ou avancada. Substituindo a expressio para G(¥ retardada (+ic) dada por
(C.10) em (C.8) e fazemdo algumas manipulacdes, obtemos:

(1 + ZBZi(w+ie)nL) ei(u+i6):r' _ (Z eZi(w+ie)nL) 8—i(w+£5)z':l . (Cll)

n>0 n>0

®(w,z') =

Levando em conta na equac¢do anterior que:

L 1
2i{wtie)nl __
} :e i{wtic)nl - eZi(w+i5)mL , (C.IZ)

n>0

é direto verificar que:

sen [w(L — :1:’)]
sen(wL) ’

§8(w,z") = 6®(w,0) (C.13)

resultado escrito em (3.102).
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