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Resumo

Este trabalho tem por finalidade formular e estudar equagGes classicas de campo em 2
dimensdes espago-temporais com derivadas de ordem superior.

A solucdo de D’ Alembert é estendida e explicitamente construida para o caso dos ope-
radores [(I?e (3%, com condicdes completamente arbitrarias.

A contrapartida-cldssica daguilo que serdo os ghosts da teoria guantizada ¢ encontracla.

e as solugdes nao-fisicamente plausiveis sao identificadas.
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Abstract

Solutions to classical field equations with higher derivatives are formulated and studied
m two space-time dimensions.

The D' Alembert-tvpe solution is extend and built up te account, for che 7 e
operators. with initial conditions left completely acbitrary.

The classical counterpart of the ghost states that show up in the second-quantised

theory is found out and the unphysical solutions are dentified.
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Introducao

Os modelos fsicamente consistentes que visam obter de maneira satisfaréria a descricio
das interagoes fundamentais da Natureza sio baseados nas chamadas teorias de gauge.
que se tém mostrado altamente eficientes na descrigdo das interagdes eletromagnéticas o
nucleares (forte e fraca) e fornecem subsidios para o programa de busca por uma teoria
de campo unificada. mesmo que a gravitacio ainda nao possa ser inclufda neste cengrio.

Entretanco, um dos requisitos bdsicos para se construir ima teoria quintica de CANDNY
satisfatoria ¢ que a mesma seja renormalizdvel. Na tentativa de tornar a gravitacdo =m
4 dimensdes. nma feoria renormalizdavel, foram propostos alguns modelos baseacos 2m
termos com derivadas superiores do tensor métrico[2].

Estes modelos obtiveram relativo sucesso neste sentido. pois a repormalizacic i
ponto de vista meramente matemético foi alcancada; a um custo, entretanto. imperdogvel
do ponto de vista da interpretacio fisica. Os termos de derivadas superiores levarar 2 wm
ACréscimo nas equagtes dindmicas des gravitons que estariam relacionados a particulas
descritas por fungoes-de-onda com norma negativa: os chamados ghosts[3].

Inspirados por um procedimento habitual da Fisica. que é a necessidade de certas
simplificagoes no tratamento tedrico de certos problemas {como, por exemplo, na Meci-
nica Quantica, onde modelos unidimensionais serviram Je base para o conhecimento dla
estrutura quantica da matéria), os tedricos de campo também enveredaram pela investi-
gacao de modelos bi e tridimensionals que podem langar alguma luz sobre os problemas
surgidos em -4 dimensdes. [4]

Seguindo esta linha de raciocinio. o nosso trabalho procura elaborar e investigar

problemas nieramente tedricos sobre a implementagio de derivadas superiores dentro de



um panorama mais confortdvel e bem conhecido, ou seja, o da teoria cldssica de CAMpPOS.
Podemos afirmar mais precisamente que, de inicic, ¢ objetivo maior seria verificar se. pelo
menos do ponto de vista tedrico, se poderia imaginar um modelo onde a implementacio e
derivadas supericres gerasse sclugdes adequadas a uma interpretacao fisicamente vidivel.

Tentamos desenvolver & proposta de maneira ldgica. buscando inspiracio nas réenicas
de D*Alembert para resolver equagdes diferenciais parciais hiperbslicas! | como verenios
no Caprtulo 1{3}, seguida da resolugdo de I*Alembertiancs de ordem superior {20 qua-
drado e a0 cubo) para campos escalares|6], nos Capitulos 3 e 4. e de uma estilizacio ln
equacdo de Dirac no Capitulo 2{7]; todos esses casos serdo tratados apenas em dinteisa:
(14+1).

No Capitulo 3. observaremos e discutiremos qualitativamente a evolugao renpoval
das solugOes obtidas nos capitulos precedentes e as dificuldades encontradas em suas
mterpretacoes. Mostraremos. ainda, que estas solugdes conduzem-nos, de maneira quase
natural, & decomposi¢ac das mesmas em uma parte que tem termos multiplicacics por

uma poténcia do tempo e uma parte que seria sclugac do D'Alembertiano simples.

'Esclarecimentos quante & classificacdo das equagdes diferencias parciais de segunda crdem poden
ser encontrados no Apéndice A

[SN]



Capitulo 1

A Solugﬁo de D’Alembert Em (1+1)

Dimensoes.

Neste Capitulo. apresentaros o tratamento de D’Alembert para o problema de wun
corda vibrante. e neste caso unidimensional construimos solugdes para condiches lnicinis
genéricas,

Em seguida. explicitamos difculdades do caso de (1--3) dimenscdes.

1.1 A Solugao da Equacdo de uma Corda Vibrante
pelo Método de D’Alembert:

A equagao para uma corda que vibra livremente, ou seja. quando essa vibra na auséncia

de forcas transversais externas é:
O (z:t) 1 8% (z;¢)

dr? v gt '

onde v = \/? sendo T a tragio a qual a corda estd submetida. o o a sua densidade

linear.



Com a mudanga de varidveis:

£ = z—ut

n = T+ Ut

podemos escrever a equagdo(1.1) na segunda forma candnica:

Y .
oeon : S

que tem como solugac mais geral possivel:

.
[

;e'g

(&) =F) +gn.

D=

onde f & g s&o fungoes arbitrdrias. definidas a partir de condicdes iniciais o serent 251

e 17 540 as chamadas coordenadas do cone-de-luz e correspondem. resperi-

Sy

cificadas =
vamente. aos chamados B e L-movers.

sSupondo que estas condices sejam dadas por:

T (z:0) = F{z)

remos:

—

e



Diferenciando:

filz)=Fz) - ¢ (z); (1.7)

levando agora (1.7 Jem (1.5), somos conduzidos a

1y 1 l 1
g k$)=§F ($)+§G($)- (1.5

Integrando:

g(r)z—F(I)«f«—/ dyGily). (1.9)

Levando (1.9) em (1.6). temos:

[ l *
ka,}:fF(r)-ﬁ/ dyG {y). S

Estendemos agora as solugBes de f e g para qualquer ¢. & encontramos:

1 1 /“f

Fl&) = £ - 5/ ayG (§). {111
1 L7 .

gim=zFm+3 / dyG () - L2y

Finalmente. substituimos (1.11) e (1.12) em (1.3). e encontramos como soluciic geral
para O nosso problema:
) ‘ l ‘ . l 1 T
@(r.t}st{I—z)l—sF(:’:—l—t)l— dyG ly) .

2 /e

Podemos verificar, a partir deste resultado, que a solugic de um D'Alembertiano
simpleé ¢ composta de uma parte R - mover (primeiro termo da equacac acima e o termo
que serd originado pelo limite de integracdo inferior) e outra L - mover {segundo rermo »
o termo que serd originado pelo limite de integragao superior). que se comportam como
solugoes de onda que mantém a mesma forma, para qualquer t. apenas propagando-se
para a direita ou para a esquerda. respectivamente.

No capitulo a seguir, tencionamos apresentar a incapacidade da técnica utilizada nesta



secdo em resolver as equagdes de onda do Eletromagnetismo, no espaco de Minkowski em

quatro dimensdes.

1.2  Solucao da Equacao de Onda do Eletromagnetis-
| mo no Vdcuo a partir do Método de D’Alembert
de Separacao de Varidveis:
Sabemos que as equacdes de Maxuell no vacuo sio:

- 108
< E

VG?’;: = O v e —
. c Ot
EOE’* = { E»XE:__EGAE
o ot
Yok =0 (113
- . 3B
Vox b= (1.1
?OE:O \115
- = 5
V x B = pgio—p- . (116}
x ,ugoat { G

que demonstram claramente que a presenca de campos elétrico e magnético em uma cerra
regiao do espago ndo estd. necessariamente, associada & existéncia de cargas. mas que
eles podem ser gerados um a partir do outrot.
E possivel ainda mostrar que estes campos propagam-se no espago na forma de ondas
elerromagnéticas. Para tanto lembremos que:
2

Vx(VxA) =V(VoA)- V"4 (1.17)

Aplicando. agora, o rotacional em ambos os lados da equacao (1.16), somos levados

'Daqui em diante, por uma questio de sconomia , suprimiremos a seta da notagio usual de vetores.
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d
Vv x (\_/'XB)—;LOEOEE (Vx E)=0. {1.18)

Aplicando a propriedade (1.17) em (1.18), temos:

V(V o B) - VB - #0505% (V x E) =0,

Lembrando ainda que o divergente de B é nule, e que o rotacional de £ relaciona-se
com B a partir da equacio(1.14), determinamos a expressao:
%R

V"}Bﬂzoaoa.—z =0, (1,193

cnde ¢ =

VHg<0

Com o mesme raciocinio. porém comegando pela equacdo {1.14}. podemos escrevor:

_ G*E
2 ~ _ PR
v E —ﬂocow = O '\!...2(”!
Em outras palavras. E e B satisfazem 4 equagdo de onda:
. 1 9°
V- ——— =0, (1.21
c? Jt? '

que & uma equagao diferencial parcial hiperbdlica em (1+3) dimensdes, que pode ser

resolvida por separacad de varidveis como se segue(8|:
oy ot) = f (g h{z) T
Por uma questac de notagac simplificada, definiremos que:

Uz, z08) = U(r; ),



ou seja:

@(T‘;t) ==

Fz)gh(2)T(2).

Substituindo (1.22) em (1.21), teremos:

a')
ght + fhi—=

dividinde esta equagao por f(z)g (y)h(z) T wt) encontramos:

1
fozt " g9y’ B RO2 T ot

Esta equagédo sd pode ser satisfeita se cada um dos termos constantes obedeceren: 4

seguintes relagdes:

onde:

oy

&g &*h O
g =

‘fgaH

g, 18*h  18°T

1 8%

foz?
19%
g 0y*
18%
hoz2

10*T
TeE R

k3.

I 2 2 2
K- =kl + k3 + k3

As equagoes (1.24), (1.25), (1.28) e

2 2
Wt =k%c".

)

nico . conseqéentemente, tem como solugoes:

fiz)

=A€ikII+B€_ikLI,

9(y) = Ce™¥ + Dem,

i

)
[ RN
R

i

[
on

e {1.27) sao equagdes andlogas A do oscilador harimo-



o - . e AR A e A A

h(z) = Be® 4 poikas, (1.30)
T(t) = Ge™* + He ™", (1.31)

Como estamos interessados apenas em discutir 0 cardter geral da solugdo. imporeos
a simplificagao de que 0 nosso pulso eletromagnético ¢ monocremarico e propaga-sa v
vicuo. Sendo assim, as constante B, D, F e (3 devem ser nulas pois. nav existindo Hniires
pAra a propagagac, nao teremps pulso refletido (observe que também poderfamos maunrer
essas constantes e exigir que as demais se anulassem).

Substicuindo. agora. (1.28}. (1.29), (1.30) e (1.31). tomando simplificagio proposta.

em [1.22). somos levados a:
U (rit) = Ade= ey frothas pro—wit
fue pode ser escrito como:
Percebamos. entretanto. que ssta solucdo esta atrelada ac ~nior de k. (e vl 28t

fixado de maneira univoca. Fntdo. a maneira precisa de escrever a 2quacio acima deveria

ser[9]. 1050

J

[
i~

Birt) = — [ et (132

onde o pardmetro J(k) deve ser determinado pelas condicdes iniciais.

1.2.1  Determinacio de J e da Solucad Final:

Tomenios como condicao inicial:

A



Tomando a equagdo {1.32) no instante ¢ == 0, temos:
1 = i(kor)
Q)= —=5 | J(k)e*dk, (1.33)

que reconhecemos como uma transformada de Fourier.

A transiormada inversa fornercer-nos-4 quem ¢ J em funcas da condicac inicial. ou

sejas ]
! 1 oo s

1{:\ — ! —u{mar’) 4 v -

J (&) ——(27)3/2 /_mQ(r)e dr'. 134
Substituindo (1.34) em {1.32). somos conduzidos a:
, 1 e - TANIE I 11 T S S Y st cqoa=
Wirt) = — @ (r') etret “Sdkdr (1.33)
2 o o

Como podemos perceber a analise das solugdes das equagdes de onda de um problema
em dimensdes supericres a (1 + 1}, levam a um tratamento consideravelamente miais
complexo, afinal um mimero maior de graus de liberdade ests envolvide.

No capitulo seguinte, tentaremos estender a aplicacio da écmica de mudanca
varidvels de D'Alembert. exibida na primeira secdo deste capitulo. na busca de now
solugdo para um problema tedrico de um campo escalar que tem derivadas de L*orden

em sua equacao de campo.




Capitulo 2

Fxtensdo da Solugao de D’ Alembert
para a Equacdo [°U(z;¢) em (1-+1)

Dimensoes:

Neste capitulo. introduzimos o nosso primeiro problema tedrico: & resolucao de nma
equagao de campo escalar em (1+-1) dimensdes que tem derivadas 4e Lfordem. urilizando

uma extensac 1o método da deccmposicio em R- e L-movers de 07 Alember: 6.

2.1 A Parametrizacao da Solugdo da Equacdo para

? em R- e I-Movers

Para a resolugac da equagdo

Tty =0 . (20

utilizaremos a seguinte (e conveniente) mudanca de varidveis:

U(z; ) = U(€,n),




onde:

Reescrevamos a equacdo (3.1 em termos de £ e

PG
ag*an?

e consideremos a sua solucdo mais geral possivel:

Wi = F1&) +gln) +&hln) = arld) (2.

-2
[R]

devendo. ainda. fixar as quatro fungdes arbitrarias f. ¢ h. r em termos das SegLlnres

i~y

condicoes-de-contorno. para : = O

Flz)y = Qﬂ't =0:z).
Tlz) = dt =02
H{z) d"\p(t 0;z)
x = - = \}] R
~ e e
d° ‘
Rlz) = Egg‘lf(t =0;z).

Vamos. agora, relacionar as condi¢Ges-de-contorno com a expresscio de 0. em rermios

def, gher.

Vi) = (5 +9(n) +Ern) +arle).
%‘i(f;"?) = _%JEC —fégﬁ—h(')—w(@—ng:
iz Tign) = Z;+g-;% gg—zg—g+§%+ng—;
5—%@(5;?7) = ng+gzg—3%+3gi§+£g;—?_n%.

12
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Tomando ¥, £ ¥, a‘% v, E’% ¥ no instante ¢ = 0

Fz) = f(z) + g(z) + zh(z) + zr(z), (2.3]

Gla) = =f{z) + g'(2) + zh'(z) = 2r'(z) - hz) + r(z), (2.4)
Hiz) = f'(z) + g"(z) + zh"(z) + 2r"(z) — 20/ (2) — 2r'(z), {2.3]
H{I) - _fiﬂ[:l_’\) _“H gl!/(r} _:__ :Chm(‘l':} _ IT{!;‘(:L_) _ Bh}I(I) _._. 3}””{\!2): ’2{_5‘1

isolando [ na equacdo (2.3). e diferenciando temos:

f(r)mF(I)—g(z}—rh(z)~zr(r) 2.7
flz)=F—g—h—zh ~r - 2r 2.3
flzy = F"—g" —2h' — zh" — 0! — o 2.5
ft'ff(‘r;! — FU/‘ _ gh’n’ _ Sh” _ Ihh’f - 3{_1‘1‘ . :ET_'H- {2‘ 1{}'

FI+ G =2¢ +2zh' 4 2r (2.11
F' - H =dp' + 47", (2.12
F”I‘“}*H:Q‘gﬂf “‘E“?Ih”i:—6rﬂ. (213\

Isolemos 1 na expressao (2.11). e o diferenciermnos:

o1 1
r(z} :5F’+5C;—g’~xh’. (2,14
/ 1 ' ]‘ 4 I 1 o/ TR -
T‘(CC):;F 'i"gG -4 —zh" =}, {2.15;
" l 1 ]' il yids i M v e
)= =F"+=G" -y - - 2h". 2160
() OF 56—y zh 2h (2.1



Levemos, agora, (2.15) e (2.16) em (2.12) e (2.13) :
F!J+2G1+H:4gﬂ+4$hﬂ

QF,W+39”I—R:‘ig”l‘i'i.!:.rlil’”‘;” 12}1!}.

Isolando ¢” na equagio (2.17), diferenciando-o e substituindo em (2.13} somas con-

duzidos a:
, 1 1 1 1
h'f(_ :_F”I‘:*—GII——Hf_—R
2 =3 g g7 T3

que. uma vez substituida em (2.17), fornece:

0y 1 i 1 m‘,l I :E' H.l .:E' J’.:E'
g \w;:EF —-8—$F ——§G —é-CEG ‘—L—LHTgl‘H “§IR

(2.1

L2200

O proximo passo € a integracio de A e ¢”. a Aim de se chegara A'. ¢ heg paa.

errao, determinarmos t e r apenas em funcio das condicdes iniciais.

De A", chega-se & expressio:

Az =

(v
il

' 1 /= L It ‘
Ny = “F =G> dyy PP = = gy o = i) -

i



Integrando-se por partes, temos:

/ 1 "o 3 7 1 i 3 1 1 : L/
g (I) = —-S-IF + gF — gIG L. gG + gl‘H -+ g/a‘ dy H(y) -+ §/a dy y H(?)}jx
'1"'03,

onde Cy engloba a constante Ce CY proveniente das integracdes parcials,

A partir de (2.23), conseguimos;

o

1 /=
»—/ dy/af H{z) —-w/ dy/ zz R(z)+ Chr =0y

Conduzindo uma nova integracio por partes. somos levados a-

\ VI A A
) = —F——/ dy y F /dny(yHg/ dy Glyl = 5 | iy y Higi -

o L, 1L ., 1 . 3/F R
glx) = §F—§IF--§IG7—E/E dyG(y)_é/ ny/ iz H -l 224

1 -m' o 1 z Y \a B
ﬁ;ﬁ/ gyyH{y}+§ / dy/ dr z Kz} + Cax +

>3

e}

Levemos agora as equagdes (2.23) e (2.21%m (2.14) para qQUE POSSAINGS DHIEr 1

1 1 1 /F 1 1oy
) = -F - 2G—> | d N — = | dy oy Ryt =295,
i) 3 8G 8/ y H{y) Si”/a dy Riy) 8/ dy y RBlyi =2

_‘Clﬂ’f - Cg

De posse das equaces que determinam g, h e r em termos das condicoes de conrorm

fornecidas. podemos, entdo. encontrar f, bastando que para isso levernos as BOUACOes

(2.25}.-12.24) 2 12.22) em (2.3}, 0 que nos d4:

1 1 1 3/ :
flz} = 5F-§IF’+§$G—§/ dy G(y) “:/ dyyH(J“‘ 1226

z 1 , z
1‘/ H_/ dy/ dz Hiz ~—§ / dy Riy)~
~R(‘ Vot



“_/ dyf CoI—Cq

Agora que jd sabemos escrever as funcdes £, g, h e r em termos das condicces-de-
contorno F. G, H e R, temos que a solugiio da equagio O*%(z:t) = 0 & dererminada

segundo a expansao:

Ulzit)=flz —t)+giz+8) = {z —¢t) Az + ty+(z+t) rlz 1) (324 207

2.2 Construcao da Solucao Final:

Utilizando a mudanga de varidveis Tixit) = V(& n). podemos reescrever g BN
(2.27). na forma :

Vi{gin) = FIE) + gln) = Ehln) + nr().

Aplicando a mesma expansio nas equagdes (2.26). (2.25). (2.22) e {2.24) = naltiph-

cando estas duas wltimas por £ e n. respectivamete, encontraremos:
o 1 , L3t 1 .
HE = SF - "EF( - —EG(; - / dy Gly) =3 | dyy Hiy -

1 L
.—Ig/ady Hy)——j dy/dH gg/adb’R(W_

i Loge g \ .
+= {/ dny(y}——gf/ dy/ déR(z)—g/ dy zz Riz) - a8~

l l ! 1 '3 [~
otn) = (U)“gﬁf—(f?)*g ‘n)w Gty e g [y [ -

= ‘nd Hiy Ll iz R(z)+ Can+C

, 1 n 1 n ¥
éhm)=—€F(n)4~—€G(n)—§§ dyH(y)ﬂg‘S dy | dz Riz)+ C\én+1

16



3 £
nr(§) = néF’——nEG—— / dy H(y é—n&/ dy R(y)—é—n/ dy y R{y) +
—Ciné — Cym.

Substituindo estas quatro ultimas equacdes em (2.2}, e organizando convenientemento

0S8 termos:

. 1
(§“U)Ff7?)?—§(~f—?7) G(& +

P—*OD;

1 , 7 ' ST
3l =) Gin) + I.Z dy Gly) + §/ & yHy) - <8 |G Hi -
1 < 1 /" "y | 1 ) £
fg(cf - fz)/ dy H(y) + 3 W) dz Hz - e - / dy R
1 & ’ ‘ 1 7 Yy ‘ 1 /7 Yy
gl&—m | ayyR{y - s¢/ v/ de Rlz)+ §/ dy/ dz zR(z).

o . £
Integrando por partes: j, dy yH(y) e [ dy yR(y) e. novemente arrumando os teries

de maneira conveniente. chegamos finalmente & solucéo:

-~ . 1 ... 1 1 o 1 ’
Fi&n = ?Fi\tf,):*;F(ﬁ’.f g(f—f;’) F(5/+§{f"ﬁ) Fin) - (324
L L 3 7 1 0
_g( n Gig - +zlE-n) G('WJ+I dy th‘—§‘\,f“'ﬂ ty Hiyi—
] e E h f
1 " Y 1pm Yy
+= 7?/ dU/ dz Riz) - —f dy | dz R(s)—:—g dy/ 2 zR(z).

Observemnos que a solugdo final. escrita em termos de integrais definidas. pode-nos
dar a falsa impressdo de que a mesma depende da escolha do pardmetro a. Entretanto.

traduzindo a nossa solugdo em termos de integrais indefinidas! . como na e UACAQ A Secuir:
o i )

- 1
U(&n) = _F(£)+%F(Tz)—*81~(é~n) F’(€)+§(§*~n) F'in) + (2.29)

!No Apéndice A, mostramos como traduzir a nossa selugdo de uma notacao de integrais definiday
para integrals indefinidas.



#56=1) G + 3= G+ ¢ [an ) - [aee(
~5(e=m) [ an H(n)+3(§~n)/dw(s) -56=m [ [ananrin +

_ég ) //a'sng ///dgdgdgfe ——///dndndn!?w.

veriﬁcamos. facilmente que a nossa solucao independe do parimetro a.

Mais adiante, discutiremos outras vantagens de escreverrnos as nossas solucdes eni
rermos de integrais indefinidas.

Podernoes charmar a atencdo. neste fechamento de Capitulo. que a solugio (2,207, apri-
senta problemas na sua interpretacio fisica’. ja que esta contém termos que dependenn
do tempo explicitarnente’, ou seja. a amplitude da onda descrita por esta equacdo tende
a se tornar cada vez malor com 0 passar do tempo.

No préximo capitule. continuarernos a nossa extensao do método de separacio de
variaveis, aplicando-o a uma equaciao de Dirac. onde também estdo presentes termos de

derivada superior.

?Como serd discutido em detalhes no Capiiulo 3.
JBasta lembrar que: £ —np = =2
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Capitulo 3

Extensao da Solucao de D’ Alembert
para a iquacao de Dirac em

Dimensao (1+1) :

Neste capitulo. procuramos introduzir um operador diferencial, o I’ Alembertiano, e
uma equagao de Dirac modificada. com o intuito de obtermos uma equacio de campe
espinorial com derivadas de 3* ordem[7]. {11]. tratando a solucio a partir do método e
separagac de varidveis de D7 Alembert.

A equagdo:

O,z f) =0, Y

expressa em termos de £ e n. a partir da mudanca de varidveis: Uiz ¢} = Vi< g1 pode

ser escrita sob a forma;

~ N
’a&. {Dl \
'—455(97] - | == O_.
0 ) \ %)
¢ que nos leva a:
&~
G u')r) —_ G
9 an ~



& ~
R

Estas possuem como solugdo mais geral possivel:

onde as solugoes L-Mover sdo: g). g2 e hy e as solucdes R-Mover sio: [y, faehy.

assSim:

; Sig) +¢

‘i(f:n)z ( 1 (1) +nhy (8)

2(n) +&ha ()

Ty

fi8)+

As condigbes iniciais que fixardo as fungdes f. g e h. sio;

Fix) ‘
= P{x:0.

Glz)
Jix) . d
) = —U(z:0],
AT"Y": dt
Lol d ,} i
Rix) &
Siz) at

Sabemos que:

A Tk (€
Vicn) =
S &) + g2 () + Eha ()
d~ SO g+ (€)= i
EI’(&U) _ ( Ji;\s)+91(7]')+ (&) =R (&)
~ o (&) + g5 (n) — ha () + £RY ()

Sendo

= = o L
Tomando W, £ d—dﬁllf em t = (), quando £ = 7 = 2. ¢ usando as condicdes iniciais

dt =~

20



fornecidas, geramos dois sistemas desacoplados: um parafi, g1, e hy; e outro para f,, o
! H A7 md

e hg.

3.1 Solugao da Primeira Equacao :

Para t =0, temos:

Flr) = fiiz) = ;(z) + 2 Ayl 5.2
Hiz) = —fi{z) + gi(z) = ha(z) — 2h| 2. RIRS
Rzl = fl{z) + gl(z) — 20\ (2) + ohVlx). (3.4
[solando 1, em (3.2), e diferenciando:
he)=F-g -z h 350
filzy=F — g —hy — 2k 3.0
flzy=F"—g) — 2R, — zhY 3.7
Substituindo a equagéo {3.7) em {3.4). temos:
1 1
Ay =-F"~-R.
1 4
o que nos conduz. uma vez que integremos esta equacho. a seguinte resposta;
I, 1/ ‘ -
41, o
Substituindo a equacidc {3.6) em (77)
1 1
Q’I:EF’%_;H—h. (3.9)



S(z) = f3 + gy ~ 2hy + zhy. (3.14)

Isclande f; em (77), temos:
flz) =G —go - zh,, (3,151
que. diferenciande, leva-nos a expressic:

f3(z) = G' = g} — ha_zh), | (3161

[¢5)

f. ( Gh’ . gq’ _ ')hi hf.'. ‘3' lTlf
Usando (3.16) em (3.13). temos:

‘ 7

@u)—?+%—x%. REE
de onde se comelui que
" G" J’ .
QEI{I} = + — /'L’ ”. fo 1Y
Substicuindo(3.17) em (3.14) . encontramos:
G" S _
hé:T_Z’ {5.20!

h.g(i?) = %G’ —é/ dy S(y) +C1A

[
1>
—

Levando (3.20) em (3.18). e integrando o resultado. determinamos 2. conforme segne:
1 l * .'n' l s =t SIS T
ga(z) = 3¢ 71 dy yG'(y / dy yS{y. 5 dy J{y) =+ . (3.22)
Encontramos agora.entao. fy, substituindo(3.22) e (3.21) em (3.15):

Loy g Lo o
folz) = gG + Z/ dy yG"'{y) — ;L‘/ dy yS{y) — 5 / dy Jly) = 13.23)
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1 ., 1 /=
_Z&Z‘G + ZCE] dy S(y) - ClCL' - Cg.
Finalmente. levando (3.23), (3.22) ¢ (3.21) na solugio
GalSin) = fal€) + galn) + € ha(n).

de maneira andloga ao que foi feito na segac anterior. podemos encontrar:

{

1, 1 1o ., L .
§Gf:,!.—;G{n)“l dy yG™| )+11/ dy ySly: =

(:
-l
v
-3

il

o

1 N UL
T5 | dy Jy)+ E[G ) - G *15/ dy Sty

[ntegrando por partes j;’ dy yG"(y). e apés algumas simplificacdes. conduzinios o
tlrima equacao i forma:

o

,_ 1 g 1 . ,
Ge\n)+1( -G m-~/_ dy ¢Sy + [

1 I - \
w3 [ Sy =35 [ st

wallin) =

L
[R]
s

Analogamente ao que fol feito com a equacdo (3.11). e pela mesma MOTIvacao”. rees-
creveremos nossa solugao em termos de integrais indefinidas, levando a equacio (3.24) o

forma

va(Em) = -G(é)*éG )**(E—n U)**//d«f(i’éSifl— (3.25)

n-//dncins )*"%(6“0)/dﬁb(ﬁ]‘r’i/!in]i”)
1
-5 [erig

Mals uma vez, podemos verificar que as nossas solugdes. (3.12) e (3.25). encoutrai

problemas em suas interpretagdes fisicas. por conta de termos que dependem explicita-

*Verificar a independéncia de nossas solugdes da escolha do parametro de integracio a.
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mente do tempo, fazendo com que a amplitude da onda cres¢a indefinidamente com o
passar do tempo.

No Capitulo seguinte, fechamos os exempios que nos propusemos a discutir nesta teseo.
huscando solugoes para uma equagdo de campo escalar que possul derivadas de 6%ordem

na equacio gue descreve a sua dindmica.



Capitulo 4

bExtensao da Solugao de D’Alembert
para a Equacgao [(PU(t:z) = 0.

Neste Capitulo. procuramos encoarrar soluces para uma equacao de campo escalar.
com derivadas de 8% ordem. ainda aplicando o método de separacio de variaveis o
D’ Alembert{6].

4.1 Parametriz¢ao da Solugio em R- e L-Movers.

Para a resolucio da equacéo

TP (z;t) =0, (1.1

urilizamos. novarzente. a conveniente mudanga de varidveis:
Uiz t) = W& n),

onde:



Reescrevendo a equagdo (5.1) em termos de £ e n:

5¥(57) _

—64 =0
8€3 o3 ’

considerando a solu¢do mais geral possivel desta equacio:
Vg = 1) +9(n) + Ehln) +1r(&) + &5 (n) + pu (<) (4.2

e fixando as seis funcdes arbitrarias. f g h.r.s e u. em termos das seguintes condicoes-

ide-contorno. para t = 0

Hiz) = %\D(t 0:x)
Rlz) = g;gﬁ(t:{) T)
Sizy = ;—;-(fx T}
Uiz} = 5;5@(_15—0 )

eSTAITOS ADos a Iniclar o processo de resolu¢ac de {4.1).
Varmos agora relacionar as condi¢es-de-contornc com a expressio de ¥ em terinos dle

f.gher.

d gf dg dh
— < e . S T T = Y —n—, . 2¢ -
7 P& Ty h(n) +r(S) q@f 285 (n)
9(33 N qau
:—5“5— +2nu ) - T?"a—gu
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@ ; = 2 2 2
au 9823 a U
+2u E)—4——-nm+ 57 v as
u( 3 Gt gn 5
d_‘q'@( . PF &y 2h 8r Fh &y
@ F\ein = o Om3 " on? - a8 "o T g
685 du 021:‘%650 .:: 52@‘3_ s Py
On 8 o on* " oans T ad
dt ~ a4 o Fr Fr P N
g UEm = pesdoun 0T o O
dt a on an o€ ont o€
s d*u Fu s 8%
+1225 11222 _g eZ =
o ad T g T N T By
o
- ol
CR 3 - Aty 4}1 S aah 3+
-3 YiEm) = 7L %9 —f5.o—:~nf —n—= +
3 aga ana 77 6 ana @f”
a3 &y & d“s
+20— - 20— + 10 - 10
Rl
20 L, Pu
° o O&?
Tomando ¥. £ 7, 5:2 L dci g j;: ¥ e & W no instante ¢ = 0
Flz)=f+g+zh+zr+ s+ 22u (L3
Glz) = —f'+¢ +zh' —ar' — h+r —2zs + 2zu + 235" — 220" R
Hiz) = f'4¢" +zh" + o 8 — 9 =95 + 2 - dgg — dgat ~ ol s i1
+zy!



Rz) = =f"+g"+ah" —or" — 38"+ 3" + 65 — 60’ + 6w — 625" + (4.6)

9
+z?s" — ru

fHF 1 H
Slz) = U = AR e g L1221 — Sy L (4T
-"8”' o, 2 i L ey it
IS T I8 — U
[/F(I) = “flflfl + gﬂf.’l o l:—)h!fﬂ + 5["‘”” —IL I’_h‘iﬂﬂ _ IT_HIH - 205/” _ EOU_”, __:“ |-£\\
101"?.5,”’ . IOI'SHU -+ I'}gnm _ zjumu
[solando fem (4.3) :
il il
flz)=F —g—zh—zr—-z"s - 2y . (4.9
Diferenciando:
fllzy = F—g —h—zh =7 —zr - 215 — %5 — g0 = Iy
R
)
Silzy = F"—g" —2h —gh” — 27 —zr" — 25 — 435 = (415
: 2
—z%5" — 2y — dru’ — 2
fifl(r) — FHI - glh‘ . 3[;11'/ _ :rhﬁl _ 3{;‘ - Irr‘n‘ _ 6‘5[ + '. 112
' " n 2wt 3 ons
—6u’ — Bzs” ~ Gxu - 75" — r u
ffh'f(:r) — FHH o gh’l.’ - 4}1!)7 _ Ihﬂ” _ 4?_«'.’/ _ IT”H _ 125,’.’ Al_- (-{0 }_‘j:
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9
—'].2'11.” - SISW i 8I‘U-m - I_Smr _ :z:gu””.

frie _ I iy =1 1 = I NN
[r) = FM = g™t s R g e (114

_QOSIH - Qou!h’ — 101‘3/.’.’1’ _ lD_’T,u”H . 323.’”” e

Levando {4.10) em (£.4), (4.11) em (4.5). (4.12) em {4.6). [4.13} em LTt e il oy

i+.3). obtemos:

F'— H =4k +dr' + 825 + 8z . 4G

EY - R 29"+ 22h" 60" + 1287+ 2gut < 22ty LT

FY o 8w QR = 8"+ 16zs™ 162w iy

FU U= 2g™ 2 9gh™ - 0r - 405" = Wan " — SNU
+2I‘.’.3mf!

O proximo passo é isolar r na equacio {4.13):

1o, T
r{zc) = SF’ =56 - g —zh — ' - 2z L1900
Diferenciando:
; 1 "o 1 ! " r/ Ll D o 2 D)
riiz) == 3F aG—g — A = zh’ - 225 - 75~ 421
—2u — 2zu
1 1 Y ‘ : i
rz) = S+ ;)«G” —g" = 2h" —zh" ~ 28—z - 1422



9
_I-SIII — 4u)‘ _ Q:L_u.’.'

1 !
ey _ i m 1t 7 ey .
rz) = aF T;G =g = 3K —zh"™ — Bs” — Grs™ &
_IZSM; _ G‘LLH i 2:2:‘11.”’
L 1 :
r””(r) — SFMU 4 SGM . gum _ 8um — D _ '.?SW B

2 i 1 I
=73 — AR — ph

Substizuindo (4.21) em (4.16), (422) em (4.17). (4.23) em (4,13} o (424} emy

CHegAImOs &

1 1 i :
IF”L3GI_IH-TQH%-I}I,”+J,'S’—2'&
]. 3 1 /. N /,
SE" SGY - SR=g" 3R Lok’ +8as < 225" < G
3 ,
‘Q*FWH -+ :];Gm -+ ég = gm.r 4+ 2R —zh" ~ Bs7 + Les™ =
[ ES [

'.‘—.L“.')-S'H” -+ SUH

éFﬂ.‘ﬂ + gGH” _ ‘;—C‘P —_ gH!H + Ih’«’h‘;‘l + 5hl.’ﬂ ";— IOSIH -

3,
‘i“"lOmS”H + s 17t o 10‘”’/”

(4237

-
[
o

o
1%

Como podemos verificar. a fungdo r foi eliminada nas passagens acima. O SISRSINTE

54380 ¢ eliminar a funcdo u. Para tanto. 1solemos v na equacdo (4.25)
I ¢ 3

1 14 1 /o, 1 lff 1 it l 2
u(r)z—éf: +IG —.—gH—mig ——§rh -5t
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Diferenciando:

1
n 2 m
—Is — xS
2
1 _, 1 1 1 1
u [I) — Fnﬂ e _PH" - i ot _ i e -
Q _,:J SH 29 h zwn- T
—37 —9re E.I.'._) tit
2
1 I 1 1 3 1
C.I.'\;‘ — __Fmﬂ . HGIIH . ) _ '—-r' n -
§° IV R g o - e

U')

stitwindo

coes:

LLI(.’I.') = Zp" Iyl + __H,' . _gw _

0 {4.30) em (£.26,. |

1 i 1 1

1
3 4 3 o 2

3
3 i T LN 1 RN
=387 — Jzs” — 5E7s

! oY 3 y 3
™ , 1 “ ; !
gf —g b __E.Li?’ “—ERZUH — Ih -5
3 3 1 :
EF " G”" - g Y 1_ég — gm.' SR
a2
~I"5
3 15 3 1
2 g e Lo S = ,'.'.w Lo
15 32 1B 732 |

Da equagéo (4

= D un
38 +

"8

.33}, tiramos que:

: 1 ' '3 rlH 1
ngp +§H TSRM Vs

32

1
T 4 "
n’ — ~xh -
7

dzs™

5
_.hh'l.‘ -
2 T

h”” N

t

T‘L_
ol
It

(431"

sh=
[
[RN]

(136



Diferenciando:

» 1_,., 3 3 1
glf (3:) —_ gFH! + gG{H.’ + gHH + gR! _ hm . mhm + (43,.{.)
"'"Q.I.Sm _ IZS.WI
iy N 1 1114, 3 1" l H 27
g"izy = §F ’—;‘—gﬁ +§R = 2" — A" - 25" (433

RN

—dzs™ — 175

Levando {4.36) em (4.33). (4.37) em (4.34) e (1.38) emn 1135,

1 1 1

[RSIRATORN

_F.’Hn‘ + -—‘G”I . _RI . +..L_S — ]LL”’ + 22 U:‘. ; L ‘._\(\ ‘
16 3 ERT: ’ Y
e
1 3 1 L 1
_FHHI o 2o ZF et o L 7= B PR, S 1
3 166 SFI i—R 16[' AT =65 = 2xs L0
Tomando-se A" am (4.39):
1 1 1 1
,”1’” II — _‘L]:‘HH . _Gﬂ‘h’ -RI — _5 _ QI‘S’H "J_,J::
AT 3 37 T 16 |
diferenciando e levando-o na equagao (4.40), chegamos 4 relacdo:
" 1 1 1 1 1 1
’“1.1’ _I:\] — _FHHI + _ 1 . —HIH . 1 “E— %SI + ——L—_ {4-42‘
= TRAET 32 647 B4

Como podemos perceber. esta dltima equagao nos fornece s escrito apenas em funcio

das condicdes iniciais. Isto nos permite. também. escrever A e ¢

condicoes iniciais.
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4.2 Determinagao de s, h e g:

Para concluirmos o proposto nc tltimo pardgrafo da segio precedente, COTegarmios por

substituir (4.42) em 4.41, de onde encontramos:

1 1 1 1 1
h.ffl ) \ e —-‘*'FHH . FH.’H + = i’h o G-’H/ _ —_L' YTt —
=) 16 39I SG 337 T
1 P 77 ]' ’ l -
—é-R -'-——-—L‘R ——S—g;)— zS5 —:-EEIC-

. . / [ . - .
Lembrande que zy'. pode ser escrito na forma {zy) — y. conduzimos nossa BTG
forma.:

3 )

F-’»’-’E'I‘J — F:’-’J’f _ F/H.’ 2 G-’h’ _ :{H . _JﬁA_l.;“
i 32 37 . ‘32G 39( 10 -
! 3o hy T
E\IH _KR_]__ R ———S“'—z Jr—'gjz*.uiA

Manipulando convenientemente as expressées (4.42). (4150 2 1360 cheoames o
D ! 2

i 1 3

1 L,
"'HI.Z,‘\) — _Fu Flw e )Fum - __GH = ﬁer . —,’:‘_;”’
ST h6 2 SR 64
3 Lospr 1,
Lo H - S -R—_ R — —r'R'+ —z5 -
s T3t T RS 15”
1oL, 1,
TS [
G4 54

7 3 1 17 3 Lo
m!—_ Vo= L F m ! + — ( 2 + G- = !'IG”, -+ — ?.l:')Gfll! 4 1
g +E T (B 64 ) - 2° " C T '
5 T ool 301 L
T 5 () AT 3 (28 T o
l 9 ! 1 UVrw
+— (X°S) + —z°U
51 (X5) + 51" "

Estamos prontos para iniciar as Integragoes que nos permitirdo determinar 5. 4 @ ¢,
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Integrando (4.42), decorre que:

1 1
S”(Z) — ___.FHH + _G.’H _ "“—HH RI + 5 “r'

64 Y TRy 245}
64 dyU()+C1
SRR G P U SR U S L
3L o= E-'—IF ﬂ-ac “EI‘I—ER*-S—Z/G a’yS(y;.—G—CL‘/a Lly/a (l’..[,';E;J:.-':{:Dl
*f-C;I“l-Cg

1 1

slr) = ~C—F ,6 :2 / dy Rly) ——/ a"y/ 4T

3 64
: / dy/ du/ dw Uw) _—le + Chr + Oy

[ntegrando (4.13), temos:

roo _ 3 i 1 I B ] 1 Nl 1 el 1 it 3 . T
airy = 3—{2‘ __ﬁrF ‘,—S—G ﬁﬁ rls ‘l—éf‘f e 1-513[ *TSH*— Cl
I 1 /': 1 L= .
———xR - _ | 4 — =5 — dy iy = D,
BT m ), WS gy [ a0,
4 5 3 1 1 ‘ 1 ¢ 4 l - [ ]' :
Mz = §§F ﬁg—‘) dy yF \y)+—Gﬁ3—9/ dy y& {,yj——H:-
1 /T . 3 , ’ R
T // dy yH"(y) - dy R(y) + d’y ylR'y) dy | dz Siz, -
Ja a S

*3‘2/ dey)~—~/ dy/ dz zU{(z) + Dz + Dy

Realizando integracées parcias em:

/ dy yF"(y),

/ dy yG™'(y).
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/ dy yH" (),
/dny’(y).

/ dy yS(y),

reTnos:
. 1 ! 3 1 1 i 1
Wiy = SF - —oF - G - =G - IH 4+ yH - 1R - P44
v 8 32 167 32 37T T g ’
e B CoLE
T3 J/a dy Ri{y) — ﬁz/a dy Sy — 19 /{I dy ,;/,: dr zUiz =D =
[0y + Dy |

onde. Ds @ uma constante que resulta das integracdes parciais efetuadas na =cuacio
ACHME.

Dererminamos. assim. a funcio h:

[¥e)

1 1 = 3 1 . 1 /-
alrr = —F - — yyF iy + =G - — dyyGHiy . — 2 ivH o, —
iz K = . dyyF iy - lGG o5 / Yyl iy 3 [ G

e

/ i

1 /7 1 S|
+— dyyH' iy} +-— | dyyR{y)—— [ dy | dz Rizi—
G / YyH Ly 16/(1 yyity) 4/a i

1 orE “Ji” o 1 /'Ed /‘y . E T ;Er‘- o

= va Ja
+ Dz + Dgi -~ [,

Realizando integragdes parciais. da mesma forma que no caso precedente. cheganios

Al

' 3 1 7 1 3 . A
Alry = —F - — ”:——u— ’A,-—HHﬂr—— dyH (y) = 1.0
hir) 39F 3O:I:F 20 3 G+ —=z 16/ yH (1) 4.5

v——-z/ dyR (1 )——f dy/ dzR(z) — / a’y’g/ dz51(z) +
6 Ja
- dg/ z [ dw ’U)U[\’LU-}‘T"SDII.Z:—DQI%* D]IJ,-DQ*'*DE
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o

Efetuando a integragao da equagio (4.44):

T 3 1 17 9 5

¢'(z) = EF”—gaxF”’+ax2F””+§5G’ 350"+ zQG’”!fEH:* (151}
_LE%IHI_S,_‘) H”—-vl-lg g:afyR(y) f—st—-?ﬁ R’~——/ dyyS {y) =
61 T S+€1~4 rdnyU(y) + B
g'(z) = %5 ’-ﬂ% ‘mdny”” +i/xdy Y )—é»ztrw
3; dyy@”(y)*‘——/ dyy* G () 16/ dyf 1y —
/ dyyH{Jfl—m/ dyy  H" { J]*i% &.I.‘J IJJ:R RR

Novamente. integrando por partes. obtemos:

23 1
!JJ:J - /__w f!_:___ .w: ____G.'____ /.'“_,H J'E:
gl F 3 F a1 °F - —G 163: =% G
3-de()‘lF l?’ a’/aR
- ' =g H — — - —
g/ “#HiTg 327 Y
1 /= . 1 1 1
+— yH(y) — — — a dzz : dyy* S (y) =
-‘L/ dyJR \7) 391' R'r 30 y] S ) 64 ]/ Ny
___ .,:,... r' + ' 1 E
6-{_- Ct':ljt‘/ ZZ [J Elﬂf E_'r' Kl
chegamos. entao, a:
i1 1 /* 1 * P 93/1
= —F - = “ — : : e dyG ()
glz) S‘EF 8/51 ayy F (y)—.—m/‘ dyy  F y )+32 yG ()

3 = N 1 "
16 a’nyi')Jr—/ de y*—/ dy/ defl izi+

1 fe I ,
2z 2 S dut H — o il dz dw R{w)+
8/@ dyyH (y) 32/ vy & (y) 16/3 y/ﬂ / w f{w)
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/dy/ dzzR(z —w;/ dyy* R (y / dg/ du/dwwsm-r
, L2 - i - 2rr : 2
_E‘I/a dy/a dézS’(,;)-{-gZ/a dy/a d/,/adww()(w)-riEl;r"j‘-

LB 4+ Esr 4+ Ey.

Mails uma vez, integrando por partes, somos levados a:

. d 1 11,15 i T .‘l_?,f‘ PR
_L](SL‘) = :'F — 3—9931.1‘— - —I F Eﬁ—/ dyG (y) — *STZ_IG - ar G - "7—:,-:)5:
3 3 , |
e dy/ dzH (= T /a dyyH {y) — 5t H+

sm»—w

T I‘u '
- /dy/ d:/ d-w-u,-S(w):—G%/ dy/ dzz75 iz +

G{y/ dz / diw w LIUJ ‘——E]_I: E} Eq = 55

Conseguimos até aqui escrever as fungdes g, h e r. em funcio. apenas. das condices
inicias. e de posse destas funcles e das equagds anteriormente determinadas podenios

segulr e encontrar as demais fungdes que nos faltam (u, f e r. nessa ordem:.

4.3 Determinacao deu, r e f:

Da equacado {4.29). sabemos que:

\ 1 177 1 7 1' 1 H 1 i l '3,""
u(m}ng _L:LG +§H—§g —§Ih —§~ 3

Substituindo (4.51). (4.48) e (4.43) na equacan acima, determinamos u.

Da equagao {4.20), sabemos que:

1 1
r(z) = 3F’—:— ;G’—g’ —zh — s ~ 2z
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€ uma vez que jd determinamcs todas essas funcbes em termos das condigles iniciais

somos, entao, capazes de determinar r.

Finalmente. podemos determinar f. pois, como podemos observar, da equagao (41.9):
Hz)=F~g-zh—zr—2% - 2%

faltava-nos apenas determinar v e r. antes de iniciarmos essa subsecdo. detalhe ({5l

Jd nos encarregamos, como visto acima,

4.4 Construcao da Solucao Final:

Agora que j4 sabemos escrever as funcées £, g, h.r.seuem termos das concicoes incinls
FoGH R SelUl temos que 2 solugao da equagao T2Wizi ¢ = 0 & dererminady SEU U

A exXpansao:

Vies = flo—t) s glr+t) (= Az~ ) = (2= f) riz — 1o 1
{ ; 2 .
I8 sz -t il — 1,

Urilizande & mudanca de varidveis W(z:t) = W(£. 1), podemos reescrever o ———

(+.24). na forma:

—

(&) = F&) +gln) + €a(n) +nr(e) + s (n) = n2uls)

Aplicando a mesma expansio nas funcdes f, g. h. r. 5. e s e mulriplicando as quar
- -~ ] . . . o
iltimas equacdes por &, 7, {” e n®. respectivamente, encontraremos. e aners Allelov:

a0 que foi {eizo na Segdo (3.1). a solugdo da equacgao(d.1):

g l _ 1 5 y —~ 1 1 T R I
LiEn) = 5F(é)+§F(n)+5(§—n)[F (n) — £ aéJ\—raLE—n) FRIS) = T
7 N 1 2y
*3—2(5“'@)lG(f)Tan)}—gZ(i—m G (&) = Cin)l +
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|
I
™
I
=
S
™
_t_
)
=
+
&l &
_:1 \
-3
[
&l
——
Q

55 €= [Hma+ Se-n)
rple=n7” [ R©s - 2= n// d«’;"dé——(g~n//!?u iy -
5

+§/// £) déds a’zf_«—/‘// dnd’ndn—_ .fﬁmz// iy
raple=n [ [ s deas - Lie —n/f/Rndndnmu
—%(f—'r))///R’CJd‘dsds—— (€ - n) /// ) dEdeds +
*“%"(f—f)‘g//‘/lm ﬂnava’n—{—w ~n// //R 01 dndadyedn —
/////[”*a\flsafdfds.——-/‘/ // /R’j)f*"ma,(’m/;

Mais uma vez. como podemos conscatar nesta ltima equagac. as solucdes das equa-
¢oes de campo parecem-nos indicar que a tentativa de implementarmos termos de deri-
vadas de ordem superior levam « solucées onde as amplitudes de onda erescem indefini-
damente com O tempo.

No capitulo que se segue. discutiremos as mplicagoes fisicas destas solucdes divergen-

res. tentande apontar possivels solucdes para evitar este COMpDOrTanenty.
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Capitulo 5
Anédlise da evolucdo temporal:

Neste capitulo, iremos levantar e discutir problemas que cerivam da extensdo remporal
das solugbes que obtivemos. tomando Gaussianas como exemplo de funcdes associadas as
condicdes iniciais dos problemas levantados nos Capitulos 2 e 3 . \Mostraremos. rarmban.
Gue os comportamentos destas fungdes. inseridas em nossas solucées, Jd eram esperados
a partir das solugles gerais dos nossos problemas.

Podernos verificar, nas equagfes (2.29), (3.12), (3.25) e (4.53). que a evolucdo ter-
poral de nossas solugdes, para O™U/(r:¢) = 0. tem uma dependéncia explicita no fempo

nultiplicando as furigdes fixadas como condicdes iniciais. Basta lembrar que:
£—n=-2¢ (5.1}

Usando a relagdo (5.1) . podemes levar (2.29) a assumir a forma:

o
N

FEn = gF@+ 3R+ [ancm -3 [acw +

///dfa"fng ///dndndnﬁ
+- tF

0 £t P+~ GE) - 71 Gl

L
41 / an ity - 37 [ B (©)+ 3 / [ dnniin +

41



o [ [asance

(3.12) & forma:

~ 3 1.1 1 7
wi(§n) = —F(L‘_,:)!——Fm}—!—_-/cinff(n)ﬂﬁfd.CH(c‘+

1 1 7
/]dnan / /d&de + tF( )—St/ dnR(n)

(3.25) A forma:

1
/d?’]J(T))"’;J/ dg](c)-’—

l\J|r—~‘

~ 1
w,(lin) = 4G(w*—G()

11 r . [
+lj / d&d&S({f)—l/ / dndnS {U}‘j":jf:.l/ dnSiny +

e (4.33) & forma:

- 1 4
Biem = F@%wJFmv*f/ win - [ Gigdes

—f//mg)dgdgd§+l—6/ ////R(n)dndndndndne
e
ST () F () - (G ) + G ) 4/Hm
+;/Hmm+z//3@@@¢4// S
2o [ [ ] [

*A_t/// §d§d§d§+ 2 [F" (&) + F (n)] +

.O ;
(W)



(3.12) & forma:

, 3 1
bgm = [ F g [ ) - 1/d§H<§>+

T
//dnan / /dfd St () — gt/ dnR{n)

(3.25) 4 forma:

~ 1.3 1 i
B = 1@(5;+—G(n)—r.—/dnJ 03 [deri9+
+-— / /d§d§5 - - //dnd?qb“; _—r /(5775*’117,;:_

e (4.35) & forma:

1 1
F’r})ilg/G(r] dn——/ (&) dE +

///R{%‘fdcd“_/ ////R(r? dndndndnds —
“/// d”d”d”ﬁ*/////ﬂté dedgdededs

-t F )~ F (] - 61 = Gl + 5t [ Higdg+

g / ”*“"//R@dfdé+ t//R ) dndn —
__t//// d”d"’d”d"?*_nf///R(n)dndndﬂ+
16

——t// / R{£) d§d§d§+ 28+ P ()] +

o
s
3

I\Ji —

i
Gl

Ut



510 O =G~ 3RO+ 7]~ 2 [ Rayane +

/R étg//S(g)dgder
+§t‘-’//5(n)dndn+%t2///U(n) dndndn — étz/‘//U( dEdl&ns -

Como o nosso trabalho ndo estd restrito a uma mera determinacdo de soluces o
equacCes diferenciais, mas propdem-se a encontrar funcoes de onda QUE Sejam, a0 meso
tempo, solugdes de equagdes que contenham termos de derivadas de ordem superior o
que sejaml compativeis com a descricdo de um problema fisico., devernos analisar esra
dependéncia temporal cuidadosamente.

O fato de que a amplitude da nossa fungdo de onda cresca indeterminacaumente,
sugere-nos um problema de energia ndo localizada!. Nio devemos. do ponto de visra
fisico. encontrar solugdes que tendam a crescer indefinidamente com o passar do rempo.
Restam-nos entao. duas saidas: ou as condicdes iniciais &0 tais que 38 termos que 3o
encontrem muitiplicados por t sejam nujos ou se amuerm mutuamente. ou que as funcoes
tornecidas pelas condigdes iniciais sejam funcdes. como por exemplo Gaussianas.que sac
fortemente amortizadas com o passar do tempo, ou seja, tendam a zero muito rapicla-

mente.

5.1 Andlise da Solucao Apresentada no Capitulo 2

Tentamos verificar como se comportava a evolugio temporal da equagio {2.29). forne-

cendo dois conjuntos de condicdes iniciais:

1)
Flg) = ™%,
Glz) = e,
H(z) = ™

'Ou seja, nosso pulso seria gerado com energia infinita.
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onde verificamos, como pode ser visto na Figura (a), que a amplitude da onda cresce

indefinidamente.

i)

Flz) = &=
Giz) = 0,
Hiz) = 0
Riz) = 0.

onde também verificamos, como pode ser visto na Figura ( b). que a ampiirude da onda
cresce indefidamente. '

A andlise dlas Tabelas (a) e (b). faz-nos perceber que a questdo matemartica que $e noes
apresenta referc-se aos limites de ¢ e x rendendo a infinito simultaneamente, No caso das
Gaussianas. para um dado ponto z. o limite assintdtico para t cancela o sinal Jo 10850
campo. Fntretanto, nas regides espaciais assintéticas, o limite * — o poderd fazer com
que a perturbagao cresga indefinidamente pois (2 — ¢) pode se manter finito. mesmo que

r— ¢ ef— oaq,

5.2 Andlise da Solugdo Apresentada no Capituo 3:

Podemos. facilimente, Veriﬁc.ar que as equagdes (5.6) e (5.4) admitem solucdes fisicamente
aceitavels. ou seja, tendem para zero, quando tomados os limites de ¢t — ac e z — ~c.
desce que fixemos condigdes iniciais tais que todos os termos multiplicados por poténcias
1o tempo sejam anulados.

Tomemes. come exemplo. a solugio :
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hiem = F@+ire e prey [are L [ag s s

_-t/arnmq //dndnﬁ //azgdgﬁ (€).

com as seguintes condigoes iniciais:

Flzy = 0,
Glry = 0
Riz) = 0
Hiz) = ¢

Desta maneira, nossa solucao reduz-ze a forma:

/dne ”Q-E/dfe K

Resolvendo as integrais, encontramos:

w (&)=

l\JI e

~ 1 1 .
Ui (&= v/mert(n) - 2/ erf(S).
Tomando agora. £ — oc & T — o, Ou seja, tomando, 7 — oc e £ — =0, encontramos:

) Lirgm{ffl &in) =0

5.3 - Andlise Geral das Solucoes de Derivadas de Or-
dem Superior em Dimensdo (1+1):

Em verdade, uma andlise mais atenta das equacdes (5.2}, {5.6), (5.4} e (3.5). mostra que

é possivel decompor todas as solugdes encontradas em termos de funcdes que sio solucdes
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do I’Alembertiano simples e que os demais termos estio multiplicados explicitamente
pelo tempo?.

Mals importante ainda & perceber que todas as funcdes multiplicadas explicitamente
pelo tempo sdo funcdes L-mover ou R-mover, ou seja. nio mudam suy forma com o passar
do tempo, apenas aumentam sua amplitude indefinidamente.

A partir do exposto acima. nio é dificil perceber que a proposta de anular 08 ternos
dependentes explicitamente do tempo € a unica vidvel. Portanto. a s0lugdo acdequada
s exigéncias de um problema fisicamente aceltdvel com equacdes que contenham termos
de derivadas de ordem superior em dimensdo(1+1), sio funcées associadas a solucdo do

D'Alembertiano simples.

9 " . - .
“Mostramos, no Apéndice B. que as solugbes gerals propostas para resolver cada um dos nossus
¢ g )
problemas, a partir de um pouco de manipulagao algébrica, jd indica que devemos procurar solucdes que
apresenten a decomposigio proposta nesse capitulo.
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Conclusao

Estruturar uma interpretacio e uma linha de raciocinio adequados  descrever os fend-
menos observados na Natureza, em geral. nao € das tarefas mais simples. Em verdade.
é trabalho que. per vezes, desafia vérias geragdes de fisicos na busca de um tratamoento
reérico acdequado.

Nio tencionamos estruturar um modelo. ou sequer wma linha de raciocinio que procurce
descrever com sucesso um certo fendmenc natural. Nosso objetivo & tho somente. como
citado em nossa Introdugao, formular e encontrar solugdes para alguns problemas tedricos
em dimensao {1+1) que nos permitam estabelecer um programa futuro que possa levar
alguma luz a0 tratamento dos ghosts provenientes da introducio de derivadﬁs de ordem
superior nas equagoes da gravitacao.

Podemos perceber a partir das equaces {3.2), (5.6). (5.4) e (5.3). a possibilidade
de decompor nossocs resultados em termos que sao solucac do D’ Alembertiano simples o
termos mulfiplicados por um fator explicito de tempo. ou a alguma poténcia do mesnio.
que nao satisfazem a esta condicao®.

Normalmente, quando se comeca um trabalho como 0 nosso. espera-se encontrar resul-
tados que permitam divagar a cerca de quais condicdes de contorne filtram as "impurezas”
que tornam as solugdes incompativels com uma descri¢ao fisicarnente aceitdivel.

Nossos resultados, entretanto, ndo permitem que se abra um horizonte muito ample
de especulagdes!. Basta lembrar que os termos de nossas solucoes que nio satisfazem

ao D’Alembertiano simples, sao fungdes do tipe L-mover ou R-mover e. por este motive.

40u seja. nao sdo solugdes do D’ Alembertiano simples.
1Como exposte no Capitule 3.
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A

descrevem pulsos que nio mudam sua forma com o tempo, ou seja, uma vez que essas
solugoes estejam multiplicadas por um fator explicito de tempo, a amplitude do pulso
por elas descritas crescerd incessantemente 3 medida que este evolui.

Esta andlise condena-nos a aceitar que, para um Universo de dimensio (1+1), no qual
existissern equagoes de campo com derivadas de ordem superior, a Natureza seria generosa
o suficiente para sempre nos prover condicdes de contorno que eliminassem os termos que
nao atendem as exigénelas da conservacio de energia, ouseja. a dnica parcela fisicarnente
aceitdvel de uma equagic de campo que contenha termos de derivadas superiores & a
parcela que é também solucio do D’ Alembertaino simples.

Esta conclusdo leva-nos inevitavelmente a estabelecer um programa furture que tenci-
ona verificar se a introducdo de derivadas de ordem superior em equagoes de caiapo de
dimensao (1+2) apresentam o mesmo tipo de decomposi¢ao apresentada nesse traballo.

Antes de fecharmos as conclusdes, nic podemos negligenciar. ao leitor, uma dltima
e atenta andlise das equacBes {5.2), (5.5), (5.6) e (5.4). Podemos verificar que as duas
primeiras destas equagdes, enquanto solucdes, nio fornecem um problema fisicamenre
aceltavel, pols fodas as fungdes fixadas pelas condicdes iniciais (F.G.H e R. no primeire
caso e F. G, H R, UeS no segundo caso), ou alguma de suas derivadas apresentam
um fator multiplicative do tempo. A tnica maneira de limpar estes termos & impondo
condigdes inicials trivials e. portanto. sem interesse.

Entretanto. as duas ultimas destas equagdes® apresentam solucdes fisicamente acei.
tdvels, pois podemo's, a partir de condicdes iniciais convenienternente escolhidas. anular
0s termos explicitamente multiplicados pelo tempo, e encontrar uma solucio éonverganrv
para posigoes e tempos assintéticos. Estas solucdes. fisicamente sensatas. correspornden
a configuragoes classicas que corresponderm, numa versio de segunda quantizagio, a par-

ticulas Intermedidrias de interacio de curto alcance.

*Onde: ¥ = ¢, & v,
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Apéndice A

Transcricao da Notacao de Integrais

Definidas para Indefinidas

Este Apéndice tem por objetivo mostrar, de maneira clara, o desenvolvimento algébrico
para se levar urna solugdo escrita em termos de integrais definidas em wma solugao escrica
em termos de integrais indefinidas, utilizando como exernplo a equacao (2.28).

A Idéia bdsica da transcrigio & lembrar que:

ou s&ja:

[3

7 1 &
(€ =m G+ 3 [y Gl gl - [ ay iy -
f I

] £ 8 k 1 n v 1o "3 .
+§77/ dy | dz R(ngg/ dy | dz R(Z)'i—g/ dy/ dz zR({z},
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onde:

=g wew =3 farom -2 [ac

b=—gt=n) [ dy By =~3c-0) [an Hi) = gle—n) [ o)

1 £ Uy
=51 [ dy | = R
8 a 43
1 /0
fszgn/ dyudy Riy) — /daR

1 ) 1 T 1 ' 1 '
Iy = gn// dedER (&) — é-ry/ / dada R (a) -—-8—776/ daR{a} + g;ya/ dali{a).

De maneira andloga ao que fol feito com a integral /;. temos:

. "
~-§/ dy/ iz R(z).
: 1 .1 L7 .ol '
I, = _gg dndnR (n) + gg//dadaﬁ(a) -+ gr';g / daBia) — g-fcf,/ dalR ()

Finalmente, manipularemos a dltima das tntegrais:

I ! nd ‘yd Ri{z)
5 = é/é yl =z T

I , _ ]
L=g [ dy /dyyﬁ(y) - aaaR(d)J :

Integrandoc por partes os termos entre colchetes, levamos a integral f5 a forma:

o= g fam Ry~ [ae [r@de- [ [ [antunnin s [ [ [ asceric -
—na/R(a)da+§a/R(a)da+n/fR(a)da—£/ /R(rﬂda

Apos efetuarmos integragdes parciais nos dois primeiros termos da equacio aciua.

e somando a equagao [5 resultante a [y, [, [y e [;. ja escritas em rernios de intesrais
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indefinidas, somos levados a:

Ve = F(E)+5F(n) = 3e~m) FE) + e ) F(g)
=516~ GO+ 16~ Gl + S [an Gl - ; [aecis

o 1 1 s
*8(€—m‘/dn H(n)+§(£—n)/d€ (f)—hg(f—m/ /rznd-r;f?:ff!+

mé(f—n)/'/dcfdfff(f)~:~i///d£d€d5fi(£)—E/"/‘_/'dndwinf?a’m-



Apéndice B
Decomposicao Geral das Solucgoes

Este Apéndice tem como objetivo mostrar claramente que as solugoes gerais propuostas
para cada uma das solucdes dos nessos problemas Jj& indica que devemos procurar por
solugbes que possam ser decompostas em bermos que sao solugdes do D'Alembertinng
simples, e que os demals termos sic funcdes propagantes multiplicadas pelo tempo. ou
por alguma poténciado mesmo, 7,

Podemos resurnir a formulcio dos nossos problemas negligenciando a informacao das

condigoes inicials da seguimte forma:

‘clj

O% &) = 0

UiEn) = F(&+g)
b)

ViEn) = f(E)+gn)+Enin) +nr():



8,00 (g9) = 0

g =
20§) + g2 (m) +Eha ()
d)
(&) = 0
T(En) = FIE=g(m+Ehin) +ar @)+ i+ pule)

Introduzimos aqui também. para fortalecer nossos argumentos. a andlise de uma

aquacao que contém termos de derivadas de 8%ordem:

M (&) = 0

Tign) = FlE)+g M +chin) +ar () + s () +n%uil = v () = i u (<)

Comecemos. entdo. por manipular o problema b):
P

A solucao:

DS =)+ g(n) +Eh(n)+nrid)

Sy

pode ser escrita da seguinte forma, sem perda de generalidade:

VG =[al) =)+ —nh(n)]+Eain) +nr(s).

onde:

D



[evando-nos a :

T(Em) =al&)+b(n) - (E~n)r(€) + (€ ~n)h(n).

o que. finalmente, reduz-se a: -

W (&in) =al8)+b(n) +2r (&) - 2n(y).

Manipulando o problema (¢):

B e = S &)+ g () + nhy (8) |
fa (&) -+ g2 () + ERz ()

podemos reescrever essa solugio na forma:

ande:

g2{n) = ba(n) — nhy(n).

Manipulemos, agora. o problema (d):

sem perder a generalidade da solucio, podemos SUpOr que:
f&)=alg) —Ep&) +Eul8).
g =60~ n+ns(n),
hn) =) —2ns(n),

r(&) =p(§) —26ulf).
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Substituindo estas fungdes em:

T (&m) = £ () +g(m) +Eh(n) +7r(§) +€2% (n) = u(g).
somos levados a:

Wign) = [a(8) = $p(6) + ule)] + [bn) — 0] + ns (] +

[y () = 2ns ()] + 7 [p(8) — 26u{&)) + %5 (n) + a1y

o que reduz-se a:

+(E=n)s(n) + (€ —ntuig)

finalmente. chegando a:

T(&n) = a{€) +hin) -2y (n)—2pic) +

+dt%s () + 4Pu ()

Por tltimo, manipulemos o problema (e):

Tomemos as funcoes:

F&)=a(@)—Ep(8) +68(8) - wle).



e levernos erm:

T (&) = f(E)+g(n) +En(n) +nr(€) + e (n)

Por fim. apds algumas manipulacdes, chegamos a:

26
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Apéndice C

Classificacao Geral das Equacées
Diferenciais Parciais de Segunda

Ordem

As equagoes diferenciais parciais basicas da condugdo do calor. da propagacio de ondas
¢ da teoria do potencial, estdo associadas a trés diferentes tipos de fendmenos fisicos: os
processos difusivos. oscilatérios e independentes do tempo ou permanentes. Par isro. rew
importancia fundamental em vidrios ramos da Fisica.

As equagbes diferencials cuja teoria estd mals desenvolvida, o cujas aplicacdns sdo
mals significativas, sio as equacdes lineares de segunda ordem. Todas estas equacGes
podem ser classificadas em uma das trés seguintes categorias: elipticas, hiperbolicas ¢
parabolicas, cujos protdtipos sio, respectivamente: a equacac do potencial. a equacio
das ondas e a equacdo da condugac do calor. Podemos, entio. afrmar que a investigacao
destas trés equagtes, traz-nos muitas informacGes scbre o comportamento das equagoes
diferenciais parcials lineares de segunda ordem mais gerais.

Por exemplo, podemos inspecionar os trés casos citados no pardgrato acima para
tentar identificar quais devem ser as caracteristicas gerais que devemos levantar de nma
equagao diferencial de segunda ordem, a fim de poder identificar a qual dos trés ripos

gerals ela pertence.
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Comecemos por analisar a equacio de onda:

1 &*T

Ve — 2
¥ v2 G2

= (),
e verifiquemos que esta equagao, possul quatro coeficientes associados as derivadas de
segunda ordem presentes na equacdo: trés associados A parte espacial e um associado a
parte temporal. Podemos verificar ainda, sem dificuldade, que a soma dos parametros
positivos e negativos presentes nas derivadas de segunda ordem da equagao correspondem
4 dimensao da mesma (n = 4): 3 coeficientes positivos(r = 3} e um negativo (s = 1).

km verdade, podemos afirmar que toda equacio hiperbdlica e;,tende a seguinte condi-
¢do: a soma dos coeficientes positivos {r) da equacdo, com os coeficientes negarivos(s}.
presentes nas derivadas de segunda ordemda mesma. tem que ser igual & dimensio
destaln).

Tomando a equacdo da conducio do calor:

2 —
VD - i 0,

podemos verificar que existe um total de < coeficientes. dos quals apenas trés aparecem
presentes nos termos gue possuem derivadas de segunda ordem. ou seja, a soma dos
coeficientes positivos (r = 3) com o0s coeficientes negativos (s = 0) presentes nas derivadas
de segunda ordem da equagdo, sio menores que a dimensao da mesma (n=4).

De fato, podemos garantir que toda equacio parabdlica atende a seguinte condigio:
a soma dos coeficientes positivos {r) com os coeficientes negativos(s).presentes nas deri-
vadas de segunda ordem da mesma, tem que ser menor que a dimensio desta(n).

Enfim, analisando a equagio do potencial (equagio de Laplace):
VT =0,

podemos verificar que temos um total de trés coeficientes presentes na equacao. dos quals

todos sao positivos e estdo presentes nas derivadas de sesinda ordem.
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De fato, podemos afirmar que toda equagao eliptica atende 3 seguinte condicio: o
numero de coeficientes positivos presentes nas derivadas de segunda ordem da equagio(r)
& igual & dimensdo desta (n).

Em resumo:

a) Equagces Hiperbdlicas: - r+ 5 = n;

b) Equacdes Parabolicas: - r + 5 < n;

c¢) Equacdes Elipticas: -7 =nes =0
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Lista de Figuras
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