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Resumo

Investigamos nesta tese varios aspectos da teoria quéntica de campos. No trabalho
mais relevante, estudamos as restrigbes a tor¢iao dindmica que surgem no contexto de uma
teoria quintica de campos efetiva. Este resultado é um exemplo de restrigiao a geometria
do espaco-tempo obtida através de métodos das teorias quanticas de campos. Outros
resultados incluem a construgao de uma nova versio de teoria com derivadas superiores e
simetria conforme local, sua contribuicio para a anomalia e o cdlculo das divergéncias a

1-loop para a gravitacdo quintica usando uma nova parametriza¢ao conforme.
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Abstract

Several problems of quantum field theory have been investigated throughout this the-
sis. The most relevant result is the analysis of the constraints on a dynamical torsion
arising in the framework of effective quantum field theory. We then present an example of
the restrictions on the space-time geometry obtained by quantum field theory methods.
Other results include the construction of a new version of higher-derivative theory wi-
th local conformal symmetry, its contribuction to anomaly and the derivation of 1-loop

divergences for quantum gravity in a new conformal parametrization.
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Introducao

Desde o surgimento da Teoria da Relatividade Geral (para uma introdugio ao tema, veja
1, 2]) até os anos 50, a gravitagdo era vista sob o prisma da interpretacdo geométrica.
Seu dominio de aplicabilidade compreendia os fendmenos de larga escala, quando pode-
mos desprezar os efeitos da Teoria Quintica de Campos. Por outro lado, os efeitos da
gravitacio sio ordens de grandeza menores do que os efeitos da Teoria Quéntica de Cam-
pos na escala subatémica. Deste modo, estes dois cendrios da fisica tedrica tiveram por
muito tempo dominios distintos.

O sucesso do Modelo Padrio (veja, por exemplo, [3]), que descreve as interagdes fortes,
fracas e eletromagnéticas, na escala subatomica, reunindo-as num formalismo unico de
teoria quintica de campo, serviu como um estimulo aos relativistas! a considerarem a
natureza quintica como uma possibilidade a ser explorada na gravitagdo. Além disso, e
de modo mais decisivo, os préprios progressos da Cosmologia e da fisica dos buracos negros
tornaram a gravitacdo gudntica um projeto de grande relevancia cientifica. O estudo dos
fenémenos préximos ao Big Bang ganham crescente importéncia para a compreensao
dos diversos aspectos da fisica tedrica. Nesta escala de altas energias, os possiveis efeitos
quanticos da gravidade nao podem ser ignorados. No entanto, apesar de muitas tentativas,

sugestdes e desenvolvimentos, até hoje nio existe uma teoria satisfatdéria da gravitagdo

10 termo "relativista” designa, normalmente, os fisicos especialistas na Teoria da Relatividade Geral

bem como em areas afins.



quantica.

Avangos na compreensdo da quantizacio de teorias de gauge, tais como o desenvolvi-
mento da quantizagdo Lagrangeana [4, 5], tornaram possivel a tentativa de se quantizar
a gravitagdo. Entre os aspectos mais técnicos, podemos mencionar o esquemé de regula-
rizagdo dimensional [6].

Nesta tese, vamos usar o formalismo da integra¢io funcional (integrais de caminho)
como método de quantizacao, e a agao efetiva como objeto central dos estudos. Em Teoria
Quéantica de Campos, a acio efetiva é uma quantidade que carrega todas as informagdes
sobre as fungbes de Green da teoria, sobre os efeitos quanticos e os campos classicos,
além de ingredientes necessdrios & investigacao da matriz S. A releréncia 7] oferece
uma introducio ao formalismo da acdo efetiva em gravitagdo quantica. Em geral, o
esquema perturbativo inclui as expansoes em loop, cujos termos podem ser representados
por diagramas de Feynman.

O Método do Campo de Fundo é a maneira covariante de estudar a acdo efetiva.
Neste método, a parte classica (background) e a parte quintica dos campos sio levadas
em conta de modos distintos durante o processo de quantizacao. Os diagramas de ”arvore”
representam interagoes puramente cldssicas (entre campos cldssicos), e o restante da série,
com propagadores dos campos quanticos nos loops, representam as consequentes flutuagoes
quanticas no fundo de campo cldssico (background). Referéncias-padrao sobre o Método
do Campo de Fundo podem ser encontradas em [7, 8, 9, 10, 11, 12}.

Numa abordagem perturbativa, a teoria quintica da gravitagdo apresenta uma difi-
culdade adicional em relagio as teorias de Yang-Mills e outros modelos renormalizaveis.
Uma das razdes é que a sua constante de acoplamento tem dimensao de [massa]™"), en-
quanto que, por exemplo, as constantes de acoplamento do eletromagnetismo e da teoria

de Yang-Mills sdo adimensionais. Como resultado, do ponto de vista da power counting,



a gravitacao quintica é ndo-renormalizdvel. G. t'Hooft e M. Veltman [13] mostraram pela
primeira vez, em 1974, que a teoria de Einstein pura (sem matéria) é finita a 1-loop na
camada de massa {on the mass shell), ou seja, quando os campos de fundo satisfazem as
equacoes de movimento. Ainda no mesmo trabalho, foi mostrado também que a gravi-
tagdo acoplada a um campo escalar perde a finitude on-shell a 1-loop. S. Deser e P. van
Nieuwenhuizen [14] mostraram, logo em seguida, que os contratermos a 1-loop ndo sio
nulos na camada de massa, quando o campo gravitacional interage com o eietromagne—
tismo, ou com férmions, conforme [15]. A ref. [16] examina as divergéncias a 2-loops.
Varios cdlculos com diferentes tipos de campos de matéria podem ser encontrados na
literatura, a saber: o primeiro célculo na gravitagdo pura num gauge nio-minimo [17];
calculos usando os diagramas de Feynman com diferentes parametrizacdes da métrica
[18]; o mesmo resultado de [13] obtido usando a representagdo local de momento basea-
da nas coordenadas normais de Riemann [19]; o cdlculo para a gravitagdo acoplada com
férmions de Majorana [20!; calculos no formalismo de primeira ordem {onde a conexao é
independente da métrica) usando os diagramas de Feynman [21], o método do campo de
fundo e a técnica de Schwinger-DeWitt [22]. O trabalho {23] calcula as divergéncias para
a teoria de Einstein-Cartan com uma corrente espinorial externa, e investiga o grupo de
renormalizacao on shell (veja também {24)). -

Assim como o estudo da mecanica quantica com campos eletromagnéticos de fundo
representou uma etapa importante para o surgimento da eletrodinamica quantica (veja,
por exemplo, [25]), a Teoria Quantica de Campos no espago-tempo curvo (com métrica
puramente classica) também constitul uma etapa na busca de uma formulagdo da gravi-
tagio quantica. Para uma introdu¢do & Teoria Quintica de Campos em espacgos-tempo
curvos, bem como suas aplicagdes, consulte as referéncias [7, 26]. Neste cendrio (campos

quanticos no background curvo), a renormalizabilidade, em geral, implica na adi¢ao de



novos termos & acao, com eventuais interagdes nao-minimas. Em gravitacdo quéntica, a
renormalizabilidade requer a introdugdo de termos com derivadas superiores.

As teorias gravitacionais com campos escalares vém sendo, ha dezenas de anos, exten-
sivamente estudadas, com motivagdes diversas. Por exemplo, o campo escalar de Higgs,
ainda ndo detectado nos aceleradores, desempenha um papel de grande importancia nas
teorias de gauge, seja em GUTs (Teorias de Grande Unificagio) ou no Modelo Padrio,
onde a particula de Higgs assume papel-chave no mecanismo de quebra espontinea de
simetria. Por outro lado, a composicio campo escalar-gravitacao, prevista pelas teorias
de cordas, faz parte de um contexto fértil do ponto de vista tedérico. Em Cosmologia,
o inflaton é o campo escalar que provoca inflagdo e assim parametriza este.importante
mecanismo. Assim, as teorias com campo escalar sdo particularmente importantes para
diversas areas da Fisica, desde Cosmologia até teorias de cordas. Como é conhecido j& por
30 anos [27), a teoria de gravitacdo acoplada a um campo escalar com simetria conforme é
equivalente, no nivel cldssico (veja o Capitulo 1), a Relatividade Geral. A simetria confor-
me, em geral, tem papel importante na drea de gravitagdo. No Capitulo 1, investigamos
aspectos de gravitagido quantica com simetria conforme e com um campo escalar.

Grande parte das peculiaridades matemdticas encontradas na quantizagao das teorias
de gauge surgem das suas simetrias. Neste sentido, as teorias conformes de gravitacao
demandam maior atengdo nesse aspecto, justamente por apresentarem uma simetria de
adicional, que é a simetria conforme. Podemos citar os trabalhos [27, 28], que abordam a
simetria conforme.

A simetria conforme nio é uma boa simetria no nivel quantico [29]: sistematicamen-
te, nas teorias conformes no background curvo, o tensor momento-energia, classicamente
sem trago, apresenta comportamento anémalo quando as corregoes quanticas sao levadas

em conta. O seu trago nio ¢ nulo devido aos efeitos quanticos da matéria [30, 31, 32].



Este efeito é a anomalia conforme, ou anomalia de trago. Para uma revisao geral so-
bre o tema, veja [33]. Em geral, as divergéncias a 1-loop ainda preservam a simetria,
mas nas teorias conformes com gquantizacdo da métrica o problema exige cuidado ain-
da maior. Suas divergéncias ndo sdo sempre conformalmente invariantes, como mostra
[24] em calculo explicito para a acdo com derivadas superiores. Imaginava-se, até entio,
que as divergéncias a 1-loop de uma teoria gravitacional conforme poderiam ser obtidas
usando-se a suposicao de que as divergéncias provenientes de duas acoes relacionadas pela
reparametrizagao g, —* gu, ¢° estariam também relacionadas entre si pela mesma repa-
rametrizagio (veja [34, 35, 36]). Usando a técnica de regularizagio conforme (proposta na
ref. [36]), na ref. [24] as divergéncias que preservam a simetria conforme sio calculadas.
Os resultados das divergéncias calculadas nas referéncias [24] e [37] diferem entre si, mas
se ignalam quando sdo sujeitas & regularizagio conforme. A equivaléncia a 1-loop entre a
teoria de Einstein e a teoria métrico-escalar conforme é investigada na ref. [28].

Um problema relevante das teorias quanticas de campos é a questdo da dependéncia
dos contratermos nos parimetros de gauge. Existemn muitos trabalhos que investigaram
diretamente o assunto na gravitagio quintica {17, 38, 39, 40, 41, 42]. Em [39], as di-
vergéncias a 1-loop para a gravitagdo de Einstein com constante cosmolégica previamente
calculadas em [43] sdo obtidas num gauge particular. Neste trabalho, aplicaram-se pa-
rametrizacdes do tipo gu — G + (=) Bu, ¢ — " + (—g)' h*”, mais gerais do
que as utilizadas em [13, 22]. Além de investigar questdes sobre anomalia conforme em
gravitacio quantica com derivadas superiores, a ref. [44] mostra que na gravitagio de
Weyl a dependéncia de gauge das divergéncias (a 1-loop) ¢ sistematicamente anulada pe-
las equagdes de movimento. Veja também [45]. A independéncia de gauge da matriz S
é condigao necesséria a consisténcia das teorias de gauge [5, 46]. Assim, verificar esta

propriedade para as diversas fixagbes de gauge é um requisito de importancia especial.



Em [38], a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [47] foi usada para confirmar a
dependéncia na fixagio de gange calculada em [17].

Calculamos (veja também {48]) as divergéncias a 1-loop para a gravitagdo de Einstein,
com constante cosmoldgica, num gauge conforme arbitrdrio. Para tal, usamos o Método
do Campo de Fundo, bem como o método de Schwinger-DeWitt [47]. Consideramos uma
parametrizacio da métrica quintica, similar & usada em [49], baseada na separagio do
fator conforme da métrica. No presente trabalho, a agio cldssica descreve a gravitagao de
Einstein (sem simetria conforme), mas o setor quéntico possui simetria conforme. Para fi-
xar a simetria, primeiramente usamos a fixagio de gauge h*, = 0, extensivamente adotada
nas teorias de gravitacio quéintica conforme [24, 35, 36]. Como forte teste de consisténcia
do procedimento k¥, = 0 e como verificagdo dos cdlculos, obtivemos a independéncia das
divergéncias on-shell no pardmetro de gauge conforme.

A anomalia de trago, prépria das teorias conformes, exerce um papel de grande re-
levincia em Fisica [7, 26, 33]. A anomalia de trago pode ser interpretada como um efeito
quéntico da matéria ao ser quantizada no espago-tempo curvo (métrica de fundo). Esta
correcio ao tensor momento-energia tem influéncia no espago-tempo, caracterizando o
que é normalmente chamado de back reaction. Uma das aplicagtes da anomalia e da agéo
induzida é a obtencio sistemdatica, em [50](veja também referéncias internas), do resul-
tado padrio para o efeito de Bekenstein-Hawking [51, 52]. Também, o estudo da agdo
induzida procura investigar a relagio entre a entropia de Bekenstein-Hawking e a agao
gravitacional. Uma revisio sobre o tema pode ser encontrada em [53]. Podemos citar
também [54, 55, 50, 56], como trabalhos dedicados & abordagem semi-classica do efeito
Hawking.

A acdo induzida por anomalia sempre traz as contribuigoes nao-locais da distribuicao

de energia da matéria quantizada. Cabe ressaltar o importante papel dos modelos de agdo



induzida em Cosmologia [57, 58|. Dentre os trabalhos que incluem tor¢ao, podemos citar
[57, 59]. A integracao da anomalia de trago nao especifica completamente a acdo induzida.
Um dos primeiros avangos neste sentido foi realizado nos trabalhos das referéncias [60, 61],
onde termos nio-locais foram obtidos na agdo induzida, bem como um novo operador
diferencial (atuando em campos escalares) de quarta ordem, que possui simetria conforme.
Em analogia com a agao de Liouville-Polyakov [62], este operador tem papel relevante
nas acbes induzidas quadridimensionais. Generalizagdes foram realizadas em [63], onde
operadores conformes agindo sobre tensores foram calculados. A referéncia [64] traz novos
progressos com relagao a {60, 61], construindo a agdo induzida com uma expansac nao-
local em poténcias das curvaturas, obtida até a terceira ordem. Construimos, no Capitulo
2 (conforme [65]), um operador diferencial de terceira ordem nas derivadas, fermidnico,
conformalmente simétrico. Calculamos também as divergéncias a 1-loop da teoria com
derivadas superiores, bem como a anomalia de trago correspondente. Sobre o estudo das
teorias fermidnicas conformes com derivadas superiores, podemos citar [66], que analisa
aspectos de teorias de férmions com derivadas superiores bem como sua Invariancia no
espago plano com respeito ao grupo conforme (generalizagdo do grupo de Poincaré).
Teorias com spins elevados costumam apresentar inconsisténcia na definigao da ano-
malia, decorrente da presenga de termos ndo-conformes [67]. Levando em con-ta os desen-
volvimentos da tltima década, podemos afirmar que estes termos dependem da condigao
de gauge e que, de modo geral, a defini¢do de anomalia para campo de spin 2 nao é livre
de ambiguidade. As teorias com derivadas superiores, em geral, podem gerar anomalias
conformes, mas possuem problemas com a unitariedade. Em [68], algumas propriedades
das teorias com spins elevados e das teorias com derivadas superiores sdo analisadas com
o objetivo de relacionar anomalia com a universalidade do grupo de renormalizagdo. Po-

demos citar também os trabalhos [69, 70] como importantes referéncias no estudo dos



aspectos de supergravidade conforme, bem como das anomalias, para diversos conteidos
de campos.

Como ja foi mencionado, a renormalizabilidade na gravitagdo gquantica exige a adigao
de termos com derivadas superiores para a gravitagdo pura. Assim, a agdo para uma
teoria quantica da gravitagio deve conter derivadas superiores da meétrica, além do ter-
mo usual de Einstein-Hilbert para assegurar o limite Newtoniano. Dentre os numerosos
trabalhos em gravitacdo quantica com derivadas superiores, podemos destacar os artigos
[24, 37, 45, 71, 72, 73, 74] e o livro {7] para uma introdugio e revisio sobre o tema. A
teoria da gravitacdo com derivadas superiores, gue pode ser considerada renormalizdvel
[73, 74], tem agio cldssica equivalente & agdo do vacuo de uma teoria de grande unificacao
(a 1-loop) no fundo de gravitagao. No entanto, a investigagdo de [73, 45] mostra sérios
problemas com a unitariedade, por surgirem no espectro particulas nao-fisicas (ghosts)
que, talvez, nio possam ser suprimidas por correcoes radiativas [75]. Sobre tentativas de
solucionar a questdo da unitariedade em teorias de gravitacdo com derivadas superiores,
veja [75, 76, 77, 78, 79, 80]. A ref. [79] propbe uma teoria sem ghosts baseada na des-
cricao da gravitagio em termos de um conjunto de campos de gauge do tipo Yang-Mills,
no formalismo proposto em [81, 82], no entanto a teoria nao é renormalizdvel. As inte-
racbes com a gravitagdo quintica com derivadas superiores podem provocar mudangas
no comportamento assintético para modelos de GUT [83, 84, 45]. A gravitagao quéntica
com derivadas superiores nao pode ser considerada uma teoria fundamental, mas em ge-
ral é usada como um modelo, ou como uma teoria efetiva para uma teoria de gravitagio
quantica desconhecida. Nas teorias gravitacionais, porém, néo é possivel solucionar os
problemas da renormalizabilidade e da unitariedade simultaneamente. Sistematicamen-
te, as teorias de gravitagio quantica (em guatro dimensdes) sempre possuem um desses

problemas, caracterizando bem o conflito renormalizabilidade versus unitariedade.



O formalismo da gravitagido quantica pode ser submetido ao cenario de wma teoria
efetiva. Sua aplicabilidade ¢ justificivel nos regimes,de baixas energias, onde os proble-
mas de unitariedade e renormalizabilidade ganham um aspecto flexivel. Em fisica teérica,
atualmente, a validade de um modelo estd vinculada & sua aplicabilidade. Deste modo,
a gravitacao de Einstein, por exemplo, deve ser o limite de uma teoria mais fundamental
para grandes distincias, e a0 mesmo tempo deve conter a gravitacao de Newton como
o seu limite para baixas energias. Para energias baixas, a propagagdo dos ghosts massi-
vos de spin-2 é negligivel, uma vez que suas massas sdo da ordem da massa de Planck.
Igualmente, a gravita¢do quintica deve conter a teoria de Einstein como um limite para
grandes distincias e deve ser um limite a baixas energias de uma teoria mais fundamental.
Neste sentido, todas as teorias de campo podem ser consideradas como teorias efetivas.

No momento, uma das teorias candidatas a teoria fundamental da gravitagao quantica,
a teoria das (super)cordas, produz a gravitagdo como teoria efetiva no regime de baixas
energias [85]. Mais especificamente, o tensor métrico é um campo previsto pela teoria de
cordas. Também fazem parte do espectro de baixas energias o campo escalar e um campo
de rank-3 (3-forma) totalmente antissimétrico, freqiientemente associado a um campo de
torgio. Se quisermos investigar teorias efetivas (bem como as consequéncias das suas
correcies quinticas), é natural e interessante incluir campos escalares e tor¢do na acao de
baixas energias. Neste trabalho investigamos, entre outros assuntos, a possibilidade de
formulacio de uma teoria quintica efetiva da tor¢do. Como veremos, a consisténcia da
teoria da tor¢io dindmica exige um acoplamento muito fraco ou uma grande massa (bem
maior do que a massa dos férmions) para a torgao. Neste caso, a tor¢ao nao se propaga
a baixas energias (na escala de energia das particulas do Modelo Padrdo). Assim, néo
podemos afirmar que a tor¢io definitivamente ndo existe s6 pelo fato de nao ser detectdvel.

No nivel classico, a gravitacio com tor¢ao foi objeto de extensivo estudo [86, 87]. Po-



demos encontrar vérios trabalhos sobre campos quantizados num backgmuﬁd de torgao
(veja, por exemplo, [88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96]). Da mesma forma que a teoria
quéntica de campos num background curvo constitui a primeira etapa para a compre-
ensao da gravitagio quantica, modelos no background de Riemann-Cartan também tém
importante apelo no sentido da formula¢fio de uma teoria quéntica da torcdo. Investi-
gagdes pioneiras sobre campos quantizados interagindo com a torgdo foram realizadas em
[57, 97, 98, 99], onde o estudo da renormalizacao obteve destaque especial. De modo
geral, a analise da renormalizabilidade requer acoplamentos nio-minimos da matéria com
a tor¢io. Sabemos que a interagfo minima entre a matéria (férmions) e a torcéo realiza-se
efetivamente entre o espinor e a componente axial da tor¢do. A referéncia [100] propde
um modelo no qual o campo vetorial Abeliano interage com a torgao. E interessante citar
a referéncia [101], na qual a torgio ndo é analisada no contexto das teorias efetivas. Ao
invés disso, a torcdo é formulada na acfio bidimensional que descreve as cordas, com a
intencio de evitar alguns problemas cldssicos da teoria das cordas.

Partindo de diferentes tipos de acoplamentos, diversos artigos investigaram a possi-
hilidade de deteccdo da tor¢io em experimentos variados, escrevendo convenientemente
as equacdes de movimento no limite ndo-relativistico [102, 103], ou usando as transfor-
macdes de Foldy-Wouthuysen apropriadas® [106, 107], encontrando limites superiores para
os parametros da tor¢io. Os limites superiores para a massa da torgao tambeém s8o es-
timados usando equagdes do grupo de renormalizagio e vdrios experimentos conhecidos,
em aceleradores e em fisica atdmica [108].

Além das diversas motivacdes para a inclusio da tor¢do como objeto dindmico nas
teorias quanticas de campos, é natural admitir sua existéncia como uma c;)nsequéncia

da teoria de cordas. Em baixas energias, isso implica na necessidade de formulagio de

2A versio exata das transformacdes de Foldy-Wouthuysen para o caso de campos de fundo constantes

podem ser encontradas em [104, 105].
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uma teoria quintica da tor¢io dindmica. Em trés dimensoes, o estudo da torgao oferece
uma vantagem adicional, que é a introdugao de dindmica & gravitagao pela torgdo®, que é
um campo associado a geometria. Para o estudo da torgdao dindmica em trés dimensdes,
o leitor pode verificar as referéncias {110, 111]. Em {110] a gravita¢ado com tor¢ao sem
acoplamento com a matéria é analisada, bem como os aspectos, no nivel de "arvore”,
relacionados & unitariedade; e em [111]| termos com derivadas superiores da métrica sao
introduzidos na agéo para a torcdo acoplada com férmion a fim de dar dinamica a torgao
(o 1inico grau de liberdade da torgdo que se acopla minimamente ao férmion nao possui
dinamica, em trés dimensdes).

Embora as condigdes de renormalizabilidade e unitariedade sejam mais severas em
quatro dimensdes, ha muitos trabalhos que investigam uma agdo para a torgao dindmica,
[79, 82, 108, 112, 113, 114, 115, 116]. A ref. [115] propoe uma classe mais abrangente
de agbes para a tor¢do (dindmica) com gravitagio sem ghosts, em comparagao com [114].
Em [79, 112, 113, 114, 115], o principio seguido é a unitariedade, e conforme [112, 115],
0 preco pago é a nio-renormalizabilidade por contagem de poténcias. Para uma revisio
geral das teorias da tor¢io, consulte {117]. Se estamos interessados em investigar a tor¢ao
como urn objeto fisico (e portanto detectavel), devemos considerar uma agio que descreva
seu acoplamento com a matéria, constituindo um sistema férmion-tor¢do. Como podemos
verificar (veja o Capitulo 3), somente a componente axial da tor¢éo se acopla minimamente
com os férmions. Além disso, de acordo com [116], somente os termos quadraticos na
derivada sio relevantes no estudo dos efeitos da tor¢ao a baixas energias. A propagagao
simultanea dos modos longitudinais e transversais do vetor axial quebra a unitariedade,

analogamente ao eletromagnetismo (veja, por exemplo, {118]).

Na busca de uma acfio para a torgao, em [108], foram considerados os dois critérios

3A teoria da gravitagao de Einstein no vécuo em trés dimensdes € umna teoria topologica, sem dinamica

(veja, por exemplo, [109]}.
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de consisténcia (renormalizabilidade e unitariedade) na procura do termo cinético para a
tor¢do. A remormalizabilidade exige a propagacgao das contribuigoes transversais, além de
um termo massivo, assim a unitariedade descarta as contribuigdes longitudinais da acio.
Nesta tese (veja [119]), levamos em conta esses termos {do setor axial) para o clculo com-
pleto das divergéncias a 1-loop. Convém mencionar que a ref. [108] introduz um campo
escalar na teoria, com acoplamento de Yukawa, e que o setor escalar demanda a adigao
do termo cinético (8,5*)? para assegurar renormalizabilidade. Este termo contém modos
longitudinais, que violam a unitariedade. Assim, na teoria com férmion, tor¢ao e campo
escalar (no background plano) o conflito entre renormalizabilidade e unitariedade, que é
propriedade caracteristica da teoria de gravitagdo quéntica, sempre existe. Um aspecto
interessante é a diferenca entre a torgio (vetor axial) e o campo vetorial acoplados com
espinores, que pode ser revelada quando fazemos uma reparametrizagio dos campos em
suas componentes transversais ¢ longitudinais [120] na teoria com o férmion e a tor¢io
e comparamos com o mesmo procedimento para férmion e um vetor (Abelianc). No se-
gundo caso (eletromagnetismo e férmion), o modo longitudinal do vetor se desacopla. No
entanto, no primeiro caso, a contribui¢ao longitudinal nio se desacopla dos [érmions. Isto
indica problemas muito semelhantes com a teoria composta pelos campos fermionicos,
campos escalares e campos de torgao, com acoplamento do tipo Yukawa. De fato, mos-
tramos em [119] que uma interagao qurtica fermibnica, necessiria & renormalizagao (a
1-loop), produz a dois loops divergéncias longitudinais, quebrando a unitariedade. Inves-
tigamos os valores relativos entre a massa da torgao e a massa do férmion que tornariam a
interagio quartica desprezivel no regime de baixas energias. Levando em conta resultados
fenomenoldgicos em [108], este limite inferior para a massa da torgio nio ¢ realistico do
ponto de vista das experiéncias modernas. Sem limites para a massa, a tor¢ao nao pode

ser quantizada no contexto das teorias efetivas.
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Esta tese estd organizada da seguinte maneira: No Capitulo 1, calculamos as di-
vergéncias a 1-loop da gravitagac quantica numa nova parametrizagao, e mostramos no
regime on-shell que as divergéncias independem do pardmetro de gauge conforme. No
Capitulo 2, construimos um operador fermidnico de terceira ordem nas derivadas, cu-
ja acdo correspondente para férmions livres sem massa possui simetria conforme. No
Capitulo 3, fazemos uma breve introdugio ao estudo da tor¢ao, com alguns detalhes da
tor¢do classica, e consideramos a condi¢ao de renormalizabilidade na busca de uma acao
para a tor¢io. No Capitulo 4, exibimos os cdlculos das divergéncias a 1-loop para os
setores pseudo-vetoriais e fermionicos; no Capitulo 5, escrevemos as equagdes do grupo
de renormalizagio (1-loop) para os acoplamentos da teoria. Consideramos, também, os
calculos das divergéncias no nivel de 2-loops com importantes consequéncias para a teoria.
Seguem-se as Conclusées Gerais e os Apéndices A, B, C, D e E, onde sao reunidos resulta-
dos, expressdes auxiliares e rapidas revisdes de tépicos necessirios aos desenvolvimentos

realizados nos cinco capitulos.
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Capitulo 1

Gravitacao Quantica e

Parametrizacao Conforme

Neste capitulo, vamos considerar a Relatividade Geral e o calculo dos seus contratermos a
1-loop, com constante cosmoldgica, usando parametrizacdo conforme da métrica quintica.
Mantendo o parametro conforme arbitrario, mostramos que o resultado on-shell para as

divergéncias ¢ independente da gauge conforme.

1.1 Acao de Einstein e parametrizagao conforme

Considere a acio de Finstein para gravitagio pura, com constante cosmologica

S = %f dz/—g(R+24), (1.1)

sendo « a constante de acoplamento, g o determinante da métrica (de assinatura (1, -1, ~1, 1),
A a constante cosmoldgica e R o escalar de Ricci, R = ¢g"R,, = 9" 9*® Roups (veja o
Apéndice A). Sob a transformagdo conforme, g — Juv = Guv - e2(z) podemos encon-

trar as relacies entre as quantidades construidas com a métrica original e as quantidades
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construidas com a métrica transformadas:

G == =g e R=¢e @R —600(z) - 6V, 0(z)V¥a(z)] . (1.2)
O simbolo V, denota derivagdo covariante no espaco de Riemann (veja a equagdo (3.1).
Substituindo (1.2) em (1.1), podemos obter, integrando por partes’.
4 6 2% L, 2,4
S= [dzy/—gq 5" VuoVFio+ S e R+ —Ae™ . (1.3)
K K K

Fazendo

o) = /12/k* - @) (1.4)

a acao (1.1) pode ser ser escrita do seguinte modo:
. 1 1 R '
S= [ dzv—g EV‘,QOV“@—!-ERW —f—ﬁAtp ) (1.5)

Esta acio descreve a teoria conforme métrico-escalar, conformalmente equivalente a Re-

latividade Geral. A simetria

G = g - €, =P (1.6)

compensa o grau de liberdade adicional do campo escalar.

O célculo das divergéncias da teoria (1.5) pode ser realizado usando as técnicas desen-
volvidas em [38] e [121], no entanto, o seu grau de dificuldade o torna invidvel. Ao invés
desse cdlculo direto, abordaremos a teoria de Einstein usando a seguinte parametrizagao

conforme no contexto do Método do Campo de Fundo

g,uu — g;w = 62‘7 [qu + h’#b’] ] (17)

L Assumimos que a fungao o(x) possui limite assintGtico nulo, assim como os outros campos, para que

o procedimento de ignorar termos de superficie seja valido.
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onde h,, and ¢ sdo campos quénticos e g,, é a métrica de background, que realiza todas
as operagdes de levantamento e rebaixamento de indices. Do mesmo modo que a simetria
por transformagdes gerais de coordenadas provoca degenerescéncia no operador bilinear
correspondente & agio (heat kernel), este efeito também é causado pela simetria conforme.
A razdo disso é a semelhanca entre a parametrizagao conforme e a transformagao conforme.

Pode-se afirmar que os campos quénticos, by, e o, possuem simetria conforme.

1.2 Parte bilinear da acao nos campos quanticos

Para o cdlculo no nivel de um floop, precisamos explicitar a parte bilinear da acdo nos

campos quinticos, representada a seguir
Rt

32)ﬂf d4a:\/_( W o ) H . (1.8)

[0

O operador H pode ser encontrado aplicando (1.7) em (1.1). Note que, sob a parametri-

zagao (1.7), podemos escrever

v —§ =/ —g e, R=¢%[R—600—6V,0V"0] . (1.9)

onde
Guv = Guv + P gt = g" — b+ BPRY, (1.10)
N BN (uémgm—ihmﬁwomﬂ), (111)

e h=guh*. A agio

1 _ 2
/ d*z~/~g { e*’ V,a Vo +t e*” R+ EAe‘l"} , (1.12)
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deve ser expandida em termos dos campos de background e dos campos quénticos, para
podermos extrair sua parte bilinear, H. Os objetos com barra sio construidos com a
métrica efetiva, eq. {1.10).

Vamos omitir a constante de acoplamento nos cdlculos procedentes. Por substituigio,

encontramos as partes bilineares dos seguintes termos:

[v~—g€e* ‘3#07“0](2) = —gV,,oVio, {1.13)

1, 1
V=ge AP = V=g (802+2ho+ - 1h,u,hw) A, (L14)

_ 1 1
[\/—ge’*" R] @ _ 20° R+ (ghz — Zhﬂyh“”) R+ ho R+
+ %R(” + 20RM 4+ R, (1.15)

onde R, R e R® s3o os termos da expansio do escalar R em contribuicdes de, respecti-
vamente, ordem zero, primeira e segunda ordem nos campos quanticos h,,. Subsitituindo

(1.13), (1.14) e (1.15) na agdo (1.12), obtemos

1 1
5(2) — fd4$1/g { 6V, oVio + 16[\0’2 + dAch + aAhz — -z—huyh'uvA—F

1

1
Sth - ihwh‘“’R +hoR+20RM 4 EhR“) } (1.16)

+ 20°R+

Para quebrar a degenerescéncia provocada pela simetria de gauge, é preciso introduzir a

acao da fixacdo de gauge,
Ser = é/d‘*mﬁxﬂxﬂ, (1.17)
onde
xp=H,— Vo e H,=Vsh®, +[V,h, (1.18)

e, 3 e~y sio os pardmetros de gauge. A fixagdo de gauge correspondente a Relatividade

Geral (sem simetria conforme) é recuperada ao assumirmos v = 0. A parte bilinear de
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Sar nos campos quanticos € achada através de substituicio direta e algumas manipulacoes
algébricas:
St(f:z}? = é/d%’\/fg {h'w (Quﬁv#va + ﬁga,@v,uvu + ﬁgpuvavg-l-
+ 829000 AP 4+ 29V 0V % 4 298V AV G
— YV, VHa ) (1.19)
Para escrever a expressio explicita da agio (1.16), é necessario obter

RM =V, Vi — Oh — ™R, (1.20)

R® = _poV,Vh®, — AV, V0%, + h* Ok, +
1
+ WLk = SV VR = VR RS, 4 VIRV Ry, 4

3 1
+ LYk VR, = SV s VR B Ry Ry (1.21)

Para que o operador bilinear seja minimo?, a escolha conveniente para os pardmetros de
gauge é o = 2, 3 = —1/2 e y = 2. Podemos obter, substituindo (1.20) e (1.21) na soma

de (1.16) com (1.19),

S 4 52— / Bz —g {W" (K ap(0 — 28) + My ap] B+

40 (—404 2R+ 16A) o + A" (g0 — 2R, + guwR+4Ag,, ) 0}, (1.22)
onde
1 1
K,uu,a,ﬁ = = 5,uv,oz,6 — 7Guvfop (123)
4 2
e
1 1 '
Mu.as = —70w,asR+ 2 (gvaRus gualos + gusBloa + gupHua) —
1 1
o ;1" (QaBR,uv + Q#uRaﬁ ) + gg,uvga,BR +
1
+ g (R,uavﬁ + Rua,u,ﬁ + Ruﬁ,ua 1 R,uﬁva) ) (124)

2Quando sua contribuigio de segunda ordem nas derivadas é proporcional a U
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onde utilizamos a notagio padrio, du. as = 3{Guadus + Jupgva), Para o operador identi-
dade no espago dos tensores de segunda ordem simétricos. Esse operador ¢ equivalente

a0 projetor no espacgo dos tensores simétricos.
Por conveniéncia, vamos separar o campo f1,,, no seu trago € na sua componente sem

trago: hy, = A + 1g#h. Assim, a acdo bilinear pode ser reescrita:

- 1 - -
S 4 g8 — f d*z/—g {h“*’ [zléﬂy,aﬁ(D—zA) +M#,,‘aﬁ] Rab .

- 1 1
+ A [~2R,]o+h I:W—wD+—A:| h+

16 8
1
+ h[—D+§R+4A}a+a[—4D+2R+16A]a}. {1.25)
Note que
- 1

(5#1;,0;,6 = 6uu,a,6 - i v Gap

é o projetor no espago dos tensores simétricos e sem trago, ou, equivalentemente, o ope-

rador identidade nesse espago.

1.3 CAlculo das divergéncias a um [oop

A expressio (1.25) possui degenerescéncia nos setores dos campos o e h, que pode ser
removida através da fixacdo da gauge conforme o = Ak, onde X é o pardmetro da fixagao

da gauge correspondente. Obtemos entdo

_ 1. -
s 4 58— fd“:z:«ﬁ—g{h“” [15%&3 (O — 2A) + My o5 | B+

+ R [_QAR.W] h+h [ b0+ 20,A +bsR) D } (1.26)
onde
b= = — A=Y by = = +2) +8X%, by= L+ 20 (1.27)
1 16 ) 2 16 ) 3 2 . .

19



Método de Schwinger-DeWitt

A técenica da expansdo de Schwinger-DeWitt [47] é 1itil para o cdlculo da parte divergente
da agdo efetiva a um loop, T, Veja também [7, 38, 72, 122]. A aco efetiva a um loop é

dada pela expressdo padrao

] §25[®] 1 -
r® = &y A ‘ — = { .
5 Trin g wmissi [ loso — 63 Trin H} (1.28)
onde ¢ = +1 para campos bosénicos e ¢ = —1 para campos fermidnicos-e sTr (que

serd utilizado ao longo da tese) designa a generalizagao do trago, Tr, para matrizes com
setores fermidnicos, bosonicos e mistos. Em (1.28), ¢ representa um conjunto arbitrdrio
de quaisquer campos (gravitacional, vetorial, fermidnico, etc). As letras ¢ e j representam
os indices relativisticos e internos, bem como a dependéncia das coordenadas. Como
exemplo, 1 — (uv,z) e 5 - (@B, y) para a gravitagdo. A operagdo Tr indica trago sobre
os indices internos e relativisticos (discretos) e integragio em = = y.

Na teoria em consideracio, as divergéncias podem ser calculadas usando o algoritmo
de Schwinger-DeWitt [47] para o operador iD-l—R#V“-I—fI, que atua no espago dos campos
correspondentes, de acordo com a equagao (3.40), apresentada no Capitulo 3.

Podemos multiplicar o operador H por um operador constante, de modo que o produto
tenha a forma € - H = 10+ P. Como as divergéncias de %Tr In {C‘ - H} diferem das
divergéncias correspondentes ao operador original por um fator global constante, podemos

redefinir H de acordo com H — C - H:

H=io+P (1.29)

e consequentemente, considerando o operador H correspondente a (1.26),

Ouv,ap 0
0 1
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~ 6;_;1),0:]8('—2[\ —_ %R) + ZQV'@RHQ + 2R#ayﬁ —4/\va
AR b b 1
_—Raﬁ ﬁA"Fﬁ"R“FER
onde levamos em conta as propriedades de simetria que a operagao de tomar o traco

possui. Assim, ao invés de escrevermos, por exemplo, gvo K. + Gua B + s Fua + Gup Ry,

simplificamos os cdlculos escrevendo 4,5 R,,. Vamos determinar o trago de pP.p. Sejam

kl = v af k2 = gvﬁRua ; kS = Ryauﬁ -
Obtemos
L. 5\°
trP-P = (2A+6) trk1k1+4trk2k2+4trk3k3+
10
- (8A+ 3R) (tl’klk2+ trk1k3)+8trkgk3+
2 1 2
8\ R#.,é‘“’ 3 Rog -+ [b"‘A §3R R] . (1.30)
1
E ainda,
trhiky =9 trkoky = RS, + R2 tr ksk 3R L
TR1K = TRaKy = 16 T K3ky = waB 9 T 1t
9 3 - ) \
tr klkg = ZR’ tr k’lk'g = —ZR’ trk2k3 R —'-R

onde os tragos foram calculados da seguinte maneira: Sejam A,  op € By, op duas matrizes

pertencentes ao espaco dos operadores que atuam no campo BM. Entao
trAB = gﬂu’p/\Ap)\,UTgaf'aﬁB#ylaﬁ .

Obtemos entao

L 132X [by 1Y’ by by
tr(P-P) = [Z__Z;T+(b1+6> R+ [18+ % 3b1 AR+
2 2
+ [36+22] A2+[%_6] R., 43R5 (1.31)
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Para o calculo de tr (Saﬁ . §op ), pode-se mostrar que, ao atuar sobre os campos,

& T 2R AriGva 0
(SAT)F‘V’Qﬁ = (1)#Vnaﬁ (v‘rv)\ - vAvT) - " y
Q0 0

e consequentemente,
tr ( Saﬁ . S\‘Qﬁ ) = —6R2

que coincide com o resultado correspondente ao caso da teoria de Finstein. Sabendo que

1 2 1 2
tr ( 180 [R,uuaﬁ R.LW] ) 18 R.Waﬁ 18R.UV

podemos finalmente exibir a expressao para I‘g}‘),

' - (n=4) 1 4X* 55
%TrlnH|div = B / d*z\/—g { —:RiAWJr ( ; ) R+
1

IS 18

59 A% by b2 2bobs by
— - 2+ 2R —= +9] RA
* (36 bl+6bl+2b2) +(b§ +3b1+) +

+ ﬁ+18 A? (1.32)
(5 +2) v} .

correspondente a (1.26):

b2
A expressdo completa para as divergéncias a um loop deve incluir a contribuigao da agao

dos ghosts:
Ffﬂﬂ = %T'r In H gy — 777 In M|y (1.33)
O operador M, correspondente 3 agio dos ghosts, pode ser encontrado através da equagdo

) 5x
(M)IJV = M#V 6]] - Rp)w

onde R,), sdo os geradores da transformagao de gauge
Ohy, = RuPé

com os quatro pardmetros £,. Para os geradores, somente as simetrias dos campos cldssicos

sao consideradas. Assim, podemos escrever
o — f _ 8P
Ryf = =60V, — 8V,
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Por substituicio direta, podemos escrever a expressio para o operador M:
M, =-46,"0-R,". {1.34)

O célculo da contribui¢do dos ghosts produz o resultado padrdo [13]

R {(n—4)
—iT'r In Mldiv = a a / dnﬂ'l\/ { E+ B R2 + — R2 } (135)
onde B = R2, ;—4R%, + R’ No espago quadri-dimensional, a quantidade | d’*:r v—gFEé

um invariante topoldgico, chamado de termo de Gauss-Bonnet. Reunindo {1.35) e (1.26)

na equagao (1.33), obtemos
(n—4)
I‘g?/ = —M—E— / d"z/—g {pl()\)E + pa(N)C? + p3 (W) R + pa (A RA + ps(M)A? }(1.36)

onde C? é o quadrado do tensor de Weyl, C* = E + 2{R;,, — 3 R?),

1 149+ 2384 + 1529672
pl(A) = Ton 2 H
180 (1+8X)
0 - 1 7+ 112) — 19227
PAY = 0 T 8?2
1 3+ 80X+ 115222 + 614473 + 10240)*

A) =
rs(N) = g 17 8 :
o) - 2 13+ 4320+ 5696X% + 31744)% + 6348817
Pad) = 3 {1+ 8r)
5+ 176X + 236822 + 133122% + 26624 \*
- : 1.37
P5()\) 4 (1 + 8)\)4 ( )

1.4 Discussao dos resultados

No célculo das divergéncias a um loop noés fixamos os pardmetros o, 3 e -y, mas deixamos
o pardmetro conforme, ), livre. Apesar da dependéncia complicada em A na expressao
(1.36), é possivel analisar sua consisténcia. A imposigdo A = 0 equivale a teoria de Einstein

com constante cosmoldgica, e portanto seu uso em {1.36) deve reproduzir um resultado
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conhecido. De fato, as divergéncias para A = 0 sao

2“(" 4) 7 53 13
rd) — /dﬂ v—g Ly T E+ —RA+10A? 1.38
div c z 1207 gt Tt T3 AT (1.38)

Este resultado é conhecido na literatura, podendo ser encontrado em [13] e em [43] com
constante cosmolégica. Além disso, podemos verificar que as divergéncias (1.36) sio

independentes de A no regime on-shell (R, = —guA):

(n—4) 53 58
(1) on— shell _ H n,.. 2 g
div ) [ { 45 5 } ( )

Assim, podemos ver que o procedimento de fixagdo de gauge A% = 0 € consistente e

nio é a origem das discrepincias entre os resultados de [24] e [37].
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Capitulo 2

Acao Conforme Fermionica com

Derivadas Superiores

Neste capitulo, calcularemos as divergéncias a l-loop para férmions livres sem massa
com derivadas de terceira ordem. Inicialmente, mostraremos que a agao correspondente
possui invariancia conforme para um unico conjunto de coeficientes do operador bilinear.

Exibiremos também a anomalia conforme da teoria considerada.

2.1 Simetria conforme

No Apéndice B, mostramos que a agdo de Dirac (sem massa) é invariante conforme local.
Nesta seciio, mostraremos que existe uma agio fermionica com derivadas superiores que
também possui simetria conforme local. Por simplicidade, consideraremos as transfor-
magoes infinitesimais. Vamos considerar a seguinte acio (Hermiteana) para férmions sem

massa.:

5 / d'ey/ 5 5 { 97D — Dl } (2.1)
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onde

D, = V,0+kRyWV” + RV,

k1 e k; sao constantes reais arbitrdrias e y* as matrizes de Dirac. Integrando por partes

e omitindo os termos de superficie, podemos escrever
S = /daﬂc —g ’i?ﬁ’)f“f)#w
onde
ki ko

- 1
D, = i(vﬂl:l +0V,) + kb RWVY + RV, + (Z + ?) (V.E).

Podemos simplificar essa expressio fazendo
1 1
E(V#D + DV#) =V, + 5[‘3 ’ v.u]
O comutador {O, V] pode ser determinado através de cdlculos padrio:

[D ; V#]lb - [vpv V#]pr + V"J[Vp ) V#]w =

1 (e 4 1 X
= ‘57 'Y‘BRaﬁpapva + Rﬂpvp¢ - E'Y '7‘8(va&.3#.0)¢1

onde usamos
(I - =T g -
V;ﬂ# = a;ﬂ[) + EW byzabw ¥ va = a,u";b - Ew bﬂwzaba

1
[v,u ) vvh[) - Z’TQ’Y’BRaﬁpu@b

Substituindo (2.5) em (2.3), e redefinindo os coeficientes, obtemos

YD, = +V,0 + a1 R, V* + as RV, + a3(V,R)],

(2.2)

(2.3)

(2.5)

(2.6)

onde ay = ki, az = k3 e o coeficiente ay deve satisfazer a3 = 9 + % — % como condic¢io de

Hermiticidade. Observe que o operador D, na agio (2.1) possui dois graus de liberdade

(em relagdo aos seus coeficientes), enquanto o operador em (2.6) possui um grau a mais,
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quebrando a Hermiticidade. Vamos proceder com o operador mais geral e posteriormente
substituir os valores convenientes dos coeficientes.

Considere a transformacgao conforme infinitesimal local
' ' a a. -
g = G = (14 20)g 5 Y= =(1-Dpe Fo7 =(1-DF. @7)

Vamos investigar se para determinados valores de a1, ay € a3 a agdo (2.2) é invariante
conforme. Devemos determinar a lei de transformacao para (2.2). Para tal, é convenien-
te exibir alguns cdlculos intermedidrios. Embora nossa atencao esteja voltada para as
transformacoes infinitesimais, o Apéndice B pode ser de grande utilidade. Da equagio
(B.11), que explicita a lei de transformagdo do termo V4, podemos encontrar a lei cor-
respondente para o caso em consideragio (onde os espinores tém peso conforme diferente),

desprezando poténcias de o superiores a 1:

: o 1 1 o
(V'(ﬂ,b) - (1 - "2') Vxﬂ/] - §V,uo_¢ - §2uav O'T,b- (28)
Consequentemente,
=\ a — 1 - 7 — a
(V) = (1- 5) Vi = 5Vu0t + 595, V%0 (2.9)

A quantidade V,3 possui um indice covariante e outro espinorial. Portanto, pode-se

escrever gue

ViVt = 0,V + 2w BVt ~ TP Vi, (2.10)
V.V = 0,V %w“buvuzﬁﬂab T2, Y, S (211)

Veja os Apéndices A e B para consultar as definicdes de T,y e w®,. Usando (2.8) e (2.10),

obtemos
: a . p
(V Vo) = (1 . E) Vot — 3V 0V + 5,0, V20V i+

27



. .
10 VooV = SV, V00 - -;_EVPVpVPmp (2.12)

As equagdes (2.8) e (2.12) sao suficientes para o calculo da lei de transformagio da agio

{2.2) submetida & transformagao conforme infinitesimal (2.7). Podemos obter

(py"V,09) = —(V.9y" Do) =
= —(1—40)V,py*Dyp - Vyopy* Oy — V9 y" V,a V"9 +
+ iV YLV eV + %VM‘QB’Y#DO"IP, (2.13)
($V*R,, VoY) = (1 — 40) gy R, Vo9 — -;_%“R,‘“Eypva -

1. ) _ )
- 'é“'l/)’)/#Ryuv O"I,b - 2¢7“V#V,,0V ‘t,b —

- Py'OoV ¢, | (2.14)
(V" RV %) = (1 — 40)ypy* RV i) — 69v* 0oV, ¢ + Py* RV .04, (2.15)
($v*V,Ry) = (1 — 40)Py*V , Rep — 209" RV yo0) — 6974*V .09 . (2.16)

Substituindo esses resultados na a¢io (2.2), e usando as identidades

- 1- -
iV ' En VieViy = *i?ﬁR’Y”Vnmﬁ + Oypy* Vo9 —
- VY,V ' Voy, (2.17)
—V, ¥ V,o VY = Y,V , 7" Viey + V,ugpy* Doy (2.18)
e
—%an@’y“Ru"EwV"adz = %@RW“V#aw - %ﬁv”R#VV”m/), (2.19)

encontramos, omitindo alguns calculos adicionais,

. , - ~ 1 a -
(YD) = (1 40)Py* Dutp + | —5 + 31 + ap — 2a;| PRY*V o9+

28



+ B~ — @+ 6a3] V" 0ot + [—6az — 2a; + Bag) @fy"ElaV#er
+ a1 — 1V, 9" V'V ot + [—ar + 1 9py* VIV 0V 2 . | (2.20)
Uma inspecao em (2.20) revela que a condigao de simetria conforme
(V=997 D) = v=g9* Dy (2.21)
s6 é satisfeita para o operador (2.6) para o conjunto nico de coeficientes
5 1

a, =1, a2 ==y e a4 =~ (2.22)

2.2 C(Célculo das divergéncias
A agdo efetiva a 1-loop para a teoria considerada é
I = — i TrIn(4*D,) = —% Tein(v*D,v'D,). (2.23)

E conveniente escrever o termo de maior ordem nas derivadas na forma minima, 0"

Fazemos
VD, Dy = DD + 544" | D, Dy (2.24)

Depois de longos cilculos, pode-se chegar aos seguintes resultados:

- 1 ,
Py [D,u, Du] = g'r“'rﬁ’r“'r"Ra,sp,\Rw"*D - 29*y'R,,V, VPO —
1
- %DRD = RO+ YR, V. VPO +
1 o
oy (ARﬂﬂvao[vv#]vp + 5 Foslu Rv}ﬂm) N
+ R0 — 207" RR,,V,V* + ... ' (2.25)

. 1
DD = O+ (21 + DR VYO — =977y Raguy Rao 0 +
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+ o OR"V,V,+ 20V, V,RFV?V, +
+ (ay +a2)R*R,,V, V" + (ay + a3)BRO +
+ 2(ap + a3)V, V,RV*VY + (a3 + 2a102) RR,, V*VY +

+ 2a,RO° +a3R°0O+ ..., (2.26)

onde termos do tipo Q***V ,V,V,, N*V , e P foram omitidos por nao contribuirem para
as divergéncias. Isso pode ser verificado pela andlise dimensional dos seus tragos. O

operador que estamos interessados é, portanto,
DD, =+ VYV, 04+ UV, V, + .. = H, (2.27)
onde

N 1

U9 = 20, R* + (2ay — E)RQW (2.28)
. 1

O" = amORY +20V,VAR” + (ay + a5 — 3)g* DR +

+ (af + o) R¥ R + 2(ap + a3) VIVVR + (2a10 + ap)RR™ +

a 1 a
+ (af - ‘23)9"”1%2 = 507"y Rop™ Rop — 513239“"” —
- @Y7 R,)R. ' (2.29)

Sabemos que as simetrias de gauge em geral exigem a inclusdo da ac¢ao de fixagio de
gauge e consequentemente a contribuigao dos ghosts, porém, a simetria conforme na acao
considerada nio constitui uma invaridncia de gauge no nivel quéntico, pois a métrica é
um campo de background que nao estd submetido a quantizagao.

Para o calculo das divergéncias correspondentes ao operador (2.27), é necessario uti-
lizarmos a generalizacio do método de Schwinger-DeWitt [47] proposta por Barvinsky e
Vilkovisky [38]. Podemos escrever

1

1
5 o

; (2.30)

Trin H = ——%Trlnl]s— %Trlnﬂ
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e ainda

Inf—= = zn{1+w"v V4 0"V,V, & }_
= f/”"v”v,,i Y, Y,
12 Y os
- %f/ﬂ”vﬂvyéfﬂﬁvavﬁé + ...
onde os termos restantes da série n3o contribuem para as divergéncias. Usando essas

expressoes em (2.23), obtemos

31 ) - 1 i . 1
i) _= 0 w i S o L
div 5 Trln O|gy — 5 —Tr { V#V,V, = }div 5 Tr { UV, V, B }div +
1 . 1 . 1 :
v af
g {V” ViVugz V" VaVarg } ' 231

Usando os tragos universais (veja [38])
i .- 1
—5Tr { VH V= } =
div
1

1 1. .
/d%v gtr {V”" (ERW - IEQ”I’R) + gV””’RW }

_t T 1 - 1y = Ty
2Tr{U V”V”D3 = T d*z/—gtr g, U

div

i - 1 - 1 i N 1
v af _ virafB —
1Tr {V“ V#VV“DQV V“VBmEP }d_ = ZTr {V“ v ‘V,UVV‘VC,Vﬁ—D_4 }d' =

1 N -
= 21—8-—6'/(1‘417‘\/ —gtr V#VVQ’BQ'#VQ.@, (232)

onde guap = Guv9op + JuaGvs + GupGva © R, = 1[V,,V,], juntamente com o resultado

padréo

3z 4 7 9 1 o 2
—— gy = —— — —-R*-Zn0 _
5 Trin | o /d V=g { 12012#,,&& 15R#,, SR -2 R} . (2:33)

podemos encontrar, levando em consideragio as contribuigdes superficiais!

1 - 1 _ -
T {gv#vuij + EDV'L‘# } y (234)

L As contribuicbes superficiais, no método generalizado de Schwinger-DeWitt, sdo omitidas no artigo

de revisdo [38] e consideradas na ref. [24].
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a seguinte expressao para as divergéncias:

1
D) = =2 [ @595 {alyp + BB, + 1B +60R) (2.35)
onde
7 1, 2 1
a = E@ 3 ﬁ 3a'1 - ga'l + 15 ) (236)
1 4 1
Y= —gaf - 4‘13 — 2a1a0 — 6111 - 5112 - g ) (2.37)
2 11
§ = 32 + 6az — 5 (2.38)

Podemos expressar este resultado em termos do quadrado do tensor de Weyl, C? =

CuvapC* ¥ = R, 5 — 2R2, + 3R?, do termo topolégico, E = R? —4R2, + R edo

nvaf uraf

escalar de curvatura, B*. Atualizando os valores dos coeficientes ay, a, e as, que satisfazem
a simetria conforme, o termo proporcional a R? se anula e obtemos as divergéncias a 1-loop

da teoria (2.2) para as condigdes (2.22):

£

(n—4) 3 6
rd - B /d”x\/_{——6‘2+ w0E £ R}. (2.39)

2.3 Discussao e o calculo da anomalia conforme

Obtemos as divergéncias a 1-loop para a teoria geral (2.6), e mostramos que para deter-
minados valores dos coeficientes ay, a; e a3, a teoria é conformalmente invariante, bem
como seus contratermos. Convém notar que a agdo (2.1) é um caso particular da teoria
(2.6), onde o Lagrangeano nio é Hermiteano.

Duas propriedades podem ser enunciadas a partir da anélise dos resultados. Primei-
ramente, os coeficientes a; e ay devem obedecer a duas equagoes lineares independentes
como condigao de invaridncia conforme. Portanto, somente um operador (2.22) é con-
formalmente simétrico. A segunda propriedade é a existéncia de uma classe de infinitos

operadores (todos sem simetria conforme e associados a uma agiio nio-Hermiteana) que
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geram exatamente as mesmas divergéncias conformes (2.39) com excegéo do coeficiente
de OR. Isso pode ser verificado pela inspecio de (2.38).

O célculo da anomalia conforme? possui uma relevancia especial por ser uma quan-
tidade que traz consigo efeitos puramente quinticos. Uma dificuldade que aparece no
cdlculo da anomalia conforme é o aparecimento de termos ndo-conformes na acio dos
contratermos para teorias com spins elevados, como por exemplo, a gravitagio quantica
(veja [24]). Nesse caso, a definicdo da anomalia conforme é ambigua. Na teoria conforme
(2.1), calculamos as divergéncias que preservam a simetria e assim podemos calcular a

anomalia conforme correspondente. A anomalia conforme é definida por

2 5T
——Gur
V=9 8

A agdo efetiva nio-renormalizada (TV = T — AS ) é formulada sempre em quatro

<Th, >=— (2.40)

dimensoes, devendo ser conformalmente simétrica, satisfazendo

2 o7
“——8uv =0 2.41
fﬂ* H ng/ ( )
Desta forma,
2 dAS

<TH, >=— (2.42)

Y
.f** H 59“‘}

onde AS sdo os contratermos. Considere a decomposigio g, — g€, onde g,, tem

um grau de liberdade a menos (carregado por ¢(z)). O determinante de §,, ¢ fixo por
det||gu || = € > det||g,.ll - (2.43)

Podemos escrever

O _99m 0 5.0 0 (2.44)

3o 00 dgm ™ eg

2Consulte a ref. [122] para uma introdugio ao tema.
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Vamos escrever os contratermos tipicos de uma teoria conforme,

(n—4)
As =F . fd"a:\/—g {wCz + bE + CDR} , (2.45)

em termos das varidveis g,, e o:

p](n _4)

AS = fd”a: —g ™ {WCT+HE + )+ c(OR+ )}, (2.46)

3
onde os termos omitidos sao funcionais das derivadas de ¢ [7, 61]. Usando (2.44) em (2.42),
e expandindo a exponencial em poténcias de (n — 4)o, obtemos, da dnica contribuicio

relevante (termo linear em (n — 4)o),

11 1
A5 _ _ - (wC? 4+ bE + cR) . (2.47)

S 2/7g b0 (4m)

Assim, os coeficientes da anomalia conforme sao os mesmos coeficientes das divergéncias

<TH, >=

a 1-loop da acdo do vacuo. A anomalia conforme associada As teorias conformes tem
a forma geral (2.47) que corresponde s divergéncias (2.45), sendo w > 0 e b < 0 para

teorias com spins 0, % el,ew<0eb>0para aagao do campo escalar com derivadas

quarticas
S = fdalﬂ,'\/*g(pﬁ(p (2.48)
onde A é o operador conforme descoberto por Riegert [61]:
2 v 2 1
A=0°—2R"V,V, + gREI — gva#. (2.49)

Podemos constatar que a anomalia conforme da teoria (2.1) é tal que w < 0e b > 0. Deste
modo, é natural supor que a introdugao de campos com derivadas superiores nas teorias
convencionais (vetoriais, escalares e fermibnicos) pode proporcionar o cancelamento da
anomalia conforme, devido & sua contribui¢ao com sinal oposto. Isto pode ser verificado,

conforme consideragdes a seguir.
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Suponha uma teoria com N, escalares reais sem massa invariantes conforme, N, /2
espinores de Dirac e N; vetores Abelianos sem massa. Considere ainda n4 campos escalares
reals com derivadas superiores (2.48) e ng espinores com derivadas superiores (2.1). A

expressao da anomalia resultante é (2.47), com os seguintes coeficientes:
1 1 1 1 1
= —=No+—=Nip+—=MN | — | = —
“t (120 TRy 1) (15”“60”3)’

1 11 31 7 3
by — — | — fl il i -~
t (360ND+360N1/2+180N1)+(90n4+40n3)’

S Ty (2.50)

Para obter as condi¢es de cancelamento de anomalia, basta anularmos os coeficientes w;,

e by, pois ¢, pode sempre ser cancelado pela introdugdo do contratermo finito [31]

Ct 4 2
AS, = —4 [ gt/ R, 2.
5 12(4@2] S (251)

Assim, a solucao para w; = 0e b, =0 ¢

1 1 ) 7 )
ngle—ﬁNl/g—gNg, n4IZN1+§N1/2+§§Ng. (252)

Embora o cancelamento seja possivel, algumas restrigdes devemn ser impostas: n3 e ng4
devem ser inteiros, Np -+ 4Ny < 8Ny, e Ny, Nyj e IV; devem ser miltiplos de, respecti-
vamente, 32, 8 e 4.

A relagdo entre a agdo (2.1) ¢ a agdo de Dirac é semelhante a relacdo entre o campo
escalar de quarta ordem (2.48) e o campo escalar usual de segunda ordem conforme.
Podemos sugerir a seguinte conjectura: Estas acoes representam as primeiras de uma
familia de infinitas agdes conformalmente invariantes com um ntimero par (para escalares)

e fmpar (para espinores) de derivadas em n = 4 dimensoes.
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Capitulo 3

Introducao as Teorias com Torcao

Neste capitulo, propomos uma breve introdugao aos aspectos classicos da tor¢do. Também,
como investigar uma agdo para a torgao dindmica, considerando, para isto, alguns traba-

lhos na literatura e cdlculos a 1-loop.

3.1 A torcao como objeto classico

Para textos mais completos sobre a torgio cldssica, consulte [86, 87, 117|, bem como suas
listas de referéncias. O acoplamento da matéria a geometria do espago-tempo, no esquema

minimo, é efetivado pela derivada covariante, definida pela equagao
Vg A% =03 A* +T% 5 A", (3.1)

para vetores contravariantes, onde ['*5, é a conexdo afim, que carrega quantidades da
geometria. Para definir a derivada covariante para outros campos tensorials, basta con-
siderarmos que o produto ¢ = A, ..., B* B¥? ... B¥ ¢ um escalar, e levar em conta
V,é = 0,¢. Analogamente as teorias de gauge, a derivada covariante é definida de modo
a preservar a invariancia de gauge da teoria, que € a invaridncia por transformagSes gerais

de coordenadas. Pode-se definir outro objeto geométrico, o tensor métrico, g,,, que define
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o intervalo (distancia) entre dois pontos infinitesimalmente separados. A métrica leva um
vetor contravariante no seu dual, covariante, que é representado com o indice rebaixado.
Numa linguagem simplificada, a métrica levanta e rebaixa os indices.

Na Relatividade Geral, a estrutura afim do espago-tempo é determinada pela estrutura
métrica supondo duas condi¢bes: a simetria I'*g, = I'*,3 e a condicdao de metricidade,
V.90p = 0. Estas condigbes asseguram a solugdo mais simples para a conexdo, dada

unicamente em termos da métrica,
gy = {ﬁa"r} ) (3.2)
onde o segundo membro da equagio é o simbolo de Christoffel,

1 fag
{ﬁa’)‘} = 59 P By 9p8 + O3Ggpy — 0095y ).

Podemos, num ponto especifico, zf = a* + Alz¥, fazer g,, = n,,,. Desse modo, a conexao
(3.1) nao exerce efeito fisico local. De fato, de acordo com o Principio de Equivaléncia,
ndo ha como detectar o campo gravitacional localmente.

Qual é o efeito da tor¢do na geometria? Ao abrirmos mao da simetria da conexao

afim, podemos definir a tor¢do como sua parte antissimétrica,

fuﬁ"f - fu"fﬁ =T%, #0. (3.3)

Desta vez, a condi¢do de metricidade Vg, = 0 nao vincula todos os graus de liberdade
da conexdo com a métrica. Os graus de liberdade independentes da métrica sao os graus

associados 3 tor¢ao. Da condigdo de metricidade, podemos extrair
s =g + K¥ap (3.4)
onde K”,g é a contorgao, dada por

(T — To"s — T5" ) - (3.5)

b | —

K'ap =
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Localmente, embora possamos anular as componentes da conexdo Riemanniana I 48,
o efeito da contor¢do permanece inalterado. Assim, contrariando o Principio de Equi-

valéncia, a torgao exerce influéncia local, diferentemente da gravitacio métrica.

3.2 Interacao da matéria com a torcao de fundo

Na Relatividade Geral, o comutador [V, V,] é nulo quanto atua sobre o campo escalar.

Na presenca de tor¢do, no entanto, pode-se obter
Vo, Vo] 0= Tap e, (3.6)

E conveniente decompor a tor¢do nas suas componentes irredutiveis:

1 1 ”
Topy = 3 (Tﬁ Gou — Ty Gap) — G Eafud + Gapp) (3.7)

onde gop, satistaz ¢%, =0 e s“ﬁ“”qaﬁﬂ = 0.
Em geral, considera-se acoplamentos ndo-minimos para o campo escalar real (veja

[117]). A agdo livre, com cinco paridmetros nio-minimos, & ... &, é

Sg:/d4\/—_g{%g””vavywﬂ—%mz(pzﬂ—%g&iﬂwpz}. (3.8)
onde
P =R, P=V,T% P=T,T% Pi=5,5% Ps=qap q". (3.9)
Para campos vetoriais, o comutador €é

{6’0 , %] A= T7 5 Vo AN+ R g A7 (3.10)

onde Rf\mg é 0 tensor de curvatura incluindo torgio:
Rrop = 0a 15— 051 + TH T, — T2 5T, (3.11)
Embora seja padriao o fato do campo vetorial ndo interagir com a torgio, podemos en-

contrar em [100] uma investigacdo que defende outro ponto de vista.
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3.2.1 Torc¢ao no espago de Riemann-Cartan

Vamos considerar a interagao com os férmions com especial atengao. Os efeitos da torgio
na matéria sao descritos pelo acoplamento entre os espinores e a torgio. O formalismo
adequado & descrigdo covariante dos espinores de Dirac é a geometria de Riemann-Cartan,
onde a métrica é um campo composto pelos campos fundamentais €4 (denominadas de

tetradas):
Guw = Tab €5y €, = €5 €au, (3.12)

onde = 0,1,2,3 ¢ a=1,2,3,4. Os objetos ¢, também satisfazem

a bu __ __ab
6”6 =n .

Pode-se fixar uma escolha para a conex@o afim e conexiao de spin imponda a condicao

de metricidade

Estas 64 equacBes permitem escrever as conexdes (64 graus de liberdade) em termos dos
campos fundamentais, e e Thas = f‘“ag — f“ga. Na derivada covariante espinorial,

introduz-se a conexdo de spin na presenca de tor¢ao:

v, &%, Tapt) (3.13)

=
It

O, +

Vup = O —

| Sl U Sl

O™ P, . (3.14)
A relagao entre &%, e os campos e, e T"4p pode ser encontrada quando impomos o carater
vetorial de ¢y*u:
YV ($v°9) = 0, (¥ ¥) + Ty ~ (3.15)
Obtemos
0,7 + T = 5% (1 Bs = ) (3.16)
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Multiplicando por v* = €+¢ e tomando o trago, temos
a a T 1 ~ g a c c
4e ‘5(3#66) + 41"““‘3‘u =, buefed tr (7 ’yd['ya, Y] = Y[ Ya ",/b]ﬂ,/d) , (3.17)

onde usamos a notagio f\aﬁ# = g% f"’,,#. Depois de manipula¢tes algébricas, podemos

b

encontrar a expressao para a conexao w®,, antissimétrica no par de indices ¢ e b:

- 1
o%, =W, + ZKQ’B” (eheP® — e2ef) | (3.18)

onde w®, é a conexiio de spin no espaco de Riemann-Cartan sem tor¢io,

ab

= o (B0, e0,e™) + 1T%, (P eaelt) (3.19)

4

ANy

u=

3.2.2 Acoplamento minimo entre tor¢ao e espinores

No procedimento de acoplamento minimo, substituimos as derivadas ordindrias pelas

derivadas covariantes na acio de Dirac,
S = [ dov=g 3 {3790 - Tty } (3.20)
Usando as equagdes (3.13), (3.14) e (3.18), podemos escrever |
VLY = YV + (3.21)
+ %’J}K"Aﬂ (ehe™ — efe?) ' Sopth
~Vui' Y = =Vt + (3.22)
+ %’Mﬂ,\,‘ (2 — 626™) Ty .

2

Por calculo direto, pode-se encontrar
DYV = Vi = 9y Vo~ V' — K (3.23)
onde
K = =g (= o) (7#77° +277) RNCER
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Apés algumas manipulagoes algébricas, obtemos

1 1
K = 1 wa Yy + ET,ﬁ“, (3.25)

onde T, = T%,,. Finalmente, encontramos
1 FI S LY
K = Z’I—'{uua}'}' T (326)

onde Tj,,q € a torgio totalmente antissimetrizada,

2

31 (T + Tog + Toas ) - (3.27)

Thwa) =

Somente a parte antissimetrizada da torcdo interage com os espinores. O vetor axial
5P = gmwobT ., definido em (3.7), carrega os graus de liberdade de Tj,.o. Assim, a
interacdo minima dos férmions com a torcao é expressa pelo acoplamento de um vetor

axial com os espinores. Pode-se obter a acdo de Dirac acoplada com a torgao de fundo:
Sy =1 /d4$v —g9 {7 (Va+ mTa+inysSe)—im] . (3.28)

O acoplamento é minimose 75 = 0en = 1/8. E conveniente enfatizar que a Hermiticidade

da acdo exige valores de 7 imaginarios puros.

3.3 Acao para a torcao dinamica

Considere a acao de Dirac com um campo Abeliano, A,, e tor¢do de fundo, para 7 geral

(acoplamento nao-minimo):
Sl/gzi/d4$1z ['y“(Va_z'qAa—!-z’n'ysS&)—im] Y. (3.29)

E interessante notar que além da simetria usual

P = el W = 1) e A, = A, +q ' dualz), (3.30)
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a agdo (3.29) possul a simetria
¢I = ei'Ys;B(CB) 1!)7 il = ’&ei’nﬁ(m)u S:.L — S,U - 7]71 aﬂﬁ(:ﬂ) 3 (331)

com quebra suave pela massa m.

3.3.1 Calculo das divergéncias a 1-loop

Apresentaremos o célculo das divergéncias a 1-loop para obter demais contribuigées con-
tendo o vetor axial que sao requeridas pela renormalizagao.

As divergéncias a um loop sdo dadas pela expressao
T = —i Tx In(D)aw, (3.32)

onde D = iv*D, + m e as interagbes com os campos de fundo sio especificadas pela

derivada covariante
D, =V, —ieA, +iny’S,. (3.33)

O método de Schwinger-DeWitt é conveniente para o cilculo de I'M|y,. Visando a este
objetivo, podemos escrever —i Trin(D) em termos de —i Trin(i0 + m2 1), do seguinte

modo:
—iTxin(D) = —iTrin {(iv*D, + m)(#y*D, — m)} + i Trin(iv" D, —m).  (3.34)
O espectro de D independe do sinal de m (veja o Apéndice C ), entdo obtemos
_iTrin(D) = _% Trin {4#D,7"D, +m?} . O (3.35)
Por calculo direto, podemos escrever
H=~*D"D,+m* =0+ R,V* +1l, (3.36)
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onde K, e II sdo dados por

R, = —QieA#+2nE#,/y5S”;
II = —ieV*A, +iny°’V*S, — e?ARA, + 7725‘“5# — %ey“’y"FﬂV +
E n v, 5 __as v, 5 1 2 '
gy S — 2en® YA, S, — B, (3.37)

onde usamos

L, L v o 1

5"}/ Y {v,u 1vv] == _8"}’ YrY R,u.r/p)\ = _ZR;
Fow =V, Ay -V, AL, Sy = VS8, — V.S, e . =14/2 (v, , 7] Note que o operador 1
foi omitido em algumas expressbes (este procedimento é repetido em casos evidentes ao

longo desta tese). Alternativamente poderfamos escrever H de modo covariante:

H =¢"D,D,+ E,D" + F (3.38)
onde
By, = =2y She
F o= —%ey“”y”Fpu + %nv”fy”fysSﬂy - ER +m?2. ' (3.39)

Agora podemos levar em conta a técnica da expansio de Schwinger-DeWitt para

calcular a parte divergente de I'™). A expressdo é dada por (consulte [7, 47, 38, 72)):

r§) = “%Trln{D+RpV”+H}|div=
1 1. - 1a & 1 -
= */dnat\/——_g tre =P P+ —8,5- 8P + 0P+
£ 2 12 6
1o 2
+ ﬁ(Rwﬁ—RW+DR)}, (3.40)

onde £ = (47)%(n —4) e

. 11 1
P = H-}“ER—'QV#R“*ERAR“ e

“ - 1 1
Sag = 1{Vg ,VQ] + §(v3RG — VQRH) -+

(ke = RaB).  (340)
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Para obter P e S,3, os seguintes resultados sio tteis:

VsR, = —2ieVghAs + 20807 VS,
RsgR, = —ezAaAﬁ ~ieNNauy ApS* — e NYauy" AaS* +
+ Ty Naur SY S, ' (3.42)

A partir dai, podemos obter V,R* e R,R*, e finalmente
. ) 1
P = iny*V,5" — 228,58 — %e’y“v”Fuu - R (3.43)

Antissimetrizando as equages (3.42) estaremos aptos a escrever

2 1
Sa‘g:Z

+ (Ve Vu¥ Ve — VB VuVa Ve ) SHSY. (3.44)

Rpapn 7’7 +ieFopg + N5y VSY — n55,7°VaS” +

Obtemos, através de manipulacdes algébricas, os seguintes tragos:

IR 4
tr (P-P) = —4n?(V*S,) + 167°(5,5*)% + gnzSﬂS“R — 16m*n*S,S*
+ 2°FL, + %Rz — gmzR + 4m?; : (3.45)
5 5 1
tr (Sas - S¥) = —§Rim — 4neP**VPS, Rogpr + 1607 R, S*SY — 8RS,S" +

+ 160* (VS ) (VASY) + 877 (VHS,)? — 960*(5,5") — 462F3,,. (3.46)

Para incluir as contribui¢tes de superficie, precisamos dos seguintes resultados:

1 . 4 1 1 - 1
“tr (OP) = p20(S*S,} — —O — OR) = —0OR. A7
6tr( P) 377 (S#S,) 15 R e 180tr(l R) = R (3.47)

Substituindo essas expressoes na férmula (3.40), obtemos

(n‘_4) 2 1
Fgl:\)r = /dnm\/ —g { %eszu + Engsﬁu “' 8?7127725#5” — gmzR + 2m4+
&
1, 1., 7., 4,
SR TR, R, — P O(SHS
+ ol e~ g em — 37 BISS)
4 1
bSVAE LS - 5hY,8Y) - BODR} | (3.48)
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Considerando o espago de fundo de Minkowski sem campo vetorial, e desprezando os

termos superficiais, as divergéncias se reduzem a

fermion,div €

n—4 2 2
@ _H / &'z { —g—Su,,S”” — 8mn2SHS, + 2m4} . (3.49)

3.3.2 A agao para a torgao dinamica e a parametrizacio de
Boulware

A torg@io é uma quantidade geométrica independente da estrutura métrica. do espaco-
tempo. Podemos considerar, para simplificar a anslise da teoria da tor¢do, o espaco-
tempo plano. Baseado no resultado (3.49) (desprezando termos superficiais), a acdo para

a torgao dindmica, omitindo o campo vetorial, é

1 1 _
Stor- fer :/d“':c {—E S#VS"V+§M2S”S“+'£¢[7“ (Oa + 1175 Sa) ~im]1,b} (3.50)

Esta agao € o principal objeto de investigacio de uma teoria para a torco.
Considere, como um exemplo ilustrativo, a agfio para o campo vetorial massivo,

andloga 4 (3.50):
1 1 -
Sy = /d"m {_Z Vi VA + EMZ VL VE+ip [y (0, —igVy) — 2m]1,b} . (3.51)
De acordo com a parametrizacao de Boulware [120], fazemos a seguinte mudanga de

varidveis de campo:

1 - g 1
w=exp{ﬁ%-tp}-x, TP_X'GXP{—M'W}a Vp=V,f—H3p<P-(3-52)

Nas novas varidveis, x, ¥, V,;" e ¢, a agao &
1 1 1 . .
Srevec = /4437 { ~1 (Vis) + 5 MPVEVH 4 o 0400, +ix [v* (8o +ig Vi) x }3.53)

onde o campo escalar (componente longitudinal de V,) se desacopla dos demais campos.

Para a agdo (3.50), as transformagdes correspondentes séo
in s in 1
w:exp{ﬂvsw}x, w=xeXP{M7‘r’tp}, Su= S — 77 e, (354)
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e a agdo nas novas variaveis é

1
Stor—fer = [ diz { — 5w S+ %MQ SEStiy

. a . . 2¥ 5 ].
+ix [y (aa+zn7553;) —im-em? W]x+§8”908ucp} . (3.55)

onde S, = 8,5, — 8,5 = S, . Comparando com (3.53), o sistema férmion-tor¢ao
(3.55) apresenta uma diferenga importante sobre o papel do campo escalar, que nio se
desacopla. Surge uma nova interacio com este acoplamento (ausente no caso vetorial),
exponencial, similar ao acoplamento de Yukawa.

Esta caracteristica é um indicativo de problemas com a consisténcia da teoria, de
acordo com consideracGes sobre a introdugao do campo escalar, analisada no segundo
trabalho da referéncia [108]. A interagio de Yukawa produz uma quebra rigida de simetria
(3.31), deixando livre de restri¢bes as divergéncias provenientes dos diagramas contendo
o vértice de Yukawa. Como provado em [108], o contratermo longitudinal (8,5%)? é
necessario no nivel de 2-loops. No entanto, a introdugio desse termo adicional, como
requisito de renormalizabilidade, quebra a unitariedade. Assim, na teoria férmion-torcio-
escalar o conflito entre renormalizabilidade e unitariedade é explicito, analogamente 3
gravitagao com derivadas superiores [73, 7].

Para verificar se as indesejadas propriedades das teorias com o campo escalar sao
igualmente reais para a teoria (3.50), é necessario um exame mais detalhado. O célculo
das divergéncias de todos os setores da teoria serd mostrado no préximo capitulo. Antes
disso, é conveniente e instrutivo examinar o efeito da massa fermibnica nos vértices das
interagdes, considerando a quebra de simetria (3.31), através das identidades de Ward-

Talkahashi.
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3.3.3 As identidades de Ward-Takahashi

Considerando a teoria (3.51), a indentidade de Ward-Takahashi correspondente 3 sua acio

efetiva, D[V, 9, 9] (V,,%,% sio campos médios) tem a forma

i9, 2L

) A '
'UW+?:6 ('l,b% *—'l,b) —iMza'“V“:O. (3.56)
I

dp Oy
Aplicando o operador d/4V,,, e fazendo V,,, 1, 9 = 0, obtemos a identidade para o opera-
dor inverso

5 §°T
A AC)

Agora, aplicando §2/8(y)é4(z), obtemos

& ] 821 52T
6“51#(?;)51,5(2)61/',,(35) = 1€ (mﬁw(y)dﬁ(z) 5(23' - y) - Wd(ﬂ? - Z)) . (3.58)

A massa vetorial se desacopla dos vértices contendo espinores. A massa fermidnica nio

= M?*8,6(x —y). (3.57)

afeta nenhum vértice e portanto ndo contribui significativamente para as divergéncias.
Isto ¢ a confirmagdo da quebra suave de simetria, e do desacoplamento observado em
(3.53).

Vamos considerar agora a agio dos espinores acoplados com o vetor axial, (3.50).

Seguindo procedimento andlogo, podemos escrever

ST (. 60 4T o
T (ms@ - SJW) + 2immyys + M85, = 0. (3.59)

Aplicando derivadas funcionais, as identidades de Ward-Takahashi para o propagador

inverso e os vértices tomam a forma:

§2r
§T ,
O, TR ESTITen = —2inmys6(z — y)d(z — 2) + (3.61)
. §%T 5T
o (- sy v+ o e )
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Aqui a massa axial desempenha o mesmo papel que a massa vetorial do caso precedente.
Porém, nas identidades com os vértices de interagio, hd uma diferenca crucial entre ambas
as teorlas. Na teoria com o vetor massivo axial, a massa fermidnica, m, influencia os
vértices. Como consequéncia, pode-se esperar o aparecimento de termos nio-invariantes
nas divergéncias. O cdlculo exato de todas as divergéncias a 1-loop é um passo obrigatério

na avaliacio da consisténcia da teoria (3.50}.
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Capitulo 4

Calculo Completo das Divergénéias a

1-loop

Usaremos o método do campo de fundo, separando os campos nas partes quinticas e de
fundo (cldssicas). Para contornar o grau de complexidade dos calculos baseados neste
método, vamos usar uma técnica que é uma combinagio do método de campo de fundo

com a parametrizagido de Boulware, apresentada em (3.54).

4.1 Acao bilinear nos campos quanticos

A combinacao do método do campo de fundo e da parametrizagido de Boulware, para o
caso do vetor massivo axial, consiste em separar os campos nas partes de fundo, (S, ¥, ¥},

e nas partes quinticas, (¢, @, x, ¥), conforme

W — b = M (t y),

— -

s = (%) €U

, 1
Su— S = Su+ti — 250up.
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O calculo das divergéncias a 1-loop depende da parte bilinear da acio nos campos quénticos.

Usando as novas varidveis, podemos encontrar a parte bilinear correspondente a (3.50):

dmm? -
) et

1 —
5 = §/d4w {tj(DJer S 4o (—O) o+t (=2mpy*ys ) x + 9 (-

dimnn
M

dinm -
+x( 2" Y 9) ty + % ( V) e+ (% P7°) x + % (219D, + 2m )X} - (4.1)

Fazendo a mudanga de varidveis y = ——;—(')/“JDJu +@m)7, e substituindo ¢ — iy, obtemos

a seguinte expressao:

onde o operador Hermiteano H §
(04 M) 0 945(LPa, + MP)
H = 0 O+ N A%d, + B : (4.2)
P08 Q 104+ RO+ 1T
e ¥, = o4, — 8“%6,, é o projetor no espago dos vetores transversais. Os elementos do

operador matricial (4.2) sdo definidos de acordo com (4.1):

L* = —impysy*y” MP = 09y 4 o -+ mmipysy”
2
o o, T L a W L - S WL
A —2mM¢757 , B =27 M?J)'r 3 nM?J)'rs,

m - m
N=dp' oo, PP=-2mfyd,  Q=—dnrysd,

R =2n0"ysS,,  T1=inys(8,5%) + %mﬂy"%sﬂy S S5 4 mE. (4.3)
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4.2 Cdélculo das divergéncias

O operador H se assemelha a um operador minimo de segunda ordem (O + 2A*V, + II);
no entanto, ele néo é minimo devido & presenga do projetor §** no setor ¢, - ;- Assim,
o método de Schwinger-DeWitt ndo é adequado para este problema. Usaremos, entio, a
técnica generalizada por Barvinsky e Vilkovisky [38].

Até certo grau, as transformagoes consideradas sho similares as usadas nos calculos
em gravitagao com derivadas superiores acoplada com matéria [83] (veja também [7]). No
nosso caso, as transformacdes permitem realizar cilculos para teorias com campo vetorial
Abeliano. No caso de vetores sem massa, pode-se verificar que os resultados equivalem
aos resultados conhecidos, calculados seguindo o método de Faddeev-Popov.

Como estamos considerando operadores mistos, com setores bosdnicos e fermidnicos, o
traco de todos os produtos equivalem ao supertraco {Str), que implica num sinal positivo
para o setor bosdnico e negativo para o fermiénico. Do mesmo modo descrito no Capitulo

2, podemos expandir a agao efetiva a 1-loop do seguinte modo:

g0 0 0
i — ESTI‘lnH = E.sTr In 0 O 0 L sTr i EI_Y‘ (ﬁ ‘l‘)n (4.4)
2 2 2 n=1 n O ’
0 0 1O

onde o operador II corresponde a (4.2):

oML 0 0R5(LP%8, + MP)L

= = 0 N A%8,1 + BL : (4.5)

1
o

PO Q5 (RO DY

1
O

Usaremos os tragos universais [38]. Como o espa¢o de fundo € plano, somente 0s seguintes

termos devem ser levados em conta:

1 % [ 4 G s -
Tr (am 3;%45 )|div = T d*z m, (4-6)
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onde a convengao padrio de [38] é usada:

4
g9 =1, 9 = G g.t(w)aﬁ = GuwJop + GuaJvp T Guplva e.t.c..

Pode-se notar que as divergéncias aparecem somente para n = 2,3,4, por contagem
de poténcias nos termos da série (4.4). Além disso, somente as contribuicbes do setor
fermidnico puro aparecem nas divergéncias do termo n = 4. Esta contribuicio é um caso
particular do resultado ja obtido no Capitulo anterior. Entao sé precisamos cénsiderar 08

termos comn = 2, 3.

4.2.1 Termon =2

Pode-se encontrar, por substituicao direta,

2 2
(o B
.1
(HE) =| &% DY EP |, (4.7)
2 2 2
B 50 D
onde
1 1 1 1 1
D = O M o5 + 071 0um PI0 =  64 MO P, = (4.8)
(2) _ ap rBe i i p ﬁi i
B =683 L (9QDQD+I9 aM DQD’ (4.9)
E(Q) _ gupM2i9 IPeg £+9#PM2_1_9 Mﬁ_l__|_9ﬂ P8 iRAa)\}““l“ (4'10)
2 o Yes o o A% g # ‘o O

1.1 1 1 1.1
© 7 Ba u 3 Ag * 7 B
+ 6¥3L BGDHDJrGﬁM DRBAD-FBQM DHD’

1 1 1 1
EY = A0 5 PPHg" = + B PPO5 =, (4.11)

1.1 1.1 11
{2) _ o 1 B-0Q= 4.12
Dy = NoN5 +A%0.5Q5 + BzQo, (4.12)
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1 1 1.1 1 1 11
E(Q) — N—Aa - - . [# . /\ 7 (24 . — .
4 . 8QD+NDBD+A 6‘QDR6‘,\D+A BQDHD-i- (4.13)
1_,. 1 11
+ BoRW -+ Bzlls,
1 1 1 11 1
B = PPog'=6, M= + R\ PP = + = PP =, (4.14)
®_olnlipalol nglol
EY = QNS + RO =Q5 + 1=0=, (4.15)
(4.16)

1 1 1 1 1 1
D:(}“Z) _ P’yg'ypagpﬁ]-’ﬁaaaa + P’)‘g’y.ﬂ_ljgpﬁMﬁ_lj + QEA‘)‘@QE +

1_1 a1 1)?
Aqui, usamos Tr{AB) =+ Tr(BA) para os operadores, dependendo das suas paridades

Grassmannianas. Omitindo as contribuigbes puramente fermidnicas, e usando

1 1 1 1 1 1 1
N=N= = N*= 4 N|=, Nl Z=N=[N,O = =
O 0 m O O O P
1
= Nzﬁ + parte convergente, (4.17)
podemos escrever, para a parte divergente,
(4.18)

1 1 1
{ ef“’M‘*ﬁ + zeﬂﬁLﬁ“aaEP"fa;EJr

1 1 oo 11 11
+24%0, = Q= +235QE} .

1 . 1\? 1
——s8 (H}—) = —=Tr
2
1
fé) v 2

2 O
+

E possivel simplificar os demais termos da expressao acima usando comutadores do tipo

(4.17). Os termos cujos comutadores correspondentes contribuem para as divergéncias

sa0
o LB lP”B”l = 4L°‘8"P*6‘6‘1 4L“‘8”P"55586‘1
g;w(ggﬁ 6&'5_ 'ya) - ‘r( )a.oﬁ"' ﬁ( ) va.oﬁ"‘"
1 o 1
= — 2[4 (aaP“f)aﬁan,5+ (4.19)

+ 2L70(80P7)D2
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11 wrnp 1 ) |
24%02 Q5 = —4A%(9°Q)Bad, = + 24° (0 Q) . (4.20)

onde as partes nao-divergentes foram desconsideradas. Note que o resultade (4.19) é
equivalente a (4.18), com a tnica diferenca de se tomar o traco com respeito a 4 e v an-

tecipadamente. Finalmente, depois dessas manipulagdes, chegamos a seguinte expressio:

1 -1\ 1 prra 1 . 1 . 1
—5 STI' (HE) = '—§th' {9# M4§ —4L7 (8PP‘)’)aaapﬁ+2L’r (aap‘)’)aa—f‘

1 1 1 1
+4Lﬁ°‘({;%"’P'f){;%af)ﬁ{;y,a,,ﬁ — 2LPe (0 P") 950, =5 + 2M"fPﬁ — 2MﬂP7353n,E§+
PN g A (0°Q)000, 5 + 24°(30Q) 5 +2BQ } . (4.21)

Usando (4.6), obtemos
Lo (82 | = ffd“ 3M 4 200 (0,P,) + 210, P (422)
23 I 0 div — - x 3 at vy 6 o ¥ .

+ 6L*"(a ) ;’M*P + A%(8, Q)+23Q+N2}

Por substitui¢ao direta das expressoes A%, .., Il pode-se chegar ao seguinte resultado par-
cial:
o (ﬁi)z lgie = f[d‘*a: {3M4 + 16773321;7531& + (167;21”—3 — 120°m)yp+
2 O € M?
— 67’y Y + 8in’ waw + 1671 (ww) } (4.23)

Note que cada termo do integrando tem dimensao [massa]“, apesar das contribuicdes

pouco usuais da massa da tor¢ao, M.

4.2.2 Termon =3

Para determinar a contribuicao do termo n = 3 da série, basta calcular os trés termos
diagonais do operador (I11)3:
(3) _ ag 1 pag 1 v 1
Dy’ =0, L,%0a = R a,\EPﬂe?,3 =
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1 1
3 = A“@C,ER*E:?A%QG ,

1 1 1
D{ = phgy QMPL 8, R"BAE+Q A0, = RO 5 +

L1 wn 1 1.1 1
+- R*@Aapﬁeﬁ oL aaE+R*aAEQEAGaQE

A d O . ( ) )
Conseqiientemente,

1 L1\ ?® 1
gsTr (H—é—) iy = ;Tr (39MPL”°‘8 Rf‘aA—Pﬁeﬁ —+ 3A%8, R*BA— E) |ai{4.25)

onde novamente omitimos a contribuicao do setor fermidnico puro. Os comutadores cor-

respondentes aos termos da equagao acima nao produzem divergéncias, portanto
1 ~1\° 1 o« oA i I .o 1
ESTI (HE> |div = gTI‘ (3Lﬁ R*P 3,;,8)\5 + 3A°R an,a,\ﬁ—
1
— LPQR"P’Ba”@ﬁ@a@AEﬁ) |div - (4.26)
Usando os tragos universais, obtemos
1 - 1\° 24 5 1 '
SsTr (D= ) gy = d*z { ZL**R, P, — = L*, R\ P* 427
38(;3)“ T3 {8 P gl T (427)
1 3
— LR, Py+ -AR*Q ;.
8 4
Substituindo os valores de L**, R,, P, e (}, achamos

5 i} 1 )
gL RaBy = —16n° ] Se; —3L oBAP = 67° ]Sy ;

1 3 2 _
G LR, Po = 0; AaRQ = 36n3%w7?5¢. (4.28)

A contribuigdo para o termo n = 3 pode ser escrita na forma

3 a

3 - 2
Lemy (ﬁi) o = = f d'e {6?731575&5 - 24n3%¢75$¢} . (4.29)
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Levando em conta o resultado do setor fermidnico {3.49), no Capitulo anterior, e as
contribuigdes (4.23) e (4.29), obtemos o resultado final para as divergéncias a 1-loop para

a teoria (3.50):

n—4 9 9 3
Fgﬂ = _,u_g_ /dnfﬁ {—% S S* + 8min? §*S, — 2m? +§M4+
27713 2 7 4m2 i 2 4,277127‘” *
87 g 6 ) U+ 8 G (V9)° + din® Ty Dl (4.30)

onde D} = 8, — iny°S,. Observa-se facilmente que o resultado acima nio ¢ invariante de
gauge. A causa desta propriedade é o acoplamento nio-trivial do modo longitudinal do
vetor axial (campo escalar) com os férmions. No Apéndice D, calculamos as divergéncias
para o vetor massivo. O resultado (4.30) é uma confirmagio da andlise das identidades
de Ward-Takahashi, no Capftulo precedente. A seguir, examinaremos a renormalizacio a

I-loop e investigaremos os efeitos a 2-loops do resultado (4.30).
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Capitulo 5

Renormalizacao e Divergéncias a

2-Loops

Neste capitulo, investigaremos as equagdes do grupo de renormalizacao a 1-loop, partindo

do resultado (4.30). Em seguida, examinaremos as consequéncias da interagiio (¥1)? no

nivel de 2-loops.

5.1 Renormalizacao e o Grupo de Renormalizacao

A expressdo {4.30) contém 2 partes nao invariantes. O termo zﬁfy“D;i,b ¢ um exemplo.
Porém, este termo pode ser absorvido na renormalizagao da constante de acoplamento,
7. Desse modo, a simetria de gauge permanece suavemente quebrada no nivel quéntico.
No entanto, o termo (@(_)@())2 ¢é essencialmente nao-invariante.

A renormalizabilidade da teoria requer a introducio da interagio (¥1)? na acio
cldssica. O célculo das divergéncias a I-loop teria que ser repetido levando em conta
a nova, interacao qudrtica. Porém, este procedimento nao é necessdrio pela simples cons-

tatacio de que o vértice correspondente a {(1%)? nao aparece nos diagramas a 1-loop.
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Como mostraremos na se¢do seguinte, a interagio quartica produz no nivel de 2-loops o
termo cinético (8,5"), que carrega contribuigdes longitudinais do vetor axial S,. Este
fato quebra a unitariedade da teoria. E conveniente examinarmos as equagoes do grupo
de renormalizagao para considerarmos possivels restricdes & massa da torcio.

A renormalizacio a 1-loop da teoria (3.50) obedece a seguinte relacio padrao, levando

em conta o resultado (4.30):

S =S+ AS (5.1)
onde
_ d4 130 SO,L:V ]'MZSUSmJ. A 1. 2
S[) = xr *Z v -+ 5 0~ + 0(¢0?1[)0) +
+ it [v(Ou -+ iy’ S)) — imo) Yo}, (5.2)

1 1 y;
5 = u(n~4)/d":c {—ZSpVS“” + 5 M58 + A+

+ W [y (8, + iy S,) —im] ¥}, (5.3)

e os contratermos sao

n—4 9 2 3
As = fd”:c {—% S S# + 8P S48, = 2m® -+ D M+
£

3 z 2 _
+ (8772% - 6n2m) o+ 80 () + 4¢n2%¢v“9;;¢} . 6

Como consequéncia direta do uso de (5.1), e algumas manipulagdes algébricas, podemos

encontrar as seguintes equagdes de renormalizacao de campos e parametros:

na 1 42 na 1 2n°m?
0 _ il 0 — %3 - e
S”—uzsﬁ(l+e 3)’ = ¢(1+e M? '
a—n 1 4n? m>



2,2 4,2
Ao = ptt (A_%£A+8iﬁ_))

Podemos encontrar também

am*md® 6mn?
=m+ —— - .
me=m+ —on . (5.6)
e
o a2, ST 2 2
M; =M +¥(6m - M*). (5.7)
De (5.6) e (5.7) seque-se que
2 2 2 2 4
mg m [ 20m ™m
i LIRS S R Vi .
M3 M 5{3M4+ Mﬁ} (58)
Pode-se escrever a relacio (5.1) para o novo pardmetro A= g—: A, usando (5.8):
. s st 16MPm? 20An?
/\(0) — A4 L ) '
J% A+ —t . I (5.9)

A partir da equacdo (5.5), é possivel calcular a equacao do grupo de renormalizagio para

a constante de acoplamento 7, que assume a forma

dn* 8 m?
(47) g 3 [1+ 6“@} 7, n(0) = - (5.10)

O parametro ¢ é a escala de energia usual, £ = In{g/ ). E interessante notar que (5.10) se
reduz, no limite m < M, 4 equagio apresentada por [108], que é idéntica & correspondente
para a Eletrodindmica Quéantica. Usando (5.9), podemos encontrar a equagio do grupo

de renormalizacio para a constante de acoplamento A:

(47)? % =87n*. (5.11)

Suponha que a massa da tor¢do é muito maior do que a massa de qualquer férmion, ou se-

ja, m < M. E claro que se considerarmos férmions sem massa, o contratermo (11/)% nio

existiria e a teoria seguramente estaria livre de complicacoes, mas a existéncia de férmions
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sem massa é problematica para o Modelo Padrdo. Seguindo a restricdo m < M, os con-
tratermos nio-invariantes carregariam coeficientes negligiveis. Suponha que a interacio
" problemética” (1)) seja introduzida na agio com uma constante de acoplamento bem
pequena, da ordem de A ~ m?/M? Este procedimento nio é violado pela equacao
(5.11), que estabelece uma variagio da constante A compativel com sua ordem de gran-
deza. Assim, é possivel preservar renormalizabilidade a 1-loop pela introdugio de uma

fraca interagdo quartica, (¥v)2.

5.2 Diagramas a 2-loops

E necessdrio fazer uma anélise sobre as consequéncias no nivel de 2-loops do resultado
(4.30). Vamos investigar a possibilidade de contribuigdes longitudinais no propagador do
vetor axial S,. Nossa aten¢do serd voltada as divergéncias proporcionais a 1 /e2. Como
mostraremos, isto sera suficiente para nosso propdsito. As integrais implicadas podem ser
encontradas em [123, 124].

H4 dois tipos de diagramas a 2-loops: os que contém o vértice (¥1)? e os que ndo
contém esta interacdo quartica. Vimos que esta interagdo é uma propriedade importante,
que nio existe na teoria do vetor massivo. Consideremos os diagramas com a interagao
(¥9)? (veja as Figuras). Usaremos aqui a expansio proposta em [108], que pode ser
verificada pelo cdleulo padrdo com os pardmetros de Feynman (Apéndice E).

O diagrama da Figura 1 pode ser expresso por
L, =M tr {L,- 1}, (5.12)

2 2’ z . 7 - ’ -
onde A ~ %7 é o acoplamento do vértice quartico, e o trago € tomado no espago dos

espinores de Dirac, ¢

amy [ d'p P—m p—g-—m
I, = u )/Wm Yo Vs ————( — 7 . (5.13)
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Com algumas manipulagdes algébricas, é possivel escrever

M, = -z tr {J, K}, (5.14)
onde
J, = M(4")/ dnp Aav,ﬁpﬁpﬁ -+ Bay;ﬂa + C, | (515)
@ (2 — m2){(p — 0 — 7]
d*k Gk kP + b k™ +c
K = (4—11)/ a3 e "
n on ) (k2 — [0 — g — ] (5.16)
e

Aovg = YaV8

B = —%aWuV8?" = 2Mam + 2m7aVy
C, = m1Yad® — M

Qopg — Yo Yu¥B

bue = ~VpWVald” — 2Mua™ + 2V Ya
¢ = mypvua” —miy.

Pode-se calcular as integrais separadamente. Seguindo [108], realizaremos a seguinte

expansao

e e S (SR .17

T2 2 72
p—gqP-m* p ot p*—m
Tendo em vista o cenario da teoria de campos efetiva, é possivel simplificar (5.17) despre-

zando as poténcias de g superiores a 2 na série. Aplicando esta expansao nas integrais J,

e K,, e utilizando as integrais-padrao (veja o Apéndice A), encontramos

1 1 o
J, =K, = p {6q2% — Qm?"y,, - B-’Ya’y,/}’ﬁq g"6 +mq,,} + .., (5.18)
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onde s6 levamos em conta o pélo 1/¢ (por estarmos interessados no cdlculo da parte de IT,,,,
proporcional a 1/¢?). A parte omitida (indicada pelas reticéncias) representa os termos
com poténcias de g superiores a 2, bem como a parte finita. Tomando o trago, pode-se

encontrar a expressio final para (5.12):

w A 28 16
H};j = Tz {+16m477.w + —3_m2qqu - ?mQQZUW} + ... (5.19)

Este resultado mostra que a parte divergente do diagrama considerado traz contribuicoes

longitudinais (termo g,g,) para os contratermos a 2-loops’.
Considere agora o diagrama da Figura 2. Igualmente, podemos escrever o operador

polarizacgio correspondente, omitindo algumas manipulacdes, na forma

2, = =Mp® tr {1, - J}, (5.20)
onde
Iy = p™ / (;?;d p’;_EQ . (;5 _5;_12 = — :2 (5.21)
e
J:‘u(zl—n)/ dip fk-m ‘ (5.22)
(2m)2 k2 — m? .

Depois de cdlculos algébricos, pode-se escrever a primeira integral na seguinte forma:

{4—n) ddp Aauﬂup ’ popﬁpp -+ Bcwnﬁ . papﬁ + Cau,upa + Du,u
Lo = o d 3 2)2 3 2 ' (5.23)
(2m) (0 —m?)? ((p— q)* —m?)

onde

Aau,ﬁpp = Ya VY8 YuYp s

Bau,uﬁ - qu Ve Yo Yo Y YB +m (70171/7,117,6 — W¥aYu¥8 — 'Ya'Yv’YﬁfY,u) )

1Nzo precisamos calcular as divergéncias proporcionais a 1 /& para concluirmos este fato, pois os dois

p6los sido de ordens distintas, e assim n&o interferem entre si.
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Covy = M (Ve YaYu — Vo ¥eVa — VoVaVu) + MG (1V8VuYa + YaTo VoY) »
Dv,u — _mzqﬁ YoYB Yu + m3 YoV -

Usando a expansdo (5.17} e novamente desprezando ordens em ¢ superiores a 2 (assim
como suas poténcias impares), obtemos, com a ajuda de resultados-padrio (Veja [124] e

o Apéndice A),

1 1
{ EBau,ua + E(Aaua,up + Aavp,ua + Apua,ua)qp } + .. (5-24)

M| .

L=

que produz, depois de manipulagdes algébricas,

i 2, 1 1
Iy,u = g mYyuYe — 3?7177#» - 57,0(] T + g’)’p% + E’Yug,u + .. (525)
A contribuigio divergente de J assume a forma
J=-‘mP+ . (5.26)

€
Por substituicio direta, a expressdo final para (5.20), proporcional a 1/¢2, a baixas ener-

g !
— E;”] ?h“,—i_ - (5.2;)

Como podemos notar, este diagrama ndo produz termo cinético nas condigoes considera-
das. A consequéncia é que sua contribuigio nio cancela a contribui¢io longitudinal do
primeiro diagrama, exibida em (5.19).

Os demais diagramas a 2-loops® (Figuras 3 e 4) ndo possuem o vértice (P1)?. As-
sim, mesmo que estes diagramas contribuissem com termos longitudinais, o cancelamento
destes com a respectiva parte de H}w exigiria um ajuste especial entre n e A,

Pode-se mostrar que esses diagramas nido contribuem para o modo longitudinal do
pélo 1/e2. Para o cdlculo das divergéncias do tipo 1/e?, basta levar em conta as di-

vergéncias dos seus subdiagramas (1-loop), e encontraremos as mesmas expressoes do

2F, importante ressaltar que nossa consideragio no nivel de 2-loops se refere ao setor axial.
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resultado (4.30) multiplicadas por um fator extra, 1/¢. Como resultado, a divergéncia

longitudinal proporcional a 1/e* nio se cancela.

5.3 Discussao

A unitariedade é quebrada a 2-loops no regime de baixas energias da teoria da torcio
acoplada ao férmion. A possibilidade de tornar este efeito negligivel é impor um pequeno
acoplamento ), ou seja, que a massa da tor¢do seja bem maijor do que o mais pesado
férmion (por exemplo, o top-quark, com m = 175 Gev), e considerar o regime de baixas
energias. Evidentemente essas consideracdes implicam na existéncia de alguma outra
teoria fundamental, vilida nos regimes de altas energias. Se a massa da torcac é da
ordem dessa escala de energia, entdo ela deve ser descrita pela teoria fundamental, e
consequentemente sua descricio no contexto da teoria quantica de campos efetiva perde
sentido. |

Portanto, para a existéncia da teoria quantica efetiva da torgao dinamica, a condigéo

abaixo deve ser satisfeita:
MM fermion < Mtor < Mfundamental : (528)

Das restricdes impostas por modernas experiéncias [108], somente a regido M < 3Tev ¢
permitida. Isto faz com que a condigio (5.28) seja inacessivel para todos os férmions do
Modelo Padrao.

A situacdo é similar & encontrada na gravitagio quantica: O conflito entre a renorma-
lizabilidade (que na gravitagio de Einstein é quebrada [13, 14]) e a unitariedade (violada
nas teorias gravitacionais com derivadas superiores [73, 45]). Pode-se supor que esta
analogia seja natural, uma vez que tanto a métrica quanto a tor¢ao Carrega.m graus de

liberdade da geometria. No entanto, hd uma diferenca importante: a métrica possul graus
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de liberdade sem massa, contrariamente a torcao.

A consequéncia do resultado deste Capitulo é que ndo hd uma teoria quantica de
campos efetiva consistente para a tor¢ao dinimica, no regime de baixas energias. A
menos que se descubra alguma simetria adicional, deve-se considerar a tor¢ao no contexto

de teorias fundamentais, ou como um campo classico de fundo.
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Conclusoes Gerais

Nesta tese foram obtidos os seguintes resultados:

e Consideramos as simetrias do sistema torcao-férmion no nivel quantico, usando
as identidades de Ward-Takahashi. Construimos o andlogo da parametrizagao de

Boulware para este sistema.

e Desenvolvemos a aplicacio da técnica de Schwinger-DeWitt generalizada para ope-
radores no espaco transversal, aplicando-a no calculo de todas as divergéncias a
1-loop das teorias com vetor massivo e sem massa acoplado ao férmion, e com vetor

axial {acoplado ao férmion), também para os casos massivo e sem massa.

e Na busca de uma acao para a tor¢ao dindmica, calculamos todas as divergéncias
a um loop, dos setores axiais e fermidnicos; além disso, calculamos as divergéncias
para o setor fermiénico num background de Riemann-Cartan com campo de gauge

Abeliano.

e Investigamos o grupo de renormalizac¢do a 1-loop da teoria; calculamos as divergéncias
dos diagramas necessérios a dois loops, e seguindo o principio de unitariedade e re-

normalizabilidade, mostramos sérias restricdes para a existéncia da torgao quantica.
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Construimos um operador fermionico com derivadas até a terceira ordem que possui
simetria conforme local. Calculamos as divergéncias a 1-loop da teoria sem massa
no espago-tempo curvo, desenvolvendo a técnica dos cdlculos para o operador geral
de terceira ordem. Verificamos que estas divergéncias sao invariantes conformes
quando particularizamos a agdo tornando-a Hermiteana e conformalmente simétrica,.

Calculamos a anomalia conforme da teoria correspondente.

Investigamos a gravitacao de Einstein com constante cosmoldgica com parametri-
zacao conforme, calculamos as divergéncias a 1-loop usando fixacao de gauge con-
forme com parametro arbitrario e mostramos que o resultado se reduz a outros
conhecidos na literatura para uma gauge particular. Exibimos a independéncia do

parametro conforme nas divergéncias, no regime on-shell.

Possibilidades de pesquisas futuras

Considerar o operador fermidnico com derivadas superiores nos modelos de agao

induzida por anomalia conforme;

Investigar a sua versao com parametros de massa e o espectro de particulas no nivel

de arvore, bem como a unitariedade;

Verificar a conjectura enunciada no Capitulo 2 e calcular as anomalias correspon-

dentes;
Investigar a anomalia axial para a teoria fermidnica de terceira ordem;

Na gravitagdo quantica com derivadas superiores conformalmente simétrica (gravi-
tagdo de Weyl), calcular a anomalia de traco e investigar o problema da anomalia

em teorias gravitacionais;
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e Estudar o papel dos vértices oriundos do termo de Gauss-Bonnet na gravitagao de

Weyl, sobretudo na anomalia conforme.
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Apéndice A

Notacoes € Relacoes Uteis

A.1 Notacoes e convengoes

Como regra geral, utilizamos o simbolo til para objetos construidos num espacgo de fundo

com tor¢do, excetuando-se o operador D, definido no Cap. 2. Deste modo,
e V, é a derivada covariante definida com a conexio na presenca de tor¢ao, I'“y,.

o I, =T, + K%, onde K*,, é o tensor contor¢ao e I, é a conexao métrica,

{s%v}, considerando metricidade.

Simbolos de simetrizacdo e antissimetrizagao:

. A[ (Apu - Av,u)

1
puvl T 2

o Apy =LA+ Ay)

Curvatura:

Ra[j‘,uu = a,ura,ﬁu — ayraﬂp + Paﬁurkau - raﬁur)\av
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A.2 Relacgoes tteis

A.2.1 Espaco Euclideano

Contracgdes e tragos

{7, wh = —28,1
Ta¥® = —41
TaYu¥" = 2w
YaYu¥p?® = 40,1
YoV Yo YY" = 27T
tr ('Yu'Yu) = —4d,,

tr ('Y.u'Yu'Yp'YA) = 4(5;1!1‘5;1)\ - ‘5up5u)\ + 5;,;,\51/,0)
(A1)

Integrais comuns da regularizacao dimensional

dK 1 1 T(n=-d/2) \4p
(2} (K2 + A0 (4m)¥2 T(n)
ddK kuku - 1 r ('n' —-1- d/Z)A1+d/2—n5
(271-)d (k2 + A)n - 2(47]-)d/2 I‘(n) v
CK kkkk, 1 T(=2-d/2) agpng .
(2m)¢ (k2 + A 4(4mw)d/? T(n) e

onde

Spvpe = Opubpr + Supbuo + Bucdpy -
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A.2.2 Espaco de Minkowski

Contracoes e tragos

s Wl 2Ny i
Ya¥” 41
Yo YuY" —2,
YaYuYo¥" dn,, 1
Vo Yo VoYV — 29, o Vo
tr {(vuvy) 4n,.
bE (Y Yo¥n) AN Mor — ThapTlor + TyaaTlop)
tr(v*7*y) = 0
tr (v° 9 7%y") —4jghed
tr (D*2P) Ao B dyfrge

onde

14 Z v
o=l

Integrais comuns da regularizagdo dimensional
/‘ K 1 (=) I'(n—d/2) Ad/2-n
(2m)d (k2 — A0 (4m)¥? T(n)
/ ddK kﬂ,ky — _ Z(——l)n F (‘T?, — ]. —_ d/?-) A1+d/2_nn
(2m)d (k2 — A)" 2(dm)a/2 I'(n) Y
K kpkukpka' _ z(_l)n r (n —2- d/z) A2+d/2—n
(2m)d (k2 — A)r  4(dm)4/? I'(n)

Nuw por

onde

Nuwpe = MM T MupTvo + MuoTpv -
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Apéndice B

A Acao de Dirac e a Invariancia

Conforme

Vamos mostrar que a agao de Dirac sem massa,
i -
S = /d4$ vV —4 5 { ¢7#va - v#¢7”7/) } ) (Bl)

é invariante sob as transformacoes

Tap

guvﬁg;w:ezgguwi "IJ_”/)r :e_%a"p e T/;—HF =e
Como a transformacao para o determinante /—¢ segue a regra
(v=5) = V=ge,
sera suficiente mostrar que
PV Vutp — Vuiby* ) = ($7* Vi — Vhy"h)e ™™ (B.2)
A derivada covariante atua sobre og espinores de acordo com a seguinte expressao, que

define a conexdo de spin,

V= aﬂ¢+%w“bﬁzab«p (B.3)
_ _ 2 -
Ve = a“qp—iw“bﬂquab_ (B.4)
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No espago de Riemann-Cartan (veja o Cap. 3), a conexdo w®, é dada por

ab

w?, = < (b6 — €28,e*) + iI""g# (ebe?® —e2e®) . (B.5)

1
4

Pode-se mostrar por calculo direto que

Iy = D%, + AT, (B.6)
onde
ATy, = 890,00 + 6% ,000 — g 0% . . (B.7)
Conseqiientemente,
w‘ab# =w®, + Awab“ (B.8)
onde
Aw®, = iAI“",\u(eMei —eMe?). (B.9)
Pode-gse obter, desta equacao,
Aw?, Ty = SV, (B.10)

e entio podemos achar a lei de transtormacao de V1,
! 3 i a —30/2
(V) =(Vu0 — EV#m,b — iEmV o)e ) (B.11)
Obtemos, apds algumas manipulag¢des algébricas,
(Py* V) = (Py*V,ah)e . (B.12)

Como a agao (B.1) pode ser escrita em termos de Py*V ¥ quando integramos por partes e

desprezamos termos superficiais, o resultado (B.12) implica na validade da equagao (B.2).
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Apéndice C

A equivaléncia entre os espectros de

Dy +m e iyFD,—m

Seguindo [125], vamos considerar a seguinte base do espago das matrizes 4x4, (I'* T'*)

dada em termos das matrizes de Dirac:
TH = gySyk . T =ivy° . (C.1)
Estas matrizes também satisfazem a dlgebra de Clifford
{T# T¥} =29 e T'TM=-1.

Considere o operador I =MD = T(iv#D,+m) = iT*D,+ I"m. Para passar da equagio
(3.34) para a equagao (3.35), é necessdrio provar que

—i Trln(iv* D, +m) = =i TrIn(ivy* Dy, —m). (C.2)
A expressio —i TrIn(F?) é idéntica & expressio —i TrIn {(iv#D, + m)(iv* D, + m)}, pois
a tinica diferenca estd nas diferentes bases para as matrizes v. Conseqiientemente, pode-

mos escrever
T In(F?) = —% Te In(F) = —% Teln (#94D, + m). (C.3)
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Serd suficiente explicitar F?, fazer pequenas manipulacdes algébricas e em seguida voltar
a base original para compararmos o resultado com a expressao para H (3.36). Por cédlculo

direto, obtemos

r*D,r*D, = I'*IY(V,V, —ieV, A, —ieAV, —ieAV, +£*V,.S, + SV, —

— ALA, — ieflMALS, +ie A, — (TS, V., + £25,5,). (C.4)
Usando esta espressdo para calcular F? e voltando & base original, encontramos
F?P =04+ R, V*+1I, (C.5)
com R, e Il satisfazendo (3.37). A concluséo imediata &
F?2=H = (iv"D,+m) - (iv*D, — m). (C.6)
Como conseqiiéncia, pode-se estabelecer
—iTrIn{(i* D, +m) - v*D, +m)} = -t Tein{((y* D, +m) - (iv" D, —m)} (C.7)

e assim a equivaléncia (C.2) estd demonstrada.
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Apéndice D

Calculo das Divergéncias: Exemplos

Particulares

D.1 Vetor Abeliano

Considere primeiramente a teoria para vetores massivos, com a agdo (3.51)

1 1 -
S = /d‘*x { 5 ViV 4 5 MPVVP 4 (1" Dy — im)y } , (D.1)
onde D, = d, —tgV, and Vi = 0.V, — 8,V,. No contexto do método do campod
e fundo, fazemos

Y=Y =M (Pt ),

N T I

Y=Y = (Y )e v,

, L1
Vi—=V, =V, +t, +M8#go.

Como o campo escalar ndo se acopla com nenhum outro campo, o setor escalar pode ser

fatorizado da agio. A parte quadritica (nos campos quanticos, ti—,n,'f,[“)), submetida a
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mudanga de varidvel 5 = —3(y* D, + im)7, pode ser escrita na forma

@_ L[ p 1| &
T
onde
) o (0 + M?) 045(LP*8, + NP)
- 7 (D.3)
hﬁggu O+ Ry + 1T
e
LP = —igyn®y* . NP = —g* " Vo +mgir®
h'B = 297'81/) y R/\ = _229VA:
Il = "E g7u7yvﬂu - ig(a,uv'u) - QZV#V# + m2 '

2

O operator (D.3) é mais simples do que {4.2), devido ao desacoplamento do modo
escalar, no caso vetorial.
Podemos calcular as divergéncias a 1-loop da acdo efetiva da teoria (3.51). Para tal,

usamos a mesma expansao, (4.4}, com

né _ ) M 810+ NS | (A4)

RPEs L (R} + )L
e considerando somente os termos n = 2,3, 4 da série. Note que a contribuicao n = 4, que
vem do setor fermidnico, é um caso particular do resultado que obtivemos no Capitulo 3,
padrao na literatura. Assim, procedemos no calculo dos termos n = 2, 3, 4 analogamente

ao caso do vetor axial. Com os resultados parciais

1 ~ 1 1
75 sTr (Ha)zhw =z

/d% {3M* + 6g°b V¢ + 129°mypy) } (D.4)

SIS = & [ d'e {—ogiVu ) (D.5)

77



podemos, adicionando a contribui¢do fermidnica, encontrar a expressio completa para as

divergéncias

1 o2
i) — - fd%; { gM“ + 6gPmp — oV V- 2m‘*} : (D.6)

div 3

D.2 Vetor axial sem massa

No caso do vetor sem massa acoplado com espinores (QED) e do vetor axial sem massa
acoplado ao espinor sem massa, os calculos a I-loop podem ser realizados da maneira
usual, baseada no método de Faddeev-Popov. No entanto, como verificagao do nosso
procedimento, reproduzimos esses resultados seguindo a mesma metodologia. Em virtude
da maior simplicidade dos cdlculos nesses casos particulares, vamos omitir a malor parte
das passagens intermedidrias.

Para a Eletrodinimica Quintica (QED), o resultado encontrado é bem conhecido
(compare com o resultado (D.6)):

1 - 2¢?
I‘gl = /d,"l;l: {A 6e2m yh + —;; F»EV } . (D.7)

Considere a teoria para o vetor axial sem massa acoplado com espinores sem massa.

A acdo classica é
1 _
S = f d'z {—ZS“VS“V+¢¢7**D#¢} : (D.8)

onde a derivada covariante é a mesma para o caso massivo. Esta a¢do é invariante sob as
transformacées de gauge (3.31). Fazendo a mudanga de varidveis e usando o método do
campo de fundo, como descritos previamente, podemos chegar a seguinte expressao para
a acgao bilinear:

A o (0 + M?) 0#3(LP°8, + MP)

H= ) , (D.9)
P3P 10+ R+ 10
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onde
Lo = —ingysy™y’ M? = 7S, PP = Py (D.10)

A expansao para 5 TrinH e os clculos restantes produzem quase as mesmas férmulas
intermediarias encontradas no caso do vetor massivo, pois as matrizes H tém a mesma

estrutura, sendo as tnicas diferencas as equacdes (D.10) acima. Desta maneira, podemos

obter
1 -1\ i [ \ -
— = STy (1= ) faw == [ d'z { 6y 9% } (D.11)
2 O €
1 1 2
—sTr (1= ) |aw = = | d*z {607 P99} . (D.12)
3 O €
A expressao geral para as divergéncias é completamente definida, portanto, pelo loop
fermiénico:
1 2n?
Tl = g /d“m % Sz, (D.13)

Este resultado, invariante de gauge, segue-se do procedimento padraoc usande o método

de Faddeev-Popov.
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Apéndice E

Diagramas a 2-loops usando

parametrizacao de Feynman

Partimos da expressio (5.15) e fazemos, no denominador, a parametrizacao de Feynman

1
I / dz
ab / {az+(1—2)b)}
Seguindo os procedimentos-padrdo em regularizagdo dimensional, fazemos 2 mudanca de
varidvel p > p = p - gz. Depois de algumas manipulagdes, encontramos integrais

conhecidas e obtemos
['(e)
(4m)?

1
I = f dz { Ay, + A™°D, },
0

onde

A=qgz(1—z)m*,
Dy = vavu78 2727 + 2% (—2M e + 2M YaYe — VaVo¥80") + ME” VoY — MY, .

O célculo direto da integral (E) d4 como resultado a mesma expressdo encontrada pre-
viamente, (5.18). Assim, o operador polarizagio (correspondente ao diagrama da Figura

1) calculado pelos dois métodos ¢ o0 mesmo, (5.19).
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Agora, considere o diagrama da Figura 2. Partindo de (5.23), fazemos, desta vez, a

seguinte parametriza¢ao de Feynman

1 2(1 —a)dz ..
__/ (az + (1 —2)b)*’

—_

e a mudanga usual de varidveis, p = p—xzq. Pode-se, com algumas manipulagoes algébricas,

encontrar

! dp  (Aawgpp + A + Apvpue)Tq” + Bovus
I, =2 dr (1 — avfBup cvppfd prBpc avpl o .
o= [ 9 [ Gy 7 A) v

A partir das integrais conhecidas da regularizagio dimensional, podemos integrar em « e
escrever

5 1
Ly = 12 (Y Y@ + VYo Yed” + VoV 1nd”) + de (12m ny — dmyuy + 2¢° WV} + -

Como ja dispomos de J, obtemos como resultado final a mesma expressao encontrada em

(5.27).
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