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Resumo

Nesta tese fazemos uma andlise geral de processos de bosonizagio no plano. Mostramos
inicialmente que em duas dimensées espaciais, particulas podem apresentar estatistica
fraciondria, sendo portanto anyons. Tais particulas podem ser associadas a férmions ou
bosons acoplados a fluxos magnéticos. Mostramos uma aplicagio deste formalismo para
o célculo da resposta electromagnética no efeito Hall Quantico Fraciondrio. Fazemos
também um resumo da técnica de bosonizagdo funcional de funcées de correlacio de
correntes em sistemas fermidnicos relativisticos no plano, e mostramos a generalizacio
dos resultados para a bosonizagdo de modelos nio-relativisticos em (2 + 1)d. Falamos
ainda sobre as dificuldades para a realizacio do calculo do determinante fermifnico e
mostramos os principais métodos de cdlculo deste termo. Também mostramos a relagao
deste determinante com o tensor de polarizacio do vdcuo e realizamos ainda um cdlculo
para este tensor usando o método de regularizagido de point-splitting. A anomalia de

paridade é discutida extensamente.
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Abstract

We analyze different approaches of bosonization in two spatial dimensions. Firstly,
we show that in the plane, particles can have fractional statistics and therefore they
can be associated to fermions or bosons attached to magnetic fluxes. We apply this
approach to the study of the electromagnetic response in the Fractional Quantum Hall
Effect. Secondly, we develop a functional bosonization technique for current correlation
functions for relativistic as well as non-relativistic fermions in (24 1d). We also show the
fundamental role of the fermion determinant in the bosonization approach and evaluate
the vacuum polarization tensor using the point-slitting regularization. We discuss in detail

the so called parity anomaly.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas de elétrons fortemente correlacionados em duas dimensces espa-
ciais ((2+41)d) vem tendo sua importdncia ressaltada nos dltimos anos, com a descoberta
de fenomenos remarcdveis, como por exemplo o Efeito Hall Quintico e os supercondu-
tores a altas temperaturas criticas. Nestes tipos de sistema, considera-se que as particulas
constituintes estdo confinadas a um plano, sendo que 0 movimento na terceira dimensio
espacial pode ser desprezado.

Nos iltimos anos tem-se avangado muito na aplica¢do de técnicas de Teoria de Cam-
pos a sistemas da Matéria Condensada[l]. Por exemplo, a referéncia [2] apresenta uma
aplicacao interessante de técnicas semiclassicas no Efeito Hall Quintico Inteiro (EHQI).

Uma das técnicas freqilentemente utilizada na descrigio de sistemas de elétrons forte-
mente correlacionados é a bosoniza¢do. Esta técnica foi desenvolvida com éxito para sis-

temas em uma dimensio espacial, paralela e independentemente por fisicos das areas de



matéria condensada e de teoria de campos. Os primeiros trabalhos podem ser atribuidos
a F. Bloch[3] e S. Tomonaga[4] na primeira metade do século XX. Vinte anos mais tarde
o assunto foi redescoberto por Mattis e Lieb[5], mas sua compreensio completa sé foi
atingida com os trabalhos de Coleman[6], Luther[7] € Mandelstam[8] no ano de 1975.

A idéia original foi fazer um mapeamento entre operadores de campo fermidnicos
€ bosonicos, de modo que modelos fermidnicos pudessem ser representados por modelos
bosbnicos, ou seja, pudessem ser “bosonizados”. As regras para a bosonizagio em (1 -+ 1)d
mostraram-se ser universais, no sentido de que sdo independentes dos modelos conside-
rados. Por exemplo, a bosonizagdo da corrente fermiénica em (1 -+ 1)d, jf = 1/;7”1/), nos
leva & expressio da corrente bosénica jf = €,,0,¢, independentemente do modelo ao qual
a corrente estd associada. Tal universalidade aponta para a existéncia de uma estrutura
matematica subjacente aos processos de bosonizagfio, conhecida como “dlgebra dual”.

Além de assegurar a universalidade das regras de bosonizagéo em (1+1)d, esta &lgebra
também ¢ responsavel pela existéncia de propriedades gerais de sistemas fermiénicos em
uma dimensao espacial, propriedades estas que estdo relacionadas a certas simetrias pre-
sentes nestes tipos de sistemas. Por exemplo, foi mostrado recentemente [9] que a con-
duténcia em certas classes de arames quanticos (com contatos elétricos) é universal, devido
a presenca de uma anomalia quiral global e & universalidade das regras de bosonizacio
em (1 -+ 1)d.

Uma propriedade geral importante apresentada pelos sistemas interagentes em (1+1)d
¢ a “dualidade”, que consiste basicamente na correspondéncia entre o regime perturbativo

dos modelos fermionicos e o regime nao-perturbativo dos respectivos modelos bosdnicos



associados, e vice-versa. Como exemplo podemos citar o caso do modelo de Thirring
massivo em (1 + 1)d, considerando um alto valor para a constante de acoplamento g.

Neste caso ndo se pode aplicar métodos perturbativos, e a agio é dada por
S = d? T 1 B F
F = x ¢1@¢__293u3#

A este modelo pode-se associar um modelo bosonizado de sine-Gordon, cuja expansao em

torno do ponto de minima energia ird gerar uma acio que pode ser escrita como
1 o ap3?
Sp = fd% (8,,¢;8L,¢ — ~2~°-¢2 + —‘;—,ﬁ—qb‘* + )

com
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p= (1 +g/'rr)

Deste modo a agao bosonizada permitird a utilizagdo das técnicas pertubativas. Fisi-
camente isto significa que os verdadeiros estados assintéticos do sistema néo devem ser
férmions (os quais estdo fortemente acoplados), mas sim os estados ligados associados ao
modelo de sine-Gordon. Por outro lado, se a constante de acoplamento for pequena, o
modelo de Thirring considerado podera ser desenvolvido pertubativamente, enquanto que
o modelo de sine-Gordon associado ndo poderd ser tratado da mesma maneira [6]. Em
particular, as excitacbes topolégicas (sélitons) do modelo sine-Gordon correspondem aos
férmios “quase-livres” do modelo de Thirring no regime perturbativo. A descorberta deste
tipo de comportamento em (1 + 1)d, juntamente com o advento da algebra dual, repre-
sentaram um importante avan¢o no entendimento de sistemas fisicos em uma dimensao

espacial, e deram inicio a varios esforgos no sentido de se estender as regras de bosonizacio



a um numero mais elevado de dimensdes, em particular aos sistemas fermiénicos no plano,
devido & sua importancia nas diversas dreas de pesquisa citadas anteriormente. Em par-
ticular, a existéncia da dualidade “particula-séliton”, conectando os regimes perturbativo
e nao-perturbativo, € um assunto completamente em aberto em dimensdes superiores e
atualmente é um assunto de intenso debate em diferentes areas da fisica.

Na descrigdo de férmions em dimensodes superiores através de excitacdes bosbnicas,
temos que individualizar diferentes tipos de sistemas. A separacao de modelos perten-
centes as areas de “matéria condensada” ou “teoria de campos” nio é hoje uma boa classi-
ficagdo, ja que no contexto de elétrons fortemente correlacionados nao existem diferencas
essenciais entre estas duas abordagens. Talvez uma melhor e mais precisa classificagao
em termos fisicos seria separar os modelos em dois grupos: os que apresentam “densi-
dade finita” e os que tém “densidade nula”. Os modelos fermidnicos a densidade finita
caracterizam-se pela existéncia de uma superficie de Fermi. J4 os modelos a densidade
nula sdo os tradicionalmente tratados por fisicos de teorias de campos. Porém, em matéria
condensada os modelos a densidade nula sdo usados para descrever pequenas flutuacoes
em torno de regides especificas da superficie de Fermi. Um exemplo importante surge na
descri¢do de algumas excitagdes em supercondutores a alta temperatura critica, chamadas
de “quasiparticulas nodais” (nodal quasiparticles) [10], que comportam-se como férmions
de Dirac ndo massivos em (2 + 1)d.

Nos modelos a densidade finita, a superficie de Fermi pode ser considerada como um
“objeto quantico” (uma membrana), sendo que suas flutuagdes podem ser descritas em

termos de uma, teoria bosénica. A primeira tentativa neste sentido foi feita por A. Luther



[11] e continuada por F. Haldane [12], que bosonizou um sistema planar considerando-o
composto por infinitos sistemas unidimensionais parametrizados por uma variavel angular.
A bosonizagao de liquidos de Fermi em (2-+1)d foi também estudada por A. H. Castro Neto
e E. Fradkin [13, 14], que mostraram que a teoria de Landau para Liquidos de Fermi pode
ser considerada como um ponto fixo estdvel, no contexto do grupo de renormalizacio.
Algumas propriedades das excitagdes de uma particula em liquidos de Férmi também
foram estudadas com métodos funcionais nas refs. [15, 16, 17].

Qutra classificacio importante que pode ser usada para modelos fermiénicos diz
respeito s simetrias que estes modelos apresentam. Em (2 4 1)d, as simetrias mais
relevantes a serem consideradas sio a de paridade e a de inversio temporal. A quebra
destas simetrias provoca a apari¢io de um “gap” no espectro de energias, modificando a
fisica de longas distancias do sistema, assim como sua descrigio em termos bosénicos.

Nos sistemas que apresentam quebra explicita da simetria de paridade existem duas
formas de chegar a uma acgio bosonizada que, a nosso entender, nio possuem conexao
aparente entre si. A primeira relaciona-se ao fato de que em (2 + 1)d a estatistica das
particulas nao estd perfeitamente definida, em virtude do carater abeliano do grupo de
rotagoes no plano. Isto permite passar continuamente de uma estatistica fermidnica
para uma bosoOnica, simplesmente unindo adiabaticamente quanta de fluxo magnético
as particulas. Esta idéia deu lugar & consideragao de particulas com estatistica arbitréria,
chamadas de “anyons”, para cuja descri¢io os campos de gange com dindmica de Chern-
Simons desempenham um papel fundamental. No primeiro capitulo desta tese faremos

um resumo desta técnica e mostraremos um exemplo do seu funcionamento no cilculo de



observaveis no Efeito Hall Quantico Fracionario (EHQF). Porém, esta técnica é exclusiva
para (2+1)d e ndo pode ser generalizada para outras dimensées, devido as particularidades
matematicas do grupo de rotacoes no plano.

O outro método que mencionamos, e que trataremos por extenso nesta tese, é um
método de bosonizagdo de correntes que poderia ser chamado mais propriamente de “du-
alizagdo”, ji que propoe um mapeamento da corrente fermidnica Jf = Uy, ¥ numa cor-
rente de gauge dual (no sentido geométrico) dada por Jf = €4,,0,A, Dois métodos
foram propostos para se obter esta bosonizagao: o método candnico[18] e o funcional[19].
De um modo geral, podemos dizer que o primeiro é adequado para estabelecer uma cor-
respondéncia entre os campos fermidnico e bos6nico, enquanto que o segundo pode ser
empregado com mais facilidade no caso da bosonizagio das funcdes de correlacio de cor-
rentes.

O método candnico de bosonizagio foi usado para se obter os primeiros resultados
concernentes a sistemas de férmions livres ndo massivos no plano. Nestes casos, o campo
bosdnico é um campo de gauge vetorial, e a agio bosonizada tem a forma de um termo
de Maxwell-Chern-Simons nio-local neste campo[18].

Por outro lado, o método de bosonizagao funcional foi aplicado inicialmente a sis-
temas de férmions massivos interagentes. Os primeiros resultados neste campo foram
encontrados por E. Fradkin e F. Schaposnik[19], que trabalharam com o modelo de
Thirring massivo em (24 1)d. Estes autores obtiveram importantes resultados que apon-
taram na dire¢io de uma universalidade nas regras de bosonizagao da corrente fermiénica,

Jf = U, ¥, de modo semelhante ao que ocorre no caso de uma dimenséo espacial. Eles



mostraram que para o modelo considerado, tomado no limite de massa infinita, a corrente
fermionica ¢ mapeada numa corrente bosonica, JZ = €,,,8,4,. Além disso também foi
mostrado que a ago bosonizada é local, do tipo de Maxwell-Chern-Simons no campo

bosonico A,. Mais especificamente, temos:

TP =070 +— JP=¢,,0,4, (L.1)

b

i

] 1
2e“u,,A“3yAp + Z:; (1 + mgQ) Fj,, + 0O (—)

T@+m)¥+g? (In0) 3
A suspeita da existéncia de uma universalidade nas regras de bosonizacéo da corrente
fermidnica em (2 + 1)d, assim como ocorre no caso de uma dimensao espacial, foi confir-
mada recentemente por D. Barci, L. E. Oxman e S. P. Sorella [20]. Eles mostraram que no
caso relativistico, a bosonizagéo da corrente fermidnica, dada pela eq. (1.1), pode ser feita,
independentemente do modelo considerado, para qualquer funcional de correntes. Este
fato ¢ de grande importéncia no estudo da bosonizacfio de sistemas bidimensionais, por
tratar-se de um resultado geral; ele foi explorado recentemente na referéncia [21], onde
¢ mostrado que, como conseqiiéncia da universalidade nas regras de bosonizacio de cor-
rentes, a quantizagdo da condutincia em sistemas que apresentam Efeito Hall Quantico
¢ exata e universal, no sentido que néo depende das interacdes particulares do modelo.
Nesta tese (e na referéncia [22]) mostramos que a bosonizagio da corrente fermidnica no
plano também obedece a regras gerais mesmo em casos nao-relativisticos. Consideramos
duas situages: quando o termo cinético apresenta uma simetria global 0(3), e quando

esta simetria é quebrada. No primeiro caso o termo cinético tem a mesma forma daquele
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presente no caso relativistico, embora os potenciais de interacio entre as correntes, Vi,
possam quebrar explicitamente a simetria de Lorentz. A densidade de lagrangeana pode

ser escrita como:
U (7,8, +m) ¥ + Jf (2)Vo(z, y)J7 () + JF (2)V (2, v) IF ()

Neste caso, aregra de bosonizacio da corrente é idéntica & do caso relativistico, dada pela
eq. (1.1). Veremos também que nos casos ndo-relativisticos em que a simetria global O(3)
do termo cinético € quebrada, a regra de bosonizagdo da corrente é mantida, desde que as
interagoes dependam apenas da densidade fermiénica JI', como acontece na maioria dos
casos nao-relativisticos.

Como serd mostrado ao longo desta tese, todo o processo de bosonizacio funcional de-
pende de uma transformacio do determinante fermidnico, particularmente sobre a parte
do determinante que quebra a invaridncia de paridade. Isto implica num papel fun-
damental desempenhado pelo termo induzido de Chern-Simons em todo o processo de
bosonizacao. Prova disso é o fato de que o coeficiente do termo de Chern-Simons é
relacionado a um observavel fisico: a condutividade transversa, também chamada de con-
duiividade Hall. Porém, é fato bem conhecido que a deteterminacéo do coeficiente de
Chern-Simons envolve certas ambigilidades, que vém da necessidade de se regularizar o
comportamento ultravioleta da teoria. Estudaremos este problema detalhadamente, e
mostraremos que o método de regularizagdo de point-spliting parece ser o mais apro-
priado, quando consideradas as propriedades da teoria frente a uma transformacio de

paridade e a sua invariancia perante as transformacoes de gauge.



A exposicdo desta tese estd organizada como segue. No préximo capitulo mostramos
que em duas dimensdes espaciais, sistemas fermidnicos e bosonicos podem ser relacionados
entre si por meio do acoplamento do sistema a um campo de gauge estatistico (campo de
Chern-Simons). Mais genericamente, veremos que particulas num plano podem apresentar
estatistica fraciondria, sendo portanto anyons, e tais particulas podem ser associadas a
férmions ou bésons. Isto nos dard justificativas tedricas para mapearmos um sistema
fermibnico num bosénico, usando o formalismo de integrais de caminho. Mostraremos
entdo uma aplicacdo deste formalismo para o calculo da resposta electromagnética no
EHQF.

No capitulo (3) fazemos em primeiro lugar um resumo da técnica de bosonizagao
funcional de sistemas fermiénicos relativisticos no plano. Logo depois mostramos a ge-
neralizagao destes resultados para a bosonizagio de modelos nao-relativisticos em (2+1)d.

No quarto capitulo falamos sobre as dificuldades para a realizacdo do cdlculo exato
do determinante fermidnico, e mostramos os principais métodos de calculo deste termo.
Também mostramos a relagdo deste determinante com o tensor de polarizacio do vicuo e
realizamos ainda um calculo para este tensor usando o método de regularizacdo de point-
splitting. Finalmente, na concluséo, é feito um balango geral do trabalho, assim como das
suas possiveis extensoes.

Um resumo dos resultados originais desta tese podem ser achados nas referéncias:

1. “On the Electromagnetic Response of Charged Bosons Coupled to a Chern-Simons

Gauge Field: A Path Integral Approach”



D. G. Barci, E. V. Corréa Silva and J. F. Medeiros Neto

Phys. Rev. B58 (16), 10921 (1998).

. “Functional Bosonization of Non-relativistic Fermions in 2 + 1 Dimensions”
D. G. Barci, Cesar A. Linhares, J. F. Medeiros Neto and A. F. de Queiroz
Int. J. Mod. Phys. A, (2000) (In press).

Preprint: cond-mat/9907193.

. “The point-splitting regularization of (2 + 1)d parity breaking models”
D. G. Barci, J. F. Medeiros Neto, L. E. Oxman and S. P. Sorella

Submetido para sua publicao

Preprint hep-th/0011154.
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Capitulo 2

Anyons, termo de Chern-Simons e a
correspondéncia entre férmions e

bosons

Neste capitulo estudaremos resumidamente o conceito de anyons, ressaltando a im-
portancia deste assunto no tratamento da equivaléncia entre sistemas fermidnicos e bosonicos
no plano'. Com base nas idéias discutidas, apresentaremos resultados para a resposta
eletromagnética de um sistema de bésons ndo-relativistas acoplados a um campo de Chern-
Simons, observando que tal sistema é equivalente a um sistema fermidnico especifico[24].
Como veremos, em nosso trabalho obtivemos uma expressao explicita para a corrente

gerada no sistema por um campo eletromagnético externo arbitrario. Desta forma é

'Um estudo mais detalhado sobre o assunto pode ser encontrado por exemplo na referéncia [23).
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possivel generalizar resultados conhecidos do Efeito Hall Quantico Inteiro (EHQI) para o

Fraciondrio (EHQF).

2.1 Anyons

De um modo geral, podemos dizer que anyons sdo particulas de spin arbitrdrio e que
obedecem a uma estatistica também arbitraria, associada ao spin. A possibilidade tedrica
da existéncia de tais particulas foi proposta pela primeira vez em 1977 por Leinaas e
Myrrheim[25], sendo que mais tarde Wilczek [26] propés a primeira prescrigdo fisica para
se “gerar” anyons, como veremos. De fato, o termo “anyons” deve-se a ele. Tais particulas
sio utilizadas atualmente para explicar certos fenémenos fisicos que ocorrem em planos, ou
fenémenos em gque o movimento em uma terceira dimensio espacial possa ser desprezado.
Isto é possivel basicamente por causa das propriedades do grupo de rotacdes no plano,
SO(2).

Como sabemos, campos fisicos transformam-se de acordo com representacdes irre-
dutiveis do Grupo de Lorentz. No caso de um espaco-tempo quadridimensional este
grupo é o SO(3,1). Mesmo no caso nao-relativistico, o grupo de rotagdes é o SO(3),
que é um sub-grupo do SO(3,1) e que possui trés geradores (L,, Ly, L,) que satisfazem a
relagao de comutagio

[Li, Lj] = deijuly (2.1)

Como conseqiiéncia, as componentes espaciais do spin devem obedecer a uma relacio

12



de comutagio idéntica & mostrada na eq. (2.1), trocando-se cada L; pela respectiva
componente de spin. Esta relagio de comutacdo leva 4 quantiza¢do do spin, restringindo
seus valores a niimeros inteiros ou semi-inteiros. Devido ao teorema de spin-estatistica
tem-se entdo que as fungoes de onda para um sistemas de particulas em (3 + 1)d devem
ser simétricas ou anti-simétricas pelo intercAmbio de duas particulas.

A situagio em duas dimensGes espaciais se altera bastante. Neste caso, o Grupo de
Lorentz é 0 SO(2,1), e 0 grupo de rotagtes é o SO(2), que possui um tnico gerador, L,. As
representagoes deste grupo sdo portanto unidimensionais, nio sendo entiio possivel con-
struir uma rela¢do aniloga 3 eq. (2.1) para um sistema num plano. O niimero quintico
que representa o momento angular pode entdo assumir qualguer valor I, inclusive ! fra-
ciondrio, o que condiz com a dlgebra do SO(2) 2. Quanto 3 fun¢io de onda de um sistema
de particulas no plano, Leinaas e Myrrheim[25] mostraram que no espaco de Hilbert que
representa fais particulas, as fungSes de onda podem ser multi-valoradas (desde que néao
se permita que uma particula “passe por cima” de outra), de maneira que as posicoes de
duas particulas podem ser especificadas, em termos da func¢io de onda, a menos de uma
fase relacionada ao momento angular fraciondrio. Este fato sugere a possibilidade de uma
estatistica arbitrdria. Como sabemos, a “estatistica” de um sitema de particulas é deter-
minada pela fase gerada na func¢io de onda quando duas particulas sdo trocadas entre si.
H4 duas definigoes fisicas possiveis para este tipo de troca: (a) simplesmente trocamos
os nimeros quénticos associados as particulas; (b) as duas particulas sdo transportadas

adiabaticamente pelo espago, de modo a trocarem de lugar entre si. Em trés dimensoes

2Isto nao nos impede de impor a condicdo de { ser inteiro.
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espaciais as duas definigbes sdo equivalentes, o que nfo ocorre em (2 + 1)d. Isto ocorre
basicamente porque em trés dimensdes espaciais, caminhos que rodeiam a origem podem
ser topologicamente modificados para nao roded-la, e isto pode ser feito sem que os cam-
inhos cortem a origem, enquanto que em duas dimensées isto ndo é possivel. Para efeito
de definicao de estatistica no plano, consideraremos a definicio (b). Matematicamente,
a definicdo (a) classifica as particulas como representacdes do Grupo de Permutacdes
P, enquanto que a defini¢do (b) as classifica em termos do Grupo de Torcdes B (Braid
Group). Pode-se mostrar[23] que particulas cujas fungdes de onda transformam-se (em
intercAmbios via transporte adiabético) de acordo com representacdes do Grupo de Per-
mutagoes podem ser apenas férmions ou bésons (como ocorre em (3 + 1)d), enquanto
que particulas que transformam-se como representagées do Grupo de Torcdes geram, na
funcdo de onda associada, uma fase arbitrdria, o que por sua vez indicard uma estatistica
arbitrdria. Basicamente, supondo que a funcio de onda ¥ para um par de particulas no
plano adquira uma fase  num intercimbio de niimeros qanticos, ¥ — ¥, temos que apds
dois intercimbios, ¥ — 1n*¥ = ¥, j4 que dois intercAmbios sucessivos fazem o sistema
retornar & configuracdo inicial. Temos entdo que neste caso 7 = =1, o que indica que
as particulas sdo férmions ou bdsons. Por outro lado, se r for a coordenada relativa de
uma particula em reacio a outra, entéo a rotagio de 7 de um angulo 7 corresponde a um
intercdmbio via transporte adiabdtico das particulas, sendo que neste caso nada podemos
afirmar, a principio, sobre a fase adquirida pela funcio de onda, j4 que as particulas foram

efetivamente deslocadas.

Em 1982 Wilczek[26] mostrou que particulas carregadas num plano, ligadas a pequenos
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solendides que se movem junto com elas (gerando linhas de campo magnético perpendicu-
lares ao plano) tém spin e estatistica arbitrdrios. Tais particulas sdo portanto a realizacio
fisica do conceito de anyons visto acima. Em outras palavras, fisicamente podemos consi-
derar cada anyon como um objeto composto de “particula carregada + fluxo magnético”,
0 que implica na existéncia do efeito Aharonov-Bohm para o movimento no plano. Sendo
g a carga (arbitriria) de cada particula e ¢ o fluxo magnético a ela associado, mostra-
se facilmente que num intercambio via transporte adiabdtico de dois anyons idénticos, a
fungio de onda associada transforma-se como Wanes — €9%/2W400ic, sendo que Wy €

Waepois relacionam-se entre si de acordo com a estatistica original dos campos, enquanto

que

n = '/ (2.2)

¢ uma fase que mede a mudanca em relagio A estatistica original das particulas, e que
surge em conseqiiéncia do efeito Aharonov-Bohm. Deste modo, a liberdade de escolha do
valor de ¢ resulta nas propriedades anyonicas esperadas. Usualmente escreve-se = e
sendo 8 = g¢/2 chamado de pardmetro estatistico. Vemos entdo que no caso dos anyons

este parametro é arbitririo.

2.2 Anyons e a equivaléncia entre férmions e bésons

Definamos um “quantum” de fluxo magético[l] como ¢y = 2x/¢. Entdo, da eq. (2.2),

poderemos escrever a fase que indica a mudanga na estatistica original do sistema como
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n = e"*/%_ Lembrando agora que ¢ representa o fluxo que acompanha cada particula, ve-
mos que se associarmos um numero par de quanta de fluxo a cada particula, sua estatistica
sera preservada. Por outro lado, associando a cada particula um niimero fmpar de fluxos,
mudaremos sua estatitica (de fermionica para bosénica, por exemplo). Desta forma, se as
particulas originais forem férmions e se associarmos a cada um deles um nimero impar de
fluxos, entao eles passardo a apresentar estatistica bosonica. De um modo geral, férmions
(bésons) no plano podem ser descritos como bésons (férmions) acoplados a um nidmero
impar de quante de fluro, ou como férmions (bdsons) associados a um numero par de
fluzos. De um modo geral podemos associar férmions ou bésons no plano a particulas de

estatistica arbitraria, bastando escolher os parimetros estatisticos apropriados.

2.3 Anyons e o termo de Chern-Simons

E importante notar que no modelo proposto por Wilezek, cada particula estd rigi-
damente ligada ao respectivo solendide, o que usualmente ndo ocorre nos sistemas con-
siderados quando se estuda o efeito Aharonov-Bohm. Do ponto de vista da Teoria de

[

Campos, torna-se necessiria a existéncia de um modelo que “una” particulas carregadas
a fluxos magnéticos, a fim de se descrever corretamente os anyons. Este modelo é o de
Chern-Simons, sobre o qual falaremos resumidamente a seguir.

Consideremos um sistema de particulas carregadas movendo-se num plano. Seja j, a

corrente conservada associada ao sistema e a, um campo de gauge local. Consideremos o
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termo (invariante de gauge)
AL =i a' — Favp o
= Ju0 25 o0 0, (2.3)

onde (1/2)c*?a,0,a, € o termo de Chern Simons e j,a* representa um acoplamento entre
o campo de gauge e a corrente das particulas carregadas. No caso de férmions este termo
¢ dado por j,o* = qﬁfmwa“, e no caso de bosons, j,a* = D,¢(D*¢)*. Adicionamos entdo
AL A densidade de lagrangeana do sistema das particulas carregadas, de modo que as

equacoes de movimento para a componente ag levario a

Associando o rotacional (em (241)d) do campo de gauge a um fluxo magnético, temos que
a equagao acima representa um vinculo que associa um fluxo a cada carga, precisamente
0 que representa um anyon, de acordo com a construgio de Wilczek. Vemos ainda das
equagdes (2.2) e (2.4) que o campo de gauge a, est4 relacionado 3 estatistica das particulas
carregadas, sendo por isso chamado de campo estatistico. Desta maneira, de acordo com o
que foi visto na secio (2.2), vemos que a construgao de Chern-Simons permite representar
um sistema fermionico através de bésons ou um sistema bosdnico por meio de férmions.
Isto implica na possibilidade de se “bosonizar” um sistema fermionico, reescrevendo-o em
termos de bdsons acoplados a um mimero impar de quanta de fluxos magnéticos. Na
préoxima se¢ao mostraremos como exploramos esta possibilidade para calcular a resposta

eletromagnética de um sistema de bdsons num plano, acoplados a um campo de Chern-

Simons.
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2.4 Bobsons carregados acoplados a um campo de Chern-
Simons: resposta eletromagnética e outras carac-

teristicas

Como sabemos, um sistema de elétrons interagentes num plano sob a acio de uma
determinada diferenga de potencial e de um campo magnético By, perpendicular ao plano,
apresenta Efeito Hall Quantico Fraciondrio (EHQF) para valores suficientemente altos de
By e temperaturas suficientemente baixas®[27]. Por outro lado, vimos nas secdes anteriores
que elétrons num plano podem ser representados por bésons acoplados a um niimero impar
de quanta de fluxo magnético, e este acoplamento pode ser feito por meio do termo de
Chern-Simons. Esta propriedade é a base da representacdo de Chern-Simons-Landau-
Ginzburg (CSLG) para o EHQF[28, 29]. Neste madelo, o sistema de elétrons é mapeado
num sistema bosdnico com uma interagao de gauge adicional, representada pelo termo de
Chern-Simons. Desta forma, a densidade de lagrangeana que representa o modelo conter4
um campo bosénico carregado ¢, um campo eletromagnético externo A, ¢ um campo de
gauge estatistico a,. A resposta eletromagnética pode entao ser calculada realizando-se
a integral de caminho do sistema em duas etapas: inicialmente integra-se sobre o campo
bosonico, obtendo-se uma agéo efetiva S,y para um “novo” campo de gauge da, = A,+a,.

Mostra-se entio[29] que sendo 7 a densidade média de particulas, a uma intensidade do

3No apéndice (A) fazemos uma revisio suscinta do fendmeno e de conceitos que serio usados nesta

secdo.
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campo magnético externo dada por
By = ¢obp/m (2.5)

corresponderd a um valor médio nulo para da,. Assim sendo, apenas pequenas flutuacdes
quanticas de da, serdo consideradas, e por isso podemos aproximar a acio efetiva por
uma forma quadratica em da,. Esta forma podera entfo ser integrada e dara a resposta
linear do modelo. E importante notar que a eq. (2.5) fiza valores do campo magnético
correspondentes a fatores de preenchimento da forma v = 1/(2k+ 1) (k = 1, 2, ..),
associados aos platds na condutividade Hall do sistema, exatamente o que se observa no
EHQF. H4 no entanto, neste efeito, fracdes que nao podem ser escritas como 1/ (2k+ 1), |
0 que evidencia o carater aproximado dos cilculos.

Baseados nestas idéias, na referéncia [24] calculamos a resposta eletromagnética de um
sistema de bésons nédo-relativistas no plano, acoplados a um campo de gauge de Chern-
Simons a, e sujeitos a acdo de um campo eletromagnético externo A, arbilrdrio. Desta
forma, os resultados do modelo CSLG para o EHQF surgem como casos particulares
de nossos célculos. Também mostramos que no caso de um campo magnético externo
B=VxA estatico, uniforme e perpendicular ao plano, a quantizacdo da condutividade
Hall é exata mesmo na presenca de qualquer tipo de impurezas, generalizando resultados

obtidos anteriormente para o efeito inteiro e para impurezas localizadas[30, 31].

1,

Partimos da agao nio-relativistica evclideana

S - [da {¢*[aT+1;(A0+ao)—w]¢—i’(—:v‘e(“f”))¢

— —;[dzmdzydr [¢*(z)p(2) - p ]V (z —y) [¢"(w)o(y) — B ] +
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- *%—gfdzxdT “*a,0,a, (2.6)

onde V(z —y) representa um potencial de interacio arbitrrio. A funcdo de particio serd

dada por

Z[4o, Ai] = [ D§DyDa, Grlp,a,] e=S6¢ bl (2.7)

onde G|, a,] representa um funcional de fixagio de gauge. Integrando o campo de gauge
estatistico a, e também a fase do campo complexo ¢ = p!/2e* mostramos que Z[Ay, A4;]

pode ser escrita em termos de uma agdo efetiva S,y como

Z{Ag, Ai) = o35 [ Padr &0 4,0,4, /'Dp g—Ses(p,E,B] (2.8)
sendo
m 1 1 1
= O @ S ———fdzdh-v
Sey 5 f zdy@op[v.(pv)} Gop = -~ | dzdr 4pr p
1

- 5 [ Padydr o) = 51V~ 1) [ply) - 5]~ 5Tl (V- L)
-2 f dPzd*ydr [p(.’lz) - —gB(:c)] F(z—y) [p(y) - —ZB (y)]

- 5= f Prdyd zdr VG(z —y) - VG(z — 2) x

x |o(@) - 5B [ow) - 5BW)| [o(2) - 58]

~ [ dadtydr [p(:ﬂ) - —gB(:z:)] Glz—y)V - B(y) (2.9)

onde B e E representam os campos magnético (perpendicular ao plano) e elétrico externos,

p(z) = ¢(z)¢*(z) indica a densidade de carga e

ViG(z—y) = (5(:1: —y) (2.10)
Flz—y) = de AVGC(z —2) - VG(z — y) (2.11)
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Como nao fizemos nenhuma restricio s formas de B ¢ E, temos que a eq. (2.9) representa
a agdo efetiva (escrita em termos da densidade bosénica) para um sistema de bdsons
sujeitos & interacao de um campo eletromagnético arbitrdrio.

Um detalhe importante é que no processo de “colagem de fluxos” para passar de uma
teoria fermidnica a uma bosénica, apenas ¢ alterada a fase dos campos. Portanto, a acao
efetiva (2.9) escrita em termos da densidade de carga é exatamente a mesma tanto na
teoria fermibnica quanto na bosdnica. Mostra-se desta forma a utilidade de representar
os férmions em termos de bdsons acoplados a um campo de Chern-Simos, j4 que que nio
¢ possivel (ou pelo menos ndo é obvio) como alcancar o resultado (2.9) diretamente da
acao fermidnica original.

A eq. (2.8) nos permite calcular a forma das correntes conservadas do sistema, que

serao dadas por:

)

(Julz)) = A () In(Z) (2.12)

Calculando as derivadas funcionais envolvidas obtemos:

iy = (p(z 7)) ; (2.13)
Jy = —ige [Ej—aj [ &y G(m—y)ﬁ‘ﬁ}

™

+ i [y aG( - o (o) - 5BW)

+ JF(z) (2.14)

com
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A@) = [ day V6(a — ) - 9,6y - 2) ([pl) = 58] [pol2) - ZBG)]) (216)

O termo J(z) é topoldgico, no sentido de que ¢ automaticamente conservado (8;J% (z) =
0 devido a antisimetria do tensor €). Dizemos que JT(z) é uma corrente topoldgica. E
interessante estudar o comportamento destas correntes no caso particular de um campo
magnético estdtico e uniforme, sendo E ainda arbitrdrio. Este caso é importante pois é

esta configuragéo que permite o EHQ. Neste caso mostramos que a eq. (2.14) torna-se:

() = —iey [Ej -0, [d%y Gl -9V B| + (@) (2.17)

Podemos notar que o primeiro termo do lado direito da equacéo acima ndo depende de
detalhes especificos do sistema, que estardo representados na corrente topolégica JF(z).
Em nosso trabalho, mostramos que esta corrente se anula no caso de um plano infinito
com densidade média de carga p = wB/6, sendo que tal densidade corresponde a um fator

de preenchimento

T
= — 2.1
v=" (2.18)

Também mostramos que no caso de um plano finito com a mesma densidade média de
carga, Ji(z) ndo serd mais nula, porém sers cancelada por uma corrente de borda, de
modo que tanto no caso de um plano finito quanto infinito, a corrente total é dada por
. =]
() = —iges [Ej - ajfdizy Cle—y)V - B (2.19)

No caso de auséncia de impurezas, V-E = 0 e ent@o a corrente terd a forma correspondente
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ao EHQF (com a condutividade quantizada):

1 €2
V)= a1

E; (2.20)
Numa amostra real V - E # 0, mas mesmo neste caso podemos provar, a partir da eq.
(2.19), que a corrente satisfaz a eq. (2.20) sendo que, neste caso, E; estard associado ao
campo elétrico externo (néo levando em conta suas alteragbes provocadas por impurezas
da amostra). Desta forma chegamos & conclusiio de que para um fator de preenchimento
da forma (2.18), a condutividade Hall ¢ independente das impurezas do sistema. Vemos
também que estas impurezas sdo responsdvels apenas pelo surgimento de correntes de
borda, néio afetando assim a corrente “transversa” associada i condutividade Hall. Esta
¢ a razao para a quantizagio exata desta condutividade. Desta forma generalizamos
resultados jé conhecidos no EHQI|30], para caso do EHQF no contexto da teoria CSLG.
Em outras palavras, mostramos a quantizagio da condutividade transversa no EHQF
ocorre para qualquer tipo de distribui¢io de impurezas.

De posse da agiio bosonizada (2.9) é possivel calcular diferentes grandezas fisicas espe-
cialmente interesantes. Uma delas é o propagador para flutuacdes de densidade de carga
6p(z) = p{z) — (p(z)). Considerando que a densidade nio difere muito da densidade
media (p(z)) = p, podemos fazer uma expansio perturbativa em §p, achando uma acéo
efetiva para as flutuagdes. Os detalhes destes cdlculos podem ser achados na referéncia

[24], enquanto que uma abordagem mais pedagégica foi apresentada em [32]. O resultado

é dado por

S = _’;% [ d*zd®y 6p(z)G(z — y)6p(y)
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b [ ey sola) { s Vidle ) - [V(x - -2 () cte- y)} } 3ola)

1 3., O = 1 3 3
+ Smﬁ?/d:EVJp(x) Vép(x)dp(x) —gﬁgﬁ/d:ﬂ dp® + ...
1 &
2m w?

1 — =
+ —gn-—ﬁifd‘g’:cd?’ydgz VG(r —2)  VG(z ~ y) dp(z)6p(y)Sp(2)

fd3$d3yd3z VG(z —y)-VG(z — z) 8p(z)bp(y)dp(z)

—

- /d2xd2y 5p(z)G(z —y)V - B (2.21)

Como as flutuacdes dp sdo pequenas, podemos considerar que o termo quadratico da agdo
efetiva define a dindmica das flutuacdes, enquanto que 0s termos de ordem superior podem
ser considerados como perturbagdes. Neste sentido podemos escrever o propagador das
fiutuacgdes de densidade no espaco de momentos como

282
m

(p(w,k)op(—w, k) ) = (2.22)
o= () + 2evie + £ (4]
E instrutivo escrever este propagador da seguinte forma
(5o, 103p(—w, k) ) = k2 1 1 ) +00¢) (2.23)
’ ’ @ W—wp W wy )

com

wy = \J ( i )2 + —ikﬂ/(—k?) + 2 (—9) (2.24)

om m\ 7
Esta expressio mostra que nosso formalismo é consistente com o teorema de Kohon[33].
Este teorema estabelece que em um sistema planar invariante frente a traslacdes, sub-
metido & agdo de um campo magnético perpendicular ao plano, a funcio de correlacio
de densidade deve ter um “gap” w. = pB/m quando calculada até ordem k?. Este é um
resultado exato que independe dos detalhes microscépicos do sistema.
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A relagéo de dispersdo (2.24) coincide, no limite de longas distancias (pequencs mo-
mentos), com as calculadas nas referéncias [34] e [35]. Para o potencial de Coulomb
V(—k?*) o 1/lk| a relacdode dispersdo é linear, como foi sugerido primeiramente por
Halperin na referéncia [36]. Além disso, a eq. (2.24) coincide com a relagao de dispersao
das quasiparticulas de um superfluido de anyons[37]. Estes fatos mostram a consisténcia

do nosso método de andlise das flutuacdes.
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Capitulo 3

Bosonizac¢io Funcional em (2+1)d

No capitulo anterior estudamos uma possivel estratégia para descrever férmions em
termos de bésons num plano. Também mostramos uma aplicacdo concreta desta técnica
no calculo de sistemas que podem apresentar EHQ. Porém, duas limitagoes apresentadas
por esta técnica devem ser citadas: a primeira é que nio é possivel generalizd-la para
dimensdes diferentes que (2+1)d; além disso ndo parece haver relagio com as propriedades
duais presentes em (1 + 1)d, embora este ponto ndo esteja completamente esclarecido até
o momento. Neste capitulo apresentaremos uma abordagem do problema da bosonizagio
funcional bastante diferente. No entanto, nao se tem até o presente indicagdes precisas de
que a abordagem que serd mostrada nao tenha relagio com o procedimento seguido no
capitulo anterior.

A idéia bdsica do método que agora apresentaremos ¢é tentar encontrar uma relagio

entre as fungGes de correlagdo de correntes para uma teoria fermiénica e outra bosdnica.
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Isto significa que de certa forma estaremos declinando da possibilidade de expressar cam-
pos fermidénicos em funcao de campos bosbénicos, para fazer uma descricdo em termos
de correntes que terdo cardter bosénico. Por este motivo esta abordagem deveria ser, a
principio, mais simples, de modo a permitir entender melhor a estrutura e as dificuldades
da técnica de bosonizacdo em dimensdes superiores.

Podemos aqui adiantar os resultados gerais, a saber: dada uma teoria fermidnica
em termos de interacoes de correntes Jf = 1[-)')/,,1,!), serd sempre possivel bosonizé-la,
transformando-a numa teoric de gauge cujo acoplamento serd escrito em termos de uma

corrente topoldgica Jf = €,,,,0,4,. As duas teorias serdo equivalentes no sentido que

(JE(z1).. . JE, (:cn)>KF = (B (z1)... T}, (xn)>KB (3.1)

onde Kr ¢ Kp sao as acOes fermionicas e bosonicas (de gauge) resbetivamente.
Neste capitulo mostraremos que este resultado é universal, no sentido que nao de-
pende do tipo de interacdo particular considerado. Analisaremos 0s casos de férmions
relativisticos e nao-relativisticos separadamente. Na discussao destes casos seguimos

essencialmente as referéncias [20, 22, 38].

3.1 Férmions relativisticos

Consideraremos um sistema de férmions relativisticos de spin 1/2 representado pelo

funcional gerador
Zimlg] = / DYDY o~ J o H+migy-sT [77]
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_ /D\IIDITI o~ EP[08]-S[1F]—i [ &2 sk aF (3.2)
onde Kp|¥, W] representa a acio livre para os férmions,
Ke [0, 9] = /d3$ V(@ +m) ¥ (3.3)

e s, ¢ uma fonte externa acoplada 4 corrente fermiénica, Jf = \iffyu\If. Seguindo a notagao
usual temos que § = y,0¢, e as matrizes vy serdo escritas em fungio das matrizes de Pauli
() como 9 = —ios, 71 = 01 € ¥2 = 09, 0 que implica nas seguintes expressdes para o0s
tragos:

Tf(’)’u) =0 TY('Y#’Yv) = 2 Tr(y¥o¥e) = —2i€yp0 (3.4)

3.1.1 O termo cinético

Para ilustrar o funcionamento da técnica proposta consideremos inicialmente a teoria
livre, 7 = Q.
Para comecar, fazemos a seguinte mudanga de varidveis nos campos fermiénicos (com

Jacobiano trivial):

¥ — ROy (3.5)

¥ — Peiel@ (3.6)

O funcional gerador nao deve depender de «, e portanto este fator poderd ser integrado

em Z[s|, alterando-se apés esta integragdo apenas o fator de normalizagdo do funcional
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gerador. Desta maneira podemos escrever:
Z[s] = f DIDI D = J 32 ¥ pHm+ils+da))¥ (37)

Introduzimos agora um novo campo b,, relacionado a o por:

1

=5 0"bu (38)

Ope=b, & a=
e fazemos a substituigdo de varidveis de o para b, em Z[s]. A eq. (3.8) implica em que
Fap = Ouby — Byb, = 0 (3.9)

¢ portanto o campo b, serd um campo de gauge puro. Temos entdo um vinculo para o
campo b, que deveri ser levado em conta na substitui¢do de varidveis em questao. Por
outro lado, sabemos que qualquer tensor antissimétrico de dois indices {como f,,) possui
apenas trés componentes independentes, que podem ser evidenciadas de modo natural
usando-se o pseudovetor dual (f, = L€, sy em nosso caso). Sendo assim, o vinculo

para b, pode ser levado em conta se inserirmos uma delta de Dirac funcional, escrita em

funcio de f,, em Z[s]. Teremos entdo:
Z[s] = [ DUDID by 5(epfoplt]) e J &= Hrilert+miv (3.10)
Fazemos agora uma “deslocamento” no campo b,,
by — by — s, (3.11)

que desacoplara a fonte externa dos campos fermidnicos. Introduzindo ainda um multi-
plicador de Lagrange A, para exponenciar o funcional 4, obteremos, apés uma integracéo
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sobre os férmions:

Zls] = [ DA, eTHolAIT [ E sucuuntids (3.12)

onde Kp[A,] representa a agdo livre bosonizada, sendo
e~ Kalau] _ beu o~ Tlol+i f & by dua, (3.13)
com T'[b] representando a agdo fermidnica efetiva:
Tb) = —Trln(@+i p+m) (3.14)
Lembrando ainda que det O = exp(Trln O), podemos escrever:
Tl = TrIn@+it4m) — det (@ +4 b+ m) (3.15)

sendo o determinante acima denominado determinante fermidnico.

Vemos entdo, da eq. (3.13), que para determinar Kg[A,| precisamos calcular a trans-
formada de Fourier transversa da exponencial da acio efetiva T'[b]. Trata-se de um célculo
nao trivial e até o momento nao se conhece nenhum resultado exato em duas dimensdes.
Na préximo capitulo voltaremos a este assunto.

Podemos dizer que a eq. (3.12) representa a esséncia do processo de bosonizagao para
o sistema considerado, pois indica a expressao do funcional gerador em fungao do campo
bosénico A,,.

Para encontrar a correspondéncia entre as correntes fermidnica e bosénica, usamos o
fato de que no formalismo funcional, as fungdes de correlagdo de correntes no vdcuo sio

obtidas a partir de Z[s], diferenciando funcionalmente este funcional em relacao & fonte
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su. Para a eq. (3.2) temos:

§1In Z|[s]

68p, (Zn) -+ 08, (21)

(Jh (). I (g:n))KF = 4n (3.16)

s=0
Usando um raciocinio analogo para a eq. (3.12), e notando que K[A,] independe de s,,

poderemos escrever:

(JB(@)... TR @)y, = & §1n Z[s]

k5 = " Gop(m) 05 (1) (3.17)

=0
onde Jf representara a corrente bosoénica, associada a corrente fermidnica e sera dada por

J'B

. = €up0yAp. Comparando agora as egs. (3.16) e (3.17) vemos que

(Ji(@).. I (x,,))KF = (JE(z)... 02 (a:n)>KB (3.18)

o que indica uma equivaléncia entre as teorias descritas pelas acdes Kp[U, ¥] e Kp[A,].

Temos entao que o processo de bosonizacao produz a seguinte correspondéncia:

Jr =Ty, 0 — T} = ew,BA, (3.19)

Kp [0, 9] +i f Bz JF > KplA]l+i f N (3.20)

Neste ponto torna-se interessante fazer algumas observacoes a respeito das correntes
mencionadas acima. Em primeiro lugar, notamos que assim como a corrente fermiodnica
é conservada (8"Jf = 0) o mesmo ocorre com a corrente bosénica, Jf . No entanto, en-
quanto a conservagao da corrente fermiénica ocorre em funcio das equagdes de movimento,
a corrente bosénica é conservada automaticamente, devido a sua forma: 0%(e,,,0,4,) €
identicamente nula, devido & antissimetria do tensor ¢,,,. Neste sentido dizemos que a

corrente bosénica é topoldgica.
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Em segundo lugar, vemos que assim como a corrente fermidnica é invariante sob trans-
formacoes de gauge locais do campo fermidnico, da mesma forma a corrente bosénica
apresenta invariancia por transformacoes de gauge do campo vetorial.

Observamos também que é possivel escrever a corrente bosénica como

B J(? == '"%Gisz'j = B
JE = €up0,A, = (3.21)
P = gewFun = e;E;

sendo F,, = 8,4, — 0,A,. “B” representa um fluxo magnético associado a densidade
bosoénica, e €;F; ¢ interpretado como um campo elétrico transversal, associado as com-
ponentes espaciais da corrente fermionica.

Finalmente, ressaltamos que a teoria bosonizada é umna teoria de gauge. E simples
mostrar que a agao bosonizada Kp dada na eq. (3.13) ¢ invariante de gauge. Este fato
decorre do carater transverso da transformada de Fourier do determinante fermionico, que

por sua vez é obviamente invariante de gauge, ja que em (2 + 1)d nao existem anomalias.

3.1.2 Interacoes

Consideremos agora um termo de interagio de correntes arbitrario S7[J¥]. Nos casos
em que este termo reprenta uma interagio local corrente-corrente, a agdo fermidnica
serd quartica nos férmions, ¢ a integragdo nestes campos poderd ser feita por meio de
uma transformacio de Hubbard-Stratonovic, que tornara a agao quadratica nos férmions,
introduzindo porém um campo auxiliar no modelo. No entanto, no caso de uma interacao
qualquer, podera nao ser possivel realizar de forma exata e direta a integragio fermionica
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na eq. (3.2). O que mostraremos a seguir é que é possivel obter, usando a técnica de
bosonizagao, uma acio fermibnica quadratica a partir da a¢fo que aparece na eq. (3.2).
Isto permitird uma integragao sob os campos fermibnicos e a bosonizacéio final do modelo.

O ponto inicial (e talvez o mais importante) para a bosonizagao do sistema que estamos
considerando consiste na representacio de S![J¥] em termos de sua transformada de

Fourier funcional:

e~'10"1 = [ Do, ¢S~ O 1o (3.22)

Notemos que para termos de interagdo ndo quadraticos nas correntes fermidnicas, nem
sempre serd possivel encontrar o funcional S[a], o que no entanto nio prejudicard nos-
sos calculos, pois, como veremos, nosso resultado final depende apenas da quantidade
conhecida ST[JF], sendo apenas necessario fazer a substituiggo Jf — JP em S'. Para
o desenvolvimento de nossos calculos precisamos apenas considerar que a representacio

dada naeq. (3.22) de fato exista. Usando entdo esta equagio, podemos teescrever Z™s]

como:
Zns] = / Da, DYDY e [ Bz V(@F+mtif+id)¥—5[q]
_ [ Da, ¢ Sldle Tls+al (3.23)
onde
e~Tle+el = f DYDY ¢~ f £= U pmtiiriNe (3.24)

Este funcional tem a mesma forma do funcional gerador Z|[s] para um sistema de férmions

livres (ver eq. (3.2)), bastando substituir s, por s, + a,. Usando entdo o resultado da eq.
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(3.12) na eq. (3.23), obteremos:
27[s] = [ Da,DA, e FolAI=ES 2 turtututayion)=51d (3.25)

onde Kp[A] representa a agdo livre bosonizada, tendo sido dada na eq. (3.13).
Podemos agora integrar a expressdo para Z® sobre o campo a, levando em conta a

eq. (3.22). Obteremos:
Zint[S] — /'DA# e-—-KB{A]—SI[EBA]—ifd3:c SuErYPE, A,

— /'DAu e—KB[A]—SI[JB}—?:Idaz S”Jf (326)

onde usamos a definicio da corrente bosdnica, introduzida na segdo anterior (J§ =
€upOu Ap).

Comparando agora as eqs. (3.26) e (3.2), vemos que no processo de bosonizagio
de férmions interagentes (assim como para férmions livres) a corrente fermidnica J; é
mapeada na corrente bosodnica Jf , e a versiao bosonizada do funcional gerador pode ser

obtida fazendo-se a substituicio:
Kp[,9] + 8 [JF] +i / &z I — Kp[A]+5" [J7] +i ] &z shJE (3.27)

Comparando este resultado com a eq. (3.20), vemos que a parte livre acdo fermionica
e 0 termo de interacdo sdo bosonizados independentemente, sem que haja mistura entre
eles. Este fato permite realizar a bosonizacio independentemente do modelo escolhido,
com qualquer termo de interagdo que dependa apenas da corrente fermionica.

Podemos entio resumir esta secio dizendo que qualquer teoria fermibnica relativistica
e abeliana, cujos acoplamentos sejam dados a partir de interagbes entre correntes, pode
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ser escrita em termos de uma teoria de gauge. As regras de bosonizagio de correntes sao
universais no sentido que nio dependem do modelo. Estas regras podem ser consideradas
como uma generalizagio direta das regras de bosonizagao de correntes em (1 + 1)d. Para
completar o programa de bosoniza¢io mostrado, deveriamos ser capazes de calcular a
versio bosonizada do termo cinético Kp[A,]. Embora este resultado n&o seja atualmente
conhecido, podemos avangar na questao da determinacao das caracteristicas topoldgicas

de Kpg[A,], que serdo consideradas no préximo capitulo.

3.2 Férmions nao-relativistas

Nesta secao generalizamos os resultados obtidos anteriormente para o caso de férmions
nao-relativisticos. Neste caso, temos uma liberdade muito grande na escolha de modelos,
j& que ndo estamos restritos aos modelos invariantes de Lorentz. Ficard claro nesta segao
que a covariancia de Lorentz nio é essencial tanto ao processo de bosonizagiao quanto as
propriedades de universalidade do mapeamento de correntes. Veremos que a invariancia
de gauge é o que realmente importa neste processo.

Para ilustrar os procedimentos de bosonizagio de férmions nao-relativisticos em duas
dimensdes espaciais, escolhemos dois tipos de modelos com caracteristicas diferentes. Em
primeiro lugar analisaremos modelos com relagio de dispersao linear (porém anisotrdpica),
e interacdes densidade-densidade e corrente-corrente em geral ndo-locais. Tais modelos

s30 uma generalizagio direta dos modelos relativisticos, e durante o ano passado atrairam
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interesse crescente da comunidade cientifica, devido 4 descoberta de novas fases da matéria
que poderiam ser caracterizadas como liquidos de Fermi anisotrépicos[39].

O segundo exemplo que escolhemos tratar nesta secio é o caso de férmions com relacdo
de dispersio quadratica. A caracteristica essencial deste modelo € que as fontes externas
nao se acoplam de maneira linear com a corrente, devido ao fato de que a corrente de
Noéther nao é invariante local de gauge. Neste caso ficard envidente que a propriedade
mais importante para demonstrar universalidade é invaridncia de gauge e nao a covaridncia
de Lorentz.

Nesta se¢io seguimos essencialmente a referéncia [22].

3.2.1 Relacao de dispersao linear

Como primeiro exemplo, consideremos um modelo do tipo de Thirring, ndo-local e
nao-relativistico em duas dimensoes espaciais. A versio em (1 + 1)d deste modelo foi
bosonizada através do método funcional na referéncia [40], e foi usada para descrever
fendmenos relacionados 3 fisica dos arames quanticos nas referéncias [41]-[43]. Aqui
tracaremos algumas consideragdes que podem permitir estender as anélises feitas nestes
artigos, a fim de se estudar sistemas fermidnicos no plano.

No formalismo de tempo imaginirio, a ac8o fermibnica do modelo pode ser escrita

comao:

Sp =K [¥,¥] + 8 [J7] (3.28)
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sendo

Kr [\Il, lIl] = /d3:c W (98 + 11101 + vay2da + m) ¥ (3.29)

S 1] = [ dady [I@Vele,u) @) + @V nIF@)] (330

Assim como no caso relativistico, J¥ representa a corrente fermionica e o campo fermionico
é representado por um espinor de duas componentes. Tem-se ainda que Vy(z,y) e V(z,y)
sao potenciais simétricos arbitrarios que representam as interagoes densidade-densidade e
corrente-corrente, respectivamente. A semelhanga deste modelo com o modelo fermionico
mostrado na se¢io anterior é evidente. No entanto, o carater ndo-relativistico do presente
modelo fica evidenciado pela arbitrariedade na escolha dos potenciais de interagéo (e por-
tanto em suas leis de transformacdo por transformagdes de Lorentz), e pela arbitrariedade
na escolha dos parametros v; e vs.

Este modelo é um caso geral que contem varios modelos conhecidos como casos par-
ticulares. Por exemplo, pode-se representar um sistema de cargas com uma intera¢ao
coulombiana nao relativistica usnal bastando para isso que Vj tenha a forma apropriada.
O modelo de Thirring relativistico também pode ser considerado como um caso partic-
ular do modelo que estamos estudando, fazendo Vy = V = ¢26(z — y) e vy = v = 1.
Os modelos de Tomonaga-Luttinger[44, 45] ¢ o de Sutherland em (2 + 1)d[46] também
podem ser considerados como casos particulares de nosso modelo[47]. Além disso, varios
modelos fermidnicos com dindmica de Chern-Simons para o campo de gauge tém sido

estudados[34, 48], a fim de se descrever certos aspectos de liquidos quénticos em estados
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de Hall. Pode-se mostrar que a dindmica de Chern-Simons induz intera¢des de longa
distancia entre correntes, que podem ser modeladas pelo termo V{(z,y).
A forma mais simples de tratar este modelo é considerando uma nova representagio

das matrizes gama, de forma a absorver os parametros v; ¢ v, na sua defini¢io:
Yo = —'i0'3; Y1 = V101, Yo = U202 (331)
Esta definicdo induz uma métrica:

{’Y,tn ’Yv} = Zg;w (332)

que tem a forma g, = diag(l,v1,v2). Desta maneira, o quadrado de um tri-vetor
k = (w, ki, ky) serd dado por k? = w? + vk? + v2kZ. Podemos no entanto escrever
apenas k? = k,k, g, sem especificar qual o tensor métrico usado. Podemos estender este
raciocinio para todos os nossos célculos, e trabalhar sempre com uma métrica euclideana
com coeficientes arbitrarios, fazendo no final das contas uma continuacao analitica para
os coeficientes v; e ;. Este procedimento é uma generalizagdo natural de uma rotacio
de Wick[49]. Considerando entdo este tipo de métrica, vemos que o modelo que estamos
considerando pode ser tratado da mesma meneira que tratamos o modelo relativistico
considerado na secdo anterior, cujo funcional gerador é dado na eq. (3.2). A bosonizacio
daquele modelo pode ser resumida pela eq. (3.27), de modo que para o modelo atual,

dado pelas egs. (3.28), (3.29) e (3.30), a bosonizagao podera ser escrita como:
]CF [\I’, q’] -— KB[A] (333)
s — ST[I7 (3.34)

38



sendo Kg[A] dado na eq. (3.13) e
s'[JF] = / Lady [JE(2)Vo(z,y) JE W) + JE(2)V (z,9)JE ()] (3.35)

Usando a equacgdo acima, juntamente com as eqs. (3.21) e (3.28), poderemos escrever a

acdo bosonizada como:

1
Svesld] = Kn[A]+ f Brdy {ijﬂj(xm(x,y)qmﬁm(y) n

+ Fio(z)V(x, ) Fio(y)} (3.36)

Vemos entao que o inico efeito do tipo de interacao que consideramos é induzir na acao
bosonizada um termo invariante de gauge do tipo do termo de Maxwell. E importante
notar que no caso Vo = V] = é(x — y), quando o modelo se reduz ao modelo de Thirring
relativistico, a acdo induzida é exatamente F,, ¥,

Vemos também um fato importante que ja tinhamos comentado: As regras de bosonizacao
$30 as mesmas que no caso relativistico, mostrando desta forma que a covaridncia de

Lorentz nao ¢é essencial no processo de bozonizagao proposto.

3.2.2 Relagao de dispersao nao-linear

Nesta secdo consideraremos um sistema de férmions com relacao de dispersao quadratica.
O exemplo mais simples é considerar férmions sem spin em (2 +1)d. Este tipo de modelo
pode paracer pouco realista, no sentido de que os férmions (elétrons) tém spin. Porém,

este modelo representa satisfatoriamente diferentes situagdes onde o grau de liberdade de
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spin é irrelevante. Por exemplo, quando um sistema de elétrons é submetido & acéo de
um forte campo magnético, os elétrons se polarizam na direcao do campo. Supondo neste
caso que a energia para produzir uma mudanga de alinhamento de spin seja muito maior
que as energias tipicas do sistema, teremos que, neste caso, o grau de liberdade de spin
poderd ser desprezado. Uma situacao como esta ocorre em sistemas que apresentam efeito
Hall para determinadoss valores do fator de preenchimento.

Consideremos ent&o em primeiro lugar o caso sem interagao descrito pela seguinte agao

{(no formalismo de tempo imaginario)[50]:

5= [ s y*(a) [af S u] ¥(z) (337

onde 1) terd apenas uma componente e y representara o potencial quimico.
Em fungéo da simetria por transformacoes globais U(1) nos campos fermibnicos, o

sistema possui as seguintes correntes de Noether:

JE = -y (3.38)

TF YV (3.39)

que satisfazem a lei de conservagao usual 3,7 + V - J =0 Se quisermos entio descr-
ever um sistema de férmions interagentes (com interacdes entre densidades e correntes),
seremos levados a considerar um termo de interacdo genérico S;[Jo, J;|, em analogia ao
que foi considerado na se¢do (3.1.2), na eq. (3.2). A a¢do fermidnica para o sistema

interagente seria entao:

Sp = So[w*, 9]+ 1 [T T (3.40)
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Esta aclo seria usada para se construir o funcional gerador das funcgoes de correlacao de
correntes para o sistema, Z[s]. Para obter este funcional deveriamos acoplar o sistema
a um campo de gauge externo s,, usado como fonte para as fungdes de correlagao, que

seriam obtidas, como no caso relativistico, de acordo com

81n Z[s]

55 () 05, @1) | g (341)

(jﬂf(xl)---ji(zn»& - 4

Por se tratar de um campo de gauge, o acoplamento com a fonte s, se da na forma usual,
trocando-se derivadas comuns por derivadas covariantes. Assim apés um calculo direto,
pode-se escrever a agao acoplada a fonte cormo:

(V+ i.§')2

SF:/d%?,b* By + sy — ~——

—pu| Y+ [T, T+5%H|  (342)

Notemos que neste caso o acoplamento da fonte externa a corrente fermidnica ocorre
de modo diferente daquele que ocorre no caso relativistico, que foi considerado na segéo
(3.1.2). Esta diferenca ocorre basicamente devido ao operador V que surge na expressao
da corrente considerada. Notemos ainda que esta forma da corrente é conseqiiéncia direta
da forma da acao considerada, que induz uma relagdo de dispersao nao-linear w = k2 /2m,
que nao ocorre no caso relativistico. Em outras palavras, a corrente de Noéther nao
é invariante local de gauge e portanto nao se acopla de maneira linear com uma fonte

externa. Como conseqiiéncia do tipo de acoplamento da fonte s, tem-se que

o5y

= = % (3.43)
S0
(5SF LTO (551

— g Rt 4
5e, ~ Jitaopfitigh (3-44)
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Da equagao acima vemos que a eq. {3.41) s6 serd valida se

681 [T, T
L =0 (3.45)

Como a eq. (3.41) é usual como modo de se obter fungdes de correlaggo, e como em
nossa proposta de bosonizagdo buscamos relagoes de equivaléncia entre estas funcdes de
correlagio, consideraremos que a eq. (3.45) seja vélida, o que implica em que o termo de
interacao Sy nao podera depender de 7, ou seja, Sy [Jo, T+ .§'Jg] — St [T

Notemos no entanto que S;[Jp] poderd assumir qualquer forma, de modo que vérios
tipos de sistemas fisicos podem ser considerados como casos particulares do modelo estu-
dado, assim como ocorreu no caso relativistico visto na segdo (3.1.2).

Para realizar a bosonizagao do modelo que estamos considerando devemos encontrar
uma agdo bosonizada Sp que gere fungoes de correlagao iguais aquelas que sao obtidas a

partir da ac¢io fermidnica Sr, ou seja:

(Th(z)... TE (:c,,,))SF = (JB(z1) .- TP (2a) (3.46)

B

O funcional gerador para as funcdes de correlagio fermionicas é dado por

Zls) = [ DyDy* ¢S (3.47)
sendo
* 3 * - (ﬁ + 35)2 F
SFW;‘P,S;L]:/meP af+ZSO_T—,U' 'lj)‘i‘S[[Jo] (348)

Analogamente ao que foi feito no caso relativistico, escrevemos
eI ] = [ Dger Sil-if = 5Fo (3.49)
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de modo que o funcional gerador ficara:
Z[S] = .[Dw‘l)w*ﬂqs E_S[ AN N ! (350)

sendo agora

(V+ i§‘)2

s — | ¥+ 5[] (3.51)

S0, 5, 8] = /dSzw* B, + isg + icp —

Para realizar a bosonizagao do funcional gerador deste sistema seguimos 0s mesmos pas-
sos tomados nas equagdes (3.5) a (3.14), o que nos levard & expressao bosonizada deste

funcional:

Zls) = [ DA, ek alI-SIBI] 5 (soBuies By (3.52)

sendo B e F; os campos magnético e eléirico definidos na eq. (3.21). Kp[A,] representa

a acao livre bosonizada:

=, .2
. b ,
[a,ﬂbo—ﬁ%ﬂ——p +i [ BrepupAudub,

Trln
e~ X5l = /Dbu e (3.53)

Portanto, ﬁeste caso em que a relagdo de dispersio nfo é linear, a bosonizagao é
atingida com um procedimento completamente andlogo aos exemplos anteriores. As ca-
racteristicas mais importantes sao as seguintes: a a¢io bosonizada é uma teoria de gauge;
as partes livre e de intera¢do fermibnica ndo se misturam na a¢ao bosonizada; a bo-
zonizacdo da acio de interagio é atingida simplesmente substituindo a densidade por um
campo magnético e a corrente por um campo elétrico transverso. Este resultado inde-
pende da forma explicita da a¢do de interacdo. Por sua vez, a acdo bozonizada da parte

livre é representada pela trasnformada de Fourier transversa do determinante fermidnico,
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neste caso dado por
— R 2
(V + ag)

T[b] = Trl b —
b] rln |0, + ibg o

o (3.54)

Um ponto importante que devemos ressaltar é que para chegar a este resultado, ao
contrario de todos os casos anteriores, tivemos que eliminar, nas interacoes, termos que
continham correntes. A razio fundamental deste procedimento é que no caso de relagdes
de dispersao nao lineares, as correntes nao sao invariantes locais de gauge. Voltaremos a

tratar deste ponto nas conclusoes.
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Capitulo 4

O determinante fermioénico e o termo

de Chern-Simons

Conforme vimos nos capitulos anteriores, o determinante fermidnico desempenha um
papel fundamental na estrutura da bosonizagdo funcional. Lamentavelmente, nao se co-
nhecem até hoje expressoes exatas para este determinante, nem para sua transformada de
Fourier transversa. Porém, nos iiltimos anos houve avancos significativos na compreensao
da estrutura geral deste objeto, e também no desenvolvimento de algumas aproximagdes
para seu calculo.

Neste capitulo descreveremos alguns destes avangos, mas nos deteremos mais deta-
lhadamente num aspecto sumamente importante do determinante fermidnico: o termo de
Chern-Simons induzido. Como veremos, o coeficiente de Chern-Simons pode ser vinculado

a um observavel (a condutividade transversa), e portanto a determinagéo deste termo deve
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ser feita com precisdo. Porém, existe certo grau de ambigiiidade nesta determinacao,
proveniente da necessidade de se regularizar a teoria no regime ultravioleta. Estudaremos
alguns apectos desta ambigiiidade, e proporemos wn método de regularizagio que, a
nosso entender, é o mais apropriado para este tipo de calculo. Um resumo dos assuntos

discutidos neste capitulo pode ser encontrado na referéncia [51].

4.1 Estrutura geral do determinante fermidénico e a

acao bozonizada

Quando estudamos a estrutura geral do determinante fermidnico para sistemas que
quebram a simetria de paridade (por exemplo férmions de Dirac massivos), observamos
a presenca de um termo de Chern-Simons induzido pela dindmica fermiénica. Talvez a
observacao mais importante a esse respeito seja a de que no limite de baixas energias
e longas distancias (k*/m® — 0 ) o determinante fermidnico pode ser escrito como um
termo de Chern-Simons local puro. Isto significa que o sistema que gera o termo de
Chern-Simons é representado por uma teoria topoldgica (que independe da métrica). De

um modo geral podemos escrever

m—r0o0

lim TIE] = = / &2 €0pbu0,b, (4.1)

Como esta agdo é quadratica, pode-se calcular sua transformada de Fourier transversa,
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obtendo-se para a ac¢ao bosonizada
1 3
Kpl4] = - / P €y ALD, A, (42)

que também é uma, a¢do topoldgica de Chern-Simons com coeficiente 1/0. Uma observagao
importante ¢ que este resultado é exato no limite 4% /m? — 0. O resultado mostrado na eq.
(4.1) foi inicialmente calculado até a aproximagio a um loop. Célculos posteriores(52, 53]
mostraram explicitamente que a correcdo de dois loops se anula no caso m — oo, 0 que
constitui um resultado ndo trivial, proveniente do cancelamento de diferentes diagramas.
De um modo geral, S. Coleman e B. Hill, usando técnicas diagramdticas, mostraram na
referéncia [54] que para m — oo nio ha corregdes ao termo de Chern-Simons induzido
que sejam provenientes de outros diagramas que nio sejam o de um loop. Tal resultado
também foi obtido por outros autores[55, 56|, utilizando técnicas diferentes, e ¢ conhecido
como teorema de Coleman-Hill. Devemos ressaltar que este teorema é valido somente para
o caso relativistico abeliano. Desta maneira, temos que o resultado mostrado na eq. (4.1)
pode ser considerado exato para m — 00, pois correcdes de ordem superior se anulam.
Este comportamento pode ser visto como uma conseqiiéncia do cardter topoldgico do
termo de Chern-Simons. E muito interessante notar que este termo também pode ser
relacionado a outros aspectos topolégicos em teoria de campos, como por exemplo a
fracionalizacao do nimero fermidnico em sistemas unidimensionais. Esta observagao foi
explorada na referéncia [57], onde o determinante fermiénico & temperatura finita pode
ser expresso em termos de infinitos sistemas unidimenstonais ndo interagentes.

Se constderarmos as correcdes para a agao bosonizada e levarmos em conta que ela
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¢ invariante de gauge (jd4 que em (2 + 1)d ndo existem anomalias, como em um nimero
par de dimensdes), veremos que tanto esta acio quanto o determinante fermiénico terdo
a estrutura de uma agio topoldgica perturbada com termos proporcionais a Fu.
Aproveitando esta propriedade ndo trivial, na referéncia [58] foi demonstrado que
existe uma transformacao nao-local e ndo-linear b, — B,u [b] que mapeia a acio fermiénica

efetiva num termo de Chern-Simons puro, ou seja:
Trin(@+¢ p+m) — —;ﬂ fds:r e,,w,,Bua,,E,, (4.3)

onde 3# [0} é um campo de gauge e 1 é um fator numérico que pode ser calculado considerando-
s¢ apenas a contribui¢ao de duas pernas ao calculo de T'[b], como é mostrado na referéncia
[20]. Naquele artigo, os autores mostram também que o resultado da eq. (4.3) permite
reescrever a acao bosonizada Kp[A} como um termo de Chern-Simons puro, a menos de

uma redefinicao ndo-local e nao-linear do campo A,, ou seja:
Ka[A] = -23’5 ] &Pz €,A,0,4, (4.4)

com A, = A,[A].

Embora esta observa¢ao ndo tenha apresentado conseqiiéncias diretas em relacido ao
cdlculo explicito da agdo bosonizada, ela mostra que o cardter topolégico e geométrico
desta agdo desempenham um papel fundamen.tal.

Quanto as aproximacdes existentes para o cdlculo da agdo bosonizada Kg, a melhor
que se conseguiu até o presente é, a nosso ver, a chamada aproximagao gaussiana. Na
referéncia [38], o cdlculo da acdo fermidnica efetiva é feito expandindo-se o logaritmo
que aparece na expressdo desta agdo, até o termo quadrdtico em b,. Tal aproximagio

48



corresponde ao cdlculo completo a um loop da agio fermiénica efetiva. O resultado pode
SeT expresso como a soma de dois termos, um que conserva a paridade e outro que quebra

explicitamente esta simetria:

’I&ln(@—l— ,b—l—m) = Tpc(b) + Tpv(b) (4.5)

com
Tpc(b) = "%/daz fﬂvF(_y)fuu (4.6)
Toy(h) = ——; [ &z b,G(—8%)e,,,0,b, (4.7)

onde F e G sdo fungdes que sdo calculadas usando a regularizacao de Pauli-Villars. No

espago dos momenta tem-se

sy Iml|, 1= (k% /4m?) dm2\ "

Flk*) = T {1 (e72m) arcsen [ 1+ TR (4.8)

G = L4+ arcsen(1+ am’ i (4.9)
4 27 | k| k2

onde g indica a diferenca entre o mimero de reguladores com massas positivas e negativas.
Vemos entéo que, assim como ocorreu no célculo realizado na referéncia [18], o resultado
final do processo de bosonizagao depende do processo de regularizagdo, pois a principio g
poderia assumir qualquer valor inteiro. Na préxima se¢io voltaremos a este assunto.
Escolhendo ¢ = 0 na eq. (4.9) e usando as egs. (4.5)-(4.9) para obter a expressdo da

acdo bosonizada Kg, obteremos

1

QA,u 02 euu)\auA)\] (410)

KB =/d3$ [—le'vaCIF#V"
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com

F G
O i = ppre (4.12)
De posse da agdo bosonizada Kp e usando a regra geral para a bosonizacao das

correntes fermiodnicas,

P =00 — J2 = €40, A,

pode-se encontrar a versao bosonizada da acao (ou do funcional gerador) para o sistema
fermidnico com tnteracées. Na referéncia [22] por exemplo, encontramos a acéo bosonizada
do modelo de Thirring nao-relativistico em (2 + 1)d, na aproximacio gaussiana. O resul-

tado pode ser escrito como:

1 _
Shos|A] = f &z [—41«1,,, 0, Fu,,——;Au C, e,,.,AaVAA}

+ fd3:cd3y [—ifijﬂj(x)%(’ﬂ, Y)etmFim (¥) + Fio(z)V (2, v) Fio (y)

Apesar de ter sido considerada apenas a aproximacao a um loop para o calculo da
a¢do fermionica efetiva e da agio bosonizada, pode ser mostrado[20, 59] que o resultado
obtido é exato, desde que sejam consideradas apenas as funcdes de correlacio de segunda
ordem. Por outro lado, a aproximagio gaussiana é exata no limite em que k%/m? — 0,

em cujo caso a agio serd do tipo de Maxell-Chern-Simons local.
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4.2 Ambigiiidades na determinacao do coeficiente de

Chern-Simons

Do que foi visto até agora, temos que a um loop, a acdo bosonizada K B[A,] pode ser
escrita como um termo de Chern-Simons. Lembrando agora que para um sistema sem

interagGes o funcional gerador é dado por (cf. eq. (3.26))
Zls) = [ DA, e Kaltl=i] &2 sucustty (4.12)

vemos que o fato de Kp[A,] ser quadratica em A, permite escrever o funcional gerador

na forma

Zls] = &= = @y sMuz-sisnt (4.13)

sendo II,, o tensor de polarizacdo do vdcuo para a teoria. E importante notar que o
resultado acima também se aplica a sistemas n&o-relativisticos e sistemas com interagdes
quadraticas nas correntes, relativisticos ou néo. Por exemplo, na referéncia [22] encon-
tramos o tensor de polarizagao para o caso da aproximacao gaussiana para o modelo de
Thirring nao-relativistico em (2 + 1)d.

E interessante notar que no caso de um sistema fermidnico livre, a equagio que define

o funcional gerador pode ser reescrita como
Zls] = [ DUDT ¥ Pristm)¥ — GEinivim) _ Tl (4.14)
Comparando esta expressio com a eq. (4.13), vemos que o tensor de polarizagio pode ser

visto como resultado da expansiic até a segunda ordem da agdo fermidnica efetiva T[s],
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ou seja:

Trin{(@+i g+ m)= ———;/d% &y su(z) (z — y) s5.(y) (4.15)

Considerando agora a equagio eq. (4.13), vemos que o valor médio da corrente poders

ser escrito como:

(Jul@)) = ‘5—1{;—4—] = [ Pillu(z - ) s.(y). (416)

Notemos agora que a invarianeia de gauge implica em que as componentes de [I,, nao
sao independentes entre si: no espaco dos momenta deve-se ter Ik, = 0. Em particular
podemos escrever I, = —II,;k;/w. Usando esta relacio e supondo um campo elétrico

externo da forma([22] E= Vsg — 0y5, poderemos escrever, no espaco dos momenta:
(Ji(w, k)) = o35 (w, £) Ej(w, k) (4.17)

onde foi suposto que V- E=0¢e

1

€ o tensor de condutividade do sistema, representando a resposta linear do sistema (em
termos de corrente) a um campo eletromagnético externo. O importante desta equacio é
que a condutividade transversa o = lim,,0(012) € precisamente o coeficiente do termo
de Chern-Simons.

Observando as eqs. (4.3) e (4.9), vemos que o coeficiente de Chern-Simons depende
da regularizagao utilizada para regularizar as divergéncias ultravioletas da teoria. Porém,
sendo este coeficiente um observavel, ele ndo deveria depender da regularizacio, ou pelo
menos deverfamos ter um critério fisico para fixé-lo, de modo a climinar as ambigiiidades.
Para entender um pouco melhor a origem destas ambigiliidades faremos aqui um pequeno
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resumo dos cdlculos para o existentes na literatura, usando diferentes métodos de regu-

larizagao.

a) Regulariza¢do Dimensional

A regularizagdo dimensional pode ser implementada a nivel diagramatico, sendo o

resultado dado por[55):

N

= (4.19)

b) Regularizagio de (-function

Esta regularizacio é baseada no cilculo da corrente de fermiénica, usando uma
fungdo de Green de Dirac regularizada. Para isto, a corrente regularizada é escrita,

como

T — _d {,\']} ['}/u (@+ 4+ m)“«\—l]}

= (4.20)

A=0

onde A é uma varidvel complexa a ser continuada analiticamente para A = 0, onde
a fungao Green ndo é bem definida. Devido a sutilezas da continuagio analitica,
o resultado contém termos anémalos, que induzem uma quebra de paridade extra,
nao sendo associados com o sinal da massa fermiénica original m. Neste caso o

resultado €[60, 61]:
1
o= ('—T-;;’-' + 1) (4.21)
c) Regularizagdo de Pauli- Villars
O coeficiente de Chern-Simons induzido calculado por meio da regularizacio de

Pauli-Villars pode ser encontrado em vdrios trabalhos[62]. O resultado obtido é
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dado por

o= ?17? (ﬁ + q) (4.22)

|
onde ¢ é um numero inteiro. Desta forma, na teoria abeliana & possivel escolher
g = 0 para todas as ordens na teoria de perturbacoes, desde que consideremos uma

renormalizagio apropriada da constante de acoplamento[63].

E interessante ressaltar aqui certos aspectos da ambigiiidade devido a regularizacio
presentes na expressio de ¢. De fato, a regularizacao de Pauli-Villars pode ser
introduzida alternativamente por meio de uma lagrangeana de ordem mais alta nas
derivadas. Cada pardmetro regulador de massa é associado a um novo fator de
Dirac, com massa A;, que muda o propagador fermidnico de modo a regularizar o

comportamento ultravioleta da teoria, isto é,
. + Aj)
(i@ +m)~! (i@ +m) ] @ ) } (4.23)
i

Em geral, este procedimento muda as propriedades de paridade da acao inicial. Cada
massa A; contribui com um termo adicional ¢; = A;/|A;| para o coeficiente do termo
de Chern-Simons induzido. Desta maneira, a mudanca nas propriedades de paridade
da teoria inicial ¢ medida por ¢ = ¥; ¢ (cf. eq. (4.22)) e portanto, se estamos
interessados em trabalhar com uma agao efetiva que possua as mesmas propriedades
de paridade da teoria fermidnica classica, devemos considerar um numero igual de
massas reguladoras positivas e negativas, o que corresponde a fixar ¢ = 0 na eq.

(4.22). Notamos também que o fator de Dirac associado a um par de massas de
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Pauli-Villars A e —A,

(i + A) (P - A) (4.24)

(que corresponde a g = 0) é invariante por uma transformacao de paridade, i.e.,
ele ndo introduz quebras adicionais de paridade. Neste caso, se o acoplamento com
o campo externo deve ser mantido como A,¥(z)y*¥(z), devemos considerar um
procedimento interativo sistemdtico para recuperar a invariincia de gauge, ordem

por ordem na teoria de perturbagdes.

e) Regularizacdo de rede

Quando as divergéncias ultravioletas sdo regularizadas definindo o teoria em uma

rede, o coeficiente do termo de Chern-Simons induzido torna-sef64)

o= 1 AL
_47r|m|

(4.25)
onde n € um nimero inteiro arbitrario. Na referéncia [64], n foi identificado como um
numero topolégico que surge quando o propagador de fermiénico (em representacgio

de momenta) ¢ visto como um mapeamento de um toro tridimensional sobre o £spaco

das matrizes SU(2).

Notemos que o resultado (4.25) coincide com o que é obtido através da regularizacio
de Pauli-Villars, embora a interpretago para o inteiro n seja diferente. Enquanto no
caso de Pauli-Villars é mais facil relacionar o coeficiente o com uma quebra adicional
de paridade, no caso da regularizagio de rede a ambigiiidade se origina de possiveis

formulacgdes ndo equivalentes que podem ser usadas para definir os férmions na rede.
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Do que foi dito acima, vemos que uma possivel ambigiiidade (devida ao processo de
regularizacio) na expressio da agdo bosonizada ird gerar uma ambigitidade num resultado
fisico do modelo (condutividade), o que é obviamente inaceitivel. Desta maneira, vemos
que devemos adotar critérios adicionais de modo a determinar o valor do coeficiente de
Chern-Simons, que a principio seria ambiguo. De um ponto de vista puramente teérico,
podemos dizer que nio existe maneira de decidir qual o resultado correto, pois nio ha
razao tedrica para privilegiarmos determinado esquema de regularizacao em detrimento
de outros. O que sabemos é que h4 diferentes esquemas de regularizagio que respeitam
(ou ndo) a invaridncia de gauge[65], e que introduzem (ou nao) uma quebra adicional de
paridade. Deste ponto de vista, a determinacfo do coeficiente do termo de Chern-Simons
exige informagdes fisicas adicionais, ou seja, escolhida a estrutura fisica que nos levard a
considerar a expressio da agao fermidnica efetiva, o esquema de regularizacao devera ser
escolhido de modo a respeitar as simetrias associadas.

Como jé foi dito, um possivel contexto fisico onde a agio fermidnica é considerada &
o estudo de determinados sistemas fisicos no campo da matéria condensada. A maioria
destes sistemas apresenta como importante caracteristica o fato de que os termos que
quebram a paridade (e como a quebram) definem o modelo. Por exemplo, podemos citar
os modelos quénticos criticos[66] e modelos de quasiparticulas nodais [10]. Em particular,
a versio bosonizada de uma interagio fermidnica corrente-corrente pode ser considerada
como um modelo quéntico critico que descreve as transicbes topolégicas entre platds
de condutividade no Efeito Hall Quéntico Inteiro (EHQI). De fato, na referéncia [66)],

um determinado modelo foi associado a um ponto fixo de transformactes de dualidade
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determinadas pelo coeficiente do termo de Chern-Simons. Como sabemos, a transicdo
entre os platds no EHQI é caracterizada por uma condutividade transversal Ozy = €2/2hn
com 7 inteiro, e uma condutividade longitudinal o,, = finita. Na auséncia de desordem,
qualquer modelo fermiénico com este comportamento é chamado de quantico critico, no
sentido que as fungdes de correlagio sdo dominadas por flutuacées quanticas que produzem
uma condutividade longitudinal finita, que no caso normal deveria ser zero ou infinita.
Assim, o valor do condutividade transversa define o ponto de transicao de fase. Desta
forma, num modelo fermidnico qualquer usado para estudar propriedades de um sistema
critico como o citado, a condutividade transversal deve ser uma quantidade bem definida
da teoria. De um ponto de vista tedrico, a condutividade transversal ¢ determinada pelo
grau de quebra de paridade do modelo. Assim, neste contexto, uma, exigéncia fisica é que
a técnica usada nos calculos no introduza nenhuma quebra de paridade adicional, ja que
isto mudaria o ponto de transi¢io e alteraria portanto a condutividade transversal.

Outro exemplo que podemos citar é o estudo de liquidos nodais no contexto de super-
condutores a altas temperaturas criticas [10]. Nestes sistemas, as excitages sio descritas
por dois férmions de Dirac em (2 + 1)d. Dependendo no parametro de ordem usado para
descrever o supercondutor (por exemplo d,2_y2 0u dy2_,2 + idy,), 0 sistema apresenta ou
nao quebra das simetrias P e 7. De qualquer modo, como no exemplo anterior, a “quan-
tidade” de quebra de paridade do pardmetro de ordem define 0 modelo. Deste modo, se
esta quantidade € definida no nivel “cléssico”, precisamos impor a condicio adicional de
que o método de regularizagdo ndo induza quebras adicionais de paridade.

Na realidade, se o fato de “ndo introduzir quebra adicional de paridade” define um
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critério fisico que determina certo sistema, entdo quaisquer métodos de regularizacio que
obedecam a esta exigéncia deveriam conduzir aos mesmos resultados fisicos.

Na proxima segéo consideraremos a regularizacio da acio fermidnica efetiva usando o
método de point-splitting. Nosso interesse neste método baseia-se no fato de que ele ndo
introduz quebras adicionais de paridade e respeita as invariancias de gauge e de Lorentz.
Além disso, este método pode ser implementado no nivel lagrangeano, podendo-se definir
desde o comego um funcional gerador regularizado. Portanto, este método deveria ser o
mais apropriado no estudo de sistemas nos quais a “quantidade” de quebra de paridade
pode ser vista como uma definicio fisica. Como consequéncia, ao contrario do que ocorre
quando utilizamos os métodos citados anteriormente, esperamos obter um resultado livre

de ambigiiidades.

4.3 O método point-splitting e o Coeficiente de Chern-

Simons

Nesta se¢do calcularemos o tensor de polarizacio no limite m — oo usando o método
de regularizagio de point-splitting, introduzido originalmente por C. Becchi e G. Velo no
estudo da anomalia quiral em teorias de gauge néio-abelianas [67]. O contetido desta secio
foi apresentado originalmente na referéncia [51].

Este método baseia-se numa separacio de vértices na lagrangeana fermiénica original,

tratando-se portanto de um método de regularizagio nao-local. Esta “nio-localidade” nao
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acrescenta nenhuma dificuldade, uma vez que todas as simetrias do sistema sao preser-
vadas, em particular as simetrias de Lorentz, de gauge e de paridade. Deste modo, as
propriedades analiticas dos graficos de Feynman sdo mantidas nos diagramas. Veremos
que nossos calculos implicam num valor de condutividade Hall igual & metade do “quan-
tum de condutividade” ;21-9;—), geralmente assumido no contexto dos sistemas de matéria
condensadal[1].

Inicialmente, notemos que de acordo com a eq. (4.13), para obter uma expressao
regularizada para o tensor de polarizacao devemos regularizar o funcional gerador. No
que segue trabalharemos com a expressao deste funcional no espaco pseudo-euclideano, a
fim de comparar certas expressdes com outras jd conhecidas na literatura. Consideremos

entdo a densidade de lagrangeana associada 4 eq. (4.14):
L(z) = ¥(z) [id+ 4 —m] ¥(z) (4.26)

Como sabemos, esta densidade de lagrangeana é invariante sob transformagoes de Lorentz
e de gauge. Sabemos também que o funcional gerador obtido a partir da eq. (4.26) conterd
divergéncias ultravioletas, que serao evitadas usando-se o método de point-splitting. Pode-
mos dizer que o ponto mais importante deste método consiste em “separar” os vértices dos
graficos obtidos a partir da densidade de lagrangeana original, o que equivale a separar
o produto de operadores locais através de um vetor €,. Isto corresponde a definir uma
densidade de lagrangeana regularizada a partir da original. Seguindo o procedimento de

[67], podemos escrever esta nova lagrangeana como:

L(z) = —Qi{\il(x +6)-%£T [eif-lldtg“m(m"'st)] U(z — 6)} — m¥(z)¥(z) (4.27)
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onde 7" indicard o produto ordenado “temporalmente” em relagio 4 varidvel ¢, na expansao
da exponencial. A barra sobre o primeiro termo na eq. (4.27) representa uma média sobre
as dire¢oes do vetor &, de tal modo que as poténcias impares de £ sdo eliminadas. Esta
operagio garantird a invaridncia do sistema sob transformacoes de Lorentz e de gauge, ja
que ndo privilegia nenhuma diregio especifica. Pode-se mostrar ainda que a eq. (4.27)
reproduz a densidade de lagrangeana original no limite |g| — 0.

No espaco dos momenta, a agdo para o sistema poderd ser escrita como:

A= [ 5L 1) + [ 22T (pr 5 o) 0¥ (-3 0) 429

(27T)3
e o 2ip-e
S7Hp) = —21’{2—662’?'5 —-m = —'yﬂ—ép— ( 662 ) —m (4.29)
i

e parte que representard as interagdes com o campo de gauge serd

onde

I'(p,q) = i I'™(p,q) (4.30)

n=]

com

T{/_]:; (IZI )LHAJC) —} (p—gkgtg)} (4.31)

Vemos entdo, da eq. (4.29), que uma determinada prescricio para a média de

[exp(2ip - £)] /&* corresponderd a se fixar a forma de S~'(p). Escolhemos esta média

de tal maneira que

a eZ'ip'E pV
- (4.32
o\ ) = T )
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onde y e um escalar arbitrario, e f{u,p?) é uma funcio arbitraria que satisfaca

lim f(u,p?) =1 (4.33)

u—0

Embora esta liberdade de escolha de f introduza um grau de arbitrariedade, mostraremos
que nenhuma ambigiiidade surge quando calculamos o coeficiente do termo de Chern-
Simons. Para determinar a forma de f(u, p?) podemos notar, usando a eq. (4.29), que a

escolha feita na eq. (4.32) dard a seguinte forma para S:

i (434

S(p) = f{u,p?)

Consideraremos entdo a eq. (4.34) como a definicdio para o propagador fermiénico
livre para a agdo regularizada, que serd dada pela eq. (4.28). As egs. (4.30) e (4.31)
representardo os vértices da teoria. Desta maneira, no limite 4 — 0, o propagador
fermi6nico usual ¢ obtido a partir de S(p).

Usando as egs. (4.31) e (4.34) vemos que a forma assintética de T'™ ¢

1

fu, pP)p! 3

r™ . (p,q) ~

Esta equagdo, juntamente com a eq. (4.34), nos mostra que podemos assegurar a con-
vergeéncia de todas as integrais de loop, se escolhermos f como tendo uma dependéncia
em p alta o bastante quando p — co. Ainda da eq. (4.35), podemos ver que entre os
vérios I'™ (n =1, 2,...), I terd a maior dependéncia em p quando p — oc. Assim, se
um dado gréfico G, contendo I')) como um vértice, corresponder a uma integral de loop
finita, entdo outro gréfico, obido a partir de G trocando-se I} — T'™ (n = 2, 3,..),
tambérﬁ serd associado com uma integral de loop finita. Sendo assim, para determinar a
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funcdo f que fard a teoria finita, precisamos apenas considerar os grificos que envolvam
),
Um procedimento simples de “power counting” nos mostra que se f(u, p) ~ p* quando

p — 00, entdo todas as integrais de loop serdo finitas. Portanto se escolhermos

Flp) = 1= (u/m®)p* + (u/m)*p* (4.36)

as integrais ficardo regularizadas e a forma analitica da funcdo f (p) permitira fazer uma
rotagdo de Wick no plano de energia, para que possamos calcular a integral de um loop,
como veremos. De qualquer forma, o resultado final nio dependers da forma explicita de
f. As tinicas condiges essenciais que sio exigidas para esta funcao sao uma dependéncia
pelo menos quértica nos momenta; lim,_,4 f(4,p) = 1 e uma estrutura analitica que nio
introduza novas singularidades na passagem do espaco Euclideano a0 espaco de Minkovski.

Como j4 foi dito acima (se¢do 4.2), o céleulo a um loop da agio fermibnica efetiva ird
gerar um termo de Chern-Simons, que corresponderd, por sua vez, ao tensor de polarizacio
da teoria. Para encontrar a expressio da integral de loop associada, consideramos o

funcional gerador das fungoes de Green:
e = (Tlexp(iA)]) (4.37)

onde A; ¢ a parte da agdo que contém as interagdes. O grifico que buscamos serd gerado

pelo terceiro termo da expanso formal da exponencial na eq. (4.37):
W = (T(iA1)*/2]) (4.38)

onde precisaremos considerar apenas o vértice ') (que contém apenas um campo A,)
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na expressao de A;. Desta forma teremos:

——2zfd3 { :c-é-e)—[/ dt ¢ - A(a:-!—et)} lIf(:::—es)} (4.39)

Usando esta equagio juntamente com o teorema de Wick, poderemos escrever W como:

W — —; JEN ﬂ{( 22———) [ / dt, & - Az, +£t1)} x
(li'(zl +&)¥(z, — £)> (—21’6—2) [Ll dts € - Al +5t2)}
((zs + €)W (2, ~ e))} (4.40)

onde (lff(a:l +&)V(zy — 5)) e <lif(a:2 +e)U(z, — a)> representam propagadores fermi6nicos
livres, escritos no espago de coordenadas. Um calculo explicito das médias indicadas na

equagao acima permite escrever, no espaco dos momenta;:

d L A0 Tha0) (g (4.41)

sendo o tensor de polarizacio do vécuo dado por

B d®p 12 d # ¥+ mf(u,p?) 9
Hul)) = —Tr {f (2)3 /—1/2 dhadty [Bp“ (f(;u,u? )p2 —m“’fQ(#,p?)f(#’p )] *

)
g 4 Prd+mfu(p—q)?) .
[33’" (f(,u, ”2)) (P—a)? —m2f2(u,(p~ Q)2)f (1o =0 )]} (442)

onde u, v 880 0s vetores

Dy — @ity (443)

il

Uy

Uy D — @+ gt (444)

O tensor de polarizacdo do vdcuo dado na eq. (4.42) pode ser dividido em uma parte

simétrica e outra antisimétrica. A parte simétrica vem dos termos que conservam a
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paridade na agdo efetiva e é independente da regularizagio; uma expressao desta parte
pode ser encontrada em vérias referéncias [68]. Por outro lado, a parte antisimétrica
€ relacionada aos termos que quebram a paridade. Em geral, esta parte depende da
regularizagao, sendo esta dependéncia indicada através do coeficiente induzido de Chern-

Simons, obtido de

— 1o ' w2
o= 2{}21_1%6#1,;, q2H (q) (4.45)

Agora, usando egs. (4.42) e (4.45), calculando o trago sobre os graus de liberdade de
spin, calculando os integrais em ¢ e avaliando o limite para pequenos momenta, podemos

achar a expressio regularizada do coeficiente de Chern-Simons induzido

o) = mF(m, p) (4.46)
onde
d3p 4up®(1 — 2(3p? /m?)/m? + 3
Flm 1) 3/ 5 fu, p?)[p? — m2f2(u, p?)]2 (4.47)

A equagdo (4.47) é finita para valores finitos de 4. Entfo, usando a eq. (4.33), podemos
tomar o limite 4 — 0 no integrando da eq. (4.47) e efetuar a integral de sobre os

momenta. Obteremos entio

1 |m|
= 4.4
¢ dr m ( 8)

E importante a nota que este resultado ndo depende da forma explicita da fuﬁgﬁo f(m,p?).
O célculo que realizamos baseia-se fundamentalmete em duas propriedades: a grandes

momenta f(u,p?) cresce rdpido o bastante para tornar finita a teoria regularizada, e

limp—rﬂ f(ﬂ’, p2) =L
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Um ponto importante neste procedimento é que levamos o limite # — 0 no integrando
daeq. (4.47). Este procedimento é correto porque, como mencionamos antes, a eq. (4.47)
é finita, 0 que j4 ndo ocorre no caso de uma verdadeira anomalia[67). Por exemplo, no
caso da anomalia quiral em (3 + 1)d, as integrais que contribuem para a anomalia sao
divergentes, no sendo entdo possivel trocar a ordem do limite # — 0 com a integracgao.
No caso que estamos considerando, as contribuices para o coeficiente de Chern-Simons
sao finitas tanto no regime ultravioleta quanto no infra-vermelho.

Podemos ver que nosso resultado coincide com o método de regularizacao dimensional,
€ com o método de Pauli-Villards quando considerados pares de massas reguladoras com
sinais opostos. Uma vantagem de nosso resultado é que ele estd livre de qualquer am-
bigitidade, como as que surgem nos casos anteriormente citados. As ambigitidades do
método de regularizacio dimensional aparecem quando tenta-se prolongar analiticamente
0 tensor antisimétrico €,,,, com Gbvias dificuldades. J4 no caso de Pauli- Villars, as difi-
culdades aparecem devido ao fato de que as massas usadas para regular as divergéncias
introduzem quebras adicionais de paridade. Mesmo no caso de um ntmero par de massas
com sinais opostos (g = 0), existem problemas com a simetria de gauge, que deve ser
restaurada com contratermos, ordem a ordem na teoria de perturbacdes.

Uma observagio importante a ser notada é que nosso resultado nio coincide com o
resultado obtido usando regularizagio ¢ — function. A origem desta divergéncia pode
ser explicada da seguinte maneira: este tipo de regularizacio respeita explicitamente a
invariincia de gauge “grande”, entendendo-se por esta expressdo a invaridncia frente a

transformagbes de gauge que tem um “winding number” ndo trivial na dire¢io tempo-
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ral compactificada em S;. Este tratamento é importante quando a teoria é definida em
temperatura finita. Aparentemente, ndo é possivel manter a invariancia frente a trans-
formagoes de gauge “grandes” e a conservagio da paridade a0 mesmo tempo. Desta forma,
aparece um tipo de anomalia de paridade nesta descricao.

Temos entdo que quando se define o modelo, tem-se que escolher a quantidade que
deve ser conservada. Do ponto de vista das nossas motivagdes, como ja explicamos, a
definigio natural do modelo é a exigéncia de que a quebra de paridade nao seja alterada
pela regularizagao.

E claro que outras defini¢des ndo podem ser descartadas do ponto de vista tedrico,
dependendo do sistema fisico particular. No caso discutido neste trabalho (temperatura
zero), o espago subjecente é R3, ndo existindo entio problemas com a invariancia de
gauge, dado que em nosso sistema nio existem transformagoes de gauge com topologia
n&o trivial.

Uma situagao diferente ocorre quando consideramos férmions néo massivos. Neste caso
o sistema ndo apresenta “gaps” de energia, o que leva a uma ambigiiidade na definicio
da teoria. Tal ambigiiidade reflete-se no célculo perturbativo, onde surgem divergéncias
no infra-vermelho. Obviamente, se estamos interessados no estudo das propriedades de
quebra de paridade na teoria ndo podemos usar um regulador de massa infra-vermelho,
Ja que esta massa quebra explicitamente a paridade. Infelizmente, o método de point-
splitting desenvolvido nesta se¢io também nio é satisfatdrio para o caso de férmions nao

massivos, j4 que ele ndo regula a divergéncia infra-vermelha.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta tese foram estudadas técnicas funcionais (de integral de caminho) que per-
mitem descrever sistemas fermidnicos em duas dimensdes espaciais em termos de campos
bosénicos.

No capitulo 2 observamos que devido as particularidades do grupo de rotagdes no
plano, as estatisticas fermi6nicas e bosonicas nio sao as Unicas permitidas. De fato, o
conceito de anyons ou campos com estatistica arbitraria esta relacionado ao fato de que em
duas dimensdes é possivel passar de uma estatistica 4 outra adiabaticamente, considerando
fluxos magnéticos ligados As posigoes das particulas. Desta forma é possive]l descrever um
sistema de férmions através de um sistema bosdnico acoplado a um campo de gauge de
Chern-Simons. Este campo de gauge implementa o vinculo que liga a posicao de cada
particula a um nimero impar de quanta de fluxo magnético, o que permite a mudanca de

estatistica, de fermidnica para bosénica. Como exemplo, estudamos o caso de férmions
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interagentes sem spin sob a influéncia de um campo magnétice forte perpendicular ao
plano. A transformacio deste sistema num sistema de bésons acoplados a um campo de
Chern-Simons, leva & teoria conhecida como a de Chern-Simons-Landau-Ginsburg para o
Efeito Hall Quéntico Fraciondrio. Neste contexto estudamos a resposta electromagnética
deste sistema, estabelecendo que a condutividade transversa é quantizada para qualquer
tipo de distribui¢io de impurezas no sistema. Este resultado era conhecido para o Efeito
Hall Quéantico Inteiro e para uma distribuicio de impurezas localizada (tipo delta de
Dirac). Neste trabalho generalizamos o resultado para o Efeito Hall Quéntico Fraciondrio
e para uma distribuicao de impurezas arbitraria.

No capitulo trés estudamos outra técnica de bosonizagio em (2 + 1)d que, a principio,
¢ independente da primeira apresentada. Esta técnica baseia-se essenciahmente numa
equivaléncia entre func¢Ges de correlagio de correntes. Mostramos que qualquer teoria
fermibnica em (2 + 1)d que contenha apenas interacdo de correntes pode ser reescrita
como uma teoria de gauge, independentemente do tipo de interaciio de correntes que ela
possua. A bosonizagdo das correntes fermidnicas em (2 + 1)d ¢ realizada mediante o

mapeamento

Jy =Py = Ju = €00 A, (5.1)

enquanto que a teoria de gauge associada & teoria fermidnica pode ser construida a partir

da seguinte correspondéncia:
Kr[y] + S;[Jf] — Kp[A,] + Si[eA] (5.2)

onde K, o termo cinético dos férmions, ¢ mapeado na a¢io bosonica Kp, cuja exponencial
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é a transformada de Fourier transversa do determinante fermidnico.

Uma observagao importante é que a parte de interacao da teoria bosbnica tem a
mesma forma daquela existente na teoria original fermiénica, quando escrita em termos
de correntes. A unica diferenga ¢ a expressio explicita da corrente, que é dada pela eq.
(5.1). Isto significa que a regra de bosonizacdo das correntes é exata e universal, ji que
néo depende da forma especifica do termo de interagio. Também mostramos, ao longo
do capitulo (3), que estas regras podem ser aplicadas tanto a teorias relativisticas quanto
nao-relativisticas. Neste sentido, podemos dizer que a covariancia de Lorentz niio é uma
simetria importante, no que diz respeito ao procedimento de bosonizacio funcional. O que
realmente importa no processo descrito é a invariancia de gauge. Isto ficou evidenciado
no caso de férmions com relagao de dispergao nio linear, onde tivemos que impor algumas
restricoes sobre a forma da agéo de interagio, devido ao fato de que, neste caso, a corrente
de Noéther nfio é invariante de gauge local.

Devido ao papel central que o determinante fermiénico desempenha no processo de
bosonizagao, dedicamos o capitulo (4) ao estudo deste objeto. Em particular, apods apre-
sentar um resumo de suas propriedades conhecidas, nos concentramos nas ambigiiidades
que surgem no cilculo do coeficiente de Chern-Simons induzido. Observamos que para
uma determinagdo univoca deste coeficiente é necessario estabelecer algum critério fisico
no processo de sua determinag@o. Isto ocorre porque o coeficiente de Chern-Simons esta
associado a um observivel fisico que é a condutividade transversa. Portanto, como acon-
tece com qualquer observavel, sua determinago nio poderia ter ambigiiidades devidas ao

processo de regularizacio.
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Tanto no nosso caso quanto na maioria dos modelos usados na drea da matéria con-
densada, um critério fisico que pode ser suficiente para definir um modelo é o grau de
quebra de paridade que ele deve ter. Se assumirmos que no nivel lagrangeano o modelo fica
definido por esta quantidade, entdo o método de regularizagdo utilizado ndo deve produzir
quebras adicionais de simetria de paridade. Para que este critério possa ser considerado
bom do ponto de vista fisico, os observiveis calculados nio devem depender do método
de regularizacio utilizado (desde que este nfo introduza novas quebras de paridade).
Neste trabalho propomos que o método de regularizacdo que melhor se ajusta a estas
caracteristicas é o chamado método de “point-splitting”. Ele j4 foi utilizado com sucesso
na descrigio da anomalia quiral em teorias de gauge em (34 1)d. Este método possui
vérias vantagens ndo apresentadas por outros métodos conhecidos, brevemente descritos
no capitulo (4). Em particular, a regularizacfio de point-splitting pode ser implementada
no nivel lagrangeano, respeitando as simetrias de translagio, de Lorentz, de gauge, e além
disso nao introduzindo nenhuma quebra adicional de paridade. Desenvolvemos o célculo
em detalhe do coeficiente de Chern-Simons e achamos que ele é dado pelo valor o = 31;,
sem ambigiiidades na sua determinagfio. Em unidades usuais, este valor corresponde a
meio “quantum de condutividade” o = L.

Os resultados encontrados nesta tese mostram uma claro avango na compreensio de
teorias fermi6nicas em (2+1)d. Porém, muitas perguntas ainda ficam sem resposta e serio
o0 guia para futuros trabalhos. Vimos que para completar o processo de bosonizagao de
correntes ¢ necessirio o cdlculo da transformada de Fourier transversa do determinante

fermibnico. Até o presente, ainda se estd longe de calcular este termo exatamente. O
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maximo que sabemos é sua estrutura topologica quando 0s momenta envolvidos sao muito
menores que a massa dos férmions, que determina um gap no espectro de energias e
portanto fixa uma escala de comparagio. O caso nio massivo é ainda mais obscuro, ja
que a auséncia de gap no espectro de energias invalida qualquer tratamento perturbativo.
Foi sugerido em virios trabalhos a presenca de uma “anomalia de paridade” a massa
zero. O efeito médio desta anomalia seria introduzir um termo de Chern-Simons na acao
bosonizada. Isto geraria espontaneamente uma escala na qual, a principio, poderia se
tentar algum tratamento pertubativo. Lamentavelmente, néo é claro para nés a fisica que
hd por trds desta possivel anomalia, j4 que neste caso nio dispomos de métodos confidveis
de regularizacdo. O método de point-spliting proposto nesta tese funciona muito bem no
casso massivo. Ja para o caso de massa zero, ele apresenta divergéncias infravermelhas as
quais, a principio, nao sio controladas de forma trivial.
¢

Podemos fazer ainda algumas consideragdes gerais com respeito & forma da acao
bosonizada, em seus aspectos topolégicos e de invariancia de gauge. Conforme dissemos,
no capitulo (2) é mostrado que a invariancia de gauge exerce um papel preponderante em
relagéo & invariancia de Lorentz, na obtengdo da acio bosonizada Kz pelo processo de
bosonizagdo funcional. Vimos também, no capitulo (3), que esta acdo bosonizada possui
uma forma geral que é invariante topolégica (forma de Chern-Simons). Estes dois fatos
nos sugerem que a melhor maneira de se escrever uma expressao para a acio bosonizada
seria em termos de objetos que sejam topoldgicos e invariantes de gauge, como os loops
de Wilson, por exemplo. Numa teoria de Chern-Simons, o valor médio no vacuo destes

objetos constituem uma medida natural de invariantes topoldgicos [69]. Até o momento
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no entanto, este tipo de abordagem constitui um problema em aberto.

Outro aspecto concernente 3 bosonizacao funcional que consideramos importante e
que nao tem sido devidamente explorado, é a aplicagdo desta técnica aos sistemas nao-
abelianos. Na ref. [70], por exemplo, mostra-se que, a principio, seria possivel bosonizar
um sistema de férmions auto-interagentes com simetria SU(N) em (2+1)d, desde que seja
considerado apenas o regime de baixas energias. De modo semelhante ao que ocorreu nos
casos aqui considerados, a teoria bosonizada equivalente seria relacionada a uma teoria de
Yang-Mills-Chern-Simons nao abeliana, sendo idéntica a esta no caso de pequenos valores
da constante de acoplamento. No entanto, ndo é claro neste caso qual seria a regra de
bosonizacdo das correntes, dado o seu cardter nio-abeliano. Estudos mais gerais das
propriedades de bosonizacado nao-abeliana nao foram ainda implementados em dimensao
superior a (1 + 1)d. Em particular ndo é obvia a existéncia de um mapeamento universal
como no caso abeliano.

Outro aspecto muito importante que deveria ser estudado em profundidade sdo as
propriedades de dualidade destes sistemas. As principais perguntas a responder sao se
efetivamente os graus de liberdade fermi6nicos da teoria estdo relacionados com excitagoes
topoldgicas da teoria bosonizada, e se ainda neste caso, os regimes perturbativo e nao-
perturbativo podem ser conectados por este tipo de transformagdo. Um comeco destes

estudos pode ser achado nas refs. [95] e [96], mas é claro que ainda resta muito caminho

a percorrer.
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Apéndice A

Anyons e o Efeito Hall Quantico

Fracionario (EHQF)

Faremos aqui uma rapida apresentacio das propriedades fisicas de sistemas que ap-
resentam Efeito Hall Quéntico Inteiro e Fraciondrio e apresentaremos também alguns
conceitos atualmente conhecidos relacionados a estes efeitos. Sera suposto que sejam
conhecidos alguns conceitos bdsicos sobre anyons, que podem ser vistos no capitulo (1).
Um estudo detalhado sobre o Efeito Hall Quéntico pode ser encontrado por exemplo na,
referéncia [71].

Consideremos inicialmente um sistema de elétrons (carga elétrica €) num plano, su-
Jeitos & agéo de um campo magnético de intensidade By perpendicular ao plano e a um
campo elétrico “longitudinal” Ey, no plano dos elétrons. Este campo ird gerar uma cor-

rente longitudinal J;, que por sua vez sofrerd a a¢io de uma resisténcia longitudinal Ry .
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Como sabemos da eletrodinamica cléssica, serd gerada no plano do sistema uma corrente
“transversa” Jy, perpendicular a J;,, e que serd associada a uma Tesisténcia transversa R -
Definindo eixos cartesianos nas direcdes longitudinal e transversa, poderemos escrever (no
limite cldssico) as correntes na forma geral J;, = 0i;E;, sendo o a matriz de condutividade
do sistema. No limite cldssico esperamos que gz = oy = 0, e que oy = —0,,, ambos
variando com o inverso de By. No entanto, em 1980 estas quantidades foram medidas
[72] no limite de baixas temperaturas (0-2 K ?) e campos magéticos intensos (1-20 Tesla),
tendo sido observado que o,y = —0zy tornava-se constante em torno de determinados
valores de 1/ By, de maneira que o grafico Oy X By ! assemelhava-se 4 uma escada, com

platds em torno de miltiplos inteiros do fator de preenchimento

yo 2o _ P (A1)

sendo p a densidade de carga, e pg = eBy/2r a degenerescéncia dos niveis de Landau.
O termo oy, é usualmente chamado de condutividade Hall do sistema. Por outro lado,
verificou-se também que a resisténcia longitudinal Rz, se anulava nos platos, assumindo
picos de intensidade constante entre eles. Podemos dizer que estas sio as principais
caracteristicas do Efeito Hall Quantico Inteiro (EHQI). O comportamento de Oy pode
ser explicado observando que valores inteiros do fator de preenchimento correspondem a
um mimero inteiro de niveis de Landau preenchidos, havendo um “gap” de energia entre
eles. Desta maneira o sistema torna-se estivel para v inteiro, e nestes valores pode-se
reproduzir teoricamente os valores medidos de ¢,. J4 o comportamento de R; pode ser

explicado supondo-se que impurezas e imperfeigoes nas amostras usadas geram estados
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localizados do sistema, os quais ndo permitem a conducgao de corrente. Supondo que
a densidade de estados (em funcio da energia) tenha picos em torno de estado nio-
localizados (condutores), e que estes estados sejam estaveis (ntimero inteiro de niveis de
Landau preenchidos) chega-se ao comportamento observado da resisténcia longitudinal.

Em 1984 o EHQ foi testado em amostras mais limpas e com campos magnéticos
mais intensos [27], tendo sido observado que os platds verificados no EHQI, passavam a
ocorrer também para valores fraciondrios do fator de preenchimento, o que caracteriza o
Efeito Hall Quéntico Fraciondrio (EHQF). Este efeito ndo pode ser explicado com base
nos argumentos usados para explicar o EHQI, sendo necessirio, para explica-lo, levar em
conta interagdes entre elétrons, que sio desprezadas na descricao do EHQI. Atualmente ha
varias descrigOes tedricas possiveis para o EHQF (todas aproximadas), sendo as seguintes,
a nosso ver, as mais importantes pare esta tese: (a) a fungao de onda de Laughlin [73];
(b) a generalizagéo de Jain [74]; (c) o modelo de Chern-Simons-Landau-Ginzburg (CSLG)
[28, 29], e 0 modelo de férmions compostos [75, 76].

As descrigdes baseadas nas aproximagdes (a) e (b) so usualmente chamadas de aprox-
imagoes de campo médio, onde se propée uma funcio de onda para o estado fundamental

do sistema. A proposta de Laughlin foi

U(z, 2, ..2y) = ﬁ (2 — 2;)" exp (i "Z’;f) (A.2)

i<j k=1
para a funcio de onda associada a um fator de preenchimento » = 1 /n, sendo n um
inteiro impar, z; = z; + iy, indica a posi¢io da k’ésima partfcula no plano complexo e !

€ o raio de ciclotron para cada particula. A funcdo de onda de Laughlin foi muito bem
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sucedida na explicacdes tanto do espectro dos modos coletivos do sistema [77] quanto
da sua incompressibilidade. Mais tarde Halperin [78] mostrou que a funcio de onda de
Laughlin representava quasiparticulas de carga e estatistica fraciondrias, sendo portanto
anyons. Desta maneira poderia-se associar particulas ligadas a fluxos magnéticos ao estado
descrito pela fungdo de onda de Laughlin.

A complementacio proposta por Jain consistiu em reescrever a funcao de onda de
Laughlin de modo que se evidenciasse a presenca de férmions ligados a um nimero par de
quanta de fluxo magnético (retendo portanto sua estatistica). Desta maneira, Jain pode
explicar a exiténcia de “Estados Hierdrquicos” [79, 80], associados aos diversos fatores de
preenchimento encontrados no EHQF.

Analogamente ao que foi feito por Jain, pode-se mostrar [81] que fazendo uma trans-
formacao de gauge na funcao de onda de Laughlin, esta passa a representar um sistema
bosonico. Isto jé poderia ser esperado, visto que a funcao de onda em questao estd rela-
cionada a anyons. Pode-se dizer que este fato estd na origem da proposta do modelo
CSLG para o EHQF. Tal aproximacéo é mais completa do que as propostas por Jain ou
por Laughlin, pois evidencia certas simetrias do problema e prediz resultados experimen-
tais ndo previstos nas propostas anteriores [71]. A idéia bésica desta proposta é mapear o
sistema de elétrons interagentes sob a a¢@o de um campo magnético externo num sistema
de bdsons com uma interacio de gauge adicional, representada pelo termo de Chern-
Simons. Este mapeamento é feito a nivel microscépico, fazendo-se uma transformacao
unitdria na Hamiltoniana e na funcéo de onda que descreve o sistema. Como resultado,

cada férmion passa a ser associado a um béson acoplado a um niimero fmpar de quanta
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de fluxo magnético. A estatistica do sistema ¢ entdo mudada de bosonica para fermionica.
O fluxo magnético associado a cada béson é produzido pelo campo de gauge estatistico
e desta maneira cada béson sofrerd o efeito ndo sé do campo magnético externo, mas

também do campo estatistico. Nesta construgao o fator de preenchimento

1

2k + 1 (A.3)

V=

é especial, pois neste caso o campo estatistico cancela o campo magnético externo (em
média), de modo que se anula 0 campo médio total que atua os bdsons, e estes podem
entdo formar um condensado de Bose-Einstein. Deste modo o sistema ficard estavel para
um fator de preenchimento da forma (A.3). Além disso, o efeito Meissner no conden-
sado estdvel implica numa densidade de particulas uniforme, e portanto o sistema sera
incompressivel, como pode ser verificado experimentalmente.

Analogamente ao que é feito no modelo CSLG para o EHQF, os elétrons do sistema
que apresenta o0 EHQF também podem ser representados por outro tipo de férmions,
acoplados, cada um, a um nimero par de quanta de fluxo magnético (mantendo portanto
a estatistica fermidnica). Esta é a base da proposta do modelo de férmions compostos

para o EHQF.
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Apéndice B

Transformacoes C, P e T de férmions

em (2+ 1)d

As propriedades de transformacio do campo fermiénico em (2 + 1)d pelas trans-
formagdes C, P e 7 sdo diferentes daquelas apresentadas por estes campos num espago-
tempo quadridimensional, apesar de serem obtidas de maneira aniloga. O estudo das
transformagdes C, P e T em (3 + 1)d é feito em varios livros-texto, e adotaremos aqui a

notagao usual do caso em (3 + 1)d. Seguiremos a notagio da referéncia [88).

B.1 Transformacao P - paridade

Sejam &, e &; os dois versores num espaco euclideano bidimensional. H4 trés inversdes
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espaciais distintas possiveis, definidas como:
L& =¢(l,) a=1,2 s (B.1)

sendo

I = I = I, = (B.2)
0 1 0 -1 0 -1

Vemos que I; corresponde a uma inversio do eixo “1”, I, indica uma inversio do eixo
“2” e I, representard as duas inversdes feitas simultaneamente. Como podemos mostrar
facilmente, as transformacées induzidas por I, preservam os médulos dos vetores no plano:
se x & um vetor arbitrério no plano e x' = I,x, entdo |x’| = |x|. Como sabemos, as rotagBes
em duas dimensdes espaciais também possuem tal propriedade. De um modo geral, o
grupo das rotacdes bidimensionais, SO(2), consiste em todas as transformactes que tém
determinante unitario. Observando entdo as egs. (B.2) vemos que /, tem determinante
unitdrio, enquanto que I; e > tém determinante —1. Portanto I; ¢ um membro do grupo
SO(2) e corresponde a uma rotagao (de um angulo 7). I, e I, por sua vez, nao podem ser
consideradas como rotagdes. A transformagio de paridade em (2+ 1)d serd entio definida
como uma inversdo de um dos eixos espaciais (ndo importa qual), correspondendo a uma
reflexdo especular em relagdo ao outro eixo. Notemos que néo se trata de uma rotacao.
Aqui tomaremos /; como sendo a definigio de um transformacio de paridade. Isto implica

em que neste tipo de transformagio deveremos ter, por exemplo,

To f‘) Iy (B3)

1o

T
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Z9 f+ I (B5)

Observando entao o termo cinético da lagrangeana de Dirac (T@V) e observando a
definicio adotada para as matrizes y no capitulo (2), vemos que a transformacio de
paridade implica em que

U5 0 = —iy ¥ (B.6)
Desta equagao, vemos que o termo de massa fermidnica mudar4 de sinal por uma trans-
formacao de paridade, enquanto que o termo cinético permanecers invariavel. Portanto

podemos escrever

V@+mT BT (@G-—my (B.7)

B.2 Transformacgado C - conjugacao de carga

Por defini¢éo a conjugacéo de carga troca particulas por anti-particulas, e no caso de

férmions isto equivale & seguinte transformagéo de espinores [88]:
U(z) S Uo(z) = Cye ™ (z) (B.8)

sendo C' a matriz de conjugagdo de carga, que tem a propriedade de produzir matrizes ¥

transpostas:

()" = =C7',C (B.9)
e satisfaz as seguintes relagoes:

Ccl=cCct=c"=-C (B.10)

80



Seguindo a notagio que escolhemos para as matrizes v no capitulo (2), podemos escolher

O fato de corresponder a uma troca de particulas por anti-particulas, implica em que a

conjugacio de carga deixa invaridvel a densidade de lagrangeana do campo fermidnico:

P@+m ST (@+m) T (B.12)

B.3 Transformagio 7 - inversao temporal

Em problemas de fisica estatistica ou matéria condensada, o tempo ndo surge como
uma, varidvel exph’cita, €omo ocorre na teoria quantica de campos. Podemos no entanto
definir uma “inversdo temporal” nos casos em que trabalthamos .com a varidvel de inte-
gragao t, ou seja, nos casos onde consideramos um espaco pseudo-euclideano com (2+1)

dimensGes. As transformacdes serdo dadas por

t 5 —t (B.13)
o 5 o5 (B.14)
T 5 oz (B.15)

Usando raciocinio andlogo ao que foi usado no caso da transformacio de paridade (egs.
(B.3) a (B.5)), vemos que a inversdo temporal pode ser implementada, em termos de
operadores de campo, como

UL iy, 0 (B.16)
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Deste modo o termo de massa fermiénica mudara de sinal numa inversio temporal, en-

quanto que o termo cinético permanecera invarigvel.

B.4 Counsideragées finais sobre transformacdes C, P e

T

No caso relativistico considerado nos capitulos 2 ¢ 3 o campo de gauge A,, que surgiu
na bosonizacio final do modelo, podia ser visto como um campo externo, sem dindmica,
propria definida na agéo bosonizada. O mesmo se pode dizer da fonte externa s,, que
foi acoplada & corrente fermidnica para gerar o funcional gerador Z [s] (cf. eq. (3.2)).
Isto implica em que aqueles campos néo sdo afetados quando as transformacées definidas
acima forem realizadas no plano. Por outro lado, vimos que o termo de massa do campo
fermiénico muda de sinal numa transformagdo de paridade, e permanece invariante sob
uma transformagéo de carga. Por outro lado, vimos que 1o caso de um sistema fermidnico

livre, a equagdo que define o funcional gerador (eq. (3.2)) pode ser reescrita como
Z[s] = f DUDY FPHAmT _ Trin(@+ighm) _ ~T[s] (B.17)
Do que foi dito acima, podemos escrever

V@+ip+m¥ B T(@+ib-—m)T (B.18)

V(@+ig+m)T S T(P+i f+m) T (B.19)



Vemos assim que o sistema considerado na eq. (B.17) nao apresenta invariancia frente
& transformagéo de paridade. Dizemos que existe uma quebra de paridade no modelo, e
0 termo responsavel por esta quebra é o termo de massa m¥¥. Esperamos entio que o
modelo bosonizado equivalente também apresente quebra de paridade, e que o termo que
viole esta simetria seja relacionado & massa fermidnica, uma vez que o modelo final deve
ser fisicamente equivalente ao modelo original. Este foi Jjustamente o resultado obtido por
nds, quando consideramos o caso de massas muito grandes e encontramos que a um loop,

a agdo fermidnica efetiva era dada por

11 m

THH(@*‘%‘ A+ m)lm—)oo = E'Z;m

fdsa: €uvpSulu S, (B.20)
O fato de s, ser um campo externo e o lado direito da equacao acima ser proporcional
& massa fermitnica nos indica que o termo obtido acima transforma-se por paridade da
mesma forma que m¥¥, o que significa que quando consideramos as transformacgoes
de paridade, a teoria final (bosonizada) apresenta as mesmas propriedades de trans-
formagéo que a teoria fermidnica original, ou seja, tanto a teoria fermionica quanto a
teoria bosonizada apresentam quebra de paridade. Além disso, a quebra de paridade
que surge no modelo bosonizado final é do mesmo tipo daquela que existe no modelo

fermidnico original, podendo ambas serem vistas como provenientes de uma troca de sinal

do pardmetro de massa, m, numa transformacio de paridade.
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