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Resumo

Estudamos os modelos de Maxwell e Maxwell-Chern-Simons em (241) dimensdes. Sao
obtidas expressdes gerais para os potenciais e campos e alguns casos particulares sao resolvi-
dos explicitamente. Dificuldades de ordens conceitual e técnica surgem, todavia, ao tratar do
problema de cargas aceleradas. A propagacao de sinais eletromagnéticos também ¢ estudada.
Referente a isto, mostramos que, em ambos os modelos, tal propagacdo induz, naturalme-
te, a reverberaciao dos pulsos. Qutro tema ao qual nos dedicamos, foi aquele que trata de
monopolos tipo-Dirac em tais contextos. Neste espago-tempo, tais objetos apresentam pro-
priedades muito diferentes de seus correspondentes das 4 dimensoes, como por exemplo, o
fato de produzirem campo eletrostitico de natureza tangencial. Estudamos, também, dois
sistemas que contenham um exemplar de tais monopolos. O primeiro é constituido por uma
carga elétrica usual sob a acdo de tal campo, enquanto no segundo, hi a presenca extra de
um campo magnético externo homogéneo. Vimos que a dinamica de tal carga ¢ de dificil
resolucdo em ambos os sistemas. De fato, somente para o segundo dos sistemas acima, é que
conseguimos, no limite de grandes distancias, obter alguns resultados analiticos, os quais
sio bastante interessantes. Constata-se, por exemplo, que seu setor angular contribui para
o espectro de energia, e de uma maneira muito peculiar, por exemplo, respondendo a va-
riacdes discretas da coordenada angular. Discutimos, também, a possibilidade de formagao

de estados ligados neste sistema.
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Abstract

Classical Maxwell and Maxwell-Chern-Simons (MCS) Electrodynamics in (2+1)D are
studied in a great deal of details. General expressions for the potentials and fields are obtained
for both models, and some particular cases are explicitly solved. Conceptual and technical
difficulties arise, however, for accelerated charges. The propagation of electromagnetic signals
is also studied and their reverberation is worked out and discussed. Furthermore, we show
that a Dirac-like monopole yields a (static) tangential electric field. We also discuss some
classical and quantum-mechanical consequences of the field created by such a monopole
when acting upon a usual electric charge. In particular, we show that, at large distances,
the dynamics of one single charged particle under the action of such a potential and a
constant (external) magnetic field as well reduces to that of one central harmonic oscillator,
presenting, however, an interesting angular sector which admits energy-eigenvalues. Among
other peculiarities, both the radial and the angular sectors, present non-vanishing energy-
cigenvalues for their lowest levels. Moreover, those associated to the angle are shown to
respond to discrete shifts of such a variable. We also raise the question of the possibility of

formation of bound states in this system.
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Introducao e Motivacgao

H4 aproximadamente duas décadas, diversos modelos de campos definidos em (2+1) di-
mensoes espago-temporais véem recebendo ateng@o considerdvel [1, 2]. Tal interesse reside
em, pelo menos, duas razoes fisicas. A primeira, é que o regime de altas temperaturas de
teorias de campos definidas em (3+41) dimensdes pode ser interpretado a partir de seus cor-
respondentes em (24-1) dimensdes & temperatura zero, onde determinados problemas podem
ser melhor e mais facilmente estudados [3], no sentido de que a resolugao matemdtica exata
é, em alguns exemplos, possivel. Além desta, ha também, o fato de que modelos de campos
(24-1)-dimensionais terem se mostrado bastante relevantes em conexdo com problemas no
Ambito da Fisica da Matéria Condensada. Como exemplo, podemos citar as explicagdes
tedricas para o Efeito Hall Quantico (“Quantum Hall Effect”, QHE), tanto na sua versdo
Inteira (IQHE) quanto na Fracionaria (FQHE) [4]; bem como, as diversas tentativas para se
descrever certos mecanismos relativos & Supercondutividade a Altas Temperaturas de tipo-1I

(“type-II High-Tc Superconductivity”) [5, 6, 7).

Em boa parte dos programas acima citados, aparece um elemento bastante interessante
e peculiar das (2-+1) dimensdes: o chamado termo de Chern-Simons, que dentre outras ca-

racteristicas, viola tanto a Paridade (P) quanto a Reversdo Temporal (T).! De fato, este

tSendo, no entanto, invariante sob Conjugacio de Carga (C), preservando, assim, a operagio CPT. Além
do mais, embora apareca naturalmente em (2+1) dimensdes, sua defini¢io nao se restringe a este espago-
tempo. Por exemplo, ele pode ser igualmente bem definido, digo, ndo ser um mero termo de superficie, em
outras dimensdes fmpares, como em {10+1)D. Por outro lado, uma de suas peculiaridades estd, precisamente,

no fato de tal termo ser intrinseco e restrito a espagos-tempo de dimensio fmpar, n3o aparecendo, assim, em



aparece naturalmente na descrigio topolégica do Efeito Hall Quéntico (8], bem como, em
modelos relativos A Supercondutividade a Altas Temperaturas, em especial, a denominada

Supercondutividade Aniénica (“Anyonic Supercondutivity”) [6].

Relativos a tal discussio, dois pontos devem ser enfatizados. O primeiro, € que a con-
dutancia Hall quebra, automaticamente, a Paridade, ja que tal corrente possui uma dire¢ao
preferencial, e dai, a razdo do sucesso do termo de Chern-Simons quando aplicado a descrigdo
topoldgica de tal fenomeno. Todavia, quadro bastante distinto se passa com a Supercon-
dutividade, em cujo contexto, poucas sdo as evidéncias de amostras que, ao mesmo tempo,
sejam supercondutoras e quebrem a Paridade. Tal fato, por sua vez, levou (e tem levado)
A proposi¢do de modelos que preservem tal simetria, e que possam ser uteis para explicar
certas propriedades deste fenémeno. Dentre tais modelos, mencionamos aquele que acopla
férmions massivos de 4-componentes (ou, equivalentemente, 2 familias de 2 componentes,
com sinais reciprocos para os termos de massa) a um campo de “gauge” estatistico, a,, a
denominada 73-QED|7]. Neste modelo, o que ocorre, é que a violagao de P e T advinda do
termo de Chern-Simons é exatamente compensada por semelhante violagdo proveniente do
termo que acopla a, aos férmions. Cancelamento semelhante também ocorre entre as duas

familias de férmions.

Como bem sabemos, quando o termo de Chern-Simons faz-se presente em um modelo (tan-
to Abeliano quanto ndo-Abeliano), diversas novidades interessantes podem emergir. Por
exemplo, numa QED; com férmions sem massa, quando esta ¢ suplementada pelo termo de
Chern-Simons, pode-se mostrar que tal termo gera, a 1-loop, um “gap” de massa para os
férmions, que viola P e T. Reciprocamente, corregoes radiativas (a 1-loop) numa QED3 com
férmions massivos (¢ impar sob P e T') levam, naturalmente, a uma teoria na qual aquele

termo se faz presente [9].2 [Um trabalho pioneiro nesta linha, é o chamado mecanismo de

(3+1)D, por exemplo. Neste sentido, resultados idénticos verificam-se para espagos-tempo Euclideanos.
2De fato, mostrou-se que este termo pode ser gerado, radiativamente, mesmo por férmions de massa nula.

A assim denominada quebra dindmica de Paridade e Reversio Temporal [11].



Schwinger[10], na QED,]. Sabe-se, também, que o termo de Chern-Simons pode ser gerado

através de um mecanismo de Higgs generalizado, pelo menos, no caso Abeliano [12].

Ainda neste sentido, mas tratando agora da gravitagio, sabemos que a adigdo de tal termo
4 acio de Einstein-Hilbert, que inicialmente mostra-se trivial na auséncia de matéria (ja
que o respectivo tensor de Ricci é nulo), conduz-nos a um grau-de-liberdade dindmico de
‘spin’_2 topologicamente massivo [2]. Neste dmbito, novidades adicionais tém surgido, por
exemplo, quando da presenca de tor¢io acoplada a matéria fermidnica, bem como, ao campo

de “gauge” [13].

Outro ponto muito interessante, e que tem atraido bastante atengao, é aquele relativo a obje-
tos de natureza topolégica, advindos, justamente, do cariter topologicamente ndo-trivial da
acio de Chern-Simons, tanto no contexto Abeliano quanto no ndo-Abeliano. Aqui, podemos
destacar todo o estudo sobre os denominados wvdrtices topoldgicos que vém sendo realiza-
dos neste contexto. Sabemos, que tais objetos surgem como solugées ndo-perturbativas de
determinados modelos que contenham a agdo acima mencionada, e ‘carregam’, em geral,
um fluxo de campo magnético [14]. Tal aspecto é, particularmente, relevante ao se tratar
da estatistica de particulas carregadas quando interagindo com tais voértices. Neste caso,
mostra-se que o objeto composto, carga-vértice apresenta, em determinadas condiges (tem-
peratura nula, por exemplo), estatistica fraciondria [15}. Existe, também, a possibilidade de
tais vortices carregarem um fluxo elétrico ndo-nulo, desde que, o modelo do qual eles sejam
provenientes contenha um setor responsével pelo mecanismo de Higgs [16]. Neste caso, os

proprios vértices apresentam estatistica fraciondria.

Na verdade, o estudo sobre a possibilidade de determinados objetos obedecerem a tal es-
tatistica foi, de certo modo, baseado no fato de sabermos que representagoes irredutiveis
(massivas) com ‘spin’ arbitrario apareciam naturalmente em (2+1) dimensdes, devido ao
fato do “little-group” correspondente ser Abeliano[17], SO(2). Todavia, embora tenha-se

estabelecido que objetos compostos, como carga-vortice ou solugdes solitdnicas tipo-vortice,



por exemplo, podem exibir tal peculiaridade, a constru¢do de modelos Lagrangeanos que
descrevam tais representacoes em interagdo, ainda é um ponto em aberto, haja visto que
as tentativas até entao conhecidas nos conduzem a alguns problemas, como por exemplo, a
uma teoria ndo-local. Dai, a razao de pensarmos os 4nions como objetos compostos (e assim,
redutiveis) ou como solugdes cldssicas (solitonicas, por exemplo) e, além do mais, restringi-

mos o estudo de sua dindmica (com interagio) a nivel de mecéinica quéntica nao-relativistica.

Outra classe de objetos topoldgicos que destacamos sdo os monopolos tipo-Dirac, os quais,
constituir-se-a0 num dos temas de estudo da presente Tese (veja Capitulo 3, para mais deta-
lhes). Dentre outras propriedades interessantes, fora mostrado que, quando cargas elétricas
usuais (no ambiente de Maxwell-Chern-Simons) interagem com tais monopolos, entdo a
preservacio da simetria de “gauge” demanda, dentre outros resultados, a quantizagao do
parametro de massa topolégica [18]. [Resultado semelhante ji era conhecido, aquela época
e sem a necessidade de tais monopolos, para versdes nio-Abelianas, cujos grupos de “gau-
ge” apresentavam o 32 grupo de homotopia nio-trivial[2], IIs(G) # {0}]. Algumas outras
de suas propriedades, bem como diferengas importantes, quando comparados aos genuinos

monopolos magnéticos das 4 dimensdes, também serdo estudadas ao longo do Capitulo 3.

Do que mencionamos acima, fica claro que modelos de campos definidos em dimensoes mals
baixas apresentam propriedades muito interessantes, tanto a nivel classico quanto quantico,
dentre os quais, destacamos aqueles (2+1)-dimensionais. Desta forma, tais teorias ndo po-
dem ser vistas, meramente, como casos limites de suas correspondentes em (3+1) dimensdes.
Com efeito, elas tém revelado caracteristicas muito especiais, advindas das peculiaridades

intrinsecas & dimensionalidade do espago-tempo no qual sio definidas.

Agora, com o intuito de situarmos, bem como, motivarmos o presente estudo, vamos nos
ater aos dois modelos eletrodinamicos mais simples que temos neste espago-tempo. S&o eles:
o modelo de Maxwell e de Maxwell-Chern-Simons Abelianos. Embora se tenha um conheci-

mento razodvel de ambos, tanto no que se refere a aspectos clssicos quanto quénticos, ¢ digno



de mencéo o fato de algumas questdes fundamentais da eletrodinamica cléssica de tais mo-
delos ainda permanecerem completamente em aberto. Dentre elas, estdo as expressoes gerais
para os potenciais retardados de uma carga puntiforme (potenciais tipo-Liénard-Wiechert),
bem como, uma férmula tipo-Larmor, que relacione a poténcia irradiada por tal carga em
funcio de sua aceleracao e posigdo. {Foram estas, de fato, as questdes principais que se im-
puseram, primordialmente, a0 nosso trabalho, e a tentativa de respondé-las, tornou-se, para
néds, um incentivo para todo o desenvolvimento ulterior de nossas atividades, cujos resultados

serdo, aqui, apresentados (bem como, serdo brevemente publicados {19]].

Na verdade, embora tivéssemos tentado, por vérias vezes, responder a estes pontos acima,
ndo logramos nenhum éxito muito considerdvel. Ao contrario, ainda que sejam fundamen-
tais, estes nio se mostraram de resolugao tao simples em (2-+-1) dimensdes. [De fato, veremos
adiante, que a integragdo na variivel de tempo-préprio, a qual, se realizada responderia a
todas estas questdes, é uma tarefa longe de poder ser considerada trivial para os presentes

modelos (veja Secdes 1.2 e 2.2 para detalhes)).

Por outro lado, para outros assuntos igualmente interessantes, foi possivel obter explicagdes
e respostas satisfatérias, e de maneira relativamente simples. Dentre os quais, estao as di-
vergéncias explicitas, tanto nos potenciais quanto nos campos (classicos), que aparecem como
manifestacdes da divergéncia infra-vermelha do modelo de Maxwell. Outro ponto, refere-se
& reverberagdo de sinais eletromagnéticos, cujos clculos podem ser efetuados com relativa
facilidade, bem como, serem passiveis de uma clara interpretagdo. Hd, ainda, a questdo dos
monopolos tipo-Dirac em tais contextos. Neste caso, embora pudéssemos obter resultados
bastante interessantes, por exemplo, aqueles concernentes & natureza topoldgica de tais ob-
jetos, vimos que complicagdes adicionais surgem ao tratarmos da dinamica (tanto cldssica

quanto quantica) de uma carga usual em interagdo com um destes monopolos.

Apresentaremos, agora, a Organizagao que seguiremos para a presente tese. O Capitulo

1 é dedicado ao estudo de certos aspectos cléssicos do modelo de Maxwell (massa nula)



em (2+1) dimensoes. Na 12 se¢do, o Lagrangeano é apresentado e, algumas de suas ca-
racteristicas basicas sdo discutidas. Obteremos, entdo, a funcdo de Green correspondente
ao D’Alembertiano (2+1)-dimensional, bem como, discutiremos suas propriedades mais im-
portantes. Seguindo-se, na Se¢do 1.2, lidaremos com a questio da produgdo de radiagéo
eletromagnética por cargas puntuais, bem como, do fenémeno da reverberacdo de sinais,
quando estes propagam-se através deste espago-tempo. A este ponto, veremos que é justa-
mente o fato da fungio de Green, acima mencionada, violar o Principio de Huyghens que nos
conduz, a0 mesmo tempo, as dificuldades de se responder o problema da radiagdo produzida
por cargas aceleradas, assim como, & reverberagdo de sinais. Por fim, faremos um breve

resumo dos resultados obtidos até entao.

A seguir, no Capitulo 2, dedicar-nos-emos ao modelo de Maxwell-Chern-Simons. Inicia-
remos, na Secdo 2.1, com a discussiio de certos aspectos de tal modelo, dentre os quais,
as novidades advindas da inclusio do termo de Chern-Simons ao Lagrangeano preceden-
te. Passando-se & Secio 2.2, serdo discutidas questdes referentes & produgdo de radiagéo,
bem como, & reverberagio de sinais eletromagnéticos neste novo ambito. Este 22 capitulo

finalizar-se-4 com uma, breve exposigao dos resultados ai obtidos.

J4 no Capitulo 3, focalizaremos nossa atengao no estudo de monopolos tipo-Dirac nos mode-
los acima citados. Diferentemente do que se nota pela leitura dos dois primeiros capitulos, os
quais possuem, entre si, diversas semelhancas, em estrutura e conexao, o presente capitulo
pode parecer (e talvez o seja, de fato) bastante desconexo em relacio aos precedentes. Sua
inclusio nesta tese é justificada, no entanto, por resultados bastante interessantes que ai
obteremos. Assim, na 1¢ secio, énfase ¢ dada & introdugdo de um monopolo tipo-Dirac nos
modelos em questdo. Algumas de suas propriedades, como seu campo eletrostatico tangen-
cial, além de diferengas marcantes quando comparado a um genuino monopolo magnético
das (3+1) dimensdes sio discutidas. Na Segéo 3.2, faremos um estudo da dinimica cldssica
de dois sistemas que contenham um exemplar de tais objetos. O primeiro, é composto por

uma carga elétrica usual sujeita & agao do campo eletrostéatico de tal monopolo. Ja o segun-



do, contém, também, um campo magnético externo ¢ homogéneo, perpendicular ao plano de
6érbita. Em ambos os casos, uma resolugao analitica para o problema dinamico apresentou-se
de dificil realizagao, tendo alguns “plots” numéricos indicado-nos, no entanto, que no segun-
do caso, a possibilidade de formagdo de estados ligados pode ser considerada (o que nao
ocorre no primeiro caso, haja visto que, 14, a carga tende, assintoticamente, a um movimen-
to livre). Passar-nos-emos, na Segdo 3.3, a uma andlise quantica do segundo sistema acima.
Embora o caso geral tenha-se mostrado de dificil resolugéo, veremos que, assintoticamente,
alguns resultados analiticos podem ser obtidos. Dentre eles, destacamos que a dindmica
radial da carga reduz-se aquela de um oscilador harménico central (com as fun¢des de onda
decaindo, exponencialmente, 4 medida que tal varidvel aumenta). Além do mais, veremos,
também, que o setor angular respondera, agora, com autovalores para a energia total. Este

dltimo capitulo é finalizado com um sumario dos resultados nele alcangados.

A presente tese concluir-se-4 com uma breve exposigdo das Conclustes béasicas deste tra-

balho, bem como, de algumas Perspectivas de continuagio dos estudos aqui apresentados.



Capitulo 1

Eletrodinamica Classica de Maxwell

em (2+1) Dimensoes

Neste primeiro Capitulo, trataremos do modelo de Maxwell cldssico em (2+1) dimensdes
espaco-temporais. Comecaremos por uma exposigao de seus aspectos mais gerais, COmo seu
Lagrangeano ¢ suas equagdes de movimento, bem como, algumas de suas consequéncias.
Ainda nesta primeira secio, obteremos as fungdes de Green (retardada e avancada) e as
compararemos com suas correspondentes em 4 dimensdes. Algumas diferencas e possiveis
consequéncias sio também levantadas. Na secio seguinte, trataremos de duas dessas con-
sequéncias. Af, veremos que o fato de tal radiacao néo ‘sentir’ a terceira dimensao espacial
nos conduz a profundas mudangas quanto & questdo da produgao de radiagao cldssica por
cargas puntuais, e também, da propagagao de sinais eletromagnéticos neste d&mbito. Por
fltimo, finalizaremos o presente capitulo expondo, brevemente, 0s resultados basicos obtidos

até entao.
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1.1 Alguns aspectos gerais do modelo

Consideremos o Lagrangeano que descreve a Eletrodindmica de Maxwell em (2+1) dimenstes

(MEDQ,)CI
1

A acio correspondente a0 Lagrangeano acima permanecera invariante sob transformagoes
de “gauge” Abelianas locais, A,(z) — A,(z) — d,A(z), conquanto a corrente externa seja
conservada, isto é, 8,7# = 0. Além do mais, com a definigéo usual para o tensor de intensidade

de campo, Fy,, = 9,4, — 0, A,, temos que:

Foi = 0:4; — 0,2 = —(at‘zl"i" 6@)3 = +(E)i

Fy =
E, = Eija;'Aj —~ Fy =B

Assim, vemos que, enquanto o campo elétrico preserva sua caracteristica vetorial do Ele-
tromagnetismo usual (digo, das (3+1) dimensdes), o campo magnético apresenta-se, agora,
como um pseudo-escalar e nio mais como um pseudo-vetor. Tal ‘assimetria’ entre estes cam-
pos reﬂete; em dltima anélise, a perda da dualidade entre os setores eléirico e magnético
que tinhamos em 4 dimensdes. De fato, definindo-se tal tensor como uma 2-forma, F = dA,
vé-se claramente que tal dualidade s6 é verificada em D=4, pois é somente al que F e seu
dual (veja defini¢do abaixo) tém o mesmo “rank” ou, em outras palavras, os campos elétrico

e magnético tém natureza vetorial.

As equagbes de movimento e geométrica sdo facilmente obtidas e léem-se:

VB = 8,E* + 7*
9 F™ = = vEmaR T (1.2)

V-E=p
8, F*=0 — 8B+V-E" =0 (1.3)

lUsaremos as seguintes convengdes para O espago-tempo de Minkowski tridimensional: diag(n..) =
(+,—,—), letras gregas p,v, etc = 0,1,2, enquanto que letras latinas rotulam as coordenadas do plano

espacial, i, 7,etc = 1,2. O simbolo de Levi-Civita l&-se: €o12 = €2 = 5 = €12 = +1.

11



X
Figura 1.1: Mostra-nos a transversalidade da radiacio eletromagnética (ondas planas) em (3+1)

e (2+1) dimensdes.

O tensor dual é definido como: ¥ = %e“""FM = (+B; —E*), enquanto um vetor dual, U,

tem componentes (U*); = €;;U;, ou explicitamente, U+ = (+U,, —U,). Claramente, segue-se

queﬁ-ﬁ*zo.

Expandindo-se 0s campos em termos de ondas planas (ei(E'f‘w*)) na auséncia de cargas e
correntes, vemos que, similarmente a (3-+1) dimensdes, também aqui a ‘luz’ é tranversal,
k- E = 0. Note, contudo, que enquanto em (3-+1) temos a triade de vetores {k,E,B)
ortogonais entre si, em (2+1) temos somente o par {E, E}, ja que o campo magnético tem
natureza escalar. Por outro lado, como podemos ver de EB = —wE*, todo o conteddo de
graus-de-liberdade (g.1.) fisicos é determinado pelo conhecimento do pseudo-escalar B. [Uma

ilustracdo de tal diferenca é dada pela Figura 1.1j.

Segue-se dai que, em (2+1) dimensGes, a ‘luz’ tem cardter escalar, carregando apenas
1 gl. fisico. Tal contetido pode também ser obtido, lembrando-se que o campo de gauge,
Ay, que a priori teria 3 g.l. (“off-shell”) propaga apenas 1 gl. fisico (“on-shell”). A sub-
tracio dos outros 2 gl. é promovida pela simetria de gauge e igualmente, pelas eqs. de
movimento. Ainda, podemos verificar tal conteuido fisico lembrando-se que devido a dimen-

sionalidade deste espaco-tempo, o tensor de curvatura pode ser escrito, na auséncia de fontes
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ou termos de massa, como F,, = ¢€,,,.0"¢, donde vemos facilmente, que F,, fica completa-

mente determinado pelo potencial escalar ¢.

Notemos, de passagem, que devido ao fato do dual de F,, ser agora um pseudo-vetor,
ﬁ‘,,, a identidade de Bianchi reduz-se a apenas uma equacio (escalar, veja eq. (1.3)). Tal
aspecto ser4 muito importante quando formos discutir a questfo de se introduzir monopolos
tipo-Dirac nos modelos eletrodinimicos neste espago-tempo. Como veremos adiante, estes

objetos sio muito distintos dos genuinos monopolos magnéticos das 4 dimensdes.

Vamos, agora, ater-nos a busca das solugdes para o potencial de gauge, A,. A partir des-
tas, poderemos nao somente obter explicitamente os campos cldssicos correspondentes, como
também, discutir questdes mais fundamentais, tais como a producdo e a propagagao da ra-
diacéo eletromagnética no modelo em estudo. As equagbes dindmicas para o potencial tém

a forma usual (usando-se que 8,A4* = 0}):

cujas solugdes gerais podem ser obtidas via fungbes de Green (ou, alternativamente, pelo
Método de Descenso (“Descent Method”) de Hadamard aplicado as solugdes das (3+1)

dimensdes. Para mais detalhes, veja Ref. [20]):

A (@)= A, () — [ @y G e - 1)), (14)
ady out ady

onde A" refere-se aos potenciais externos “éncoming” ou “outgoing”, OA4* = 0. J& as
out

funcdes de Green retardada e avangada sio obtidas por meio de integracoes de Fourier no

espago dos momentos:
0,G* z—y) =6 z—y) = Gk)=—

e assim, temos:

-1 +oo . ] 1 +o0 6z'k(a:—y)
G2+1(:L‘ _ y) — (Qﬁ)gf d2+1kG(k)e:k(a;—y) — 3/ d2+1k .

oo
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Esta, apés uma integragdo apropriada no plano imaginario k¥° toma a forma (r = |7 — | e

7 =120 - 30):

Gl z—y)= % fom Jo(kr) sin(kT) dk . (1.5)

ret
ady

Aqui, Jo(z) é a fungio de Bessel de 1° tipo e ordem 0 e, ©(z) é a ‘funcdo-degrau’de Heaviside.
Tal integral pode ser encontrada, por exemplo, na Ref.[21] (veja eq. 6.671-7 & pagina 731)%.

Finalmente, obtemos que:

__i@[(xo—y0)2_|f_g'|2] 2 — 0
i 2 @ ) [ Of:(z" — ")) (1.6)

Notemos uma propriedade importante da fungdo de Green acima: ela tem suporte que se

G2+1($ _ ,y) —

estende por todo o interior do cone-de-luz, incluindo sua borda, digo, V(z — y) tal que
(r — y)? > 0. Isto nos leva a concluir que tais fungbes nao mais obedecem ao chamado
Principio de Huyghens, o qual demandaria que tal suporte se restringisse apenas a borda do
cone-de-luz, (x —y)? = 0. Para esclarecermos isto melhor, bem como, anteciparmos algumas
consequéncias interessantes de tal propriedade, faz-se necessdrio sua comparagao com a sua

correspondente das (3+1) dimensdes:

Gz —y) = ——dl(a — ') — | ~ FPIOk(=" — )]

ret

ady 27

Uma anélise da expressdo acima mostra-nos claramente o papel da ‘fungdo’™-d: ela retem

somente as contribuices daqueles pontos para os quais (x — y)? = 0. Noutras palavras, seu

2A titulo de completeza, apresenta-la-emos aqui:

(2= 0<r<T
f Jo(kr)sin(kr)dk =

0
0 O<r<r

Vé-se claramente, que a integral acima s6 é definida para 7,7 > 0. Isto nos leva entao a ter mais atencdo
a0 caso avangado: antes de efetuarmos a integral, propriamente dita, devemos fazer a seguinte mudanga
de variaveis 7 — —r (essencialmente, uma reversao temporal). Doutra maneira, seriamos levados a uma
indefinigdo no resultado de Giﬂ. Note também que, ao fazermos a troca de varidveis acima, ganhamos um

sinal menos extra na eq. (1.5).
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Figura 1.2: Exibe um perfil dos suportes da fungée de Green retardada para o D’Alembertiano

em (3+1) e (241) dimensoes.

suporte corresponde somente a pontos que estejam na borda do cone-de-luz (3+1) dimen-
sional. Portanto, G3*! satisfaz o Principio de Huyghens. [Apresentamos uma ilustragdo a
respeito do perfil de tais suportes na Figura 1.2. Apesar de ndo estar muito claro, o que
acontece, de fato, é que enquanto G*'! tem seu suporte restrito & superficie de uma casca
esférica, S®, o de sua correspondente (2+1)-dimensional estende-se, também, por todo o

interior de urn disco, além da prépria borda, S|

Uma situacio fisica ajudar-nos-4 a entender melhor tal papel. Para tanto, considere os
potenciais ¢ campos gerados, por exemplo, por uma carga puntiforme. Por simplicidade,
fixemos nosso observador na origem (y, = 0). Assim, o que a ‘fungio’-d faz é reter apenas as
contribuicdes produzidas pela carga quando sua linha-de-universo tocar as bordas do cone-
de-luz. Dizendo doutra forma, apenas informacdes (potenciais e campos) que viajem sobre

tal borda é que serao detectadas pelo observadar, e terao sempre a mesma velocidade, v = ¢ .

Agora, volterno-nos & G**'. Ora, se tal funcao tem suporte que se estende por todo o
interior do cone-de-luz, entdo temos a possibilidade de que um observador, como descrito
acima, possa em (2-+1) dimensdes, detectar informagoes que viajem com velocidadade < ¢!
Embora tal fato pareca estranho, haja visto que o modelo descreve um grau-de-liberdade

fisico sem massa, veremos adiante que isto é o que realmente acontece. Mais precisamen-
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te, mostraremos que um pulso {(sinal localizado ou puntiforme) eletromagnético se reverbera
quando enviado a outro ponto espago-temporal. De fato, mesmo para pontos proximos, um
pulso enviado de um a outro desenvolverd uma cauda termporal e ndo mais poderd ser com-
pletamente absorvido num instante preciso de tempo. Tudo se passa, como se o préprio pulso
se dividisse em por¢bes ainda menores, as quais teriam velocidade de propagacdo varidvel;

desde v = ¢ até v = 0 (uma daquelas partes manter-se-ia estéatical).

Devemos notar que tal reverberacdo nao aparece devido & presencga de termos de difusao
na equagio diferencial em estudo, mas como uma peculiaridade intrinseca do proéprio mo-
vimento livre dos sinais, conforme ditado por G**!. Qutra consequéncia interessante que
segue desta propriedade da funcio de Green, é a impossibilidade (até onde temos visto) de
obtermos uma lei de radiagéo tipo-Larmor, mesmo quando se tratando de uma carga punti-

forme. Estes pontos serfo estudados na préxima segao.

Realmente, é sabido que, as funcoes de Green para o operador D’Alembertiano apresen-
tam tais aspectos para todos os espagos-tempo de dimensdo (n + 1) = impar: (2+1), (4+1),
etc (veja discuss@io nas Refs.[22, 23, 24, 25, 26]). Para estes casos, os operadores (pseu-
do)diferenciais que satisfazem ao Principio de Huyghens sao[24]: (0'/? para (2+1), L
e O0%? para (4+1), até O™1/2 para dimensdes mais altas®. Particularmente a (2-+1) di-
mensoes, embora tal operador pseudo-diferencial seja nao-local, fora mostrado que ele nao
viola a causalidade e, também, nos leva a um comutador de Pauli-Jordan que respeita a
micro-causalidade [26]. Além do mais, ele é crucial no processo de bosonizagdo de férmions
de Dirac em (2-+1) dimensdes [27], bem como, fornece-nos um modelo tipo-QED; que apre-

senta alguns aspectos interessantes [28].

3Desta forma, por exemplo, em (2+1)dimensdes terfamos 0'/2 A, (z) = 0. Assim, a respectiva fun¢io de

Green satisfaria a
-1

e

D;’zGl/z(a:—y):J”l(:c—y) =  Giplk)=
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Agora, vamos nos ater aos pontos singulares das funges G**'. Tais singularidades apa-
recem naqueles pontos onde a linha-de-universo de uma particula, por exemplo, intercepta
a borda do cone-de-luz (2+1) dimensional: (z — )2 — 01. No caso (z — y)* — 0_, tal
particula aproxima-se da borda, mas estando fora do cone, enquanto que (z — y)*> — 04 nos
diz que tal aproximacdo é feita pelo interior do cone. Fica claro da integral (1.6) que G**! ¢
nula para o primeiro caso (de fato, como G**! respeita a causalidade, ela anula-se para toda
distancia tipo-espaco, (z — y)? < 0). J4 no caso subsequente, a integral (1.6) diverge. Para

os demais pontos no interior do cone, tal integral nos conduzird a resultados finitos.

Antes de passarmos a um estudo mais detalhado do modelo, propriamente dito, vejamos co-

mo as fungdes de Green obtidas acima comportam-se frente a certas simetrias discretas, digo,

Paridade (P) e Reversao Temporal (T).* Primeiramente, notemos que ©[(z° -°)>— {7 - §1?]

é par sob ambas as operagdes. J& O[£(z® — y")] é par sob P, mas ¢ ¢mpar sob T. Dai, con-
2-+1 241

cluimos que, assim como em (3+1) dimensdes, as fungdes G, € G,g, sdo invariantes sob

P, mas frente a T uma das fungdes é levada a outra, e vice-versa.

1.2 O problema da radiacao e a propagacao de sinais
eletromagnéticos

Nesta secio, lidaremos basicamente com a produgao e a propagagao de sinais eletro-
magnéticos. Aqui, entenderemos por radiagdo, como sendo o fluxo nao-nulo do vetor de
Poynting, V - §* # 0, através de uma regido (‘volume’) bidimensional, , limitada por uma

superficie (contorno) oQ:

4No caso planar, a operagio-F tem um significado bem diferente daquele que conhecemos das 3 dimensdes
espaciais. Obviamente, aqui a reflexdo de um vetor ¢ lida em relagdo a uma reta e nio em relacio a um
plano. Assim, um vetor £ = (21, Z2) transforma-se em Fp = (—&1,z2) sob Paridade (escolhendo-se reflexao

em relacao ao eixo-z). Quanto a T, ela continua idéntica a (3+1) dimensoes, T — —7.
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§(7) = o BA)B(7). (L7)

27

Claramente, tal identificagio vem do Teorema de Conservagiao da Energia:

0 = O
/Q(b—tTon—V-S)dﬂ_O,

onde Topp = H e Ty, = S} sdo as componentes do tensor de energia-momento do campo

eletromagnético, T,,,.

A este ponto, com o intuito de discutirmos a produgdo de radiagio eletromagnética no
modelo em questdo, faz-se necessirio que consideremos uma determinada configuracio de
cargas e correntes. A distribui¢io mais simples que podemos tomar é aquela devida a uma
Unica carga elétrica que se move arbitrariamente pelo espaco-tempo descrevendo uma linha-
de-universo, z#(s). A corrente assim obtida pode ser escrita da seguinte forma:

j%m=q/fmf@w“%y—4ﬂwa

oo

sendo s o tempo-proprio e 2#(s) = dz*(s)/ds a velocidade-priépria da particula.

Agora, considerando-se novamente a expressio para o potencial A, eq. (1.4), obtemos
(ap6s a integracio imediata da coordenada y; tomamos também A%, = 0):

+00 2

q Of(z — 2(s))*]

Aler(z) = 45— 6(z" — 2(s))

o J @)

Aqui, notamos uma primeira diferenga entre as Eletrodindmicas de Maxwell em (3+1) e

#(s) ds. (1.8)

(241} dimensodes: para esta dltima, ndo é possivel efetuar a integra.(;ﬁo na varidvel s para
casos arbitririos, digo, movimento acelerado, por exemplo. Como é bem sabido, em (3+1)D
tal integral é realizada diretamente porqué 14 temos uma ‘fun¢ao’-é no integrando, a qual
leva a um valor ndo-nulo para a integral somente onde [z — 2(s)]? = 0. Aqui, ao contrério,

qualquer ponto que satisfaca a [z — z(s)] > 0 pode, a priori, contribuir para 4, acima®.

5Problema analogo ao da carga puntiforme em (241} dimensGes, seria aquele de se estudar os potenciais

e campos gerados por um fio condutor fino, infinito e nio-deformével, com densidade uniforme de carga,
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Assim, é a ‘violacdo’ do Principio de Huyghens por G**', eq. (1.6), que nos conduz &
impossibilidade acima. Desta forma, ndo nos é possivel obter expressdes andlogas aos po-
tenciais de Liénard-Whiechart das 4 dimensoes. Concluimos dai, que para conhecermos as
expressdes para os potenciais em (2+1)D devemos antes de mais nada precisarmos qual o

tipo de movimento descrito pela partfcula carregada.

Vejamos, entdo, quais as solugGes para os potenciais e campos produzidos pela particula
nos casos mais simples. Para o caso estatico, z#(s) = (s;0,0); 2#(s) = (1;0,0), obtém-se

facilmente:

A7, t) = =L In | + Llim, 1o (In|7 + V72 — r2|)

Ab(z) = . , L9
A7 t) =0 (1.9)
Foi(Ft) = 445 — Lrilim, o+ ( 5=
pr(ﬂi) _ 0 ( ) 2 r2 21 -+ (r VT —rﬁ) , (1_10)
Ej ('th) =0

com 7 = (2% — ).

Claramente, vemos que o segundo termo em cada uma das expressdes acima € explicitamen-
te divergente. Além do mais, devemos enfatizar que tais termos nao apareceriam se cal-
culdssemos tais quantidades a partir da respectiva equagao de Maxwell estatica, V-E(f) =
q6%(7). Conforme veremos, tal ‘contradi¢cdao’ ¢ apenas aparente, e surge do fato de que, da-
da a natureza logaritmica do potencial, ele préprio diverge a grandes distancias da carga.
Assim, V - E(f’) = ¢6%(r) automaticamente subtrai tal divergéncia explicita. No entanto,
a0 fazermos isto, deixamos de lado a discussdo a respeito do porqué de tais termos terem

aparecido.

De fato, veremos a seguir, que o aparecimento daqueles termos explicitamente divergen-

tes é uma manifestagio direta da divergéncia infra-vermelha apresentada pelo modelo em

em movimento arbitririo no espago-tempo 4-dimensional. De fato, podemos considerar o presente problema

como sendo uma. se¢ao (corte) planar do movimento deste fio.
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questdo®. Para isto, calculemos A°(7,t) a partir de sua transformada de Fourier, A%(p):

L IS 5°) o
0= — ipz _ q P inz q T
260 = s [ AW =5l [ 25 v+ [ 2y

Por sua vez, a tltima integral acima diverge explicitamente e, assim, ndo nos é diretamente
acessivel. Portanto, devemos calculd-la com algum cuidado. Isto pode ser feito através do

procedimento abaixo:

* Jo(pr) . [ pJolpr) :
dp — 1 E0 dp = lim Ko(pr).
fo , W e e = i olur)

Agora, usando-se a expansio da fungio de Bessel modificada, Ko(z), quando z — 0, (deno-
tada por =) temos que

lim Kp{ur) =~ lim [— In (E)] =~ In|f] — lim In(u/2).

B0y 04 2 B0y
Desta forma, comparando-se a expressio acima com o resultado em (1.9), vemos que o ter-
mo explicitamente divergente em A° surge quando tentamos recuperar o modelo original, ou
seja, quando efetuamos o limite de massa nula. [Em termos de suporte da fungdo de Green,
parece-nos plausivel associar tal divergéncia a contribuigdo de G**! no pouto (z —y)* =0,
j4 que é justamente este ponto (sobre a borda do cone-de-luz) que estaria relacionado com

o comportamento de massa nula (e dai, v = ¢) da teorial.

ST sabido que, teorias com massa nula apresentam tais divergéncias e que elas tendem a se tornar cada
vez mais severas com a reducdo da dimensido do espago-tempo no qual sdo definidas. Mais especificamente,
isto quer dizer que, lidar com tais problemas em uma teoria de Maxwell definida em (2+1) é muito mais
complicado (e delicado) do que com sua correspondente em (3+1) dimensoes. Até onde sabemos, pratica-
mente toda discussio a este respeito se restringe ao nfvel quintico. Assim, com a discussio aqui apresentada,
pretendemos chamar a atengio para o fato de que, mesmo a nivel clissico, tais divergéncias podem exibir
algumas de suas consequéncias, pelo menos para certos casos. Por exemplo, em (1+1)D, tal divergéncia
aparece ainda mais explicitamente, uma vez que 14 o potencial escalar é ainda mais confinante, Ag(7) ~ |7].
Quanticamente, o que acontece é que tais divergéncias, assiin como, algumas de suas consequéncias, nio
sio tio facilmente resolvidas. Por exemplo, o caso ndo-Abeliano de teorias definidas nestes espagos-tempo
de dimensio mais baixa, ainda que em presenga de matéria massiva 56 fazem sentido para escolhas muito

especiais do “gauge”{29].
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Por outro lado, podemos mostrar que a divergéncia explicita é facilmente removida da ex-
pressao de F'%, desde que invertamos uma ordem de diferenciagdo e integragdo, conforme
abaixo:

e 7 7 i
Fy(7t) = ——q-a,f (/ Mdp) =47 Jl(pr)dp = ar .
0

2 2 21 Jo o r2

Mais genericamente, ao obter-se a expressao geral para Fy, a partir de (1.4), F,, = 0,4, —

8,4,

+00 o_ 0 PR
E”@%:%i[ @@}ﬂzzjgiyﬂ)qdz—zhﬂl+44m—zhﬂr—QM& (1.11)

podemos mostrar que o termo explicitamente divergente em (1.10) é automaticamente re-

movido, calculando-se o campo elétrico a partir da expressao acima. Note, também, a anti-

simetrizagio nos indices puv. Além do mais, temos definido: P = (z—2)%%a € Q = (z—2)%%,.

O préximo caso a ser resolvido é aquele da carga em movimento constante. Supondo-se
que tal movimento se dé ao longo do eixo-z, obtemos facilmente (note que estamos omitindo

o termo explicitamente divergente na solugdo de Ay):

A" =@(F,t)= - n|R

ﬁ +B(Z,t) = L In| R
P& t) = Fl=—E,(&t) =—2In|R]
F? = +E,(,t) = +L In|RY,

com a distancia retardada definida por R= (z—Bty)ey=(1— ﬁ2)—1/2_

Agora, a particula produz um campo magnético nio nulo, B(z,t) # 0, devido ao seu movi-
mento relativo ao observador. No entanto, como pode ser visto, nao hé formagdo de zonas
de radiacio mesmo mneste caso, haja visto que V - (BE*) = 0. Desta forma, assim como

ocorre em (3-+1)D, também aqui, apenas cargas aceleradas poderao irradiar. Dai, apenas

21



aqueles termos que dependem da aceleragao em (1.11), 2#(s), contribuirdo para a produgao

de radiagao, propriamente dita.

E justamente neste ponto que reside um de nossos grandes problemas ao lidar com a ra-
diagio clissica em (2+1) dimensdes. Conforme temos adiantado ao longo deste capitulo,
devido & violacdo do Principio de Huyghens por parte de G**!, segue-se que o suporte de tal
funcio ndo é mais restrito A borda do cone-de-luz. Isto por sua vez, impossibilita-nos (até
onde temos tentado) de efetuar a integragio na varidvel s presente na eq. (1.11). Em conse-
quéncia disto, ficamos impossibilitados de obter uma lei de radiagao tipo-Larmor em (2+1)D.
Noutras palavras, dado um movimento acelerado arbitrario de uma carga, néo poderemos
determinar como sera a radiagao produzida por ela: como dependerd da aceleragao, como se
comportara com a distancia, etc. Assim, o que poderiamos fazer, seria considerarmos certos
movimentos acelerados especiais e, a partir de (1.11), tentarmos obter, para estes casos, a

poténcia irradiada.

Na verdade, dedicamos consideravel atengio aos casos acelerados mais simples, que sao
o parabélico (aceleragio constante e baixas velocidades)” e hiperbélico (aceleragao constante
e regime relativistico). Os resultados a que chegamos ndo nos eram muito animadores: por
exemplo, as integrais com as quais nos deparamos eram de resolugao bastante complexa e,
além do mais, pareciam divergir. Talvez, elas pudessem conduzir a resultados finitos, desde
que os limites de integragdo na varidvel s levassem a um intervalo finito (algo que ndo con-

seguimos mostrar, explicitamente). Assim, o que temos tentado desde entédo, é obter algum

" interessante sublinhar que mesmo em (3+1) dimensdes, hd uma discussao se uma carga puntiforme
em movimento hiperbélico de fato irradia. Enquanto alguns métodos afirmam que nao [30], outros ja nos
dizem que sim, e que a quantidade irradiada é infinita[31]. Tais conclusGes sdo validas quando os célculos
sio estendidos para todos os instantes de tempo. Por outro lado, como notado na Ref.[32], isto se apresenta
como uma ambiguidade da eletrodindmica cldssica para este tipo de movimento: de fato, quando efetuamos
os cdleulos levando-se em conta apenas intervalos de tempo finitos, entdo todos os métodos nos conduzem
aos resultados contemplados pela versio relativistica da férmula de Larmor, que relaciona a radiagdo com a

aceleracdo da fonte em cada ponto do espago-tempo.
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método alternativo para a resolugio {ainda que com certas simplificagbes) dos potenciais
e campos em suas formas gerais, egs. (1.8) e (1.11). [De passagem, devemos mencionar
que calculos semelhantes em uma ‘eletrodindmica classica massiva’ sofreriam de problemas
analogos Aqueles aqui encontrados. Assim, o conhecimento a respeito de tal teoria seria ttil

neste contexto).

Dediquemos um pouco mais de nossa atengdo & esta questdo. Para tanto, retornemos a
expressio {1.11). Agora, uma vez que cargas em repouso ou em movimento uniforme nao
irradiam neste contexto, entio somente aqueles termos proporcionais a aceleragio, em (1.11),
é que, efetivamente, contribuirao para uma lei tipo- Larmor. Note, todavia, que tais termos

sdo proporcionais a integrais do tipo

sendo A e B os limites de integracio que satisfazem 3 prescricao ditada pela fungao-degrau
em (1.11). Assim, se nos restringirmos, por exemplo, a movimentos acelerados simples,
entdo, z(s) = s*. Para estes casos, a integracao acima conduzir-nos-ia ao resultado de que,
em (2+1) dimenses a radiagio sem massa depende, dentre outros fatores, de In |z (mais
precisamente, algo como In |z + f(A)| - In|z +g(B)!, sendo f(A) e g(B) fungdes simples dos
limites de integragdo, por exemplo, f(A) = A/2, etc). Tal resultado, se pudesse ser mais
rigorosamente (e explicitamente) obtido poderia nos fornecer elementos para uma discussio
a respeito de estados ligados a nivel classico, por exemplo, em determinadas regies do es-
pago-tempo onde a lei tipo-Larmor anulasse. Todavia, ndo podemos fazer afirmagbes mais
precisas no presente momento, haja visto que, resultados mais rigorosos sao cruciais para

tanto.

Embora nio tenhamos obtido resultados explicitos a respeito de como cargas aceleradas
irradiam no modelo em questdo, existe pelo menos um outro ponto importante a ser discuti-
do: aquele que trata de como os sinais eletromagnéticos se propagam em (2-+1) dimensdes.

Como veremos adiante, neste espago-tempo tal fendmeno se dé de maneira muito diferente
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daquela que o conhecemos do eletromagnetismo em 4 dimensdes, onde os calculos sdo rela-

tivamente simples e podem ser efetuados analiticamente.

Primeiramente, relembremos alguns resultados béasicos relacionados a propagagao de sinais
eletromagnéticos na teoria de Maxwell usual. Comecemos pela seguinte configuragao para
uma carga elétrica: p(7,t') = ¢6*(7)O(¢') (colocamos a carga puntiforme na origem, em ¢t = 0
e mantemo-la 14 para todos os tempos posteriores). E fAcil calcular, por exemplo, o potencial
escalar sentido por uma carga-teste num ponto ¥ # 0, devido a configuracio acima:

q

1
@(E):waﬁ para t> |Z].

Como é bem sabido, tal expressao nos diz que o potencial comeca a ser observado no ponto
# somente quando o tempo medido desde o instante inicial se iguala & distdncia da carga-
teste & origem, ¢ = |Z]. A partir de entdo, o potencial absorvido mantera sua amplitude
inalterada, para qualquer ¢ > |F|: a superposicdo linear de sinais. Além do mais, é facil ver
que tal superposicio é obtida a partir de sinais individuais (pulsos). Cada pulso é devido &
seguinte configuragio ‘hipotética’ de carga: p(7,t') = ¢é°(#)4(t') (aqui, a carga puntiforme
é colocada na origem em t = 0, e é imediatamente ‘retirada’). O pulso de potencial lé-se:

_q 6(t—1Z))

PEOT T

a qual nos afirma que o sinal, produzido na origem em ¢ = 0, é absorvido em Z exatamente
no instante ¢ = |Z|: o pulso preserva seu ‘carater puntiforme’ (“sharpness’) enquanto se

propaga.

Vejamos, agora, como tal propagagédo se di em (2-+1) dimensdes. Iniciemos pela configuragao
de carga ‘hipotética’, p(¥, ') = g6*(§)(t'). O potencial escalar gerado por tal configuracio

é facilmente obtido via eq. (1.8) e 1&-se:

1
4 -~ para t>|d. (1.12)

D ouso (T, 1) = -+
P lSO( ) 27!' .\/tz__—|i"‘—2_
Notemos que, contrariamente a (3-+1)D, aqui a propagagao de sinais eletromagnéticos €

explicitamente tempo-dependente: a amplitude do potencial acima comega a ser percebida
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Figura 1.3: Como se dd a propagagio de sinais eletromagnéticos em (341) e (2-+1) dimensdes.

Aqui, a coordenada temporal estd representada na horizontal.

intensamente no ponto de observagfo, T, quando ¢ é igual a |£|, diminuindo sua intensidade &
medida que o tempo decorre. [Uma ilustragio de tal fenémeno é apresentado na Figura 1.3.
Ai, a coordenada temporal estd representada na horizontal. Assim, a ceuda (“tail”) deixada
pelo sinal serd de cardter temporalj. Por outro lado, quando superpostos, tais pulsos nos
conduzem ap seguinte potencial

12— |z

|Z]

- q t+
@sup(:c,t) = +g 11’1 (

) para t > |Z]. (1.13)

Esta é a superposi¢cdo logaritmica de pulsos, que é aquela que ocorre na Eletrodindmica
de Maxwell em (2+1) dimensdes (em lugar da linear das (3+1)D). Notemos uma peculia-
ridade interessante de tal superposicdo, que se d4 no intervalo de tempo tal que ¢ = |£| (¢
igual ou ligeiramente maior que |Z|). Neste intervalo, vimos que o potencial de um pulso
é bastante intenso, conforme eq. (1.12). Centrariamente, quando superpostos, o petencial
resultante anula-se em ¢ = |Z] ¢ tem uma amplitude reduzida para tempos ligeiramente maio-
res que |Z], eq. (1.13). Portanto, tudo se passa como se, ao serem superpostes, os pulsos
o fizessemn de maneira totalmente destrutiva quando ¢t = |£|, sendo que, com o passar de
tempo, uma superposicdo construtiva fosse sendo incorperada ao fendmeno, de modo que,
para tempos suficientemente maiores que |Z| os pulsos se superpusessem construtivamente.

Por fim, quande t — oo a intensidade de um tnico pulso tende a zero, ao passo que sua
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Figura 1.4: Ilustra a superposigao logaritmica de sinais eletromagnéticos, que ocorre em (2+1)
dimensdes. Aqui, exibimos ®{(¢;z = 2,y = 0) X ¢ para um unico pulso (& esquerda) e o caso

superposto (4 direita)

superposi¢io nos conduz ao conhecido potencial logaritmico (estdtico) das (2+1) dimensdes:

®(Z) = —L In|Z]. [Uma ilustrago de tal superposi¢io é apresentada na Figura 1.4].

Retomemos a discussao a respeito da propagac¢io tempo-dependente dos sinais eletro-
magnéticos em (2+1) dimensdes. Enquanto em (3+1)D, um pulso eletromagnético produzi-
do num determinado ponto do espago-tempo, z#, pode ser detectado num instante posterior
preciso, ¥° (conguanto que (z* —y*)* = 0), 0 mesmo nio acontece no caso planar. Af, embora
possamos produzir um sinal puntiforme em z* (veja que na eq. (1.12), em ¢ = 0, o sinal estd
precisamente na origem, £ = 0: um pulso), nés ndo mais poderemos observi-lo como tal.
Agora, o préprio movimento (livre) do pulso impede que ele se propague como uma entidade
puntiforme, ‘espalhando-o’ pelo espago-tempo. De fato, suponhamos que queiramos detectd-
lo no ponto . Se o fizéssemos em (3+1)D, como vimos, tal detecgao se daria apenas e tao
somente no intante ¢t = y°, tal que (z*—y*)? = 0. No entanto, estando em (241)D, necessita-
remos de todos os instantes de tempo ¢ > ° para absorvermos todo o sinal, que inicialmente

se apresentava como um pulso! Tal fenémeno é denominado reverberagdo ou difusao de sinais.

Apesar de ser inerente 4 Eletrodindmica de Maxwell em (2+1) dimensées, devido as pro-

priedades das funcdes de Green previamente discutidas, tal fendmeno acontece com diversos
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outros modelos e em diferentes dimensoes. Se considerassemos uma Eletrodinamica massiva
tipo-Proca em (3+1)D, por exemplo, a propagagio de sinais neste ambito também se daria
de maneira difusa. Além do mais, é sabido que determinadas teorias quando definidas em
variedades curvas, a prépria curvatura pode induzir o aparecimento de termos de difusao no

propagador do campo dindmico em questdo[33]. ;

Conclusdes similares referentes a tal fenémeno j4 sio conhecidas hé algum tempo. Por
exemplo, Courant e Hilbert [20, 22] j& haviam chegado a tais conclusbes para teorias
D’Alembertianas definidas em espaco-tempos planos de dimensdes 2n + 1 (n = 1,2,3,...).
Em sua analise, eles eﬁploram também a conexao intima entre a violagdo do Principio de

Huyghens e o aparecimento da reverberagdo em tais teorias

E instrutivo, também, apresentarmos e discutirmos as solu¢des para o campo elétrico devido

as configuracdes de cargas consideradas acima. Elas sao facilmente obtidas e léem-se:

= q T e
EFt) = ———7m t2> unico pulso,
(a: ) 27[' (tz . |f|2)3/2 - |$| n p a
C q T t L
E(ft) = t > |Z| pulsos superpostos.

" wlE AT
Neste caso, o campo elétrico de um tnico pulso e o caso superposto decaem com o passar do
tempo. Todavia, enquanto a intensidade de um pulso anula-se para £ -+ co, quando super-
postos, eles tendem a um valor finito: precisamente aquele do campo elétrico estatico, obtido
de () = —L In|Z|. Até onde vimos, esta é uma regra geral: ainda que reverberem, a su-

perposicio de pulsos nos conduz aos valores das grandezas estaticas quando tomamos ¢ - 0o.

Toda esta questdo a respeito da difusao de sinais remete-nos a discutir a dindmica classica
de uma distribuicio de cargas no ambito desta Eletrodindmica. Tomemos o sistema mais
simples, composto por duas cargas elétricas estaticas: ¢}, supostamente fixa & origem e uma

teste, q, posta noutro ponto e passivel de movimento. Agora, consideremos o campo elétrico
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produzido por @ sobre g. Conforme nossa discussdo precedente, embora ambas as cargas
estejam inicialmente estaticas, o campo elétrico atuante sobre ¢ nao serd independente do
tempo. Noutras palavras, a forga elétrica atuante em ¢ serd tempo-dependente, ainda que a
carga que a produza esteja estitica. Isto, sem duvida, coloca complicagdes extras a Eletro-
dinimica de uma distribuicio de cargas e correntes aquelas que ji conheciamos das (3+1)
dimensées. O sistema considerado acima ilustra isto claramente: por exemplo, para calcular-
mos a energia cinética da carga q entre dois pontos espago-temporais necessitaremos realizar
nio somente as integracoes espaciais, como fariamos em (3+1)D, mas teremos também, que
integrar na coordenada temporal. Portanto, nio restam diividas de que tal fenémeno se
coloca como uma distingio importante entre as Eletrodinamicas de Maxwell definidas em

(3+1) e (2+1) dimensdes.

Por fim, gostariamos de levantar uma ultima questio. Dado que o préprio movimento
dos sinais induz o aparecimento da difusio e, entendendo que um féton seja um pacote
quanticamente localizado de tais sinais, nés nos perguntariamos se o estado fisico de um
‘f6ton planar’ sentiria, de alguma maneira, a reverberagio das entidades classicas! Em caso

negativo, que mecanismo quantico seria responsavel por livrar-nos de tal fenémeno?

1.3 Conclusoes Preliminares

Neste primeiro capitulo temos visto que, ao lidarmos com um modelo de Maxwell em (2+1)
dimensdes, algumas diferengas notaveis ocorrem quando comparadas ao Eletromagnetismo
usual das 4 dimensdes. Uma delas é a questiio da reverberagio de sinais eletromagnéticos.
Tal fendmeno, como vimos, associado ao movimento livre dos sinais impede que estes, ainda
que produzidos e enviados como pulsos, ndo possam mais ser localizados no espago-tempo.
Outro ponto que também fora discutido ao longo deste capitulo ¢ a imensa dificuldade que

encontramos ao tentar responder a questio de como cargas elétricas irradiam em (2-+1) di-
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mensdes. De fato, tal questao ainda continua sem respostas conclusivas. Além do mais, temos
visto que tais pontos estdo intimamente relacionados a violacao do Principio de Huyghens

por parte da funcdo de Green correspondente ao D’Alembertiano (2+1)-dimensional.
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Capitulo 2

Eletrodinamica de
Maxwell-Chern-Simons em (2+1)

dimensoes

Neste capitulo, trataremos de alguns aspectos da Eletrodindmica de Maxwell-Chern-Simons
(MCS). Tal modelo é obtido do anterior pela introdugio de um novo termo (Abeliano) de
natureza topdlogica (digo, independente da métrica do espago-tempo) que ndo tem contra-
partida direta em (3+1) dimensdes: o chamado termo de Chern-Simons. Conforme veremos,
a presenca de tal termo leva-nos a diferengas profundas quando comparado ao caso estrito de
Maxwell. Mesmo a nivel cldssico, como serd visto adiante, este termo traz consigo diversas
modificacdes em relacio & teoria de massa nula, como um “gap” de massa para o ‘féton
planar’. Para tanto, seguiremos, basicamente, o caminho adotado no capitulo anterior: apés
apresentarmos e discutirmos algumas propriedades basicas deste novo modelo, passaremos a
estudar alguns aspectos da radiago de cargas elétricas, bem como a propagagao de sinais ele-
tromagnéticos no modelo em questdo. Por fim, revisaremos os resultados mais importantes

obtidos ao longo deste capitulo, bem como, algumas de suas consequéncias.
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2.1 Algumas propriedades basicas do modelo MCS

O presente modelo 1&-se:

1
Laos = 5 FuF™ + T A0, A+ juA* 2.1)
onde Te**A,0,A. = %Aﬁﬁ" é o termo de Chern-Simons (Abeliano). E facil mostrar

que tal termo é invariante sob as transformagdes de gauge Abelianas usuais’, A,(x) —
Ay(z) — 8,A(z). Assim, a agdo de MCS também permanece invariante sob tais transfor-

macaoes.

Dentre outras consequéncias interessantes do termo de Chern-Simons, é sabido que ele da
uma massa nio-nula para o campo A,, precisamente igual a m. Dai, dependendo do sinal
deste parimetro ser positivo ou negativo, o ‘f6ton planar’ terd “spin” igual a +1 ou —1,
respectivamente.? O que deve ser enfatizado, no entanto, € que o carater escalar de tal cam-
po é mantido: ainda que massivo, A, propaga apenas um grau de liberdade fisico. Algumas

outras propriedades serao discutidas no decorrer deste capitulo.

Os campos elétrico e magnético satisfazem a 8,F* = j* + mF", bem como, & identida-

1De fato, sob as transformagoes de gauge usuais, este é levado em
~Z P = [Bu(F#8) — A8, 7).

O primeiro termo entre colchetes é uma derivada total, que se anula pela aplicacio do Teorema de Gauss

(A = 0 quando r — oo); j4 o segundo, também se anula devido a identidade de Bianchi {auséncia de

monopolos tipo-Dirac).
2Devemos ser cautelosos ao falarmos de spin em (2+1) dimensdes. Na verdade, seu significado é muito

diferente daquele que temos em {3+1)D, ja que ele surge como um atributo do subgrupo de rotagdes espaciais
do Grupo de Poincaré correspondente. Assim, enquanto em (3+1)D tal subgrupo é tri-dimensional (tendo
trés geradores, que satisfazem & dlgebra de 50(3), e dai, a possibilidade de spin inteiro e semi-inteiro
somente), em (2+1)D, temos apenas um plano de rotagao e uma dlgebra Abeliana que, a priori, admitiria
spin arbitririo. Assim para o caso de particulas massivas em (2+1)D, seu “spin” é semelhante & helicidade
de particulas sem massa das (34+1) dimensdes: apenas a polarizacio positiva ou negativa (no caso vetorial

+1 ou -1) podem ser observadas. Boas discussoes a respeito podem ser encontradas em {17].
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Figura 2.1: Ilustra a propaga¢do de ondas planas em (2+1) dimensoes, nos modelos de Maxwell

e Maxwell-Chern-Simons, respectivamente. Em particular, nota-se o cariter ndo-transversal da

radia¢io no caso de MCS (a direita).

de 6#15“‘ = 0, donde seguem-se as seguintes equagoes:
ﬁB:atE*-l-f*—i-mE‘, ﬁ-E’.:p—l-mB e 6tB+€'-E* =0.

Aqui, vemos explicitamente, que a radiagdo eletromagnética no ambiente de Maxwell-Chern-
Simons ndo é mais transversal, mesmo na auséncia de fontes, uma vez que V. E~mB # (0.
[Tal caracteristica é ilustrada pela Figura 2.1]. Tal aspecto serd muito relevante quando
lidarmos com a quantizagio de tal radia¢do, pois neste caso, ndo poderemos, por exemplo,
trabalharmos num gauge transverso [34], V- A = 0. Além do mais, é facil ver que, em
auséncia de fontes, os campos E e B satisfazem & equacgdo de D’Alembert massiva.

Ja o campo A, satisfaz a:

&

(anw o mEpuﬁan _ : 13”8”) AU(Q:) = OgyAy(-T) = j#(ﬂ:) 3

na qual fora introduzido o termo de fixagiio de gauge, parametrizado por a. Assim, a

funcio de Green para o operador O satisfard a relagao funcional usual: O GMES (g —y) =

oH5 1 (z — ).

Agora, para obtermos GM®S, usaremos o método de projetores, definidos no espago dos

b
moImentos por:

P w PP
7 7

OH = ph¥ — . SH = 41,
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cujas relacdes de ortogonalizagao sdo:

g — A 2
o @y)\ = o A0 wuvww\ = w ) S#VSVA =p 9“ A
O S, = 8", WO, =uw"S5,=0.

MCS

v~ € facilmente

Assim, podemos escrever O¥(p) = —p?@* —mS* + Zp*w"”, cuja inversa, G
obtida como sendo:

Mok Sw: [p2 + oz(p2 B m2)]
Gl (p) = ) T " ) T ) PP (2.2)

Note que o tltimo termo na expressio acima desaparece ao removermos o parametro a, bem

como, ao levarmos em conta que a corrente é conservada. Assim, para a anélise cléssica,
s6 restario os dois primeiros termos. Portanto, observa-se que, devido ao termo de Chern-
Simons temos também a presenca de um pélo nao-massivo (além do massivo) na fungéo
de Green resultante. Tal pélo, apesar de apresentar-se como sendo nido-dinamico, a nivel
quantico, tem algumas consequéncias fisicas interessantes, como ser o responsével pelo longo
alcance do potencial vetor, que decaira tipo 7~} no infinito. De fato, pode-se mostrar que,
tal aspecto do potencial vetor é uma condigdo (topolégica) basica para o aparecimento dos
denominados vértices topolégicos em tal modelo. Voltaremos um pouco mais a esta questao
adiante, quando calcularmos os potenciais e campos devido a uma carga estatica e discutir-
mos seus comportamentos assintéticos.

Agora, vamos nos dedicar & fun¢io de Green, propriamente dita. Para obtermos GMCS
no espaco das coordenadas, precisaremos, de antemio, obter G, que € a fungao de Green
para o operador ({1 + m?) em (2+1) dimensdes®. Isto é feito de maneira similar aquela

empregada para obter G2*!, no capitulo anterior. Sua solugéo é:

ass( ) = 1 O[t? — r?] cos (m+/12 — r?)
TV T Ty JE_ 12

3(Observe que o termo proporcional a Sy, em {2.2) pode ser decomposto da seguinte maneira:

e[+ 1], (2.3)

1 1 1 _l)
2P -m?) mi\pP-m2 p*)’

donde segue-se que, para determinarmos GMC5  pecessitamos, de antemio, conhecermos G2t! e G™Mess.
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comt = (z° — y°) e r = | — §]. E facil ver que, no limite m — 0, a expressdo acima se
reduz & fungdo de Green de massa nula, eq. (1.6). Portanto, o potencial A, 1é-se (o campo

homogéneo externo nio estd sendo escrito):

m
A“(IC) — /d2+1y [Gmass(m _ y)nﬂv + ;;2_ (Gmasa (IE _ y) _ G2+1(I _ y)) E.Uvnas] ju(y) : (24)
onde a presenca de G*¥! claramente confirma que, mesmo sendo massivo, o campo A, recebe

contribuicio de um setor sem massa. Agora, particularizando tal equagdo para o caso de

uma carga puntiforme, obtemos:

A#(z) = +§‘?7_r :0 ds ©(z° — 2°(s))0(z — 2)?] {Cos(m(\; (j" ;)22)2)2'“4-

L léu(ﬂi ~2). (ms’m(m (z — 2)?) N cos(m/(z — 2)?) — 1) N

m? (V(z - 2)?)? (V(z —2)2)

s (=]} .

com (z — 2)? = [(z° — 2%(s))? — |7 — #(s)|*. Nota-se que, outra novidade devida ao termo

de Chern-Simons é a presenca explicita de um termo proporcional a aceleracio da carga na
expressdo para o potencial (o dltimo termo na equagao acima). Além do mais, observe que
uma solucdo geral para o potencial acima é extremamente dificil de ser realizada. De fato,
as integracbes acima apresentam-se ainda mais complicadas de serem resolvidas que no caso
do modelo anterior. Realmente, como veremos a seguir, toda a discussdo a respeito de como
cargas aceleradas irradiam no ambito de MCS é um problema completamente aberto e, até

onde temos estudado, de realizagio muito mais dificil que o caso de massa nula.

2.2 A questado da radiagao e a propagacgao de sinais no
modelo MCS

Comecemos pela expressio para o tensor F,, que pode ser obtido da eq. (2.5), para o caso

de uma tnica carga puntiforme em movimento arbitrario:
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+%Euaﬁ K Bt (z —2)*(z - Z)ﬁj‘: — 'z — 2)pZa N
(1-Q)z —2)*(z — 2)gzq \ { msin(m+/(z — 2)?) cos(m+/(z — 2)2) —1
P ( Ve-r | (oo ) ’
cos(my/(z — 2)%) — 1 (1—-Q)x —2)Pig%, 2Figia  (x-—2)F2gdiz,
e = e e )]

—p v } O(z® - 2°) O[(z - 2)’] ds. (2.6)

-+

com P e @ ja definidos anteriormente (veja o pardgrafo que se segue & eq. (1.11), no capitulo

anterior). Note, também, a antisimetrizac&o em pv representada por p < v.

Observe a presenga de um termo acima que, explicitamente, depende da derivada temporal
da aceleragdo da carga, d®z/ds* (o ltimo acima): um termo tipo “back-reaction”. Além
do mais, note que aqueles termos proporcionais & aceleragio (ou a sua derivada), que sdo
os termos que efetivamente contribuiriam para o fluxo de energia, podem ser divididos em
duas categorias: os que se comportam como [ ds/R(s) e aqueles tipo [ ds cos(mR(s))/ R(s)
Enquanto os primeiros, conforme j& discutimos no capitulo anterior, podem nos conduzir
a uma lei de poténcia tipo-Larmor que dependeria de Inr, o mesmo parece nao acontecer
com os ultimos: devido & presenga explicita do pardmetro de massa, tal poténcia deverd
apresentar um comportamento mais usual, digo, decrescente com a distancia. Toda esta
discuss@o esbarra, obviamente, em nossa impossibilidade (pelo menos até onde temos tenta-
do) de obter a expressdo geral para tal fluxo. Mesmo os casos mais simples foram tentados,
tendo sido infrutiferas nossas tentativas. Isto, no entanto, nio invalida a questdo levantada.
Ao contrério, pensamos que toda a dificuldade encontrada sirva como argumento para a
continuidade do trabalho, dado que, varias questdes importantes ainda encontram-se com-

pletamente sem resposta.

Embora ndo tenhamos conseguido maiores informagdes com respeito a emissao de radiagéo,
propriamente dita, é interessante discutir algumas consequéncias trazidas pelo termo de

Chern-Simons, quando comparamos MCS com o modelo de massa nula. Para isto, calcule-
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mos os potenciais e campos devido a um carga puntiforme estatica. Tais resultados so de

facil obtenco e léem-se: *

O(F) = +3-Ko(mlz))

At (z) = ‘ s , 2.7
AZ) = -£ o5 (% —m Kl(m|:f[)) 27)
Fulz) = EY &) = — -5 Ky (ml2)) (2.8)

B(Z) = +ZLmKo(m|Z]) = m®(7)

Agora, vemos que A, adquire um comportamento assintético melhor, quando comparado
ao caso de massa nula: A, — 0 quando r — oo (lembre-se que, a grandes disténcias, Ko
e K; comportam-se, a grosso modo, como e~ ™/, /|mZ[). Além do mais, devido ao pdlo
de massa nula em (2.2}, o potencial vetor ainda é de alcance infinito. Dado que tal pdlo
seja nio-dinimico, pode-se mostrar entio que, assintoticamente, tal potencial reduz-se a um
termo de puro-gauge. Isto, por sua vez, é crucial para o aparecimento dos denominados

vértices (magnéticos) topoldgicos em tal contexto.

Por outro lado, como tais quantidades comportam-se a pequenés distincias? Para res-
ponder a tal pergunta, relembremos que, para |2| << 1 verifica-se que Ko(z) = —In(2/2) e
Ki(z) = z~1. Assim, vemos que quando chegamos muito préximo & carga, tanto ¢ quanto B
divergem com In |mZ| ao passo que E o faz com |#|!. J4 o potencial vetor, por sua vez, vai
a zero a curtissimas distancias: sua componente genuinamente massiva, aquela proporcional
a K, é exatamente cancelada pela contribui¢do proveniente do pélo nac-massivo! Daf, com
excessio do campo B, todas as outras quantidades recobrem o caso de massa nula quando

r — 0 (ainda que dependam do pardmetro m}.

Além do mais, o fato de B = In|mZ| quando || — 0 implica que uma carge no contex-

10s seguintes resultados serdo uteis:

N i o i+ 3P

sendo Ko(miZ|) e Ki(z) as fungbes de Bessel modificadas de 2%-tipo e de ordens O e 1, respectivamente, e

/oo cos{rn/12 — |5;‘|2)dT [ cos{mu) b= Ko(miz]) e 0.Kolf(2)) = ~F () En(z),
|

m|&| > 0. Tal integral pode ser encontrada, por exemplo, na Ref.[21] (pdgina 419, eq. 3.754-2).
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to de MCS é um objeto mais rico que uma carga elétrica usual: juntamente com o campo
elétrico (massivo) ela também produz um ‘tubo’ (na verdade, uma se¢do planar perpendicu-
lar a ele} de fluxo de campo magnético: um vértice (topolégico) magnético, de largura m™!
e intensidade g/m (necessitando que, fisicamente, m seja suficientemente grande}. Segue-se,
tamb’em, do fato de B # 0 a curtas distancias a possibilidade para a estatistica fracioniria

exibida por tais ‘cargas’ (veja Refs. [14, 15]}.

No entanto, dado que agora temos B # 0, poder-se-ia indagar sobre a emissao de radiagao
eletromagnética por tais ‘cargas’, mesmo a nivel estatico, dado que o vetor de Poynting seja,
agora, nio-nulo, $*(z) = B(z)E*(z) # 0, a distancias finitas. A resposta é negativa! De fa-
to, pode-se ver, facilmente, que ao tomarmos V - §*, tal quantidade anula-se, identicamente.
Tal nulidade segue-se devido A operagiao-* atuando em E. A mesma verificagio se d4 para
o caso de movimento uniforme, v = cte. Portanto, assim como no caso sem massa (tanto
em (2+1) quanto em (3+1) dimensdes, como bem sabemos) também aqui, o fendmeno de

radiagio devido as cargas deva estar intimamente relacionada a aceleracao das mesmas.

Antes de passarmos 4 questdo de como os sinais eletromagnéticos se propagam neste no-
vo contexto, vamos discutir como o sinal do parimetro de massa, m > 0 ou m < 0, alteraria
os potenciais e campos. Primeiramente, devemos lembrar que as fungdes Ky(z) e K1(z) nédo
sio matematicamente bem definidas sob z — —z. Assim, devemos remeter-nos as expressoes
gerais, eqs. (2.3) e (2.5). Claramente, nota-se que G™*** ¢ invariante sob m — —m, de forma
que o unico efeito do sinal da massa vird do fator m/m?. Além do mais, dado que no caso
estatico a corrente lé-se 7 = (p,7) = (¢6*(y),0), obtém-se que: @ é par sob tal troca, j& que
A® = ®(Z,t) = — [ G™**p(y)dy (o que poderia ser diretamente obtido de (2.7) tomando-se
K como sendo uma funcio par); ja as componentes espaciais, A, sio fmpares, uma vez que
ANE 1) = + 35 (GPH — G™**) % 9;p(y) (neste contexto, tomariamos K, como sendo #mpar).
Portanto, enquanto ® é invariante sob m — —m, A* muda de sinal sob troca de “spin”.

Similarmente, enquanto E & par, B é impar sob tal mudanca.
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Do que fora exposto acima, podemos concluir que o sinal do pardmetro de massa (ou a
polarizagao do ‘spin planar’) é relevante ja a nivel cldssico. Tal sinal é particularmente re-
levante quando lidamos com a expressdo para a forca de Lorentz, F# = qF*v,, pois seu
setor espacial atua como M7 = ¢(E + B#), com #* = (v, — v,§), donde vemos que o sinal
do termo de Chern-Simons (implicito nas expressdes para Ee B) determinaria o cardter
‘atrativo’ ou ‘repulsivo’ do escalar magnético. Tal cariter é sentido pela particula (de massa
M), devido ao acoplamento deste campo com sua velocidade.

A partir de agora, concentremos nossa aten¢do a propaga¢do de sinais no contexto de
Maxwell-Chern-Simons. Comegaremos, pela andlise do caso de um tdnico pulso, que é pro-
duzido pela seguinte configuragdo: p(%, ") = ¢6*(7)d(y®). Os potenciais, num dado ponto
|Z| > 0, sdo dados por (t > |Z]):

8(71) = +-L g cos(m+/1% — |Z]?) (2.9)

q m msin(m+/t? — |Z]?) + cos(m+/t? — |Z?) — 1
— x. )
"\ VE-TERy (vVE =~ 12P)
enquanto os campos léem-se (note que o primeiro termo para Eé¢ longitudinal, enquanto o
segundo é transversal):
o q cos(m+/t? — |Z|?) g m cos(m/t? — |£]?) — 1
EY(Z,t) = —0 s 0:0; =
2 t2 — |Z|? 27T V12 — | T2
+q:c*' msin(m+/t2 — |Z|?) N cos(m+/t2 — |Z|?) ezt
S | (VR - (V2 = [Z]?)? 27”” (\/t‘2 — [Z?)°
3 3msin(m+/t? — |£}? 3
x |cos(my/t2 — |£2) | m* — = + ( ~2| - PRI
(v —Z]*)? Ve — (7] (V2 —i21%)
B(& 1) = g Mz cos(m\/t2—|§:’|2)—~1 _
BT T m V- [EP
3|Z|*

__1m msin(m/t2 — |22 Y ol I
= TrmE | ;-——lmmz[ sin(m-/t ||)(2+( —__t2—1f‘2)2)+
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4 COS(m\/mp) (2 — m|F? + 3|2° ) _ 1 (1+ 3| )]
N E-r) VAR ()]
Vé-se que, embora comportando-se de uma maneira diferente quando comparado ao caso
de massa nula, o pulso é intenso para ¢ 2 |Z], decaindo sua intensidade de uma maneira
bastante caracteristica, até anular-se, neste ponto |Z|, quando ¢ — co. Noutras palavras, a
‘cauda’ (temporal) desenvolvida pelo movimento do pulso ¢ sentida neste ponto durante um

longo tempo.

J& para o caso superposto, devido & configuragao p(, y°) = ¢6%(7)O(y°), ¢ dado por (¢t > |Z]):
¢ t 7 72
3 B cos(m/72 —
(7, 1) =f B(F,7)dT = +—— ( /- Jj' Jar, (2.10)
Ei L Y |

Ai(E 1) = g m /{t 2. (cos(m1 /;2__|Lf|‘|22) — 1) ,

2
2rm j’l

para as componentes do potencial, e:

; : X ¢ 7172
- EN(Z,¢) :E1+E;1:+i Ly (Cos(mm)) dr +

2m Jiz 72 — |72

+i_71?._ i t38 cos(m+/72 — |Z]2) — 1 p
ammz [ 2 _ |72 75
™ m E 72 — |7

para 0s campos.

Outra novidade que aparece devido & massa, ¢ que a superposi¢do de pulsos néo pode ser,
analiticamente, obtida para tempos finitos: realmente, as integrais acima 56 sdo conhecidas

para t — oo. Neste caso, obtemos:

b cos(my/7? — |Z|2
lim [ dr- (my* —I2[) _ Ko(m|Z).
Y PN

Tal resultado permite-nos resolver, neste limite, todas as integrals acima. Fazendo-se isto,

obtemos, para todas as quantidades, seus valores estticos, expressdes (2.7) e (2.8). Por
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Figura 2.2: Ilustra o efeito do valor do pardmetro de massa sobre os sinais eletromagnéticos no
ambiente de MCS. Nas figuras acima, tomamos m = 1 (& esquerda) e m — 2 (A direita) para o caso

de um tnico sinal de ®(t;z =2,y =0) X t.

exemplo, no caso do campo elétrico, vé-se que somente sua componente longitudinal sobre-

vive quando £ — 0.

Além do mais, toda discussio desenvolvida no capitulo anterior que diz respeito & eletro-
dinamica de uma distribui¢io de cargas, também aplica-se aqui, mas de modo ainda mais
peculiar, dado as novas dificuldades impostas pelo termo de massa. [Uma ilustragio do
comportamento de um sinal frente a mudangas no valor de m ¢ apresentado na Figura 2.2.
Basicamente, seu valor estd associado & oscilagao do potencial produzido pelo sinal: quanto

maior a massa, maior ser4 a oscilagio na coordenada temporal (horizontal)}.

2.3 Conclusoes Preliminares

Ao longo deste segundo capitulo, temos estudado alguns aspectos classicos da eletrodinamica
de Maxwell-Chern-Simons. Particularmente, dedicamos atengio as questdes da produgao de
radiacio e de como sinals eletromagnéticos propagam-se neste ambito. Quanto & uma lei
tipo-Larmor para a poténcia irradiada, vimos que aqui, as dificuldades sdo ainda maiores

que no caso sem massa. Ja com relagdo a propagagao de sinais, verificamos que fenémeno
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semelhante ao caso de puro Maxwell também ocorre aqui: os pulsos eletromagnéticos se
reverberam quando enviados de um ponto a outro do espago-tempo (de modo ainda mais

peculiar, devido ao cariter massivo da radiagdo).
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Capitulo 3

Monopolos tipo-Dirac em (2+1)

dimensoes

Neste capitulo, vamos nos dedicar a outra questio interessante no dmbito de modelos eletro-
dindmicos Abelianos definidos em (2+1) dimensdes, que sao os monopolos tipo-Dirac. Tal
nomenclatura serd justificada no decorrer do capitulo. De antem&o, adiantamos que apesar
de surgirem como os genuinos monopolos magnéticos de Dirac em (3+1)D através da quebra
da identidade de Bianchi, a dimensionalidade espago-temporal incorpora-lhes algumas dife-
rencas fundamentais em relagio aos ltimos. Uma das diferencas interessantes ¢ que, agora,
. tais objetos ndo podem mais ser tomados como puramente magnéticos, mas devem carregar
também, uma componente elétrica. [De fato, o que mostraremos é que, o campo magnético
¢ intrinsecamente tempo-dependente, indo a zero quando tomamos o limite estdtico para os
campos]. Além do mais, neste limite, o campo elétrico apresenta-se como sendo tangencial.
Tal campo requer, por sua vez, um potencial (escalar) ndo-central proporcional & “fungao-
angulo”: ®(r,¢) = ¢, donde vé-se, claramente, a natureza topolégica de tais objetos. Apds
discutirmos algumas de suas propriedades bdsicas, passaremos ao estudo de alguns sistemas
fisicos que contenham um representante de tais objetos interagindo com uma carga elétrica
usual. Af, serdo analisados aspectos cldssicos e quénticos de tal sistema, bem como, discuti-

das algumas dificuldades técnicas encontradas ao estuda-lo. Ao fim do capitulo, exporemos,
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brevemente, os resultados nele obtidos.

3.1 Algumas propriedades basicas de tais monopolos

—

Comecemos pela identidade de Bianchi, 3ﬂﬁ‘ P =g,B — V. E* = 0, escrita em termos do

potencial A4,,:

[dtfxyfx (eij [a%’%] A7) — [%’a%] @(f,t)) _yy (3.1)

que depende, a priori, das varidveis espaciais, r,y, e do tempo, {. Os comutadores que
aparecem ha expressio acima nos dizem que tal identidade serad verificada sempre que @
for uma funcio regular de z e ¥, bem como, A for também regular, no espago ¢ no tempo.
Desta forma, a introduciio de um monopolo tipo-Dirac, através da ‘quebra’ de tal identidade,
necessitara que o potencial A, possua uma forma nao-regular!. Noutras palavras, serd justa-
mente na singularidade exibida pelo potencial que residird a possibilidade para o surgimento
do monopolo tipo-Dirac[35]. Iniciemos a introdugdo de tal objeto, pela quebra da identidade

em questdo, da seguite forma:

/; dt f s (eij [5%,%] Ay(F,1) - [a%’%] @(f,t)) —g /; ( f yﬁaz(f)) 5(t)dt (3.2)

Notemos que, devido & presenca de §(t), o monopolo acima é um ponto ndo 10 espago, mas
no espaco-tempo. Por outro lado, sabemos que o genuino monopolo magnético de Dirac,
de (3+1)D, apresenta-se como um ponto no 3D-espago, desenvolvendo assim, uma linha-de-
universo no espago-tempo: sua 4-corrente. Tal diferenca vem do fato de que, enquanto em
(3+1)D a identidade de Bianchi ¢ vetorial, Bpﬁ‘*”’ = (, nos dando a Lei de Faraday e a Lei de
Gauss magnetostatica, V.B= 0, em (2-+1}D, tal identidade reduz-se a uma relagio escalar,

Bpﬁ“‘ — §,B—V - E* =0, a qual nio admite que o monopolo produza, agora, uma corrente,

1, justamente por esta razdo que o chamaremos tipo-Dirac, haja visto que, em (3+1) dimensdes os
genuinos monopolos magnéticos sao introduzidos, & mdo, de forma, idéntica, digo, através da quebra de tal

identidade num ponto especifico.
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Segue dai que, a introducao de monopolos e correntes magnéticas como elementos restau-
radores da dualidade eletromagnética (em presenga de cargas e correntes elétricas) sé faz
sentido em (3+1) dimensdes, onde tanto F),, quanto seu dual, f‘, tém o mesmo ‘rank’. Desta
forma, em (2+1)D, ndo é o monopolo, mas sua ‘string’ (que agora se reduz a um ponto
espacial) é que terd a mesma dimensdo de uma carga elétrica usual. Noutras palavras, a-
relacio 8, F* = gé6*(Z) deve ser vista como uma equagéao de localizagdo da “string”, e ndo do
momnopolo, propriamente dito. Discussdes mais detalhadas sobre tal assunto, inclusive com

generalizagBes para dimensdes arbitrarias, podem ser encontradas nas Refs. {18, 36].

Embora a presenca de tais objetos possa ser feito diretamente no modelo de Maxwell, o
mesmo nao acontece pdra o caso de Maxwell-Chern-Simons. Aqui, tal introducio ndo pode
ser realizada de uma maneira tio direta, uma vez que, a invaridncia de gauge do modelo
requer, necessariamente, que a identidade de Bianchi seja satisfeita, como j4 mencionamos
anteriormente (veja 12 nota-de-rodapé do Capitulo 2). Esta incompatibilidade pode ser con-
tornada se admitirmos que o aparecimento do monopolo induza, por sua vez, uma corrente
elétrica ertra, que ao somar-se a original, restabelece a invaridncia acima citada. Noutras
palavras, ao quebrarmos a identidade de Bianchi quebramos também a conservagéo da cor-
rente elétrica original. Assim, esta nova componente surge para nos fornecer uma corrente

elétrica total conservada (para mais detalhes, consulte a Ref. [18]).

Alternativamente, podemos considerar que a configuragdo de monopolo seja introduzida
num “background” de matéria descrita pela corrente elétrica. Neste sentido, o estudo de
um modelo com simetria Abeliana tipo U(1) ® U(1) definido em (3+1)D, com “linking”
entre os fatores realizado através de um termo de massa topol6gico, mostrou que a presenga
consistente de monopolos magnéticos exigia uma condigao de quantizacdo na qual se farlam

presentes, dentre outros, o parametro de massa [37].

Nesta linha de discussido, é mostrado na Ref.[18] que a presenca de um monopolo tipo-

Dirac no modelo MCS conduz & quantizagio do pardmetro de massa deste modelo (mais
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precisamente, obtém-se que: 2mg? = 2rfin, onde 2mg é a carge induzide pelo monopolo ¢ n
é inteiro). Fato semelhante ja era conhecido para teorias ndo-Abelianas (na auséncia de tais
monopolos) que apresentavam o 32 grupo de homotopia nio-trivial [2], II3(G) # {0} (sendo

G o grupo de simetria interna).

Agora, voltemos 3 expressdo (3.2). Primeiramente, observe que uma solugio geral para o
potencial A, (e dai, F'#) ndo é facil de ser obtida no caso dindmico, digo, tempo-dependente.
Entdo, procuraremos solugdes mais simples para tal relagdo. Escolhamos, por exemplo, as

solugdes no limite estdtico. Neste caso, (3.2) reduz-se a (em forma diferencial):
02, ,]8,(2) = —g6*() . (33)

Note-se que, ao tomarmos o limite estdtico para o potencial, fatorizamos, automaticamente,
a integral é(¢)dt no lado direito de (3.2). Ao fazermos isto, localizamos nosso objeto na
origem espacial. Observe, no entanto, que tal objeto localizado é a ‘string’ do monopolo e
ndo ele proprio. [Claramente, sua localizagdo é arbitrdria, podendo ser escolhido qualquer

outro ponto (assim como acontece com a ‘string’ do monopolo de Dirac original)].

Retornemos, agora, 3 expressao (3.3). Basicamente, o que temos a fazer é obter uma ‘fun¢do’
(no sentido generalizado) que seja a inversa funcional do operador diferencial [8;, 3,]. Se re-
lembrarmos alguns resultados bésicos sobre formas diferenciais, veremos que tal ‘funcao’ €

justamente a “funcio-angulo” definida no plano z — y, isto é:?

[, 8,] arctan (g-) — 2768(2)6(y) | (3.4)

2De fato, devenvolvendo-se [8;, 8,](arctan(y/x)), obtemos
(8, Byl (arctan(y/z)) = 0e | 57—z |+ O\ z iz )

o qual, é idéntico ao resultado obtido ao desenvolvermos V2In(v/2% + %) = V2 In|7]. Dai, segue-se a relagao
(3.4).
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Figura 3.1: Mostra-nos a natureza tangencial, representada pelas flechas, do campo elétrico pro-

duzido por g (na origem).

Portanto, se tomarmos o potencial escalar como sendo (7, ¢ sdo definidas da maneira usual:

T=rcospey=rsnyp)

g Y
P (z,y) = o arctan (;) —  P(r, ) = ——2%90, (3.5)

a expressdo (3.3) é satisteita identicamente. O campo elétrico, por sua vesz, lé-se:

= _ L 9wy —yd = 9%
Ey(z,y) = +ﬂ$2—+yg = Ey(r,p) =+—-—, (3.6)
o qual apresenta uma propriedade bastante peculiar: seu carater vetorial apresenta-se na

3

direcdo tangencial e nfo na radial, como comumente encontramos.® [Até onde vimos, es-

te carater tangencial, para campos devidos a objetos tipo-Dirac, ocorre somente em (2-+1)

3Estritamente falando, tal campo elétrico nio produz uma genuina forga de Newton sobre outra carga
(usual, ou peculiar), jd que o préprio campo que a produz possui natureza tangencial. Além do mais, notemos
que se tomarimnos fc VA qu, tal que o percurso C envolva g, entao tal integral é nao-nula. Tal fato implica,
por sua vez, que estamos tratando de uma forga de natureza nio-conservativa. Na verdade, tal natureza ¢
compartilhada também pela forga magnética devida aos genuinos monopolos de Dirac das (3+1) dimensoes.
Assim, parece-nos que a caracteristica nao-conservativa estd associada nio exclusivamente aos monopolos

das (2+1) dimensées, mas ao fato de tais for¢as advirem, em iltima analise, de potenciais com estrutura

singular.
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dimensoes. Na figura 3.1 ilustramos tal peculiaridade). E interessante notarmos que, um
vortice magnético puntiforme € caracterizado por um potencial vetor, /I, com estrutura
idéntica a Eg, digo, proporcional ao termo é,/r. Assim, podemos identificar uma espécie de
‘dualidade’ entre estes objetos: o vértice seria obtido do monopolo (mais precisamente, de
sua “string”) pelo intercambio do campo elétrico e da carga deste pelo potencial vetor e o

fluxo magnético do primeiro, respectivamente.

Como sabemos, a “fun¢ao-angulo” tem uma semi-reta de indefini¢ao, quando considerada no
plano. Noutras palavras, devido ao fato de néo ser univocamente definida (“single-valued”),
ela s6 pode ser globalmente definida no plano, se retirarmos dele um determinado ramo,
como por exemplo, [0, +0c).* Desta forma, ji que o potencial escalar é escrito em termo de
tal “funcao”, também ele sofreria de tal singularidade. No entanto, é fisicamente plausivel

considera-lo como sendo univoco, no seguinte sentido:
®(r, ) = ®(r, ¢ + 27n) ,

com n inteiro. Tal propriedade remove a singularidade discutida aéima. No entanto, ainda
permanece outra: quando r — (), o angulo torna-se indefinido! Tal indefini¢ido ndo pode
ser removida apropriadamente. De fato, ela deve ser identificada como sendo a “string”
do monopolo, assim como se faz com a linha de indefinicdo do potencial vetor no caso de
genuinos monopolos magnéticos em (3+1) dimensdes. Isto confirma o que haviamos falado
anteriormente, com respeito ao limite estatico da expressao Bpﬁ"‘ = g6%(Z) ser uma equagio

que localiza a “string”, e ndo o monopolo.

Embora tal localizagido pareca afirmar que g seja puramente uma carga elétrica de natu-
reza peculiar, devido ao fato de gerar apenas campo elétrico, devemos enfatizar que isto no

é bem assim. O que ocorre € que, no caso estatico, ao requerermos que a radiacéo emitida

4Para que pudéssemos considers-la, genuinamente, uma fungdo, ela deveria ser pensada como a parte
imaginaria da funcdo logaritmo no contexto de superficies de Riemann, onde ela tornar-se-ia univoca. Por
outro lado, pensada como uma 1-forma, tal “fungao”™ constitui-se no exemplo mais simples de uma 1-forma

fechada que nao é exata, ¢ # 0.
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seja nula, [V - Srd?zx = [V. (E;‘Bg)cfzx = 0, segue-se que o campo magnético emitido
por g, By, também deve anular-se. [Note que tal requerimento, B, = 0, esta intimamente

relacionado ao carater tangencial de E,, uma vez que E; torna-se radial, e dai V. E; # 0.

Estas sao algumas propriedades basicas de monopolos tipo-Dirac em {2+1) dimensdes. A se-
guir, estudaremos algumas consequéncias fisicas do campo elétrico produzido por tais objetos

quando atuando numa carga elétrica usual, com movimento confinado a um plano.

3.2 O sistema carga-monopolo: estudo classico

Com o intuito de estudarmos algumas propriedades do potencial {e do campo elétrico) gerado
por g, quando atuando numa carga, consideremos um sistema simples, composto por uma
carga elétrica, ¢ de massa M, sujeita ao potencial escalar (ou melhor, a Eg) estudado acima.

As egs. de movimento para a particula carregada sao facilmente obtidas, e léem-se:®

2nM Y 2rM . z
MY oapa M F 3.7
99 i 0 gl B4y .7
ou, em coordenadas (r, ©):
2T M .. .9 2rM d | 5.
Ferp)=0 ¢ T——(r?p)=1. 3.8
s — g L ) (3)

Segue-se, imediatamente, por exemplo da eq. (3.8), que o ‘momento angular’ da particula
néo ¢ conservado, de fato, tem-se que %(r?p) = gq/2m M. Isto jA era esperado, haja visto
que a carga esta sob a agdo de um potencial ndo-central. Como uma primeira consequéncia
desta nio-conservacao, nota-se que o sistema apresenta-se extremamente acoplado, o que
nos conduz a uma impossibilidade, até onde temos visto, na resolugdo analitica das egs. de
movimento acima. Assim sendo, maiores informagdes sobre o sistema demandard auxilio

numérico. [Na Figura 3.2 é mostrada uma trajetéria desta carga. Devido a agdo do campo

5Relembremos a expressao para a forca de Lorentz em (241) dimensces: F* = gF*'v,, onde F¥¥ é
0 campo eletromagnético externo (particularmente aqui, com componentes Eg e Bg) e v, é a velocidade
(2+1)-dimensional da particula. As componentes espaciais, por sua vez, tomam a forma: M F= q(E+Bﬁ’"‘),

sendo ¥ = vy& — Ve = Vb, — Uré, 0 dual da velocidade.
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Figura 3.2: Trajetéria tipica, em coordenadas r — y, de uma carga elétrica sujeita somente ao
campo elétrico tangencial. Aqui, escolhemos, (0} = 1 e y(0) = v,(0} = v,(0) = 0, bem como,

qg/2tM = 1.

elétrico tangencial ser repulsiva, vemos que a particula é, rapidamente, expulsa da origem,

onde se localiza a“string” do monopolo, g].

Um sistema ulterior, gue merecera um pouco mais de nossa atengdo, é aquele no qual
a carga g esta, também, sob a agao de um campo magnético externo homogéneo, By. Para
ser mais claro, estamos pensando, agora, num sistema dindmico planar composto por uma
carga ¢ (um elétron, por exemplo) sujeita dquele campo tangencial anterior, bem como, a
um campo magnético perpendicular a este plano de movimento (passaremos a designar este
novo sistema por ¢gBy). A novidade é que, escolhendo-se o campo magnético de maneira
apropriada, podemos ter mais controle sobre a ‘fuga’ da particula. Neste sentido, é como
se By contribuisse com uma ‘forga atrativa’, tendendo, ao contrario da forca gerada por g,
a dirigir ¢ para a origem. Isto abre-nos, também, a possibilidade de estudarmos algumas
caracteristicas quénticas deste sistema, 0 que ndo era possivel para o caso anterior: 14, a
particula nio poderia apresentar estados ligados, pois sua energia cinética poderia crescer

indefinidamente.
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O estudo de sistemas quanticos com dinamica planar, similares, sob certos aspectos, ao que
ora apresentamos, tém-se mostrados relevantes, por exemplo, para uma melhor descrigao
de certos fendmenos fisicos no 4mbito da Matéria Condensada. Um exemplo, é dado pelo
Efeito Hall Quéntico (tanto Inteiro quanto Fracionario [4]). Diversos outros casos poderiam
ser enumerados, como as tentativas de se entender determinados mecanismos no contexto
da Supercondutividade a Altas Temperaturas (“High-T¢ Superconductivity”) por meio de

modelos de campos que possuam dindmica planar (5, 6, 7].

Sistemas realisticos que apresentam tal dindmica, podem ser obtidos a baixissimas tem-
peraturas (em torno ou abaixo de 1K) e com campo magnético suficientemente intenso
(>10T) perpendicular a uma ‘ldmina’ muito fina, por exemplo, na interface entre dois semi-
condutores (sistemas estes, muito tipicos no contexto experimental do Efeito Hall Quantico
[38]). Dadas tais condigdes, o movimento dos elétrons se dd como se a terceira dimenséo espa-
cial (ditada pela dire¢do do campo magnético) fosse ‘congelada’, ¢ dal, justifica-se a expressao
‘dindmica planar’. Tal campo magnético, por sua vez, pode ser realizado tomando-se um

potencial vetor ‘confinado’ ao plano de movimento, como abaixo (o escolhemos como sendo
T —y):

./I = A] = B{].’L‘ ., A‘—_— Az = —Bgyg, (39)

(“gauges ” de Landau) ou ainda (“gauge” simétrico)

- +Ay By . -
A:—u—l—i—izf(m—yz). (3.10)

As equacdes de movimento para g meste novo contexto sio modificadas em relagio a (3.7-
3.8), devido & presenca do campo magnético. Agora, elas tomam as seguintes formas (eqs.

em 1, o seguem-se imediatamente):

M g y } M . g T )
M.__ 9 Y B L=+ d T B, 3.11
-2 2”“ryﬁ Woe i=dty s B (3.11)

Ou em termos de varidveis holomérficas: 7 =z + iy ¢ * == z — iy, obtemos:

(=) _ o

2M (" + mif*) +igBo(nm™ —n*) =0 e 4nM (i + ") + iqg p—
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Figura 3.3: Aqui, é exibida uma trajetéria tipica, em coordenadas z — y, de uma carga elétrica
sujeita a agao do campo elétrico tangential, bem como, de um campo magnético homogéneo, per-
pendicular ao plano de dérbita. Tomamos z(0) = 1 e y(0) = v.(0) = v,(0) = 0, bem como,

9q/2xM = gBy/M = 1.

Diversas tentativas foram feitas para se resolver as eqs. acima, mas nenhuma delas se mostra-
ram frutiferas. Por outro lado, resolugdes numéricas tém mostrado que o campo magnético
‘tende a compensar’ o efeito repulsivo de Eg, de forma que, agora, a particula escapa da
origem mais lentamente. [Na Figura 3.3, é mostrada uma trajetéria tipica da carga para
este caso|. Ai, observa-se que a particula descreve um movimento tipo espiral e, ainda que
escapando da origem, o faz de forma que dois ‘bragos’ consecutivos de sua trajetoria tendem
a diminuir a distdncia entre eles & medida que se afastam da origem. Assintoticamente, para
r — 00, parece-nos que a particula tende a descrever uma érbita fechada. De fato, tomando-
se r — 0o nas egs. (3.11), vé-se que o sistema reduz-se aquele de uma carga num campo
magnético, somente, cujas solugdes levam a [z(t) +y(t)]* = cte, que seria wma 6rbita circular
fechada. [Veremos, na préxima se¢do, que a nivel quintico a dindmica (em coordenadas

r,) de tal particula reduz-se, para grandes distdncias, aquela de um oscilador harmoénico na

coordenada radial, suplementado por um setor bastante interessante na componente angular|.

Apesar de termos obtido apenas resultados numéricos, até o momento, hd pelo menos
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um analitico que emerge facilmente das eqgs. diferenciais acima: em ambos os casos, B = 0
ou B # 0, a velocidade da carga g é limitada pelo valor do 4ngulo conforme a relagio

(@2(t) = 2Zp(t) + (@) (3.12)

Tal expressdo impde, entdo, um limite para a energia cinética da particula (j4 que T =
M#*/2). No entanto, devemos enfatizar que o nimero de voltas realizadas pela particula
em torno da origem deve ser levado em conta, ou seja, na expressio acima, ¢(t) (que por
depender de ¢, depender4, assim, das condigées do problema em questdo} mediria o angulo
total descrito por ¢. [Na segdo que se segue, veremos que h4d um andlogo quantico para
tal relagdo (14, obtida para grandes distancias): os autovalores de energia, associados a
coordenada angular variam quando a particula realiza uma rotacao completa, digo ¢ —

@ + 27).

3.3 O sistema qug quantico

Nesta secio, dedicar-nos-emos a uma andlise quéntica do sistema carga-monopolo-campo
magnético no regime nao-relativistico. Comecaremos pela apresentacao do Hamiltoniano
para a carga q. A seguir, algumas de suas propriedades, como sua nao-invaridncia sob ro-
tagBes, serao discutidas. Passar-nos-emos, em seguida, ao estudo do problema de autovalor,
o qual apresenta-se bastante complicado, justamente, devido ao fato do Hamiltoniano néo
comutar com o momento angular. No entanto, ainda que tal complicacdo ndo possa ser
contornada em geral, pelo menos até onde temos tentado (veja, todavia Ref. [40]), o que
se mostra facilmente, é que a grandes distdncias o Hamiltoniano apresenta-se separado em
suas componentes dependentes de 7 e de @ somente, H, e H,, respectivamente. Neste limite,
por sua vez, vé-se que a dindmica radial se reduz a de um oscilador harménico central. Ha,
todavia, sua componente angular, H,, a qual, por ndo comutar com H,, também contribui
com autovalores (Ef) para a energia total do sistema. Dentre outras propriedades, veremos
que tais autovalores sentem, naturalmente, “shifts” da coordenada angular de uma maneira

bastante peculiar: quando ¢ — @-+2nl, entdo E¥ — E¢+w.hl/2, com{ inteiro e w. = ¢By/m.
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sendo a frequéncia de ciclotron.

O Hamiltoniano para o presente sistema é obtido de
H= " (5— gAY +qv
= om r—aq q

tomando-se A dado por (3.9) ou (3.10), bem como, V = &(z, y) = —(g/2) arctan(y/z).® Para
a analise que serd desenvolvida aqui, particularmente, para facilitar a discussio a respeito da
nao-conservagao do momento angular e algumas de suas consequéncias, serd mais conveniente
escrever o Hamiltoniano acima em coordenadas 7, ¢, assim como, A no “gauge” simétrico,
conforme abaixo:

1 r By)?r? 1 p,2 ¢B
H:mpr2+£+m _1__?2&';4_?_.#0 99

2m r 4 2m r? om e on ¥ (3-13)

. . - ~ Py ~ .3 O ,
com r ¢ @ ja definidos e p'= p.é. + £2€,, donde segue-se que p, <> ~ih- e p, < —zh%.

Da expressao acima, vé-se claramente que H é explicitamente angulo-dependente, e dai,
variante sob rotacdes; reciprocamente, o operador de momento angular, J = p, = _iha%,

nio é conservado, [J, H| = +ihgq/27 # 0.

Embora outros Hamiltonianos ndo-centrais venham sendo estudados e mostrado-se relevan-
tes em Fisica (veja, por exemplo [41]}, uma diferenca importante entre eles e aquele que ora
é apresentado, é que este 1ltimo ndo é separdvel. De fato, até onde temos visto e, inde-
pendentemente do sistema de coordenadas utilizado, as equa¢des dindmicas apresentam um
acoplamento bastante intricado entre as varidveis, o que tem dificultado, em muito, nossas
tentativas em resolvé-lo analiticamente para distdncias arbitrérias. [Talvez, algum sistema
de coordenadas bastante particular, obtido através de transformacdes ndo-usuais, pudesse
levar-nos a tal separacio. Restaria saber se tais tranformacdes seriam plausiveis, ¢ se os re-

sultados assim obtidos poderiam ser, de alguma maneira razodvel, interpretados fisicamente].

6Notemos, de passagem, que este potencial permanece invariante sob transformagoes gerais de escala,

x— f(z,y)z e y— f(z,y)y, embora o mesmo néo se passe com H, mesmo para escolhas mais simples

de f.
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Do Hamiltoniano (3.13) e das relagbes de comutagdo fundamentais:

[r, 0] = [pr,00] =0 e [r,p:] = [0, 0] = +ikk,

fica claro que a ndo-separabilidade discutida acima aparece como consequéncia da nao-
conservacdo do momento angular. Por outro lado, este setor angular seria separdvel se
ele apresentasse, por exemplo, a seguinte forma (J% + aJ + by)/r?. Visto desta maneira, é a

auséncia do fator 1/7% nos termos J e ¢ que nos impede de realizar tal separagio de varidveis.

Portanto, encarando-se H como sendo intrinsecamente nao-separavel, o problema de auto-
valor, H|¢ >= E|1¢ >, apresenta-se de dificil resolugao.” Assim sendo, os métodos numéricos
apresentam-se como um auxilio considerdvel em dire¢fo a tal resolugdo. Aqui, no entanto,
vamos nos dedicar i tentativa de se obter alguns resultados analiticos para tal problefna,
ainda que estes tenham um dominio de validade restrito (quanto & distincia, por exemplo)
ou sejam bastante qualitativos. Assim, restringir-nos-emos aos limites r —+ 0 e r -+ oc. Con-
forme veremos, em tais casos alguns resultados bastante interessantes podem ser obtidos.
Além do mais, o conhecimento das formas das fun¢des-de-onda nestes limites podem vir a

ser bastante uteis, por exemplo, auxiliando métodos numéricos.

i) r — 0: na secio precedente, vimos que, quando a carga ¢ se aproxima da origem, ela
experimenta uma forga elétrica tangencial (e repulsiva) muito intensa. Portanto, j& que,
quando r -+ 0 tal forga diverge, entdo é de se esperar que g nunca possa atingir a origem
(noutras palavras, colidir com a “string”, g). Neste sentido, a origem funciona como uma
obstrugdo topoldgica b dindmica de g. Desta forma, seu movimento d4-se no plano punturado,

digo, R? — {0}. Este fato nos conduz ao seguinte requerimento:

[¥(r =0,9) >=0, (3.14)

"De fato, a presenca dos termos proporcionais a ¢ e 7 (ou poténcias de r) impede-nos de obter uma solugao
analitica para o problema, por exemplo, em termos de fungdes hipergeométricas [42]. Isto ndo implica, de

forma alguma que tal solugdo analitica nao possa ser obtida por meio de outros tipos de fungdes ou métodos.
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que seria o andlogo planar do chamado ‘veto de Dirac’ para o caso de um elétron movendo-se
no campo de um monopolo magnético no 3-espago: o elétron nunca poderia interceptar a

“string” associada ao monopolo [35].

Por outro lado, j& que o requerimento acima sé nos impde condigido sobre as fungdes-de-.
onda na origem, entdo deveriamos determinar como ele é alcancado, ou seja, quio répido
tais fungoes anulam-se quando r — 0. Todavia, contrariamente ao que ocorre quando
r — oo (veja discussdo abaixo), neste limite, o Hamiltoniano original nio mais se apresenta
separdvel. Isto acontece porque, a curtas distancias, o termo que acopla as varidveis, p2 /2
p - porque, , q P , Do/ T2,
é um daqueles que determinam a dinamica total da particula. Assim, até onde temos es-
tudado, a resolugdo do problema em questdao em torno da origem demanda a utilizagio de

métodos numéricos (veja, no entanto, [40]).

Passemo-nos, agora, ao caso r — 0o:

ii} 7 — oco: supondo-se que os momentos candénicos mantém-se finitos neste limite,
obtemos:

i(pz + qu§T2
2m 7 4

B
Y+ 2, — & (3.15)

H('l‘, {10)7‘—)00 = 2m Dy — 211_{10,

no qual as varidveis aparecem automaticamente separadas, digo, Hy o = H; oo + HY o

Portanto, neste limite temos que (r — 00 estd implicito nas expressdes a seguir):
(Hyp(r, ) >) = (Bulgo(r,9) >) = (H + H?)|R(r)x(¢)) >= ((E" + E¥)|Rx >),
a qual nos conduz a:
H'Ry(r) = B Ri(r) e Hxlp) = B xa(w),

que quando escritas na representac¢do do espago de configuracdo, dao-nos:

2 2BZ 2
hzg;§R+ (2mEr — 2 407' JR=0, (3.16)
B x + (e + Bp)x = 0, (3.17)

dy
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com 3 = +mg/mBy e €@ = 2mE%/qB,.

A primeira eq. acima é aquela que descreve a dindnmica de um oscilador harménico central,

cujas solugbes podem ser escritas em termos de polinémios de Hermite, H,,, na forma:
Ry(u) = Roe™ 2 Hy(u),

com u = ¢By/2r e k inteiro nao-negativo, a priori. Os autovalores correspondentes léem-se
By = hw(k + 1/2), sendo w, = ¢By/m a frequéncia de ciclotron. No entanto, devido ao
requerimento (3.14), somente os polindmios impares, digo k impar, passam a ser admissiveis.

Dal, segue-se que o menor autovalor radial para a energia é nao-nulo: £}, = Ef = hw,.

Ja o setor angular, por sua vez, apresenta uma forma bastante peculiar. De fato, resolvendo-

se a eq. (3.17) obtém-se as seguintes solugdes

xi(p) = xoezp {% (?2_"2 + 6?’) w} : (3.18)

nas quais, além do fator usual na exponencial, proporcional a ¢, aparece também, um fator
tipo ¢?. Como primeira observagio, devemos enfatizar que tal termo nio pode ser removido
das solugdes, por exemplo, por uma transformagio de gauge. Ao contrario, pensamos que
ele deva ser entendido como uma consequéncia natural da presenga do potencial tipo-¢ no

Hamiltoniano em questao.

Observemos, também, que a fungio y acima tem periodicidade igual a 27 (87 + €)f™2,
ou seja, quando ¢ — @+ 2, entiao x é suplementada por tal fator em sua fase. Dai, segue-se

que, para que X seja univoca (“single-valued”), isto é, continua, entdo devemos impor que:

(B +€f)=2nlh => BEf=E¢+ %m, (3.19)
onde BY = —gq/2 e w, = ¢Bg/m. Note que, E§ é um valor cldssico, digo, ndo ha em

sua definigio a presenga de /. Embora ele aparega, naturalmente, quando tomamos { = 0

acima, sua origem nao nos parece, até o momento, muito clara, justamente por ele ser uma
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quantidade cldssica, ditada pelos valores das cargas g e g, exclusivamente.

O pardmetro I, por sua vez, serd identificado com o numero de voltas que a carga q efe-
tua em torno da origem (ou melhor, em torno de g), medindo assim, o ‘dngulo total’ descrito
por g (por exemplo, no sentido anti-hordrio). Dai, segue-se que | deve ser tomado como um

inteiro ndo-negativo (os negativos estariam, desta maneira, associados ao sentido horario).

Assim, a relagdo (3.19) acima pode ser interpretada como se os autovalores de energia as-
sociados & coordenada angular sentissem se o dngulo descrito pela carga ¢ estaria entre 0
e 2m, 27 e 4w, e assim por diante. Noutras palavras, sempre que ¢ € variada de 2, os
autovalores associados a ela respondem a tal mudanca, aumentando seus valores conforme
(3.19).[Tal resultado pode ser entendido como a contrapartida quéntica ao resultado cldssico
expresso pela eq. (3.12)]. Dada que esta interpretagio seja plausivel, entdo, Ef pode ser,
naturalmente, identificado com uma energia angular minima, intrinsecamente associada a ¢.
Mais precisamente, seria uma energia associada & primeira 6rbita angular (ainda incompleta,
o que implica em [ = 0) de ¢ em torno de g, que ndo deveria, de fato, ser nula, haja visto o

movimento sob o potencial angular desenvolvido por tal carga.

A este ponto, poderiamos ser tentados a aplicar o operador J nas fungbes |¢y > acima,

conforme segue-se:

T >= (B + € )|t >= [B(p — 7)) + 1R |[¢ >,

e dai, concluirmos que |¢x; > apresenta autovalores continuos para o momento angular.
Todavia, tal procedimento nio é legitimo, uma vez que | > ndo sdo autofuncdes de J
(lembremo-nos que [H,J # 0]). Realmente, temos visto que somente as componentes H, e

H, (para r — co) podem ser, simultaneamente diagonalizados na base {|¥x >}.

Relembremos que os resultados obtidos acima sio estritamente vilidos somente para aqueles

limites previamente especificados.
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Numa primeira andlise a respeito dos resultados obtidos nos casos limites acima, poderiamos
ser levados a concluir que o sistema apresentasse estados ligados. Isto, porque além da
particula ser repelida da origem, vimos também que sua dindmica assintética reduz-se aquela
de um oscilador harménico central (cujas funcées de onda decaem exponencialmente para
grandes distincias). Todavia, ainda que tais indicios sejam verdadeiros, a formagado de tais
estados ainda necessita ser formalmente demonstrada. Tal demonstragio passard, necessa-
riamente, pela resolugio (senfio analitica, pelo menos por uma detalhada andlise numérica)
do problema dinamico em questao. [Neste sentido, o sistema ora apresentado, assemelha-se
ao problema que considera uma fonte espalhadora (“scatter”) tipo é-Dirac[43],em lugar de g.
Sua resolucdo mostrou- que, mesmo considerando-se tal potencial como sendo repulsivo, es-
tados ligados podem ser formados®. Tal problema foi importante, por exemplo, no contexto

do Efeito Hall Quantico].

3.4 Conclusoes preliminares

Dedicamo-nos, ao longo deste capitulo, 3 questio dos monopolos tipo-Dirac nos modelos
em estudo. Devido i dimensionalidade especifica deste espago-tempo, vimos que tais obje-
tos apresentam diferencas marcantes quando comparados a seus correspondentes das (3+1)
dimensées. Por exemplo, no limite estdtico, eles produzem apenas campo elétrico, com a
peculiaridade de ter natureza tangencial. Estudamos, também, dois sistemas contendo um
exemplar de tais monopolos. O primeiro, é composto por uma carga elétrica usual sob a

acio do campo daquele. J4, no segundo, temos também, a presenga de um campo magnético

8Para o caso de elétrons movendo-se apenas sob a agdo de um campo magnético, mostra-se que a dinémica
quantica reduz-se dquela de um oscilador harménico numa direcao, digo z, enquanto na coordenada y,
teriamos aquela de uma particula livre. Dai, 0 porque de necessitarmos de um potencial (escalar) extra
ao potencial A para termos estados ligados. No entanto, no contexto de Teoria de Campos, duas espécies
de férmions podem ser combinados num tnico espinor de 4 componentes de forma que, na presenga de um
campo magnético externo, condensados de férmions podem ser formados[44]. Todavia, tais condensados sdo

muito sensiveis a efeitos térmicos, desaparecendo 3 temperatura finita [45].
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externo homogéneo e perpendicular ao plano de movimento. Constatamos que a dindmica,
tanto cldssica quanto qudntica, de tal carga ¢ de resolugdo bastante dificil, em ambos os
sistemas, para o caso geral. De fato, somente a grandes distancias é que foi possivel obter
alguns resultados analiticos para a dindmica quéantica do segundo dos sistemas acima. Al
mostramos que devido ao fato do potencial ser 4ngulo-dependente, o setor angular do Ha-
miltoniano assintético possui algumas propriedades interessantes, como por exemplo, a de
contribuir para o espectro de energia. Vimos, também, que seus autovalores correspondentes
respondem a variagdes discretas da coordenada angular. Além do mais, o espectro total de
energia do sistema, neste limite de grandes distincias, é tal que o estado de menor ener-
gla possua um valor intrinsecamente nao-nulo. S&o levantadas, também, algumas questdes

relativas & formagio de estados ligados em tal sistema.
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Conclusoes e Perspectivas

Vimos, ao longo do presente trabalho, que a dimensionalidade-(2+1) do espago-tempo traz
consigo diversos efeitos sobre uma teoria, quando esta é comparada a sua versio (3+1)-
dimensional. Tal fato é ilustrado, explicitamente, pelo modelo de Maxwell, o qual exibe,
agora, algumas propriedades que ndo tinhamos em 4 dimensées, como por exemplo, a di-
fusdo de sinais eletromagnéticos e o problema referente & produgio de radiagio por cargas
aceleradas (ponto este, que ainda carece de respostas satisfatérias). Além destes efeitos, de
ordem mais dindmica, a dimensionalidade acima referida produz, também, “mudangas” nas
caracteristicas geométricas de tal modelo, modificando, por exemplo, a estrutura da identida-
de de Bianchi. Dentre outros pontos, vé-se que os monopolos tipo-Dirac, agora introduzidos,
possuem propriedades muito distintas de seus andlogos das 4 dimensdes. Embora tenhamos
exemplificado os efeitos da dimensionalidade do espago-tempo com este caso particular, o
que se verifica é que, quadros semelhantes ocorrem com diversos outros modelos e em dife-

rentes espagos-tempo.

Como perspectivas de continuacio do trabalho ora apresentado, podemos mencionar os
seguintes assuntos, aos quais pretendemos nos dedicar em futuro préximo. Inicialmente,
como extensio natural de parte de nossos resultados (principalmente aqueles expostos nos
Capitulos 1 e 2), um tema a ser abordado é a quantizagio da radiagio eletromagnética livre
em ambos os modelos. Na verdade, tal estudo estd em progresso e resultados preliminares
tém mostrado que o Principio de Huyghens é violado, também, a nivel quéntico: basica-
mente, obtivemos que [A,(z%), A, (¥®)]z04,0 # O para todo intervalo que seja tipo-luz ou

tipo-tempo, digo, (z — ¥)? > 0; (maiores detalhes aparecerdo na Ref. [34]). Correlacionado
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a isto, poderiamos estudar, também, como ficariam os coeficientes A e B de Einstein para
as emissOes espontinea e estimulada de radiagio, seguindo-nos, por exemplo, pelo método
desenvolvido por Dirac [39]. Dentre outras perguntas a serem respondidas, serd que tais
coeficientes sentiriam a dimensionalidade deste espago-tempo ¢/ou algum efeito do termo de

Chern-Simons?

Outra questfo, refere-se 4 resolucdo analitica (ou, caso nio seja possivel, pelo menos uma
detalhada anilise numérica) da dindmica quintica do sistema ggBy para distidncias arbi-
trarias. Neste sentido, iniciamos uma colaboragio com o Prof. Peter Haberler (Universidade
de Viena), o qual nos informou, em comunica¢io privada, que tal problema é passivel de
resolucdo analitica. Resultados concernentes a este assunto deverdo aparecer na Ref.[40].
Tal resolugdo poderia conduzir-nos, dentre outros resultados, ao espectro de energia e as
auto-fungoes correspondentes aos estados ligados. Ainda nao nos parece claro, mas pode
acontecer que tais resultados possam vir a ser relevantes, por exemplo, em conexio com al-
gum problema de Matéria Condensada, por exemplo, em sistemnas nos quais estes monopolos

fossem considerados como impurezas.

H4, ainda, a questao da extensio dos resultados obtidos, referentes aos monopolos tipo-Dirac,
para a versio nio-Abeliana de tais modelos (neste caso, monopolos tipo-t’ Hooft-Polyakov,
conquanto que tenhamos ut setor para a implementacio do mecanismo de Higgs), tema

este, aparentemente pouco explorado na literatura [36, 46].
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