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RESUMO

Apresentamos uma revisao breve do formalismo lagrangeano para um campo escalar real
e da supersimetria em mecénica cldssica e em mecanica quintica nio-relativistica. Partindo
da teoria de campos bidimensionais (1+1 dimensdes), no limite estatico, encontramos uma
equacdo diferencial de segunda ordem, formalmente andloga & equagado de Schrédinger inde-
pendente do tempo, cujos estados ligados sdo deduzidos. A partir da equacio de estabilidade
de um potencial ndo polinomial construimos um novo potencial soliivel exatamente em teoria

de campos em 1+1 dimensdes.
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INTRODUGAO

Nesta tese, apresentamos uma aplicagdo a teoria de campos [1,2] sob o ponto de vista
classico no espago-tempo 2-dimensional da relatividade especial de Einstein. Consideramos
somente o caso da teoria de campos governada por apenas um tnico campo escalar real, o
qual descreve particulas bosénicas de carga elétrica nula. O campo escalar complexo que
descreve particulas bosonicas carregadas nao seréd investigado. Os objetivos principais sao a
construcio de novos potenciais de campos escalares e a dedugao de uma equagao diferencial
de segunda ordem, formalmente anéloga & equagao de Schrodinger independente do tempo
(equagdo de Schrédinger para estados estaciondrios) e a andlise das solugbes solitdnicas em
teoria de campos no espaco-tempo bidimensional [(1+1)D] (uma dimensao espacial e uma
temporal), ou seja, ¢ = ¢(x,t). Tais configuragées podem ser topologicamente estdveis ou
instaveis [3]. Em (14+1)D, as solugdes estéticas, ndo singulares, classicamente estaveis e de
energia finita ¢;(z), da equagdo de movimento sio denominadas sélitons ou kinks [4-8].
Quando esse tipo de séliton estiver em um setor topolégico instavel ele é camado de lump
ou bounce. No entanto, nio ha uma tnica definigdo para sélitons, em geral, eles séo solugdes
de equacdes diferenciais ndo lineares estaticas [9].

Para facilitar o entendimento desta dissertacdo por leitores de outras areas de pesquisas
Fisicas, consideramos alguns detalhes de nossa aplicagao.

Agora destacamos a motivagio para se estudar teoria quantica de campos (TQC) em
(141)D. Recentemente vem sendo bastante aplicado na Fisica conceitos e métodos de topolo-
gia. As consideragbes de natureza topologica ganharam notoriedade pela sua utilizagéo na
demonstracio da existéncia e estabilidade de solugdes classicas de modelos de teoria de
campos.

As configuragdes solitonicas, que recebem a denominagdo particular de kink quando
utilizam-se modelos bidimensionais (espago-tempo em 1+1 dimensdes) s3o os objetos prin-
cipais de investigagao. Nesta tese, por comodidade, estamos usando o sistema de unidades

natural bastante utilizado em teoria de campos, ou seja, A =c = 1.



Um exemplo freqiientemente citado na literaura cientifica é o da existéncia de cor-
rentes topolégicas em modelos (1+1)-dimensionais que se conservam independentemente
das equacdes de movimento (equagdes de campo). Uma corrente desse tipo ndo ¢ uma
corrente de Noether usual*. De fato, a densidade de corrente e a densidade de carga esta

inserida no seguinte bivetor definido no espago-tempo, em 141 dimensdes:
ih = (%) = €0,¢(z), (eor = —€w0=1,p4,v=0,1), (1)

onde j° = p representa a densidade de carga e j; = j, representa a componente da densidade

de corrente unidimensional, j. Neste caso, vemos que a carga total associada seria:

O = f+m dmj,?., _ f_+°° dﬁ?fm% = Plz=to0 — Pla=—oe: (2)

—00 [e's] 322

Logo, a carga depende exclusivamente do comportamento assintético da configuragdo
estatica ¢(z), isto é, do valor do campo escalar estatico #(z) no infinito. Neste caso, vemos
que se o potencial tem somente um estado de vdcuo a carga topoldgica é nula e o respectivo
setor serd denominado de setor nao topolégico. Quando um potencial tiver mais de um
estado de vacuo diz-se que o sistema possui uma topologia néo trivial.

g6litons sio também muito importantes na investigagdo de equagdo de onda ndo-linear,
como por exemplo, as equagdes de Korteweg-de Vries e a equacio de Schrodinger nao-linear
[10].

Os modelos bidimensionais no sao apenas um laboratério matemadtico e conceitual para
a Fisica Teérica. Realmente, esses modelos sdo menos complexos do que 0s modelos de
potenciais em 2+1 ou em 3+1 dimensoes. Especificamente, consideramos o potencial de
poco duplo, o qual possui dois estados de vacuo degenerados e uma simetria discreta. Para
resolvermos a equacio de movimento, no limite estatico, usamos a condi¢do de Bogomol'nyi,
que transforma o problema de se resolver uma equacio diferencial de segunda ordem em uma

equacio diferencial de primeira ordem [11]. Tais teorias de campos bidimensionais possuem

*Na se¢do 2.2 do capitulo 2, consideramos uma aplicagdo do teorema da Noether
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muitas aplicagbes. Uma delas refere-se a propriedade de condutividade em polimeros lineares
como o poliacetileno [12]. As solugdes soliténicas em geral ocorrem em modelos de potenciais
com quebra espontanea de simetria.

Recentemente, em um trabalho realizado no CBPF, partindo dos potenciais hiperbélicos
de Morse e de Scarf II foram construidos novos modelos de potenciais escalares em teorias de
campos e indicaram o procedimento de correcdes quanticas da massa dos respectivos kinks
[33].

Registramos também que o operador de flutuagio aparece em Mecanica Estatistica via
o formalismo de integrais de trajetéria de uma particula em D dimensdes [35].

Iniciamos esta dissertacd de mestrado fazendo uma revisdo dos vérios aspectos da super-
simetria em mecénica quantica ndo relativistica [13,14].

Na primeira parte desta tese, construimos novos potenciais escalares via a supersimetria
(SUSY) em mecanica cldssica. Esta unifica as coordenadas bosénica z(t) e fermi6nica P(t)
em um superespaco caracterizado pela introducido de uma varidvel grassmanniana © ndo
mensuravel [17,18]. A descri¢do da mecanica cldssica supersimétrica em termos de super-
coordenada é baseada nas notas de aula do curso de supersimetria N=1 e N=2 do Prof.
Helayel [19] e nos trabalhos do Prof. Rafael et al. [20-22]. Consideramos os casos da SUSY
N=1 e N=2, investigando sob a Gtica do tratamento cldssico a SUSY N=1 e consideramos
sob ambos pontos de vista classico e quantico a SUSY N=2.

A conexio da supersimetria em mecanica quéintica (SUSY MQ) [20,23] com os sélitons
topolégicos e ndo-topoldgicos em termos de potenciais escalares para o caso de um unico
campo escalar real tem sido abordado na literatura [24-29]. Esta conexdo nos possibilou a
construcdo de um novo potencial escalar ndo polinomial com configuragio classica estatica
exata [41].

Recentemente a SUSY QM tem sido destaque em livros-texto, abordando a conexao do
método de fatorizagio em mecanica quantica na descrigdo de Schrédinger [30] e a SUSY MQ
[31]. Utilizamos também um trabalho de revisio da SUSY MQ escrito pelo Prof. Rafael

32].



Esta tese estd organizada da seguinte maneira: os capitulos 1 e 2 contém alguns tépicos
de revisdes e novas propostas. No capitulo 1, consideramos uma introducao a supersimetria
em mecinica quantica, abordando os conceitos de superespago, supercoordenada, super-
acdo, superpotencial e a quebra espontanea da SUSY MQ. Neste capitulo, a construgéo de
osciladores anarmonicos via a SUSY N=1 constitui uma nova abordagem [22]. No capitulo 2,
resolvemos a equagio de estabilidade para os modos normais associados ao kink do potencial
de poco duplo, a qual é formalmente andloga & equagdo de Schrodinger [40], cuja relagao
com a supersimetria em mecénica quéntica é analisada. No capitulo 3, investigamos uma
equacio de estabilidade que fornece um potencial contendo kink topolégico e um potencial
nio-polinomial com uma configuragdo de campo estatico ndo topoldgico. No capitulo 4,

apresentamos nossas conclusdes e as perspectivas futuras.



Capitulo 1

FORMULACAO EM SUPERCOORDENADA PARA A MECANICA
QUANTICA SUPERSIMETRICA

Neste capitulo apresentamos uma introdugao a supersimetria em mecéancia classica (MC)e
a supersimetria em mecéanica quantica (MQ). Consideraremos a supersimetria numa forma
mais simples, usando apenas um grau de liberdade.

Neste capitulo, faremos uma abordagem sobre as transformagdes no super-espaco,
mostrando as leis de transformacédo infinitesimal da supercoordenada e de suas compo-
nentes (denominadas de coordenadas bosénica e fermi6nica, no espago-tempo 1-dimensional
D=(0+1) = 1). Veremos que efetuando-se uma variagado infinitesimal na coordenada
bosénica, geramos a coordenada fermidnica e vice-versa. Esta abordagem é feita utilizando
a regra da derivada & esquerda. Distinguiremos a propriedade da supersimetria em que a
acdo é invariante frente as transformagdes de translagdo no superespago (6S = 0), notando
que 0 mesmo ndo ocorre com a lagrangeana (6L # 0).

Na construgio de uma teoria SUSY N > 1, denominada de SUSY estendida, para cada
coordenada espacial comutante, representando os graus de liberdade do sistema, associ-
amos uma coordenada de natureza anti-comutante, ou seja, usa-se varias varidveis anti-
comutantes, as quais sdo conhecidas como varidveis grassmannianas [15]. No entanto, con-
struiremos somente a SUSY N=1 e SUSY N=2 para uma particula nao-relativistica no
espago de configuracao.

Recentemente foi considerado o caso da SUSY N=2, nos contextos da MC e da MQ,
dando uma breve revisio do método de quantizagio com vinculos no superespago [20]. As
etapas a serem adotadas na construgdo da SUSY MC sdo as mesmas consideradas na su-
persimetrizagio de uma teoria quéntica de campos nos espagos-tempo 4-dimensionais da
relatividade especial (D = (3+1), trés coordenadas de posigdo e uma coordenada tempo-
ral), (D = (2+1), duas coordenadas de posigao e uma coordenada temporal) e (D = (1+1),

uma coordenada de posi¢do e uma coordenada temporal) [16]. Estamos nos referindo as
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seguintes etapas: superespaco, supertranslagao, supercoordenada, derivada covariante SUSY
e a super-acdo. Em teoria de campos a SUSY N=1 é descrita pela associagdo de uma

grandeza grassmanniana a cada quadrivetor de posi¢do da particula.

1.1 SUSY N=1 com Supercoordenada Comutante: particula livre

A SUSY N=1 é descrita pela introdug¢io de uma tunica varidvel grassmanniana real ©,
onde toda a dindmica serd colocada no tempo t. Neste caso, tém-se dois graus de liberdade.
A coordenada generalizada comutante (grandeza bosdnica) serd representada por z(t) e a
coordenada generalizada anti-comutante (grandeza fermidnica) serd representada por A(t).
A nova coordenada real definida no superespago serd denominada de supercoordenada.

Investigaremos a superparticula nao relativistica usando o formalismo lagrangeano no
superespago, evidenciando o fato de que a SUSY N=1 gera termos de potenciais de os-
ciladores anarmdonicos, para o caso em que envolve termos de potencial de interagao de uma
supercoordenada comutante com uma supercoordenada anticomutante [17-21].
Translagao no Superespaco

Consideraremos a supersimetria N=1 com ambas varidveis comutante e anticomutante
no superespago

- (t;0), ©%=0,

onde £ e © atuam, respectivamente, como elementos par e impar da &lgebra de Grassmann.
A coordenada anticomutante, ©, parametrizard todos os pontos do superespago, mas toda
a dindmica serd colocada na coordenada temporal, t. A SUSY MC é gerada por uma

transformagao de translagao no superespago,

0+0 =04+e=00=0"-0=c¢

t—t =t+i@ = ft =t —t =10, (3)

onde © e € sdo varidveis grassmannianas reais,



[0,€ly = Qe+ €0 =0 = (Be)* = (¢*0*) = (e0) = —(O¢). (4)

Esta operagao asterisco do produto de duas varidveis grassmannianas (anticomutantes), nos
assegura que tal produto € um imaginario puro e, por isso, coloca-se 0 i = /—1 em (3) para
garantir cardter real do tempo. A SUSY ¢ implementada de modo a deixar o elemento de

linha invariante.
dt + i©dO = invariante, (5)

onde introduz-se o ¢ para tornar o elemento de linha real.
Supercoordenada Comutante
A supercoordenada para N = 1, é expandida em uma série de Taylor em termos das

coordenadas par z(t) e impar A(t)
é = ¢(t;0) = z(t) + 1OA(2). (6)

Note que o primeiro termo é exatamente a coordenada ordindria real e comutante z(t) e,
como o préximo termo, deve ser linear em ©, pois ©% = 0. Neste caso, a parte dependente
do tempo multiplicando © é necessariamente uma varidvel grassmanniana A(t), o que requer
a introducdo do i para garantir que a supercoordenada ¢(t; ©) seja real.

H4 a necessidade de definirmos a regra de derivagdo com respeito a uma varidvel grass-
manniana, isto é, a derivada variacional de Grassmann. Aqui usaremos a regra de derivada
a esquerda, ou seja, sendo f(©;,©,) uma fungio de duas varidveis anticomutantes, a regra

da derivada a esquerda é a seguinte:

o of af
8 = 60155 +80r5 -, (7)

onde §©; e 0, aparecem do lado esquerdo das derivadas parciais. Neste caso, temos:

iConforme veremos mais adiante.



Uma transformagéo infinitesimal da supercoordenada que obedece a lei de transformacio

SUSY dada por (3) nos fornece
0¢(t; ©) = ¢(t';©') — ¢(t;©) = (8,¢)3t + 6O (8e¢) = 1€OL(t) + ieA(t), (9)

onde usamos as variagdes dadas em (3). Por outro lado, fazendo uma variagio infinitesimal
de (6), isto é, d¢(t; ©) = dz(t) +iOFA(t), e comparando-a com(9), obtemos a seguinte lei de

transformacgao SUSY para as componentes da supercoordenada:
dx(t) = eA(t), IA(t) = ez(t). (10)

Isto nos assegura, que efetuando-se uma variagio na componente par, obtém-se a componente
impar e vice-versa, ou seja, a SUSY mistura as coordenadas par e impar. Note-se que a lei

de transformacao infinitesimal da SUSY pode ser escrita em termos da supercoordenada

o(t; ©),
3p(t; ©) = ie[Q, ¢(t; ©)]- = ieQo(t;0),  Q = —ido + OO, (11)

= 9 =9

onde 9p = 35, O = 5.
Portanto, toda a coordenada que satisfaz a equagio (11) serd interpretada como sendo
uma supercoordenada. Note que se a igualdade néo se verificar, ¢ nao serd uma supercoorde-
nada. O operador diferencial @}, denominado de supercarga, é uma representagdo do gerador

da translagdo no superespago. De fato, uma translagdo finita pode ser obtida facilmente de

(11), a qual tem uma forma andloga a translagdo no espago ordindrio,
A(e)p(t; ©)A7 (e) = ¢(t,©"),  Ale) = exp(eQ), A7'(e) = A(—e), (12)

com o operador () fazendo o papel semelhante ao operador de momento linear.

Derivada Covariante

Agora construiremos a derivada covariante (com respeito a ©) que preserva a supersime-
tria da super-agdo, isto é, veremos que a derivada em relagio a © (9¢®) ndo se transforma

como uma supercoordenada. Logo, é necessario construir uma derivada covariante. A SUSY
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possui realmente uma caracteristica bastante peculiar, pois como o parametro anticomutante
€ é constante, vemos que a SUSY é uma simetria global. Em geral, sio as simetrias locais
que requerem uma derivada covariante. Por exemplo, a teoria de calibre U(1) com simetria
local requer derivadas covariantes. Mas, devido ao fato de que dp¢(t; @) nio é uma super-
coordenada, a SUSY vai requerer uma derivada covariante para escrevermos a super-acio

de modo consistente. Para se demonstrar este fato usa-se (11), de modo que:
6009 (t; ©) = Bedd(t; ©) = —iei(t) # icQBod(t; ©) = —icON. (13)

Por outro lado, fazendo-se uma variagao infinitesimal da derivada parcial temporal

obtém-se:
60,4(t; ©) = ieQ0,9(t; ©). (14)

Logo, conclui-se que d;¢ obedece a lei de transformagao SUSY e, portanto, é uma superco-
ordenada. A derivada covariante da SUSY MC é construida de modo a satisfazer a anti-
comutatividade com @, isto é, [De, Q]+ = 0. E facil de se verificar que uma representagao

para a derivada covariante pode ser realizada por:
Dg = 89 — 1008, & §De¢(t;0) = ieQDeo¢d(t; ©). (15)

Qutra propriedade interessante, que ocorre também quando se realiza o gerador da SUSY
(Q) em termos de coordenadas espaciais ou representacao de configuragao, é o fato de que

o anticomutador do operador @ com ele mesmo nos fornece a hamiltoniana SUSY:
[Q,Q); = —2i8, = —2H, @Q*=-H, (SUSY)* o H, (16)

ou seja, duas transformagdes SUSY sucessivas nos fornecem a hamiltoniana.
Antes de construirmos a lagrangeana da superparticula, introduziremos as integrais de

Berezin [15] para uma varidvel anticomutante:

/d@@ =] =850, [de = =Pl (17)



Agora estamos em condigdes de analisar a superparticula livre em uma dimensio. Veremos
que a SUSY é uma simetria da super-agao, mas ndo deixa a lagrangeana invariante.

Super-acgao

Uma super-acdo para a superparticula livre pode ser escrita como uma integral dupla

§ = %”‘- f [ dtdO¢(Ded)
o f f dtdO{iri + ON — i0F2A(1)}
:m f dt{iM(t) [ dO + A1) [ 400 — i¢ f 406}
- f dtLe,, (18)

onde m é a massa da particula. Apds integrarmos na varidvel ©, obtém-se a seguinte

lagrangeana da superparticula:

m 32

L.= 5%

+ —)\( JA(E), (19)

onde o primeiro termo é a energia cinética associada a coordenada par e o segundo termo
é a energia cinética associada a coordenada impar, o qual é formalmente anédlogo ao termo
cinético da densidade lagrangeana de Dirac em teoria de campos.

Note que a lagrangeana é ndo-invariante pois sua variagdo dd uma derivada total e,
portanto, é ndo-nula, a qual pode ser obtida a partir do método das projegdes, observando

que a derivada covariante é igual a supercarga quando © = 0, ou seja, Dg |e=0= Qo |o=0:

. ) m d . z'm d
55 = —2_fdtd95{¢(De¢)} = 0L = Sez6(Dodlons = 5 e

—{Az} #0. (20)
Como a lagrangeana é uma derivada total, vemos que 45 = 0, isto é, a super-acao é invariante
frente a transformagao SUSY N=1. Note que para a SUSY N =1 e, dispondo de uma tnica
coordenada comutante ¢, ndo podemos introduzir um termo de potencial V(¢) na super-
ac¢do, por isso levaria a uma ndo invaridncia (6S # 0). H4 também mais dois problemas
de inconsisténcia [21]. Primeiro, salientamos que a super-agdo S atua como um elemento

par da algebra de Grassmann, por isso qualquer termo adicional devera ser um elemento

par desta algebra. De fato, analisando os termos presentes na super-a¢do, vemos que 0
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elemento de linha tem um d© e um dt que sio, respectivamente, impar e par. Como
a supercoordenada é par, logo o potencial V(¢) também deve ser par, o qual atuando
com o elemento de linha dtd© se torna fmpar, o que deixaria a super-acio como sendo
impar e, por sua vez, isto ndo é admissivel. O outro problema de inconsisténcia pode ser
constatado através de uma analise dimensional. No sistema de unidade natural a super-agio
deve ser adimensional. Em tal sistema de unidade, o tempo e a componente z(t) (par) da
supercoordenada tém dimensdo de [massa]™', de modo que, a partir da supertranslagio,
vemos que © terd dimensao de [massa]‘%. Por conseguinte, a supercoordenada ¢ tem
dimensio de [massa]~! e ¢ é adimensional, por isso introduzindo o termo de potencial V (¢)
obteriamos uma super-ac¢do de dimensdo inconsistente.

Em sintese, como a super-acao tem que ser par e o elemento de linha didf posto na
construgdo desta é impar, portanto, vemos que nao é possivel a introdugao de uma energia
potencial V(¢), pois tal termo de potencial levaria a uma super-agdo de dimensdo nao
consistente, ou seja, a super-agao se tornaria também impar. Portanto, quando tivermos
uma tnica supercoordenada comutante ¢, a SUSY N=1 existe somente para a superparticula
livre.

Devemos salientar que a super-agdo sempre deve ser par, mas a lagrangeana eventual-
mente pode ser impar.

Agora, ainda no caso da SUSY N=1, vamos considerar duas supercoordenadas, uma co-
mutante (par) e a outra anticomutante (impar), possibilitando a construgido de um oscilador

supersimétrico generalizado, contendo termos de potencial ndo-harménico [22].

1.2 Supercoordenada Anticomutante: osciladores anarmoénicos

Agora vamos introduzir uma supercoordenada anticomutante ¥(¢;©) em termos das

componentes bosonica g(t) e fermiénica () com SUSY N =1,
U(t;©) = ¥(t) + Og(t) = §¥(t; ©) = 5(t) + Odqg(?), (21)
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onde ¥(t; ©) é a-number, © é a-number, 1(t) é a-number e g(t)-c-number.

Fazendo uma variagdo de ¥(¢; ©), expandindo em série de Taylor, obtemos:
§U(t;0) = U(¢;0') — T(¢; ©) = ieO¢ + O4(t)] + eq(t) = ieOY(t)eq(t). (22)

Comparando (21) com (22), obtemos a seguinte lei de transformagdo para as componentes

da supercoordenada anticomutante:

Sp(t) = eq(t),  Og(t) = —ep(t). (23)

Note que a componente em © nos d4 uma derivada total 9 ou &.
De (21) e (22), vemos que a lei de transformagédo infinitesimal da SUSY pode ser escrita

em termos da supercoordenada ¥(¢; ©).

d a

0U(t;0) =ieQU(50), Q=(-i)0+i08), do=g5 G=g.  (24)

Observando a expressao (24) podemos notar que obtemos algo andlogo a Eq. (11) e o gerador
da SUSY N=1 é o mesmo para o caso da supercoordenada comutante.
Assim como no caso da supercoordenada comutante, a SUSY necessita de uma derivada

covariante para escrevermos a super-aciao de modo consistente. Note que:

6(0e¥) # €Q(00 ). (25)
Uma supercoordenada é um tensor em SUSY. Definindo

S= ¢(t;0)¥(t; ©) = s(t) + Oy(t)
s(t)=a(t)y(t), ~(t) = =(t)a(t) + i)y (), (26)

onde s(t) é a-number e (t) é c-number, satisfazendo as seguintes transformacao infinitesimal

ds= 6z + 26 = e(zq + i\Y)

dv(t)= (6z)y + zdp + i(6A)

= —wz'ed(;;p) ;

(27)
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veremos, a seguir, que S serd o integrando de uma super-agio correspondente a um termo
de interagdao. Qual a lagrangeana da superparticula em termos de uma supercoordenada
anticomutante? Essa é a questdo que abordaremos agora. O padrdo de comportamento de
uma transformacao em SUSY, nos fornece como proposta na teoria a componente, em O,
mais alta que é uma derivada total de alguma coisa, e a super-agio sendo a integral dessa
derivada. Portanto, uma boa candidata a lagrangeana SUSY é sempre a componente mais
alta da transformagao da supercoordenada.

Dado uma supercoordenada comutante ¢, entio ¢?, ¢%, etc. serdo também supercoor-
denadas. Se tomarmos suas derivadas com respeito as coordenadas do super-espago serido
supercoordenadas?

Como as supercoodenadas sdo tensores, devemos usar a lei de transformacgdo para saber

a resposta a esta questao.
30, ¥ = ieQ0, V. (28)

Portanto, 9;¥ obedece a lei de transformagdo SUSY, logo, 0; ¥ é uma supercoordenada. No
entanto, g ¥ nao obedece & lei de transformagdo SUSY (28).
Uma super-a¢ao para a supercoordenada anticomutante pode ser escrita como,
m

Sa=% f / dtdOU (Do) = % [ f dtdei?m[4¢+@(q2 + i) = f dtL,  (29)

e ap6s integrarmos na variavel ©, encontramos a seguinte lagrangeana:

Lo = 3(¢ + i), (30)

onde o primeiro termo nos assegura que nao existe a energia cinética associada a coordenada
par da supercoordenada anticomutante e o segundo termo é a energia cinética associada a
coordenada impar, para uma particula livre. Neste caso, dizemos que a coordenada par g
nao tem dindmica. Veremos que ela nos permite obter termos de potenciais de osciladores
e, por sua vez, é chamada de coordenada auxiliar.

Uma agao total envolvendo ambas supercoordenadas comutantante e anticomutante mais

os termos de interagao é possivel para uma lagrangeana total, a saber,
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LT = Lc < La 5+ Lint: (31)
cuja agao total incluindo os termos de interagao se dé por:

Sp = f f dtd@( ¢D@¢+——\IfD9\If vE qsqr) (32)

Analisando o termo de interagao,

o = o f f dtdO¢T, (33)

através da andlise dimensional vemos que a dimensao da constante « é dada por: [a] =
(massa)?.

Portanto, a partir de (19), (30) e (33), obtemos a seguinte lagrangeana total:

Lr =242+ Smad+ l(q2 + i) + Vkzq + iV

T2 2 2
1
’;‘x? — ghat + 2mAA + iuprivEa, (34)
onde ¢ = —az = —vkz, o que seré justificado devido ao fato de nio existir termos en-

volvendo ¢. Logo, ¢ é uma coordenada sem dindmica alguma. Neste caso, a equagdo de
Euler-Lagrange para g nos permite, em geral, expressar ¢ em termos de um polinémio para

a coordenada par z. A equacdo de Euler-Lagrange, para a componente auxiliar q :

0Lt _ 0L, - 0L, 5 OLiny ~0, (35)

portanto,
q = —or. (36)

A hamiltoniana canénica em termos das componentes das supercoordenadas seria dada

e ()i () 0 (2)

onde a partir da lagrangeana total, obtemos o0 momento candnico conjugado a componente

por:

Z:
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_oL_ . _oL _ i 0L i
Pe = oo =M, px—aA— ™A Pp=—_= =¥.

a2
Na hamiltoniana acima temos termos cinéticos ligados a coordenada bosdnica (z) e
fermidnica (A) e uma varidvel anticomuatante 1. A parte de auto-interacio bosénica nos
fornece um termo de potencial quadratico e termos de potencial de quarta ordem em =z,
caracterizando um oscilador anarménico.

Neste estdgio, gostariamos de registrar como obtemos a constante de acoplamento k. Na

verdade, impondo que

obtemos: o® = k.
Sabemos que Dg satisfaz a regra de Leibniz, e sejam X; e X, supercoordenadas, tal que

X;X,, também é uma supercoordenada, entiao sua derivada sera
D@(XIXZ) = De(Xl)X2 :L‘_ XlD@(Xz), (38)

onde o sinal serd positivo se X; for c-number e negativo se X; for a-number.

Registramos também que a componente mais alta, em ©, de qualquer supercoordenada,
CS, satisfaz a seguinte variagdo: 6(SC) ~ &(--).

Agora consideraremos uma generalizagao do termo de interagao da SUSY N=1, o qual

serd dado por um potencial em termos da supercoordenada

X(t;0) = z(t) +1O1)A(t) = ¢(¢; ©). (39)
Um termo de interagao seria dado por:

Lintc = g¢™¥ = g[gz"(t) + inz" " My, (40)

onde g é a constante de acoplamento, ¢" = z"(t) + inz" 'O\. Apds utilizarmos a equagio
de movimento para a componente par de ¥, obtemos ¢ = —vk — gz", n > 2. Note que

na lagrangeana de interagdo acima temos o acoplamento da componente bosonica z com a
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componente fermidnica A. Além do mais, para n = 2 obtemos o termo de potencial de um

oscilador anarménico com auto-interagao de quarta ordem:

V(z) = %k:ﬁ _ gVEZH(2) + gzt + 2iz ). (41)

No entanto, podemos ter uma super-agio generalizada dada por:
m : 1
So=2 [ f dtdO[X (Do X) + 5¥De¥ + V(X)¥,. (42)

Para efetivarmos os clculos usando o método das projegdes notamos que d© ~ 55 e dt £ 2 5

f f dtdo = f dtdo = [ dtDjo.,

Analisando o termo da supercoordenada comutante, temos:

i)

e, por sua vez, obtemos:

m ;

= f f dtdOX (DoX)(o_,
m :

== f dtDe[X Do X)jo_,

= ?Zﬁ [ @tl(DeX)(DoX) + X (DX )]jo-s

_ f (——,\A+ i )dt,

onde

DoXiooo=A DeXXjoo=X Xpo,=% DoXj_, =1\

D*X gy = —10; X|g_, = —id.

ii) Considerando a supercoordenada anticomutante dada por ¥ = ¥(t) + ©A(t), temos:

1
f f dtd@%\I’DQ\II: f dtDe[5 ¥ Do)},
- / dt%[D@\IIDQ\I' — UDAV),_,
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=/ (—;-Az + %w«p) dt.

iii) Termo de interagao:

f f dtdOU (X)¥ = f dtDe[U(X)¥]jq_,
- / dt{DoU(X)¥ + UDe W], _,
= [ (VI(X)AT + U(X)A),

onde

DGUle:o = U'(X)Dexieﬂ = iU’(I’)Aa De¥e_, = A.

A lagrangeana generalizada da SUSY N=1, torna-se:

Lo="Te+ Ay T+ P+ U(@)A+iU' ()W

= %iﬂ - %Uz(a:) + %m/\)\ + %v,ba,b + iU (z) A, (43)

onde temos utilizado a equagao de Euler-Lagrange, para eliminarmos a coordenada auxiliar
A=-U(z).

Para gerarmos o potencial de um oscilador arménico, basta considerarmos apenas o
seguinte superpotencial linear: U(z) = p + az, o qual nos fornece a lagrangeana dada pela
Eq. (34). Se for considerado um potencial U(X) = p + aX + £X?, podemos obter termos

de potencial anarménico, onde p, a e 3 sdo constantes a serem ajustadas.

1.3 SUSY N=2 em Mecéanica Cléissica

Agora faremos uma breve revisao da supersimetria estendida para o caso N = 2 [20],

cujo o elemento de linha é dado por

dt — 1©,d0O, — i©,dO, = invariante, (Jacobiano = 1), (44)
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o qual € invariante sob as seguintes transformagdes de translacio no super-espago:
0, —)@’1 = 0; + €, 92—9’@'2:92-!-62, t——)t'zt+i6191+i€2®2, (45)

onde €; e €; sdo grandezas anticomutantes (grassmannianas) e constantes reais.

As varidveis de Grassmann reais possuem as seguintes propriedades:
[0:,0;]+ = ©;0; + 9,0, =0= (0,) =0=(0,)% (46)

E mais conveniente definirmos as coordenadas grassmannianas complexas © e © (o con-
jugado complexo de ©) em termos das varidveis anticomutantes reais, ©;(1 = 1,2) e os

parametros (constantes) grassmannianos €;,

© = O; +10,,

O = 6, — 10,

€ = €1 + 163,

€= € — i€, (47)

a transformagdo SUSY N=2 torna-se:

0> 0'=0+e¢
6-+0'=0+¢
t—t' =t + €O + ieO. (48)

Neste caso, obtém-se as seguintes relagdes de anti-comutagoes:
[00,0]+ =1, [0s,0]+=1, ©*=0. (49)

A expansio de Taylor para a supercoordenada escalar real de natureza comutante, em

termos de © e ©, pode ser escrita como:
®(t;©,0) = z(t) + OA(t) — O + OOA(2). (50)

Fazendo uma andlise dimensional, obtemos:
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[®] = [z] = massa™?, [\ =[] =[O] = massa2,

[06] = massa™', [A]=1.

Usando a regra de derivada a esquerda, obtemos a seguinte lei de transformacio infinites-

imal desta supercoordenada:
§® = (0,0 — ®(t;0,0)
= §,®6t + O PO + 05260
= (ieQ + 1€Q) ®, (51)
onde 8, = £ e os geradores da SUSY N=2,

Q=—i0p+ 08 = Q*=0

Q=-i0o+00,=>Q*=0
1 = .0
3 [ @ Q= ~ig = —H (52)

Note que a supercarga @ nio é o complexo conjugado da supercarga @. Portanto, temos

as leis de transformagdo para as componentes bosonicas (pares) (z(t); A) e fermidnicas

(impares) (A(t), A(t)) dadas por:

Sz (t)= eA(t) — EA(t)
SA(t)= —EA(t) — ii(t)
SA(t)= eA(t) — iei(t)
§A= ieA(t) + iEA(t), (53)

as quais misturam-se como no caso da SUSY N=1. Obtemos estas leis de transformacao
comparando a lei SUSY em sua forma infinitesimal, dada pela equagdo (51), com a variagio
(6®) obtida diretamente da supercoordenada.

Quais as derivadas covariantes da SUSY N=27 Para responder a essa questao devemos
considerar de maneira andloga ao caso da SUSY N=1, que tais derivadas anticomutam com

as supercargas. Portanto,
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[DaQ]+=[DrQ]+=O=>DEa@—i(:)at (54)

[D,Q)s = [D,Q]y =0= D = 85 + 08, (55)

onde g = Jp. Os geradores das supertranslagdes satisfazem a seguinte algebra:

[D!D]+:2D:0» [DrD]+=Oa %[Diﬁ]+=_i'g_t = —H. (56)

Agora podemos escrever a super-agdo mais geral com SUSY N=2:

sie)=[ [ [ dtd@d@{%m(ﬁ@)(D@)—U(@)}, (57)

onde D é a derivada covariante e temos efetivado as integrais sobre as varidveis de Grass-
mani.

Agora expandimos o superpotencial em série de Taylor e mantemos até a primeira ordem
em OO (porque somente estes termos irdo contribuir nas integrais de Berezin):
@2
2
= AB6U(2) + 7 \AOOU" + 2 INOB" + -

U(®) = BU'(®) + —U"(B) + - -

= @O{—AU' + I\U"} + - -+, (58)

onde as derivadas (U’ e U") sdo tomadas a © = 0 = O. apés efetuarmos as integrais de

Berezin, obtemos:
1 =2 1 2 S i 3 7
8= /dt (me + EmA + +imAA +U"(z)AA+ U (:L‘)A) ; (59)

A componente bosénica A nao é uma varidvel dindmica, podendo ser eliminada via a

Eq. de movimento:

d 8L oL ! _ _,__i :
Em—a—mA+U(z)—0=>A— —U'(z). (60)

Eliminando a coordenada auxiliar A, obtemos a segunte lagrangeana:

1
2m

Lsysynos = —;-m.i"z +im3A + U"(@)AX — — (U'(x))?. (61)
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Esta lagrangeana é a mesma obtida através da regra de derivada & direita [20]. Ela descreve
uma particula supersimétrica nao-relativistica, onde z = z(t) é a varidvel bosénica, A = A(t)
é a varidvel fermibnica, A = A e A = %9-. Note que A, A e A ndo sdo operadores, mas sdo

varidveis cldssicas fermionicas satisfazendo & algebra de Grassmann.

Escolhendo o superpotencial

U(®) = éa@z = U(z) = U(®)jo = %cm:2 = U(z) =o=. (62)

Lembrando-se que U(z) = U(®)|,_, ndo é um potencial fisico, mas U'(z) tem o caracteristica
fisica. Logo, a energia potencial é dada por:
1 k* a

@) =5 k==

No termo U”(z)A), temos que U”(z) faz o papel da massa Fisica do sistema. Realmante,

Vie) = 2m

o acoplamento de férmions aos bésons feita pelo termo U”(z)AA, identifica U "(z) como a
constante de acoplamento, ou seja, a massa. Hste resultado estende-se as teorias de campo
e o potencial de Yukawa, acopla os férmions aos escalares através da segunda derivada do

superpotencial. Assim, a segunda derivada é quem controla as massas fermiénicas, num

modelo de matéria com SUSY (spin ; interagindo com Higgs).

A hamiltoniana candnica da SUSY N=2

0L . OL k£

gai‘\) —L= % {P+(U'@) ) +U" @R},  (63)

nos leva ao modelo SUSY de Witten [20].
Como na SUSY N=1 e na SUSY N=2 temos vinculos, a quantiza¢ao candnica pode ser

implementada via o método de Dirac, o qual tem sido analisado na literatura [18,20,32].

1.4 SUSY N=2 em MQ: formulagao matricial de Witten

As relacdes algébricas da supersimetria em mecanica quantica adquirem as seguintes

formas:
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Qr=Q2=0, [Q+,Q]+=H (64)

[Q+, H]- =0, (65)

onde Q. s3o as supercargas e H o hamiltoniano supersimétrico. Realmente [Q+, H]_ =0 ¢
uma consequéncia direta da primeira equagio em (64) e expressa a invariincia da supercarga,
gerando a supersimetria. Na superalgebra de Lie séo incorporadas as relagdes de comutacao
e anticomutacio e de fato com um novo tipo de simetria denominada de supersimetria
(SUSY), isto é, uma simetria que converte uma autofungdo bosénica em uma autofungao
fermidnica e vice-versa.

Definindo

AF = %(:Fipz + W(z)) = (A1, (66)

onde, W = W(z), é chamado de superpotencial, ¢ uma fungdo arbitraria da coordenada de
posicio z e 0 momento canonicamente conjugado p; = —ii. Neste caso, obtemos o modelo

SUSY de Witten [23,14], onde as supercargas

0 At 0 0
Q= . Q= , (67)
0 0 A0

fornecem o hamiltoniano SUSY H matricial 2x2 dado por

H = (@0, Q)1 = 5 (72 + W) — 0sW'(2))

ATA- 0 H_ 0
0 A A" 0 Hi
onde a linha em W(z) significa a derivada em relacdo a = e o3 é a matriz diagonal de
Pauli. Note que a super-hamiltoniana canénica dada pela Eq. (63) na versdo quantizada é
equivalente ao operador hamiltoniano supersimétrico dado pela Eq. (68), quando W =U"e
[\, A]l= — 03. Esta discussdo da quantizagio candnica tem sido considerada em [20,32].

Os companheiros SUSY séo hamiltonianos de Schrédinger, os quais possuem as seguintes

formas explicitas:
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H_= ATA™ = = (p2 + W(z) + W'(z))

(p2 + W2(z) — W'(2)) (69)

B | = B =

H+: A_A+ ==

Justifica-se o termo superpotencial com a seguinte analogia: o termo quadratico, W?(z),
na primeira Eq. (68), significa a interagdo béson-bdson e o terceiro termo dessa Eq. significa
a interacdo férmion-bdson.

Note que se escolhermos W (z) = —wz obterfamos o modelo hamiltoniano do oscilador
SUSY unidimensional.

A equagdo de autovalor para o hamiltoniano SUSY, torna-se:

H|¢® >= ERsyloD) >, (70)
onde
. Pt ’ 0
67 >= e (T1)
0 P

As equacdes de autovalor para os companheiros SUSY sdo dadas por:
Hypl = P, (72)

Agora vamos considerar uma andlise da quebra espontanea da SUSY. A partir da

condicio de aniquilagdo obtemos a autofungdo do estado fundamental de H_:

A® = 0= $®  exp ( f : W(q)dq) . (73)

Logo, a autofungdo do estado fundamental de H, seria dada por

A+¢$) =0= 1/;&?) X erp (— jz W(q)dq) o< ’J)—%ﬂ)— . (74)
Note que
a: 1
Q0% =0, 169 >= 9% oeap ([ W(a)da) (75)
0
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z 0
Q490 =0, 189 >= 9%, o exp (Hf W(Q)df.’) , (76)
1

com |¢_ > e |¢; > de (75) e (76) sendo ambos aniquilados pelo hamiltoniano SUSY (68),
com Q_xy =0e @y x_ =0.
Quando em modelos supersimétricos ocorrer a quebra espontanea da SUSY em mecanica

quantica, o vacuo deixa de ser invariante SUSY, ou seja,
T(e, &) ># |60 >, T(e &) = lE-+Q+e), (77)

onde o operador unitario T atuando na autofuncio do estado fundamental resulta em outra
autofuncdo. Isto se d4 precisamente quando Eggsy # 0. Para um potencial que ¢ uma
funcao positiva dependente exclusivamente da posi¢ao da particula, se pelo menos um
minimo estiver com valor zero o potencial nio apresenta quebra espontidnea de SUSY. Se
ocorrer de somente uma das solugdes |¢_ > ou |¢, > for normalizdvel, logo, o hamiltoniano
SUSY (68) tera uma energia zero associado a respectiva solu¢cao normalizavel. Neste caso,
a SUSY é manifesta. Se as duas solugdes |¢p_ > e |¢, > ndo sdo normalizaveis, necessari-
amente, se busca outra solugdo normalizavel associada a um autovalor de energia positivo,
para o estado fundamental. Neste caso, teremos a quebra espontanea da SUSY.

Note que o comportamento assintético do superpotencial nos garante se |¢>(_0} > ou |¢£f) >,
sejam normalizdveis. De fato, para que isso acontega é necessdrio e suficiente a seguinte

condigao sobre a topologia do superpotencial:
T
f W (y)dy — —c0, @ — too. (78)
0

O nivel de energia associado ao autoket do estado fundamental sempre serd ndo-degenerado
em modelos de Witten com SUSY manifesta. Este fato pode ser melhor entendido se ob-
servarmos que a partir das defini¢des de A*, obtém-se uma relagio entre as solucdes das

seguintes condigdes de aniquilagao A_’!/)(_O)(:L‘) =0e A+¢S?)(m) =0:

PO @)W (z) = C, (79)

24



onde C' é uma constante real. Portanto, se a solugio P )(2:) for normalizével, entao v,!}ﬂro )(a:)
serd ndo normalizdvel e vice-versa [20,32].

Admitindo que w? )(x) seja normalizdvel, temos o seguinte mapeamento entre as auto-

funcoes e os autovalores de energia:
P (@) x A0 (@), 00 =9O), B =B (80)
Se a solugao 7,[)9 )(m) for normalizdvel, teriamos:
() o« AP (z), BTV = EW. (81)

A terceira possibilidade é ambas solugoes das condigdes de aniquilacdo serem nio nor-
malizdveis, fornecendo um mapeamento completamente isoespectrais.

Finalizamos esta subsegdo da SUSY QM sobre a seguinte questao: qual a autofungao
do primeiro estado excitado de H_7 A resposta estd no mapeamento acima. Realmente, se
%% (z) for normalizével podemos calcular a autofungio do primeiro estado excitado de H_

a partir do estado fundamental de H_, ou seja,
P (2) o A*9P(2).

Note que 1,55?) (z) # ou seja, o operador AT ndo aniquila a autofuncio do estado

L
v (z)’
fundamental de H,.

Uma aplicagdo bastante interessante da realizagdo da algebra graduada de Lie da super-
simetria acontece quando analisamos a equagao de estabilidade de configuragdes de campos

estiticos em 2-dimensoes [24,26,28], a qual serd objeto de estudo no capitulo 3 desta tese.

Capitulo 2
CONSTRUCAO DA EQUACAO DE ESTABILIDADE DE SOLITONS EM 1+1
DIMENSOES

Em teoria de campos bidimensionais, definimos o kink como uma solugao estdtica, nao

singular e de energia finita da equacdo de movimento do campo.
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A densidade lagrangeana £ no espago-tempo bidimensional (1+1)D para um campo

escalar real ¢ = ¢(¢,z), é dada por:

£(6,0,6) = 30,00" V() (52)

com g = 0,1. Esta densidade de lagrangeana também pode ser escrita na forma ndo covari-

ante, lembrando-se que temos uma soma nos indices repetidos:

L(¢,d,0) =5 (8*—9¢") - V(9) (83)

8| =

onde o ponto significa uma derivada parcial em relagdo ao tempo e o apostrofo, derivada
parcial em relagdo a coordenada de posigao .

A equagdo de movimento para o campo ¢,

8¢ 8% d B
2V =0, (84)

no limite estatico (gb — 0— derivada do campo em relagio ao tempo é nula), torna-se:

&P¢  d
2= (85)

Esta equagdo diferencial de segunda ordem pode ser nio-linear dependendo exclusivamente

da forma do potencial. Desde que o potencial pode ser escrito como

V(g) = 3U%9) (56)

e multiplicando a Eq. (85) por ¢, obtemos:

dfer v
dr | 2 2 o

(87)

onde estamos usando a regra da cadeia. Integrando esta equagdo, obtém-se uma equagao
diferencial de primeira ordem denominada, na literatura, de condigdo de Bogomol'nyi para

a energia minima do kink (sinal negativo) ou anti-kink (sinal positivo), ou seja
d¢
- =2U(¢) = +1/2V (). (88)
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Neste estégio, devemos destacar que a solugio desta equagio resolve também a equacio
de movimento que, no limite estatico é uma equagio diferencial de segunda ordem nas coor-
denadas de posicao. Isso simplifica bastante as repectivas dedugdes do kink associado a certo
potencial (1+1)-dimensional. Neste caso, ao invés de se resolver uma equacio diferencial
de segunda ordem resolvemos uma equacao diferencial de primeira ordem. Para verificar
se a solugao da equacao diferencial de primeira ordem é também solu¢ido da equagao de
movimento, basta o derivar a condi¢do de Bogomol'nyi em relagdo a z e, usando a regra da
cadeia, restaurard a equacao de movimento.

Integrando a condi¢ido de Bogomol'nyi, obtemos:

B #(x) iql
==k /¢(=ﬂn) U(é) (89)

onde zy serd o centro do kink (sinal negativo) e do anti-kink (sinal positivo).
A seguir veremos que a SUSY MQ pode ser aplicada para a equagdo de estabilidade de

solitons em 141 dimensoes.

2.1 Os Modos Normais do Kink do Modelo de Potencial de Pogo Duplo

Considere a densidade de lagrangeana para um campo escalar real ¢(z,¢) em(1+1)-
dimensdes no sistema (c = 1 = k), para o caso do potencial de pogo duplo em (1+1)D, cujo

potencial é dado por [4]:

2
V(g) = % (¢2 = T;) = U(9) =V (¢2 = mTz) , (90)
onde A é um parametro real que é chamado de constante de acoplamento. O termo quadratico
em ¢, em geral, é interpretado como termo de massa (V = ;m*¢* como, por exemplo, na
lagrangeana de Klein-Gordon). Note, contudo, que o sinal desse termo, no potencial de
pogo duplo, é negativo. Portanto, a priori, m nao pode ser encarado como massa, mas como

parametro.

27



De acordo com o célculo diferencial, para encontrarmos os valores de maximo e minimo

do potencial, devemos derivar V(¢) em relagdo a ¢ e igualar a zero, de modo que obtemos:

gy — & = 2 M _
Vi) = V@) =2A (-5 ) 6 =0, (o1
isto é,
2 _ M\ _ _.m _.m
(#-T) 0= bu=rT tu=-T (92
ou

¢y = 0. (93)

Note que somente dois desses trés valores para o vicuo do potencial de pogo duplo sdo raizes
da equagdo (90), isto &, V(¢u) = V(¢u2) = 0. De fato em geral, o potencial se anula nos
estados cldssicos de menor energia, o que nos permite deduzir imediatamente os valores do
campo no vacuo. A derivada segunda de V(¢) nos diz se os pontos encontrados sao de

méximo ou minimo, entdo, derivando novamente em relacdo a ¢, temos:
V"(¢) = 6\ — 2m>. (94)
Portanto, obtemos:

V"(¢y,) > 0, V' (¢y,) >0 e V" (¢es) < 0. (95)

Neste caso, a densidade de energia potencial tem dois minimos degenerados, que sao os
estados de vécuo!, quando ¢ = +7%. Por outro lado, como V"(¢,,) < 0, entdo o potencial
tem um méximo em ¢ = 0. Note que, impondo V(¢) = 0 obterfamos os estados de vécuos.
De fato, em teoria de cldssica de campos, o campo de menor energia é aquele que anula o
potencial. Agora, estamos em condigdes de esbogarmos a curva da energia potencial, o qual

estd na figura I, no final deste trabalho.

{Em teoria de campos, o estado de menor energia é denominado de vacuo.
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O célculo da solugdo soliténica. Substituindo o potencial de pogo duplo (90) na condigéo
de Bogomol'nyi (88), com a constante de acoplamento () ndo nula, o kink (sinal positivo)

ou o anti-kink (sinal negativo) pode ser explicitado da seguinte forma:

di(z) = i%tgh[m(z ~a)], (96)

onde a é a constante de integragdo que representa o centro do kink, isto €, o kink é centrado
no ponto ¢ = a. Na teoria cléssica, a pode ser feito igual a zero. O grafico do kink esta
plotado na figura II, no final deste trabalho.

No modelo de potencial considerado aqui existem quatro setores topolégicos, gerando
dois espagos I'y e T’y contendo os estados de vicuos ¢, e ¢, e dois espagos I'; e I’y contendo o
kink e o antikink. A unido dos dois espagos {T'; : ¢ — ¢; quando & — oo} U{Ty: ¢ — ¢
quando z — oo} U {3 : ¢ — ¢ quando z — o0 e ¢ — ¢ quando z — —o0} U
{Ty:¢ — ¢ quando x — 00 e @ = ¢ quando z — —oo}, fornece o conjunto de todas as
configuracdes de campos de energia finita em um tempo fixo. Realmente, assumindo que o
kink esta centrado na origem, isto é fazendo a = 0 na Eq.(96), a densidade de energia do
kink do potencial de pogo duplo

E(z) = ~12-q5f,62 + V(gr) = mT4sech4(m:c) (97)
nos fornece uma energia finita e localizada, a massa do kink, também chamada de massa
classica da pseudoparticula:

+o0 4
My = f_ E(z)dz = %} (98)

onde usamos a seguinte integral indefinida [ sech?(y)dy = tgh(y) — 3tgh®(y). Note que a
massa do kink cresce indefinidamente quando A se aproxima de zero. Logo, ndo podemos
efetivar a teoria de perturbagdo na constante de acoplamento A. O kink é, essencialmente,
um fenémeno ndo-perturbativo. No entanto, a estabilidade classica do kink esta assegurada
considerando pequenas perturbacdes ao redor da solugdo estatica, cujo procedimento nos

fornece o operador de flutuagao, ou seja,
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¢(z,t) = ¢(z) + n(z, 1), (99)

onde @(z) é a solugdo estdtica que representa o kink e n(z,t) é uma flutuacdo em torno
desta solugdo. Para linearizar a equagdo de movimento, a flutuacao é considerada em ordem
mais baixa, isto é, até a ordem linear. Assim, substituindo a equa¢do (99) na equagdo de
Euler-Lagrange, ap6s expandirmos o potencial em série de Taylor até a primeira ordem em

71, obtemos:

?n(x,t)  *n(z,t) OV
8(?:2 ) - 8(2:2 ) + 8¢'2 |¢(m)77(59,t) = 0 (100)

Sabemos que a solugdo cléssica ¢(z) é estdtica, o que nos permite escrever
o*V

sem dependéncia explicita do tempo.
Agora, expandindo a flutuagdo em termos de modos normais, podemos reescrevé-la na

forma
n(z,t) = entin ()™, (102)
n
onde ¢, é escolhido de modo a deixar 7, real. Neste caso, obtemos:

{—a;ﬂ—z + G(.’E)} M(z) = wnz"?‘n(x) (103)

ou

Or= —— + G(x). (104)

Note que Op é um operador de flutuagdo do tipo do hamiltoniano que aparece em
mecAnica quantica nio-relativisitica. Devemos destacar que estamos fazendo uma abor-
dagem clssica, mas obtemos os estados excitados governados formalmente por uma equagao

de Schrédinger independente do tempo para uma particula no potencial G(z).
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Substituindo a expressdo da solugdo kink dado pela Eq. (96), obtemos a energia potencial

da pseudo-particula,
G(z) = m?[4 — 6sech?(mz)), (105)

a qual nos fornece a seguinte equagao de flutuagao:

{—dd—; + m?[4 - 6sech2(m:c)]} Na(z) = Wina(z). (106)

Na referéncia [40], encontramos uma equagdo de Schrodinger para uma energia potencial
que generaliza o termo de potencial desta equagdo de estabilidade. Fazendo a mudanca de
.y 5 2 2 ~ vd
variaveis z = mz = fm—g = mzji—g. Portanto, comparando a nova equac¢ao na nova varidvel

deduzida de (106) com a equagao diferencial de segunda ordem (12.3.22) da referéncia [40],
d2

{_F + veosh(2) + vsenh(2u)tgh(z) — v cosh? (u)sech®(z) — e} P =0, (107)
z

obtemos as seguintes correspondéncias:

i) ¥ = na(=),

ii) —e +wvcosh2p =4 — %,

iii) v cosh®(u) = 6,

iv) senh(2p) =0,
onde o lado esquerdo pertence & equagdo da referéncia [40] e o lado direito foi obtido de
nossa equagao.

Os autovalores (€) da equagdo de Schrédinger da referéncia [40], pagina 1653, sdo dados

por

5, (108)

e = vcosh(2pu) — [\/v cosh? (1) + L (n+ l)] _ v?senh?(2p)
[\focosh®(u) + § = (n + 3)]

4 2
onde n = 0,1,...,< [\/vcoshz(,u) +5i-1- 1/%vsenh(2u)l . Conseqiientemente os modos

normais da equagio de estabilidade do kink estdo associados aos seguintes autovalores:

wi=1<4- l:\/;%— (n-l- %)r m?, (109)
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onden=0,1,---,< /6 + %—% = 2. Logo, temos somente dois estados ligados: o estado fun-
damental com o autovalor wi = 0 associado & autofun¢do normalizdvel ng(z) = cosech®(mz) e
um estado excitado com o autovalor w} = 3m? associado & autofuncao também normalizdvel
m(z) = cisenh(mz)sech?(mz). Obviamente, notamos que os modos normais satisfazem
a condigdo que garante a estabilidade linear do kink do potencial de pogo duplo, a saber
wp? > 0.

As constantes de normalizagio sdo determinadas por:

+co 1 1/2
[ dwnt =1, (z'=0,1):>c0:(—v3m), m =LY

— 2 2

Note que impomos a condigdo de normalizagio sobre as autofungoes 7;, mas se essas integrais
fossem divergentes as solugdes da equacgao de estabilidade nao seriam aceitas fisicamente.
Agora consideraremos a fatorizacdo para o operador de flutuagdo em termos do produto
de dois operadores diferenciais mutuamente adjuntos e construiremos o companheiro super-
simétrico da técnica algébrica de supersimetria em mecanica quantica [23,20,32]. A equagéo

de estabilidade acima, nos fornece um par de potenciais da SUSY QM:
V_(z)= W?(z) + W'(z) = 2m? [3tgh2(m9:) ~ 1]
Vi(z)= W(z) — W'(z) = 2m? [tghz(mx) + 1] : (110)
O superpotencial que satisfaz a ambas equacdes de Riccati acima € dado por
W (z) = —2mtgh(mz), (111)

o qual fornece a seguinte autofunc¢do do estado fundamental de Op_ = —diff +V_(z) perten-

cente ao modo zero e no contexto da SUSY recebe a denominagio de modo zero bosonico:
n(z) = S W o sech?(ma) = no(z). (112)

Além do mais, vemos que V_(z) = G(z). Observamos também que s é néo normalizavel
e, por sua vez, o autovalor nulo wy = 0 nao pertence ao companheiro SUSY de Op_. Note

que a equacgao OF+17+ = w, N, tem autovalor continuo.
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2.2 A Condicao de Energia Minima do Kink

Considerando uma translagdo do quadrivetor posi¢do, obtém-se a seguinte variagdo do

campo escalar ¢:
56 = B(a +€) — $(a) = 0,0 (113)
onde expandimos ¢(z + €) em série de Taylor. Analogamente, obtém-se:
OL =€'BuL. (114)

Note que usando o tensor-métrico podemos escrever esta variagao em termos do quadrivetor
infinitesimal covariante ¢,, ou seja, L = €,¢*”0,L, 0 que nos permite comparar com a

equacio da variagio da densidade de lagrangeana. Portanto,
0, T" =0, (115)

onde TH é o tensor momento-energia simétrico pela troca dos indices, o qual é dado por:

Fazendo v = 0, obtemos:
9,T" =0, (117)
onde
g0 =94 renp-L=n (118)

9¢
é a densidade de energia do campo ¢. Logo, a equagdo (117) representa a conservagdo de
energia continua do campo, o que estd de acordo com o teorema de Noether. No caso em
141 dimensdes, a componente temporal do tensor densidade de momento-energia, torna-se:
T =1 (¢2 + (;5’2) + V(¢). Para o potencial de pogo duplo o tensor momento-energia, no

limite estdtico, torna-se:
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Tl s stech“(m:r) = E(z). (119)

Sabemos que a energia total do kink é exatamente a integral da densidade de energia no
limite estatico. Agora vamos mostrar que esse valor da energia corresponde ao valor minimo
da energia de acordo com a condigdo de Bogomol'nyi. De fato, a energia total para o kink,

no limite estatico, pode ser escrita como
_ 1 e 12 2
Eﬁaf_m (¢*(2) + U?) da
. 1, e ' 2 !
== Lm {(¢'(2) +U)* - 2¢/(x)U } d. (120)

Portanto, a energia minima acontece quando ¢'(z) = —U, que é exatamente a condigdo de

energia minima de Bogomol'nyi [11].

Bin= f e (1<;5’2(3:) %+ éUZ) S f_ ™ $Udx

—00 5 o0
+oo 19
- L _ T6@) =T, (121)
onde

T= F|:n-+oo - F|w—>—oo

e a fungdo ['(z) satisfaz a seguinte condigdo:
ar
dé

A funcio gama associada ao modelo de potencial de pogo duplo é dada por:

VA m?
r=Y2g_ T
39 A

a qual representa o superpotencial de modelo supersimétrico em teoria de campos escalares

U()-

qb!

com poténcia até a quarta ordem.

Em geral temos a seguinte inequagdo para energia total e a energia de Bogomol'nyi:
E > |T|.

Note que T é exatamente o valor da energia minima que nesse caso coincide com a energia

total pois a solugado kink foi calculada usando a condigdo de Bogomol'nyi. Portanto, a carga
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topoldgica definida na introdugdo corresponde ao valor da energia minima do kink. Neste
caso, vemos também que a energia minima depende somente do comportamento assintético
do kink em +o0. Este fato caracteriza a configuragao estatica como um kink topolégico ou
defeito topolégico. Realmente, o kink proporciona um defeito topolégico, de acordo com a
figura 2, ele interpola os dois estados de vacuo do potencial de poco duplo.

Por outro lado, fazendo p = 0 e v = i, obtém-se a lei de conservacdo da densidade de
momento linear do campo. Num trabalho didatico foi mostrado a relagdo entre o tensor de

momento-energia métrico e o canénico [34].

Capitulo 3
EQUACAO DE ESTABILIDADE E NOVOS POTENCIAIS

Até aqui vimos que a estabilidade cldssica da solugdo estdtica é investigada considerando
pequenas perturbagdes em torno dela e expandindo os termos de flutuagdes dos modos
normais.

Neste capitulo, construimos novos potenciais a partir de um esquema em que um poten-
cial isoespectral é inserido na equagio de estabilidade. Consideramos o seguinte potencial
nao-polinomial

V(z;a,B) = m? [Stghz (%m) - 1]

+2m?B {sech4 (%w) [thh (%a:) + gsech‘* (%m) x] x} ,
x = x(z; 0, B) = {a iy [tgh (%m) - %tghs (%m)] }_1, (122)

onde a e B sido parametros constantes. Este potencial ndo polinominal na equagdo de
estabilidade satisfaz a condi¢do w,? > 0, cujo o estado fundamental associado ao modo zero

(w2 = 0) é dado por

n(o)(a:', a, ) = Nx(z; a, B))sech® (%m) , (123)
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onde N é a constante de normalizagdo. Note que se |a| > 22, esta autofungio do estado
fundamental é ndo-singular. Este estado fundamental foi construido independentemente por
dois autores [24,28], quando § = %1/3——\/’3‘5. Esta autofuncdo bosonica serd o modo zero da

equacao de estabilidade, a qual é relacionada com as configuracdes estaticas por
(©) d
10(z;, 8) = —e(2). (124

Deste modo, a priori, encontramos a configuragao classica estatica pela primeira integragio.

Assim, de acordo com a condi¢do de Bogomol’'nyi

_ 1 (de\' 1 g 2
podemos construir uma classe de potenciais escalares V(¢) = V(¢;, ) que possuem

solugdes exatas.

Realmente, neste capitulo, podemos encontrar varias configuracoes estaticas de campo,
porém consideramos, aqui, somente dois casos:

Caso (i): f=0ea=2N 3%3

Neste caso, x(z) — I, assim de acordo com as Egs. (122), (123), (124) e (125) obtemos,

de imediato, a autofungao do operador bosénico associada ao modo zero:

ngj_(x) = % Tisechz (E:c) " (126)

para o seguinte potencial
Vi(z) = m? [3tgh2 (%m) - 1] . (127)

Observe que os dois operadores de flutuagio tipo-Schrodinger associados com potenciais nao
polinominais positivos semi-definidos (V (z; ar, 8) e Vi_(z)) s@o completamente isoespectrais.
Entretanto, suas fatorizagdes tem sido implementada para superpotenciais distintos. De fato

a0 mesmo tempo, em que a equacgao de Riccati

Vi (2) = Wia) + Wi(a), Wilz) = 2 W(a), (128)
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tem uma solu¢do particular dada por

Wi(z) = —V2migh (%x) : (129)

gerando

O _ [y _ L [3m o[ m
HE)=¢g = sech® |—=z |,
m-(z) 2\ V2 ec \/izc

dado pela equagdo (126), vemos que a Eq. de Riccati

Voo = V(z; 0, 8) = Wy'(z) + Wy(z) (130)

possui uma solugo particular dada por Wy(z) = Zén(m(z;, 8)), onde no(z;a,5) € a

autofung¢do dada pela Eq. (123).

O potencial companheiro supersimétrico de V;_ é dado por

Vig(z) = W2(z) — Wi (z) = m? [tghz (%w) + 1] : (131)

Neste caso, o par de potenciais Vi1 possui SUSY exata.
A partir da substituigio da Eq. (126) na Eq. (124), reobtemos o bem conhecido kink do

potencial de poco duplo,

tu(2) = [ 72 (y)dy = %mnh (—%m) . (132)

Fixando um valor para a coordenada de posigao em termos do kink, isto é, z = z(¢x),

usando a Eq. (125) encontramos o modelo de potencial ¢*:

v(g)=2 (¢2 - mT) (133)

o qual possui uma simetria discreta e apresenta uma quebra espontdnea de simetria.
Agora, vale apenas salientar que este potencial é diferente daquele do capitulo anterior

somente no coeficiente fora dos parénteses, isto &, % — %

. Ambos potenciais possuem os
mesmos valores para o estado vacuo, ou seja, V(¢,) = 0. No entanto, essa pequena diferenca

vai gerar uma mudanga nos argumentos dos respectivos kinks, -’% — mz.
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A massa do kink é finita. Neste caso, a configuragio cldssica pode ter uma representacio
de uma particula estavel. Os graficos do potencial e do kink estdo nas figuras I e II. Observe
que ambas fungdes do campo e das coordenadas espaciais, sio bem definidas admitindo
derivadas de ordens superiores.

Case (ii): o =0.

Neste caso, de acordo com as Eqgs. (122), (123), (124) e (125) obtemos o seguinte po-
tencial nao polinomial, dentro da regido de singularidade associada a autofunc¢io do estado

fudamental (123).

V(¢) = »’% (1 + se—“ﬂf’) (1 - ge‘“")2 , (134)

onde y = % e A é uma constante adimensional. Note que o novo potencial em 1+1 dimensdes
é sempre positivo.

O estado de vicuo ¢, é dado por

¢y = ?fn(g), V(¢,) =0. (135)

Este potencial ndo polinomial ndo tem uma simetria discreta quando ¢ — —¢ e além
do mais ele ndo ¢ invariante por translacoes. Como existe somente um estado de vécuo,
consequentemente, o vacuo é ndo topoldgico.

Integrando a condigao de Bogomo'nyi (88) ou (89) com o sinal negativo, para o potencial

ndo polinomial (134) encontramos a seguinte configuracdo classica:

- _ V3 tanh? (\/Xx)
¢lz) = 5-tn ( — %tanhz (\/Xa:)) ’ (136)

onde a constante de integracdo é escolhida como sendo nula, isto é, a = 0. Observe que esta

configuraciio estatica satisfaz a Eq. (124) e a seguinte condigio de contorno ¢.(z) — ¢,
quando z — Foo. Os graficos do potencial ndo polinominal e sua solugao estatica estao nas
figuras IT e IV. Contudo, na figura IV estamos plotando a configuragao do campo estatico
somente para a regiao em que ela é bem comportada sem singularidade.

A densidade de energia pertencente a esta solucdo estatica para o potencial ndo polino-

mial é dada por
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=1
1 m ?
E nh® (V2 1— ~tanh® | —
(2) & {sm (\/_m:r) [ 3 anh (ﬂa‘:)] } : (137)
com a energia total indefinida devido as singularidades. Aqui, estamos usando a relagao

explicita entre a configuracdo estatica e a coordenada espacial unidimensional.

3.1 Quebra Espontanea da SUSY

Nesta subse¢do consideramos o operador de flutuagdo no contexto da supersimetria em
mecanica quantica (SUSY QM). Escolhendo os parceiros supersimétricos construidos a partir
da equagao de estabilidade. Em SUSY N = 2 definimos o seguinte operador diferencial de

primeira ordem:

d
M=+ +Wi(e), Af = (47)". (138)

O operador tipo hamiltoniano de Schriodinger do setor bosénico é dado por

d? -
Fz_ = A;A; = *Z&E + -Vg_(iﬂ), Vz_(w) = I$:¢c' (139)

Assim, em termos do superpotencial obtemos a seguinte equagao diferencial de primeira

ordem
Va_(z) = W3(z) + W;(z) = V(2;0,8) (140)

onde a linha significa a derivada em relagao a z e V(z; 0, 8) é dado pela Eq. (122)A solugdo
desta equagao de Riccati fornece o seguinte superpotencial:
m tanh?t (%m) +3

V2 tanh (%m) [3 — tanh? (%m)]

Wa(z) = (141)

Este superpotential fornecerd uma solugdo ndo normalizavél. Note que esta solugao par-
ticular da equacgdo diferencial de Riccati tem o seguinte comportamento assintético :
Wa(z) = —v2m quando z — oo e Wa(z) — v/2m quando z — —oco. O companheiro

supersimétrico de o F,_ é dado por
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_ d
F2+: A2 Aél- = _ECE -+ VJr(-’E)

Var(z)= Wi(z) — Wi(z) = m? {1 + tanh® (%m)} = Vi, (142)

Note que este termo de potencial é exatamente aquele do companheiro SUSY do caso (i),
onde ele formou um par de potenciais com SUSY manifesta. No entanto, aqui veremos
que esses operadores de flutuag@o sdo isoespectrais e consiste do par hamiltoniano tipo-
Schrodinger do modelo de Witten com SUSY quebrada [23].

Outra observagao interessante estd na condi¢do de invaridncia de forma [14], a qual nio é
satisfeita para V. das equagdes (140) e (142), isto é Vo, (z;as) # Va_(z;a;) + R, onde ay, ay
e R sdo constantes. Se a igualdade fosse satisfeita diriamos que o par V5, seria invariante
de forma.

As equagOes de autovalor para o companheiro supersimétrico F,; sdo dadas por

P (@) = o (z), o =w?, wi=0. (143)

A autofuncgdo do modo zero bosénico (w2 = 0) satisfaz a condigdo de aniquilagio

1
sinh (\/ﬁmm) [2 + sech? (%x)]

A0 = 0= (z) = e W0 , (144)

a qual nao é normalizavel, e deste modo o operador de flutuacdo do setor bosénico nio tem
o modo zero. Pois, neste caso a integral [7° (ngo_) (:c))2 dz é indefinida. Este resultado estd
de acordo com a Eq. (123), para o = 0. Além disso vemos que 2 (z) = E%qgc(m), onde ¢,(z)
é dado pela Eq. (136) e representa a configuracdo estatica do potencial ndo polinomial. O

setor fermidnico do operador de flutuagao também nao tem o modo zero tendo em vista que,

A+7?g~]r) = f =% né‘l) o sinh (\/ﬁmm) [2 + sech? (%:ﬂﬂ ) (145)

nao é normalizdvel. Neste caso temos uma quebra da SUSY. De fato, é facil verificar que

fjw (ngﬂ(m))z dz — oo.
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Os autovalores wgl) e as autofungdes ng;) tem solugdes exatas correspondentes a um potencial

geral [40]. Os autovalores de Fy, sdo autovalores de F,_, isto é

wi™ = wgrn) > 0.

Deste modo os estados fundamentais e os estados excitados de ambos F,. tem energia nio

nula, o que garante a quebra espontanea da SUSY.

3.2 Estabilidade Linear Classica de Potenciais Positivos

Agora faremos uma analise da estabilidade linear para um potencial genérico que envolve
o potencial do pogo duplo. De fato, mostraremos que a estabilidade linear do kink é sempre
garantida quando o potencial for positivo, ou seja, da forma dada por V(¢) = %Uz(qb).

Definindo

dz | ¢'(z) dz
F(z) = S tn(¢/(x)) = % (146)

é um bom exercicio mostrar que o operador hamiltoniano de flutuagdo tipo-Schridinger
da equacao de estabilidade pode ser escrito em termos de dois operadores diferenciais de
primeira ordem, isto é,

2

d
O = ATA = = + V" (), (147)

onde as duas linhas em V significam derivada de segunda ordem em relagdo a ¢ tomando
valores em ¢ = ¢y (z). Em particular, no caso do potencial de pogo duplo, vemos que V()
é dado pela Eq. (105).

Agora, como os operadores A* sdo mutuamente adjuntos é facil de mostrar que w? > 0,

ou seja, o valor esperado de w? é dado por:

w? =< n|AtAln >= (Aln > |)* > 0. (148)
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Portanto, provamos a estabilidade linear cldssica para qualquer potencial positivo.

Além do mais, note que o modo zero satisfaz a seguinte condigdo de aniquilacio:

dmo do
A = _ = .
n(z) =0= I F(z) = np e

Esta relacao entre a autofuncdo do modo zero e a solugdo estatica evidencia o principio de
invariancia translacional do kink.

A fatorizagdo para o operador de flutuagdo em termos do produto de dois operadores
diferenciais mutuamente adjuntos estd na forma de um companheiro supersimétrico da
técnica algébrica de supersimetria em mecanica quintica [20,23,32]. Realmente, no caso
do potencial de pogo duplo deduzido neste capitulo, vimos que o par de potenciais V14 (z)
dado pelas Egs. (127) e (131) ou V4, dado pela Eq. (110) formam modelos supersimétricos

com SUSY manifesta.

Capitulo 4

CONCLUSAO E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta tese, encontramos uma representacio da quebra espontdnea da Supersimetria em
Mecanca Quantica (SUSY MQ) para a equagdo de estabilidade de sélitons.

Iniciamos fazendo uma introducdo da SUSY em mecanica cldssica, unificando as coor-
denadas bosonica z(t) e fermidnica 1(¢) em um superespaco caracterizado pela introdugao
de uma varidvel grassmanniana © ndo mensurdvel [17,18]. Abordamos a SUSY N =1 e
N =2 [20,21]. A partir da SUSY N=1 em mecénica cldssica construimos novos osciladores
anarménicos [22]. Os demais t6picos do capitulo 1 contém uma revisao.

Na segunda parte desta tese, mostramos uma introdugao do aparato matemdtico
necessario para aplicages da andlise de estabilidade de sélitons em 1+1 dimensdes a partir
da auto-interacdo de um campo escalar real. Abordamos os vérios aspectos da estrutura
matemdatica da equacdo de autovalor para o operador de flutuagao. Usamos o sistema de

unidades natural, ou seja, h = ¢ = 1.
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Analisamos os sélitons cldssicos e as ondas solitdrias, onde discutimos as solucdes kinks
(s6litons em 141 dimensdes). Ndo h4 uma tinica defini¢io para sélitons. De um modo geral,
os sélitons sao solugbes de equagdes diferenciais ndo lineares na forma de ondas solitérias.
Sélitons genuinos sdo ondas solitdrias que mantém sua forma mesmo apés colisdes [5,9].

Entretanto, existe uma definicio precisa para o kink. Em 1+1 dimensdes, as solucdes
estaticas, ndo singulares, classicamente estiveis e de energia finita, da equagio de movimento
sao denominadas de kinks [4-6]. Vimos que o kink satisfaz a uma equacio diferencial de
segunda ordem, obtida diretamente da equacdo de Euler-Lagrange, a qual foi transformada
numa equacao diferencial de primeira ordem, denominada de condi¢do de Bogomol'nyi. A
solugdo da condi¢do de Bogomol’'nyi é também solucdo da equagio de movimento do kink.

Nesta tese, construimos também o tensor momento-energia associado ao kink do potencial
de pogo duplo. Recentemente foi abordada a relacao entre o tensor de momento-energia
métrico e o candnico [34]. Especificamente, consideramos as solugdes analiticas para o kink
#r(z) do potencial de pogo duplo. Usando o célculo diferencial e integral mostramos que
esse potencial tem dois estados de vacuo degenerados e um estado de energia méaxima.

Em seguida, resolvemos a equacdo de estabilidade do kink, a qual é formalmente analoga
a equacdo de Schrodinger unidimensional que corresponde & primeira quantizagdo, encon-
tramos as solucdes dos modos normais, o0 modo de translagao e investigamos a estabilidade
do kink. Usando a referéncia [40], mostramos que o operador de flutuacio para a equagio
de estabilidade do kink do potencial de pogo duplo tem somente dois estados normalizados
associados aos autovalores nulo e positivo, os quais garantem a estabilidade linear classica.

Mostramos também que, no caso de modelos de potenciais que dependem de um tnico
campo, a estabilidade linear cldssica estard sempre garantida desde que a energia potencial
seja uma fungdo positiva, ou seja, V(¢) = %Uz(gb). Esta forma de potencial possibilita a
aplicacdo da técnica algébrica de supersimetria em mecéanica quéntica [20,29] na solugédo da
respectiva equacao de estabilidade.

Investigamos a estabilidade classica de um novo modelo de potencial ndo polinomial com

sua configuracdo estatica sendo uma solug@o exata da equagao de movimento, com energia
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infinita.

Entretanto, a energia finita cldssica aparece na solucio estatica no modelo de simetria,
por exemplo, no potencial de pogo duplo dado pela Eq. (133). O kink do modelo de
potencial de pogo duplo tem dois zeros degenerados correspondendo aos estados de vacuo
¢1 € ¢2. Neste caso o kink topolégico interpola suavemente e monotonicamente entre ¢, e
¢2, de acordo com as figuras I e II. Mas o nosso potencial escalar nio polinomial tem uma
solu¢do singular, a qual ndo pode ser considerada um kink.

O nosso potencial ndo polinomial ndo tem simetria de reflexdo ¢ — —¢, nem por
translagdo, tampouco modo bosénico igual a zero ou parceiro supersimétrico, pois as cor-
respondentes autosolu¢des nao sdo normalizdveis. Portanto, o esquema considerado nesta
tese, para construirmos novos modelos de potenciais de campo nem sempre tem configuracao
estatica fisicamente aceitdvel [41].

Perspectivas Futuras. Abordaremos uma aplicacdo da SUSY, que tem sido destaque
na literatura cientifica para o caso de sistemas relativisticos com dois campos escalares
reais acoplados, sob ambos pontos de vistas do superpotencial em teoria de campos [37]
e em mecanica quéntica [36]. Daremos énfase a andlise da equacdo de estabilidade das
configuracoes de campos estdticos contendo uma topologia nao trivial desses sistemas.

De fato, recentemente tem sido realizado alguns trabalhos sobre a conexio de setores
topolégicos de paredes de dominio de dois campos reais acoplados produzindo juncdes que
aparecem em modelos de potencial de dois campos escalares reais acoplados com simetria
Z(3) [38,39].

Continuaremos também a nossa investigacdo na linha de pesquisa desta tese, em busca
de outros modelos de potenciais escalares em termos de um tnico campo escalar real. Re-
centemente, aplicamos a SUSY MQ para a equagdo de estabilidade do potencial de poco
duplo invertido [42].

Finalizamos esta dissertacdo de mestrado, registrando que os polarons podem ser uti-
lizados também via SUSY para gerar novos potenciais iso-espectrais. Os polarons tem sido

abordado como uma combinagao linear de duas solugdes estdticas: o kink e o anti-kink [43].
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Para os leitores interessados em um artigo de revisdo sobre as propriedades bésicas da
dlgebra néo comutativa de Grassmann e sua relagio com sistemas fermibnicos, escrito em

portugués, consultar a Ref. [44].
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FIGURES

A

FIG. 1. Gréfico da energia potencial V(y) = % (v - 4)2 , para A = %, m = 1. O eixo vertical

representa o potencial e o eixo horizontal representa o campo escalar .

=1

-2

FIG. 2. Gréfico do Kink do potencial de pogo duplo, para A = %, m = 1. Nesta figura, o eixo

vertical represnta o kink e o eixo horizontal representa a coordenada de posigcao.
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204

= b [8]
2 1 }

n

FIG. 3. Potencial ndo-polinomial, para A =1, m =1

-1 08 08 -04 02 ) 02 04 06 08

FIG. 4. Configuracao estatica associada ao potencial ndo-polinomial para A =1, m = 1. No

entanto, conforme a Eq. (136) a curva ndo é definida na origem.
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