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Resumo

Cosmologia quantica de Teorias Escalar-Tensoriais na Interpretagao
de Bohm-de Broglie

Neste trabalho nés estudamos cosmologia quantica em teorias escalar-tensoriais com
acoplamento minimo e ndo-minimo, do pouto de vista da interpretacio de Bohm-de
Broglie da mecanica quintica. Quantizacdo em mini-superespagos destas teorias levam a
uma equacao diferencial parcial que é ndo-separével. Através de uma transformagio con-
forme nés podemos remodelar a equacdo de Wheeler-De Witt numa forma integrével que
corresponde ao caso de acoplamento minimo, cuja solucdo geral é conhecida. Realizando
uma transformacao conforme inversa na soluco assim encontrada, nds podemos construir
a correspondente solucio no sistema original e entéo estudar o limite cldssico de algumas
solucdes particulares deste modelo quintico. Enquanto no referencial de Einstein o limite
cldssico destas solucdes ocorre para fatores de escala pequenos, no referencial de Jordan
tal limite acontece para valores pequenos do campo escalar ndo-minimamente acoplado
4 gravidade, o que inclui fatores de escala grandes. No6s consideramos também modelos
de mini-superespaco constituidos de geometrias de Bianchi-I com nm campo escalar nao
massivo livre minimamente acoplado. As soluches clissicas sdo sempre singulares e sem-
pre anisotrépicas, uma vez que elas comecem desta forma. Na quantizacio do sistema
mostramos que hd uma quantidade de estados quinticos cujas correspondentes trajetorias
Bohmianas podem ser nio-singulares e/ou apresentarem fases isotrdpicas grandes devido
a0s efeitos gravitacionais quinticos, mesmo que elas comecem anisotrépicas. Estas tltimas

conclusdes sdo validas mesmo na auséncia do campo escalar.
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Summary

Quantum Cosmology for Scalar-Tensor Theories in the Interpre-
tation of Bohm-de Broglie

In this work we study quantum cosmology in scalar-tensor theories with minimal and
pon-minimal coupling from the point of view of the Bohm-de Broglie interpretation of
quantum mechanics. Quantization in the minisuperspace of non-minimal scalar-tensor
theories leads to a partial differential equation which is non-separable. Through a confor-
mal transformation we can recast the Wheeler-De Witt equation in an integrable form,
which corresponds to the minimal coupling case, whose general solution is known. Per-
forming the inverse conformal transformation in the solution so found, we can construct
the corresponding solution in the original frame and then study the classical limit of some
particular solutions of this quantum model. While in the Einstein frame the classical limnit
of these solutions occurs for small scale factors, in the Jordan frame it happens for small
values of the scalar field non-minimally coupled to gravity, which includes large scale fac-
tors. We also consider minisuperspace models constituted of Bianchi-I geometries with a
free massless scalar field minimally coupled. The classical solutions are always singular
and always anisotropic once they begin anisotropic. In quantizing the system we show
that there are plenty of guantum states whose corresponding Bohmian trajectories may
be non-singular and/or presenting large isotropic phases, even if they begin anisotropic,
due to quantum gravitational effects. These last conclusions are valid even in the absence

of the scalar field.
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Introducao

Duas questdes principais podem ser colocadas em cosmologia:

1. O universo é eterno ou ele teve um inicio e, neste ultimo caso, este inicio foi dado

por uma singularidade inicial?

2. Por que o universo é marcantemente homogéneo e isotrépico, com desvios muito

pequenos de seu estado altamente simétrico?

A resposta dada pela Relatividade Geral (RG) cldssica para essa primeira questdo,
indicada pelos teoremas de singularidades [1], sugere que o universo tenha tido um inicio
singular. Como as singularidades estdo fora do dominio de qualquer teoria fisica, esta res-
posta invalida qualquer descrigdo dos primeiros instantes do universo em termos fisicos.
Por outro lado, pode-se pensar que a RG e/ou qualguer outra teoria de campo de matéria
deve ser mudada diante de situagoes extremas de energia, densidade e curvatura muito
altas perto da singularidade, tornando as suposigbes fisicas dos teoremas de singularidade
invalidas perto deste ponto. Um bom ponto de vista (que ndo é o tinico) é pensar que
efeitos gravitacionais quanticos se tornam importantes diante dessas condigoes extremas’,
eliminando as singularidades que aparecem classicamente [7], similarmente ac que acon-
tece com o &tomo. Dever-se-ia, entao, construir uma teoria quantica da gravitacdo e

aplics-la & cosmologia. O problema é que n&o hé nenhuma teoria quéntica da gravitacao

INo contexto da interpretacio de Bohm-de Broglie (ver capitulo 1) da mecénica quintica aplicada a

modelos de mini-superespago, isto foi mostrado nas referéncias [2] - {6].



bem estabelecida. Além disso, uma teoria quantica, quando aplicada a cosmologia, pode
apresentar profundos problemas conceituais. Como se pode aplicar a interpretacio pro-
babilistica padrao de Copenhagen a um sistema tnico? Quem sao os observadores do
universo inteiro? Este nio € um problema da gravitagdo quéntica, pois nao ha nenhum
problema com o conceito de um conjunto de buracos negros, nem com o de um dominio
clissico fora dele, mas da teoria quintica aplicada ao cosmos.

Para completar, em mecénica quantica, o tempo é tratado como um pardmetro de
evolugao externo e niio como um observivel {operador Hermitiano), e, na cosmologia
guintica de um universo fechado, ndo ha lugar para wm paridmetro externo. Neste caso,
gual variivel interna dard o sentido de evolugao dos estados quanticos? Por conta disso,
o que sera adotado em todo este trabalho serd uma interpretagio nio-probabilistica para
a cosmologia quantica, que contorna os problemas de medida, porque ela é uma inter-
pretacdo ontoldgica da mecinica quintica: nao é necessirio ter um aparato de medida
nem um dominio classico para se recuperar a realidade fisica; ela estd 14 ab initio. Essa é
a interpretagao causal da mecanica quéntica [8, 9], que serd apresentada e discutida em
mais detalhes no capitulo 1. Esse mesmo capitulo tratard da sua aplicacdo a cosmologia
quantica e a modelos de minisuperespagos.

No capitulo 2 serdo discutidos também resultados da literatura relativos a singulari-
dades e limite clissico em cosmologia quintica com campos escalares. De fato, o caso
estudado envolve 0 acoplamento minimo da gravitagdo com dois campos escalares. Ele
é aplicado a0 modelo de mini-superespago de Friedmann-Robertson-Walker e analisado
tanto do peonto de vista da interpretagio probabilistica quanto do da interpretagdo caunsal.
Nas duas interpretacdes, as suas solugdes irdo apresentar comportamento clissico quando
o fator de escala do universo for pequeno e, por isso, as singularidades nio sio evitadas.

Alguns desses resultados do capitulo 2 serdo utilizados no capitulo 3, onde sera apresen-
tado um trabalho original sobre cosmologias quinticas em teorias escalar-tensoriais com

acoplamento nio-minimo. Neste se mostrard que o fato bem conhecido de uma trans-



formagao conforme permitir que solucoes classicas e quanticas de modelos com campo
escalar acoplado ndo-minimamente & gravidade (referencial de Jordan) sejam mapeadas
para o chamado referencial de Einstein, onde o campo escalar € minimamente acoplado
ao setor gravitacional, também ¢ vilido na presenca de um segundo campo escalar. H4
muitos artigos [10]-[13] que discutem a n&o equivaléncia fisica entre a teoria no referencial
de Jordan (caso de acoplamento ndo-minimo) e a teoria no referencial de Einstein (caso de
acoplamento minimo) no nivel classico. Nesse capitulo 3 este problema serd estudado no
nivel guédntico. Serd mostrado que, apesar da existéncia de um mapeamento matemdtico
relacionando as solugGes quénticas da equacao de Wheeler-De Witt nos referenciais de
Jordan e de Einstein, as caracteristicas quanticas das teorias nos dois referenciais sao
diferentes, especialmente no que concerne aos seus limites cldssicos. Por isso, através do
mapeamento tanto dessas solugbes quanto das trajetérias Bohmianas, sera possivel com-
parar os resultados do caso de acoplamento minimo com o de acoplamento nao-minimo.
Serd visto que, neste Gltimo, as trajetorias Bohmianas podem coincidir com as solugoes
cldssicas para valores grandes do fator de escala enquanto que, no primeiro caso, isto nao
é possivel para as funcdes de onda estudadas.

Com relac@o & segunda das grandes questdes em cosmologia, ela serd tratada de forma
original no capitulo 4, também do ponto de vista da interpretagio ontoldgica da cos-
mologia quantica. O objetivo é verificar se efeitos quinticos podem ao menos criar fases
isotropdpicas em modelos anisotrépicos que, classicamente, nunca isotropizam. Como sera
visto, os efeitos quanticos podem ndo somente criar fases isotropdpicas como também po-
dem isotropizar o modelo para sempre, para uma grande variedade de estados quéanticos.
Outros autores também estudaram este problema — principalmente tomando modelos de
Bianchi-IX — adotando outras interpretagoes da cosmologia quintica e chegaram a re-
sultados similares [14} - [18]. Os resultados desses dois ultimos capitulos serdo discutidos
ao final da tese, no capitulo de conclusao.
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Chapter 1

Aplicacao da Interpretacao Causal

na Cosmologia Quantica

Neste capitulo serdo discutidos os aspectos basicos e fundamentais da interpretacao causal
da mecénica quéntica, visando especificamente a sua aplicagdo & cosmologia quéntica, o
que serd feito em todos os demais capitulos. A discussio inicial dessa interpretacio
serd feita na primeira se¢io. Em seguida (se¢do 1.2), serd discutida a sua aplicacio a
cosmologia quantica de uma forma geral e mostrado como o problema da dificuldade
técnica proveniente da quantizagio de todo o campo gravitacional pode ser contornado
pela adocio de modelos de mini-superespago (ver Apéndice A}, que restringem o campo
gravitacional e o de matéria a serem homogéneos. Nesses modelos, apenas um mimero
finito de graus de liberdade sdo considerados, os outros sdo congelados, aliviando consi-
deravelmente os problemas técnicos pois reduz-se a equacio quintica da RG (equaciio de
Wheeler-De Witt) de uma equagdo envolvendo derivadas funcionais para uma equagio
envolvendo apenas derivadas pardais.

Nos préximos capitulos serdo vistos exemplos da aplicagio dessa interpretacdo & cos-
mologia quantica, adotando-se modelos de mini-superespago do tipo Bianchi I e também

de Friedmann-Robertson-Walker,



1.1 A Interpretagao Causal da Mecanica Quantica

E bem conhecida a experiéncia da difracdo de elétrons em fenda dupla, ende a figura
reminiscente da interferéncia das ondas é construida progressivamente por uma série de
eventos individuais na qual um elétron por vez é enviado através da fenda, indo de encontro
ao antepare de deteccdo.

O que faz os elétrons se agregarem desta forma? Existe alguma forca agindo sobre cada
elétron individualmente quando ele passa através do dispositivo, que o impele a alcancar
determinadas regides ao invés de outras? Na interpretacio probabilistica da mecénica,
quantica, este fendmeno é entendido do ponto de vista de uma dualidade onda-particula
como sende, principalmente, o aspecto ondulatério do elétron o responsdvel pelo resul-
tado final de uma figura de interferéncia, enquanto que ¢ seu aspecto corpuscular é o
responsavel pela distribuicdo preliminar nitidamente pontual, até que um numero subs-
tancial de elétrons ja permita visilumbrar uma predominincia de pontos de colisdo em
determinadas regides. O que ocorre nessa interpretacio é que, até que o elétron atinja
0 anteparo, o que se sabe dele é apenas que a fungao de onda que representa o seu es-
tado quintico tem uma densidade de probabilidade de atingir o anteparo num ponto ou
poutre. Qual ponte o elétron atingird é um resultado totalmente imprevisivel. Nao ha
mais o conceito de trajetéria. A tnica resposta € que o destino de um elétron, tomado
individualmente, estd entregue totalmente ao acaso. Como reter, entio, a conjectura, no
coracio do paradigma, cldssico, de que a matéria tem forma e substancia, independente-
mente de ser ou ndo observada?

Foi sugerida por Louis de Broglie em 1927, e desenvolvida dentro de uma teoria fisica
por David Bohm, em 1952, uma idéia que, desde entdo, foi universalmente ignorada.
Uma nova interpretacao da mecénica quantica onde, na descricao do elétron, o corptsculo
cldssico é mantido, mas suplementado por um novo tipo de campo fisico matematicamente

descrito pela fun¢ao de onda de Schrodinger. Nesta interpretagio, a composigdo onda e



particula evolui continuamente seguindo leis deterministicas, e — o mais interessante —
resgatando o conceito de trajetéria.

O objetivo da teoria de Bohm-de Broglie ndo é uma tentativa de recuo a fisica cldssica.
Sua meta é a descrigdo completa de uma situacao real individual como existente, indepen-
dentemente dos aspectos observacionais. O que surge é uma teoria altamente nio-classica,
onde as partes de um sistema maior estdo sujeitas 3 organizacao pelo todo. A seguir é
feito um resumo de suas idéias bdsicas antes de aplicd-la & cosmologia quéintica.

Considere, inicialmente, a equagiio de Schridinger, na representacio de coordenadas,
para uma particula nio relativistica com a Hamiltoniana H = p*/2m + V (z):

ihﬂ(x,t) = [—E— \va —i—V(:c)] U(z,t). (1.1)

dt 2m
A funcio de onda serd escrita como ¥ = Rexp (i5/h), e serd substituida na equacio (1.1).
A equacio resultante pode ser dividida nas suas partes real e imaginéria, dando origem,

respectivamente, as seguintes equagdes:

as  (v8)? v

Wé?-l- Yo +V—2m 7 =0, (1.2)
OR? v
*‘BT + - (R _'n_a—) ={. (1.3)

Fazendo-se a identificacdio p = 7.9, nota-se que a equacdo (1.2) pode ser vista como
uma equagao de Hamilton-Jacobi para uma particula sujeita a um termo de potencial extra
—h? ¢? R/2mR. J4 a equagdo (1.3), na interpretacdo probabilistica usual, é entendida
como uma equacio de continuidade para a densidade de probabilidade R? de se encontrar
a particula na posi¢io z, no instante {. Nesta interpretacdo, toda a informacdo fisica
sobre o sistema est4 contida em R2, a fase total S da funcdo de onda é completamente
irrelevante e nada é dito sobre a sua evolucgdo.

A interpretacdo ontoldgica da mecanica quintica, ao contrario da de Copenhagen,é

baseada nas duas equagdes, (1.2) e (1.3). Seus postulados bésicos sao:



(i) Um sistema fisico individual é compreendido por uma onda se propagando no
espago ¢ no tempo junto com uma particula pontual que se move continuamente, guiada
pela onda.

(1) A onda é matematicamente descrita por ¥(Z,t), uma solugio para a equagio de
Schrodinger.

(iii ) O movimento da particula é obtido como a solu¢io F(¢) para a equagio

L 1 -
T=_ V S(Z, £)|z=z), (1.4)

onde S é a fase de U. Para se resolver esta equagdo, € preciso especificar a condigao inicial
#(0) = Zy. Esta especifica¢fio constitul a tnica informagio extra introduzida pela teoria
que nio estd contida em ¥(Z,£) (a velocidade inicial ¢ fixada uma vez que se conhega S).
Estes trés postulados ja constituem uma teoria do movimento cousistente. Para asse-
gurar a compatibilidade dos movimentos de um conjunto de particulas com os resultados
da mecénica quantica, estabelece-se um quarto postulado:
( iv ) A probabilidade de que uma particula num conjunto se localize inicialmente

entre os pontos Ty e Ty + dTy, no instante ¢ = 0, é dada por

R*(%),t = 0) &y, (L5)

onde R? = |¥|%. A equacdo (1.3) garante que a probabilidade de a particula estar entre
7 e T+ d% num tempo ¢ genérico serd dada por R*(Z,t) d*z.

Considerem-se também os seguintes comentarios:

(a) A equagiio (1.2) pode, agora, ser interpretada como uma equagio tipo Hamilton-
Jacobi para uma particula submetida a um potencial externo, que é o potencial cléssico
mais um novo potencial quintico

" 7°R

om R

(1.6)



Por isso, a trajetdria da particula x(f) satisfaz a equagio de movimento

dx
mel=—vV-9Q. (1.7)

( b ) Mesmo em regides onde ¥ ¢ muito pequeno, o potencial quintico, que é o
responsdvel pelos efeitos quanticos, pode ter um valor muito alto. Como se pode ver
da equacdo (1.6), ele depende somente da forma de ¥, ndo de seu valor absoluto, e
de condigbes de borda inerentes as especificagbes do aparato fisico, j4 que a fungio de
onda depende destas. Este fato demonstra o cardter ndo local e contextual do potencial
quantico. Isto é muito inportante porque as desigualdades de Bell, junto com os experi-
mentos de Aspect, mostram que, em geral, uma teoria quintica deve ser oun nio local ou
néo ontolégica. Como a interpretacao de Bohim é ontolégica, espera-se que ela seja ndo
local, como de fato ela é.

( ¢ ) Essa interpretacio pode ser aplicada & situagio de wm sistema tnico. Neste
caso, a equacdo (1.3) é justamente uma equagiio para determinar a fungio R, que forma
o potencial quéntico (equagio (1.6)) que, por sua vez, agird sobre a particula via equacio
(1.7). A func¢io R* nfo precisa ser interpretada como uma densidade de probabilidade
e, por isso, ndo precisa ser normalizada. A interpretaciio de R? como uma densidade
de probabilidade é apropriada somente no caso mencionado no item ( iv ) acima. A
interpretagao ontolégica nio €, em esséncia, una interpretacio probabilistica.

( d ) O limite cldssico é muito simples: tem-se somente que encontrar as condigdes
para que se tenha Q@ = 0.

( ¢ ) Nio hd nenhuma necessidade de se ter um dominio cldssico, porque esta inter-
pretacdo é ontoldgica. Em uma medida real, a funcio de onda é uma superposi¢io de
ramos que nao se interceptam [19]. Por isso nfo se véem, numa medida, superposicoes do
ponteiro do aparelho. A particula entrara num dos ramos e serd influenciada pelo Gnico
potencial guantico obtido da Gnica funcio de onda nao nula definida neste ramo. Depen-

dendo do ramo escolhido pela particula — o que depende das suas condigdes iniciais das



quais s6 conhecemos sua distribui¢ao de probabilidade — um resultado da medida sera
selecionado com probabilidade idéntica 4 da mecdnica quéntica usual. Os ramos vazios
sdo indetectdveis [9]. O colapso ndo é real, mas aparente. A equagio de Schriodinger &
sempre valida.

A generalizacdo desta interpretagio para campos quanticos ainda est4 em andamento.
Por exemplo, a interpretacio causal da eletrodinamica quintica estd descrita na re-
feréncia [7]. Apesar disso, como ela é nma interpretagio que ndo requer dominio cldssico
e que pode ser aplicada a um sisterna finico, pode-se pensar que seja relevante examinar

o qgue ela pode dizer sobre cosmologia quantica.

1.2 Aplicacao da Interpretacao Causal
a Cosmologia Quantica

Nesta secao sera tratado inicialmente o caso de cosmologias regidas pela teoria da Rel-
atividade Geral. Nos préximos capitulos trataremos também do caso de outras teorias
cosmoldgicas (teorias escalar-tensoriais).

Conforme é visto no Apéndice A, a Hamiltoniana da Relatividade Geral sem matéria

é dada por:

Hye = / &z (NH -+ N;H), (1.8)

onde
H = Gy T 1% — p'2 OR, (1.9)
H = —2T09;. (1.10)

O momentum II;; canonicamente conjugado & métrica das hipersuperficies tipo espago

que folheiam o espaco-tempo é



10

4= = =2 (K — by ), (1.11)
com
1 .
Ky = =5 (hij — Njji — Nilj) (1.12)
e
|
Gijp = 5 h (hir By + Pi bk — hij b)) , (1.13)

que é chamada de métrica de DeWitt [20]. A quantidade ® R é a curvatura intrinseca da
hipersuperficie e h é o determinante de hi;. A fungao lapso N e a fun¢ado deslocamento
N; s3o os multiplicadores de Lagrange do vinculo super-Hamiltoniano H e do vinculo
super-momentum H7/, respectivamente.

Seguindo o procedimento de Dirac para a quantizagdo, esses vinculos tornam-se con-
digbes impostas sobre os possivels estados do sistema quantico, produzindo as seguintes

equacoes (ver Apéndice A):

5T ]
(dhii(hab)) =0, (1.14)
Gijkl & )
( 7 T + hif2 (3)R) T(h®) =0 (1.15)
pl

(aqui é feito i = ¢ = 1) e iy é o comprimento de Planck.

A primeira equacdo significa simplesmente que o valor da funcdo de onda nio muda
se as métricas das hipersuperficies tipo espago mudarem por uma transformacao de coor-
denadas. A segunda é a equagao de Wheeler-DeWitt, que determina a evolucao temporal
da funcao de onda.

Seguindo agora os passos descritos na primeira se¢do para se adotar a interpretagdo on-

tolégica, substitui-se ¥ = Rexp(z5/h) na equagio de Wheeler-DeWitt (1.15). A equagho
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resultante pode ser dividida nas suas partes real e imagindria dando origem, respectiva-

mente, is seguintes equagdes:

68 65

Lo P P12 BV, 1/2 Y =
Giji 5T 5 h R(hy;) + B Qhy;) = 0, (1.16)
) 6S
Gijklgi’l;; (32 571;) =0, (1.17)
onde o potencial quintico é dado por:
hol2 2R
cuja forma exata depende do ordenamento.
O passo seguinte € assumir que
65
e __pl/2 A S - =
IIij = —h'"? (K — hi; K) = Shi (1.19)
relembrando que
1 4.
K;; = _ﬁ (h’li’ — Nj|i — sz) . (120)

Como K;; é essencialmente a derivada temporal de hy;, a equagdo (1.19) di a evolucdo
temporal de h;;.

No caso de modelos homogéneos, que serao os 1nicos tratados nesta tese, o vinculo
supermomentum H* 6 identicamente zero, ¢ a funcio deslocamento N; pode ser posta nula
na equagao (1.8) sem gue se perca nenhuma das equagSes de Einstein. A Hamiltoniana

(1.8) é reduzida a

Hpg = N(t) %(pa(t)i %a(t))) (1'21)
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onde p*(t) e ¢o(f) representam os graus de liberdade homogéneos oriundos de I1¥(z,¢) e
hii(z,t) (e também, se for o caso, dos graus de liberdade da matéria). As equagdes (1.16)

a (1.19) reduzem-se a:

faplau) Ba. Bap +Ulqu) + Q(gu) =0, (1.22)
62

Q) = faﬁ S0y’ (1.23)
6S dg®

Pa = - faﬁ;f (;It ? (124)

onde fo5(gy) e U(g,) sdo as pa.rticula.riza.gﬁes do mini-superespago de Gy e de —hY/? GIR(h;)
respectivamente. As equagdes sdo invariantes por reparametrizacao temporal. Nio hi
problema, do tempo no mini-superespago: qualquer escolha de NV dd o mesmo resultado
fisico. Isto, no entanto, ndo é verdade no superespago [21].

No capitulo 2 serd visto um exemplo do que foi discutido aqui, sé que para cosmologia
com campos escalares aplicada a um modelo de mini-superespaco (Friedmann-Robertson-
Walker).

&



Chapter 2

Singularidades e o Limite Classico
em Cosmologia Quantica com

Campos Escalares

Dando sequéncia ao capitulo I, onde foi introduzida ao leitor a interpretacdo causal da
mecanica quantica e a sua aplicagao a cosmologia quintica no contexto da Teoria da Rel-
atividade Geral, sera feito 0 mesmo neste capitulo, porém para cosmologias com campos
escalares. O caso a ser estudado envolve o acoplamento minimo da gravitagae com dois
campos escalares. Ele pode ser visto como wma agao efetiva a nivel de arvore da teoria de
cordas, onde o segundo campo escalar vem do campo de Kalb-Rammond [22], ou também
pode ser entendido como modelos tipo Brans-Dicke generalizados, que podem ser deriva-
dos da compactificacdo de teorias multidimensionais com campos de calibre externos {23].
Na primeira se¢io serd descrito o modelo de mini-superespago {Friedmann-Robertson-
Walker) cldssico, apresentando as suas solugbes gerais cldssicas. Na secdo 2.2 este modelo
serd, quantizado, sendo obtida sua correspondente equacao de Wheeler-DeWitt e a sua
solucao geral. Na seg¢do 2.3, as superposigoes Gaussianas das solucdes WKB serfio cons-

truidas prevendo um universo classico para pequenos valores do fator de escala porque elas

13
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possuem seus picos [24] em torno das trajetérias cldssicas, nessa regiao. Na secao 2.4 serd
adotada a interpretacdo causal para investigar o problema da singularidade, confirmando
o resultado da sego anterior, pois muitas das solugbes irdo apresentar comportamento
classico quando o fator de escala for pequenc e comportamento quantico guando o fator
de escala se tornar grande. Estes resultados sdo vdlidos para determinadas fungdes de
onda. Na referéncia [25] sio exibidas fungbes de onda onde as singularidades sao evitadas

por efeitos quanticos e ¢ limite cldssico é atingido para grandes fatores de escala.

2.1 O Modelo Classico

Considera-se a Lagrangiana geral

L=+y—g (asR _w ¥ f’p p Qj"p) : (2.1)

onde w é uma constante de acoplamento. Ela possui uma interagio nfo-trivial entre os
campos escalares ¢ e x. FEla entrard na acio efetiva de corda se for feito w = —1, ou
ainda nas teorias de Kaluza-Klein quando w = (—1—}@, onde d é o nimerc de dimensces
tipo-espago compactas internas. Se for realizada uma transformagéo conforme em (2.1),

tal que g, = ¢~ ¥, obtém-se a Lagrangiana
M agrangi

e v [ (w2 2280 xex], 22

onde as barras ja foram eliminadas de .

As equacdes de campo para esta Lagrangiana sio:

1 w+3 1
Ry — 5 Juw R = (—¢2_—Zl (¢,u Gp — 5 Juv b 05’9)
1 1

+ ol (X,.u X = 5 9w Xop x"") , (2.3)
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PF X0 X7
O — =0, 2.4
T Tl e 24
Dx—zgﬁg:& (2.5)

Considerando a métrica de Friedmann-Robertson-Walker

a(t)® {
14 (6/4) T2

onde no fator de escala é feita a substituicio I, a — a e a curvatura espacial assume os

ds® = —N?di? + dr? +r? [d@z + sin® @ d'rz]} , (2.6)

valores 0, 1 e —1; as equagdes de movimento para N = 1 sao:

N2 3e (w+3/2) ($\° 1 (%)
(3 +5=C52 () 5 (G) &0
a0 & ¢
A e Tl (2-8)
g+3gx—2%x=o. (2.9)

Aqui interessara somente o caso € = 1.
Considerando as equagtes (2.7) — (2.9), e reparametrizando a coordenada tempo como

dt = a® df, pode-se encontrar as seguintes solugdes:

T I T

_c 1
B [C 0+ D)@ s3] 1)
ve L (2.12)

&= 5i/ \/cosh [\/EICI (9-|—E)],
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onde A, B, C, D e F sdo constantes de integracdo. O universo se expande de uma

singularidade inicial até um tamanho mdximo e, entdo, se contrai até uma singularidade

final (a oc £1/3, para a pequeno).

Para A=0,B =C, D= F ew =0, encontram-se as seguintes relagdes implicitas

entre g, ¢ e x:

1 2
¢(a) = '—C”—I 6 H
1\ M
a(x) = y/|C] (g - 3) ;
B0 =yf1- -2

2.2 Solugoes Quanticas no Mini-Superespago

Introduzindo a métrica (2.6) na Lagrangiana (2.2), esta se torna

12 a &* a® §? a® x?
L= — 2 -2 — 12N a.
N (3++2w) N N g7 a
Os seus momentos conjugados sdo:
aa
a — 24_:
" N
.
7y = —2 (3 +2w) ;;52,
a x
ﬂ’x —_ — N¢2.

A Hamiltoniana sera

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)
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2 27T2 2,].[.2
" Oy P o6l = N, (2.20)

H=N —
48a 4(3+2w)a® 8ad

onde tem-se o vinculo de primeira classe H = 0.
Seguindo o procedimento de Dirac para a quantizagio, a versio operador de H atuara

sobre os estados quinticos v, resultando na equacio de Wheeler-DeWitt

Hp =0, (2.21)
onde foram feitas as substituigGes
# po
2 —r— — ——— ——
My — 32 a o’ (2.22)
& q 0
2 _, .2 1Y 2.23
82
2
'}Tx — “aa, (224)
na expressao
2,2 2 2,2
G ir B S, (2.25)

12 (3+2w) 2
e onde p e ¢ sdo fatores de ordenamento, cujos valores determinam de que modo estavam

ordenadas as varidveis. Por exemplo, temos 0s seguintes ordenamentos:

a a
2.2 ,_2¢ O _
g = —a" 5o o parap 0, (2.26)
0 0
Ty GTg —> —a 30 (a %) parap=1, (2.27)
2 &
am,a— —a+—f(a) parap=2. (2.28)

Oa?
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Foi feito também i = ¢ = 1. A equagio de Wheeler-DeWitt toma, entdo, a forma

@ [, P ¢ 2, , 4 ¢
ﬁ[aaﬂb"l‘aaalb]—m[3¢¢5+E)3¢¢]—?3§¢

= Vy(a) 9, (2.29)

onde Vy(a) = 48 ¢,
Usando agora o método de separacio de varidveis, escrevendo (e, ¢, x) = ®(a, ) Mx),

a equacgao (2.29) se separa em outras duas:

X =-8K, ), (2.30)
a? 2 P ¢ 9 q -
12 [8(1@-{—&8“(1)] —m [84,‘1)4—5805(1)] ——Vq,(a,qi»)(I), (231)

com Vg(a,¢) = 48a* — 4K, ¢? e K, sendo uma constante de integracio. Usando, mais
uma vez, o método de separacio de varidveis, escrevendo ®(a, ¢) = a(a) B(¢), obtém-se

duas equagdes ordindrias:

a2 + g 0,0 =Vo(a) e, (2.32)
038+ %%ﬁ = Vs(4) 8, (2.33)
com
Va(a) = 12 (486* - %) , (2.34)
Vi) = (3-+20) (4K - =), (2.35)

onde K, é uma outra constante de integracio.

As solugoes para o, § e A sdo



a(a) = al™/? [4, I, (120?) + B, K, (126%)]

com
o \/(p—1)2—48K2;
4
B(g) = $0-o2 [Aﬁ I, (2 B+2w) K, ¢) +
+ Bg K (2\/(3—1—2&)) K ¢)}
com

3 x/(q—1)2—4 (3+2w) Ky
= 5 :

Mx) = Ape VoKX 4 By e tV8EKx

Os coeficientes A’s e B’s sdo constantes.

A solucao geral da equacio de Wheeler-DeWitt é

P(a, 6 x) = [ Al K2) e (0) B, e (8) Mo () dE S,

19

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)
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Se a ordem das fungdes de Bessel modificadas é imagindria, entfio @ pode ter um
comportamento oscilatério, mas somente para pequenos valores de a. Para valores grandes
de a, ela cresce ou decresce. Isto sugere que a fase cldssica possa ocorrer somente para

pequenos valores de a. Este comportamento é exibido na figura 1.

Figura 1: Comportamento de a(a) parap =1, K, =1, A, =1 e B, = 0. A parte
real € representada pela linha continua, enquanto a parte tmagindria € representada pela

linha pontilhada.

2.3 A Aproximagao WKB

A aproximagio WKB é um método de se tentar obter uma transicio das solugdes quanticas

para as cléssicas. O procedimento consiste em reescrever a fungao de onda como
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T = exp (% S) , (2.40)

substituir na equagdo de Wheeler-DeWitt e em realizar uma expansdo em S em ordens

de

S =5 +ﬁS1+h282+... (241)

A solucgéo clissica deve ser recuperada através da construgido de um pacote de onda de Sy

v = [ AK) exp (% Sg) dK,, (2.42)
onde K é uma constante de integracio e A(Kjp) € uma funcio Gaussiana.

Considerando S = S(a, ¢, x), o cdleulo de suas derivadas em a dé4:

oY i8S .05

Fu i85 1 {88\ _ 1 (88 (85
o ’ﬁ“*aaz‘l""ﬁf(“az) V=4 \6a) \Ba) ¥

828, 1 {88\ (0S, 851\’
As derivadas em ¢ e x dio expressoes semelhantes. Substituindo, entdo, na equagio de

Wheeler-DeWitt e separando em equagoes para ordens diferentes de A, obtém-se
a_2 % 2__,;452_” % 2_“5{’3 QWS_'Q 2+V(a,)—0 (245)
12 \ Ba 342 \ 8¢ 2 \ dy AR '
@ [ (@) _, (95 (85, , ip (05)]
12 |' \ 8a? da ) \Ba )" @ \Oa
P [ (ESi) _y (050 (85:) . g (95
v | (5e) 2 (%) (&) (%))

21 ) ()
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Fazendo a separacgiio de varidveis Sy(a,®,x) = Se(a) + So(¢) + So(x), obtém-se as

seguinies equagdes:

(%(a))2 =12 (% - 48 a2) : (2.47)
(aso : ¢)) (34 20) ( s Ke) (2.48)
( a‘?;‘) (X))2 = 2 K,, (2.49)

onde Ky e Ky sao constantes de separacéo.

As solugdes das equagdes sao

So(a) = :l:[\/3 (Ko — 48 at)—

— /3K, arctgh (,/ K48 “4)} + Aq, (2.50)

So(d) = + [\/(3 +2w) (Ko — Ko 67—

— /(84 2w) Ky arctgh ( E(l:’%ﬁfé%)] + By, {2.51)

So(x) = £y/2 Ko x + Cy, (2.52)

onde Aq, By e Cy sao constantes de integragio. Pode-se encontrar as solugdes para
S; também, mas elas nio sao importantes para a constru¢io do pacote de onda nesta
aproximacdo. Nota-se, primeiramente, que Ky > 0 leva a um comportamento oscilatério
para exp[(1/k) Se(a)]. Por outro lado, se (3+ 2w) Ky > 0, mantendo Ky > 0, entdo

exp [(1/h) So(¢)] é oscilatério para qualquer valor de ¢ quando Kp < 0, ou somente para
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valores pequenos de ¢ quando K > 0. Se (3 + 2w) Ky < 0, entéo exp [(1/h) Se(¢)] tem
um comportamento exponencial para qualquer valor de ¢ quando K; < 0 ou somente
para pequenos valores de ¢ quando K > 0.

Considera-se, agora, a superposi¢io dada por

Ve, ¢,x) = [ [ Ao, Ko)exp[(1/B) So(o, 6, x Ko, Ko)] dKo Ko, (2.53)

onde A(Ky, Ko) é uma fun¢iio Gaussiana bidimensional centrada em Ky > 0 e Ky > 0,
com larguras ¢; e o3, respectivamente. Observando a equagio (2.50) pode-se ver gque
S{a) torna-se muito grande quando a torna-se muito pequeno. Por isso, na integral

(2.53), interferéncias construtivas acontecem somente se

d5y(a, ¢, x) _ 2 8So(a, ¢, X) B 2 -
(3—K'0|K02Ko) + (T|KO:KO) = {. (2.54)

As relagdes implicitas entre as varidveis a, ¢ ¢ x que vém da equacdo (2.54) sdo as
mesmas das equages (2.13) -— (2.15). O limite cléssico é entdo recuperado somente para

valores pequenos de a.

2.4 Interpretacao Causal

Agora as solugbes quénticas (2.36) — (2.39) serdo analisadas do ponto de vista da in-
terpretacao causal da mecanica quintica e os resultados serdao comparados com os obti-
dos na secdo anterior. Considere em (2.39) os seguintes valores fixados: p = ¢ = 1,
w=0 K = -1/12, K = Ky, A, = Ag = 0, B, = By = Ay = By = l e
A(K,Ky) =36 (Kl + %) tg (7r M) De acordo com um resultado da referéncia [26],

obtém-se

U(z,¢,x) = cosh (\/g x) uw gtgh (7 V3K) K, /x(z) K. axli 6) dK =
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2 .
= cosh (\/;x) gﬁﬁ%e—mexp {z [g~¢—¢a;rctg (%)]}(255)

=124 (2.56)

definindo

. Considerando-se a funcao de onda na forma ¥ = Rexp [(3/h) 5] e dadas as expressdes
dos momenta (2.17) — (2.19), as trajetérias quinticas podem ser calculadas (ver a equacio

(1.24) do Capitulo 1) das seguintes equacdes (no gauge N = 1):

_ .08 2/12z¢
Ta =24aa= 'a—a = m, (257)

L d 98 4@ +s
S T %)

4k _ 05 _

= 2.
Ty po By 0, (2.59)
pois
S = % — ¢ — parctg (%) (2.60)
(onde foi considerado h = 1).
As solugbes sdo
1 c 1/2
= {In| ——= 2.61
‘ m[“(WHW )] ’ (261)
1 c a?
=——Inl —— | = —86 —, 2.62
¢ 21 (\/1 + 4’:72) i ( )
X = constante, (2.63)

onde 7 = f (dt/a) é o tempo conforme e ¢ é uma constante de integracio. Para pequenos

valores de a, quando 7 se aproxima de + (¢® — 1) /2, essas fungdes tendem a
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a(t) oc t1/3, (2.64)
B(t) o< 27 x a?, (2.65)
¥ = constante, (2.66)

que é exatamente o comportamento cldssico para w = 0. Quando a ndo é pequeno, as
trajetorias ndo sao como as cldssicas, como pode ser visto da comparagio das equacdes
(2.61) — (2.63) com as equagdes (2.10) — (2.12). Este fato pode ser entendido a partir

da inspecao do potencial quintico {) que aparece na equacio tipo Hamilton-Jacobi

2 2 2 2
12 (Zﬁ) +3fzw (aé) +¢ (?93?) TrQ=0 %60

obtida através da substitui¢do de ¥ = Re* na equagio de Wheeler-DeWitt (2.29). A

sua expressio é

B a® (R paR) & (32R+q3R) B
N 12 \ 8q? aaa 34 2w W E—qb

E 12
¢* R
- 35 %_2_ (2.68)
Para este problema particular, onde a expressio do mddulo de ¥ é
2 T TP
= cosh [ 4/= — " 2.
R = cos (\/;X)Q o (2.69)
femn-se
9 42 4
Q:_(“" 24"z +¢7) (2.70)

z? + ¢?
Para pequenos valores de a tem-se ¢} oc a?; por isso, neste dominio, 0s seguintes termos

cinéticos dominam:
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a?r? g (88\° 1 %P
Ki=—"Ft=—1|+—] = ———- .
a 9 12 | 3g 3@ ) o constante, (2.71)

3 7 3 \og 3\ 22+

tornando o potencial quéntico desprezivel quando comparado com eles. Por outro lado,

2.2 2 2 2 2 2 2
K;= _¢ T 9 (6_8) = ¢ (m) o constante, (2.72)

quando 7 — 0, a tende ao seu valor maximo (g — Gmqez) € ¢ cresce indefinidamente
(¢ — o0). O potencial quantico @ o ¢? diverge, enquanto que o potencial clissico e os

termos cinéticos se comportam como

Ka X ?, (273)
Ky o 67, (2.74)
Vd o G4- (275)

Por isso, agora neste outro dominio, o potencial quintico — junto com Ky — torna-se
o termo mais importante na equagao (2.67). Este comportamento do potencial quintico
explica porque as trajetérias s3o classicas para valores pequenos de @ e quanticas para
valores grandes deste.

Nesse mesmo trabalho (referéncia [5]) mostra-se que outras escolhas de diferentes
valores para as quantidades p, ¢, w, K\, Aa, A, Ba, Ba, B, Ay e A(Ky, K») podem
levar a um resultado equivalente quanto ao dominio quéntico.

E importante comentar que o resultado desta ultima secio, onde foi adotada a inter-
pretacio causal da mecénica quéntica, é qualitativamente equivalente ao da secio anterior,
onde, adotando a interpretagao probabilistica da mecénica quéintica, foi mostrado que as
superposices Gaussianas das funcbes de onda da aproximacao WKB tém seus picos cen-

trados nas trajetorias classicas no espaco das configuracoes, mas somente para valores
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pequenos de a. Estes resultados contrariam o senso comum de que os efeitos quanticos s6
seriam dominantes nas fases microscdpicas, o que os tornam surpreendentes (veja entre-
tanto referéncia [25] para outras fungbes de onda). Isto mostra que a condigdo de limite
cldssico para grandes fatores de escala depende da escolha do estado quantico do universo.
Resultados semelhantes a estes bem como outros mais satisfatérios foram obtidos em um
trabalho original desta tese, que serd apresentado no capitulo 3. Alguns resultados e al-
gumas etapas de cdlculo deste capitulo 2 serdo utilizados neste trabalbo (capitulo 3), que
tratard da aplica¢do da interpretagao causal a teorias escalar-tensoriais com acoplamento
nao-minimo.

&®



Chapter 3

Cosmologias Quanticas em Teorias
Escalar-Tensoriais com Acoplamento

Nao Minimo

No capitulo anterior foram apresentados alguns resultados de um trabalho recente [5],
onde foi estudada a quantizagido em mini-superespaco de teorias escalar-tensoriais com
acoplamento minimo. Nesse trabalho é discutida a presenca de singularidades no nivel
quantico, o limite classico, a questao do tempo e problemas de interpretagio. Foi mostrado
também que a interpretacio causal da mecinica quantica produz um limite cldssico que
estd de acordo com consideragoes semiclassicas. A solucao geral da equacao de Wheeler-
DeWitt foi encontrada e, para algumas solucdes exatas particulares, mostrou-se que, ao
contrdrio da crenca comum, o limite cldssico ocorreu para fatores de escala pequenos e,
por isso, as singularidades classicas nao foram evitadas por efeitos quanticos. Nessas
solugoes, os efeitos quanticos tornaram-se importantes somente para valores grandes do
fator de escala.

Neste capitulo sdo estudados esses problemas, no mesmo contexto da quantizacio

em mini-superespagos, porém de teorias escalar-tensoriais com acoplamento nao-minimo.

28
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Como fol mencionado anteriormente, estas teorias sdo derivadas da acio efetiva das
teorias de cordas [27], e das teorias de Kaluza-Klein compactificadas para quatro di-
mensdes [23, 28]. Em ambos os casos, o modelo resultante tem um acoplamento nio-
minimo entre a gravidade e um ou mais campos escalares. A nivel cldssico, os modelos
efetivos conbsiderados aqui sdo indexados pela constante de acoplamento w, que — a
principio — pode assumir valores no intervalo —% < w < 00, como na teoria de Brans-
Dicke. Os modelos que sdo estudados aqui diferem da usual teoria de Brans-Dicke pela
presenga de um segundo campo escalar minimamente acoplado 3 gravidade, mas com um
acoplamento nio-trivial com o campo escalar usual da teoria de Brans-Dicke. Para a agio
efetiva de cordas, w = —1, enquanto que para teorias de Kaluza-Klein compactificadas,
W= ~§%l, onde n =4+ d é a dimensdo do espago-tempo.

O mini-superespaco que serd considerado é tri-dimensional: os graus de liberdade séo
o fator de escala e dois campos escalares. As secGes espaciais do modelo de Friedmann séo
tomadas com curvatura positiva. Para w < 0, as solugGes cl4ssicas representam universos
com raios minimos (mas que ndo sio necessariamente livres de singularidade), enquanto
que - para w > 0 — o cendrio cosmoldgico é qualitativamente como os cendrios cos-
moldgicos de Friedmann tradicionais. Para w = 0, onde o campo escalar ndo-minimamente
acoplado nao tem nenhuma dinamica, tem-se um universo oscilante onde o fator de es-
cala nunca vai a zero. B um modelo livre de singularidades. Quando se quantiza tais
teorias, chega-se a uma equagao de Wheeler-DeWitt que é, em contraste com o caso de
acoplamento minimo, nao separdvel e muito dificil de resolver. Contudo, é bem conhecido
que uma transformacao conforme permite que solugdes cldssicas e quénticas de modelos
com um campo escalar acoplado ndo-minimamente 4 gravidade (referencial de Jordan)
sejam mapeadas para o chamado referencial de Einstein, onde o campo escalar é minima-
mente acoplado ao setor gravitacional (ver [29] para o caso onde w = —2). Aqui, neste

trabalho, foi possivel mostrar que esse resultado é valido também na presenca de um

segundo campo escalar, e para qualquer valor de w. Por isso, as solucdes da equacdo de
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Wheeler-DeWitt encontradas em {5] no referencial de Einstein podem ser mapeadas para
as solugbes da equacio mais complicada de Wheeler-DeWitt no referencial de Jordan. A
soluco geral da equacdo de Wheeler-DeWitt no referencial de Jordan obtida deste modo
é uma generalizacdo daquela obtida em [30] para o caso de wm campo escalar. Aqui ser4
mostrado também que as trajetdrias Bohmianas correspondentes as solucbes quanticas no
referencial de Einstein podem ser diretamente mapeadas para as trajetérias Bohmianas
relativas as solugdes quénticas no referencial de Jordan. De posse destes resultados, é
possivel comparar as caracteristicas do caso de acoplamento minimo com as do caso de
acoplamento nfio minimo. E o que serd feito no decorrer deste capitulo. Na primeira
secao serdo exibidas as teorias cldssicas com as suas correspondentes soluces cldssicas;
na segunda secio serd mostrado 0 mapeamento conforme da equacio de Wheeler-DeWitt
em mini-superespaco do referencial de Jordan para o de Einstein, de onde serdo determi-
nadas as solugdes no caso do acoplamento ndo minimo. Na terceira se¢ao, a equivaléncia
conforme das trajetérias Bohmianas é também determinada e seus limites classicos sio

comparados e discutidos. As conclusdes serdo apresentadas ao final dessa 1iltima se¢io.

3.1 Teorias Escalar-Tensoriais

Na auséncia da matéria comum, a densidade lagrangeana mais geral que se pode escrever

para teorias escalar-tensoriais é

L= v=7 (18 R-ule) 222 +v(a)) 81)
onde f(¢) e w(¢) sfo fun¢des arbitrdrias do campo escalar, enquanto que V{¢) ¢ um
termo de potencial. Em geral, o termo de potencial deve ser adicionado & m#o, embora
em alguns casos a escolha possa ser ditada por consideragoes microscépicas. A teoria de
Brans-Dicke [31] é representada pelo caso especial onde f(¢) = ¢ e w(@) = constante.

Geralmente, na teoria de Brans-Dicke, o termo de potencial é colocado igual a zero.
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Uma vasta classe de teorias escalar-tensoriais é representada por uma densidade la-

grangeana do tipo

L=+vg (qu W ¢;p¢¢;p _ X;quX;p) _ (3.2)

Esta densidade lagrangeana é a mesma que a de Brans-Dicke, mas ela tem um campo
escalar adicional, que se acopla ndo trivialmente com o campo ¢ de Brans-Dicke. Tal
lagrangeana efetiva aparece em cosmologia de cordas com campo de Kalb-Rammond
(w=—1) e em teorias multidimensionais onde gravidade é acoplada a campos de gauge
externos (ndo geométricos) no espaco-tempo de dimensdo mais altan = 4+d (w = ~ (i;—ll).

Aplicando o principio variacional para as quantidades g%, ¢ e ¥, encontram-se as

correspondentes equagdes de campo para esta Lagrangeana:

1 1 .
R, - 9 Juv = % (¢;n bw — g Gwv P ¢’p) +
o (e 06)+ 2 (xuxw — ") (3:3)
g (D Guv o XiwXow = 5 Gue Xsp X | 5 '
2 Xie X _
Oy — %ﬁ X* =0. (3.5)

Agora, nas equagdes de campo (3.3) - (3.5) serd inserida a métrica de Friedmann-

Robertson-Walker

a’(t)
1+ (e/4) r?

onde a é o fator de escala do universo e K = (¢/4) = 0,1, -1 representa a constante de

ds® = —~N? g + [dr2 +1? (d8® +sin® g d¢2)] , (3.6)

curvatura da secdo espacial. O fator V é a fungdo lapso, que ser4 feita igual a 1 nesta
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segdo mas serd reconsiderada na préxima segio. Para esta métrica, as inicas componentes

ndo nulas do tensor de Ricci R, sdo:

_ _q )
R =32, ()
Ry = 1 ( () ()+2d2+2K) Gii, (38)

2
a3(t)
onde o indice ¢ varia de 1 a 3 e ndo hé soma em i. Sabendo também que as componentes

I'); da conexdo sfo dadas por

r - Eg (3.9)

e supondo que ¢ e x s6 dependam do tempo (campos homogéneos), pode-se calcular O¢

e Cly:

O¢ = ¢;p;p = g" ¢’,p;ﬂ

= g”p ¢spnu F'p 1_‘0' ¢ a

= 4o
4380 5 (3.10)
()
e, da mesma forma,
(t)
[ .
X=X+3—< o) X (3.11)
As equagdes de campo resultantes sdo:
N K w(d\ ad 1[x%\
b3ty 2 s (3.13)
a 3+2w ¢ ’ '
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L La. b
3—v—=—v=0. .14
X+3 %= gx (3.14)

Os pontos significam derivadas com respeito ao tempo cédsmico t. Para resolver as equagses
(3.12) - (3.14), é mais ficil reparametrizar a coordenada tempo como dt = a® df, § sendo
— em geral — uma nova coordenada tempo muifo conveniente quando a gravidade estd

acoplada a campos escalares. Em termos de 6, obtém-se as equagdes de movimento,

2 2 2

o’ s w (P _La ! LXN
s(€) vora=2 (£ 5222 () e

" 2 xX*_
¢ +3+2w~——¢ =0; (3.16)
" ¢,i
_¥ . 3.1

X' x 0 (3.17)

As linhas denotam agora derivada com respeito a 6.

A solugdo para a equagdo (3.17) é direta ¢ se escreve

X' =Cé¢, (3.18)

onde C é uma constante de integracdo. Inserindo (3.18) na (3.16) obtém-se uma equagio

de oscilador harmonico para ¢ com a solucao

¢ = Dsen()\f), (3.19)

com D sendo outra constante de integracdo e

2
/\_V3+2w0'

Agora. retorna-se & equacdo (3.15). Nela sdo inseridas as solugGes (3.18) ¢ (3.19). Re-

definindo o fator de escala a = ¢ 1/?b, pode-se integrar a equacio resultante para b.

Esta redefinigio € a mesma que transforma a Lagrangeana original escrita no referencial
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de Jordan na Lagrangeana equivalente, escrita no referencial de Eivstein, cujas solugbes
cosmolégicas para a secdo espacial fechada j& foram obtidas previamente [5]. A solugdo

final para o fator de escala é:

(3.20)

Y ' 2C T tg*(7\68/2)
VBsen(A0) [1+r2tg2 (100)]

onde

e r uma constante de integracio. Quando w > 0 (3.20) representa um universo que
tem uma fase de expansao, vindo de uma singularidade, alcangando um valor méximo
para @, e entdo colapsando novamente para uma singularidade. Para w < 0, o cenério é
completamente diferente: o universo tem inicialmente uma fase de contragao, vindo de
& — oo, alcanga um minimo e, ent&o, entra numa fase de expansio até ¢ — co. Este
universo com raio minimo é livre de singularidades quando —% <w< ——%, com periodos
deflaciondrios e inflaciondrios, quando ¢ — oo (no caso onde w = —%, esta inflagdo é
exponencial), caso contrario hi singularidades quando ¢ — co. Quando w > 0, todas as
condicOes de energia sdo satisfeitas, enquanto que, no segundo caso, a condicao de energia
forte é sempre violada e as condi¢es de energia fraca podem ser violadas em algumas

regides especificas. No limite § — 0 e § — /A, a solugio para ¢ toma a forma

goctioT,  poc2/Beml) 4 x constante, (3.21)

com

t oc G3a-1)/2 quando 6 — 0

ou

tox (m— Ag)Pe 2 quando 6 — w/A.

Para w > 0 ndo h4 nenhuma fase inflaciondria. No caso —3 < w < —% (U <a< %),

§ — 0 implica t — —o0, enquanto que em todos os outros cases # — 0 implica
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t-— 0.
As solugdes com big-crunch seguido de um big bang (w > 0) e aquelas com raio minimo
(w < 0), sdo separadas pelo caso particular onde w = 0, para o qual o fator de escala

oscila entre um valor maximo e um valor minimo, tomando a forma

Cr
o \J V6 [cos? (A6/2) + r2sen?(A0/2)]

Esta ¢ uma solucdo nfo singular, No caso particular onde r = 1, o fator de escala é

(3.22)

constante. E um universo estitico, mesmo com 0s campos escalares evoluindo no tempo.
Vale lembrar as correspondentes solugles para o caso de acoplamento minimo, que sio
dadas no capitulo 2 (equacdes (2.10) - (2.12)). Elas podem ser obtidas ao se realizar a

transformacio conforme a = ¢~/2 b, resultando em:

b= \/ Al sech (2Al€), (323)

¢ = Dsech (%3 e) , (3.24)

3 2\
X = \/;othgh (:;1 6) + Xo, (3.25)

com df = ¢de, Ay = CD/+/6 e xy é uma constante de integracio. Perto das singulari-
dades, as solugBes acima —- no referencial de Einstein —- comportam-se como b « 7Y/3,

¢ ox 78382 ¢ ¥ o constante, onde 7 é o tempo préprio naquele referencial,

T =Y dt.

3.2 Solucoes Quanticas no Mini-superespaco

Inserindo-se agora a métrica (3.6) na Lagrangeana (3.2), depois de uma integracio por

partes, obtém-se a expressao



1
L =%

12

1204 +12a%a¢ — 2w —a® —

¢

—~ 12K Naé.

Os momenta conjugados a a, ¢ e x sdo

Ty = — =
O¢

x

oL a’d (a4 &
_ég_lzw(25+$),

aL & (. a ¢
_H8L__4 ad
T Oy N¢X’

2%&3) —
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(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

A funcdo lapso N é um multiplicador de Lagrange, cuja variagio leva a uma equagio de

vinculo. As equagdes (3.27) - (3.29) invertidas ddo

. No¢m,
 46%

A Hamiltoniana candnica pode ser construida a partir de

assumindo entao a forma

H:dfra+<f;7r¢+)'(7rx—L,

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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com

2y = w ﬂg 1 Ta Mg
T A\M4(B+w) a¢ 43+ 2w) a2
1 ¢ 5 ¢
- maa Ty — 8—37rx+12K¢a) (335)

Como a fungiio N é um multiplicador de Lagrange, tem-se entio o vinculo #H = 0. De
acordo com o procedimento de Dirac para a quantizacio, deve-se agora aplicar sobre os

estados quanticos a versio operatorial de H:

HE =0, (3.36)

onde ¥ ¢ a funcio de onda que representa o estado quantico do sistema.
Fazendo-se as substituicoes m, = —i 0,, 7y = —i Oy e 1, = —i 3, na expressio explicita
de H, obtém-se a expressio explicita do operador H que — guando inserido na equagio

acima — resulta na seguinte equagio diferencial para ¥ = ¥(a, ¢, x):

{“’—C-‘im (auf—’aa) +(——¢—aaa¢——

6 (2w + 3) a 2w +3)
i 324_23 ._.__232 —
Qu+3) \ ¢ %) 27X

= A8Kda' ¢V, (3.37)

onde p e ¢ s3o os fatores de ordenamento.

A equagdo (3.37) tem derivadas de segunda ordem misturadas nas variaveis a e ¢; ao
mesmo tempo, o potencial no lado direito mistura estas mesmas varidveis. Desta forma,
a equacdo (3.37) nido pode ser resolvida através do método de separagao de varidveis. No

entanto, nds podemos redefinir as varidveis a e ¢, escrevendo

a=¢"%h,  $=¢  ¥=x (3.38)
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Esta transformagado é a versdo no mini-superespago da transformagio que leva a La-
grangeana (3.2), expressa no sistema de Jordan, para uma nova Lagrangeana onde a
gravitacdo ¢ minimamente acoplada a dois campos escalares. Inserindo a transformacio

(3.38) na equagéo (3.37), obtém-se uma nova equacio para as varidveis dindmicas b e ¢:

(5 (8+50) o7 (#+50) - Fajv-wie om

Os novos fatores de ordenamento p’ e ¢' estdo relacionados aos anteriores, p e g, pelas

eXPressoes

12 w 3 ¢
L A —— = g . .
P =3 (6p+4 2)’ 7=4 (8.40)

Quando p = ¢ = 1, entao p' = ¢ = 1. Desta transformacio, pode-se deduzir que
a equacao de Wheeler-DeWitt para um acoplamento minimo do campo escalar com a
gravidade pode ser mapeada para uma versido de acoplamento ndo minimo deste modelo.
O mapeamento conforme matemaético a nivel classico é preservado no nivel quéntico.
Além disso, o fator de ordenamento é preservado somente quando p = ¢ = 1 porque,
neste caso, 0 operador diferencial na equacio de Wheeler-DeWitt € o D’Alembertiano, o
qual é covariante mediante redefini¢Ges gerais de campo.

A equacdo (3.39) j4 foi estudada na literatura {5 e apresentada no capitulo 2 (equacio
(2.29)). As solugtes foram encontradas usando o método de separacio de varidveis.
Para se obter as solugdes da equagio (3.37) {que estd no referencial de Jordan), deve-

se empregar a transformacio (3.38) nas solugles assim encontradas. Elas sdo dadas por

T(b, ¢, x) = p(b) B($) v(x), onde tem-se (equagdes (2.36)-(2.38)):

plb=ag?) = a7 (A, 1, (124’ ¢) + B, K,, (1247 ¢)], (3.41)

n = i\/{p’—l)z——LLSKQ,
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Bl#) = ¢ [, (21320 Kig) +
4 ByK, (21/(3+ %) K, qs)} (3.42)

m = %\/(q’— 1)? — 4 (3 + 2w) Ko,

v(x) = Ayexp (ﬁ V8K x) + By exp (_,- V8K x) : (3.43)

Nestas expressoes, K; e K, sao duas constantes de separagio e os coeficientes A’s e B’s

sd0 constantes. A solugdo geral pode ser escrita como (equacio (2.39))

W= [ A(K,KG) pxc (0, 9) B, () iy () K A, (3.44)

Neste ponto pode-se discutir o limite semi-cldssico usando a aproximacio WKB. A
fase da funcio de onda WKB ¢ a solucdo da equagio de Hamilton-Jacobi cldssica no refe-
rencial de Jordan, que pode ser obtida fazendo-se um mapeamento conforme da solugéo
da equagdo de Hamilton-Jacobi no referencial de Einstein (equagoes (2.45)-(2.49)), pro-

duzindo
Sﬂ(a! ¢'1 g) = SO (G, ‘;6) + S()((ﬁ) + SO(C);

dada por (2.50)-(2.52)

Sﬂ(a7¢) = =k

\/3 (Ko — 48 g% at) — \/SICoarctg (\/E%qua‘l)} +
+ Ay, (3.45)

Sug) = * |3 +20) (Ko— Kog?)-

ST (I | E N
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So(€) = £/2 Ko ¢ + Gy, (3.47)

onde Ay, By e Cp sdo constantes de integracio, e Ky e K, sio constantes de separacio.

Considera-se a superposicio WKB dada por

00,6, = [ [ Al Ko)exp[1 500,86, Ko Ko)| dEadlo, (3.9

Pode-se ver que, se Ky > 0, a fungio de onda oscilard muito rapidamente para ¢ préximo

a zero. Neste caso, a interferéncia construtiva é garantida pela condi¢io (2.54)

a5, 2 88s. 2
(o0t 0lrs) + (oot Oers) =0 (5.49)

As relagbes implicitas vindas de (3.49) sdo as mesmas que as equagdes cldssicas (3.18) -
(3.20) escritas numa forma, implicita. Por isso, o limite cldssico é obtido para ¢ préximo

a zero, nao mmportando o valor de a.

3.3 As Trajetéorias Bohmianas Quénticas

Nesta secAo serdo aplicadas as regras da interpretagio causal para as funcoes de onda
obtidas na secio anterior. Conforme visto no capitulo 4, estas regras — aplicadas a este
caso de um modelo de mini-superespago homogéneo (e escolhendo o gauge N = 1) —

determinam que as trajetérias Bohmianas possam ser obtidas por integracio das relagoes

T == 0, S, (3.50)
Ty =045, (3.51)

T, = 0, 5, (3.52)
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que sdo as seguintes equacoes diferenciais:

Uaap+12a2d =8, 5, (3.53)
2 . (:b 3 __
12a a—4w$a =045, (3.54)
(1,3

Empregando as transformaces conformes (3.38) e lembrando que dt = ¢~*/2 dr, onde 7

é o ternpo proprio no referencial de Einstein, obtém-se as equacdes diferenciais

2UBY = 8,5, (3.56)

~2 (342w) B % ~ 8,8, (3.57)
b3

45X =S, (3.58)

As linhas aqui denotam derivada com respeito ao tempo préprio no referencial de Einstein.
As relagtes (3.56), (3.57) e (3.58) sdo as mesmas que foram obtidas no capitulo 2 para o
caso de um acoplamento minimo entre a gravidade e o campo escalar (equagdes (2.57)-
(2.59)).

Inserindo na equacaoe de Wheeler-DeWitt a expressdo ¥ = Rexp (¢ S/h), encontra-se a
correspondente equacdo de Hamilton-Jacobi que, para o caso de acoplamento nfio minimo,

5¢€ escreve

2
SO S — gy (0.5) (@5) +
2 2
2w¢+ 3 (34, 3)2 + 5 (3( S)z +Q+Vy=0, (3.59)
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onde

Va=—48Ka'¢? (3.60)
1 w a® 9 P ad o
© =3 [6 (2w + 3) (B“R+aa“3)+2w+3a¢a3_
_ ¥ (2r+%9,8) %
5013 (6¢R+¢6¢R 5 & R|, (3.61)

que sdo os potenciais cldssico e quintico.

As transformagaes (3.38) mapeiam as equacoes (3.59) e os potenciais (3.60) e (3.61) nos
correspondentes equacio de Hamilton-Jacobi, potencial cldssico e potencial quantico do
caso de acoplamento minimo [5]. Isto completa a equivaiéncia conforme (do ponto de vista,
matematico) entre acoplamento minimo e ndo minimo a nivel quintico na interpretacio
causal.

No capitulo 2 foram obtidas as trajetdrias Bohmianas pela integraciio das equagdes
(3.56) - (3.58) para algumas solugies exatas da equagio de Wheeler-DeWitt e foi visto que
o limite cldssico é reobtido quando o fator de escala é pequeno. Com estes resultados pode-
se obter as trajetdrias de Bohm usando as transformagcoes conformes (3.38) e investigando
a presenca de singularidades e o limite cldssico destas solucdes no caso de acoplamento
ndo minimo. Primeiramente deve-se lembrar das expressies conectando o fator de escala
e o temupo préprio nos casos de acoplamentos minimo e ndo minimo: ¢ = b¢12 e

t=f ¢~"2dr. O limite cldssico no caso de acoplamento minimo ¢

brs /3, b = T3 X = constante. (3.62)

Usando a transformacio conforme, obtém-se o limite cldssico para o acoplamento nao

minimo:

g ox tle D/ Be-t) ¢ oc /G x = constante, (3.63)
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onde

a=4/1+-w,

que foi obtido diretamente das solugdes cldssicas no referencial de Jordan e mostrado
na equago (3.21). No referencial de Finstein, o comportamento gualitative do fator de
escala é o mesmo, nio importando o valor de w, enquanto que no referencial de Jordan
seu comportamento depende crucialmente do valor de w, conforme foi visto na secéo 3.1.
Para analisar todas estas possibilidades no nivel quéntico, serdo estudados 4 exemplos.
As solugoes obtidas nos casos I - III foram extrafdas de [26]. Todas as quatro solucdes
satisfazem as condigdes de Hawking-Page [32], ou seja, de serem regulares quando o fator
de escala se aproxima de zero e de decair exponencialmente quando o fator de escala
se torna grande. A questfio sobre a normalizabilidade depende da definicao de produto
interno que seja adotada, que € uma questdo aberta em cosmologia quintica [33]. Se for
tomado o produto interno de [29] (o qual ndio € anélogo & mecanica quintica convencional
porque ele envolve uma integra¢do sobre uma varidvel que desempenha o papel do tempo
no mini-superespago), entdo estas funcdes de onda sfio normalizdveis somente através da
restricio de ¢ e x serem positivos (exceto para o caso III abaixc). No caso I abaixo, a
restrigdo de ¢ positivo pode ser relaxada no referencial de Einstein. Note que, dentro
da interpretagdo probabilistica condicional, nio h4 nenhuma necessidade de se ter uma
funcio de onda normalizdvel. O mesmo é verdade na interpretacio causal, onde se pode
extrair informagso da fungio de onda usando as relagbes guia (1.24). Para mais detalhes
nesse assunto ver [21].

Caso It w =  (w > 0), que produz o = 2. Escolhe-se

A(K1,Ky) = %6 (K1 ~ &%exp (‘;-?T)) senh (7 v},

com v =+/3Ky, A, = Ay =B, =0,ep =¢ =1 na equacio (3.44).

(a ) Caso de acoplamento minimo: Neste caso a funcfio de onda, equaciio (3.44), as-

sume a forma



7 ¢ ¢* X V3¢ x
= g 5 P (' “ 16y~ wa) ° ( (e TN, )) (3.64)
onde y = 124

A fase da funcao de onda é

2
_(r_oV3¥ L x ) (3.65)
6 19202 2./2
e, portanto, as equagoes (3.56) - (3.58) para este caso tornam-se
V3 ¢?
UbY = Yo ¥ .
bb IR (3.66)
ok V3 ¢
—24 = —— 3.67
£ = 96h (3.67)
5 1
el ey = e 3.68
Obtém-se entdo as seguintes expressoes para as trajetérias Bohmianas:
b3 ou y o 743, (3.69)
$ o< 73, (3.70)
x o< 73 4+ xo. (3.71)

Elas coincidem com as trajetdrias cldssicas para 7, b € ¢ sendo muito pequenos (ver
equagdo (3.62)), mas sao diferentes quando estas condigbes nio so satisfeitas (ver equagdes
(3.18) - (3.20)).

O médulo da funcao de onda é

1 ¢ x)

192 2 2.6 (3.72)
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Esta expressao de R ¢ usada para calcular o potencial quantico (1.23), cuja expressdo
neste caso é dada por
1 [52

_ 12 P & R) -
Y=z (6’?R+ba”R)

2 !
- (2—55:5 (6§R+%6¢R)—

2
- R] : (3.73)

onde os fatores de ordenamento usados séo p' = ¢’ = 1. A expressdo final do potencial

quantico é

1 1
Q= gyg ~ 16 ¢ (3.74)
enquanto que o potencial cldssico é
Vg = —48b* = —% 2. (3.75)
Os termos cinéticos sao:
¥ (8S\° ¢
P (6‘5)2 ¢ (3.77)
== —1 x =, .
*T 12 \ g 32
# (8S\*
Bx=9\5) *¢ (3.78)

Pode ser visto das expressdes anteriores que, para valores pequenos de 7, os termos
cinéticos K e Ky dominam enquanto que, para valores grandes de 7, os potenciais

quéntico e cldssico (@ e V) dominam (Q/Vy = 1). Em outras palavras, os efeitos
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quanticos sao despreziveis para valores pequenos de b e ¢, mas tornam-se importantes no
caso contrario.

{ b ) Caso de Acoplamento Nio Minimo: Para se obter a funcdo de onda deste caso,

deve-se simplesmente fazer a substituicio b = a ¢'/?, produzindo

;riz [@W( - 1(% - 7) exp [z’ (g ‘{(;f + %)] . (3.79)

onde z = 12 4%, A fase da fungao de onda é

_ V34 . x
6 19242 1 22

As trajetdrias Bohmianas podem ser calculadas resolvendo-se diretamente as equacdes

=

(3.80)

(3.53) - (3.55) que, neste caso, tornam-se

24aa¢+12a2é:‘;—§§, (3.81)

12a2a—18%a3=—1ﬁ2, (3.82)
.1

=5 (3.83)

ou fazendo o mapeamento conforme z = y/¢, & = ¢, x = x nas solugdes do caso de

acoplamento minimo. Obtém-se as seguintes expressoes para as trajetérias Bohmianas:

axt’® ou z ot (3.84)

¢ o t31°, (3.85)

x oc 4% + o (3.86)
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Elas coincidem com as trajetdrias cldssicas para £, ¢, ¢ muito pequenos (ver equagdo
(3.63)), mas elas sdo diferentes quando estas condi¢des nfo sio satisfeitas.

O moédulo da funcdo de onda é

™2 Vb 2 1 ¢ x

Esta expressdo de R é usada para calcular o potencial guéntico (3.61) cuja expressio,

neste caso, é dada por

Q = + [Lﬂ?— (3§R+—EBGR)+

R [6 (2w +3)
a g ¢'2 2 1
(',52
- ?BiR] R (3.88)

onde os fatores de ordenamento usados foram p = ¢ = 1. A expressfio final do potencial

quintico é

Q=328 - 2 &, (3.89)

enquanto que o potencial cldssico é

1
Va=—3 ¢ (3.90)
(s termos cinéticos sdo:
@ (05\® ¢?

A AN
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_ _ad? 3505 ¢
Kes =39 50 56 < 7@ (3.93)
K _¢_2 Qﬁ ’ &° (3.94)

Pode ser visto das expressdes anteriores que, para valores pequenos de f, os termos
cinéticos K,, Ky e K4 dominam, enquanto que, para valores grandes de £, os poten-
cials quintico e cldssico (@ e V) dominam (Q/Vy ~ 1). Em outras palavras, os efeitos
quénticos sdo despreziveis para valores pequenos de a € ¢, mas tornam-se importantes no
caso contrario.

Caso II: w = 0, que resulta em o == 1.

Embora neste caso nao haja nenhuma dindmica para ¢, a solucdo particular que serd

tomada tem propriedades interessantes que serdo vistas. Serd escolhido

3 1
Ak, ) = 55 (Ko + 25 ) tg (),

com v =+/3Ky, A, = A5 =0, A, =B,=1ep =q¢ =1 naequagio (3.44).
(a) O Caso de Acoplamento Minimo: Neste caso, a fungiio de onda (equagdo (3.44))

assume 3 forma

W = -;mﬂ'COSh ( gx) yz?iibz e ¥ exp [z (% — ¢ — arctg (%))} . (3.95)

Este € exatamente o mesmo caso particular apresentado no capitulo 2. As equacées (3.56)-

(3.58) para este caso sdo dadas pelas equages (2.57)-(2.59). Obtém-se entéio as seguintes

expressdes para as trajetérias Bohmianas (equagdes (2.61)-(2.63):

b= []“ (“ﬁ%ﬁ?ﬂ/

1 C b
¢p=———1In (—-—F.__gl 7 ) =—6 “7;, (3.97)

(3.96)
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X = constante, (3.98)

onde n = [ dr /b é o tempo conforme e C' é uma constante de integracdo. Para pequenos
valores de b, quando entao 5 se aproxima de + (\/C’2 -1 /2), estas funcdes tendem a
(equagdes (2.64)-(2.66))

b(r) o 7%, (3.99)
P(1) o 723 x 12, (3.100)
X = constante, (3.101)

que é exatamente 0 comportamento classico para w = 0. Quando b ndo é pequeno, as
trajet6rias nao sdo clissicas. Isto pode ser explicado pelo comportamento do potencial
quantico, que é dado pela equacio (2.70)

1(y* ~2¢"y— ¢4

Q= 3 T . (3.102)

O potencial classico é o mesmo do caso anterior (equagdo (3.75)) e os termos cinéticos sao

dados pelas equagtes (2.71)-(2.72)

OB (8S\ 1 144ptgr 1 24
=3 (53) =TSN ) " 3 (g ) (3.105)
NGNS Ly (1440 + ¢* +120%)° ¢ (* +¢* + )’ 3.104)
*T12\89) 3 (1440 + 42 3 (2 +¢2)? @

) 2
K, = % (%ﬁ”) =0. (3.105)



20

Quando b é pequeno, ¢ o b, tal como y. Portanto, neste caso, os termos cinéticos
dominam. Por outro lado, quando 57— 0, b tende a0 seu valor méximo (b — byq.), €

¢ cresce indefinidamente (¢ — o). Neste outro caso, o potencial quintico diverge

Q x ¢, (3.106)

enquanto que o potencial cldssico e os termos cinéticos se comportam como

1

Ko ) (3.107)
Ky o ¢?, (3.108)
Vg o b, (3.109)

e entdo agora é o potencial quantico, junto com K, que domina.

( b ) O Caso do Acoplamento Ndo-Minimo: Uma transformagio conforme na solugéo

(3.95) produz

¥ = %WCOS}I (\/%X) :Cz::_ 1 e *Pexp [z (% — ¢ — arctg (%))] . (3.110)

A fase dessa fungdo de onda é

S = (% — ¢ — arctg (12102)) , (3.111)

e, portanto, as equagdes (3.53) - (3.55) para este caso tornam-se

N 2 5 _ a
2daa¢ +12a ¢'_—24_144a4+1’ (3.112)
124 — 4w 05 = —1, (3.113)

‘q*g(l
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L (3.114)

¢

As trajetérias Bohmianas podem ser calculadas resolvendo diretamente estas equagdes
ou fazendo o mapeamento conforme z = y/¢, » = ¢, x = x Das solucdes do caso de

acoplamento minimo, obtendo-se as seguintes expressoes para elas:

i 1/3
=|—= 3.11
¢ ( 4) ! (8.115)
1 C
¢=— ( ) , (3.116)
3 ( 2t2”3 J1+9 (—26)F
x = constante. (3.117)

Elas tém uma singularidade inicial e s30 corupletamente diferentes das trajetorias classicas
que — neste caso — sao oscilatérias e sem singularidades. A peculiaridade desta solugio
é que ela é um exemplo de que efeitos quanticos podem criar uma singularidade onde nio

havia nenhuma. Inserindo-se o mddulo da fun¢io de onda

1 2 z
= - - T
R 27rcosh (USX) 1/$2+16 (3.118)

na equacao (3.88), encontra-se a expressio final do potencial quantico

L(¢*2' ~2¢°s — ¢) (3.119)

Q—_ 22 +1

Este, quando comparado com o potencial cldssico e os termos cinéticos

Va=—z2* ¢, (3.120)

K, =0, (3.121)
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Ky = gtﬁ (g‘z) x ¢?, (3.122)

1 as a8
Kio=—508" %5, 55 i¢2, (3.123)
fte (Z) o 121

leva & constatagdo de que, neste exemplo, ndo hi nenhum limite cldssico pois quando ¢ é
pequeno () ¢ K dominam, enquanto que para ¢ grande @ e V; dominam®.

Caso III: w = ~§ (—§ < w < 0), que resulta em a = 1/2. Ser4 escolhido

3 1 ) 1
A(Ky, Ky) = 55 (Iﬁ — g exp (5 w)) sen (Ewu) ,
com v =+/3Ks, A, = Ap =B, =0, ep =¢ =1 naequagao (3.44).

( a) O Caso de Acoplamento Minimo: Neste caso, a funcdo de onda assume a forms,

_ Ty [_ﬁ( ﬁ)_z_x}
Y= mET e \PTes)
2
exp['i (“1%“%1—%5”%)] (3.125)
A fase da funcdo de onda é
S—( LA L 3.126
=TTty X (3-126)

e, portanto, as equacgdes (3.56) - (3.58), para este caso, tornam-se

"Nota-se que, na verdade, @ e K se cancelam quando ¢ é pequeno, tornando o termo cinético K, 40
mais importante. Isto ndo significa um limite classico, pois houve a importante participagio do potencial
guéntico ¢ no cancelamento do termo cinético K 4, que classicamente deveria ser o dominante neste limite

para .



Obtém-se, entdo, as seguintes expresstes para as trajetérias Bohmianas:

b= A1 4/sech (Al e),

¢ = —6} cosech (2 )7 ¢),

x = 92 cotgh (2 by e) + Xo,

53

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

(3.133)

(3.134)

(3.135)

onde A, e xp sdo constantes de integragdo. Elas coincidem com as trajetérias cldssicas

para € muito grande e b, ¢ muito pequenos, apresentando o mesmo comportamento das

equagdes (3.62), mas elas diferem destas quando essas condicdes nio sdo satisfeitas.

0O maodulo da fungao de onda é
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R= % (12 %) exp[ V3 (¢ +185") — ?/’é] (3.136)

que, inserida na expressdo (3.73) do potencial quéntico, d4 como resultado final

Q= iyﬂ — §¢2. (3.137)

O potencial cldssico é o mesmo dos casos anteriores {(equacgio (3.75)) e os termos cinéticos

62 g
2
K, = % (gg) = % (¢2 + 36 6% + 328 ;) : (3.139)
K—?i ?ﬁzocqs? (3.140)
X7 2 \ox ' '

Pode ser visto destas equagbes que, para valores de € grandes, K; e K; dominam, enquanto
que, para € << 1, @, Ky e K, dominam. Efeitos quinticos sio despreziveis para valores
pequenos de b e ¢ mas, do contrdrio, eles tornam-se importantes.

(b ) O Caso de Acoplamento Nio-Minimo: Para se obter a funcio de onda deste caso,

deve-se simplesmente fazer a substitui¢io b = a ¢'/2, produzindo

w3/ V3 e\  2x
Y e WP[—"; ¢+T)‘7§]'
) T ¢
exp [1 (—ﬁ—§+l—+2x)l ) (3.141)
onde z = 12a?. A fase da funcio de onda é
2
SN VL S (3.142)
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As trajetérias Bohmianas podem ser calculadas resolvendo-se diretamente as equacdes

(3.53) ~ {3.55) que, neste caso, tornam-se
2daad+12a% ¢ =364 ¢,

9 ¢ 1
12 2, Y7 3—_—____, 1
a”a 2¢a 2—|—9a,

4y
¢

que podem, considerando-se dr = b° de, ser reescritas como

2,

da 3 5 1
2~ 2% % g%

99

1
2642 Y]
5 04 ¢ T34,

aX_ 1 2
Be 245‘

Obtém-se, entdo, as seguintes expressdes para as trajetorias Bohmianas:

a:”%senh()\%e,

¢ = —6 ] cosech (2] ¢},

x = 9 X} cotgh (2 A2 e) + Xo-

(3.143)

(3.144)

(3.145)

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)

(3.151)

Elas coincidem com as trajetdrias clissicas para ¢ € ¢ muito grandes e ¢ muito pegueno.

Definindo to =t (€ = 00), seus comportamentos no limite ¢t — t,, sdo
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ax (te =)' ou z X (te —1)77, (3.152)
¢ x (ty — 1), (3.153)
X X Xo, (3.154)

que coincidem com as equacgdes (3.63) para « = 1/2. Entretanto elas diferem das equagoes
(3.63) quando estas condigbes néo sdo satisfeitas. De fato, quando € e # sao muito pe-

quenos, elas sao

axt? ou zot¥? (3.155)
¢ o t733 (3.156)
x o< £33, (3.157)

que nd&o é o comportamento classico. Note que wina das singularidades da solucio cléssica
é mudada para um big bang ou um big crunch.
O mddulo da funcdo de onda é
12 2x

3/2 2 V3 4
R——ﬁﬂ'/ a’\/pexp [—? (qﬁ—i—lSa ¢)_§/_§] (3.158)

que, inserido na expressdo (3.88) do potencial quantico, d4 como resultado

1

Q=Z$2¢2—

gqs*’, (3.159)

enquanto que o potencial classico é
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Va = “gfﬂz . (3.160)
Os termos cinéticos sio
2 2
K,= _GZ (‘Z—“Z) x —¢? gt (3.161)
4 ., {8S\* ¢ 1 1
K¢=§¢3 (5&5) :% (I_Z 3+6—4zz;’*) (3.162)
4 9808 ¢z 1,
Kup=—ga95 50 o o (1—53;), (3.163)
¢ (0S\"
Ke=% 5 o & (3.164)

Pode ser visto das expresstes acima que, para { — {o, Ka, Ky e K,y sdo dominantes,
enquanto que, para t pequeno, ¢}, K, e K, dominam. Os efeitos quanticos sdo despreziveis
para ¢ grande e ¢ pequeno, ¢aso contrario eles se tornam importantes.

Caso IV: —35 < w < —%, que produz ¢ < 1 . Neste caso, ndo se tomam superposicoes,
mas as prdprias fungbes de onda (3.41) - (343) Serdo escolhidos B, = B =B, =0e
¢ = ¢' =1, produzindo

=1, (z¢) I, ( (3 + 2w) K1¢) exp( i4/8 K, ) (3.165)
com n =ivem =1i4/(3+2w) K, Para valores pequenos de ¢, pode-se aproximar as

funcdes de Bessel para

¥ = Cyexp [z' (Vln z¢) +,u1n( 2./(3 + 20) Klqb) SKIX)]. (3.166)

Como Cj é uma constante, o potencial quintico ¢ nulo e as trajetérias Bohmianas sao as
classicas neste limite. Pode-se verificar isto inserindo a fase das funcgbes de onda acima

nas equagoes (3.53) - (3.55), obtendo-se
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@ o t(a+1)/(3a*1), ¢ ox t"‘/(&’“”, (3.167)

com ¢ = 4/1+ %w como antes. Note que, mesmo nos casos onde ¢ torna-se grande, o
produto z ¢ oc £2*/2~1) & sempre pequeno, justificando essa aproximagio. Pode-se ver
que o limite cldssico acontece para pequenos ¢, mas ele pode acontecer também para a
grande.

Conclui-se portanto que, para as solugoes quanticas estudadas neste trabalho, as tra-
Jjetérias Bohmianas no referencial de Jordan mostram o mesmo comportamento que as
solugdes cldssicas sempre que o campo escalar acoplado ndo-minimamente 3 gravidade é
pequeno (com a excegdo do caso muito particular w = 0), o que coincide com valores
pequenos do fator de escala a quando w > 0, e valores grandes de @ quando ~3 < w < 0.
Os efeitos quanticos surgem nas condigdes exatamente opostas a essas: quando o campo
escalar néo é pequeno, o que significa, para valores grandes de ¢ quando w > 0, e para
valores pequenos de a quando —»% < w < 0. Por isso, em contraste com o caso de acopla-
mento minimo, as trajetérias Bohmianas podem coincidir com as solugdes cléssicas para
valores grandes de a. Ha ainda o caso muito particular de w = 0, onde a solugdo cléssica
no sistema de Jordan é ndo singular e periddica e que, num exemplo estudado, a corre-
spondente trajetéria Bohmiana sempre tem comportamento quintico, mesmo quando o
campo escalar se torna pequeno. O mais interessante é que essa solugio quantica apresenta
uma singularidade inicial, mostrando que, dependendo do estado quantico do sistema, os
efeitos quanticos, ao invés de evitar, podem criar singularidades onde classicamente nao
havia nenhuma.

*&



Chapter 4

Isotropizacao Quantica do Universo

No capitulo anterior foi apresentado um trabalho onde a interpretagao de Bohm-de Broglie
da mecanica quéintica aplicada a um modelo de mini-superespago permitiu abordar a
questdo da singularidade ou da eternidade do universo. Neste trabalho [34], agora, ela sera
utilizada para abordar uma segunda questdo; do porque do universo ser marcantemente
homogéneo e isotrdpico, com desvios muito pequenos de seu estado altamente simétrico.
O objetivo é investigar se efeitos quinticos podem isotropizar um modelo cosmolégico
anisotrépico, produzindo um mecanismo alternativo para a isotropizacio do universo. A
estratégia é pegar modelos anisotrépicos cldssicos que nunca isotropizem®, quantiza-los e
examinar se efeitos quanticos podem ao menos criar fases isotrépicas. Como serd visto
aqui, os efeitos quanticos podem nio somente criar fases isotrépicas, como também podem
isotropizar os modelos para sempre, para uma vasta variedade de estados quanticos. Ou-
tros autores também estudaram este problema, principalmente tomando modelos Bianchi
IX, adotando outras interpretacdes da cosmologia quintica, e eles chegaram a resultados
similares [14]- {18].

Os modelos matematicos que serdo tomados aqui sdo modelos Bianchi-T com e sem

matéria. Para o caso sem matéria, um dos graus de liberdade anisotrépico é suprimido,

'Existem casos de modelos cléssicos anisotrépicos que isotropizam [35]e [36].

59
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terminando por ficar com um modelo de mini-superespaco bidimensional. As solugoes
cldssicas desse caso sdo todas singulares e sempre anisotrépicas, com a trivial excegao do
espaco-tempo chato. Na quantizagio desse sistema conclui-se que as solugdes da equagio
de Wheeler-DeWitt podem ser escritas em termos de superposicdes de solugdes de ondas
planas. Tomando-se superposi¢oes Gaussianas, mostra-se que ha trajetorias Bohmianas
representando universos que se expandem de uma singularidade inicial e outras repre-
sentando universos nao-singulares com raio minimo, ambos com fases isotrdpicas durante
o curso de suas evolucdes. H4 também solugdes Bohmianas periédicas nao-singulares
com fases isotrépicas periddicas e solugbes com raio minimo néo-singulares que nunca
isotropizam. Para o caso com matéria, toma-se um campo escalar acoplado minimamente
com constante de acoplamento arbitraria w. O mini-superespaco é quadridimensional. As
solucdes cléssicas sao mais wma vez singulares e, uma vez que comecem anisofrdpicas, elas
continuam anisotrdpicas para sempre. Na quantizagio do sistema, chega-se a uma equacio
de Wheeler-DeWitt que corresponde a uma equacio de Klein-Gordon sem massa em gua-
tro dimensdes. E mostrado aqui que ha uma quantidade de solugdes de onda esférica
cujas trajetdrias Bohmianas representam universos em expansio que se iSotropizam per-
manentemente depois de algum perfodo, muitas das quais sdo também ndo-singulares.
Superposicoes Gaussianas também apresentam esta caracteristica.

Este capitulo é organizado da seguinte maneira: na primeira se¢ao sdo apresentados os
modelos de mini-superespaco que serdo investigados e suas solugdes cléssicas. Na segunda
secio, quantizam-se estes modelos para dois casos diferentes, dividindo a se¢fo em parte
A e parte B. Na parte A é considerado o caso do modelo vazio, enquanto que na parte B
é considerado o caso do modelo com campo escalar. Nas duas partes sao obtidas as suas
correspondentes equagdes de Wheeler-DeWitt e solugbes quanticas gerais. Nelas também
siao apresentados os resultados referentes & isotropizagdo quéntica dessas solugbes através

da investigagio das trajetérias Bohmianas que se obtém delas.
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4.1 O Modelo de Mini-Superespaco Classico

Seja a Lagrangeana

L=y—ge®(R—wd,d*). (4.1)
Para w = —1 tem-se a teoria de cordas efetiva sem o campo de Kalb-Rammond. Para
w = —3 tem-se um campo escalar conformalmente acoplado. Fazendo uma transformagdo

conforme gy, = e*g,, obtém-se

L=+y~-g (R—Cs;¢*), (4.2)

onde as barras foram omitidas e C, = (w + %) Os casos de interesse correspondem a
C, > 0.

A parte gravitacional do modelo de mini-superespago gue serd estudado neste trabalho

é dada pelo elemento de linha tipo Bianchi I homogéneo e anisotrépico

ds* = —N2(t)d® +exp [260(t) + 284 (t) + 2VB A (8)] do” +
+ e [260(8) +2:(6) —2V3B-(1)] Ay +

+ exp[2B(t) ~ 48, ()] dz*. (4.3)

Este elemento de linha sera isotrépico se e somente se $,(i) ¢ f_(¢) forem con-

stantes [1]. Inserindo a equagio (4.3) na acdo S = [ Ld%z, dada pela Lagrangeana (4.2),

supondo gue o campo escalar ¢ dependa somente do tempo, descartando os termos de

superficie e fazendo uma transformacao de Legendre, obtém-se a seguinte Hamiltoniana

classica de mini-superespago

N

_ 2 2 2 2
H= gy PP+ ), (4.4)
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onde (py,p,p_,Py) 30 canonicamente conjugados a (Gg,0,.,0-,9), respectivamente, tendo
sido feita a redefinicdo trivial ¢ — /C,,/6 ¢.
Pode-se escrever esta Hamiltoniana numa forma compacta definindo y* = (G, 84, 5, ¢)

e seus momentos canénicos p, = (po, Py, P—, Pg) Para assim obter

N
H _ w Vs -
24 exp (3yo) T PuP (4.5)

onde n* é a métrica de Minkowski com assinatura (—,+,+,+). As equagdes de movi-
mento sdo: a equacdo de vinculo obtida pela derivagio da Hamiltoniana com respeito a

funcao lapso N

H =9"p,p. =0, (4.6)
e as equacoes de Hamilton
oH N
= = L - 4.7
Y, L2exp(w) T 47
. oH
bu=—gu=0 (4.8)

A soluco destas equagdes no gauge N = 12exp (31p) é

yu =’-’7HPV?3+C”: (49)

onde 0s momentos p, sdo constantes, de acordo com as equagdes de movimento (4.8) e
C* sio constantes de integracdo. Pode-se ver que a nica maneira de se obter isotropia
nas solucdes é fazendo py = p, = 0 e pp = p_ = 0, que produz solugdes que sao sempre
isotrépicas — as usuais solugdes de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) com um campo
escalar. Por isso ndo ha nenhuma solucdo anisotrépica neste modelo que possa classica-
mente tonar-se isotrépica durante o curso de sua evolu¢do. Uma vez que seja anisotrdpica

a solugiio assim permanecers para sempre. Se for suprimido o grau de liberdade ¢, a tinica
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solucdo isotrépica é o espaco-tempo chato porque, neste caso, o vinculo (4.6) for¢a a que
se tenha py = 0.
Para se discutir o aparecimento de singularidades necessita-se do quadrado do tensor

de Weyl W2 := WPt W z.,.. Ele é

1 _ ¢
W2 = e 2 (—2p0p% + 6002 pi +04 + 203 P2 + 9} + P30 +5p7) . (410)

Por isso, o quadrado do tensor é proporcional a exp (—12 fy) porque os p’s sdo constantes
(ver equaghes (4.8)), e a singularidade ocorre em ¢ — —oo. A singularidade cléssica
pode ser evitada somente se pg = 0. Mas, entdo, devido & equacédo (2.6), ter-se-ia também
p; = 0, o que corresponde ao caso trivial do espago-tempo chato. Portanto, aiinica solugio

cldssica que é nio-singular é a solugao trivial de espago-tempo chaio.

4.2 Quantizacao do Modelo Classico

O procedimento de quantizagio de Dirac leva & equagio de Wheeler-DeWitt através da

imposicao da condicao

HT =0, (4.11)

sobre os estados quanticos, com H definido como na equagao (4.6) (assumindo-se o fator

de ordenamento covariante), onde devem ser feitas as seguintes substitui¢des:

A equagio (4.11) torna-se
32
pv TP} = 0. .
" ooy LW )=0 (4.13)

A- O Modelo Vazio
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Num primeiro caso mais simples congelam-se dois graus de liberdade: o grau de liber-

dade da matéria y® = ¢ = 0, suprimindo-se o campo escalar, e também um dos graus de

liberdade anisotrépicos, 2 = f_ = 0. Obtém-se uma equagio de Klein-Gordon bidimen-

sional

82 g2
(“5&3“’" W) v=0

cuja solugio geral é

U( Gy, By} = / {F(k) exp(ik (Bo + Bi)] + G(k)exp ik (B0 — B4)]} dk,

onde F(k) e G(k) sdo fungdes arbitrdrias de k.

Tomando-se superposi¢goes Gaussianas

F(k) = G(—k) = exp [— (k~ d)z] ,

0-2
a funcio de onda torna-se
+ 8.) o2 .
W, = o7 {exp [ﬁ(—@“—%‘?)—d] explid (Bo + P+ )]+

+  exp {—W] exp [—id (B — ﬁ+)]} :

onde ¢ e d 530 constantes. Para o caso onde

F(K) = G(k) = exp [— (k+ )2] ,

o2

tem-se

exp [—id (B + B1)] +

b = v fo [ B2

+ e [-—(—ﬁiéi] exp [-id (f— A1}

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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Para se calcular as trajetérias de Bohm correspondentes & solugio (4.17), deve-se tomar

a fase S desta, inseri-la nas equacdes conhecidas como relagdes guia (equagao (1.24))

05 | o fap 9¢°

pela) = (1.20)

onde f,g 880 particularizagdes do mini-superespaco da métrica de DeWitt, S serd a fase

51 de ¥, e g os graus de liberdade y* = (0o, 81). Aqui, se for usado o calibre

N =12exp(3%),

estas equagdes tornam-se

as "
Py = a—y:, =Tl , (4'21)

ou seja, obtemos o seguinte sistema de equacbes planares:

B = By o%sen (2d By) + 2dsenh (B By 0%)
T 2cos(2d By) +cosh (B By 0%)]

(4.22)

b, —foo?sen(2d o) +2d cos(2d §;) + 2dcosh (G B4 0%)
T 2 [cos (2d fo) + cosh (G B+ 02)] .

A linha 8, = 0 divide o espago de configuragbes em duas regides simétricas. A linha

(4.23)

B, = 0 contém todos os pontos singulares do sistema, que 580 pontos de sela ou centros.
Os pontos de sela aparecem quando o denominador das equagdes acima, que é proporcional
4 norma da funcio de onda, é zero. Eles ocorrem quando 3, =0 e cos(2d B) = —1, ou
Bo = (2n + 1) n/2d, n sendo um inteiro, e tendo um espacamento de 7/d entre cada. Os
centros aparecem quando os numeradores sdo zero. Eles sdo dados por B, =0e f =
2d {cotg (d B)] /o Eles s@o intercalados com os pontos de sela. Quando |G| — oo,
estes pontos tendem a nw/d, e suas separacoes ndo podem exceder m/d. Como pode

ser visto das equactes (4.22) e (4.23), as solugdes cldssicas (4.9) sao reobtidas quando
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|Bs] — o0 ou |G| — o0, quando os B’s tornam-se proporcionais a . O potencial

quantico dado genericamente pela equacao

&R
dg* 9B’

Qle*") =—55 (4.24)

e que aqul 5& escreve como

Qo B1) L (azR aR)

“3R \ o " opt
- {[m o sen(2 d o) + 2 dsenh (B B 0?)]” —
— [Boo?sen(2d i) — 2d cos (2d &) — 2dcosh (5o B 02)]2}/

/{8 [cos (2.d 5o} + cosh (B 8. 0)]} (4.25)

torna-se desprezivel neste limite.

Este sistema planar é mostrado na figura 2 para ¢ = d = 1. Pode-se ver muitas
diferentes possibilidades, dependendo das condigdes iniciais. Perto dos centros (pontos
de centros) pode-se ter universos oscilantes sem singularidades e com fases isotrépicas
periddicas, com amplitude de oscilagio de ordem 1. Para valores negativos de f;, o uni-
verso surge classicamente de uma singularidade, mas efeitos quénticos tornam-se impor-
tantes, forcando-o a recolapsar para outra singularidade, retornando ao comportamento
cléssico perto dela. Fases isotrdpicas podem acontecer perto do seu tamanho méaximo.
Para valores positivos de J, 0 universo contrai classicamente, mas — quando g € pequeno
o bastante — efeitos quénticos tornam-se importantes, criando uma fase inflacionaria que
evita a singularidade. O universo contrai a um tamanho minimo e, depois de alcangado
este ponto, ele expande para sempre, retornando ao limite cldssico quando §; torna-se
suficientemente grande. Neste caso, fases isotrépicas podem acontecer quando o universo
estd perto de seu tamanho minimo. Em arbos os casos vé-se que fases isotrépicas aconte-
cem somente quando efeitos quanticos sdo importantes. Pode-se ver que, para f; negativo,

tem-se limite classico para fator de escala pequeno, enquanto que, para fy positivo, tem-se
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limite cldssico para fator de escala grande. Estes modelos com d = 1 tém as suas fases
isotrépicas com duragdo muito curta. Somente para |d] << 1 a fase isotrépica pode ser
larga o bastante porque, como foi dito acima, a separagio dos pontos singulares tende a

7/d.

-1.5 -1 ~-0.5 0 0.5 1 1.5 2

Bo

Figura 2: Sistema de equacdes planares (4.22) ¢ (4.23) para 0 = d = 1, que usa a

interpretagido de Bohm-de Broglie com o fungio de onda ¥, equagdo (4.17). Cada flecha
do campo vetorial tem uma graduagdo de tonalidede de acordo com o seu comprimento
real; preto representando vetores pequenos e branco os grandes. As quatro tonalidades
de cinza mostram as regides onde o campo vetorial é apontado pere noroeste, nordeste,
sudeste e sudoeste. As curvas pretas sGo as curvas de vetores sem inclinacdo gue separam

estas regides. As trajetérias sio as curvas brencas com flechas direcionais.

Para a funcdio de onda W,, a andlise é a mesma, s6 que devemos trocar fy com By

na figura 2. Neste caso, tem-se também solugdes peridédicas, mas as outras s&0 univer-
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sos anisotrdpicos surgindo classicamente de uma singularidade, experimentando efeitos
quanticos no meilo de sua expansio quando eles se tornam aproximadamente isotropicos
e retomam seus comportamentos cldssicos para valores grandes de (. Dependendo das
condigGes iniciais, a fase anisotrdpica pode ser arbitrariamente grande. Nao ha nenhuma
possibilidade adicional.

B- O Modelo com Campo Escalar

No caso geral do modelo de mini-superespaco guadridimensional, sdo investigadas

solugbes de onda esférica da equagdo (4.13). Elas sdo

Us = i [F&° +9) +9(s° - v)], (4.26)

onde y = X1, (4)".

Um exemplo particular é a superposicio Gaussiana de solucdes de onda plana da

equacdo (4.13),

Uy (y*) = f {F(E) exp [z (|E| y0+E.§)} +
+ G(k)expli ([Ely° —k.9)|} d%, (4.27)

onde k = (k1, ko, K3}, = (¥', v, ¢%), k| =32, (k)?, com F(E) e G(E) dados por

o2

F(k) = G(F) = exp [- M} : (4.28)

Depois de realizar a integragfo na equagio (4.27) obtém-se [26]

7;11.3/2
Ty y) =

{[2da+z‘ (1* —y) o°] exp [(y”—y) (z‘d— (+* —v) %‘i)] :
_{1_erf (_g_i (v~ ) g)] _

~ [pdo+i (3°+y) o*] exp {(y“+y) (id— (¥* +) f;)]
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. [1-—erf (—g —~i (3°+y) %)]} (4.29)
onde

erf(z) = (%) fo " exp (—#*) dt

A funcdo de onda ¥, é uma solugio esférica com a forma da equacio (4.26) com

g = —f. Para simplificar ¥4, serd tomado o limite 6° >> d na equacéo (4.29), pro-

duzindo [26]

1
Wa(y’,y) = ” [F6° + ) - F6° - v)], (4.30)
com
16nd . 2 o
f(z)z—azz3 +i27 (;—2——%0). (4.31)
Serdo estudadas as solucgdes de onda esférica (4.26) da equacgdo (4.13). As relacdes guia
sa0:
po=RhS =1, (60 11’3) = —3'40, (4-32)
L E!
A )
pi=8S5=1Iy (6, 3) =y, (4.33)
W3
onde S é a fase da func¢io de onda. Em termos de f e g, as equagGes acima sao
0 F+y) +d (y°~y))
Yy = —Ip , 4.34
e (434
i ¥ (O +y) 4 (yO—y))
i ¥ : 4.35
YTy m(f(y°+y)+g(y°—y) (433)

onde a linha significa derivada com respeito ao argumento das funces f e g, e I,(2) é a

parte imaginaria do nimero complexo z.
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Da equacio (4.35) obtém-se que

dyi _ ,yi.

dy oy’
o que implica que () = C; y°(t), sem nenhuma soma em j, onde 0s C! sdo constantes,
Cl =1/Cl e C} = C} = C} = 1. Por isto, & parte alguma constante multiplicativa
positiva, o conhecimento de um dos y* significa o conhecimento de todos os y'. Con-
seqiientemente, pode-se reduzir as quatro equagtes (4.34) e {(4.35) a um sistema planar
escrevendo ¥y = Ciy®|, com C > 1, e trabalhando somente com y° e y3, por exemplo. O

sistema planar se escreve

o_ o (" +CIY+d G -Cly)

= (f P+ Cly?l) + g (3° —C ) ) (4.56)
.3 sinal (3°) '@+’ —o ° -Cl
r=—¢ (f(y°+0193l)+9 (yo—cwsn)' (4.37)

Note que, se f = g, y> estabiliza a y* = 0 porque y® — assim como todas as outras
derivadas temporais de y® — sdo zero nesta linha. Como yi(t) = C} #(¢), todos os y(t)
tornam-se zero, e o modelo cosmoldgico se isotropiza para sempre, uma vez que y° alcance
esta linha. Obviamente pode-se encontrar solucdes onde ¥ nunca alcanca esta linha, mas,
neste caso, deve haver alguma regiao onde ° = 0, 0 que implica ¢* = 0, ¢ esta é uma regido
isotropica. Conseqiientemente, modelos cosmoldgicos anisotrdpicos quanticos com f = g
sempre t&m uma fase isotropica, que pode se tornar permanente em muitos casos. Como
um exemplo concreto, toma-se a Gaussiana ¥, dada na equacdo {4.29). E uma solugao
de onda esférica da equagio de Wheeler-DeWitt {4.13) com f = --g ¢, por isso, ela ndo
tem necessariamente fases isotrépicas como descrito acima para o caso f = g¢g. A figura 3
mostra este sistema para dfo? = —107* e C = 2. Na regido |¢| >> |G| tem-se periodos
de expansio isotrdpica porque ¢ = constante implica 3; = constante. Dependendo do
valor de ||, esta fase isotr6pica pode ser arbitrariamente longa. Essas trajetorias sdo

periddicas e sem singularidades. Devido aos efeitos quanticos, nenhuma trajetdria cruza o
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ponto Gy = ¢ = 0. A figura 4 mostra as trajetérias Bohmianas para a funcéo de onda dada
na equagio (4.29), agora com d/o? = 10~* e C = 2. Eles tém alguns compoftamentos
qualitativos diferentes do caso precedente. As fases isotrdpicas, agora em contragao, nao
s3o mais periddicas. Elas s3o partes de universos que contraem anisotropicamente do
infinito, experimentam um periodo de isotropia, e confraem anisotropicamente para nma

singularidade. A figura 3 mostra que nenhuma trajetéria cruza o ponto Gy = ¢ = 0.

-0.025 1%
~0.05 §

-0.075

-0.075 -0.05 -0.025 0 0.025 0.05 0.075 0.

Bo

Figura 3: Sistemo de equacdes planares ({.36) e (4.87) para ¢ = 100, d = —1 e
C = 2, que usa a interpretacdo de Bohm-de Broghe com a fungdo de onda ¥4 dada na
equacdo (4.29). Cada flecha do campo vetorial tem um grau de tonalidade de acordo
com o seu comprimento real; preto representando vetores pequenos e branco os grandes.
A tonalidade escura de cinza mostra regides onde ¢ derivade do campo vetorial aponta
no sentido hordrio (a tonalidade suave de cinza significa 0 oposte), e este sombreado
permile que se veja as regides com periodos arbitrariamente longos de expansdo tsoirdpica
correspondentes a universoes periddicos sem singularidades. Hd também curvas pretas ou

brancas com flechas direcionais correspondentes a universos contraindo do infinito para
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uma singularidade. Devido a efettos qudnticos, as trajetdrias ndo cruzam a origem.

-0.75 -0.5 ~0.25 0 0.25 0.5 0.75

Figura 4: Sistema de equagies planares (4.36) ¢ (4.37) parac =100, d=1eC =2,
que usa a interpretacdo de Bohm-de Broglie com a fungdo de onda ¥4 dada na equacdo
(4.29). Cada flecha do campo vetorial tem uma graduacio de tonalidade de acordo com
o sew comprimento real; preto representando vetores pegquenos e branco os grandes. A
tonalidade escura de cinza mostram regides onde a derivada do campo vetorial aponia no
sentido hordrio (a tonalidade suave de cinza significa o oposto), € este sombreado permite
que se veja as regides com periodos arbilrariamente longos de contragdo isoirépica. As
trajetérias sdo as curvas pretas ou brancas com flechas direcionais; elas ndo cruzam a

origem devido a efeifos guanticos.

Para se extrair alguma informagio analitica das figuras 3 e 4, serd apresentado o

sistema planar obtido das relagies gnia, correspondendo 4 funcdo de onda (4.29) na apro-
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ximagéo (4.31).

. 2d (308 +6C2 32 4% — O )

S B (BE-C2 ) + 1% 3R +C2 )" (4.38)
. 3 o
b 0EeT tf,fo ) (ﬂs‘?‘ (8- C*¢) + % (363+C* ) 2) , (4.39)

onde foi reestabelecido y° = G e ¥° = ¢. Esta aproximacio ndo é confidvel na linha
Bo = =C ¢ do grifico. Como pode ser visto imediatamente destas equagoes, J4 = constante
sempre que |¢} >> |G, e 0 sinal de d define a direcdo das trajetérias.

Pode-se concluir, portanto, que — adotando a interpretagio de Bohm-de Broglie —
os efeitos quinticos podem gerar um mecanismo eficiente para a isotropiza¢ao de modelos
cosmolGgicos que, classicamente, nunca isotropizam. No caso aqui estudado — modelos
de Bianchi I no vazio ou preenchido com um campo escalar sem massa livre — viu-se que
tais modelos podem apresentar fases isotrépicas arbitrariamente longas no curso de suas
evolucoes se efeitos quanticos forem levados em conta, sem a necessidade de se introduzir
qualquer fase inflaciondria classica.

@*x



Conclusao

A possibilidade de se evitar as singularidades cldssicas através de efeitos quénticos e a pre-
visdo do comportamento classico do universo, por serem alguns dos objetivos mais impor-
tantes da cosmologia quantica, vém sendo estudados por diferentes métodos na literatura.
Em [5], conforme é apresentado no capitulo 2, foi proposto usar as trajetérias Bohmianas
parase estudar estas questdes e foi verificado que, no contexto das teorias escalar-tensoriais
provenientes das teorias de corda e Kaluza-Klein, reescrita no referencial de Einstein, as
suas conclusoes estavam de acordo com aquelas da aproximagao semi-classica usual. Os
resultados obtidos para algumas solugbes exatas da equagdo de Wheeler-DeWitt indicam
que ¢ universo ¢ cléssico quando o seu fator de escala é pequeno {comparével & escala de
Planck) e, neste caso, as singularidades ndo podem ser evitadas. Este resultado mostra
que a ocorréncia do limite cldssico para grandes fatores de escala depende fortemente do
estado quantico do universo, podendo até constituir-se como um critério de escolha para
os possiveis estados quéinticos cosmolégicos. De fato, na referéncia [25], outras escolhas
de estado quéntico para o mesmo modelo fisico apresentam limite cldssico para grandes
fatores de escala e efeitos quinticos evitando a singularidade quando este é pequeno.
Aqui neste trabalho {capitulo 3), essa andlise foi estendida para teorias escalar-tensoriais
acopladas pdo-minimamente. A equivaléncia conforme entre os referenciais de Jordan e
de Einstein nos niveis classico e quintico foi estabelecida tanto para as trajetérias Bohmi-
anas quanto para o potencial quantico. Tendo as solugbes exatas particulares da equacio

de Wheeler-DeWitt no referencial de Einstein, pode-se obter as correspondentes solugdes
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no referencial de Jordan. As trajetérias Bohmianas no referencial de Jordan apresentam
comporfamento cldssico sempre que o campo escalar nao-minimamente acopladoe com a
gravidade é pequeno, o que coincide com valores pequenos do fator de escala ¢ quando
w > 0 e com valores grandes de ¢ quando —3/2 < w < 0. Os efeitos quinticos surgem
nas condicdes exatamente opostas a essas: quando o campo escalar nao é pequeno, o que
significa, para valores grandes de a quando w > 0 e para valores pequenos de a quando
—3/2 < w < 0. Por isso, em contraste com o caso de acoplamento minimo, as trajetdrias
Bohmianas podem coincidir com as solucdes classicas para valores grandes de a, mesmo
utilizando estados quinticos correspondentes agueles que apresentam o comportamento
inesperado do caso com acoplamento minimo. H4, ainda, o caso muito particular de
w = 0, onde a solugdo classica no sistema de Jordan é nao singular e peridédica e que —
num exemplo estudado — a correspondente trajetdéria Bohmiana sempre tem comporta-
mento quantico, mesmo quando o campo escalar se torna pequeno. O mais interessante
¢ que essa solugio quintica apresenta uma singularidade inicial, mostrando que, depen-
dendo do estado quaniico do sistema, os efeitos quénticos — ao invés de evitar — podem
criar singularidades onde classicamente nio havia nenhuma.

Esses resultados mostram que as propriedades quinticas das solucdoes em mini-su-
perespagos podem ser bastante diferentes no referencial de Einstein e de Jordan, embora
elas possam estar interligadas por uma transformacgio conforme. estes referenciais ndo
tém o mesmo contettdo fisico a nivel quantico, ¢ a equivaléncia é manifegsta somente
do ponto de vista matemdtico. Os limites clissicos nos dois referenciais sao diferentes.
Esses resultados expressam também a importincia da escolha de condigdes de contorno
para a equagio de Wheeler-DeWitt. Por isso o interesse em investigar outras solugdes
dessa mesma equacio de Wheeler-DeWitt que nao possam ser expressas em termos de
funcoes elementares, mas que apresentem resultados mais atraentes, tais como auséncia
de singularidades e um limite cldssico para valores grandes do fator de escala a e inflagio.

A possibilidade estudada na referéncia [25] foi a de considerar superposigdes Gaussianas
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das fungdes de Bessel (equagdes (3.41) - (3.43)) obtidas como solugdo da equagio de
Wheeler-DeWitt e depois estudd-las numericamente. Como as superposicoes Gaussianas
misturam ndices positivos e negativos das fungbes de Bessel (aqui s6 se fez superposicio
com um Unico sinal para os indices porque esses eram 0s que podiam SeT expressos em
termos de fun¢Ges elementares) e como esses indices estdo conectados com a expansio e
contracdo, foi possivel obter solugbes quinticas nao singulares em ambos os referenciais.
Nessa referéncia a presente andlise foi estendida a qualquer valor de curvatura das se¢Ges
espaciais.

No capitulo 4, onde a interpretacdo de Bohm-de Broglie foi utilizada com o obje-
tivo de se investigar se os efeitos quanticos poderiam isotropizar um modelo cosmolégico
anisotrépico, foi verificado que, de fato, os efeitos quanticos podem gerar um mecanismo
alternativo eficiente para a isotropizacdo de tais modelos. Modelos anisotrépicos cldssicos
que nuncs isotropizam podem apresentar longas fases isotrépicas durante o curso de suas
evolugbes, sem necessidade de se introduzir alguma fase inflaciondria cldssica, se efeitos
quénticos forem levados em conta. Os modelos estudados foram modelos de Bianchi I no
espaco vazio ou preenchido com um campo escalar sem massa livre.

Hé questdes e desenvolvimentos que deveriam ser abordados dentro deste esquema:
a dependéncia dos resultados acima das condigdes de contorno da equagio de Wheeler-
DeWitt, sua generalizagio para outros modelos de Bianchi e as condigbes para as quais
o5 efeitos quinticos podem também induzir homogeneidade em modelos cosmolégicos que
sao classicamente inomogéneos. Esta altima quest@o é a mais interessante, porém a mais
complicada, porque a implementacdo da interpretacio de Bohm-de Broglie para modelos
cosmoldgicos inomogeneos é mais sutil e intrincada [21]. Estas sdo questdes que podem

ser objeto de futuras investigagoes.



Appendix A

Quantizacao Canonica e

Mini-Superespacgos

Neste apéndice a quantizagio candnica serd discutida para o caso da Teoria da Rela-
tividade Geral (T.R.G.) sem matéria. O seu método consiste em colocar a teoria cldssica
na forma Hamiltoniana, identificando seus pares de varidveis candnicas {coordenadas e
momenta candnicos) e seus vinculos de primeira classe [37] (a T.R.G. é um sistema com
vinculos de primeira classe somente). Em seguida associa-se estes pares de varidveis
candnicas a operadores quinticos e seus parénteses de Poisson a comutadores destes ope-
radores. A fungio de onda deve ser aniquilada pela expressdo operatorial dos vinculos de
primeira classe.

A acgao cuja variacao leva as equacdes de Einstein é a de Einstein-Hilbert

S:[d“:::ﬁ}%. (A1)

Conforme é discutido na referéncia [38] (ver também [39]), para que se inicie a for-
mulacio Hamiltoniana desta teoria é necessirio antes que se escreva esta acfo na sua

forma ADM (separacio 3 + 1). Ela entfio se escreve:
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S = / d'z W [~2 19 Ky — 1Y Kt

+ N (PR+K*—K;K9) —2N* (K/, - 6%, K) -

3

~ 2 (V- Ky Nf)"} , (A.2)

onde, conforme é mostrado em [38], h;; é o tensor métrico do tri-espago, Ki; o tensor
de curvatura extrinseca do mesmo, N é a funcdo lapso e N; é o vetor deslocamento.
Integrando-se por partes e adicionando o termo de superficie [g d®z h'/? K, ela passa a

ser escrita como

8§ = / ddehIIZ ((3)R+ Kij Kij — Kz) , (A3)
lembrando que
1 .
Kij=—cx (hz’j = Njji ~ Ni!j) - (A.4)

Para dar inicio 3 formulagio Hamiltoniana deve-se primeiramente calcular os momenta

canonicamente conjugados as varidveis independentes A;;, N e ;. Eles sdo:

oL
= —=10 4
T= =0, (A.5)
- =0, (A.6)

ON;

L. or .. ..

gl = 2 = p2 (WK K9, AT
o, =" ) (A7)

Através destas relagbes ndo é possivel expressar todas as “velocidades”em fungio das
varidveis candnicas e de seus momenta canonicamente conjugados, como deveria ser feito
num sistema regular (sem vinculos). Obtém-se somente os vinculos priméarios apresentados

abaixo:
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A Hamiltoniana candnica sera.

Hpe = 7% ha — Lre =
= —2N79 K+ 279 Ny; —
— N2 OR_NRPKIK;+ NI K?=
= —NWP2K24+NWPKIK,; — Nh'/?OR-2N, 7%, (A.10)

onde foi usada a express3o (A.4) em f;; e “jogado fora”o termo de derivada total (2 7% Ni)js

j& que este é nulo em

Hpg ﬁf &z Hre, (A.11)

no caso de espaco compacto, como sdo os considerados aqui. Ela pode ainda ser escrita

Come.

HRG = N (Gijkl ﬂ'ij ﬂ'kl - h_1/2 (3)R) + M (—2 ‘JTijU) ’ (Alg)
onde

1
Gt = 5 RY2 (hig bt + hat by — hij hag) - (A.13)

De acordo com o método de Dirac, a condigao de consisténcia dos vinculos primérios (A.8)

e (A.9) leva aos vinculos secundérios
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Hg = Gz'jkl Wéj 'Il‘kl — h—-l/2 (3)R =2 0, (A.14)

Hi=-27%; 0. (A.15)

O primeiro vinculo é conhecido como superhamiltoniana e o segundo como supermo-
mentum. Eles estao presentes devido & invaridncia da TRG mediante transformacdes de
coordenadas espaco-temporais. Pode-se mostrar [20] que os vinculos (A.13) e (A.14) sdo
de primeira classe.

A partir de agora pode-se proceder & quantizagdo candmnica da teoria fazendo a sub-

stitnicio das varidveis canénicas hi; e 77 nas equagdes pelos operadores a elas associados

hij — h.z'_.,', (Alﬁ)
7 — —i % (A.17)
7

Desta forma, a versio quantica da equagdo (A.14) torna-se

0 e .
(Gukl 57%3 5Tk; +h R) ¥(hiy) =10, (A.18)

que é a equacdo diferencial funcional cornhecida como equagdo de Wheeler-DeWitt, e que
serd a responsavel pela dinidmica da funcdo de onda ¥. Note que esta é apenas uma
das possiveis representagdes dessa equagdo. Nela, Gy pode ser interpretada como uma
métrica do espago das métricas hy; (superespaco). A versao quantica do vinculo (A.15)
implica gue o funcional de onda é invariante por transformacoes espaciais de coordenadas.

A equacio de Wheeler-DeWitt é uma equagao dificil de se resolver tal como ela se apre-
senta em (A.18); no entanto, grande parte da dificuldade matemdtica pode ser reduzida
quando a teoria é aplicada a modelos de mini-superespago [40], que sdo definidos original-

mente como modelos cosmoldgicos com somente uns poucos componentes métricos, cada
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um dos quais compostos de alguma func¢io conhecida das varidveis espaciais, multiplicada
por funcbes dindmicas do tempo somente. No caso de modelos homogéneos (que sdo os
tratados nesta tese), o vinculo supermomentum H* é identicamente nulo e a Hamiltoniana

(A.12) se reduz a

Hre = N(t) Ho(p" (), ¢a(t)), (A.19)

onde p*(t) e go(t) representam os graus de liberdade homogéneos provenientes de 7% (z, t)

e hi;j{z,t). A equagao {A.18) torna-se

(famy) et U(q")) (g) =0, (A20)

onde f,g ¢ U(g,) sao as particularizagdes do mini-superespago de Gyjg e de h'? G R(h;;),
respectivamente. O problema, agora, se reduziu portanto a simplesmente resolver uma
equacdo diferencial do tipo da (A.20).

Um exemplo concreto de modelo de mini-superespago é o de Friedmann-Robertson-

Walker

2 a2 g2 a’(t) 2, .2 [gn2 2 2
ds® = —N? df s wnerr {dr? + 72 [d6® +sen?(9) dy® } , (A.21)

para o caso € = 1.

A Lagrangeana da a¢io de Einstein-Hilbert, neste caso, torna-se

1204

L="x§

-12Na. (A.22)

Seu momentum canonicamente conjugado a a é

24aa
ﬂ-ﬂi: N ¥

(A.23)

¢ 3 sua Hamiltoniana torna-se
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