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Resumo

A teoria de Chern-Simons abeliana é perturbada pela introdugao de termos de interacao
que dependem da curvatura. Efetuamos o cdlculo da fungdo de correlagio perturbada
<_§C] dzt A, dc, dy”Ay>Se”, onde C) e (5, sao duas curvas suaves e fechadas, que nao
possuem intersecgao entre si. O cdlculo dos diagramas é realizado até quatro loops,
mostrando que a funcao de correlagdo ndo é afetada pelas corregdes quanticas. Este
resultado endossa a estabilidade do linking number com respeito a perturbacdes locais e

invariantes de gauge, que podem ser adicionadas ao termo de Chern-Simons puro.
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Abstract

The abelian Chern-Simons theory is perturbed by introducing local gauge-invariant inte-
raction terms depending on the curvature. The computation of the correlation function
<§C] dzt Ay dc, dy”A,,>Se” for two smooth closed nonintersecting curves C;, Cy is repor-
ted up to four loops and is shown to be unaffected by radiative corrections. This result
ensures the stability of the linking number of C| and C, with respect to the local and

gauge invariants perturbations which may be added to the pure Chern -Simons action.
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Introducao

Atualmente, as chamadas teorias de campo topoldgicas representam um importante ramo
de investigacdo em teoria quéntica de campos [1]. Entendemos por teorias topoldgicas,
uma classe de modelos fisicos com a peculiariedade de que os seus observiveis, ndo
dependem da métrica do espaco, sendo denominados de invariantes topolégicos.

Os invariantes topologicos podem ser entendidos como um certo tipo de grandezas,
definidas sobre uma variedade e que possuem a propriedade de permanecerem constantes,
quando a variedade é submetida a transformacdes continuas, como deformacoes.

Os invariantes topologicos foram introduzidos em teoria de campos em 1988, através
dos trabalbos de E. Witten [2], que calculou diversos invariantes topoldgicos conhecidos
e também desconhecidos pelos matematicos. Os resultados que Witten chegou, foram
obtidos através do cdlculo do valor esperado no vécuo do loop de Wilson, usando a acio
de Chern-Simons.

Nos tltimos anos, os invariantes topoldgicos tém sido aplicados em diversos sistemas
dentro e fora da fisica. Podemos citar, como exemplos, os estudos sobre cadeias de
polimeros [3][4][5], a pesquisa da estrutura helicoidal da molécula de DNA [6]{7][8] ¢ os
modelos de transicao de fase na formagao do universo primitivo, em cosmologia [9)].

Em particular, destacamos as aplicacoes a matéria condensada, onde esses objetos
aparecem nos modelos tedricos que descrevem fendmenos como o efeito Hall quantico
fraciondrio, em conexdo com a teoria de Chern-Simons [10]

Dentre os objetos topolégicos, estamos interessados nos chamados links. Os links sao
formados pelo entrelagamento de duas ou mais curvas, mas sem que haja intersecgio. O

link mais popular é Hopf link [11], que é constituido por duas curvas suaves e fechadas,



em que uma delas cruza a outra apenas uma vez, como dois anéis presos entre si.

Para todo link, existe associado um linking number, que é um invariante topolégico
que expressa o numero de voltas que uma curva faz sobre a outra. O linking number é
representado por x (Cy,Cy), onde C) e (y sdo curvas fechadas e suaves. O seu valor é
sempre um numero inteiro.

A relacao entre o linking number e os modelos fisicos é estabelecida através da teoria
de Chern-Simons pura. Em virtude da forma especifica do propagador desta teoria, o

linking number é equivalente & expressdo {12):

X (CL, Ca) = <j’£ dr* A, yf Ady>

onde z e y sao pontos pertencentes as curvas C) e (s, respectivamente e Sgg ¢ agio de

Ses

Chern-Simons abeliana, no espago Euclideano [13]:
Seg = / d3z (16“V'OF A ) .
3 4 BrLsp

A relagho para y (Ch, Ca) representa exatamente o cdlculo do valor esperado no véeuo
de duas integrais de caminho, para a a¢iao de Chern-Simons. Essas integrais de contorno
constituem variaveis de [oop, semelhantes ao loop de Wilson.

Na década de 70, Wilson [14] definiu a varidvel de loop, dada por:

(W (C)) = Tr {P [exp ( fc d:c“A“M } ,

onde Tr é o trago, P é o path-ordering ao longo da curva C fechada e A, é o campo de
gauge.

Wilson mostrou que (W (C')) servia como um pardmetro de ordem, que fazia a dis-
tincao entre as fases confinantes e nao confinantes de quarks, na QCD.

A grandeza (W (C)), que ficou conhecida como loop de Wilson, despertou um grande
interesse nos anos seguintes.

Nas teorias naoc-abelianas, o loop de Wilson passou a ser visto como mais adequado



para descrever a teoria do que as proprias matrizes do campo de gauge convencional A,
A razao € que o campo A, varia sob transformagoes de gauge e carrega graus de liberdade
espurios. Em contraste, o loop de Wilson € invariante de gauge.

Havia, entdo, a esperanca de que o loop de Wilson pudesse substituir o campo de
gauge, como a varidvel fundamental da teoria e que, por sua vez, os seus valores esperados
no vacuo, ocupassem o lugar das tradicionais funcées de Green.

Entao, seguiram-se varias tentativas de deduzir as equagdes de movimento, para o
loop de Wilson [15][16][17][18]. Este programa, contudo, nao foi bem sucedido, em vir-
tude das chamadas equagoes de movimento de Migdal-Makeenko, para o loop de Wilson,
revelareni-se singulares [19].

Decorridos cerca de dez anos, o loop de Wilson voltou a chamar atencdo dos fisicos,
agora no contexto das teorias topoldgicas, devido aos trabalhos de Witten, comentados
acima.

Certamente a teoria topolégica mais conhecida é a teoria de Chern-Simons em trés
dimensées [13]. O seu interesse estd associado, particularmente, a aplicagdes de teoria de
campos em matéria condensada.

Contudo, o termo de Chern-Simons raramente aparece isolado, pois as suas solugoes
nao correspondem a excitacoes fisicas, ja que o seu tensor energia-momentum é nulo.

Por exemplo, quando acoplado a campos de matéria, ele descreve os anyons, particulas
de estatistica fracionaria, em modelos que descrevem o efeito Hall quantico [20][21]{22][23].

Freqilentemente, o termo de Chern-Simons também aparece junto a outros termos que
dependem da curvatura ou mesmo junto a uma série infinita de termos que dependem
de poténcias na curvatura, formando uma acio efetiva, como no caso da bosonizagao de
férmions massivos a temperatura zero. [24][25](26}[27](28][29)].

Esses termos podem ser vistos como perturbacdes na agao de Chern-Simons pura.
Dentre eles, o termo de Maxwell é o mais simples e comum que aparece acoplado & teoria
de Chern-Simons.

Entretanto, quando adicionamos o termo de Maxwell, temos uma nova teoria, denomi-

nada Maxwell-Chern-Simons [30]. Ela constitui a principal representante das chamadas



teorias de gauge com massa topoldgica, que possuem propriedades bastante interessantes.

De fato, a introdugao do termo de Maxwell, altera de forma contundente o propagador
da teoria de Chern-Simons pura, acarretando no surgimento de uma excitagiao massiva. A
presenca desta massa topoldgica dd origem ao chamado screening da carga, que significa
uma blindagem da carga devido a polarizacio do vdcuo. O potencial de interacio fica
mais fraco e apresenta um decaimento exponencial que depende da massa [31].

Visto por outro dngulo, sabemos que a teoria de Maxwell pura é confinante em trés
dimensoes, pois o seu potencial apresenta um comportamento togaritmico com a distancia
entre as cargas [32]. Assim, se colocarmos o termo de Chern-Simons teremos uma dréstica
alteragao do potencial devido ao screening da carga. Em outras palavras, o termo de
Chern-Simons tem o efeito de deconfinar a teoria.

Infelizmente, a introdugao do termo de Maxwell na teoria de Chern-Simons afeta uma
de suas principais caracteristicas, que é a sua relagdo comn os invariantes topoldgicos. O
link que ja discutimos acima, ndo é mais um invariante topoldgico, na presenca do termo
de Maxwell.

Afim de ilustrar este fato, no segundo capitulo desta tese, calculamos x (C1, Cy) para
a teoria de Maxwell-Chern-Simons, no caso particutar de uma configuracio geométrica
mals simples, composta de uma reta vertical cruzando um circulo.

Mostramos, nessa situacao, que o resultado topologico é perdido. Em seu lugar apa-
rece uma fungdo de Bessel modificada de segundo tipo, cujo comportamento a longas
distancias revela uma exponencial decrescente.

A razao de tal modificagio é exatamente porque o termo de Maxwell altera a estrutura
da teoria original e por isso ndo se caracteriza como uma perturbacio auténtica.

Em outras palavras, sabemos que isoladamente, o termo de Chern-Simons possui
propriedades topoldgicas, porém é mais comum que ele apareca em teorias, acoplado a
outros termos que dependem de curvatura e que, portanto, ndo sao topoltégicos.

Neste sentido, algumas questdes sao imediatamente suscitadas: o [Lnk continuara
a apresentar caracteristicas topoldgicas quando acoplado a termos perturbativos. que

dependem da métrica? A introducio de uma perturbagao ird fazer com que o link perca



estas propriedades, como ocorreu quando foi acrescentado o termo de Maxwell? Como
serao os diagramas de Feynman oriundos da expansido de Wick? Que corregoes irao
aparecer no calculo do linking number, em decorréncia da perturbacio?

As respostas dessas perguntas sao o objetivo da presente dissertacio de Doutorado.

Esta tese esta organizada do seguinte modo:

No capitulo 1, comegamos com um histdrico sobre a introducio e o desenvolvimento
do conceito do loop de Wilson em teoria de campos. Na primeira secio, apresentamos o
loop de Wilson classico e as suas propriedades, destacando a invariancia de gauge. De-
pois, fazemos uma grande se¢ao, onde discutimos a aplicagio do loop de Wilson como
parametro de ordem para o confinamento, originalmente no contexto da QCD, e depois
em diversas outras teorias, dentre as quais, 0 modelo de Maxwell, 0 modelo de Yang-Mills
e o modelo de Maxwell-Chern-Simons. Na 1ltima se¢ao, definimos objetos matematicos
denominados invariantes topoldgicos, exibimos algumas de suas caracteristicas e relacio-
namos o calculo desses invariantes topoldgicos com a teoria de Chern-Simons, através do
valor esperado no vacuo de variaveis semelhantes ao loop de Wilson.

No capitulo 2, comentamos as aplicagdes da teoria de Chern-Simons em diversas
areas da fisica, notadamente em fenémenos de matéria condensada como o efeito Hall,
a supercondutividade ¢ a superfluidez. Na primeira secao, discutimos em detalhes a
teoria de Chern-Simons, acoplada ao termo de Maxwell, mostrando o surgimento de
excitagoes com massa topoldgica. No caso nao-abeliano, demonstramos a quantizacio
topoldgica da massa como consequéncia da invaridncia de gauge. Na segunda secao, efe-
tuamos os cdlculos de x (C}, C2) na teoria de Chern-Simons pura para duas configuracoes
geométricas simples e constatamos o seu carater topolégico. Depois reproduzimos os mes-
mos calculos, usando porém, a acao de Maxwell-Chern-Simons e mostramos claramente
como a mtroducao do termo de Maxwell altera os resultados do Chern-Simons puro.

No capitulo 3, fazemos um breve comentario sobre os tipos de perturbagao que podem
ser adicionados a teoria de Chern-Simons. Na tnica se¢ao, que comnstitui o principal
resultado da tese, calculamos o linking number para acdo de Chern-Simons perturbada

por termos nao topoldgicos, que dependem da curvatura. Primeiramente, efetuamos



as contragoes elementares da teoria e depois aplicamos o teorema de Wick, obtendo
uma expansao diagramatica. Encontramos todos os diagramas topologicamente distintos
até 4-loops e efetuamos as contas das correspondentes integrais de Feynman. Ao final,

provamos que as corregoes quanticas sao nulas e portanto, ndo afetam o linking number.



Capitulo 1

O Loop de Wilson e suas Aplicacoes

Em 1974, K. Wilson publicou um trabalho [14] onde apresentava uma nova varidvel que
fornecia um critério para o confinamento, no contexto da QCD.

Segundo Wilson, o potencial de interagéo entre dois quarks estaticos, podia ser obtido
através de um fator de fase que discernia entre duas fases distintas da teoria: uma
confinante e outra nao-confinante. Este pardmetro ficou conhecido como loop de Wilson
quantico.

Entretanto, fatores de fase semelhantes ao apresentado por Wilson, j4 haviam apare-
cido em trabalhos anteriores.

Em 1962, Mandelstam [33] demonstrou que em uma teoria Lagrangeana, como a do
campo escalar complexo, o mecanismo de restauragido da invaridncia de gauge através
da introdugao da derivada covariante, era equivalente a se fazer uma transformacao nos

campos da forma:

s} - @) =g@exn( [ Auda),
@) - ¢ @)= @en ([ Adr),
onde a integragao é feita por um caminho aberto I, mantendo-se o ponto z fixo.

O campo transformado depende agora da posi¢ao e do caminho I' e ¢ invariante frente

a transformagoes de gauge usuais.



Em um trabalho posterior, Mandelstam [34] generalizou as suas idéias para o caso
nao-abeliano procurando estabelecer uma forma para as equagdes de movimento.

No final dos anos 50, Bohm e Aharonov [35] mostraram o efeito que hoje leva o nome
deles. O efeito Bohm-Aharonov foi confirmado experimentalmente por Chambers 136).
através de um aparato idéntico ao da experiéncia das franjas de Young, onde colocou se
um dispositivo semelhante a um solendide.

O solenéide ¢ colocado entre as fendas, de modo que ele fique em uma regido no qual
o elétron nao penetra. O tensor F),, é nulo em toda regido fora do solenéide. Contudo,
o campo A, é um gauge puro e portanto nao nulo nesta regiio.

Como a fun¢io de onda do elétron depende do potencial vetor A,, ela sofre uma

mudanga na sua fase, dada pela integral de contorno
Aa = f Audz®,
c

onde ' é uma curva fechada formada por dois possiveis caminhos do elétron.
No mesmo ano em que Wilson apresentou o seu trabalho, Yang [37] desenvolveu o

formalismo integral dos campos de gauge, no qual o operador

W(C) = Tr {P[exp (fCA#d:c“)]}, (1.1)

desempenhava papel fundamental. No ano seguinte, Wu e Yang [38] extenderam o seu
formalismo para o caso nao-abeliano e apontaram que o fator de fase (1.1} jd era conhecido
pelos matemaéticos pelo nome de operador de transporte paralelo.

Durante a década de 70, o loop de Wilson foi bastante estudado, porque como ele era
por si sé invariante de gauge, acreditava-se que ele pudesse tornar-se a variavel dindmica,
das teorias nao-abelianas, ao invés do préprio campo de gauge A,. Além disso, o loop de
Wilson proporcionava um parametro natural para a determinagio do confinamento.

Em 1978, Gervais e Neveu [15}, Nambu [16], Polyakov [17] e Virasoro [18], seguindo
a mesma linha dos trabalhos de Mandelstam [33][34], analisaram o comportamento do

operador W (C'} sob variagdes no contorno fechado C', isto é, consideraram as derivadas
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funcionais de W (C') com relagio a curva C para uma dado campo A, fixo e obtiveram
a forma geral das equagoes de movimento para o loop de Wilson.

Em 1979, Migdal e Makeenko [19] propuseram a formulagio das teorias de gauge no
espaco de contornos. Neste trabalho, eles substituiram as transformagoes de gauge, termo
de fixagao de gauge e ghosts por funcionais escalares invariantes de gauge W (C1,Cy, ..., Cy)
onde C's sdo contornos continuos e fechados e expressaram as equagoes de movimento
de Yang-Mills em termos desses funcionais.

Infelizmente, as equagdes de Migdal-Makeenko mostraram-se singulares, o que, de
certa forma, arrefeceu o dnimo, em relagio ao loop de Wilson.

Curiosamente, no final da década de 80, o loop de Wilson apareceria como um elo
de ligagao entre a topologia e a teoria de campos. De fato, nos trabalhos de Witten
2], foi executado o cdleulo de vérias quantidades conhecidas pelos matematicos como
invariantes topoldgicos, utilizando, como ferramenta bdsica, o leop de Wilson para a
acao de Chern-Simons.

Assim, abriu-se as portas de uma promissora drea de pesquisa: as teorias topolégicas.

Na primeira se¢ao deste capitulo, daremos a defini¢ao da versdo cldssica do loop de
Wilson e deduziremos as suas propriedades, como, por exemplo, a invaridncia de gauge.
Na segunda sec@o, estabeleceremos a conexao entre o loop de Wilson quantico ¢ o con-
finamento. A seguir, discutiremos em subsecoes separadas, um critério de confinamento
e as suas condigdes, para diversos modelos fisicos, através do loop de Wilson. Na dltima
seqao, iremos fazer uma introdugao aos objetos ditos invariantes topoldgicos e exibiremos

a sua relacdo com a teoria de Chern-Simons.

1.1 O Loop de Wilson Classico e suas Propriedades

Considere uma variedade, por exemplo o espago-tempo quadridimensional, onde atua
um grupo de gauge com geradores 7* (a = 1,..,n). Defini-se o loop de Wilson cldssico.

como o fator de fase W (C) obtido da exponencia¢do do elemento do grupo, integrado



no caminho fechado, suave e simples C:

W(C) = Tr {P [e}cp (/C Aud:c")J} , (1.2)

onde T'r é o trago, P representa o path ordering, isto é, o ordenamento ao longo da curva
e A, = ALT®.

Como o loop de Wilson foi definido no contexto da QCD, a expressao apresentada
acima ja é a sua versao nao-abeliana.

A finalidade do trago e do path ordering ¢ assegurar a invariancia de gauge do loop de
Wilson ndo-abeliano. No caso abeliano, eles sdo dispensaveis e o loop de Wilson é dado

por:

W{C) = exp (/C Aﬂdz") : (1.3)

De fato, a transformacio de gauge abeliana é:
Ay — A+ 0, (). (1.4)
Portanto, colocando (1.4) em (1.3),
W(C) — W (C)exp ( /C 8,a () da:") |

Como caminho C' é fechado, o argumento da exponencial na equacio acima obvia-
mente se cancela, acarretando a simetria de gauge para o loop de Wilson abeliano.

No caso nao-abeliano, afim de compreender como se estabelece o path ordering, pre-
cisamos recordar o ordenamento temporal. A férmula de Dyson para a exponencial de

um operador bosémnico é:

7 exp (mz"/'“’A(t) dtﬂ . /”’ i, [ dtg.../tnl din A1) Ats) A,

ta grd ta ta ta
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onde subdividimos o eixo do tempo em N pedacos iguais, tal que:

In = to+ nAft,

Iy — ta
N

n o= 1,2 .N-1

H

At =

e tomamos o limite quando n tende a infinito.

Para obter o path ordering efetuamos o procedimento anilogo. Partimos de uma

curva suave, simples e inicialmente aberta I, parametrizada por:

s = [0,1],

= 2k (s),
(0) = aq,
(1) = b

Agora, a expressdo (1.2) torna-se:

wir) = pP [exp (ﬁ A, dg:“)] =P [exp{/ol ds% (s) Az (s)]H

_ P{exp{./ol 45 A (5))] =g/01 oy [ dsae [ dsn Als2) A (). Als.),

onde
_dn

As) = 22 (5) Au e (9]

Repare que W (I') possui a propriedade associativa:

W (FabC) =W (Fab) w (Tbc) )

11
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onde os caminhos ab e be s3o segmentos de abe.
Além disso, para um caminho infinitesimal de a até a+ dz o fator de fase se aproxima

da identidade do grupo de gauge:
W (Tatae) =1+ A, (z) dz*. (1.7)

Vamos analisar agora o comportamento de W (T'), sob uma transformagio de gauge

nao-abeliana, dada por:
Ag(@) = U z2) Ay () U (z) + U™ (2) 8,U 7 (=), (1.8)

onde

U(z) =exp[t6° () T] .

Levando-se em conta as relagdes (1.6) e (1.7), a expressio W (I') (1.5) pode ser escrita

como:
W(T) = lim :ﬁj 1+ A% (2,,) A7), (1.9)
onde
Az, = a2, —x -1
382 = q,
2N =

Substituindo (1.8) em (1.9), obtemos:

N+1

wr — i ] [14 U7 (@) A (2a1) U (000) Aa+
n=1

U™ (@) 8 U (201) D]
= lim {[1 + U (a) A* (a) U (a) (:c1 - a) +

N-—oo u

U (a) 02U (a) (2 a)J «

12



X [1 + U (1) A* (21) U (21) (332 - xl)p +
U™ () 04U (1) (27 — xl)J X ...
o [14 U (o) A () U o )(b—x )ﬁ

U™ (2) 8,0 (zn) (b 2" } } ,

onde foi introduzido o termo

ao final da expressao.

U () U®B) =1,

Rearranjando os termos da expressao acima, conseguimos:

w(T)

Porém,

—

@ {1 et a>#+
(B:U (@) U™ (a) (' —a )

XU (z )[1+A“(a:1) (22 ~:c1)#+
(8;‘1U(:1:1)) U (z1) (332 — :1:1)#} Ulzy) x ...

x..U™ (zy_1) [1 + A% (zn1) (IN . xN_l)# +

(02, U (e -2)) U (o) (27 = 2 1) | U (o)

« U™ (zx) [1 + A (zy) (b-2") +

i

(92,U (a)) U () (b= mN)J Ulzn) UL (0 U (b)} |

UU ™ x) = Ula)U™! (a + A:ci)

= Ue) U (@)+ (8*U" (a)) Azl
= 1+ U(e) (0*U~" (a)) Az}

13
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vt = 1,
uerut) = —(@u)ut (1.12)

Assim, substituindo (1.12) em (1.11),
U@ U™ (1) =1~ (B5U) U (a) Az, (1.13)

A relagao (1.13), pode ser estendida para qualquer xy e zy_;.
Finalmente, utilizando (1.13) em (1.10), obtemos em primeira ordem:
: —1 1 1 _
W) — M@{U (a) [1 + 4% () (= a)#]

X [1 + A" (x)) (332 - :1:1)}l X ...

... [1 + A (Tnq) (mN - scN‘l)H] X ...

X [1 + A () (b— :vN)#] U (b)} .

WD) - U (@)W (D) U ().

Se & curva for aberta, W (I') ndo é invariante de gauge. Porém, se a curva for fechada.

entao:

W(C)— U tHa)W () U (a).

Tomando-se o trago da expressao acima, o loop de Wilson obviamente torna-se inva-

riante de gauge.

1.2 O Loop de Wilson Quantico e o Confinamento

O loop de Wilson quéntico corresponde ao valor esperado no vacuo do loop de Wilson

classico. Como ji comentamos, o loop de Wilson quintico fornece um critério para o

14



confinamento dos quarks na QCD.

Contudo, este procedimento pode ser generalizado para outras teorias e assim deter-
minar que tipos de modelos fisicos apresentario confinamento e em qgue circunstancias
ele ocorrera.

Fisicamente, o confinamento pode ser caracterizado pelo comportamento do potencial
estitico de interagdo entre duas cargas. Portanto, se este potencial aumenta com a
separacao das cargas, o sistema é confinado. Por outro lado, se o potencial diminui com
a separagao das cargas, o sistema encontra-se na fase nio-confinante.

A 1déia de Wilson foi expressar o potencial estatico de interacio das cargas através
de um funcional, que depois, ficou conhecido como loop de Wilson. Atualmente, o loop
de Wilson ¢ o parametro de ordem mais comum das teorias de gauge na rede.

Apesar disso, o uso do loop de Wilson como critério para o confinamento possui
limitagbes: os campos de matéria nao podem estar presentes, pois neste caso, pares
dinamicos de cargas seriam criados quando tentdssemos separar as cargas, impedindo a
associacao do loop de Wilson ao potencial estatico.

A seguir, iremos expor diversos modelos, onde aplica-se o loop de Wilson para deter-

minar se a teoria apresenta fases confinantes.

1.2.1 Confinamento na QCD

O calculo do loop na QCD, feito por Wilson, foi realizado na rede. A sua reproducao nao
é 0 objetivo desta secao. Aqui, nos resumiremos a exposicao das conclusoes de Wilson
acerca do confinamento na QCD.

Em seu trabalho original, Wilson [14] calculou a amplitude de probalidade entre
os estados de vdcuo inicial e final, para a criagio de um par quark-antiquark estdtico,
separados a uma distancia X e no tempo T = 0 e a sua destruicao no tempo 7 — co.

As linhas de universo do par quark-antiquark consistem no retangulo abaixo:

No caso estdtico, esta amplitude coincide com o potencial de interagao. Consequen-

temente, o potencial pode ser expresso em termos do loop de Wilson, através da seguinte

15



Figura 1-1: As linhas de universo do par quark-antiquark.

relagao (14
V(X) = — lim %m oW (C)), (1.14)

T—oo

(@) = (7 {P [oxp ([ Aut=)

e C é a curva fechada apresentada na Fig.1-1.

onde

Da equagéo (1.14), vemos que:

(W (C)) = exp [TV (X)].

Entéo, se o potencial for confinante, do tipo:

V (X) = eX,

onde ¢ é uma constante e X é a separagao espacial das cargas, o loop de Wilson vai
fornecer algo como:

(W (C)) = exp[~cTX] = exp|-kA],

onde A é a area do contorno e k£ ¢ uma constante. FEste resultado é conhecido como lei
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da drea do loop de Wilson.

Por outro lado, se o potencial for nfo-confinante, do tipo:

lim V (X) = e,

X —o0

onde ¢ é uma constante, o loop de Wilson dar4:
(W (C)) = exp[-kP],

onde F é o perimetro e £ é uma constante.

1.2.2 Confinamento no Modelo de Maxwell

E um fato conhecido que o modelo de Maxwell em (3 4 1)-dimensoes tem um potencial
estatico de interagdo do tipo Coulombiano e portanto, ndo hd confinamento. Contudo,
em outras dimensoes, isto ndo é verdade.

Consideremos, inicialmente, o modelo de Maxwell em um espaco-temporal Euclideano

1
5= [d (—ZFPUF‘“’> ,

Fu = 0,4, — 0,A,.

de quatro dimensoes:
onde

Afim de calcularmos o loop de Wilson, devemos acrescentar a agio, o termo de fixacdo
de gauge:
SGF_fd4[ BA“)J
Escolhendo o gauge de Feynman (a = 1), o valor esperado do loop de Wilson abeliano

(1.3) serd dado por:

W (C)) = [ DAexp (% [ 24,04, ) e ( [ Audzt). (1.15)
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x=(0,L,0,0 ¥=(T,L,0,0)

s=2T+L 3=T+L
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1
:’::l:U:U:D:DJ )-'=[T,D,-D,U:I
s=0 3=T
3=2T+L

Figura 1-2: Contorne retangular parametrizado.

Defininde uma corrente

=iQ [ ds@;sﬂa‘l e~y (s),

onde ) ¢ a carga e substituindo em (1.15), obtemos:

W(C)) = / dA exp (—;—/d“xA“DA# +/d4m#j#) . (1.16)

Agora, redefinimos

A (@)~ At +1Q [ a2 p oy o), (117)
onde
Dy (:c-y):f?;;@%)g (1.18)

é o propagador do féton no gauge de Feynman e C é uma curva retangular parametrizada

conforine a IMig.1-2.

Introduzindo {1.17) em (1.16), temos:

Wiy = fdAeXp{ /d4:CA OA, —zQ/dsdI“(S A* g Q/d dmu )A'”

18



9 _[d dy,u. d:r;S( )D#V[I(S)__x(sl)]}‘

Realizando a integragfo funcional, encontramos:

W (C)) = exp {—%fcds,,fcdsLDw [z(s) — 3:(5’)]} : (1.19)

Substituindo (1.18) em (1.19), chegamos a:

W (C) zexp{méQ—;Lds#/CYdsL[x 5 —lx(S,)]z}.

Para efetuar a integral que aparece no argumento da exponencial, tomamos apenas

os segmentos do retangulo com sentidos opostos na Fig.1-2. Os segmentos de mesmo
sentido fornecem os termos de auto-interagdo, que nao afetam o potencial.

Logo,

0? 2T+X 1
wien = eXp{“lhr_z U / 2T+ X~ - s)

T+X 2T+2X 1
+ f ds / ds’ | Y (1.20)
T 2T+X + (3T +2X — s —s)

Para T' — oo a segunda contribuigao de (1.20) se anula. Colocamos s’ — 27+ X — &/,

no primeiro termo de (1.20).

Fntao,

W(C)) = exp

T T—s 1
/0 ds./;s dyX2+y2]}
T—3

2] Td,’ ; 3)
“57% | s sarcan(X
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Portanto, o potencial entre duas cargas estéticas é:

e otan () - gt (557

V(X)

I
|
B
l
=)
D
>
]
——
B
|
8
[
o
®
=

—m Y e

Q* 1
= T (1.21)

que é exatamente o potencial de Coulomb do eletromagnetismo.

Naturalmente, também gostariamos de conhecer o potencial em dimensées inferiores a
quatro. Em [39], Abud, Bollint e Giambiagi desenvolveram um interessante procedimento
para o cdlculo do loop de Wilson em uma dimensao arbitraria. Inicialmente, as contas
foram feitas utilizando um circulo como contorno. Apés alguns passos, realiza-se uma
deformagao de modo a transformar o contorno circular em uma elipse e identifica-se os
semi-eixos da elipse com os parametros X e T, ilustrados na Fig.1-1. Como o potencial
¢ obtido no limite quando T tende a infinito, o método é equivalente ao calculo para o
contorno retangular.

A expressao geral do potencial estdtico em uma dimensdo arbitraria n, que eles che-
garam foi {39]:
21‘(3—_—’3)1“(71— b 3

& X3 (1.22)

P ry ey S

2
onde I' é a funcao gama e X ¢ a distancia entre as cargas.

Paran =2,

V(X)= QQ%,

Confirmamos portanto, o fato conhecido que o eletromagnetismo confina em duas
dimensoes.

Quando n = 3, a equacgao (1.22) parece estar em desacordo com os resultados estabe-
lecidos, pois a primeira vista o potencial em trés dimenstes nac dependeria da distancia
X e, além disso, seria singular pela presenca do termo T (0).

Segundo Polyakov {40], esta divergéncia pode ser eliminada com uma renormalizacio
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do loop de Wilson, obtida através da introducio de um fator exponencial, dado por:

Wa(©) = exp (~e) W ()

onde L é o comprimento do loop, a ¢ o cut-off que parametriza a divergéncia e ¢ é uma
constante.

Este fator € interpretado como a renormalizagio da massa da particula movendo-se
ao longo da trajetoria C.

Levando-se em conta o fator de renormalizacio, obtém-se um potencial renormalizado

[32]:

In X

()Q\/-,

onde K é uma constante.
Vemos que, o potencial eletromagnético em trés dimensoes tem um comportamento
logaritmico, que também é considerado confinante.

Finalmente, para n = 4,

V(X) = _:%.

O resultado acima é, a menos de uma constante, igual a lei de Coulomb obtida com

o cdlculo do potencial (1.21), para o contorno retangular.

1.2.3 Confinamento no Modelo de Yang-Mills

A acdo de Yang-Mills em quatro dimensoes é:

$= [ Daexp [ [dtz (_—F;UF;‘”H

onde g é a constante de acoplamento.
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Entao, o loop de Wilson nao-abeliano (1.2) torna-se:

W{(C)y = fDADcDEexp [mél_;? / d*z (6’#143’ — 0,45 — f"“bcA(;Af,)Q - % (S#A”)Q
—a,c (6’#0” — f“bcAﬁcc)] Tr {P {exp </c A#d:c””} :

ja com o termo de fixacdo de gauge e o termo de ghosts c e .

Ao contrério do modelo de Maxwell, a exponencial no loop de Wilson para a acio de
Yang-Mills, nao é Gaussiana e somente pode ser calculada perturbativamente. Contudo,
esta expansao perturbativa d4 origem a graficos com divergéncias logaritmicas em ordem
superior O (g*), que afetam a constante de acoplamento g quando sdo renormalizados.
Consequientemente, estes graficos precisam ser levados em conta ao se obter a expressio
para o loop de Wilson.

Sendo assim, o loop de Wilson toma uma forma do tipo:
W(C)) =N+ "W, +¢* Wy + ..

onde N é uma constante de normalizacao.
A realizagdo do célculo do loop de Wilson até ordem g*, foi feito em detalhes por

diversos autores [40][41][42][43], que obtiveram ao final, uma expressao analoga ao modelo

de NI&XWBH‘.
/C Y L X } } ]

onde D, (z —y) é o propagador do campo de gauge no espaco Euclideano. No caso

W (C)) = exp { g

particular do grupo SU (2), a constante de acoplamento renormalizada gr é dada por:

2

o=
B 1B nX’

onde
11

Po= o3
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tal que
B(9) = ~Bog’ + ...

¢ a fungao beta de Callan-Symanzik para o grupo SU (2) [44][45].

Logo, a expressao obtida para o potencial estatico é:

vix)=- & 1
4X 1~ Foln X

Repare que agora, quando X - oo, o potencial tende a zero mais rapidamente do
que a lei de Coulomb e portanto nao ha confinamento. Este efeito estd relacionado &
liberdade assintética das teorias de gauge ndo-abelianas [46][47].

Na verdade, este resultado nido é surpreendente pois estamos trabalhando no regime
perturbativo da teoria, isto é, para valores pequenos da constante de acoplamento ¢ e
portanto é natural que nio apareca o confinamento.

Entretanto, no regime de strong coupling, onde os cdlculos apenas podem ser feitos
na rede, Wilson [14] mostrou que a teoria de Yang-Mills tem uma fase confinante. Ao
calcular o loop de Wilson para esta teoria, verificou-se que ela apresenta o comportamento

das areas, que ja foi discutido na primeira subsecao, para a QCD.

1.2.4 Confinamento no Modelo de Maxwell-Chern-Simons

O modelo de Maxwell-Chern-Simons [30] consiste em acoplar ao termo de Maxwell, o
chamado termo de Chern-Simons [13], que é um termo topoldgico, isto é, que ndo depende
da métrica. Por isso, também é chamada de teoria de Maxwell com massa topoldgica.

Nesta segao, nos restringiremos ao cdlculo do loop de Wilson deste modelo, para o
caso abeliano. O termo de Chern-Simons e as suas caracteristicas serao apresentados em
mais detalhes no capitulo 2.

A acao de Maxwell-Chern-Simons é definida e trés dimensoes, sendo expressa como
(30]:

S = / &z (—LF#,,FW + ie“"PF#,,Ap) , (1.23)

4m,
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onde m ¢ a massa topoldgica e é**? o tensor de Levi-Civita.

Observa-se que a teoria de Chern-Simons pura pode ser recuperada como o limite a
massa infinita m — oo da teoria com massa topoldgica (1.23). Esta propriedade também
é valida a nivel quantico para a acio efetiva 1PI [48] e para o valor esperado no vicuo
do loop de Wilson [49)].

O resultado para o potencial estdtico nesta teoria é [31]:

V(X) = =Ko (mX).

onde m € a massa topolégica e Ky é a funcao de Bessel modificada de segundo tipo.

A funcao de Bessel modificada tem um comportamento exponencial a longas distancias:

Ko(mX) — 1/2?7:)( exp {(—mX)

Este comportamento sinaliza o chamado screening da carga. A carga fica blindada

pela polarizacao do viacuo e tem o seu potencial de interagao diminuido.

Como o potencial estdtico na teoria de Maxwell em trés dimensdes tem um com-
portamento logaritmico, entdo se compararmos com o potencial estdtico para a teoria
de Maxwell-Chern-Simons, que se comporta como uma exponencial decrescente a longas
distancias, veremos claramente que a adi¢ao do termo de Chern-Simons tem o efeito de

deconfinar a teoria.

1.3 Invariantes Topolégicos

A topologia é o ramo da matemética que estuda as caracteristicas do espaco em larga
escala. Em outras palavras, o que importa para a topologia é analisar uma variedade como
um todo. sem se preocupar com as propriedades locais. Do ponto de vista topolégico, uma
esfera e um torus sao objetos distintos pois um nao pode ser deformado no outro, isto é,
nao pode-se passar de um para o outro através de transformacoes continuas. Entretanto,

o mesmo torus e uma xicara, por exemplo, sao topologicamente identicos.
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C2

Figura 1-3: O Hopf Link.

Os invariantes topolégicos sao caracteristicas tipicas, cujos valores permanecem inal-
terados se submetermos a variedade a deformagoes continuas. Os invariantes topolégicos
assumem outros valores apenas se for alterada a topologia da variedade.

Os invariantes topoldgicos tém sido aplicados nos 1iltimos anos, nas mais variadas
areas: em quimica, no estudo de entrelagamento de cadeia de polimeros [3][4][5]; em
biologia, nos trabalhos sobre a estrutura helicoidal da molécula de DNA [6][7][8] e em
cosmologia, na explicacdo de defeitos topoldgicos tipo corda em transigdes de fase no
universo primitivo [9].

Em matéria condensada, foi sugerido que a condutividade Hall fraciondria seria um
invariante topolégico expresso em termos de windings numbers [10].

Uns dos invariantes topoldgicos mais conhecidos sao os knks. Um link é uma subva-
riedade do > que é difeomarfica, & unido disjunta de circulos. Os cfrculos sao chamados
de componentes do link. O mais popular link, e que serd objeto de estudo da presente
tese, é o chamado Hopf link [11], representado por duas curvas suaves e fechadas que se
cruzam. mas que nao possuem intersecgao (Fig.1-3).

Associado a cada link, defini-se uma magnitude denominada linking number y, para

as curvas fechadas C) e Cy. O linking number representa o niimero de vezes que uma,

25



/
A

+1

g=-1

<

Figura 1-4: Cruzamentos orientados de links.

curva se enrola na outra e é claramente um invariante topoldgico [50][51][12).

Para definirmos mais precisamente o linking number, é preciso antes do conceito de
cruzamento de dois links orientados. Um cruzamento entre dois links orientados pode
ser right-handed ou left-handed (Fig.1-4). Atribui-se um sinal € = +1, caso o cruzamento
seja right-handed e um sinal oposto € = —1, se for left-handed.

O linking number, portanto, pode ser caracterizado através da projecido sobre um

plano. do cruzamento entre as duas curvas orientadas e é formalmante definido como:

X(CLG) =2 3 e, (1.24)

2 peCi1NCe

onde C'; N €y denota o conjunto de cruzamentos entre as curvas.

Como consequéncia de sua definicio, o linking number assume valores sempre no
conjunto dos intetros 2.

Tecnicamente, o linking number € metade da soma de todos os indices de interseccio
entre as curvas. Variedades com diferentes linking number ndo séo equivalentes (Fig.1-5).

A relagao entre o linking number e a fisica fol estabelecida por Gauss, que descobriu

durante as suas investigagOes sobre eletromagnetismo uma representagao integral para o
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Figura 1-5: O linking number de curvas orientadas.

linking number, dada por:

1 €uwp (2P — Y°)
Ch,Cy) = —jrg dz* d ”“”—, 1.25
x (€, Ce) = A . P (1.25)

onde as curvas (] e Cy nao se interceptam. No caso das curvas coincidirem, teremos
entdo o chamado writhing number w (C), que nao é mais um invariante topolégico, pois
depende da geometria da curva [12][50][51].

Para demonstrar a equivaléncia entre as representagtes (1.24) e (1.25), reescrevemos

esta ultima expressao, como:

1

1
(G, C) = 47r% A fy W Enn?” (1:c~y|)

— jf jf Ay, (1.26)

1
e = e (Iw - yl) |
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Pelo teorema de Stokes,

g . . o
/Sda (Ouw, — Oyw,,) /Cdm Wy {1.27)

Colocando (1.27) em (1.26), temos:

1
x (C1,Cy) = Ej{; dz* ; do¥" (Oywyy — ywy,)

1 1 1
= 7 vy 0 _ L
i 0t 007 B () = 00 ()

(1.28)
onde Sy é qualquer superficie aberta que tenha C5 por borda.
Mas, sabemos que
Oupvp — OuEypr + OxEpuy — DpEupy = 0,
ol, rearranjando o0s termos,
OvEprp — OnEuvp = Oplp + OpEupuy. (1.29}

Substituindo (1.29) em (1.28), achamos:

1 1
X (C1,Ca) = — ?{c o [ 0" [eupndly — £l & ( ) .

T |$*y‘

Na expressao acima, o segundo termo entre colchetes é nulo, pois trata-se de uma
derivada total sobre uma curva fechada.

Entao,

1 1
X (C1,Ca) = —— j{C drt [ da”"’e,,wé?z( ) (1.30)

T fz —yl

32< ! ):8p89(--1—):—4ﬁég($uy).
|z =yl |z -y
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Logo, (1.30) torna-se:

R Ry I T

onde N € Z.

Devido a presenca da funcdo delta, apenas quando a curva, parametrizada pela
variavel x, corta a superficie, cujo contorno é parametrizado por y, a integral x (Ch, C9)
¢ diferente de zero e, portanto, fornece o mimero de voltas N que uma curva faz sobre a
outra.

Em 1988, a conexdo entre invariantes topolégicos e a teoria quantica de campos foi
estabelecida, através de um conjunto de artigos publicados por Witten [2]. Neles, Witten
estudou de maneira sistemadtica os links, relacionando-os aos valores esperados no vicuo
do loop de Wilson, para a agdo de Chern-Simons. Assim, Witten conseguiu calcular
diversos links que haviam sido recentemente descobertos pelos mateméaticos e os seus
trabalhos deram origem a uma série de publicacdes subseqiientes, relacionando teoria
quéantica de campos e topologia, em trés dimensées [1][2].

Afim de compreendermos melhor essas idéias, recordemos que a acao de Chern-Simons

pura abeliana é:
1
S = / d’z (ZEW“’FWAP) .

O valor esperado no vacuo para os campos, no gauge de Landau (o = 0) é:

(A (2) Ay @), = e V) (1.31)

Ses 47 uvp ICC _ y|3 '

Assim, vemos claramente que (1.31) é o integrando da expressao (1.25).
Logo, se considerarmos agora, o valor esperado no vacuo de duas variaveis como o0s

loops de Wilson, mas sem a exponencial, dado por:

xos =, de"aul@) § drA.w)

Scs
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teremos exatamente o linking number.

Concluindo, mostramos exemplos de grandezas denominadas invariantes topolégicos
e a sua relagdo com a teoria de Chern-Simons. Esta conexio é estabelecida através de
variaveis semelhantes ao loop de Wilson. Estas varidveis diferem do loop de Wilson apenas
pela auséncia da exponencial, pois no caso abeliano, isto ndo compromete a invariancia
de gauge das integrais de caminho.

Entdo, caleulamos o valor esperado no vacuo destas varidveis de loop, usando o propa-
‘gador para a teoria de Chern-Simons. Em virtude da forma peculiar deste propagador,
podemos via o teorema de Stokes, reduzir o integrando a uma funcio delta de Dirac.
Assim, obtemos um resultado topolégico, isto €, que nio depende do formato das curvas.

E importante frisar, que os trabalhos de Witten acima citados abriram o caminho para
o calculo de invariantes topolégicos conhecidos e também para invariantes topoldgicos até

entao desconhecidos pelos matemdticos.
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Capitulo 2

Aspectos Gerais das Teorias de
Gauge em (2+ 1) D na Presencga do

Termo de Chern-Simons

O estudo das teorias de gauge em (2 + 1)-dimensdes foi inicialmente motivado pela sua
relagdo com o regime a altas temperaturas das teorias de gauge em (3 + 1)-dimensoes
[52][53]. A expansao diagramdtica de uma teoria envolvendo campos de matéria e de
gauge no limite de altas temperaturas, coincide com uma teoria apenas bosdnica, sem
férmions, em um espago Euclideano com uma dimensio menor.

Contudo, ¢ principal interesse nestas teorias € a possibilidade, apenas presente em
espacos de dimensdo fmpar, de introduzir no Lagrangeano, o termo de Chern-Simons.

Na chamada fisica planar, modelos em duas dimensdes espaciais, o termo de Chern-
Simons esté relacionado a diversos sistemas néo triviais [54].

Em matéria condensada, por exemplo, o termo de Chern-Simons acoplado a campos
de matéria é a base para a descri¢ao dos anyons, particulas de estatistica intermediaria
entre bosons e férmions. Neste caso, o efeito do termo de Chern-Simons é ligar uma linha
de fluxo magnético as particulas carregadas. Esta propriedade, junto com a transmutacao
estatistica, explica o aparecimento do termo de Chern-Simons nos modelos para efeito

Hall quantico fracionario [20]{21]{22][23].
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‘Também em relacao ao efeito Hall fracionério, como jé foi comentado no capitulo an-
terior, existe um trabalho no qual a condutividade Hall seria expressa como um invariante
topologico, relacionado ao termo de Chern-Simons [10].

Ainda na fisica do estado sélido, o termo de Chern-Simons aparece emn modelos de
supercondutividade [55] e em sistemas que apresentam superfluidez, como no caso do
SHe [56].

Uma outra notavel aplica¢io do termo de Chern-Simons surge quando este é acoplado
ao termo de Maxwell. Esta teoria é denominada teoria de gauge com massa topolégica.
De fato, o resultado é um surpreendente novo modo de geragio de massa para o campo
de gauge, sem a necessidade do mecanismo de Higgs [30]. Além disso, a introdugao do
termo de Chern-Simons & acéo de Maxwell d4 origem ao chamado screening da carga e
ao deconfinamento da teoria em trés dimensoes [31].

No contexto da bosonizacao, é um fato bem estabelecido que o cdlculo do determinante
fermibnico para férmions massivos em trés dimensbes a temperatura zero, no regime de
baixas energias, fornece um série infinita, onde o termo predominante é o termo de Chern-
Simons, seguido por poténcias do tensor F., e suas derivadas [24][25][26][27][28][29].

Neste capitulo, comegamos com um resumo da teoria de Chern-Simons e suas proprie-
dades. Na secdo seguinte, calculamos invariantes topoldgicos para algumas configuracoes
geométricas, no caso da teoria de Chern-Simons abeliana pura e investigamos que tipo
de alteracdes surgem nos mesmos calculos, ao introduzirmos o termo de Maxwell na acao

de Chern-Simons.

2.1 A Teoria de Chern-Simons e suas Propriedades

O termo de Chern-Simons é dito topoldgico pois ele ndo depende da métrica do espacgo.
O célculo do respectivo tensor energia e momentum da zero, indicando que ele nao esta
associado a qualquer excitagao.

O termo de Chern-Simons também sé aparece em dimensoes impares, pois em di-

mensoes pares os indices simplesmente nio casam. Porém, somente em tres dimensoes,

32



o Lagrangeano é quadrdtico no campo de gauge.

Ressaltamos, contudo, que também existe uma outra classe de modelos topoldgicos,
conhecidos como modelos BF, os quais podem ser definidos em qualquer dimenséo e que
possuem um termo quadratico na sua acio.

O termo de Chern-Simons pode aparecer tanto na versdo abeliana quanto na nio-
abeliana. Em ambos os casos, por exibir isoladamente solugoes triviais, o apresentaremos

acoplado com o termo de Maxwell.

2.1.1 Maxwell-Chern-Simons Abeliano

A acdo abeliana de Maxwell-Chern-Simons no espaco Euclideano é:

1
5= fdgsc <_ZF”"FW + %E“W’FWAP) , (2.1)

onde m é a chamada massa topoldgica.

As equacoes de movimento sao:
O, F* + %E“VPF,,,, =0
Sob a transformagao de gauge:
A, — A, + 3,0(x),

a acdo (2.1) muda por uma derivada total:

55 = [ d's [aa (%EWFWQH .

Considerando que os campos se anulem no infinito, este termo de superficie pode ser

eliminado.
A presenca do termo de Chern-Simons da origem a uma massa topoldgica ao campo

de gauge. A maneira mais direta de verificar isto, é definir o pseudovetor campo dual:
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_—
Fr = ~eH?F,,

Note que o campo dual é invariante de gauge e transverso, isto é satisfaz 6p1?' b =0.
Assim, a equagdo do movimento em termos do campo dual, é dada por:
(D + m2) FH— . (2.2)

Um outro modo de entender a origem da excitacio de gauge massiva é calcular o

propagador utilizando um termo de fixacdo de gauge covariante:

1
Sar = [ & —%(S#A")].

Invertendo a parte quadritica, obtemos o propagador Euclideano, no espago dos mo-

menta:
: E o’ m Pulv
D, = |—m? YR + Jp°— V) |+ a2 2.3
K (p) pg (p2 + mg) pg (pg + mg) (g,u 'Y p!-'ip ) (p2)2 ( )
Claramente identificamos o campo de gauge massivol, via pélo em p* = —m?.

A simetria discreta de paridade é diferente em trés dimensdes. Usualmente a trans-

é
formacio de paridade é a reflexio 7 — — 7 das coordenadas espaciais. Contudo, no
plano, tal transformacio é equivalente a uma rotagao (esta transformagao de Lorentz tem
det (Q) = (—1)* =1 ao invés de det () = (—1)° = —1).

Entao, a transformacao imprépria discreta de paridade P deve ser tomada como uma

reflexfo apenas em uma das coordenadas espaciais, a qual podemos escolher:

1Esta relag@o ndo corresponde, em absoluto, a uma particula de massa imagindria. Lembramos que,
neste caso, o propagador refere-se ao espago-tempo Euclideano e que as excitagdes fisicas sfo definidas
apenas no espaco de Minkowski. A passagem do espage de Minkowski para o espago Euclideanoc é feita
através da rotacao de Wick, que é uma transformagéo algébrica dada por xg — —iz4 e pg — ip4, em um
espago de quatro dimensoes.
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O campo de gauge se transforma da mesma forma acima, acarretando que o termo

cinético de Maxwell € invariante sob P, porém o termo de Chern-Simons muda de sinal:

1
56" FuAy = P A0,A, — 4,0, 4,

Como foi mencionado, o cilculo do determinante fermiénico em (2 + 1)-dimensdes a
1-loop, fornece um termo dominante de massa topolégica, o que quebra explicitamente
a simetria de paridade. Esta quebra reflete o fato de que o termo de massa para os

iérmions, presente na ag&o original, j4 nfo é invariante sob paridade.

2.1.2 Maxwell-Chern-Simons Nao-Abeliano

A agao ndo-abeliana de Maxwell-Chern-Simons no espaco Euclideano é:

2
S = ]dS [ Tr{F, ") — 2_9._EWPTT (FWAP - gAﬂA,,APH . (2.4)

onde g é a constante de acoplamento.
O campo de gauge A, toma valores em uma representacao finito-dimensional de

SU{n), dada por:
A, = AT
Fo = F,T"=0,A —-0,A,+[A, A,

onde 7 sao os geradores de SU (n), paraa = 1..dim (SUN(n)), satisfazendo as relacoes
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de comutacio {T"’, TbJ = fo°T* ¢ a normalizacio T'r (T“T”) = —25°.

As equactes de movimento sao:

D + %smﬁFa — 0, (2.5)

onde

Mais uma vez definimos o campo dual:

-1
FI'J- = —Q.E#VPFVP’
que satisfaz a identidade de Bianchi:
D, F* =0,

O dual de (2.5) &
D,F, ~ D,E,— mF,, =0.

Aplicando, na equagdo acima uma outra derivada covariante, e com a ajuda de (2.5)

e da identidade de Ricci
[Dw Dv} = Fu,

obtemos

(.DMD‘M + mg) Fy = Epad [j;":a] F!ﬁ] )

que é o andlogo nao-abeliano de {2.2).

Sob transformacio de gauge finita:

Au(z) = U z) Ap(z) U (2) + U™ (2) U (),
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a a¢ao muda por:

55 = o [ Eolerrr{afac@uu]h+

/dS e r |( OU)U‘l(aﬂU)U1(8,,U)U‘1]}}. (2.6)

Consideramos apenas transformagdes de gauge que tendem a identidade no infinito
espaco-temporal:

Ulz) — 1. (2.7)

T—00

Estarestrigao é feita para evitar divergéncias em {2.6). O primeiro termo de (2.6) pode
ser encarado como uma integral de superficie dependente de A, e a sua contribuicio é
nula devido ao campo de gauge tender a zero no infinito, levando-se em conta a identidade
(2.7).

O 1ltimo termo em (2.6) pode também ser convertido em uma integral de superficie

através de uma parametrizagao. No caso particular do grupo SU (2), a parametrizacio

é
U (x) = exp [ic®0® (2)]. (2.8)
Substituindo (2.8) no Gltimo termo de (2.6), obtemos:
55 = ’E’gsw?w Uy, (2.9)
onde
w(U) — 24’” /deEWTr (@)U (@) U (8,U) U]

= oy [ @t {ea (8) (08 35 ( Smg(;g))}.

A expressao w (U/) é reconhecida como o winding number da transformagao de gauge

[57]{58][59]. O winding number representa o nimero de vezes que um mapeamento se

37



enrola sobre si préprio.

Consequentemente, a integral de superficie acima néo é zero, mas toma valores inteiros
que caracterizam as classes de equivaléncia homotépicas as quais o grupo de gauge U
pertence.

Portanto, concluimos que a agio nao é invariante de gauge. Contudo, os observdveis
da teoria, onde a agéo sempre aparece no argumento da exponencial, precisam ser inva-
riantes de gauge.

Assim, a quantidade que aparece em (2.9) deve ser um miiltiplo inteiro de 27, para
que esta variacao seja tolerada ao calcularmos os observaveis da teoria.

Em outras palavras, a invaridncia de gauge acarreta a quantizagio topolégica da razao

adimensional entre a massa e o quadrado da constante de acoplamento:

471'% = n,
n = 0,£1,£2, ..

Matematicamente, isto ocorre devido ao grupo de homotopia dos grupos nao-abelianos,
para os quais o winding number torna-se um invariante topolégico.

Por exemplo, no caso especifico do grupo SU (2), o winding number é um elemento
do grupo de homotopia Il3 [SU (2)] = Z, onde Z é o conjunto dos nimeros inteiros.
Esta nao-triviaidade do mapeamento leva & quantizagao topolégica dos parametros do
Lagrangeano.

Por outro lado, para o grupo abeliano U (1), seu grupo de homotopia é trivial, isto &,
IT; [U (1)] = 0, o que implica no cancelamento do 1iltimo termo em (2.6) e nao existe o

mecanismo de quantizagio topoldgica.
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2.2 Calculo de Alguns Invariantes Topolégicos na

Teoria de Chern-Simons Abeliana

Vimos na capitulo 1, que existe uma importante conexio entre os invariantes topoldgicos
tipo link com a teoria de Chern-Simons. O objetivo desta secio é verificar explicita-
mente para alguns tipos particulares de configuracio geométrica, o resultado topologico
apresentado no capitulo anterior. Entédo, poderemos compreender completamente que
modificagdes surgem quando, posteriormente, introduzirmos o termo de Maxwell,

As contas aqui reproduzidas, sao parte de um trabalho em desenvolvimento [60], que
visa o cdleulo analitico de varidveis de link em teorias de Chern-Simons, na presenca do
termo de Maxwell.

Em virtude dos célculos no caso de Maxwell-Chern-Simons ficarem muito complica-
dos, escolhemos duas configuragbes geométricas bem simples, a saber: uma reta vertical
atravessando um circulo e dois circulos entrelacados.

Antes, contudo, comegamos desenvolvendo um procedimento, onde obtemos uma ex-

pressao para a integral

x(CCo)= [ do [ dy (4, (a) A, W), (2.10)

em termos de fungoes que dependem das curvas. Em seguida calculamos essas funcoes
quando uma ou ambas as curvas sao circulares. Depois, em subsegoes distintas, aplicamos
a expressao (2.10), para as duas configuracoes geométricas acima citadas.

Em cada subsegdo, efetuamos os cdlculos usando primeiramente o propagador de
Chern-Simons e depois o propagador de Maxwell-Chern-Simons. Comparando os resul-
tados obtidos, mostramos, em ambas configuragdes, como a adigio do termo de Maxwell
destrdi o resultado topoldgico do Chern-Simons puro.

Utilizando a transformada de Fourier do propagador:

3
(@) A ) = [ EES D ) lin @ - ),
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Figura 2-1: Circulo de raio R centrado na origem.

podemos reescrever (2.10) como:

d*p Y
X(C0Co) = [ 55D () 16, ) 16, ), (2.11)
onde
fE (p) = /c dx" exp (ipz) (2.12)
¢ a transformada de Fourier da curva.,
Em particular, para curvas fechadas obtemos:
(2.13)

Puf8 (p) =i § dz*6,exp (ipw) = 0.
Vamos calcular f§ (p) no caso da uma circunferéncia de raio R e centrada na origem,
ilustrada na Fig.2-1. Obviamente, ff (p) ¢ independente do momentum ortogonal ao

plano ryxs.

Escolhendo,

}_DM — (pl=p2:0):

}_9% - (U:U:p3): (214)
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tal que
p* =P+ Pr,

tenos que

f& () = fE ). (2.15)

Além disso, a partir de (2.13) e (2.14) é claro que:

f&@=0

p*fe(P) = 0.

As duas relagdes acima podem ser combinadas de modo a obter a expressio:

JE(P) =D, (D), (2.16)

onde

f(@) = 63““—”fc( ). (2.17)

Assim, para obtermos f¢ (p) precisamos primeiro calcular f (p). Substituindo (2.12)

m (2.17), achamos:

f (}3) _ 53#—0—0’ % dxnu exp ('l—p .'E)
= :Ef d:E‘UE,uagaJ EXP (1,'}7:13) .
P JC

Usando o teorema de Stokes,

) = o [ a0 eu00.0 lexp (73]
i ' o o a N —
= T?/S d’c (633,’60 - 6353) 3,07 [exp (ip )]

1 -
= mﬁ—i/sdzg 3% [exp (177)]
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_ _z‘/Sd% lexp (7 z)] .

onde 5 é a superficie plana delimitada pelo circulo C da Fig.2-1.
J4 que a integral de superficie acima sera calculada para um circulo, é mais conveniente

a escolha de coordenadas polares, de modo que:

R 2
fp) = —i fo pdp fo dy lexp (ifp cos ©)]
= -1 /OR pdp {fow dy [exp (iDpcos )| + /OW dy exp |[— (1pp cos (p)]}

= —ifoR pdp{m[Jo (Bp) + Jo (—Pp)i}, , (2.18)

onde Jy (Bp) é a funcao de Bessel.

Como a fungéo de Bessel Jy(2) é uma fungao simétrica, entdo (2.18) torna-se:
(R

f(p) = —2mi fo pdp [Jo (Pp)] -

A integral acima estd tabelada no livro do Gradhsteyn [61], (formula 6561 —5). Logo,
— R
f(p= —2%3%J} (BR). (2.19)

I'inalmente, substituindo (2.15) e (2.19) em (2.16), encontramos:

& (p) = =i E22n R, (PR), (2.20)

onde J; (pR) é outra fungdo de Bessel.

2.2.1 Primeira Configuracao Geomeétrica: Circulo e Reta

Escolhemos como primeira configuracdo geométrica, uma reta vertical separada por uma

distancia d do centro de um circulo de raio R, de acordo com a Fig.2-2.
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A

\
R / T2

Figura 2-2: Reta vertical cruzando o circulo.

Pelo céleulo do linking number no capitulo anterior, ja sabemos que nesta configuragao

l,sed< R
X(CI,CQ)E 3
0,sed> R

onde C) é o circulo e (5 é a reta vertical da Fig.2-2.

Da expressio (2.20), tiramos que:
fé, (p) = ~i63*‘°%2wRJ1 (PR) (2.21)
A reta Cy é parametrizada por:
Co={z1=0, 29 =d e x3=23}.
Logo, de (2.12), obtemos:

fe, (p) = o dz” exp [i (poza + p3zs)] = /dﬁ?s exp (ipszs + ipad)

= 2mw6>6 (p3) exp (iped) . (2.22)

No caso do modelo de Chern-Simons puro, adotando o gauge de Landau (@ = 0), o
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propagador Euclideano é:

EuwpP”
Dy, (p) = mz“p—gp. (2.23)

Entao, introduzindo (2.21), (2.22) ¢ (2.23) em (2.11), obtemos:

Xcs = / [Ewpp } [53’” G%QWRJH (ﬁR)} 2u5%8 (ps) exp (—ipad)]
£ £ .
- d3p [-%m (PS)} Jy (BR) exp (~ipad)
_ Ao | PP - -
= 3 / d’p [p% 6 (pa)} J1 (PR) exp (—ipad)
_ By [P
= o fd D [%} J1 (PR) exp (—ipad)
= L i |20 aR)| [ dpexp (~ipdeos )
‘2?roppj'0"1p |, dwexp(—ipdcosy
= R [ dph(PR) o 5d). (2.24)

A integral acima encontra-se em [61}, (férmula 6512 — 3}, portanto:

1, sed< R
xXes = 1
0, sed>R

como era esperado.

Vemos que xc¢gs ¢ independente da posicao da reta. Para mostrar que este resultado é
realmente topologico e ndo depende nem da inclinacio da reta, vamos supor uma outra
configuragao exibida na Fig.2-3.

Agora, Cy € uma reta inclinada de um angulo € e parametrizada por:
Co={x1=0ex2=d+ 0z3}.
Assim, de (2.12), temos:

fCljz = 05
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Figura 2-3: Reta inclinada cruzando o circulo.

f&, = f dz* exp [i (pazy + pyzs)] = 0 / dz® exp [izs (ps + Opz) + ipyd]
= 27‘(9(5 (p3 + 9})2) CXp [Zpgd] .

f& = f da’ exp [ipaas + ipsas] = 276 (ps + Op2) exp (ipad) .
Essas componentes podem ser exprimidas em uma tnica férmula, por:
f&, = 276 (ps + Ops) (862 + 6*°) exp (ipad) . (2.25)

Como apenas a curva Cp mudou, repetimos o procedimento para o caso da reta vertical

e substituimos (2.21), (2.25) e {2.23) em (2.11):

Xcs = F“”f’p 3#0%’} [27 Ry (PR)] 276 (ps + Opa) (067 + 6°°) exp (—ipad)
- .- 3 Juo v2 3 p_p}_j_oﬁ — o
o fd P [Eﬁ“’f’g (0872 + 5°) o (ps + 9102)} J1 (PR) exp (—ip2d)

— E_—/ d3p ‘(5350 _ 5350) (951/2 + 5;,3) p'o}_?aﬁ(pa +9p2) '-]1 (jﬁR) exp (fipgd)

2T i e Py p2§

B [ D,
= — [ d 67 — 96362 535

Qﬁ/ P ( P pl2 3) P

R (7% — 6 DD - |
= o /d3p (@ P;f; P3P3)5(p3+9p2)] J1 (PR) exp (—ipad)

6 (ps + 910'2)] J1 (PR) exp (—ip.d)
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R _ (}_?2 -+ 92}92) .
= [yl T2 T —
27r/ D [(?_92 )7 J1 (PR) exp (—ipad)

R 1. .
= 5 | PR R exp (ipad) (2.26)

Verificamos, que a expressao (2.26) nao depende, de fato, da inclinacao € da reta.

Agora, vamos partir para a investigagdo dos efeitos da introducao do termo de Maxwell
no calculo acima reproduzido. Consideremos a configuracao geométrica do circulo e da
reta vertical. Neste caso, a tinica alteracao que surge vem do propagador da teoria. No

gauge de Landau (o = 0), o propagador de Maxwell-Chern-Simons (2.3) torna-se:

_ o Epvpl’ m 2
Dy (p) =1 [ﬁm oY Ry -+ P2 (7 & ) (gw,p p#py)} : (2.27)

Assim, colocando (2.21}, (2.22) e (2.27} em (2.11), achamos:

*p ™€ 1" MG | 340D 2 .
= - “ + Y| e (9om) RT, (BR) §%6 exp(—ipod
XmMces /(zw)3 [ P2 (P2 +m?) | pE+ m? 7 (27) 1 (PR) (p3) exp (—ip2d)
R /dS [ mQE#VPESpa(SSV ppﬂ_)g m63pa(53u
_ p|-
27 .

pr(p*+m?) B pPP+m? D
3o 3co

— —E/d3p m? (535” — 61053)?9

27 p? (p? + m?)

Juv &} J (ER) ) (p;;) exp (_ip2d)

Z_?U] J1 (PR) 6 (p3) exp (—ipad)

m2 52

R 3 [ _ .

= % fd P mﬁ} J1 (PR) 4 (pa) exp (—2pad)
_ R ;o4 [ m? ik
= 5/ 7 + m?) 7P

} Ji (PR} 6 (p3) exp (—ip2d)

o0 m? 2
= %j{; pdp [W‘)‘%Jl (ﬁR)]/O dyp exp (—ipd cos )
= R dp o (9R) Jo ().

Em resumo, os resultados obtidos foram:

xcs =R [ dp (BR) Jo (Bd) (2.28)
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oo 2

Xos = R [ a5 1 (BR) Jo () (2.29)

Se compararmos a expressio xcs para a teoria de Chern-Simons pura, com a expressao

Xxmcs, para a teoria de Maxwell-Chern-Simons, iremos constatar que o efeito da adicao

do termo de Maxwell é o surgimento de uma fun¢do do momentum e da massa, no
integrando.

Infelizmente, essa alteracdo cal em uma integral que nao encontra-se tabelada. Ao

contrario de (2.28), que fornece um resultado topoldgico, a integral (2.29) depende da

distancia d e da massa m e s6 pode ser calculada em alguns casos particulares.

No caso de d = 0, a equagio (2.29) fica:

xmcs = R f Ji (DR)

1
- me dy= yJ(ymR)

Usando o programa Mathematica V4.2, achamos:

Xmos = (mR)? 'mR— (mR)* K1 (mR)]

1
(mR)*
= 1- (mR) Kl (’!TLR),

onde K, (mR) é a fungido de Bessel modificada de segundo tipo.

Lembremos que, neste caso, o resultado de (2.28) é

xcs = L.

No limite de large-mass mR > 1, o programa Maple V5.2 fornece:

1 3 1 15 1
xmes = 1+ V2rexp (—mR) |—=VmR

2 T 16VimR | 256 (mR)*? N
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xir

Figura 2-4: Reta vertical passando por fora do cireulo.

Entao, concluimos que o resultado topolégico é perdido, no limite de large-mass, por
um fator exponencial decrescente que vai a zero muito rapido.
No caso d > R, entao
d= D+ R,

onde D 4 a distdncia minima entre C; e Cy, como na Fig 2-4.

A equacio (2.29) agora é:

m2
XMcs = Rf dy + ———h (yR)Jo (yd)

= mR/ d,’m Jl (xmR) Jo (zmd) . (2.30)
De acordo com [61], (férmula 6.577 — 2), a integral (2.30) ¢

xmcs = mRIL (mR) Ky (md)

onde [; é a fun¢ao de Bessel modificada de primeiro tipo e K € outra funcao de Bessel

modificada de segundo tipo.
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O comportamento assintético destas funcdes é:

Ii — exp(mR),

Ko — exp[-(mR+mD)).

Assim, podemos concluir que essas duas fungdes multiplicadas vao decair exponen-
clalmente com um fator que depende da massa m. Novamente, o resultado topolégico é

perdido.

2.2.2 Segunda Configuragao Geométrica: Dois Circulos

Quando a configuracdo geométrica é composta de dois circulos, temos de distingiiir os
casos de circulos que se enrolam um no outro sem se cruzar, o Hopf link, do caso dos
circulos superpostos, o self-link.

O Hopf link foi discutido no capitulo anterior e mostrou-se que o seu calculo utilizando
o propagador de Chern-Simons puro é um invariante topoldgico, o linking number, que
fornece o niimero de voltas que uma curva faz na outra.

Ao adicionarmos o termo de Maxwell, assim como para a configuracio do circulo e da
reta, iremos perder o carater topoldgico e encontraremos uma integral que nio é tabelada
e que nem mesmo € determinada, em qualquer limite [60].

Sendo assim, néo existe na literatura, resultado analitico do cdlculo do Hopf link para
a teoria de Maxwell-Chern-Simons.

Entretanto, no caso do self-link, o seu cédlculo é bem conhecido tanto para Chern-
Simouns puro, quanto para Maxwell-Chern-Simons.

Na teoria de Chern-Simons pura, o valor de xgs (2.10) para o self-link nio for-
nece automaticamente um invariante topolédgico e torna-se necessario efetuar uma regu-
larizagio®. Porém, o resultado depende do esquema de regularizacio adotado. Alguns

autores {62][63]{64], obtiveram o chamado self-linking number da curva. O self-linking

?Na verdade é realizado o chamado procedimento de framing, que consiste deslocar uma das curvas
superpostas através de um vetor, transformando-as em uma fita.
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number ¢ um invariante topoldgico que fornece o niimero de vezes que uma curva se
enrola em torno de si propria.

Contudo, usando outro esquema de regularizagio proposto em [65], obtém-se o wri-
thing number, que ndo é um invariante topoldgico.

Em [49] provou-se que o writhing number pode ser convertido no self-linking number
através de uma renormalizacio finita.

Na referéncia [32] o self-link j4 foi calculado para a teoria de Maxwell-Chern-Simons.
Todavia, o célculo do self-link, que iremos apresentar para este modelo, estd baseado em
um método desenvolvido em uma recente série de artigos [66][67][68][69].

Nestes trabalhos, mostrou-se que a teoria com massa topoldgica, na presenca do termo
de Chern-Simons, pode ser posta na forma de uma agdo de Chern-Simons pura, através

de uma redefinigao local, nao-linear e invariante de gauge, dada por:

1

"‘93& (z) = ZEHVPFUP

ﬁi () = —%B”FW

ﬁi (z) = _%EWP‘?QFUP
9 () l—ggaﬁavzrw.

Entao, o campo redefinido tem a forma de uma expansio na massa topolégica e
constitul uma importante ferramenta no célculo dos observaveis, na regido de baixas
energias (large-mass).

Utilizando este procedimento, o self-link para a teoria de Maxwell-Chern-Simons foi

calculado no limite de large-mass, considerando C' um contorno circular.
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O resultado foi [69]:

S 1)
XMCS :'nZ_[J (mR)2"+1ﬂ+ 1F(1—22n) ’

onde R ¢ o raio do circulo, m é a massa topoldgica e " é a funcdo gama.

Entao, constatamos mais uma vez que o resultado topoldgico € perdido, porém neste
Caso aparece uma expansao a large-mass, ao invés de um termo exponencial.

O limite & massa pequena, corresponde exatamente ao modelo de Maxwell puro em
trés dimensées [69], que, como ja vimos no capitulo anterior, d4 uma contribuicdo diver-

gente.

Em resumo, verificamos explicitamente para duas configuragoes geométricas diferen-
tes, que o termo de Chern-Simons esta relacionado a invariantes topoldgicos. Vimos de
que modo exatamente esta relagdo é devida ao propagador de Chern-Simons, ao obtermos
para xcs uma integral do produto de duas fungbes de Bessel (2.24) e cujo resultado é
um numero inteiro.

Depois, mostramos que a introdugao do termo de Maxwell interfere no resultado
topolégico, na medida que altera o propagador da teoria. Entdo, usando o propagador de
Maxwell-Chern-Simons, exibimos uma expressao para xucs (2.29), onde torna-se claro
que modificagoes aparecem na integral de x¢s, quando adicionamos o termo de Maxwell.

Finalmente, efetuamos a integragdo de xycos e entendemos que, a perda do caréter
topologico, é caracterizada, no caso do circulo e da reta, pelo aparecimento de um fa-
tor exponencial decrescente e para dois circulos superpostos, por uma série infinita que

depende do inverso da massa.
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Capitulo 3

O Termo de Chern-Simons e suas

Perturbacoes

Nos capitulos anteriores, vimos que o linking number é um invariante topolégico que
fornece o nimero de vezes que uma curva se enrola na outra.

Além disso, mostramos que o linking number esta relacionado a teoria de Chern-
Simons. De fato, ele pode ser obtido quando calculamos o valor esperado no vacuo das
variaveis de loop, para acdo de Chern-Simons pura.

Sendo assim, desejamos verificar se o linking number ainda é um invariante topolégico,
quando adicionamos termos perturbativos a acio de Chern-Simons

O primeiro termo perturbativo que escolheriamos seria o termo de Maxwell. Entre-
tanto, este termo néo pode ser considerado uma perturbagio genuina. Vimos no capitulo
2, que a sua introdugao altera drasticamente a estrutura do propagador, tendo como
conseqiiéncia a modificagéo do caréter topolégico do valor esperado das varidveis de loop.

Portanto, devemos procurar por termos perturbativos que sejam de ordem superior ao
termo de Maxwell e calcular os diagramas de Feynman para o linking number perturbado.

Entretanto, existe um fator complicador que diz respeito a renormalizibilidade da
teona perturbada. Um termo perturbativo de ordem superior ao termo de Maxwell, ja
nao ¢ renormalizavel por power-counting.

Sendo assim, as possiveis contribuicbes ac linking number, advindas do célculo dos
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diagramas, seriam divergentes, a priori. Isto acabaria definitivamente com o resultado
finito e topoldgico, que existe no caso do Chern-Simons puro. Contudo, vamos provar
que o resultado topolégico ndo € de fato, alterado pela perturbacao.

Neste capitulo, definiremos a agéo de Chern-Simons efetiva, contendo um termo per-
turbativo. Depois, exibiremos as contragtes basicas para realizarmos a expansio de
Wick. A seguir, mostraremos todos os diagramas topologicamente distintos a 2, 3 e 4-
loops e analisaremos, separadamente, as suas expressoes. Finalmente, concluiremos que
as corregoes quanticas ao linking number, sdo na verdade, nulas.

No trabalho {70] estio reproduzidos todos os cilculos deste capitulo, que corresponde

ao cerne da presente dissertacgao.

3.1 Expansao Perturbativa e Diagramas de Feynman

Usando a acdo de Chern-Simons perturbada, queremos calcular o linking number, ex-

presso por:
Xeff = <ﬁ1 dx'uAp - dyVAU>S , (3])

eff

onde S5 ¢ acao de Chern-Simons em presenga de um termo perturbativo.

De acordo com o capitulo anterior, a a¢do de Chern-Simons abeliana pura é:
_ 1 3 o A
SCS = Z d°z (E iy P)‘ (3.2)

Agora, vamos acrescentar a esta a¢do, um termo perturbativo na curvatura. Como ja
comentamos, um termo tipo Maxwell * estd excluido e, portanto, devemos procurar um
termo de ordem maior.

Na busca deste termo perturbativo, é conveniente simplificarmos a notacio e evitar-

1Um termo tipo Maxwell é qualquer termo invariante de gauge, que dependa de maneira quadratica
da curvatura. Por exemplo, F2, F&%F .
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mos a proliferagéo desnecessaria de indices. Entao, definimos o vetor dual:
B g,
Em termos do vetor dual, o candidato natural & perturbacéo é:
Spert = | ey U EY

Porém, ao substituirmos o vetor dual, verificamos que a perturbacio acima ¢ identi-
camente nula, quando realizamos a contracdo dos indices.

Assim, propomos uma perturbagio de ordem maior, dada por:
Spert = ] Bz« FRFFVE, (3.3)

onde usamos o produto normal ordenado, para eliminarmos os diagramas tipo tadpole,
na expansao perturbativa.

Como trata-se do caso abeliano, o ordenamento normal é compativel com a invaridncia
de gauge. Isto pode ser constatado, pelo fato de que as préprias partes Féj}, de frequéncia

positiva e F,L(L;}’ de frequéncia negativa, do tensor F,, sio, isoladamente, invariantes de
gauge.

Substituindo (3.3) em (3.2) e escolhendo o gauge de Landau, obtemos:

3 1 . . _
Sefs = / &z he““”FwAp + b9, A" +£—1 . F*F,F¥F, . (3.4)

onde o parametro 7 tem dimenséo de massa negativa, refletindo o cardter nao-renormalizdvel
da perturbagao. O campo b é o multiplicador de Lagrange que implementa o gauge de
Landau.

Contudo, antes precisamos calcular algumas contragbes elementares, que serdo ne-
cessarias para realizarmos a expansao diagramatica.

A primeira contracao € entre os campos de gauge, que fornece o propagador de Chern-
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Simons, no espaco de configuragdes.

Sabemos, que o propagador de Chern-Simons no espago dos momenta é:

Euwpp?
D (p) = ~i%222

Logo,

&’p [_pr"

A @A w) = [ 2 xplip (2 - )

omr)*
d’p exp[ip (z — y))
. p
€ uvpO f(2w)3 7
— 6_"“2 ¥ 1
= o Pyt (3.5)

A segunda contragio € entre o campo de gauge e o vetor dual, dada por:
1 1Y) lag
(A, (z) F, (1)) = 5 (A (@) evag P (1)) = 10802 { A, (z) AP (v)). (3.6)

Substituindo (3.5) em (3.6), obtemos:

8'6‘0 1
dr Flx — yd

(Au@) B (1)) = €uapdl [—“haﬁ

1
= — Pegegy =
T ey

1
. 52 — g..6°) 828, ——
(QVM [ gli 1/) P47T |$ . y‘
1
4l -yl # V47r|:r:—y|
1

_ 3 . _ -
= gwd (z—y) 8p5u47r iz - yla (3.7)

= gﬂuﬁg

onde usamos

=478 (z — y). (3.8)
|z — 9|
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A terceira contracio é entre os vetores duais, que fornece:

(Fu(2)E, (y)) = %emg%eupA (2 (z) F* (y))

= Cuapen 500 (AP (z) A* (1)) (3.9)

Introduzindo (3.5) em (3.9), achamos:

- 1
<F,i (x) F, (y)> = Euaptupr0; 0] (gﬁﬁwa ———)

I le ]
1
- A A o
= - (6#62 - 6016,2;) Eyp)\a 8‘”87m
1
— oy [1s s
Eppp0’ 0% Oy ey |+£,,p,:,,8 o 8#47T|$ = (3.10)

Como o ultimo termo de (3.10) é nulo devido a contracdo de indices e usando nova-

mente {3.8), chegamos a:
(Fu(2) B (1)) = —20p0°6° (z — 1) . (3.11)

De posse dessas contragoes, podemos dar inicio a expansio perturbativa. Entao,
aplicamos o teorema de Wick ao valor esperado das varidveis de loop (3.1), para a acéo
efetiva expressa em (3.4).

A expansao até segunda ordem em 7, fornece:
Xy = jé dx“fczdy /dSledS { T
(A (@) Ay ) F*(21) Fa(21) Fﬁ‘ zl)Fg( 1) i F7 (z2) By (22) F7 (22) B (2) 1) |
_ }(C dm“j{h dy /d3z1/d3zg 8 X4 (A (2) F™ (20)) (A (v) 7 (22))

24
(i Fa(21) FP (1) Fg (21) 5 By (20) (zz)ﬁp( 2) )
- ?21 dz* ?22 dy” /deI/d3z2{ 126T () £ (zl)> <A,, (v) (zg)> X
X KFQ (20) F7 (22)) (: F# (1) Fp (21) 12 F? () F (22) )
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Figura 3-1: Diagrama a 2-loops.

+2<F‘°’ (z1) F* (2'2)> <: FP(21) Fa (z1) = FY () Fp (z2) >]} :

Efetuando as dltimas contragoes, encontramos a expressao:

(2) T

xesr = b dx”jgcz dnyd3z1fd3z2 {{AL (@) Fa(21)) (A, (1) B (22)) %
(Fo (21) F, (z2)) % [2(F (22) F" (20)) (F? () F* (2))
+4 (F2 (21) F* (22) ) (FP (21) F7 (2)) ]} (3.12)

Considerando as curvas C; e Cy, dois circulos entrelagados, entao o diagrama de
Feynman que corresponde a (3.12) é o diagrama a 2-loops, ilustrado na Fig.3-1.
Na Fig.3-1, as linhas onduladas significam contragdes do tipo <Aﬁ > e as linhas grossas
sao contragoes do tipo <ﬁ F >
(2)

Portanto, reduzimos a integral x s, em termos das contragdes elementares conhecidas.

Agora, vamos analisar, por exemplo, o segundo termo da expressao (3.12).
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Fazendo uso de (3.7) e (3.11), obtemos:

1
—4 A dm”j{c dy”/dszl /d322 [gmég (z — 1) +3#5‘a——J

A |z — 2|

1
X [g,,,},és (y - ZQ) =+ 8,,87m} [sgpAB)‘&S (21 — 22)}

X [€%778.8% (21~ 29)| [eP170,6% (2 - 2)] . (3.13)

Os termos contendo 3, e 8, ndo contribuem, pois eles sio derivadas totais sobre curvas

fechadas. Entao (3.13) torna-se:

14 da:“?écz dy"/ d3z1fd3z2 (8 (2 = 22) & (y — )]
X [eﬁp)\a*é?' (z9 — zz)] {6# TR (2 — zg)} [5‘50,,3053 (2 — 22)] . (3.14)

Muite embora, aparegam em ({3.14) produtos de funcdes delta com o mesmo argu-
mento, pode-se mostrar que esta expressao anula-se, através de duas maneiras.

A primeira é um argumento heuristico que se baseia na possibilidade de podermos
sempre escolher a ordem para realizar as integragtes das funcées delta. Fazemos uma
selegao cuidadosa da ordem das integrages, de tal modo que terminamos com produtos
de 8% (z — y), ao invés de &° (0).

No caso de (3.14), bastaria que calculdssemos primeiro a integral de 6% (z — z;) e

depois a integral de §° (y — zo) e entdo cairfamos numa expressio do tipo:

4 2 da* 2 dy” {Egp)\a"ﬁ (x— y)] [E,u P16 (x — y)] {53",,5‘(,63 (z — y)] .
) 2
A expressido acima é claramente nula, pois como estamos considerando o linking num-
ber, as curvas nunca se interceptam e portanto (z — y) nunca coincidem.
Embora este procedimento naoe seja muito rigoroso, ressaltamos que esta possibilidade
existe e que pode ser aplicada em todos os diagramas de ordem superior.
A segunda maneira consiste em um tratamento formal de regularizacao das deltas

com argumentos coincidentes, semelhante ao procedimento de point-splitting, usado por
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Polyakov e dado por [65]:

53 (Zl — 22) — (ET%“:S/_QGXP [—‘ (Zl — 22)2 /26:[

%i_i% 62 (21 — 29) = 6% (1 — z3) . (3.15)

Mais precisamente, quando tivermos uma integracdo com um produto de n deltas de

mesmo argumento, iremos regularizar n — 1 deltas, através de:

6“ (Zl - ZQ) == 5?ﬁ1 (Zl - Zg) 6 (Z] — 22) .

Assim, colocando (3.15) em (3.14), teremos uma versao regularizada:

Ei_l;%flj!g] dx* jgb dy”]d3z1fd3z2 [53 (x—2) 6 (y - zQ)]
X [Eﬁpz\aACSB (21 — 32)} [5# pTavfsg (21— ZZ)J {Eﬁauaaég (7 — 22)] .

onde o limite € — 0 deve ser tomado apés realizarmos todos os cilculos.
Integrando as deltas com argumentos diferentes e antes de tomarmos o limite de
e — 0, chegamos a expressdo final:

lima f det § dy¥ [epnd6 (2 =) [5, 70,68 (@ - 1)) [7,8,8 (s -~ y)] =0

£—

visto que (z — y) nunca se anula.

Analogamente, o primeiro termo de (3.12) pode ser tratado de modo semelhante e
fornece também o mesmo resultado nulo.

Logo, o diagrama a 2-loops anula-se por inteiro e portanto nio contribui para a funcio

de correlagao perturbada (3.1), isto é,

XS’)f = 0. (3'16)
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Antes de prosseguirmos, é conveniente discutirmos com um pouco mais de atencao,
0 mecanismo que nos levou a conclusao de que o diagrama a 2-loops nao interfere no
resultado topolégico.

Da estrutura desse diagrama, observamos que os campos de gauge Ay (z) e A (y),
pertencentes aos circulos C; e Cy, respectivamente, sempre estardo contraidos com os
F's presentes no termo de interagao. Portanto, além das contracdes do tipo <F’ F >, as
correspondentes integrais de Feynman sempre irao conter duas contracoes do tipo <AF‘ )

Contudo, devemos observar que na equacio (3.7), que corresponde ao caso das con-
tracoes do tipo <Aﬁ‘ >, o segundo termo tem um dos indices de Lorentz das derivadas,
idéntico ao indice vetorial do campo de gauge pertencente a uma das curvas. Logo, te-
remos uma derivada total com respeito a varidvel que parametriza uma curva fechada,
implicando no cancelamento deste termo.

Consequentemente, todas as contragoes de Wick que vao entrar nas integrais de Feyn-
man, serao basicamente o produto de funcgdes delia e de suas derivadas, algumas com
o mesmo argumento. Entao, introduzimos uma regularizacdo adequada dessas deltas e
Integramos a expressao. I'inalmente, obtém-se uma delta 6° (z — y), que anula todo o re-
sultado, pois lembramos que z e y pertencem a curvas distintas, que nao t&m Interseccao.

Como veremos adiante, este mecanismo pode ocorrer em ordens superiores de loops
e cont isto assegurar para o linking number, a independéncia do parametro de interacao
7 e a manutencao de seu cardter topoldgico.

Podemos generalizar este raciocinio também para diagramas provenientes de qualquer
perturbagao do tipo [ d®zF™, pois a mesma estrutura basica de contracoes serd mantida.

Vamos agora analisar as contribui¢des de ordem superior, partindo diretamente de
seus graficos. A contribuicdo seguinte é o diagrama a 3-loops, que estd mostrado na
Fig.3-2.

A menos de um fator de simetria global, um exemplo tipico de uma contracao da

Fig.3-2 é a integral:

Gy = f et gy [dn [ [ (4 @) Fa ) (4 6) F (22) %
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Figura 3-2: Diagrama a 3-loops.

(F® (1) B (22) ) {F (21) Fy (23)) (FP () F* (25)) x
(Fa(22) B () (F* (22) F* ()] (3.17)

Introduzindo (3.7) e (3.11) em (3.17), obtemos:

Xep = j{;l dz# ?(};2 dy” f &’z fd322fd3z3 [9#053 (z = 21) g8 (¥ — 22)]
B ) [0 o ] P8 o)
X {5@53 (29— 23)] [5’”53 (22— 23)] ;

onde
5 = e
Oy = €Epup0

é a definicao do operador derivada transversa, utilizado para deixar a notagdo mais
compacta.

Assim, regularizando as deltas de mesmo argumento, segundo o procedimento ji
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Figura 3-3: Primeiro diagrama a 4-loops.

realizado para o diagrama a 2-loops, e realizando as integracdes em z; e zy, temos:

3 . 3 - -
Xf(gf)f - ll_{% 0 dz* fcg dy fdszs [8#1,53 (z — y)] [é?ﬁgéS (z — 23)] X

0762 (z - %) |Op28° (y — 2)| [0°76% (y - 2)| =0. (3.18)

Concluimos entdo, que néo hé contribuicao nao nula ao linking number até 3-loops.
Finalmente, para 4-loops, existem dois tipos de diagramas. O primeiro deles estd na
Fig.3-3.

Uma integral correspondente ao diagrama da Fig.3-3 fornece:

eff f dx”jtgjg dy” /dgzlfd322fd3z3fd3z4 (z) Fu (2 1)> <Ay () F, (zg)> X
(F* (22) B (22)) (F (21) F* (29)) (Fp (1) By (20)) (F# (2) B (24)) %

<ﬁp (Zg) F’,\ (23)> <F6 (Zg) Fw (24)> <F9 (2:3) F’w (Z4)>} .

%

Substituindo as contragdes (3.7) e (3.11), temos:

eff = ¢ d:c“fc dy” fdgzlfde’zz/ d3z3fd3z4 T (T — 21) 9o (y — Zg):'
1 2
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Figura 3-4: Segundo diagrama a 4-loops.

x [576° (2, — 2)| [076° (21 — 2)] [Fgo6® (21 — 24)] [6776% (22 - z))
X [5p,\63 (29 — 23” [59“’63 (z3 — 24)] {59‘”63 (23 — z4)] .

Apés regularizarmos e efetuarmos as integragoes, esta expressio se reduz a:

{4a)

5 = lmd dor § dy [ [ @2 (5,6 @ - y)] [376 (2 - )]
[3@,5 (z = 2)] [3°76% (v ~ 2)] [Bn6® (y — 23)]
x [87%6% (2 - 2,)] (90,62 (25 — 24)] = 0.

Novamente, obtemos um resultado nulo para mais um diagrama.

56 resta calcular o segundo diagrama topologicamente distinto a 4-loops, que estd
ilustrado na Fig.3-4,

Para o diagrama da Fig.3-4, uma possivel integral de Feynman é:

Scb} }t{ dx* iécg dy"” dezlfd z2/d3z3 [d3z4
(F? (21) F7 (22)) (F (21) F? (z2)) (F (=)
(F (z5) F7 (24)) (F* (28) F** (20)) {Fo (28) Fu (= )>J

(4.
Bz
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Mais uma vez, colocando as contragdes (3.7) e (3.11), encontramos:

ngi? = %cl dzx" jég dy” / d°z /d322]d323/d3z4 {9#&53 (Z — 21) gu8° (y — zg)J
X [5""’63 (z1 — zz)] {5‘3”53 (21 — zg)] {5@63 (21 — 23)] [5,,0(53 (29 — z4)J
x |86% (25 — 21)] 078 (25 — 24)| [ Gos8® (23 — z1)|.

Usando a regularizacdo e integrando, chegamos a;

XS’? = ll_l_% b, dz” .jgcg dyyfdszs ]d324 {5#;;53 (x — y)] [53'0(53 (x — y)]

x (0028 (2 = 23)] [Bpo (y — 20)] [376 (25 — 2)]
x [5&”53 (23 — 24)] [ggwéf (23 - 24)] = 0.

Assim, todos os termos dos diagramas apresentados aqui, contém uma §3 (x —y) (ou
suas derivadas), e, portanto, se anulam.

Podemos nos convencer que este mecanismo aplica-se a qualquer ordem de per-
turbagao, pois pela construgio dos diagramas, observamos que as respectivas integrais de
Feynman sempre irdo conter contragbes que irdo acarretar em produtos de funcées deltas.
Depois do procedimento de regularizacio das deltas, as integrais podem ser efetuadas,
resultando em uma ¢*(z —y). Como as varidveis 2 e y nunca coincidem, a eXpressao
como um todo se anula.

Enfim, concluimos que:

e = dl'#A d I/141)>
Xeff <C1 e, y 5y

- <'£;ldx“Aﬂfcgdy“Ay> . (3.19)

Scs

Isto é, a fung@o de correlagao perturbada das varidveis de loop continua fornecendo o
linking number e portanto ainda é um invariante topoldgico.

Recentemente, em um trabalho [71] que utiliza o mesmo procedimento apresentado
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nesta tese, o cdlculo perturbativo do linking number foi generalizado para modelos to-

polégicos do tipo BF, em dimensdes arbitrarias.

Resumindo, mostramos que a funcao de correlacao {3.19) nio é afetada pelas corregoes
quanticas, sendo portanto, independente da constante de acoplamento 7, que nio é renor-
malizdvel por power-counting. O linking number mantém ainda o seu cardter topolégico,
mesmo com a introducdo de termos perturbativos nao topoldgicos, que dependem da
curvatura.

Embora tenhamos usado um termo de perturbacio tipo [ d*zF*, 0 mesmo resultado
pode ser alcancado para qualquer interacio local do tipo [ d*zF™, pois sempre cairemos
na mesma estrutura de contracdes, que dao origem as funcoes delta.

Este resultado pode ser interpretado como uma espécie de propriedade de nio re-
normalizibilidade do linking number. Ista propriedade reflete a estabilidade do linking

number, com respeito a qualquer perturbacao local invariante de gauge.
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Conclusao

Nesta tese, investigamos o chamado linking number, que é um invariante topolégico no
qual representa o nitmero de vezes que uma curva continua, fechada e suave se enrola em
outra, sem que haja intersecgdo das mesmas.

Até entdo, ja era um fato conhecido, que o linking number estd relacionado a teoria
de Chern-Simons pura através do cédlculo do valor esperado no vécuo de varigveis de loop,
semelhantes ao loop de Wilson.

A contribui¢do original deste trabalho consiste em realizar o cdleulo do linking num-
ber para agao de Chern-Simons, acoplada a termos nao topolégicos e verificar quais as
alteragoes que irao surgir, em virtude deste acoplamento.

Neste sentido, as conclusdes as quais chegamos, podem ser sumarizadas em trés itens,

a saber:

» Sabe-se que a introdugdo do termo de Maxwell & acdo de Chern-Simons, altera
profundamente o propagador da teoria e, por consequéncia, vérias de suas proprie-
dades. Em particular, estamos interessados nos efeitos causados ao linking number,

em virtude do termo de Maxwell.

Devido ao cilculo das integrais, para o caso do link, ficar extremamente complexo,
escolhemos duas configuracées geométricas mais simples: um circulo e uma reta
vertical e dois circulos coincidentes. Para essas configuracdes, obtemos expressoes
que mostram explicitamente quais as alteragdes que surgem em relacéo ao célculo

usando o Chern-Simons puro.

Quando tomamos o comportamento a longas distdncias, para a primeira confi-
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guragao, obtemos um termo exponencial decrescente na massa e para a segunda
configuragéo, achamos uma expansio a large-mass. Em ambos os casos, o carater

topolégico original é modificado.

A despeito de sua importancia, o termo de Maxwell n&o constitui uma perturbacao
legitima, pois altera a forma do propagador da teoria. Sendo assim, existem outros
termos que sao realmente perturbativos ¢ que dependem da eurvatura em ordem

superior do que o termo de Maxwell.

O primeiro destes termos perturbativos no nulo é o termo [ Bz F*, que nio é re-
normalizével por power-counting. Acoplando esta perturbagao ao termo de Chern-
Simons, efetuamos o cilculo do valor esperado no vicuo das varidveis de loop e

obtemos a sua expansao diagramitica.

Realizamos as contas dos diagramas a 2, 3 e 4-loops e obtemos em todos eles,

contribuigées nulas para a funcio de correlacio perturbada.

Este procedimento permanece vélido para uma interacéo mais geral do tipo [ BzFm,
pois os correspondentes graficos de Feynman continuario sendo formados pelas mes-
mas contragoes bdsicas, que reduzem as contas a integrais de produtos de fungdes

delta.

Portanto, provamos que o linking number permanece inalterado, mesmo quando
adicionamos termos perturbativos néo topoldgicos, o que nfo acontecia quando

tinhamos o acoplamento somente com o termo de Maxwell.

Além disso, este resultado reflete uma propriedade de nio renormalizibilidade do
linking number, a medida que a presenga de uma perturbacéo nio renormalizivel

néo contribui para o resultado, que permanece finito e também topolégico.

Em um artigo subsequente [71], o resultado topoldgico do célculo perturbativo do
linking number, foi estendido para uma dimenséo genérica, para teorias topoldgicas
do tipo BF'. Este novo trabalho endossou a estabilidade do linking number frente

a perturbacoes locais e invariantes de gauge.
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¢ Embora tenhamos considerado o linking number para a teoria de Maxwell-Chern-
Simons, na realidade sé fizemos, para esta teoria, os calculos envolvendo conf-

guracdes geométricas mais simples como, por exemplo, o circulo e a reta vertical.

De fato, no caso de dois circulos entrelagados, caimos em integrais muito com-
plicadas, cujos resultados, a priori, sé podem ser alcancados numericamente. Na
verdade, nao se conhece nem mesmo uma expansao assintotica para estas integrails,

que viabilizem o seu calculo analitico.

Neste contexto, a busca de uma expressao analitica para o linking number na teo-
ria com massa topologica ainda é uma questao em aberto, que deixamos como

perspectiva de um trabalho futuro.
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