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“A ciéncia moderna ¢ matemdlica.

A questio decisiva é: o gue significa matemdlica?

Ta maetemata: As coisas das quais lomamos cognicao,
como o que jd sabemos serem de antemdo.

Agquilo a respetto das coisas que nds vealmente jd sabemos.
Portanto, niie nos apropriamos delas primeiramenke,

muas, de certu forma, lrazema-nas jd conoses.”

M. Herdegger



Agradecimentos

Ao Prof. Alfredo Ozorio de Almeida,
pela motivacdo e orientagdo [undamental,
ao Prof. Gijs Tuynman,

pela colaboragao e auxilio técnico e

ao Prof. Jair Kailler,

pelo incentivo e ajuda generosa.

Ao CNPq pelo suporte financeiro.

Aos meus pals por tudo e,

sobretudo, & minha esposa

Maria leresa Furtado,

pelo apolo perseverante e imprescindivel.



Indice

1 Introdug@o . . . . . .. Lo
2 Coordenadas Centrals em Espagos Planos . . .. . .. ... . ... ..
3 Grupoides Centrais . . . . . .. . ... L L
4 A Equacao Central . . . . . . . . .
5 Acoes Cenfbrais . . . . . . 0L e
6 Composicao de Agoes Centrais . . . . .. . . . .. . ... ...
7 Composicoes Multiplas . . . . . . .. . Lo
8 O Principio Variacional Central . . . . . . . . ... ... ... ... ...
9 Evolugao Temporal de Agdes Centrals . . . . . . . . . . . ... ... ...
10 Conclusao . . . . . . . oL

Appéndice

Referéncias

21

60

87



Resumo

Apresentamos uma delinicao geral de funcoes geratrizes, ou acoes. que
sao [ungoes reais em espagos simpléticos simétricos. Mostramos como estas
geram transforiacoes canonica [initas e discutimos as condicocs soby as quais
isto é possivel. Mostramos como clas se compdem e como elas estao vela-
cionadas corn as fungoes geratrizes infinrtesimais, as hamiltonianas, via um
principio variacional geomeltricamente simples que deterntina as trajelorias

classicas. IFinalmente discutimos a evolugao temporal destas agocs.



Abstract

We present a general definition of generating functions, or actions.
which are real functions on symmetric symplectic spaces. We show
how they generate finite canonical transfermations and discuss the
conditions under which this is possible. We show how they compose
and how they are related to the infinitesimal generating lunctions. the
hamiltonians, via a geometrically simple variational principle which
determines the classical trajectories. Finally, we discuss the temporal

cvolution ol these actions.



1 Introducao

As leis de Newton foram estabelecidas trés séeulos atrds. Sna base é a Lei de Inéreia
(Galileo-Descartes), que coloca o movimento retilineo uniforme como a [orma natnral
(ou livre) de movimento ¢ representa o marco inicial do dominio matematico sobre os
fenémenos {isicos gerais (o movimento especialmente) ent contrapartida a antiga teovia
ptolomaica, restrita aos astros do sistema solar, e a {isica aristotélica, de caraler naio ma-
tematico [1]. Num certo sentido, a segunda lei é quase tautoldgica da primeira, ao alirinar
que, se o movimento nao ¢ livre, entao é forcado (n1do livre), significando que deve haver
uma “forca” agindo sobre o objeto eim movimento, a qual é definida como proporcional a
nao-naturalidade do movimento, qual seja, sua aceleragio. Tal let pode ser tomada, entao,
como a definicao desta constante de proporcionalidade ou, equivalentemente, do concelto
de “quantidade de movimento”, ou momento. [sle ultimo toma wma maior importancia
na inedida em que se compreende (terceira let) que o sen total é constante para todo
sistema 1solado (livre), embora, mais wma vez, seja bastante sulll de se determinar se a
definicao de sistemas isolados € ndependente ou tautoldgica. Vistas por st proprias. as
trés leis ndo parecern dizer muwito mais a respeito de qualquer sistema, que a primeiva lei
somente. Mas, uma vez que formas matematicas especificas sao inferidas para as forcas
que agem ou interagem no sistema, comega a se desenrolar, cutdo, todo o domiuio da
dindmica cldssica e, em consequéncia, muito da ciéncia fisica, como a conhecemos.

Porém, a compreensao da importancia de se tomar em consideragao as expressoes ma-
tematicas especificas para as “lorgas” em questio, a fim do se estabelecer formulacoes ma-
tematicas auto-consistentes da dindmica classica, foi sendo desenvolvida paulatinanente.
Ademais, as maneiras pelas quals tais “expressoes” seriam formuladas [oram se modi-
ficando progressivamente. Contemporinco de Newton, foi Leibniz quennt primeiramente
anteviu a necessidade das formulacdes analiticas em substituicio aos métodos cssencial-
mente geoméiricos estahelecidos no Principia. O co-inventor do calculo preferia lidar com
os conceitos de “vis-viva” (energia cinética) e “fungao traballio” {energia potencial) para
a analise do movimento. O fato de que estas sao fungoes escalares, o que a primelira vista

impediria uma descrigido completa de sistemas com varios graus de liberdade, foi compen-



sacdo pela descoberta de Maupertuis ¢ Fuler de que elas cram sulicientes para formulacao
de um principio geral que contém toda a informagao dinamica dos mals complexos sis-
temas, o principio variacional, no qual a acio de cada desenvolvimento potencial de wm
sistema é minima {estacionaria) no seu desenvolvimento factual (a frajetoria classica do
sisterna). Assim, Lagrange desenvolven o céleulo de variagoes o qual possibiliton uma me-
lIhor formulagiao deste principio, cuja consequéncia direta [ol o surgimento de um conjunto
de n equagoes diferenciass de segunda ordem para descrever a dinamica de num sistema e
n graus de Liberdade, as equagoes de Lagrange.

Posteriormente, [Hamilton translormou estas n equagocs de segunda ordem cm 2
equagoes de primeira ordem ao re-introduzir a importancia fundamental do conceito de
momento, dando ao principio variacional e suas consequentes cquagoes seu carater maits
preciso e “canonico”. Neste formalismo, portanto, os concettos de posicio e meomento
foram colocados em pé de tgualdade, definindo o que hoje ¢ conhecido como espago de lasc,
cujas propriedades especificas podem ser identificadas no conceito de variedade simplética,
Nesta, a dinamica é determinada por qualquer fungio real dilerenciavel, atravis de nm
conjunto de equagbes diferenciais parcials de primeira ordem, conhecido como as equagoes
de Hamilton, cujas solugdes para tempos [initos {trajetérias classicas) comnaident cam as
solugdes dos principios variacionais apropriadamente delinideos. Finalmente, foi Jacobi
quem desenvolven a teoria das transformagoes que preservam estas “equagoes candnicas”,
as transformacoes candnicas, e quem mellior identificou no conceito de agiao estacionaria
seu carater de fun¢ao geratriz de uma transformagio canduica para tempos finttos, o que
possibilitou ainda o surgimento de wma nova equacgao a derivadas parciais pava descrever
a dindmica de um sistema genérico, a equagao de Hamilton-Jacolbn [2],

Agora, esta delinicao abstrata do espago de fase, acima, como uma variedade dife-
renictal munida de uma 2-forma fechada nao degenerada w, proporciona amplas gene-
ralizagdes do formalismo hamiltoniano, como apresentado em livros texto [3]. Nestes,
porém, o espaco de fase é usualmente tratado, primeiramente, como wm espago cuch-
deano IR**, com coordenadas {(p;,q:)} tal que w = Eidp; A dy; e a funcao hamiltomana

ah - ik

h{pi, q:) gera as equacgoes de movimento p; = — g, ¢ = 35 Mas, enquanto as cquagoes

—

de Hamilton podem ser eseritas na forma geral dh + z]w = 0 para qualquer variedade



simplética, outras propriedades importantes e ja familiares do formalismo candiico da
mecanica classica nao sao senipre extensivels a espagos curvos de maneiras dbvias. Ade-
mais, embora o teorema de Darhoux permita que usemos coordenadas locais (p,g) em
variedades sumpléticas gerais, estas ndo sdo sempre as mais convenientes de se usar (con-
sidere a esfera, por exemplo). b desejavel, portanto, que tenhainos lormalismos que levem
em consideragdo a geornetria especifica do espaco de fase, explicitanentc.

Por outro lado, a nnportancia de considerarmos geomelrias nao trivials pode na ver-
dade ser vista de varias perspectivas diferentes. Embora a Lel de Inéraia coloque a geonte-
tria euclideana num status privilegiado, uma vez que um sistema esteja sujetto a vinculos
ou restrigoes nao trivials, seu espac¢o de fase proprio deixa de ter uinna geometria trivial,
genericamente [3,4]. Similarmenie, para um sisterna que seja invariante por uma dada
acao de grupo (chamado grupo de simetrias), ¢ frequentemente possivel de sc eluminar
os graus de liberdade redundantes e o espaco de fase resultante, on reduzido. é geral-
mente nao trivial [3]. Alternativamente, sem mencionar contextos relativisticos, onde a
geometria euclideana perde seu privilégio, podemos estar interessados no linile classico
de sistemas quanticos, que sejam nao-euclideanos, como sistemas de spin, por exemplo
[3d,5]. Eguivalentemente, é conveniente haver formalismos da dinamica classica gne este-
jam intimamente conectados a algumas representagoes importanics usadas em mecénica
quantica. Por exemplo, estados coerentes [6] ou, mais proximo do traballio emy maos. a
“representagao de centro” de operadores (simbolos de Weyl) [7]. Novamente, ¢ muitas
vezes desejavel ler estas formulagoes “semiclassicas” em geometrias nao triviais tambeén.
mas isto requer formalismos classicos previamente bem deflinidos.

[Cspecificamente, precisamnos de boas defini¢oes para ag¢oes, ou Tungoes peratrizes de
transformagoes candnicas finttas nmwmn espaco de fase M. Quando M é o librado cantan-
gente sobre wim espago de configuracao geral ¢ estas fungoes sao delimdas e ¢ < ().
Quando M ¢ una variedade Kahler geral [8], cujas métrica e forima stmplética siao relacio-
nadas via sua estrotura complexa, as fungdes geratrizes siao bi-holomorfas e M- x Al
Ademals, neste caso as trajetérias sao complexas, em principio. Apesar da utilidade das
formulagoes complexas e da conveniéncia das agoes definidas em espacos de canfiguracao

para tratar uma variedade de problemas, podemos nos heneficiar enormemente de um for-



malismo que nos leve a agtes que sejam fungoes reais em variedades simpéticas nao-triviais
e suas relagoes com os [luxos hamiltonianos reais obtidos de wm principio variacional real,
t.e. um prircipio vartacional no espago de fungdes reais dilerenciaveis em A4

Aqui, apresentamos tal formalismo. Este trabalho é uma generalizacio do conceito
de “funcoes geratrizes de centro” desenvolvido para espacos euclideanos em [7.9]. Tais
fungées, como as hamiltonianas, sio fungdes reais no proprio M, ndo em wmn par de
coordenadas (locais) lagrangcanas, como (g_, g4} ou (z_,7y) -+ Um argumenlo de wma
tal fungao pode ser visto como o “centro” da transformacdo canénica m_ + ney. que @
gerada implicitamente pela dada fungdo. O principie variacional correpondenie alirma
que, para uma familia apropriada de caminhos v : [0,1] — M cujas extremidades sao

“centradas” em m, a acao

{_ / f.a,(m’(t’),i’)d‘t'+$ﬂu} (1,1)

»

€ estacionaria para a trajetdria classica. Aqui, {H.w}(m, ) é a area simplélica entre a
curva v e o arco geodésico de (1) a v(0) centrado em m.

A restri¢ao a seguiute teoria € de que o espago simplético M seja nm espago simétrico
[10]. Isto significa que M admite uma métrica completa tal que tado ponto m € M seja
o ponto fixo isolado de umna involugéo candnica isométrica de M em M que coincide com
a inversao, em m, do fluxo geodésico, para todas as geodésicas por m. Desta mancira,
esta presente formulagdao do principio variacional é tuvariante 2o menos com respeito a
transformacoes gerais ertn M que preservem a métrica ¢ a forma simplética.

A generaliza¢do do espaco simplético plano para espagos simpléticos simétricos gerais
inicia-se com a nogae de espaco de fase duplo DM | comum a ambos [3c]. Porém, cuquarnto
é possivel usar a propriedade de grupo em M = IR*" para definiv o grupo de reflexdes o
transiacées, a partir do qual a teoria plana se desenvolve (§ 2), tal construgiao nao tem
equivalente nos casos curvos. Ao invés, usamos uma estrutura algébrica que esta sempre
presente em DM, qual seja, o fato de que DM é win grupoide simplético [L1]. Entao, via
urn “mapa exponencial simétrico”, vemos todas as estruturas de DM eni um subconjunto
do fibrado tangente sobre M, T'M. E 14 que definimos a nocao de grupoide central, como
apresentado em § 3 (para o espago euclideano, a distingdo entre T'M e DAM é irrelevante).

Com tais estruturas “pull-back” em T'M | vemos os graficos de transformagoes candnicas



p3}

o M — M, como suhvariedades lagrangeanas A,, de (subconjuntos de) T'M. Adeinals,
o préoprio M, visto tambéin como a secio zero de TM. pode ser identilicado com a
transformacio identidade o que, juntamente com as propriedades especificas da [orma
simplética puli-back em T'M, nos permite definir, em § 4, [ungoes geratrizes {locais) para
transformacoes canénicas finitas, que sao funcées reais em M. Porém, tals {igoes geram
transformagdes bem definidas s0 quando A, é um grafico sobre a se¢io zero de 7', além
de ser a pré-imagem de um gréafico de uma transtormacio canduica em A, visto et /20
Estas consideragoes sao discutidas e § 5.

A composicao de duas {ranslormagdes candnicas, enquaitto geradas por tais “acoes
centrais”, é tratada em § 6. Aqui, novamente vemos que, apesar de sua naturcza abstrata,
a regra de composicao destas é muito simples. Se f,, € a acdo central para a; ¢ [, ¢ a

acao central para g, entao a acao central compeosta para ag(ay) é
Jor B fo,(m) = Stat(m; ma) {Joy (i) + fan(ma) - Al g, my)

onde A{m, my,my) ¢ a drea simplética do triangulo geodésico com dados pontos meédios.
Iista regra naturalmente generaliza o resultado previamente obtido em espacos planos
[7.9]. Ao interar estas composicbes em § 7, chegamos ao principio variacioual central,
tomando o limite de um niimero infinito de transformagoes candnicas infinttesimais (§ X).

As discussoes finais sdo dedicadas & evolucao temporal destas a¢des centrals que sao
“extensoes para tempos finitos” de hamiltonianas. Aqui (§ %) descrevemos wma versao
central da equagao de Hamilton-Jacobi e, mais geralmente, apresentamos a derivada tem-
poral destas acdes centrais com respeito a fluxos hamiltonianos quaisquer. misturancdo
assim a formulacao de Hamilton-Jacobi cont os parénteses de Poisson.

Ao apresentar estes conceitos abstratos usaremos muilas vezes exemplos particulares
para fins de ilustrar o texto e as vezes guiar o leitor. Por razdes de simplicidade. con-
centramos nos exemplos mais simples em duas dimensdes, o plano cuclideano #7%. o toro
T2, a esfera S5? e o plano hiperbélico nao compacio ?. Evidentemente, estender tals
exemplos a seus produtos cartesianos M = IR#™ . 8% % 85?12 %1%, ete... é razoavelmenle
direto e nao foi considerado aqui. Deve ser enfatizado, porém, que a teoria se aplica a

espagos simiplélicos simétricos gerais de dimensao (par) arhitraria.
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2 Coordenadas Centrais em Iispagos Planos

Considere o plano euclideano 17?, representando o mais simples espaco de lase de um
tinico grau de liberdade. #% é um grupo, sob adicdo de vetores, ¢ podemos também
identificar o produto de grupo como uma agdo livre iransitiva de f#* em si proprio, as

translacoes:

R x R? — IR JIER (L 1
(€. 7) > EE A7) = T4E

Ademais, 2? admite uma involugao natural:

[t

/R,U H Rz — JR‘E,RU(T) = -7 N

que representa uma reflexao, ou rotagao por «, pela origent. Junta comr a translormacgao

idensidade, estas nos dao uma acio de Zy ein IR%. Podemos formar o produto semidireto:
(RT :=Zy w IR?) © R>— IR*

BT é chamado o grupo de reflexio-translagio que pode tamubém ser visto como nm sub-

grupo normal do grupo stmplético inhomogéneo 15p{2). Os elementos da forma:
19 Izl - el
Re = (LFRoT z) = Tos Ry = Rol 2
agora agem como reflexoes através do ponto z:

RaF) =28 — & & R (F — &) = —(F — &) .

Desta forma, encontramos as duas cépias de IR* em RT, T = {TE“‘ R_{-‘} salisfazendo:

RiRa = Toz-ey 5 Raly=Rz_gp

Agora, seja (T, 7} € IR? x IR* tal que



=~

logo, para a métrica euclideana, & coincide com o ponto médio do arco peodésico (ue une

£ a@y. Oelemento & € IR? satisfazendo
T )=, & =0, -2
é chamado de a coordenada de corda de (Z_,7y). B R? =< R? a translormacao (F_. 7p) —

(Z,£), como definida acima, & uma bijecao.

Finalmente, notemos como o grupo de translacoes em 12?2 pode ser interpretado como

uma combinagao de pares: Seja: Ty = Ta (7)), @ =T_a(&)). Bntéo,
Q_;+ — f IEH( ) - T(gt_l_é‘”)(f_)

Mas sc notarmos que uma acao de % em si préprio, ¥4 = TAao} = #- + & pode ser
identificada por qualquer win dos pares (£_,&), (¢4,¢), (Z-,2 ) untcamente. podemaos

entfo reescrever a composicao de translacoes acima como:

Embora {2.2) tenha sido derivada do produto de grupo et 2, esta pode ser generali-
zada para espacos que ndo sao grupos. [ outras palavras, podemos inverter o argumento
e tomar (2.2) como a estrutura algébrica lundamental em M x M, para A gendrico. Isto

mtroduz o couceilo de grupoide.

3 Grupoides Centrais

Definicao 3.1 Sejam os espacos I', M. Diz-se que I' é um grupoide sobre M, denotado

por I' =% M, se as seguintes propriedades sao satisleitas:
Gd.0) I projegoes P_, Py : I' = M, chamadas de mapas [onte e alvo, respectivamente.

Gd.1) Seja (T x ) > Uy = {(v, ") FPr(¥) = P-(v")}. Iy é chamado o conjunto dos

elementos componivels. Entdao, 2 um mapa associalivo
W il ! IH 4= H
OF: Ty =T, (Y, )=y O

satisfazendo

Py 0y =P(Y), Pr(y ©F") = P(y") .



Gd.2) 3 uma involugao

chamada inversao, L.q.

seu inverso (Unico), satisfaz:

YO oY) =9 se(v,y) el (Y av)oy=9sey.v) el
M pode ser identificado com o conjunto dos identidades em I', definide como

Fei={y0% ,ou yOv|yel}

(Qnalquer clemento identidade v, € ', satisfaz

Po(3) = Pelr)

mas o contrario nao é necessariamente verdadeiro.

¢ Os exemplos mais simples de grupoides sao:
t) Péumgrupo G, T, ={e} =M, =G x G

12) O grupoide de pares ' = M x M, P_ e P} sendo a primieira ¢ scgunda projecoes,
(ou restrigdes) respectivamente. Neste caso, ['. = {{m,m)jm c M} C A x

M, T.~ M. Inversio é permutagio: e(m’,m”) = (m”,m'), e a composigao é

(m.,my) G (ma,rng) = (mo,my) (3.1)

que vem a ser a generalizagao de (2.2) que procuravamos. Estes dois exem-
plos sao complementares no sentido de tereni, respectivamente, o mmimo e o

maximo espacos de identidade possivels (excelo para casos trivials como [' = ¢)
Como nosso interesse primario ¢ em dinamica, concentrar-tios-cmos em grupoides [0

gue sao também variedades simpléticas e para o8 quals a composicido de grupoide respeita
sua estrutura simplética.



Definigao 3.2 Um grupoide I' =3 M é simplético se (1',wr) é uma variedade simplética
e as seguintes propriedades adicionals sao satisfeitas:

~

LGd) M =~ I'. é uma subvariedade de ', P4 sdo submersoes e ¢ : 0 — U o0 17y — |

sao suaves. Neste caso, I' é chamado um grupoide de Lic.

SGd) O grifico de “@” é uma subvariedade lagrangeana de ' x I' x ', onde I' — ' é um

isomorfismo antisimplético: (l.‘1 U)f') = (', —wr). Em oulras palavras,

wr(y) = wr(y) +wr(y2)
quando
Y=y

Como consequéncia, M =~ I'. é uma subvariedde lagrangeana de T" ¢ nversio ¢ anti-

»

simplética, i.e. o grafico de 27 é uma subvariedade lagrangeana de I x I',

e Exemplo: Seja M uma variedade simplética, euja forma simplética ¢ w. Kutao. o

grupoide de pares M x M, com forma simplética wp = 10, onde
bw = Pl(w) — P (w) = wy —w_, (3.2)

é um grupotde simplético, chamado de Espago de ase Duplo e denotado por DM,
ou seja, DM = (M x M) = M. Note que, enquanto DM salisfaz SGd, o produto

carfesiano M x M, com a forma simplética usual w0 3w, nio o satisfaz.

De forma a definir a nogao de “cento” precisamente, precisainos considerar espacos
de fase M que sejam nao apenas simpléticos mas que também teitham a propricdade de

serem simeébricos:

Definigao 3.3 Uma vaniedade diferenciavel M munida de uma forma simplética w serd
chamada de um fospage Simplctico Stmétrico se (M,w) admite uma mdétrica com-
pleta # tal que, Ym € M, m é o ponto [ixo 1solado de wn sumplectomolismo

isométrico involutivo R, « M — M. Isto é, dado 5, scja d{m,m') = distancia

geodésica minima entre m e m’. Assim, Vi € M, Je > 0 tal que Ym' € M satista-

zendo d(rm,m’) < £ temos que R (m'} =m' = m' = m., e R,, salisfaz R? = I,
1 * T



I

Ry (n,w) = (n,w). Ademais, R,, é tal que coincide com a inverséo, em m, do fluxo

geodésico, para todas as geodésicas por m.

Um caso particular é quando M € uma variedade Kahler (uma varicdade riermaniana
com uma estrutura complexa J, um campo tensorial do tipo (1,1) satislazendo J* = —1 ¢
VJ =0, cyja formasimpléticaé definida por (J X, V) = w(X Y}, VX, YV € T, . ¥Vm €
M) 8], para a qual a involugdo isométrica R, é holomorfa. Tais espagos sao chamados de
Liermiteanos sunétricos e podem também ser fatorados em espagos quocientes de grupos
de Lie. Isto é, cada [ator é da forma: M = G/K, K um subgrupo maximal compacto
(com centro nio discreto) do grupoe de Lie conexo G (cujo centro & trivial), com (y,w)
sendo G-invariante {10].

Como exemplos mais simples de espagos simpléticos simélricos, vamos considerar o
plano euclideano IR* ¢ o toro 72, ambos os quais sao grupos. Como excemplos curvos
mais simples, vamos considerar a esfera S* = SO(3)/S5! (ou SU(2)/5") ¢ o plano hi-
perbdlico nao compacto H* = SO(2,1)/5* (ou SU(1,1)/S"), ambos os quais sdo espagos
hermiteanos simeétricos.

Assim, denotemos o mapa cxponencial riemaniane por
Bzpy,:T.M — M, v p. (1),

onde

p-(t) € a geodésica em M

definida por
p(0)y=m, p, () =v.

Quando M é um espaco simplélico simétrico, podemos deflinir uma estrutura de grupoide
(restrita) diretamente em (um subconjunto de) seu fibrado tangente T°M, associado ao

espaco de [ase duple DM, através do mapa exponencial simeétrico:
d :TM— DM | 7=(mv)v=(Exp,(—v), Exp, (7))
Aqui, © é simétrico no sentido de que

(R 0 ®}(m, v} = $(m, —v)



e portanto

y—= =)
Denotando

Q=0 (bw) ,
dw definida em {3.2), temos que §! ¢ uma 2-forma lechada em T'M pois dw @ uma [orma
simpléetica ern DM . Se M for nao-compacta, ® é uma bijecao e (T'M, (1) é wna variedade
simplética, mas se M for compacta, ® nao ¢ globalmente inversivel. Consideremos pois o

conjunto

(TM)o C TM, (TM)q

sendo o maximo subcorjunto conectado a segao zero
T°M = {(m,0)yCc TM ,
no qual ¢ é inversivel. Denotemos

By := ¢’|(7-M)0 , Q=0

Entao, (T M)y, ) ¢ uma vartedade simplética. Embora nao sobrejetiva, assumimos que
Qq: (T'M)y — DM

apenas deixa de fora um subconjunto de medida zero com respeito a medida de Liouville
em DM, obtida via dw. Estes fatos nos motivam a uma certa modificacao no conceito de

grupoides simpléticos, de acordo com nossos propositos:

Definig¢ao 3.4 Scja M um espago simplético simétrico. Lintao, ((T'M )y, ) ¢ chamado

o Grupoide Central Standard sobre M, denotado por (T'M ), = M. satislazendo:

CG.O) 3 projegoes Py, P_, P., chamadas de mapas central, [onte ¢ alvo, respectivamente,

onde Py(m, ) =m é a projegio natural e Py(m,?) = Exp,, (+17).

CG.1)} Seja o conjunto restrito de elementos componiveis (TM)5 C ((TM )y » (1M )g)

definido por:

(TM): = {(T’,T”) ‘ Po(7) = P (") and (P_(7"), Pr(+")) € limage(Py) C DM |} .



entao, 4 wm mapa associativo,
[

SO (TMYE = (TM)y, (7,7 Vs 7 i r

satisfazendo
P(r'or =P(r), Pur'or") = P77}

Esta composicio pode ser definida via grupoide de pares por

T o=@, (Po(F), Pu(7)
quando (7/,7") € (TM)3.

CG.2) 3 uma involugio
i (Mg — (I'M)y

chamada inversao, satisfazendo todas as propriedades em ((id.2) mais

Fo(e(m)) = Folr), Yr e (T'M), .

Q0

BEspecificamente, se 7 = {m,v) entao, T = ¢(7) = (1, —#). Logo. 7 colncide com a

inversao natural na fibra, ¥+ . Similarmente, Oy(7) = Ko (Dy( 7))}, portanio

(7)) = (<1>;1 0 Rpm 0 By ) (1) ;i = Po(7), W7 € (I'M)y .

CG.3) O espaco das identidades (T'M){ é a secao zeto T"M ~ M| que ¢ wma subvarie-
dade de (TM)pev: (T'"M)g — (1'M)q é suave. Porém, Py sao apenas submersoes

locais e @ : (TM)E — (TM), localmente suave. (T'"M)y é chamado um grupoide

de Lie local.

CG.4) O grafico de “®” é a unido de subvariedades lagrangeanas de (TM )y x {TM )y x

(TM)y. O grafico de “2” & wina de subvariedade lagrangeana de (T'M )y =< (T A ).

a secdo zero sendo uma subvariedade lagrangeana de (TM),. Podemos chamar

((T M)y, ) de um grupoide simnplético local.

A definicio acima é genérica. Porém, quando M é ndao-compacta (T'AM)y = 1A,

Gy = &, T'M é difeomdrfico a DM. Neste caso enlao, as palavras “restrito” e “local™ nao

se apltcam e o Grupoide Central (T'A, 1) é um grupo stimplético de lato. com a estrutura

extra de um mapa central.
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e Exemplos: (T'17%)y = TIR?, (T11*)o = TH?, os casos friviais pois tanto {R* como
I? sio nao-compactos. Para o toro 72, lemos o seguinte: Denolemos por AS!
o conjunto de antipodals em 51 x S ie. {{p, ¢ & 7)}. na representacao usaal

ST3 e, »e|0,2r]. Consideremos o subcoujunto
T7% > (TTZ)U =A{r = (p, g5 v, v)| ]y g < 7 /2}

entdo, By : (T7%)y — DT\ (AS? x AS") & bijetivo. Claramente, AS" x AST ¢ um
subconjunto de medida zero emy 72 x T2, Para a eslera 52, a situacao é bem similar:

Denotemos por AS? o conjunio de antipodais em .52, Tomando o subcanjunto
I ] I i
7522 (T80 = {r = (m,6)| [1] < n/2},

entio @q : (T5%), — DS?\AS? & bijetivo. Novamente, AS5* tem medida zero em

DS5*.

A aplicacio de grupoides centrais em andlises locals da mecanica classica bascla-se no

seguinte fato crucial:

Definigao 3.5 Seja N win espago simplético. Uma Polurizecéo em N ¢ uma lollicacao

mtegravel de N por folhas lagrangeanas.

Lema 3.1 A flibracao delinida por Fy, é wima polarizacao em ((T'M )y, 8y), chamada de

Polarizagao Central ou vertical.

Prova: Primeiramente, nolemos que toda fibragio é unma folheacao mitegravel. m se-
gundo, como cada fibra é (um subconjunio de) o espago tangente em cada ponto
de M, a dimensao da fibra ¢ metade da dimensao total de (T'AM),. Para provar que
cada fibra é isotrépica com respeito a lorma stmplética Qy = 4§(dw), nolemos que

a inversio é antisimplética em ("M )g, 1.e.
($ly) = K -
Por outro lado, denotando a restrigao da fibra por (13, M)y, temos que

: : R
T (== ’LI(T Ve = P, o, 0D, .
ma¥l o
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Mas como w € Invariante por 7,
*
Ry (w) = w .
segue que

L:n ((Qu)m) - (Q'U)m .

onde ((g ) = Q) - Logo, (R} = 0.

(Tm. M )()
Porém, quando M é compacto, o grupotde central standard nao é o anico grupoide
central possivel. Para ver isto, consideremos um cutro subconjunto (T'A1), C T'M satis-

fazendo:
(TMuN(TMpy=9 e P{TM))=L((I'M))=(DM)y C DM .

ltmitemos a atencao aqueles

Ademnais, denotando o mapa restrito por 4y = (l)‘ ,

(1TM),
subconjuntos nos quats ®; € quase sempre injetivo. [im outras palavras, o conjuuto

N C(DM)y no qual €' é miltiplo tem medida zero com respeito & medida de Liouville
em DM obtida via dw. Lutao, definindo uma relagao de equivaléucia entre dilerentes

pré-irnagens em (1'M); do mesmo ponto cm (DM ), temos uma outra hijecao
Gy (TM)y — (DM , onde (TM)y ={(T'M),/ ~
com a relagao de equivaléncia
T~ 7 osse Oy(7) = O4{r) .

Desta forma, denotermos tals pontos em (ij)l por

F=lrly,onde 7 ={rc (M), |1~ 7},
como definido acima. Se M C (M )y ¢ a diagonal, sua pré-imagem

b7 (M) = T'M

¢ uma secio transversal global de (T M), definindo uma fibracio

.[')1 : (7‘*[—1_{[)] — m



I
t.q., se
T e (771'1’1)1 el e TUM s
entao
Py(7) = 7 sse Py(r) = Pu(r') .
Em outras palavras, o mapa central £ ¢é essencialmente o proprio mapa Fy - T'M — AL

Denotemos 0y = &3 {éw).

Definigao 3.6 Nos chamaremos ((TT\J),,&'ZI) iR (’7/‘1712 ~ M., w) de umm Grupoide C'on-
tral ndo-Standard. Com definigao similar para (ITIY\/])f C (’fﬂff); X (TT‘I)I} e,
(7,7) € (TM)? sse Po(7F) = P(7) ¢ (P_(7), Pu(7)) € (DM, .
onde os mapas fonte e alvo Py sio definidos por
Po(t)= Py(r), VreT,
o produto de grupoide restrito ¢ : (TM)? — (Tﬂ)l ¢ dado por

7o = o7 ((T)I(%) o &)1(’;[)) '

e a (nversa por

IEX RGN

&)

]

Aida, se (TM), 2 T2M ¢ um eutro grupoide central, dizemos que (1M}, &

fortemente equivalente a (TAT),, denotado
(T'M)y ~ (T M),

se, para todo

tal que

segue que
1)1(%) = JDQ(’T:I) .
Se @,(7) = ®o(F) mas P(F) # Py(), dizemos que 7/ é [racamente equivalente a

7, denotado 7/ ~ 7.

¥
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o Exemplos: Quando M = 7%, o toro, 3 4 grupoides centrais {orlemente inequiva-

lentes. O standard ¢ mais 3 outros definidos por:

(TTH0 = {r=(p g0l o] < 7/2 v, — 7] < 7/2}
(1T7TH0 = {r=(p,qv,v,)| v, — 7| <7/2 |, < 7/2}
(TT*) = {7t =(p, g vp0)] vy — 7| <7/2 jv, — 7| < 7/2}

Desta forma, denotamos (T77)g = (T7?)po. Notemos que neste caso, todos os gru-
poldes centrais nao-standard sdo subconjuntos stmples de 1M 1.e. nenhuma relacio
de equivaléncia teve que ser considerada pois cada &y = ®|pp2), ja ¢ injeliva, Por-

tanto, cada ponto em (L7 %)y tem 4 pré-imagens fortemente inequivalentos:
b
(p.q,v4,0y), (ptm,q, vyt v,), (pogtr, vy v, dm)e(pta, gtr, vytr . o7,

cada uma pertencendo a um dilerente (T77%);;, como deflinido achina. No caso da
esfera 5%, existem apenas 2 grupoides centrais fortemente inequivalentes. O grupoide

central standard ¢ wmn nao-standard definido por:

(T'5%), = (1'§%),/ ~1 , onde (1'S?); = {(m,'ﬁ)“ﬂ € (n/2 ,:fr]}

A relacao de equivaléncia é nao-trivial s6 quando |#] = 7, coincidindo com a definicao

da pré-imagem nao-standard da diagonal em (DS?%),:
;"—‘\_/ — 2 . —
152 — {[T]]] . onde 7! = (e, 1) € (TS%) et |in] =
e (m, 1) ~¢ {m',1]) sse m = '}
Assim, cada ponto em (D.5?)y tem duas pré-imagens forteniente inequiviantes. De-

notando

O, my) = (m, 7)) = (0,950, 3)

veja abaixo para a definicio das coordenadas verticais (u, /), entao

(i)Tl(mﬂ m_;_) = (7r —Op—mm—u,d—7).

A razdo para se considerar tais pré-imagens nao-standard emr T'AM ¢, evidentemente, o

fato de que quando M ¢ compacto, a geodésica que conectla dois pontos e M nao € ttuica,
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Desta forma, o grupoide central standard refere-se as geodésicas mals curtas ¢ o grapoide
central ndo-standard tipo & refere-sc as geodesicas do tipo & Aqui, wina geodésica do tipo
kdem’ am”é definida como a geodésica (i’ — m)xLy(ro)«(rn — m™), onde Li(n) ¢ ama
volta geodésica com base em m, o centro da geodésica curtadem’ am”. (Sek =0, Ly = id
¢ a volta trivial e (m' — m”) é a geodésica curta). Como exemplos de voltas geodesicas nao
triviais, em 72, Ly = L,y = L2 LS, onde L,, L, sao os circuibos irredutivels, enquanto
que, em 5%, Ly é uma repeticao de ordem k| de win meridiano geodésico ¢ & facil ver que
apenas Lemos que considerar geodésicas lortemente inequivalentes. Finalmenie, quando

M é compacto também gueremos considerar o seguinte:
Definigao 3.7 Sejam os conjuntos (T—Ef)f? definidos como
{(F7) € (TM); x (TMY;|Pr(F) = P(7") e (P-(7). Ly (7)) € (D))

Assim, definimos composi¢ies generalizadas, ou maztas (que sao amda restritas no
sentido original) como

ek (TM) — (TM)y

por

= &7 (di(7) © B;(7)) .

o
o
)
—
i
1
Y
—
Il

Na verdade, se M nao for simplesmernite conexo, podemos querer considerar apenas
aquelas composi¢oes mixtas para as quais o triangulo de composi¢ao ¢ um cireumto
redutivel. Neste caso, a tripla (7, 7; k) ¢ chamada reduldvel Por oulro lado, quando
M é simplesmente conexo, é suliciente considerar todas as compost¢oes mixtas den-

tro do conjunto de grupoides centrais fortemente mequivalentes.

Notemos que o Lema 3.1 aplica-se para todo / : (T-ﬁ[)1 —3 W da mesnra forma.
Logo, no que se segue podemos considerar todos os possiveis grupoides centrais simi-
larmente, quande M é compacto. Porém, na maior parte das vezes vamos lidar com o
grupoide ceniral standard, tanio para stimplificar o tratamento quanto porque estaremos
muito interessados no limite || — 0, o qual s6 se realiza em (T'M)y. Assim, [requente-

mente omitiremos a denominagio “standard” nas proximas definicoes e discnssoes.
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o Formulae: A fimn de embasar as definigées, conceitos e resultados ashiratos desta
tese frequentemente ilustrar-los-emos nos exemplos considerados alé agora. i.e. A =
IR?, 7% 5% H?* DPor isso, agora fornecemos algumas férmulas locais e dieis, para
estes espacos.  Aqul, nos concentramas noes grupaides centrais standavd.  Deta-

Ihes e dertvagoes sao releridos ao Apéndice B. Comegamos cam os espagos planos

M = I* 7% que sio localmente idénticos. Tomemos coordenadas em R como
pares momento-configuracdo: R? 2 & = (p,q), com métrica e lorma simplética
usuas:

n=dpQdpt+dewdg , w=dphdg.

Como exemplos de potencials simpléticos, i.c. 1-forma £ eny 7 salislazendo d¢ = v,
consideremos
- 1
(~ =pdg , (o= —qgdpau (= 5[})(1(] — qdp) .
O fibrado tangente TIR* é também win espaco linear, TUR* ~ IR* x I*. ¢ as coor-

denadas naturals sao:

—

TR > 7=(d; 2)=(p,q; p,q) = (p.g; vp.v,) = (& V).

Neste caso, 0 mapa exponencial simétrico é simplesmente:

AV =0T 0)=(F—-0; ¥4+7) = (F.,7) {3.3)

e a forma simplética pull-back ¢ dada por:
Q=2doc , o=v,dq—uv,dp, (3.ta)
;Q = du, ANdg + dp A dv, (3.1h)

Visto como wma variedade Kahler, a estrutura complexa em /22 & escrita nestas

coordenadas como
J=8,@dp—0d,&dg, ouJ = [ et }

ia representacao usual de vetores colunas em [H?.

Para a esfera, tomemos coordenadas polares:

S*3m = (0,p),0 €f0,7] ¢ [0,27].



festaremos usando as seguintes abreviagoes:

S, = sin(a) , Uy =cos{a) , Ty =tan(a), com SN CTYUNH T

denotando suas respectivas inversas. A meétrica e lorma simplética usuais sao:

n=d0@d0+ S;dp @ de , w= Spdf A dyp

e excmplos de potencias locais simpléticos sio

(-:> - (l o ng)dgﬁ ’ C‘( = _"(l + (?0)(3(19 ) C = *‘Cr{)(itﬁ .

1

O primeiro diverge em € = 7, o segundo em # = 0 e o terceiro é mal definido em

ambos os polos (lembremos que nio existem potenciais simpléiicos globals em 57°

pois sua forma simplética nio é exata). As coordenadas naturats no fibrado tangente

$a0

’[15'2 37 = ((97(79 : ()1(10) \

porém é mais conveniente mntroduzir coordenadas polares nag fibras tambem. Assim.

(b0 6,0) =77 =(09; v.f)

onde:

v = || = V02 & Sz, wlly = 0 . 0S8 = Sp,

com a interpretagio geométrica para o angulo 4 dada na Lig. 3.1.

Fig. 3.1

Com estas coordenadas locais em (7°5%)q escrevernos o mapa exponencial simétrico
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Boll, 050, 0) = (0-, 304, 04)

0s = O~ (CyC) F SeSyCl)

i = @ £ (5,55 ga) + (1 — Sign(gs))m/2
onde ge = SeCly + (95,5

A forma simplética pull-back Q¢ = ®%(éw) é dada por
Oy = 2o, o = Sp{CySsde — Spdll) |

Yl = C(Spd0 — CaSaddip) A dv + Sy{ Cadli+
SpSade) A dff + SuCpCadl A d

(3.6)

(3.7h)

Para H?, adaptamos as {érmulas esléricas, delinindo ¢ =:ip {ou tomando 6 —— ip),

onde 2 = +/—1. Assim,
Sp igp_, Cp — (t}p , (} — 3{) .

Agora estarermos tainbém usando estas outras abreviagoes:

Se = sinhia) C, = cosh(a) ,T. = tanh{a), com S7HJ), CYN TN

suas respectivas inversas. Portanio, tomando coordenadas locais “polares™ em 7,

H? 3 m = (p, ), temos a métrica ¢ [orma simplélica usuais:
n=dpRdp + S’Ifdt,o @de , w==58,dpAdp

¢ o potencial simplético global

As coordenadas polares nas fibras sao
THS 7= (p,o; 0, 8) .

onde:

p=7 522 (i) pCe =, S =S¢



Notando que

Sy 15, , O, O,

CICTEVELITOS O Mapea eXp()l’lG]’]Ci'd.l SilIléLl'iCO COIIO

Clpspip ) = (p—yo- 5 pasws)
ot = CCyC  §,5,C)

y (3.9)
wr =@t T SSe/ho)+ (1 — Sign(hy))m/2
onde hy = 8,0, 4+ C,5,C4
e a forma simplética pull-bacl é dada por
Q=2do, o= ..‘;'IL(C,;S',,dgo — Sadp) . (3.10a)
10 = Cu(Sadp — CpS,dio) A dp + _
(3. 10h)

S (Cadp + S35,dp) Adf + 5,CsC,dp A dp

Podemos ver explicitamente em (3.4), (3.7) ¢ (3.10) que os espagos verticals sdo
isotrépicos nestes exemplos. O mesmo acontecendo para a secao zero TVM ~ M. Nole-
mos ainda que a forma simplética pull-hack é a derivada de un potencial stimplético sem
gualguer componente difercncial vertical. Este fato sera completamente explorado no que

s5€ segue.

4 A Equacao Central

Comecamos por enfatizar a estrutura algébrica do espago de fase duplo, on grupoide
central. Historicamentle, porém, sua estrutura simplética fol predominante, pois ntrodu-
ziu o conceito muito itil de acdo, ou funcdo geratriz, para wna transformacao canonica
no espago de fase original, ou simples, (M, 10). Assim, seja. « uma tal transformagao em

M, t.e. um simplectomorfismo
a: M > M, o (w)=w.
Entao, seu gralico £, 10 espago de tase duplo,

DM D L, = {{(m_,my) | me=a(m_)},



é uma subvariedade lagrangeana para a forma simiplética o1, i.e.,
dw|L, = 0.

Sinilarmente, se

L., C Tmagem(Po) = (DM)y C DM,

entdo sua pré-imagem

é lagrangeana no groupoide central ({(T'M )y, (o). [sto é:
Qolhn = 0

Genericamente, consideramos os subconjuntos £0) © £, satistazendo £ € Tmagem(dy),
e suas correspondentes pré-tmagens AY) em (T M ),.

A definicdo de fungdes geratizes locais para subconjuntos lagrangeanos de variedades
simpléticas gerais depende da escolha de urm poteuctal simplético local {i.e. wma 1-forima
cuja derivada é, localmente, a forma simplética) adaptada a uma polarizagao que ¢, ao me-
nos localmenie, uma fibragio sobre uma subvariedade lagrangeana rcferencial que contém
os suportes destas funcdes geratrizes [12]. No caso especifico do grupoide central sobre A7,
tomamos o proprio M, também visto como a secdo zero TYM C (T'M )y, como a variedade
lagrangeana relerencial correspondente a polarizagao central em (1'47);. dada pelo mapa
central Py : (TM)o — M. Assim, o potencial simplético adaptado a esta escollha ¢ dado

por:

Definicao 4.1 Seja ((T' M}y, o) o grupoide central sobre (M, w). Um potencial simplético
Zs, i.e. um I-forma em (T'M)q t.q. pelo menos localmente dZg = {1y, é chamado de

um potencial ceniral, se ele satisfaz

VX € TH{TM), 7 € (TM)s. Aqui, Pj é o mapa dilerencial de Py e 7]a denota a

contragio vetor-forma.



[videntemente, qualquer,
7= T+ dQ, Q € Ch((TM),),

é oufro potencial, mas nao central, em geral. A condi¢ao (4.1) nos diz que os potenciais
cenfrais nao possuem componentes diferenciais verticats, logo podemos identilicar tais
potenciais explicitamente em nossos exemplos cono Zy = 20, das equacoes (3.4}, (3.7) e

(3.10). Nestes exemplos ein particular, Z; é um potencial global em (T M)y i.c.,
\Q-l} = dZU & exala .

O que pode ser dito dos espagos simplélicos simétricos gerais? Argumentameos que o caso
geral segue estes exemplos conhecidos.
Primeiramente, notemos que um tal potencial sempre existe em uma pequena vizi-

nhanca da secao zero 7M. Pois, tome a 2-forma 1w em 1M delinida por
wlm, ) == d{¥|w), Yo e, M, Vv, € M.

Entao,
w = Ly(w),
a derivada de Lie de w, pois w é fechada. Por outro lado, quando |7 — 0, podemos

aproximar {3y por

Lot
Qu(mm, v) = 21n {£/ Lg(tr))dt'} ~ 2 Lg(w),
0

-
ontde v =10, 0 = 5/|;| Isto é,
Qy — 20 = 2d(V]w).
Logo, nutha vizinhanga de 7% M,
Dy =~ 2d¢, onde ((m, ) := 5w

. . . ' 1 _
claramente satisfaz (4.1). Note que nos exeniplos lineares (M = R, T2 5740 = ¢ global-
mente (eq. (3.4)), embora genericamente 2¢ apenas aproxima o potencial central numa
pequena vizinhaga de T°M . Por outro lado, TYM é lagrangeano para {l e, como cada

fibra vertical em (1'M}, ¢ contratil, esperamos que g seja exata. Finalmente. as {ibras
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verticais também sdo lagrangeanas para . Enquanto isto ¢ claramente uma condicao
necessaria para a exisiéncia de um potencial central, conjecturamos que. junto aos outros
fatos acima mencionamos, estes constituem wn conjunto suficiente de condicoes para a

sua existéncia, também. lint eufras palavras, assuunimos:

Conjectura 4.1 Em todo grupoide central, a forma simplética é exala,
(I)G(éﬂ)) = gl(_) = dZU,
onde Zy é um potencial central, i.c. satisfaz (4.1).

Recordando que
EZI)(TII,’J) = gl(m,ﬁ') = v|w, quando [77] — 0.

podemos nos referir a |-forma ¢ como potencial de Hamellon, pois este esta mtintamentoe
conectado a equacao de Hamillon. Para ver isto, lembremos que podemos cscrever o

ultimo como um mapa

#h] M — TM, Vh € Cih(M),

por

m +— 7y, onde 7, = (m, V)

e vy € dado por

dh + Ty |w = 0.

Ou, equivalentemente,
C(Th) = —dh(m), Po(m) =m, Yo € M.

Ou alnda, denotando,

TM > Ay = gréfico de 2[h],

a equacao de Hamilton torna-se
C]f\h = ‘_(fhj

implicitamente definindo z[A].



Simitarmente, a existéncia de um potencial central para £y permie uma “extensao
para tempos finitos” do formalismo de Hamilton, agora no contexto de funcoes geratrizes.
Asstm, suponhlia-se que uma subvariedade lagrangeana A, < (TM)y é localmente um

grafico sobre TYM ~ M, isto é:

Posto( 1 | T-A,) = 2n = dem(M)
Vrc A, st. Byr)=mell CM

“ntdo, como dZy|A, = 0, de {4.1) obtemos:

Proposicao 4.1 Para toda subvariedade lagrangeana A, C (T'M)y satisfazendo (4.2)
em U/ C M, existe uma fung¢do geralviz central f, € C%(17), satisfazendo a equacdo

central:
2 = df., , em (L'Uj,C(1'M). (-1.33)

Inversamente, para uma dada f,, a equagido acima define A, implicitamente, i.e.

fornece uin mapa

Af] = Fo U (T
que € bem definido quando a condigao (4.2) ¢ satisfeita.

Tal mapa pode ser multivaluado se (7}, M )oN A, ndo é unico, neste caso, devemos quebrar

A, em ramos AU, cada um unicamente dado por um mapa £ em wm subconjunto de

M via

ot = dfr(:), para cada f{),
Ay

exceto para

{m.} < A, onde Posto(F

Tr A) < 20,

o

Via mapa $g entao, (4.3) gera uma subvariedade lagrangeana £, em DA que localmente
representa uma transformacio candénica em M, quande £, é um gralico sobve M_ < DM.

A semelhanga entre a equacdo de Hamilton ¢ a equagao central € impressionante.
Devemos ter em mente, porém, que a primeira fornece transformagocs candnicas ifinite-
simais enquanto que a segunda gera transformagodes finitas. Por isso, a condicao (1.2) nao

é sempre satisfeita para todo simplectomorfismo finito o ¢ M — M. 150 outras palavras,
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nem toda transformacio candnica pode ser gerada por uma [ungao real et M via equagao

central, sempre. Geralmente, a presenca de catdstrofes cenlras,

{r} € Ay tq.Posto( Py | ThAs) < 20,

é mevitavel. Suas projegoes

{my}t = {Py(m)} C M,

sao chamadas de cdusticas cenirais.

Para contornar este problema, novos conjuntos de funcoes geratrizes “comiplementa-
res” sio necessarios. Um exemplo especial destes, quando M é plano, sdo as lungoes de
corda [7,9] e sua generalizagao para espacos simpléticos simétricos ndo planos esta sendo
presentemente investigada. Por outro lado, ao introduzir um pardmetro real A = {/2
(uma escala) no mapa z[4], por exemplo, muitiplicando todas hamiltontanas & por /2,
podemos ver a equagido de Hamilton como urt mapa de M em wma pequena vizinhanga
da secao zero e T'M, se i & suficientemente pequeno. Como nesta vizinhaca %ZU £ Q S840
aproximadamente iguais, [, = —f{h ¢ uma funcao geratriz central para a translormacao
candnica infinitesimal gerada por & via equacao de 1lamilton. Mas estas iiltimas sao sem-
pre bem definidas, logo concluimos que toda transformacio canonica infinitesimal pode
ser gerada por uma fungdo central. Agora, isto é mais ou meuos Ohvio se notarmos gne
tais transformacoes infinitesimais sao pequenas deformacoes da identidade e sao portanto
associadas a subvariedades lagraugeanas em {TM)y que sdo pequenas delorniagoes da
secdo zero TUM ~ M, portanto, satistazendo (4.2).

Ademais, 0 mapa

Fo=—tl:M—{1TM),
obtido via equacao central da fungao
fo = —th
onde h € wna hamiltoniaua, ¢ dado por

£
o (m, 51‘%(?1&)),
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para tempos suficientemente pequenos £ ~ . Comno

£,
—v, — 0, quando ¢ — 0,
2

para tempos muito curtos { = & — 0, a transformacao candnica implicita (rn_.1np).
oblida via mapa exponencial simétrico, coincide com a versao lincarizada

— £ — —
(@ — E'Uh,ili +

para qualquer escolha de coordenadas locais lineares em 7 C M .. = & Independente
da geometria especifica de M. Portanto, para movimentos de lempo muito curtos. o
segmento geodésico centrado em m converge sobre a orbita hamiltoniana que se propaga
de m para frente e para tras no tempo.

O comentario pertinente, neste ponto, é que o concelto de fungoes geratrizes é traci-
cionalmente definido no espaco de fase duplo DM ao invés de no grupoide central (17°A41).
Porém, isto requer prévias polarizacodes e M. Para [ibrados contangentes gerais, apenas
a polarizagio vertical existe e as funcdes geratrizes tomant seus valores de pares de pontos
no espago hase, t.e. f = f(q_,qy). Para variedades Kahler gerais, apenas as polarizagoes
complexas existem e as func¢es geratrizes sao bi-holomorlas, i.e. f = f(z_, 1), 23 com-
plexo. Este presente tratamento nos permite considerar fungdes geratrizes reais definidas
ern espagos simpléticos simétricos gerais M, através da polarizacao real em (1AM ), Tais
funcoes podem ser vistas como “lianiltonianas para tempos finitos”.

Por outro lado, além de satisfazer (4.2), a subvariedade lagrangeana A, gerada por uma
funcao central f, deve ser a pré-imagem, pelo mapa exponencial sitnétrico, de um gralico
sobre M_, L, = {my(m_)} C DM, para que descreva mma transformacao candnica «
M — M. Como nem todas subvariedades lagrangeanas em DM satistazem esta condigao
“orafica”, quando transposta para (T'M )y tal condicao é algo mais dificil de se assegurar
de partida, para que as associagdes enfre fun¢des geratrizes centrais ¢ translormagoes
candnicas sejam garantidamente bemn definidas.

Devernos notar ainda que oubras versdes da equacio central estao disponivers, quando

M é compacto. Ou seja, além da equacao central standard (4.3), existemn também equacoes

centrais nao-standard:

Zilai = dfl ) em (i’ﬂff)t C (i’?ﬂdﬁ')i . (4.3
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cada nma fornecendo num mapa

17— (T

(4

que gera
A:J - i):l (Eﬂ) 3
se
Posto( P/ |T:A%) = 2n , sobre {7 C M . (1.2")
Aqui,

d7; = &7 (w),

onde Z; ¢ um potencial central nio-standard e as fungoes [* satisfazendo (4.3} sdo funcoes
geratrizes cenirais ndo-standard. Note que usamos a notacao abreviada: ) = f.. Al =
Ay, FU = [, em prévias delini¢oes. Note também que o tudice “2”7 em (4.37) nao ¢ o mesmo
que o indice (r) definido antes referindo a ramos diferentes de uma inica pré-unagem do
conjunto { LI} C L,n(DM)g. Assim, quando M é compacto, uma fungio geratriz ceutral
genérica pode carregar até dois Indices {7, ()}, para que seja completamente identificada.

Por fim, um comentdrio importante: como veremos nos paragrafos a seguir, a forma
de compor funcoes geratrizes centrais exibe de maneira muito clara a gcometria simpletica
do propric M, um fato que tem consequéncias importantes nas (uestoes de quantizacao

e analise semiclassica.

¢ Exemplos: Casos standard, somente. Primeiro mostramos a lorma explicita para
(4.3) ¢ 0 mapa z[f,| = F. : M — (T'M)y, dado pela funcao geratriz central f,.
depois a relacao intriseca my (m_), vista agora como um ponto em DM {1n_ niy),
obtida via mapa exponencial simétrico. Para nos livrar de fatores 2 indesejavels,
vamos muitas vezes reescalonar ¢ identificar [, = 2. Assin, usando (3-1). o
espago plano (4.3) torna-se:

daf ()I

dg dp

=Jdfj0q, v, = —0f]0p (4.4}

vpdg — vgdp = df =

, logo
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define o mapa I Ilste pode ser reescrito como
£, =28 == [0].]07 (4.1

de [orma a coincidir com a expressao no espago plano encontrada em [5.8]. Com-

pondo comn o mapa exponencial simétrico ®, eq. (3.3), temos:

p+ = px af/f)q , G+ =qF (r)f/(')p ,ooon (4.5)
_ 1
Py =adFJ [0f)0F] = F §J 0 fu) O] (4.5)

como a transformacao canonica implicita ¥.(Z_) que é (dita como) gerada por
fo = 2f € CEH(IR?). No loro, as mesinas equagoes (4.4)-(4.0) sao validas, mas agora
sujeilas & condicao de consisténcia central standard, quesignifica restringir o mapa

(4.4) sobre (TT?)y apenas. Assim, [, deve satisfazer:
0 /3q|, |0f/Pp| < =/2, ouT?. (-1.4)

Na esfera, a equacgao central torna-se, por (3.7):

S (CaSpdip — Spd) = df = ()7/(]0 ﬂuf
06 do

tal que,
5,035 = Of]dp , 5,55 = =[]0

Mas, corno cstas sao bemn deflinidas apenas quando 8 # 0,7, a cxpressao para o

mapa I 5% — (T'5%), toma a forma local:

n =SS (1.7a)
, Sedf ] o __
f= 7 {%} + (1= Sign(df]00))n /2 (4.7h)

onde definimos os sitbolos

9“(/—' =] = \/(%) +(&3) A

O(f) = L= (SO = 1 = P

usando a métrica contravariante em S? (a métrica para I-formas cm 5%

@ de .

_ . I,
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Agora notemos que (4.7a) e (4.8) possuem solugoes reais apenas se [ salislaz a

condicao de consisténcia central standard:
SO =dfl <1, em 5% (4.9)
Compondo com o mapa exponencial simétrico, eq. (3.6), obiemos:
O = CHCC(f)FDf /D) (h.10a)
0 =@ F T HS(Df100) g} + (] = Sign{cg))n/2 (<L 1Oh)
onde ap = S;C(fY £ Caldf 00
como a [orma local para a transformagdo candnica inplicita my(m_) que ¢ (dita
como) gerada por f, = 2f € CR(5%), satislazendo a condicio de couststéncia (4.4).
Equacées muito similares valem em A2, Pois, de (3.10), a cquagao central torna-se
‘5 ACsS pdp — Spdp) = df = ‘—ﬂ-dp + —,—'——.([cp
= .5,,,0;35'p =df/0p, 5,U5ﬁ =—df/dp .

Novamente, notando que estas sé fazem sentido quando p =0, obtemos

o= STHSY) (4.1 1a)
. vy | 8,85 0p) e i |
g ~7 {W} F (L= Sign(df/de))n/2 (4. 110)

como as expressoes locals para o mapa I 1 H* — T'H* o qual agora nao vequer
qualquer condigao de cousisténcia. Uma vez mais, usamos a métrica contravariante
em H?:
2
i =dpwdp+ (gj—) 5(,9 ¢ o,
P

para delinir

S"’(f = ||df|l = \/(ﬂ)2 + (;%Y (1.12)
(vu \/1 '0 2= \/l + [|df[?

Finalmente, compondo com o mapa exponencial simétrico (3.9), temos

pr=C7HC,CUN £ Of[0p) (4.13a)
pr =0 T T E,(00/0p) v} + (L= Sign(ya))m/2  (4.13D)

onde 75 = S2C°(f) £ C(0 /Do )
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como a forma local para a transformacao candnica implicita mo(m_) que e (dita
como) gerada por f, = 2f € C§(1H?). I importante enfatizar (que, mesmo nao sendo
imposta qualquer condicao de consisténcia explicita em (4.3), ¢ ainda necessario que
o mapa /" seja bern definido, para um dado [, e isto constitui-se numa condicao de
consisténcia implicita que é ndo trivial, em alguns casos, para escolhas particulares
de coordenadas locais. Para ver isto, considere a Tuncio [ = ¢S5,. Embora [ seja
bemn definida em todo H{? (assim como o potencial central), o mapa [ dado por
(4.11), é mal definido em p = 0. Podemos argumentar que /4 é nial delinida neste
ponto de qualquer forma, mas g poderia ser bem definida ¢ nao o é. Claro gue esle
problema reflete uma singularidade das coordenadas, somente, que ¢ resolvida por
uma mudanca de origem. Assim mesmo, ¢é ilustrativa dos cuidados que devemos
ter ao resolver £, emn espagos nao planos. No proxumo pardgrafo, lidamoes com as
questoes majs importantes e irredutivels de consisténcia para o mapa 7 decorrentes
da presenca de causticas centrais, assim como propriedades de consistencia gerals

para a transformacao implicita my (m_) obtida de [

5 Acgoes Centrais

Vintos no dltimo paragrafo que algumas funcdes f, € Ch(U}, U C M, podem ser tonia-
das localmente como funcoes geratrizes de algumas translormagdes canomceas o« M — M,
a*(w) = w, via equagao central (4.3), desde que (4.2} scja satisfeita por A, C (T'Af)y.
A = B57(LL), onde L, é o grafico de « sobre M_ < DM. Agora, a condicao (1.2) ¢
uma condicio “grafica” para A, sobre M =~ T°M C (T'M)y e ¢ portantio formulada com
respeito a A, a subvariedade lagrangeana do grupoide ceutral que caracieriza «. Mas,
genericamente, é precisamente esta subvariedade que é necessario cucontrar, dado f..
Além do mais, é necessario distinguir quais das subvariedades lagrangeanas em ({'AL),
de fato correspondem a translormacoes candnicas emn M, Le. quals sao pré-umagens, pelo
mapa exporneticial simétrico, de grilico sobre M_ < DM . Novamertie, como nsualmente
comecamos com a fungio geratriz, de um ponto de vista pratico, precisamos de tal dis-

tincdo. assim como uma aliernativa a condicdo (4.2), formuladas diretamente em ternos



de f,. Procedemos agora nesta direcao, no caso standard. Primciro obtemos:

Lema 5.1 A [uncio [ = %_/}x c CE(M), k> 2, pode ser localmente uma [uncio geratriz
central de uwma subvariedade lagrangeana em (T'M)y , via mapa [ : {7 — (I'17),
dado pela equagao central, s6 se ela satislaz todas as condi¢oes de consisténcia

requeridas para a definigdo de e
|det[@1/omi]| < oo , VYmel C M, (5.1)
para qualquer escolha de coordenadas locais {r'} em U, {v'} em (T, M)y, com
[Fi{m) = vi())
denotando o mapa Fomisic (L Mg,

Prova: Scia 7, € A, C (TM)y, {1e) = me € M, ¢ considere coordenadas locais

{2t 2%, .. 2™} X C A, do ponto 7,. Tome {m!,m?, .-, m?*"} como coordenadas

locais uuma vizinhanca U < M do ponto m, e {v!,v? - -, 0™} coordenadas locais

numa vizinhanca V C (T,., M)y do ponte ¥, € (T5,, M), a componente vertical
de 7,. Para a anélise local, consideremos as vizinhangas N C (7'M )y do pouto 7,
que sejain aproximadas pelo produto cartesiano N = U/ x V', com £, denotando a
projegao N — V. Logo, nestas coordenadas locals, qualquer ponto 7 € X C N

pode ser escrito como
T = {m‘(r’)} = {2}, 7= {Tﬂé(.PU(T)). v (L, (7))}, ou
7= {m(Po({27})), o' (P({2" )}

Neste caso, a condigao grifica (4.2) pode ser escrita simplesmente como

[dm'] = Ay - [dat], [AT] = [Omi] 0]

satisfazendo 0 < |det(Ap)] < oo, em 7
= [de'] = Ay" - [dmd], 0 < |det(A) )] < o0 (5.3)
e a ndo observancia de (4.2) pode ser escrita como

|det(Ag)l = 0 = [det(AgH)] = oo .



Por outro lado, como nenhuma condicao graflica sobre V & assumida, temos apenas

[dvi] = A, - [dat] |, [AY] = [de'/ O]

(H.1)
satislazendo |det(A,)] < oo, on 7
mas agora o mesino nao pode ser dito de A pois |del(A)] = 0 ¢ wina possibilidade
real. Logo, combinando {5.4) e (5.3) temos que
ldet( A, - AJY)| = |det[dv')on']] < oo (3.5)

como uma condicao necessaria para (5.2) e portanto (1.2) que é assim nma condicao
necessaria para a existéncia de [uncoes geratrizes cenbrais. Agora, se existem, elas
satislazem (4.3) e podemos escrever o mapa I gerado por [ € Ch(I7) como {r'(7) =
F(rn)}, desde que seja bem definido, 1.e. desde que [ satisfaca qualquer condigéio de
consisténcia central (por exemplo, (4.9) quando M = S%). Logo, de (5.5). obtemos

(5.1).

Exemplos: No cspaco plano, de (4.4), G [0 f /0%, logo
|det [P F]| = |det[d*] /0x"0a']| < 0o, VF e U/ C IR (5.6)

é a condicdo necessaria que f deve satisfazer para que scja wma fingao geratriz

central em U/ < IR?, pois det(/) = 1. Em outras palavras, |det[d” f]] = oo indica a

existéncta de uma caustica central.

Na esfera, com as coordenadas polares duplas em (T'5%)y, 7 = (0.5 v. ), obtemos

de (4.7}, com f = %fm

det]9*f] + (Oﬁ) (ﬂ) ( i) ) l-isgs"(f)c“(.f‘) . )

it
-7

So dp ) \ 000y
onde

detld* f] = (32 fJO0N (O F[9™) — (07 []808¢)*
como a versao local de (5.6), desde que {(0,¢;v, )} scjam boas (_t()ort.ivnmla.s em
(T, U/ C 57, claro. Mas estas coordenadas tornam-se singnlares quando § = 0.7
ou » = 0, em cujos casos @ ou /3 sao mal defintdos e (5.7) ¢ sem sentido. Agora. de
(4.7),
v=0e= S (f)=0.



Tambén, de (4.7),

C/Y(](_Il) === 7?/2 s

que esta fora de (T'5%)y. Em outras palavras, se f salisfaz a condicao de cousisténcia
central (4.8), C"(f) # 0. Portanto, sempre que (5.7) tem sentido. o denciinador ¢
um mimero positivo finito ¢ podeinos reescrever csla condicao assiin: Seja { C 8%,
(0 =0,7) ¢ U, e f € Ch(5?) salisfazendo 0 < [|df|| < 1. Localmente, [ pode ser

uma fungao geratriz central em {f C M, 50 se

m,) AV

det|d?f (—
AP N+ {5 )\ a5 ) \Goog

) <oo, Ymcll 8%, (5.7
Obviamente, a restrigio (60 = 0,7 ) ¢ U é facilmente removivel por nma nova escolhia
da origem para as coordenadas polares em S*. Porém, uma nova andlise local ¢
necessaria quando J|df |l = 0. Podemos tomar coordenadas cartesianas em (L5,

e @ = (0,), recscrever ' e obter de (5.5), uma alternativa para (5.7) vilida

também quando |[df]|(rn) = 0. Mas, como
lidf]l — ¢ implica [§] — 0,

sabemos que estes pontos correspondem a pontos fixos de qualquer transformacao
canbnica que possa ser gerada por f. Logo, uma alternativa (local) mais simples
consiste em expandir [ em torno de mn em coordenadas cartesianas locais e aphcar
(5.6) diretamente, numa pequena vizinhanga de m. Shmilarmente, ruma tal vizi-

nhanca, podemos usar que S, = v para obler, de (4.7), (3.10) e (5.5), » condicao

s Cy (')_j (')zj B ﬁi) (()21)} m ol
detlo ]+ (.s;) {(3(,0) (390(,9) (ao Bo? ’< o (07

que qualquer funcio f € Ch(5?), deve satisfazer numa vizinlanga menov 17 C 7 C

necessaria,

5% de um ponto my € U no qual ||df|j(mo) =0, com (@ =0,7) ¢ /" C U/, para que
seja uma [ungdo geratriz central.

Condicdes muito similares valem no plano hiperbdlico nao-compacto. De (4.13) para

qualquer fungio f = 1f, € CR{H?), (p = 0) ¢ U C H? satislazendo |[dff] > 0,



obtemos

-1

SN < e

det[O* [ £
et{d*f] + 3 9 ) \Gp0p

,_
-t
-
T

—

) (20) (1)),

como a condicao necessaria que tais [ungdes devem satislazer Von € 7 C 1%, para
que sejam Tuncoes geratrizes centrais. Quando l|df||(7ne) = 0, entao, numa peguena

vizinhanca /" C U em torno de 1y, [ pode ser uma {ungao geratriz central so se

satislizer:
) i (CoN[(OFN (O _(or\ (@)
= d/f 32 i ~ﬂ — — - I (”
(5 i S dp ) \Opdp op ) \3e?) [ 177 (03]

Y € U C U C H?, onde {p=10) ¢ UV C U. Nestas equacocs,

o = LY () (LY
a dp? ] \ Op? dpdp

e, obviamente, podemos remover a restrigao p # 0 por wna troca de origens. Alter-
nativamente a (5.8°), podemos expandir f em torno de 1 em coordenadas carfesia-

nas locais e usar (5.6), diretamente.

Lema 5.1 nos dd uma condicdo necessaria, mas (5.1) nado ¢ nma condicao suficiente
para a existéncia de funcdes geratrizes centrais, genericamente, Iom outras palavras, (5.3)
implica (5.5), mas o inverso nao é verdade quando A C (T'M)y & uma subvariedade
lagrangeana genérica, uma vez que é possivel que |det(Ag)| = |det(A,)] =0, em 7 € X C
A. Ou ainda, uma subvariedade lagrangeana genérica A C (T'M)y nao é necessariamente
am grafico sobre M ou T,,M, em 7 = (m,v} € A. Porém, nio estamos interessados
mun A, genérico, apeunas naqueles que representam transformacao candnica em M, 1e.
A, = @;l(ﬁa), DM O L, sendo um grafico sobre M_ C DM. Ainda assim, ¢ possivel
que det(Ap) = det(A,) = 0, para uma transformagio canonica genérica, se dim(M) > 4.
Para ver isto, considere o exemplo simples

M = IR? % IR?, w = wir) B Wiz, = R{(}l}  id®,
Ademais, embora (5.1) nos informe sobre a condigao “grafica” de A, C (1"} )y sobre

M ~ T°M . cla ndo nos diz nada sobre a outra condigao “grafica” de L., = Oy(A,) C DM
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sobre M_. i.e. ela ndo distingue dentre as subvariedades lagrangeanas em (173 )y aquelas
(ue realmente caracterizam uma transfolmagao candnica em M ou uao. A respeito disso,

extendemos o Lema 5.1 para

Lema 5.2 Uma (uncao | = %f,_, € ChL(M), k > 2, pode ser, localmente, a Tuncao geratriz
central stapdard de uma transfonnacio canonica em M somente se ela satishzer a
condicio {5.1), além de qualquer condicio de consisiéncia central requerida para a

defini¢ao do mapa
FeM>D>U—={1TU), m— _ﬁ'(m) e (M),
via equagao central, e
0 < |dct[(‘)(]_*):cpm(—ﬁ(m))"-/f)m-f]\ < oo, (5.9)
para qualquer escolha de coordenadas locais em M.
Prova: Considere A, = fDal([,a), onde £, é o grafico de uma transformacao canonica

oM > M, o {w) =w, te L,CDM ¢éum grafico lagrangeano sobre M_C DAL

Seja v = By(7) € ¥ C Lo, Y uma vizinkanca de v, = ®u(7.) ¢ considere as

coordenadas locais {y', %% - y**} em Y. Similanneute. tome Im' o me

como coordenadas locais numa vizinhanca U_ € M_ do ponto m” = P_(7.,)

P_(v,). Butao £, é localmente nm grafico sobre M. sse
[dm'] = B_[dy'], onde
[BY] = [dm' /dy’] satisfaz 0 < |det(B.)| < oo . (5.10)

Ao contrario, s¢ L,, nao lor um grafico sobre M_, entao da definicao de -,

det(B_) = 0. Mas como ®y é um difeomorfismo, podemos reescrever (5.10) como
0 < |det{A_)| < o, onde [AY] = [9m' [027] (5.107)

pois A_ = B_ - d®y, onde d®y : TX — TY satisfaz 0 < |dei(ddo)| < co. Por outro

lado, se A, é um grafico sobre M =~ T9M, isto pode ser ainda reescrito como

0 < |det{A%)] < oo, onde [(AY)4] = [Dm’ /O] (5.107)



pois AY = A_- A7' e Ay' satistaz (5.3). Mas como

m_ = P_(7) = Eap,(—7), 7= (mn,7),

-

entio. se 7 é dado pelo mapa central F(mn) = o, gerado por [, obicmos {5.1)
corno uma condicio necessaria e suficiente para que A, caracterize. localmente, mna
transformacao canonica em M, desde que A, satisfaga (4.2), ou equivalentemente

(5.2), e seja gerado centralmentepor / = L fu via mapa £# dado pela equacio central.
o Exemplo: No plano, de (3.3) e (4.4}, (5.9) nos di a coudicao especifica
0 < |1 + det[d* f]} < oo (5.11)

mas como {5.6) ja deve ser satisfeita, podemos isolar a nova condigao a ser salls-
feita por f = ;f, afim de ser, localmente, uma [nngao geratriz central de una

transformacao canonica em MR? como
det[d*f] # —1 , VieUc it (5.117)

Porém, ja em S? ou [72, as formas explicitas de (5.9) em coordenadas locais. para f
genérico, tornam-se bastante longas e é bem mais simples checa-la diretamente, para
cada [ especifico, usando as expressoes especificas para mm_(m) obtidas de (1.10) ou

(4.13).

Condicoes similares a (5.1) e (5.9) aplicam-sc a [ungdes vao-standard, também. 15

importante enfatizar, novamente, que uma funcao qualquer satisfazendo as condicoes
do Lema 5.2 nio necessariamente gera uma transformagio candnica em A, pois cstas
condiches ndo coustituern um conjunto suficiente, genericamente. Uma anahse Mais ¢oim-
pleta é necessaria para tal caracterizagao, que estd fora do alcance deste traballio. Ao
fim ¢ ao cabo, porém, podemos verilicar explicitamente a consisiencia do I’l’]'cl.]l)él. naplicito
m.y(m_) obtido de qualquer funcao fem I/ C M, via equagdo central ¢ o mapa exponen-
cial simétrico. Entao, aquelas fungoes que fornecen mapas riy (1) bem delinidos serao

distinguicdas como:
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Definigao 5.1 Uma funcao [ = %f{, € Ch(M), & > 2, que seja {localmente, {7 C
M) a funcdo geralriz central de wma translormagio caudnica em M ¢ doravante
referida simplesimente como wina acdo centrel (local} em 7. O conjunto de todas
tais funcoes sera chamado de espaco das agdes centrais em U, denotado por A (7).

Mais especificamente, AY({/) é o cspago das agdes cenlrais standard em 7.

Claramente, lais espacos satisfazem A ({/;) C A.(l5)  se Uy D {7, Logo. se
U Uy # 0, temos que: AUy U Uy) C (AUL) 0 ALUL)) C (ALY 0 ALl C
AU 1 Uz) e obviameute, VU7 C M, A(U) O A(M) # B, 0 espago de acoes centrais em
M, nitidamente nao-vazio pois toda funcio f, = —th, h € Ch(M), é uma acio central.

para t suficicntemente pequeno.

e Ilustragoes: Os exemplos mais simples de agdes centrais sio daquelas que geram

translagoes uniformes no espago plano. Seja
=1 R = IR §—= T4,

i

que corresporde ao plano lagrangeano v = £/2, constante, em T I7%. De (4.5) temos

imediatamente que
A fa

Az

{=—J-

qual pode ser integrada como

—

fal®) = (-6 5,
médulo contantes trrelevantes. Ista pode ser reescrita cormmo um produto externo

-

Fm particular (quando £ = 0) a acao nula {ou qualquer coustante) gera a identidade,
wm lato valido para todo M. O proximo exemplo mais simples, aiuda cm espaco

plano, sfo as tungdes quadraticas homogéneas
- - =T —
f2Yy=2" - -,
onde B é uma matriz strnétrica, ou equivalentemente

Fo(&Y = Bp* + 8'¢° + 2ypq, onde B, 3,y € 2.
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Quando
/ .
~v="0, =7 =—tan(A/2}, f.
gera nma rotacao por um angulo A em torno da origetn. Nole que f,, assim como

(5.6}, diverge em todo lugar quando
A =47 .

Mas neste caso a transformacao é uma refllexao na origem, Ry, ¢ sua subvaredade
lagrangeana correspondente em T'IR? é Ar, = Tul?, que nao ¢ wim gréfico sobre

TUR? nunca. Quando
B=3=0,v=-—tauh(}/2) .

fo gera uma transformacgio hiperbdlica pura comt subvariedades estavel/instavel
coincidindo com os eixos p/q. Agora (5.6) é sempre satisfetta, mas (5.117) ¢ vielada
assintoticamente quando
IA| = oo .

N#o ¢é diffcil ver que toda acao ceniral quadratica gera um clemento a € Sp(2). o
grupo simplético homogéneo em IR?, e inversamente todo tal clemento que possa
ser centralmente gerado, é gerado por uma agido central guadratica. Note que isto
nao ¢ uma propricdade das fungdes geratrizes mais familiares da mecinica emn 1%,
e.g. f(q-,q4), para as quais Lranslagdes gerais em M = [R? também sao geradas
por [ungdes quadréaticas. Finalmente, juntando os dois exemplos anteriores, ¢ facil

ver [7] que as agbes cenlrals quadriticas nao hoinogencas,
flBy=EnT+T0- B &,
geram elementos « € 1.5p(2), o grupo simplético néo homogéneo em 2.

Na esfera, os exemplos canénicos sio as agoes cenlrals para rotagoes. Aqui, casos
standard, apenas. Assim, seja
um elemento do grupo de rotagdes agindo em 5%, 1.c. SO{3) ou SU/(2), cujo polo

(ponio fixo) é p e cujo angulo de rotagio é 2y. Como afp, 2y) = «p. —2Zy). onde
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P é o antipodal de p € 52, podemos tomar coordenadas polares para p = (\.2).
tal que v € [0,%/2]. Mesmo assim, tomamos v € [~ /2,7/2]. Com m = (.}, as

coordenadas polares usnais para um ponto m € 5%, a correspondente agao central é

it
RS
-

Julim) = =257 {8, [C1Co + S350 Cleme |- (5.

Embora esta agao central pareca complicada, quando expressa em coordenadas lo-
cals, f = if. tem a interprelagao geométrica simples mostrada na Ilig. 4.1 (a).
Agora, se notarmos que

C\, ;() + SXSGO(;:-E) = C?.')

onde y é a distancia geodésica de 1 a p, o mapa correspondente [, 8% — (T57),

é dado por (4.7) como
v o= 7 {(y/m} = YO, /0 (5.13a)
B o= T[Sk CrC pme) — OS]/ S Sipmey |+ (1= Signl (o — £))w /2 (5.13D)
e a transformacao implicita my(m_) gerada por f, é
g, = { 0,05 £ 5,505 S(o-0)] / m} (5. 1da)
or =TS, [CS — 5,CoC )] [As} +
(1 — Sign(AL))w /2, where Ay = C,5 £ 5,055 10— {5110}
onde usamos (4.10). Note que quando
m—poup, n—0

e m é um ponto lixo da translormacao (5.14), como esperado, independente do valor
de v € [0, #/2). Porém, quando
v=m/?

a transformacdo (5.14) nao & bem definida. Novamente, neste caso
alp,2v) = a(p,7) = R, : 5% — 8%,

e a correspondente subvariedade lagrangeana em (1'5%)g é A, = (1,57 )u, yue nunca

. ’ g . . ..
é wm grafico sobre T952. Podemos também ver esta singularidade explicitamente
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usando (5.7), para [ dada por (5.12), quando v = 7/2. Para ver que mi — p nao ¢

wma singularidade caustica para
vFEFL,

-

5.77). Sunilarmente, expandindo [ em tormo de

podemos checar diretamente em (

e, 1.c. com y — 0, nos da
) _ 3 1 2
fa(re) = constant + (T5,)y" + o(y”) ~ (15",
que ¢, a menos de um sinal, exatamente a funcao geratriz para rotagoes no plano,

COITl
v =p*+q°,

para qualquer escolha de coordenadas cartesianas locais (p,g) enttorno de . Ine-
diatamente vemos que {5.6) diverge sé quando v = 7/2. como esperado, wna vez

que a transformagio (5.14) ¢ perfeitamente bem definida quando 1 — p, v # 7 /2.

Line equidistant to axis

# Line equidistant to pole

’
’

8

(2)

Fig. 5.1 - Full lines represent geodesics

Em /{% nés agora consideramos as agdes centrals para alguns clementos o €
SO(2,1). Estes podem ser subdivididos em trés classes, de acordo com suas agoes

ern /{? tendo: (1) um ponto fixo real e um cixo ideal, (22) ponto fixo e eixo no
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infinito, (42t} um ponto lixo ideal e um eixo real. Um elemento da primeira classe
é caraclerizado como

= afp,2v),
onde p € H* é um polo real, ou ponto fixo, ¢ v € [-7/2, 7/2]. Estas sio rolagoes
reais no plano hiperhdlico emn torno do polo p, por um augulo 2. Tomando coor-

denadas polares para p e m: p={(r,g), m = (p, @), lemos yne
fo= 42818 [CuC, = 5.5,Clpmn] | (5.15)

é a correspondente acio central para a rotagao real o H* — I, A halerpretacao

24 s S : féric .3 it Tvyrs
geomeétrica para f = - f, ¢ andloga ao caso esiérico, com orientagao oposta. Nova-
mente, note que

c,C, -5,

et

2 Clo—ry = Oy, y = distancia (1n,p).
De (5.15) vemos imediatamente que tal agao central existe sé quando

15,1y <1 0 <y <7 (1/1S,1),

mas deniro desta vizinhanca do ponto fixo p € % [. ¢ uma [uncao real hem

definida. Analogamente ao caso eslérico, o mapa correspondente #, @ f{* — T [*

po= @4+%ﬂH—Q$QY}EC‘HLK% (5.16a)

po= T {50, Cmny = CuBol/ 50 Spmny b + (1= Signlp —e)ym/2 (5.16b)

é:

usando (4.12), enguanto que a transformacio imiplicita my{m. ) é dada por (1.13)

COINoO:

M::é”ﬂaai&g&&wﬂﬁh—wﬂm} (5.17a)

wr = xT! {5’7 [C:Y,,S'p — 5’,,@,,Cw_€)] /Wi} +

H(L = Sign(ne))n /2, onde gy = (55, £.5,0,5,5, . (5.17h)

Aqui, nossos comentarios pertinentes aos outros espacos tainbem se aplicam para as

rotacbes reais hiperbélicas: m — p é bm ponto fixo de (5.17), 1.c. px — p L pr — 1,
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quando v # 7/2. Se v = /2, a transformacdo (5.17) ¢ mal definida ¢ podemos
ver explicitamente que (5.8) diverge. Neste caso, Ay, = Ar, = T2 temos
unta caustica central. Mas, em oposi¢io as rotagoes hiperbolicas reais, existem as
rotacdes hiperhdlicas ideais, ou elementos ov € SO(2,1) da terceira classe. Estes
podem ser caracterizados de duas formas. Podemos considerar o = a{p.27) | 7 €
[~m/2, /2], p um ponto fixo ideal (onde este pode ser pensado como nm ponto
em IR° satisfazendo 2% + v* — 2% = 1, enquanto que wm ponto real em f* C IR’

satisfaz z? — (2% + y*) = 1). Alternativamente, podemos tomar
a=da&(v,e, z)

onde v € [0,00), z &€ (=00,00), ¢ € {0,2x]; (v,e) sendo as coordenadas de nm
cixo real em H?%, ie. uma geodésica em /* t.q. v ¢é sua distancia a origem e
£ é o Angulo que este arco geodésico minimo faz na origem como mostra a Mg,

z| < oo como um segmento geodésico neste cixo, seu sinal

5.1(h). [nterpretamos
determinando uma orientcao particular. Bntao, a correspondente acdo contral que

gera csta rotagao hiperbdlica ideal é dada cm coordenadas polares locais como

. 1 (& s 55 o
Falm) =25 {5, [C08,Cppmn — S.C]} (5.18)
onde
G5 Cony — 5,0, =5, . = distancia (m,eixo (v,g)).
2 (—x) o
Novamente, [ = %j;, tem uma interpretagio geomeétrica simples, como mostra a

Fig. 5.1(h).

Novamente, vemos de [5.18), que tais agoes centrais existem so sc

) (5.19)

mas nesta vizinhanca do cixo (v, €) elas sao fungdes reais perfeitamente hem defini-

das. De {4.12), seu mapa correspondente 17 : It — T H? é dado por

b= ?-1{@/\/1“(5;5;)2}EC*l{a/cf} (5.20a)

A = T {[C*,,é,,c:(@_s)ﬁSuﬁ,,]/C*,,S(w)}Jr(l+5'@:gn.((,.o—s))w/2 (5.200)



e a franslormacao intrinseca my(m_) gerada por [z € dada por (1.13) como

pr = 7[00, £ 85,0050 /
wy = =k 7! {SY,: [ WY,,C‘,JU(W_E) — 5‘,,51,,} /fi.} +

+(L + Sign{éy))n /2, onde &y = (;‘25',) 4 5':(?,)(?-'1,5[@:4) (5.21h)

A trauslormagao (5.21) descreve movimento finito ao longo de linhas equidistan-
tes ao eixo (v, €), 1.e. distancia (m4,eixo) = distancia(m_,eixo), como mostya a
Fig. 5,1(b). Podemos ver que (5.21) n&o tem ponto fixo real e é tamhém livre
de cdusticas centrais i.e. é bem definida em toda a vizinhanga do cixo {v. &) onde

’

fa € bem definida. Em outras palavras, a subvariedade lagrangeana A; ¢ TH? ¢
um grafico sobre esta vizinhanga, podemos checar miplicitamente gue (5.8) nunca
diverge. Ademais, note que, quando @ — 1, m,my e m_ todos convergem sohre
) [He, ) I g
e

o eixo (v, &), com z = distincia (1, my ). Porém, quando 2] — oo, (5.9) ¢ violada

assintoticamenle, em acordo com (5.19), que implica z = 0 quando |z| = co.

6 Composicao de Acgoes Centrais

Tendo explorado a estrutura simplética do grupoide central, tornaimos as atengoes

4 sua estrutura algébrica a [im de responder a scguinte questao: Sejain
./‘0’1 3 f(tfz S CJLR(A/[}
acoes centrais locals para duas transformagses candnicas, respectivamente.
ay,ag 0 M o~ M, an— og(m) .

Como o = ey ) é numa nova transformacao canonica em M, qual é, localmente, sua
2l ; :

acao central? Em outras palavras: Como as agoes centrais sc compoem? Comegamos

por considerar um outro tipo de potencial simplético (local) para €y, num subcon-

junto de (T'M)y:

Definicao 6.1 Seja ¢ um potencial simplético para w em I/, C M. e df =0, em

Ue. Entao, em DU, € DM, 6 == Py(() — PP2({) ¢ um potencial simplético
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local para dw e Z¢ = $3(6¢) é localmente um potencial simplético para {1y em
We C (T'M)y, ©o(W,) C DU, a ser chamado de polencial aditivo.
A razao para tal nome torna-sc obvia ao notarmos que
V1, 7o € We tal que 7y &y =7 € Wy,
a segutnte propriedade aditiva é satisfeita:
Ze(m) = Ze(m) + Ze(m) (0.1)

Devemos atentar para o falo de que tais potenciats aditivos nao conciden: com os
potenciais centrais i.e. Z; nao satisfaz propriedade (4.1), nem localmente. ¢ ndo
podemos usd-lo para a delinigio de [ungoes geratrizes centrais diretamente. Por
outro lado, os polenciais centrais ndao sao aditivos, como em (G.1), mas a [m de
compor acoes centrais, notamos entao que, em Wy, os polencials central ¢ aditivo

diferem apenas por uma diferencial exata:
Ze= ot dQe . Qe=Q0e k(W) (6.2)

Portanto, se 7, € A, , com {7} = m; € {/, ¢ dado pela respectiva acao central

standard [, € ChL{{7), entio em (TU )y N W,
Ze(m) = dfw,(mi) + dQe(r),
combinando (4.3) ¢ {6.2). Logo, se A, satisfaz (4.2) em (I'U)g, para o = ay(ay). ¢
T=7T1 0T €A, com Fo(r)=m &/

é gerado pela acdo central standard f, € CH(M), entao, em We N (T )y, (6.1)

imiplica que
dfe(rm) = dfa, () + dfo, (ma) + dx(m1.72) (6.3)
onde definimos a ingdo de fase standard yo = \g (T — IR, localmente por
xc(n: ) = Qo) + Q) = Gelm @ m) - (6.1)

Agora, usamos o seguinte resultado crucial, cuja prova ¢ referida ao Apendice A,

por usar conceltos nao definidos previamente.
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Proposigao 6.1 A funcao y¢ ¢ bem definida em todo (T"M)§ e independe de osco-
lhas para potenciais simpléticos locais em M. Na verdade ela coincide. modulo
constantes, com a menor area simplética de gqualquer dos triangulos geodésicos
(orientados) em M que possam ser delinidos por clementos (TAN¢ ¢ deter-
minados pelos pontos médios i,y e ny, que doravante denotarcmos por

Ap(m,my,mg) ou simplesmente A{m, niy, 10y).

Algumas das tecnicalidades na afirmacao acima tornam-se mais claras ao visitarmos
alguns exemplos ou trilharmeos por sua prova. Por cuquanto, devernos mencionar
que no caso do plano euclideano, a fungio area dos pontos médios A & uma tungao
anivoca e bem definida em todo JR? x IR? x IR?, mas lal nao é verdade em geral. De
todo modo, para qualquer tripla de pontos em U € M para qual A\ é bem definida

e tinica, modulo constante, obtemos das proposicoes 4.1 ¢ 6.1, via (6.3):

Teorema 6.1 Seja fo,, fa, € Ch{M), k > 2, agdes centrais standard locais para oy,
ag: M — M, respectivamente. Se f, € C%(M) é a acao ceplral standard local

para o = az{aq), entdo cla é dada por:

Jalm) = [o, A fo,(m) = St@i(m,,mz){fm (ra) + Jop () + A{mang, mz)}
(G.5)

que define a composicao standard de agoes centrais se Al ing) ¢ hem
definido, modulo constantes, L.e. desde que (1.7, 122) possamn ser os ponlos

médios de um trindngulo geodésico curto.

[sta acao composta f,, lambém denotada por fu, A f..,, pode nio existir, ou entao,
node nao ser tnica. Isto é, a subvariedade lagrangeana A, C (T'M}y pode nao
salisfazer (4.2) sobre U/ < M, ou entdo, pode ser composta de virios ramos em
(T'0Ng. Em outras palvras, visto como um produto em AZ(L7). o resultado pode nao
existir, ou entao, podem haver mais de wn.

Ademais, a regra de composicao (6.5) nao é tnica se constderarmos também agoes
centrais nao-standard, se A for compacto. Neste caso, repetindo os passos que

levaram a (6.3), para triplas redutiveis (1, 7;k), usando (4.3’) obtemos a versao
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generalizada:
dfE(m) = (lj'(i] (m])—l—cl_/'g;2 (?f@)—l—dhdi}(ﬁ,ﬁ) . (631

onde [Xdij ¢ uma representacao local para uma ungao de lase geral (’1';’1.1)?}- — 17,

dada por
[elb(F1, 7)) = Qe(A)+QLUFR) - QE (71, 7)) (6.1)
com cada QE sendo uma funcao delinida por
di)y = Z; — Z;
em subconjuntos apropriados Y/Vé C (fl’fﬁr)z Como uo caso standard, identificainos
tal fungao por:

Proposigao 6.1° Para (¢,7; k) reduiivel, a fungao [x]f, ¢ bew delinifa cm todo
(TM)2

com a menor drea simplética de qualquer dos triangulos geodésicos (orientados,

independe de escolhas locais para { ¢ coincide, modulo constantes,

t? 3

redutiveis) em M que possam ser definidos por clemento (TM) x(TM);, ¢
determinados pelos pontos médios (my, mq;m), em outras palavras, tridngulos
geodésicos com pontos médio dados e lados que sejani geodésicas do tipo 2. )

e k. Tal drea é doravante denotada por l_\f?-(m; ITRRTITAR

Novamenie, referimos & prova da Proposicao 6.17 ao Apendice A. Entao, via (6.37)

obtemos:

Teorema 6.1’ Seja M compacto e fm, fo(2 agoes centrals locais para oy, ay @ M —
M, respectivamente. Se (7, §; k) é redutivel e /% & uma agiao central local para

o = az(m ), entdo ela é dada por
f{}j( ) fdl A (12 — Sta‘t('i‘nl,??tz]{|/.{i1 ('}'1L1 )—|—/{7Q(H;',2)+/_\5‘1(?.'?, Ty, ]'N-Q)} (()5.’)

definindo a composicao (¢, 7; k) de agoes centrais em M, desde que (1, iy )

possam ser os pontos médios de um tridngulo geodésico redutivel do tipo

(4,75 k).
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Claramente, (6.5) é um caso particular de (6.5%), com Ajy, = Ay = A Porém,
devemos nos atentar para o fato de que, ao se restringir para composicoes standard
obtém-se uma regra unicamente definida de composicao para acoes centrals stan-
dard. Ao extendermos para agoes centrals gerais, tal regra cessa a ser inica. cimbora
cada caso seja bem delinindo. Por esta razao, ao cousiderar compostcoes maltiplas,

em § 7, vamos nos ater ao caso standard.

eExemplos: Casos standard, apenas. Apresentamos alguimnas ilustracoes sobre
como chegar a (6.5) diretamente, embora de forma win tanto heuristica, nos
. - .
exemplos de espagos considerados. Fornecemos as expressoes para A corres-
pondentes e analisatnos as restrigdes ndo trivials especilica gne se aplicam, em
cada caso. Para o plano euclideano, tomando o potencial simplético

[
5 (pdq — qdp),

(6.2) é cscrito como
e = 7 = Zy + d{pv, — qup).

Mas Q7 = ) pode ser recserita como

Q=p;—qgp==2A 7= w(, ),

onde £ é visto agora como um vetor cm IR* = TP[R*. Assim, ¢ é a drea
simplética determinada pelos vetores @ e ¥ em 2%, que coincide com a arca

stmplética do tridngulo com vértices (8, Z_, 4 ), como mostra a [fig. 6.1{a).

()
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Denotando a arca de tal tridngulo por Areald,#_, &4), venos que
X(7,72) = Q)+ Q(Ty) — QR o 7) =
= Ar(-:a.((”),:ff, &)+ F’\.I‘ea.((")j Ty, TF) — Areal(d, T I

()nde

ey M o g o
Ty = &y = L)

é a juncao da composicao de grupoide. Mas a soma acima é simplesmente

como vemos da I'ig. 6.1(b), que pode ser identificada como
A (:‘V:y €T, ﬂ)g) ’

COIm

Cgi - ])0(1:;) e 'E— Pg(?jl O?vgz)

+)_

sendo os pontos médios do tridngulo cujos vértices sao (), ¥y, 4y ). Bsta ex-

pressao é independente da escolha para ¢ ¢ é dada por
AT, 81, T2) =2{E AT +F ATy + Ty A F} (6.6)

que é a area triangular de centros, em IR* também reterida em {7], como a drea
do triangulo curcunscrito definido pelos pontos médios dos lados. Portanto. a

composicao de duas agoes centrals no plano euclideaio torna-se, com [; = % Ty

F(@) = fL & fol @) = States 2 {f1(#0) = fol@2) + FAF) + 5y ATy + Ty AF)

que € o resultado apresenta.do-em [7,9] e uma versdo particular de (6.3) em
JRE. Para o toro 72, equagdes (6.6) e (6.7) ainda estdao validas, mas com a
restricaio de que os trianguios tenham todos os lados com as componentes ¢ e
p de tamanhos menores que . I8 termos dos pontos médios. tal restricao de

escreve!

pr—pel </, =12 (6.8)

lgi —ql s ps — ol lor — g2]
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13 assitn (6.7), junto com o vinculo (6.8) delinc a composicao standard de duas
acoes centrais no toro,

Na eslera, tomamos o potencial simplético local
O = (1 = Coydp, em Ues = Uy = S\(0 = 1),

para obter

S5y
Zes =4s = Zp+d (27[7—] (Fg—-_:?'?—)) , om W, (6.9)
78 T

e assim identificamos, por (6.2),

. -1 l-c}'t? ruSﬁ
Q> =2T""\ =~
Cﬂ + (‘U
que coincide com a area simplética do triangulo esférico cujos vértices sao
(6,1, my) denotado por
s = Arealo,m_,my) .
Assim, stmilarmente com o plano, obtemos
Yo = Area(m],my,md),
onde
e b . byt T —
(7, m}) = Oo(r) e =g =1

é a juncao do produto de grupoide. Novamente, as arcas ¢ as geometrias
de tais triangulos, quando todos os lados tém tamanbo menor que =, podenm
ser determinados pelos pontos médios dog lados, ou cquivalentemente, pelas
projecdes centrals

g = Fy(n), m = Fy({mom).

Logo,

/r’\rea‘(ml_, mo, ) ) = Alv, g, my) = A

que, independentemente da escollia para (5, ¢ dada por

A =2Arg {oV1 = D? +iD} (G.10)



onde

o= o(m,my ) € {11}

tem o mesmo sinal que qualguer dos produtos escalares

(roviey) , (i), (00 - 1)

D = D,y my) = detlrin, iy, 1.

Aqui, th € 5% C IR® & a representagao cartesiana de produto em 5% como
vetores-colunas unitarios fR* tal que 15, & 0 produto escalar usual [ 75 000
& nma matriz real 3 % 3 usual. Para triangulo pequenos e A} < 7. (6.10)

simplifica para
A, g, mg) = 2571 (det [, 130, 1)) (G.11)

Assim, (6.10)-(6.11) ¢ a [orma explicita para A que deve ser inserida na ex-
pressio geral (6.5) para a composigao standard de agoes centrats emn 5%, desde
que a tripla (m,my,ms) seja os pontos médios de wm iridngulo estérico com
todos os lados mais curtos que 7. Mas isto 1mpoe restrigoes nao trivials em
tais poutos de §% x 9% % §% Uma andlise cuidadosa revela que qualquer uma

tal tripla deve satisfazer:
(/v - 7Ry ) (g - ing) , (i) (Mg - iy ) L (P )0 iy ) > 00 (6.12)

e (6.12) é a restricdo nao trivial que deve ser imposta em (6.5), (6.10)-(6.11),

para definir a composicao standard de duas agoes cenlrais na esfera.

0 caso do plano hiperbdlico, emnbora muito similar ao da eslera, apresenta uma

distingao sutil. Novamente, tomenios o polencial shmpléiico global
(s = (C, = Dy, Ug = H2.
Iintéo,

Zeo =7y = Zy+d{2T | SR (G.13)



do qual obtemos, por (6.2),

5,55,
C,+C,

ey —1

J = = Avea(d,m_,my)

a area simmplética do triangulo hiperbolico cujos vértices sao (0,10, eg). Uima
vez mailg, temos:

viTy, T2 = Area mlf, Ty, i) .
\ ¥ +

que pode ser ideatilicada como
Alrn,my, ma)
onde
o= rr1id(m£,mi) , Ty = n'lid(:rn]_1 ny) , Tie = 111'1(‘1(7‘1'14,\,1'n.'f)|_)
¢ cilja expressao explicita é
Alrn,my,ms) = 2877 (det [rit, 1ey, 1)) (G.14)

onde m =~ m € H* C I? é a vepresentagao cartesiana de vetores-coluna. Mas

agora notamos que (6.14) apenas faz sentido quando,
|det [, iy, ma) | < 1, (G.15)

qque é uma restrigao real em H? x H? x [{*. Na verdade, (6.15) ¢ ma condicao
necessaria e suficiente que qualquer tripla de pontos de //? deve satisfazer para
que seja o conjunto de pontos de um triangulo hiperhdlico tinico. Assini, como
no caso esfera, existe uma restricio nao trivial ua composi¢ao de dnas agaces
ceitrais. Porém, no caso hipperbdlico, tal restriciao (6.15) advém naturalmente
da propria definicao da funciao drea (6.14), sendo pois intrinsica a propria
geomelria hiperbdlica. Sua interpretagao é que os trés pontos medios nunca
podem estar muito distantes, como visto esquematicamente na Fig. 6.2, onde

H* é representado como o disco de Poincaré.



Fig. 6.2

Por oulro lado, na esfera a retricao (6.12) ¢ uma consequéncia da restricao do
grupoide (T°5%)y. &m outras palavras, existern tridingulos esléricos cujos pontos
médios nao satisfazem (6.12), mas estes nao podem ser usados na definicao
da composicao standard de agoes centrais; contrariamente ao caso hiperbolico
onde, para todo triangulo,(6.15) é satisfeita. E futeressante notar também que,
ao delinirmos triangulos pelos vértices ao invés dos pontos médios, nenhuma
restricio nao trivial se aplica (exceto a exclusao de anlipodais. 1o caso esférico,
que é wmn conjunto de medida zero em 5% x §% x §%), indicando que o mapa
vertices — pontos médios é geralmente menos trivial do que suporiamos ao
othar para IR

Assim, escrevemos a composicio de duas acgoes centrais no plano hiperbdlico
nao compacto, com f; = 1f,. e (m,m,me) satisfazendo a vestricao (G.15),

COIMoO

‘/-(TH‘J = fl A .fﬂ’a(nl) = St‘a't(wﬁll,i?m] {_/1 (7-“'1) + .1‘2(7”’2) + 5'—1 (det [7?:' ﬁ:'h 7ﬂ2])}
(6.16)

7 Composicoes Miultiplas

Até agora vimos como duas agbes centrais standard podem se compor em uma
nova, via (6.0). Agora, queremos generalizar isto para a composigao de uni niimero
arbiirario de acgdes centrais standard, sempre que possivel. Porém, isto deve ser feito

com algum cuidado, assim comegamos com a composiciao de trés agoes. Suponha



que fu, A foy, dado por (6.5), seja uma iinica a¢ao central standard em {7 C M,

assim como f,.. Usando (6.5) novamente:

(fery A Jag ) A fu (1) = Sta.f,(mfﬂn_a) {fo, & oo, (07 4 S () + A’ i)}
= Sta't('fn",ﬁi:;) {Sta‘t(?nl,mg) {‘/l(.” (T”’]) + ‘f}\'2(7"32) + A(T“": Thy H ?“2]} —'I_

.- ' :
+ faa(mng) + Al my,m)}
Agora, se a solugio exisle, 1sto pode ser reescrito como:

Stat(ml ;Mg ,ma) {frxl (7”’?) + fcrg (?”'2) + .f‘(x:n.(T”‘fi]{»

Statgny {A(m', my,me) + Alnd, ms, m}_}}

Mas, com rny,my, my resiringidos pela condigao de estactonariedade, via cquacac

central (4.3),
AGn' iy, me) = gi(m') e A(m' ymy,m) =: ga(m)
fornecemn mapas hem definidos
(;’1, G’z s —s (L M)y

sob hipdtese de que tanto fo, A fu, € (fa, & Jay) & fun 580 agdes centrais bem
definidas, i.e. que as condicdes de estacionariedade possuem solu¢ao wnica, Lanto
parcial quanto completa. Entao, da forma da equagao central ¢ do carater imvolutivo

do potencial central:

a condigio de estacionariedade em m/' implica
Gh(m) = —Gla(on).

Do mapa exponencial simétrico, isto significa que os dois triangulos compostos for-
mair: uin tnico quadrildtero, i.e., seus lados centrados em m/ sao precisaimente opos-

tos um ao outro. Em outras palavras, temos que

State,n {A(m, my, mg) + Alm! ma, )} = Py, mg, e, ) 7.1
()



=1

onde Fy(ing, my, ms,m) é a area simplética do quadilatero definido em (7.1}, cujos
pontos médios sao (rmy, mq, 1y, m).

Genericamnente, vs quatro pontos mdédios nao determinam o guadrilatero unica-
mente. Porém, se todas as suas decomposigoes triangulares resultam em iriangnlos
definidos por elementos em (TM)2 apenas, entao pela proposigao 6.1 and (7.1),
Py(my,maomg,m) é a menor area simplética de qualquer destes quadriliteros. a
menos de constantes. Qualquer degenerecéncia em sua geometria, que scja wina
fungao continua em m’, ndo altera sua area simplética, por (7.1). £ qualquer outro
quadrilatero “do tipo (T'M)y”, no sentido acima, tera a mesma area simplética. a
menos de constantes, pela proposicao 6.1. Com a palavra standard subentendida,

apresentamos este resultado como:
Lema 7.1 Seja [, € C&L(M), k > 2, localmente uma acao central para A, C
] X i ] ety b " | T
(T Se foa; D foy © faw O Jon S0 agbes cenirais inicas em {7, assim como
(,/lu] A f[xg ) A fa3 jal A (fcx'g A _I(_):':}.)J e[l["éfo (frxl A _I.(xz) A I(.x'g - ‘fr.n A (_/.rs-z A ,In;;,) (‘:
dado por
Jor D fog B Joa (110) = Stabinn, mponay 1S (100) + Jaa(rnz) + [ ina)+
+ Py (e, ma ms) ) {7.2)
Py(vn, g, my,ms) sendo a menor drca simplébica de qualquer quadrilatero
(ovientado) que possa ser decomposto ent triangulos definidos por clementos em

(TM)? apenas e determinados pelos pontos médios (12,7101, 112, 13}, a menos

de constantes.

As coudicoes de existéncia ¢ unicidade sao bastante dificies de assegurar de infeio,
em geral. [ claro que, se qualquer [,, ou composicao intermediaria nav ¢ uma
acdo central, a composicdo tripla é sem sentido. Por outro lado, se wima composicao

intermediaria nac é unica, por exemplo

j-m /—\u’ﬂz = {glagi} )
entdo podemos proceder com

{91 A fans 92D [ }
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da mesma [orma, mas a composi¢ao linal

Jor & for) & Jas

nao ¢ garantida de ser associativa, ao menos em principio. Porém, se todas A, ;\(.,,1,_j
sao compostas de ramos tal que um destes possa ser consistentemente distinguido,
por alguina razao particular, assim como sua ac¢ao ceniral correspondente, entdo
podemos aplicar Lema 7.1 exclusivamente a este conjunto.

Mencionamos ainda que poderiamos ter nos aproximado da composicao de trés aqoes
centrais por outro angulo, comecando com a propriedade associaliva do grupoide
central (1°M)p, e usando (6.1}, (6.2) e (4.3) diretamente para as irés agoes, obtendo,

em We N (1),

dAf () = df, () + df o, (ng) + df e (rs) + ({'\-’g;){'ﬂ SToaTa) .
onde

XN r1 o, m) = Qelm) 4+ Qelra) + Qelma) — Delr o ma 1o 73) -

Entio, sob as condi¢oes do Lema 7.1 sabemos que

}((3) (71,72, 73) = Palrn, g, g, my)

Ja = foq & Foy & o
anicamente dada por (7.2).

Finalmente, uma cuidadosa reinteragao de todos os passos que levam a (7.2), comn

todas as condigoes intermediarias de exisiéncia e unicidade, nos dao:

Corolario 7.1 Seja f.,, € CH(U), U € M, k = 2, localmente agoes ceulrais stan-
dard para A,, C (T'U)p. Se todas as composigoes ordenadas intermediarias
j(x; A .I(xi+1) .I‘()’,‘ A (j(.l’”,l A fr,y,;+2)} ((jcxl A je’.\’l‘+1) A ./rx,+2) A _/(,l’;+_’{7 S;:]O '(L(}_‘.(‘J'(‘S C‘]‘I][‘l‘a']s
tinicas ern {/, entio todas as sequéncias ordenadas de 7 composigoes sao iguais

e dadas por:

Jor & Jay & - B fozn(?n) - Sta’t({mi}) Z.I"(re(7n"i) + Lora{m{mit)



pey]
=1

Py (e, {in; ) sendo a menor area simplética de qualquer (n 4+ 1)-poligouo
orientado que possa ser triangulado por elementos definidos em (7'M)2 apenas

e determinado pelos pontos médios (m, {m;}), a menos de constautes.

Novamente, se a unicidade falhar mas, por alguina razio particular, um conjmite unico
de agoes centrais possa ser consistentemente distinguido, entao podemos usar o corolario

7.1 para eslas agoes centrais standard, exclusivamente, como faremos em § 8.

o Exemplos: Para a composicao de trés agoes, primeiramente o plano enchideano,

que j4 apresenta uma propriedade interessante. De (6.7) duas vezes e {7.1). temos:

|
51)4(3:,:1:],;1:2. 4) = Statg {11A£3+13A’L+L A (F) — Ty + 75 — T}

= — T Ey -2 =10. (7.-1)

[ista condicao signilica que (&, {#;}) sdo os vértices de nm paralelogramo com dia-

gonals

Mas isto é verdade para qualquer quadrilatero emn MR, e, scus pontos médios sao
vértices de um paralelogramo. Inversamente, dado qualquer paralelograimo em I?%,
existe uma {amilia continua de quadriliteros circunseritos cujos pontos médios sao
os vértices do dado paralelogramo. Tal familia pode ser parametrizada por um dos
vértices de cada quadrilatero circunserito ou, equivalentemente, pelo ponto medio
de uma das diagonais, como @’ acima. De acordo com (7.1}, a drea simplética
1 . . hodd . oyt - . l - = S l 1] N
independe de 7, sendo dada unicamente como duas vezes a area do paralelograimo
inscrito:

L W o o e e i o .
—P(#, %1, 0, T3) = LY NFo+ T3 AT = (5 — ) A (T — Fa).
Assim, a composicao de trés agoes centrais em M2 torna-se, usando a convencao

fi= Y,

,fl AN j'Z AN fS(‘,E) e ’Sltat(fhfg,f:g] {_/1(.’{[) + f‘Z(:E'Z) + ‘/3(’?_3) + F A lfal + .'l-:'z A .'F_‘;}
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com (¥, {Z;}) sujeito a (7.4) e sob as condigdes necessarias de existéncia e nnicidade
apresentadas no Lema 7.1. No toro, a mesma analise e resultados se plicam, mas

agora sujeitos a restri¢ao (de grupoide standard) extra:
lg = qibylae — ail lp—wils I — sl < wf2 05 =123 (7.G)

No caso esférico, por outro lado, a ambiguidade acima cont relagiao a geometria dos
quadrilateros inexiste, ao menos quando consideramos apenas aqueles quadriiateros
definidos por elemenios que se compéemn em (T°.5%)g. Entio, como para os tridngulos
esféricos, uma bijecdo entre os conjunios de vértices e pontos médios permite nma
definigao unica da geometria do quadrilatero, naoc apenas sua arca, de qualquer
maneira. Ou seja, cada quadrilatero & unicamente deferminado pelos vértices ou
pelos centros e a unica restricao, no conjunto de centros deriva das restricoes do

grupoide (17'5%)y. Denotando
Oy = 1y -1y = coseno(distancia(rng, my;))

podemos escrever a area de quadrilateros convexos que sejain decomponiveis em
tridngulos pequenos, 1.e. |A| < m, como

1 i
N -1 - -
;P4(ml’ Mo, T, 1) = Opags - O {01200 + CasCin — Cralha ) (7.7)

onde 34 = £1 ¢ a orlentacao do conjunto convexo (1, iy, 1y, 11y ) ¢ as restrigoes

de grupoide nos poittos médios destes quadrilateros simples torna-se, denotando

Dy = det[rng, g, g

Dsa3, Daza, Daar, Dz > 0 (7.8)

Portanto, podemos escrever esta composigao mais simples de agoes centrais em 57,

sob as hipdteses de existéncia ¢ unicidade do Lema 7.1, com f; = %f}ri, comoe:

fl A ./Z A fB(Tnfl) = Stat(ml,mg,mg} {f}(’nl) + fz(?'fb'z) + ‘/.3(3"'3"3) +

T1234 C_][Ciz(j:sq + (3 Clay — CisCa] } (7.49)



onde os {rm;} entao sujettos a restrigio (7.8}.
Para o plano hiperbdlico nao compacto, a funcao arca de centros para quadrilateros

Cconvexos & similar:

1 — & y SIAl y "t ~
51’"’4(?”},?1{,2,II'L;5,?IL4) = 234 - @ 1{(./12(*34 + ("g:g(n;i - (r;;;(.fg.r]} . (il“)
onde

éij = cosh {distancia (rre;, ;) .

Novamente, como para tridngulos hiperbdlicos, as restrigoes nos pontos médios sao
mtrinsccas a geometria hiperbdlica e podem ser oblidas dirctamente de (7.10}. 1.0,

(1,72, 1R3, T4} convexo deve satislazer:
[CioClyy + CogClay — ChaClay] < (7.01)

¢. como no caso de eslera, cada quadrupla de centros satisfazendo (7.11) determina
um nico gquadrilatero convexo hiperbolico e vice-versa. Logo, esta composicao mals
stmples de trés acdes centrais em [1%) sob as hipdteses de existéncia e unicidade do

Lema 7.1 ¢é escrita, com fi = £ foi e {1} sujeito a restricao (7.11}. como:

f'l A j'ZA ,]%(7714) == ’9iat(7n].mg,?n;.:){f](rnbl) + .f’),(”l'l) + ‘f.?_K(;""-"I'ﬂ) +

T1234 - Owl[élzé:m + 6123(\-74[ - (v’vlz's(:"v'zfi]} - (7.12)

Além de fornecer equacoes explicitas para composigées de trés agdes centrais. a discussao
acirna ilustrou alguns tipos de restricoes a que os pontos médios, ou centros (os arginmentos
das a¢oes componentes) estao sujeitos. A respetto disto, o plano euchdeano apresenta a
propriedade de que, quando o uimero de agoes componentes ¢ par, nenluuna restricao
se aplica, mas quando o nimero é impar, existe wina degenerecéncia na deterninagao do

2¢-poligono, de seus pontos médios, correspondendo a uma restrigao funcional inear

(](1—1‘, 'rEla o 52!341) =10

nos argurnentos das agoes centrals componentes. Para o toro, ainda ¢ nccessario acres-

centar as restricoes de grupoide.
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Por outro lado, nos casos curvos estudados, tal degenerecéucia ¢ sua correspondente
restricao extra nao estido presentes. Ao considerar somente aqueles poligonos e sio
obtidos por composicoes reinteradas no grupotde central standard, ha sempre wima bijecao
cutre os conjuntos de centros e de vértices. Eny 17 restricoes intrinsecas existem para
os pountos médios, porém, que aparecein explicitamente ua luncao area, qualquer gue
seja o ndmero de acdes componentes. 15m S?, apenas as restri¢tes do grupoide central
(standard) sao aplicaveis, em todos os casos.

Uma outra forma de ver estas dificuldades com respeito a degeneréncias ¢ restricoes
extras é a seguinte: Seja (1n, {1y },) um candidato para o conjunto de pontos médios de

um (n + 1)-poligono emn M. Ainda, para cada m;, seja

Ry : M — M

“

a involucio correspondente, cujo ponto fixo € ;. Iintao, a existéiela de wm {0+ [)-
poligono circunscrito aos centros (ne, {rn;},,) é equivalente & exisléncia de um pouto fixo

para o simplectomorfismo
7)71-+-| = Jle : /’ng oo ,Rm,, ' Rm M — M.

Agora, em IR*, quando n é impar P,y ¢ mma translagao, veja (2.1). Poutos fixos existem
apenas quando esta trauslagio ¢ a identidade, quando todos os pontos sao lixes. Para a
eslera, por outro lado Ppyy € SO(3), ou SU(2), Vi € IN, e sempre existe um ponto fixoe
(na verdade dois). Porém, em H? P,y € SO(2,1) e pode on nao haver um ponto lixoe
em % Vn > 2, mas quande ha, cle é 1inico.

Nds nao apresentarermos aqu: uma caracterizacao explicita das composicoes miltiplas,
para n genérico, em todos os exemplos. O leitor é referido a [7], para o caso R%. Ao lnvés,

no préoximo paragralo vamos estudar uin limite particular para (7.3), quando 1 — oc.

8 O Principio Variacional Central

Nés agora concentramos na relacdo entre as descrigoes centrais das transformagoces
candnicas finitas e infinitesimais, i.e., na relacdo entre acoes centrals finmtas ¢ infinitesi-

mais. Para este [im, considere (o) = {(.YLJ’)}T, uma sequencia continua de transformacoes



fil
cantnicas em A evoluindo da identidade oy = td : M — M, tal que
Vo, y,z,t € [0,T)tgq e +y+2z=1,
as seguintes propriedades valem.

o) M — M satisfaz (o) (w) = w,

= ((,rffﬂ’] . (I,SL']) . (,\'E}J) = (J"Lﬁ_jz . n-_ﬂ.‘”

a = ol = a‘:J“y(_a?(f) a9y = oo+ r.lfgﬁ,’,

e também

gy, = agt] cay = oy +ole) , quando € — 0,

COITL

o) id M - M.

Onde oft) é a transformacio candnica infinitesimal definida pela fungio hamiltoniana /(7).

via equacao de Hamilton ou, equivalentemente, pela acao central infinitesimal

j.(xgt) = —eh(t),

via equacao central (4.3). O parametro t acima, ¢ usualmente identificado como “tempo
Assumimos que as hamiltomanas nac-autonomas sao continuas em £, t.c. fluigdes contiituas
em M x [0,7], com

AL # B(E) |

em geral. De acordo, denotamos i(0) = /i ¢, se
R(t) = h, Ve € [0,7T], dizemos que h é aulonona.
Neste caso particular, £({) = h, temos que, para t € [-1, 1]
()™ = vy,

Mas geralmente, i.e. L(&) # h(t'), tal inversibilidade simples é apenas satisfeita cin inter-

valos de tempo muito curtos i.e.

()t = cv(_ti apenas no mite g — (0 .



Eim outras palavras, o lluxo de {a;}r é localmente hamiltoniano (autonomo). mas nao
globalmente.  Assim, procuramos as agbes centrais para o, dadas em termos de A(7).
Para alcangar cste objetivo usaremos os resultados do paragralo anterior mas, ao fazé-lo.
deveriamos nos certificar que f,, existe ¢ é dnica ¥i' € [0, £], em principio. Na verdade,
ambas as condicoes podem ser relaxadas neste caso particular, como veremos adiante.

Fntdo, obtemos:

Teorema 8.1 Seja («)r uma sequéncia continua de transformacoes candnicas nim espago
simpléiico simétrico M, evoluindo da identidade, como acima, tal que quando ¢ —
0. al? ¢ a transfomagio candnica infinitesiaml gerada pela harnilloniana 2(¢). on

£

equivalentemente, pela acio central —eh(t), onde A(t) = L, 1) é continna em 1.
(v

~ ~ 8} .
IEntao aonde quer que a agiao central para a;, = ay ° exista,

Juelim) = W (m) = Wi (n.t)

ela satisfaz o Principio Variacional Central:

e

¥, (m, 1) = Stat, {— / B! (1), ) dl" + 55',,11)} (20,1, (
”
para um famihia de caminhos continuos
v:l0,1] —» M
geodesicamente centrados em rn onde, por definicao.

{Bwh(m,t) = [Faw] (m)

é a drea simplética entre a curva v e a geodésica de v(4) a v () centrada etu 1. como
mostrado na Fig, 8.1. Esta funcio area é bem definida, a menos de constantes, desde
que a geodésica seja tal que o circuito completo fechado scja redutivel. Adeinais. os
caminhos estaciondrios » que resolvem (8.1) cotncidem com as trajetorias classicas
no espaco de fase que descrevern a evolugio contintna de {0) a v (1), geodesicamente

centrada em m € M.
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acOes centrais para a,, ein I/, Ademais, os outros conjuntos de calaslroles centrais

1
Tt

para A,, {7, }? na Iig. 8.2, ndo cstdo conecltadas a A, logo S ¢ na verdade e

acao central continuamenic deformada da identidade na vizinhanca masor ot

U c U)o M sendo limitada apenas pelo conjunto de causticas centrais Dt

n —

Vi € (0,1,,). Isto significa também que, para lais valoves de 17 . '{EH existe, aléem de

ser continuamente deformada da hamiltoniana, em {7} C M.

Estamos agora prontos para aplicar o corolario 7.1 a

1 1 1 1 y S
S = AL B & P v
tf1 tfr tfr Yt

[sto ¢, a continuidade de [, substituiu a condicao de wnicidade.
Assim, do cardter involutive do potencial central 7, via cauacao central. temos gne
froa=1 = Ja_. = —fao, 0 que implica fo_, = +eh + o(e?). O mesmo sendo verdade
N i I A Y 3
para f o = eh(t’) + o(e”).
Entio, tomando r — oo, podernos scguramente fazer a aproxumagao

8 | G

! o 1
f:?(q = ",r_./l'(i;) + o((t/v‘)d) Y :—1;‘;(/,::) ;
Fepe



pata obter, em {7} C© M:

[
=

' . -t :
‘/'(L(_m) = lim [Statg.n,) E (—-) B 28+ P (e, {3 )
r—n0 ® ‘ T

=1

onde

ml=m/ (1), 4 <ty €10,1] .

Agora notamos que (8.2) toma a forma (8.1) ao identificarmos

v= lim{{m'(t)}): [0,4] = U C M

P00

como wna curva conlinua salisfazendo
Po( @y (w(0), w(1))) = e .

Ao passar da (8.2) para (8.1), esta drea ¢ integranda via wm limite {(r — ) da
drea de(r + [)-poligonos cujos pontos médios sio (e, {rni}, ). quando ¢ dos lados
tende a zero enquanio o outro tende para a geoddsica de !l a e contrada em
m. Para ver quc o caminho estaciondrio é a trajetoria classica com extremidades
geodesicamente centradas emn nr, notamos que cada pequeno lado do (4 1)-poligono
¢ uma geodésica que, no limite de intervalos de tempo muito curtos, i.e. de lados
muito pequenos, coincide com o fluxo hamiltoniane de Az}, 7). que & centrado cm
m', como diseutido em § 4. Logo, tomando o limite 1 — oo de {2//(#} ]}, oblemos

um caminho que é sempre tangente ao fluxo hamiltonianoe focal. em outras palavras,

que converge sohre a trajetéria classica.
De inicio, (8.1)-(8.2) seria aplicdvel apenas aquelas agoes centrais que sao continna-
mente delormadas da hamiltoniana i, em U] € M. Porém, se [, udo ¢ deste tipo.
sempre é possivel decompo-la na lorma

SRS -1 ol i 1 -1 o
Jow = jau’) A./H(r?) Ot ,f{\.(:ur:”) s ('/‘*(MA'/“&(’]J cetbe..

L=t —tf ¢t (

onde cada componente “menor” ¢ continnamente defomada da hamiitoutana f({")
apropriada, em cada cada vizinhanga apropriada. Logo, estas podem ser eserttas

como solugoes de (8.1). Porém, as leis de composigio de agoes centrais (6.5 e 6.57),
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mais o [ato de estarmos compondo acdes centrals para a sequéncia conlinna {aly.

i

hplicam que as trajetérias /) p” se compoem em nma tnica trajetaria continua

para cscollias apropriadas de f! j'IU,,, com as areas correspondentes $ie e Foan
()(

oy n‘
somando para . Para ver isto, noimnos que a condicao de estacionancdade para
m' em (6.5) impica, via equacio central, que [Bw]" (/) e AQn' i) Tornecen
mapas de m’ em elementos reciprocamente Hiversos em T ML o e via niapa

exponencial simétrico, nos diz que estas se compoem mumainica ligura gevmiclrica.

Repetindo a nalise com m”, temos que

[ow]" ("), [Bow]” (") e Al n™)

coOmpOCITN-se em
(B (m) = {Faotlm, 1,

para { = '+ 17, usando o lato de que v = »" o', desde que a composicao scja
redutivel, i.c. desde que o tridngulo de composicao A = i}.f"j seja um circuito re-
dutivel, o que significa que a geodésica de v(1) a v(0) centrada cm e 6 1al que ela

fechia a trajetdria v mun circnito redutivel.

E dai em diante... segue que [, pode também ser escrita como solugao para (8.1
mesmo quando ela nio ¢ continvamente deformada da Liamiltoniana, o que significa
que, para algum (m/, 1) € M x [0,1), fo,(m') nao existe, i.e. 1’ é wmasingnlaridade
caustica central para A,,, {' < t. Logo, embora f, . nao exista em todo Al para
i <1, ¢ [, nao scja sempre deflormada da fungao hamiltonlana & continuamente,
onde quer que [, exista ela pode ser escrita como solugao de {8.1). com » seundo
uma trajetéria continua, v [0,4] — M, e e osendo o centro da {curta on longa)

peodésica de w{t) a v(0) que lecha a trajetdria mum circuito redutivel.

Teorema 8.1 generaliza para os espagos simplélicos simétricos curvos o resultado pre-
viamente apresentado apenas no espago cuclideano [7,9]. 1S wm principio vanacional real

que ¢ invariante ao menos por translormacdes gerats em M que preservem a mclrica ¢ a
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forma simplética. Mais ainda, cla ndo requer qualquer decorposicao local do espaco de
fase M em subconjuntos lagrangeanos. Ou seja, é completamente adaptada & geometria
nao trivial de M.

Além do mais, em oposigao aos formalismos coinplexos, este principio variacional real
tem apenas trajetorias classica reals como solugdes estaciondrias de (8.1). A novidade ¢
que tais trajetdrias sao restringidas em seus centros geodésicos, ao invés das mats{amiliares
coordenadas lagrangeanas (locais) de suas extremidades. Portanto, ao resolver para os
caminhos estacionarios em (8.1}, apenas o tempo ¢ ¢ o centro m sao mantidos [ixos.

Finalmente, a prépria agio central ¥p(m,t) lornece, via cquagao central. a trans-
lormacao finita (0} — v({) e, dada sua explicita relagao com as geradoras infinitesimais
him, t), mais o fato de que é wna funcao real em M < [0, 7], W, pode ser vista como uma

extensao para tempos linitos da funcao hamiltoniana.

9 Ivolugao Temporal de Ac¢oes Centrais

Acabamos de ver como o principio variacional central [ornece, ndo apenas as trajetorias
classicas obtidas pela condicao de estactonariedade, mas também as acoes centrals gue
geram as iransformacgoes candnicas [initas ¢ que podem ser vistas como extensoes para
tempos finitos das fung¢oes hamiltonianas. Agora vamos investigar a evolucao temporal
destas acoes contrais. Isto pode ser feito de duas mauneiras.

Primeiro, podemos examinar a evolucao temporal de W, (n, ¢}, para m fixo. Emoutras
palavras, investigamos 9W, (e, t) /0L,
Bem, a variagdo total de Wy{imn,t) com respelto a { depende da direcao de e Deno-

tando &1 = £, temos:
e Vi(Walm, 1)) = & {DUn(m, 0)/3L+ 1R dW ()} . (9.1)
Por outro lado, de (8.2),
£V, (\Pﬁb(m)) =—&-h{v(l),t)+e- {;;J d[ﬁ,w]i(m)} + o), (9.2}
pois Ui (m) é estaciondrio em v e portanto sé os lermos em (61)% contribuemn, onde

o ((5;})2) ~ ofg?) .
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Na equagao {9.2) estamos pois aproximando o novo caminho v, pelo antigo v, ic

consideramos apenas vanacoes infinitesimais na extrenidade v(£) ao longo da mesma

trajetorta classica v : (0,1 + ) — M. Via equacao central. temos
£ = P
AV =df,, m — T,

enguanto

(i[sﬁ,m]t’ S — T, .

Mas, por construgao,

Teyy = Ty = (i):l(ff((}]) J/(!'))

e portanto

dWi () = d|F,w] (m)

onde agora identificamos Wi (m) = W} (n, 1) como nma acao contral gencrica. Disto ¢
mais (9.1)-(%.2), usando que (rn_,my) = (#{0), (1)), tdentificamos:
AW (in, 1)/t = —hi{my, 1) (9.3}
mas como
(r_,mn, ) = (In('rm) = @, (m, ﬁ;t(m)) ,
Iﬁﬁz sendo o mapa m — (mL delinido por dff, = d¥} via equacao central, podemos
escrever
g = ap,, ("f‘F(i,(T”«)) ;
e denotar Ly, t) =h (E:I;p,,, (—I— ﬁ(‘;n(m)) ,1’,) OO
H [ (m, )] = b (Bap, (+£5,(m)) 1) (0.1)
definindo o Iuncional 7 em A (7). Assim, (9.3) pode ser reeserita como:
W (o, ) O+ HI[Wa(in, L)l =10, (9.5)

que é a versao central da cquacio de Hamillon-Jacob:
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¢ Exemplos: No espago plano, eq. (9.5) toma a forma explicita:

L

OW(E, 0[O+ W~ 5 - (DW(F.0)/07). 1) = 0 (9.6)

como apresentado em {7} e derivado primeivamente em [13]. Nos espacos cirvos.
porém, sua forma genérica explicita em coordenadas locais pode ser bastaite com-
plicada. Por exemplo, em 5% e /1?, é hem mais Facil usar (4.10) ¢ (4.13) a fin de
veescrever I [ (m)], para cada fi. Como exemplo mais simples, considere em 52 a
fuungao hamiltoniana

h=—Ch,

geradora de rotagoes infinitesimais em torno do eixo {(ou poles) sul/norte. Usando a

convengao Wi = [, = 2f, de (4.10) reescrevemos a versao standard de (9.5) como

a1, 0/ — % CoJ L — (8J(0,0)/30) =0 | (9.7)

onde denotamos [,(0,¢) = f(0,1), explorando a invaridncia cim @: e lembrando que,
a0 recscalar Wi = f,,, devemos também reescalar b, e portanto 7 pelo mesmo
fator. Pode-se chiecar explicitainente que a agio ceulral dada por (5.12). com y =¥
el = 2v, satisfaz (9.7). Uma analise completamente andloga sc aplica as rotacocs
em torno do polo real p = 0, cm H?. Demais exemplos sao considerados de [ormas

menos siniples mas inteiramente similares.
I'inalmente, notainos que podemos reescrever a equacao (9.1} comor
V(L (n)) = AW () /Ot + T, d WL (in)
para m = 0y, definido por
By|w = —dg ., g€ CLIM) .
Ou seja, usando (9.5), obtivemos:

Proposicao 9.1 Sejam g, h € CE(M) e Wi € A(U), 1/ C M, onde W é relacionada com

h via principto variacional central (8.1), para um dade tempo ¢ € f7. A\ derivada
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temporal de W) “ao longo de ¢, .. na divecio do [luxo hanmiltontano de ¢. denotada

por V{(W}). ¢ dada por
Vi) = { W, g} — (v 9)

onde { | } denota o paréntese de Poisson e o [uncional #1 ¢ definido por (9.1) via

equagao ceniral.

Devemos atentar para que o lado direito de {(9.8) envolve derivadas parciais em M
somente. Particularmente interessante é o caso onde W é sabido de ser ivartaute mnma

dada direcao v,
Vi(w;) =0, dando {Wh, g} = H[T}] (9.9)

como wma relacao direta entre o funcional #H e o parcrnitese de Poisson com ¢, fnversa-
mente, qualquer fungio g € C4{U/) satisfazendo a segunda parte de (9.9} deline curvas
[y [0,T] — U C M. ao longo das quals W, é constante. O outro caso particilarmente
interessante é quando {¥i, ¢} = 0, no qual V{{W,(ne, 1)) = dW,(m, 1)/, compulavel

pela versao central da equacao de [Mamilton-Jacobi.

10 Conclusao

Nesta tese apresentamos um formalisimo geral para descrever sistemas dinfunicos classicos
definidos em espacos simpléticos simétricos. A distingio essencial deste formalismo esta
no lato de que as acoes sao lungoes reals no espaco de lase. Assin, vimos coino estas
acoes sao delinidas ¢ geram transformacoes candnicas hinitas implicitamente via equacao
central e mapa exponencial simétrico. Depols, vimos conto estas so compoe via uma
{érimula singela envolvendo a drca t{riangular (poligoual) de centros ¢ como clas estao
relacionadas com as geradoras infinitesimals via mn prineipio variacional real de grande
simplicidade geométrica que determina as trajetorias classicas. Finalmente, vimos como
estas “hamiltonianas para tempos finitos” obedecent a unia equacao de Hanuslton-Jacobi:
¢ providenciam uma mistura particular desta equacao com o formalismo de parénfescs

de Poisson. Novamente, tal 50 é possivel porque estas acoes sao [ungoes reals 1o espago



de lase, mas talvez esta propriedade distintiva ainda esleja por ser mais completamente
explorada.

Pois a caracteristica marcante do formalismo de Hamilten, que posicao ¢ momento
estejam em igualdade, que é uma propriedade explivita de espacos simpléticos gerais o
[ungoes hamittonianas, nao havia ainda sido extendida para a delinicao de acoes. a nao
ser 110 caso euchdeano, recentemente, ou em variedades Kahler, soly lorma complexa.
Mas, enquanto as fungoes hamiltonianas correspondem aos geradores de transformacoes
canonicas wfinitesimals, comn respectivas estruturas de paréntese de Poisson ¢ Lic estando
intimamente relacionadas, as acdes geram sunplectomorfismos Ouitos, correspondendo
portanto aos clementos no grupo de Lie das fransformac¢oes canonicas. E assim como
clementos do grupo podeni ser relacionados a elenrentos na algebra, tambén acoes podemn
ser relactonadas cormn hamiltonianas.

Eaguanto que previamente, hamiltonianas e acoes eram objetos matematicos distintos,
ou seja, distintos tipos de fungoes, estas sao agora apresentadas de forma homogenea como
fungoes reais no espaco de fase, enfatizando, portanto, a caracteristica do formalismo de
Hamilton e abrindo novas possibtlidades para um entendimento mais profundo ¢ completo
do formalisino candnico da dindmica clissica, com polencials consequéncias por grande

parte da fisica moderna.



Apéendice A: A Respeito das Provas

Aqui apresentamos uma prova sucinta das proposicoes 6.1 e 6,17, Para maiores detalhes,
referimos a [14] e especiahmnente [13]. Ista prova bascia-se numa constrigao malenaiica
[3c.11] que cousiste, essencialmente, na construcio de um fibrado principal S sobre mna
variedade simplética (M, w) com conexao a cuja curvatura é w/A. Denotamos tal fibrado
por

S (SM o) S (M,w/A) |, doo=7(w/A) .

Estes fibrados existemn (sao bem definidos) somente se

l N
mﬁégw:pEZZQ

onde B & qualquer 2-superficic orientada ¢ techada sem bordo em M. Quando M tem
dimensao 2, B = M, sc M é compacta, caso contrario 5 = ¥, Aqui, A pode ser tonmado
como uma constante auxiliar que podemos até fazer igual a zero, no final.

Para extender esta construgdo ao espago de {ase duplo [16], identificanios

SDM = (SM_ x SM,)/S",

(Wi,q:of) sendo o mesmo fibrado principal sobre M, a menos de nma mversao da
conexao. ¢ o quociente é tomado com respeito a acio diagonal de S' C T2 e SM
SAM . Na verdade, escolhiemos a conexao cuja curvatura é —dw/ A, logo poderfamos talvez
denotar este (ibrado por SDM. Mas, para simplificar a notacao ¢ seguindo [1H]. vamos

manter SOM. Assim,
§U o (SOM,[6a]) T (oM, —sw/)
d[—da] = [7]*(=w/A) ,
cujos elementos sio denotados por
[0, "], onde (7,6') € SM_ x SM,. .

Entao, escolliendo os elementos de identidade da forma

[0-7 O—] ?



extendemos a composicao de grupoide de DM a SDM por

ERA RS N

Depois. trazemos de volta (pull back) a estrutura de SOM usando o mapa exponencial

simétrico {restrito) para obter um fibrado (trivial) sobre (1'M )y, denotado por (ST°A .

Fm seguida. consideramnos as seqoes (T'M )y — (ST M)y que sao obtidas via transporte

paralelo, sobre as fibras de F, dos elementos de identidade em (ST A ), estes ailtimos

lixados pela escollia acima et STM . 19stas segdes polarizadas
g (T'M )y — (ST'M)

sao tals que, se (1y,72) € (TM), entao

5(1(7'1 ) ) 5[1(7'2) = ep{m & Tz)f\rL)(Ter'z) .

onde
Ko: (TM): — &
¢ a holonomia sobre o triangulo de composiciao em M, que pode ser identificado com
2

Eaxp { X'AU(?'H., Ty, 'm.-z_)} \

para

iy = 1y(7), m= P{n 07,

onde

Aqglrn,rey, ry)

denota a area simplética, modulo 274, do triangulo geodésico curto com tats pontos

P , . . N N e s V2
médros. Isto também significa que Brp {§A0(7n, ?’n,;,mg)} & bhem definido enm todo (1741,

assim como ¢ completamente independente das expressoes locais para a conexao [—éa] ¢

sua puil-back @y, veja [14,15].

Por outro lado, a conexao pull-back @, pode ser localmente escrita como

L
g 2 df) — XZC )



=1

onde ) é a coordenada na fibra, para uma escolha local de potencial simplético
w o~ d(
Cotno, sobre as fibras de [%), estas podem ser [ocalmente reescritas como
_ 1 I
Oy | == () — X(ZC — Zo) ) =2 (df) — XdQCHm

segue, desde que (J¢lpop, = 0 e para uma representacio local dos clementos de identidade

como (m,0;0), que as segocs trivializantes ¢ podem ser localmente eseritas como

go(T) ~ (T; Lap {-;\‘Qc(T)})
e portanto a fase de holonomia ¢ localmenie identificado como
Aolm, g, mng) = Qelm ) + Qe(me) — Qolrm & ) s madulo 274
A prova da proposicac 6.17 € uma claboracao da analise acina. Aqui devenmos argu-
mentar que cxiste uma escolhia consistente para 7, Z: e QZ tal que

Ol ="+ M — It

é dado por
V=1

exp T”y-’i(ﬂrz,) = n3{m) .

e

onde 7t(m) é o transporte horizontal sobre M ~ TV M da holonomia do circuito geodeésico

Li(my). Especificamente

¥ () = / e,
ZLM(m)
3
modulo 27 e uma constante ; representando sua classe de homologia. onde. dado um

ponto de releréncia myg,

DELL () = Li(mm) = Li{mg, 1)
é o circuito redutivel em M dado por
Li{mg}o (g — ) o L;i (rm)o (m — my),
com L;(m) denotando o circuito (volta) geodésico do tipo 3, com hase ein m. Agora, cada

O, (TM); — DM



il
-1

fornece um librado (trivial) pull-hack

(STM); 25 SDM
[Entao, tomando segoes locals trivializanies

& TM — (STH);

da forma

;= Pj_[([g*- ;)

onde

o; = oy (m) para 7(0) = 7(o;") =11 |

que sao localimente representadas como

— )}

&(77) = (m, [i]; expd

por uma analise similar ao caso standard; as se¢oes trivializantes €, - (TM ), — (STA;
que sdo obtidas de £; via transporte paralelo ao longo das fibras de 750 sao tais que. se

(T1.72) € (r[Wf)fj, erntao

onde

e

¢ a “extensao” da composi¢ido mixla ¢, delinida como

Cilz1,72) = i (pil20) © ps(22))

z € (STM), elc... e
KE(7, %) € 5

i
é a holonomia sobre o triangulo— (7, j, k) de composicao, que, se (¢, j, &) ¢ redutivel. pode

ser tdentificada como

fap{ 3

/_\i-‘:?-(T'J‘?,; Tp, Ty ) b
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para

ey = LT e = Pi(F) eone= Pulefi(Rf)

onde
A (g,
i !
denota a arca simplética, modulo 27 A, do tridngulo redutivel com dados pontos médios ¢
lados eodésicas do tipe k1. 1. 1 bém sienifics s o Y=L Ak
ados quesejam geodésicas do tipo k; ¢, 7. Isto também significa que ffap{ Y= A%

¢ bem definida em todo (TM)Z; e independente de expressocs locais para a conexao [—oa]

¢ suas pull-backs @r; [15]. Mas, da forma de tais conexdes pull-hacks e para il =
¢ Ejl,m = £;, como acima, seguc que as sceoes (rivializantes ; podem localmente ser

escritas como

A

Q7))

el T) = (7; capd

f:j ¢ wma represenlacao local para Af;j(m; iy, ey ), modulo 2r X,

e portanto [j)\-'(]

Apéndice B: A Respeitos dos Caculos

Aqui mostrainos os passos necessarios para se chegar a resultados explicitos apresen-
tados no texto. Vamos nos restringir aos cdlculos em espagos curvos iima vez que nos

planos estes sao bem mais sitples e ja [oram, em sua maioria, apresentados alhures [7.9].
1) Formas stmpléticas ¢ potenciais Pull-hack

Primeiro, o caso esférico. 14 pelo menos dois métodos. [hn ¢ alravés da nmersao

5% s JR* T'8% «— [R5, Um ponto 1 € 5% C IR? ¢é delinido cono a tripla
(x,y,2) tq. oyt 2t =
e o vetor ¥ em 1 ¢ identilicado pela tripla
(z,7,2) b 22 +yy + 22 =10 .

Neste caso, 0 mapa exponencial riemaniano é dado por

Laps (T) = (Ca -+ S(2/v), Cy + S.(y/v), Coz + Su(2/0)) (B.1)

(s oy mig)}



onde v = /22 + y? 4+ 22, Similarmente, Lapg(—6) = (e — S.(a /o)) Tdentilicando
Y 1

[seps (£0) = (xg, 94, 24), primeivamente computaimos $(dw), dw = 1w — . onde w ¢

a forma simplética em 5%, escrila nestas coordenadas como:
w = (wdy Ndz 4+ ydz Ade + zde Ndy) e g gy (13.2)
Agora.
dry = Cyde £ (5, /v)di + g_:—_rdw , onde qai =4(C, =S, /oi(a/ey—aS,. .

Similarmerile para as outras componentes. Assini,

jw 'S,‘u . fqp ¢ . .
—(de A dy + dr Ady) + (—) i Ady +

Fas

diig Adyy = C2dx A dy £
3

'

_ Sy : .
(.fu(f/::d:zf — gf,dy) Adv L (m) (gjdm — gXdy) Adn

(%

e entao

1 ¢S, : SN :
é('li)+—((3_) = (L) (zdeAdy+ z(di Ady+dzAdy))+ (—) (zde Ady)+eyelioc+ R,
onde
Ryyz = (Azy — Bzy)de Ndv — (Aza — Bza)dy A do +
(Dyz — Byz)di A dv + (D22 4+ Baz)dy A de + cyclic .
com
C’YU 'S'-u C?U'SQ - JSU 2 (V‘*zv ’S'u
A=cr(Z-Z) p=t p = (P (B 0y
i i iy 17 (& i
Decompondo

| -
dv = —(&dx -+ gdy + 2d2)
t

e somando Lodas as contribuicocs ciclicas, obtemos que terinos como da A dy, ete. e

Raye cancelam e, apos algum rearranjo, uos resta
Ray- = [(A+ B)yz — 2y)]de A do + cyclic,

portanto

%(‘Uq, —w_) = (gih’s—”(,é([:zr ANdy + z(dz A dy 4+ da A (h}))) l
+ ((’w)i zdd A dy + % (1 — ("%) (yz — zy)de A do 4 cyclic terms

23 T

(B.3)



Isto ¢ agora reexpresso nas coordenadas (0., 0, @) de 157, via identilicacao
. - — ot Ct i A
(w9, 2) = (S, Sp5,. Ch)

da qual, por diferenciacao, podemos reexpressar todos os termos em (13.3). Primeiro
obtemos

zdae Ndy + cyclic= 0,

Depols.

(52 — 3y)de + eyclic = Sylpdl — Odep)
e a suma
s(di A dy + da A dy) + eyelic = Sa(d0 A dp + dO A dg) + Cald A d = 1b = dp
o levantamento tangente, ou completo de w (veja [12]). Finalimente.
zdz A dy + cyclic = v*w — vSp(wdd — Oddg) A do .

Somando tudo, chegamos em

Lon(6w) = (S, /0)d{(Se(0dp — ¢df) -+ d(S,[/v) A Se(0dg — 2dl)
= 1®5(0w) =do , onde o = (S,,/U)S(;(()(lc,-:v — pdd)

(13.-1)

!

I laci] checar que o é bem definida em todo (T'5%)y: denolando o = (5—') i, ( : ) ¢ hem

definida sempre, v é obviamente hem del. fora dos polos. Proximo aos polos

ady — yle
v~ —
V9I—x?—y?
é bem definida quando z,y — 0 logo )y = ®5(6w) ¢ de fato exata, Minalmente, nsando a
delini¢ao do dngulo 4 dado em {3.5), chegamos e (3.7).
A fim de computar ®5(8(), para { = (5, primciro reescrevemos esle potencial em

coordenadas cartesianas como
Co = (/{1 + 2))(wdy — ydo)|pzqyoaez= (3.5

Assim,

.
Fl60) = { By —no)/24 Dipy +p2)/2HA



onde
,u.:t =uydys —ysdeg c A=8HB—D*  com B=1+4+ "z D= —S(zfe) .
Logo
+ - . ’Sru 4 . . - .
&EL = (P wdy — ydr) + (—) (wdy — ydz) |
)

o CuduN . S _ I LSy
i 5 e ( ) (tdy + xdy — yda — ydx) + +— (l - ) (g — ey
P ! 1)

1 1
Reexpressando tudo nas coordenadas (#, @, v, ), linalmente chegamos em
Ly~ Laeise) = 1
R M R (GG A PR
H(C + Cg) S0 S, Cadp + ((Cy + Cp)? 4+ S7)50 5. Cadip +

{( l + (Vj,f,\(,r.”).5’()5}_5'('17).‘—{—

+U+a@—MG+CN+SW&%M}, (B.6)

onde & = 5.5,.5;, da qual ideniificamos (6.9).
Um outro método para calcular estas formas bascia-se na trigopnometria eslérica [17].
Se A, B, I" sao os trés Angulos de um iridngulo geodésico em 5% cujos lados opostos sao

a,b, f <, respectivamente, enlao as seguintes identidacdes sio validas:

Saf Sa = 8p/Ss =57/ 5k (B.7a)

Cr = CoCy 4 8u8Cr | Cp= S48507 — CaCly (13.7h)

Agora, se (0,0, v, 3) ¢ o ponto em {T5%)y a ser sinetricamente cxponenciado. entao. de

(B.7) e Fig. 3.1 abaixo,

temos que

(fﬁi = Cpl’, + 555y, G(;



NT)

o
'q(';i—fp) — :I:'S’?H-gﬁ/*-qf?i \

C ‘Y('ﬂj;—w} = (5 £ Cs, (-”f‘f)/b"?t :

das quais obtemos (3.6). ntdo, diferenciando estas relacoes ¢ nsando-as o também (13.7)
repetidamente, podemos expressar 0w e §¢ nas coordenadas de (T.5%),. obtendo (3.7

(6.9). No caso hiperbdlico, as identidades trigonométricas andlogas sao

Sra/,S'A = g,',/blg = Srf/Sp' {13.8a)

Cr=C0Cy = 5,5,Cp , Cp=8,85C —C4Cp (13,

e uma analise similar leva a (3.9) e depois a (3.10) e (6.13). Alternativamente, padenios

adaptar as formulas esléricas pelas pela substituicao cuidadosa 0 v ip. v — fu.
coy g a - : "
11) Tfungoes e restricoes triangulares e quadrilateras.

Primeiro, a andlise triangular, caso esférico. Novamente, ha mais de vin metodo,
Aqui apresentameos o método que se basela na trigonometria esférica. Comegamos por
relembrar que a area de wmn triangulo eslérico ¢ sen angulo de excesso. Agora. para

qualquer triangnlo com lados {; < 7, win caculo simples mostra que
Ty, = K/(Cg, — Ce Ce,) (13.9)
onde A; é 0 dngulo oposto a €, ¢ ' é wina constanie para este trangulo.
K= 1— (.,',}21 — C’é — O} 420 Cr, Cry = Del?[Ay, Gy, b]

onde a; sao os vértices do triangulo. Fixando as orientagoes corretamente. podemos tomar

o stual positivo na raiz quadrada. Assim denolanos
{; =2y, ez, = distancia (g, 100)
onde 12; € o ponto médio do lado €. Temos que

. L .
They; — ‘)—_T(u’j + (\’k) y
RAEH



do qual, como

5 S
Clyy = 100y -0y,

obtemos

I Y L 1
20 (Cy, + 05 ) = 5 (e + 0

3 hd
Y 2( iy

1
C'.?:, —

onde

z; = distancia (rag, a;) .
Disto obtemos que €, /', ¢ uma constante para cste tridngulo
Co /Oy = Ch) /O, = C /Oy = T nma constante . (B3.14)
Isto & uma generalizagao da relagiao triangular
wifyr =1,
no plano. Agora, para calular I', nés substituimos (B.10) nas igualdades triangulaves

ot ' ¥ i\ * Y
(/-7"! = C”y; g T *Syj *(71.';;("4\1 s

! o ! t o 7Y
Cay; = (-‘2?4) oy, T ‘S'Zy,, Sz G,

obtendo
P2 = (2 4+ C2 4 CF =20, (U, Cry = 1 — Del? [y iy, 1) (3.11)
Usando (B.9) para o triangulo (z;,1;, ye), junto comt (13.10) and {(B.11). obtemos

Ty = V1= m/(rz O G e (B.12)
Tosnrng = Ta = DVI= T2 /10— 1 2) (53.13)

ldentificando I = O, temos que Th = 1), ou scja

Cajp = =3O8 + (2 4 C2 =20, (4, C, =T (B-1Ha)
Saja = Detling, vy, ing) = VT = T2 (B.114b)

A escolha de sinal eln (B.14b) ¢ fixada pela orientagao. Ainda temos que determinar o

sinal da raiz quadrada em (B.14a). Obviamente, se |A| < 7, devemos escolher o sinal
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positivo. [slas areas triangulares sao deformadas dos triingulos infinitesimais. para os
aquais (7y, > 0. Vi, Como estamos considerando O triangulos curtos 1oy, < 7/2. Vi de
(B.10) obtemos T" > 0. Por outro lado, scja |A} = 27, i.e. cousidere iy, iy, 11 colineares.
ASS1T COMO vy, g, 3, Lal ¢ie o tridngulo coincide com e merideano geodésico. 5 claro
que neste caso, I' <0 . Se y; < 7/2 Vi, de (B.10), segue que (7. < 0, Vi,

IV assim para triangulos continuamente deformade desie triangulo “grande”™. Final-
meute, quando |A] =7, Cazy = 0 e obtemos que, Vi, C,, = (. Segue que o sinal da raiz
quadrada caincide coni o sinal de (', on em outras palavras, de 1k i, Voo i b quando
todos os lados sao curtos. Logo obtemos (6.10) e (G.11}. Quanto as restricoes aos ponfos
médios, ja as obtivemos: se /), > 0, Ve, entdao ou ), > 0 ou ‘. < 0, Vi. Em anthos os
casos,

Co >0, VI
que ¢ a condigio (6.12). (Nao ¢ dificil de ver que, se [A] = 7 ao menos um par de vértices
¢ antipodal, isto ¢ Cp, =0, Vo = €, =0, Ji, excluindo os tridngulos curtos).

Novamente, a analise esférica pode ser adaptada a /7%, com algum cuidado. Fan 177
nao temos problemas de antipodals, ou escolhas de sinais, uma vez |A]| < 7. sempre. Por
outro lado, o analogo de (B.14), isto é (6.14), ¢ bem definida somente quando, {6.15} ¢
satisleita, que é portanto uma condicio necessaria para que {1, 1y, s} sejam os centros

de um triangulo geodésico hiperbdlico. Mas, uma vez que
I'=Cap=Cy + Oy + Gy — 205, O,
é bem delimdo, percorremos o argumento para tras de
Cﬂtx/ ij =T,

e vermnos gne o tridngulo geodésico também ¢ bem definido. Logo, (6.10) ¢ fambény snfi-
ciente.

[Finalmente, a analise quadrilatera. Novamente, vamos proceder com a analise esférica
e posteriormente adaptar as {ormulas hiperbdlicas. Comecamos por considerar nim qua-

driiatero com vértices «y e centros

m; = mad{og, ;) .
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Fstamos considerando apenas quadrilateros curtos, o que signilica que a
distancia (o, 05) <o, Vi,g e {l.---1}

Isto quer dizer que nao apenas os lados, mas tarhém as diagonais sdo curtas. Agora,
denotamos por

g . o centro da diagonal {ay, ay)

e por

Yo , seu neio comprimento

Similarmente, denotarrios

L .. .
yi =5 distancia (o, o) -

Ertao, cada wmn dos trianguios (e, oy, aa) e (ag, aq, 1) sao uuicamente detenuiados

pelos centros (g, my, ) e (rg, ne, ), ¢ serdo denotados por
AI‘Z e A;m .
respectivaimente. cont a mesina notagao relerindo-se as arcas. Ainda, denotemos
@y = distancia (myg,m;)

Da analise triangular, sabemos que

"‘xlz/cv.yo - (-"YA12/2 ) CTCU:M/('”TLJD = UA-’M/Z :
nimilarmente para o outra particao,

-’tvza/(-fy{, = CJAZJ/'Z ' CTCUM/(T’Y.UL - ("’—\41/2 )

distancia (e, aq), my, sendo seu centro, ¢ assim por diante. Portanto.

onde 1) = ]E

A ot il o it ! —_ -t A =
C’Jilz/c‘-lf:m = 312/2/(’3-:” /2 (’-1?2;\/(*’7*—'-11 - (-’:’—\2:1/2/( Ay /2 ( 13.15)
[sta equagao generaliza a relacao de paralelogramo,

g/ Tag = 1 = xa3fag
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no plano. Contrariamente ao caso plano, porém, (13.15) nao impoe restricoes aos coniros.
Para compensar este fato, no caso eslérico, os quatro pontos mdédios determinam a drea ¢

a geometria cspecifica do quadrilatero curto. Em outras palavras,
g = ro{ {1 })
¢ simularmente para my,. Para ver isto, denotemos
o = (I)al(o:],a';}) e g = (o, o) 1] =

Ainda, vamos denotar por R, a iavolugao por 1n ¢ cousiderar o elemento de S(03)

definido como

2 . .
Tyg 1= R-ml Rmz

Simiarmente,

2o -
O—“S/l - R‘TH,_'_{ 7‘2'7}!.4
Agora, para qualquer elemento o € SO(3), considere o campo vetorial A, < 757 delinido

por

T € X, sse (1) = (m_,my) g my = (m_) .

(Alem do mais. nao é muito dificil de ver que para qualquer 7 € 7'S8%. 3 wa famibia
a | parametro de elementos em SO(3), {o(p)}, t.q. 7 € Xy, Yo € [0, 7] Se o = 0.
entao O-?U} = R,., o= Fy(7)). Logo, a condigao que garante que os trianguios Ny ¢ Ay

compoe-se no quadrilatero Uyagy pode ser escrita como

€ X, NX (13.16)

d12 ":14
Mas, 7y € A,,, somenle se 0 polo piy de g3 esta na linha polar de 7y, a qual ¢ definida
como a geodésica ortogonal a iy, cm . O parametro g acima relenido @ simplesimente a
distancia geodésica a partir de rng ao longo desta linka, para tuma orientacao positiva de
{prz, o,y = Lap, (7). Assim, a primneira condigao oblida de {(I3.16) ¢ que g s ©

34 880 colineares. Ou seja,

Dezi[r?z.”,ﬁjz,ﬁ'd‘l] =0.

De fato, temos mals:

i
ity X MMy Pag = 7 iy X tily

f
‘S alng

]312 = g

X2



[
Logo
Detlvieg, iy > vhy, thy X 1] =0

Podemos entao escrever

g = w/|wl,
onde
W = wyg(thy X i) 4 waa(1h X rheg) (13.17)
[sto nao € tudo, porém. Denotando
j1y = distancia (e, pra)

L6

paq = distancia (rg, paa)

Lemos gue

|‘S’H12T;»'12| = nyul = I'S’fia«; ![T??:ml i

Imas COoIro

15,2 Sep | = o x (70 x 1Ty )]

o
Sag Sy | = 170 X (M x g,
segue que
I???.U Xn(??qAX ??LQJI _ |T}?.U Xn(?;lg’\x ‘Jf'\'iu_j}l (H IS)
[rrq - ey [y - 1]
Substituindo {B.17) em (13.18), obtenos
W= oy, (fha X ofy) + JC.L, 0hy X 7)), v, f e {—1,1} (13.19)

As escolhas de sinals devem ser [eitas com cuidado. Mas para quadrilateros covexos

pequenos tomammos o sinal posilivo duas vezes. Neste caso

[WG]* = w? = ¢+ O =20, 0, i, onde

TN g

ot A al - A
R = Cars (/-1‘34 + Crge Gy — (’-?‘13("1‘24

(8.20)
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Fqguacoes (13.17), (B.19), (13.20) lixam a geometria do quadrilitero convexo pequena dados
pelos centros {1y, - Ly}, como mencionado antes. Lquacoes andlogas valeny para i

Quanto a arca, de (B.14) temos que
' [ T b Vai
ISAH/Z - ;; {("J":M o []‘("-'312}

o I i y i
‘S&:M /2= ; {( L 1"{-61:34}

Entao. neste caso mais simples, denotando a area do quadrilatero por 4, obtemos

C".’I?-\\,‘ + Cq:'zg (-’1.?;41 - (".i:-m (‘Y.r:24 1 ( H! I )

12

da gual obtemos (7.7). Na analise acima, nos restringimas a qguadrilateros convexos de-
componivels em triangulos pequenos, t.c. triangulos com area < w. Malor cnidado ¢
necessario na escolha das sinals em (B.19}, para o caso geral. Quanto as restrigoes. neste
caso mals simples, ao impor

fg > e > 0

obtemos (7.8). Novamente, ao transpor para o plano hiperbdlico nao temos que ter tantos
cuidados com sinais, mas neste caso, o analogo de (13.21), isto ¢ (7.10), 50 é hem defimda
quando (7.11) é satisfeila e, similarmente a analise triangular, uma vez que valha (7. 11),

o quadrilatero couvexo existe. £ assim por diante, no caso geral.
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