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Resumo

A partir das equagbes Newtonianas de movimento, dentro de uma estrutura probabilfstica,
mtroduzimos, por meio de uma determinada transformada de Fourier, a representacio de
Wigner na qual deduzimos uma estrutura de operador e relagdes de incerteza para a
mecanica classica. Além desta caracteristica, a importancia desta nova representacio
reside no fato de ela ser um modo bastante adequado de estabelecer um método ge-
ral de quantizagdo diretamente das equacdes de movimento sem fazer qualquer alusio &
existéncia de Hamiltonianas e Lagrangianas. Seguindo este procedimento, quantizamos
somente o movimento de uma particula browniana com atrito nio-linear (o banho térmico
mantém-se inteiramente cldssico). Assim, obtemos uma equacio mestra que se reduz i
equagao de Caldeira-Leggett para o caso de atrito linear. Somente quando a influéncia
do meio € desconsiderada, mostramos que as forcas de atrito podem ser descritas aproxi-
madamente por equagdes de movimento em termos de uma funcio de onda, tais como, a
equagao de Schrédinger-Langevin e equacdes do tipo Caldirola-Kanai. Finalmente, para
tornar o presente estudo auto-consistente, calculamos o limite classico destas equactes

dindmicas utilizando, para isto, um novo método de limite cldssico A — 0.
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Abstract

Starting from the Liouvillian formulation of classical physics it is possible by means of
a Fourier transform to introduce the Wigner representation and to derive an operator
structure to classical mechanics. The importance of this new representation lies on the
tact that it turns out to be a suitable route to establish a general method of quantization
directly from the equations of motion without alluding to the existence of Hamiltonian and
Lagrangian functions. Following this approach we quantize only the motion of a Brownian
particle with non-linear friction (the thermal bath being hold entirely classical), and we
obtain a master equation which reduces to the Caldeira-Leggett equation for the linear
friction case. Only when the environmental influence is neglected we show that frictional
forces can be approximately described by equations of motion in terms of a wave function,
such as the Schrodinger-Langevin equation and equations of the Caldirola-Kanai type.
Finally, to turn the present study self-consistent, we evaluate the classical limit of these

dynamical equations employing a new classical limiting method A — 0.
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Introducao:
Sistemas Conservativos e Sistemas

Nao-Conservativos

A ciéncia moderna nasceu anunciando um modo novo de apreender o real, em oposicio &
concepclo aristotélica dominante na Baixa Idade Média [1,2]. Para Galileu, perscrutar a
verdaderra natureza do movimento mecénico é desprezar ou abstrair-se de caracteristicas
tidas como secundérias, tais como a resisténcia do ar em experiéncias envolvendo a queda
livre de corpos ou o atrito inerente a um plano inclinado, por exemplo. Apenas quando
o objeto fisico é elevado ao status de ente matemaitico, ele se torna verdadeiramente
inteligivel. E neste mundo matematico que a esséncia dos fendmenos passa a ser revelada.
Experimentalmente, nunca a lei matemdtica é verificada de modo exato, pois o atrito ou
a resisténcia do ar estdo sempre presentes. A imperfeicao do real torna-se um mero desvio
da idealidade perfeita. Newton, por sua vez, consolida o projeto galileano ao estabelecer

a equacdo fundamental da din&mica cldssica (y = dy/dt)

p=flgpt)

§=2p,

(1)

onde g ¢ a posi¢do ocupada por um corpo, p o seu momentum fisico, m sua massa e f uma
forga de natureza arbitraria. Apesar desta arbitrariedade, Newton propde a universalidade

de uma forga (conservativa), a for¢a da gravitagido comum a todos os corpos dotados de



massa e separados por uma disténcia d

f= G%?. (2)

Ressaltemos que a universalidade desta for¢a obnubila definitivamente uma possivel re-
levancia que as forgas ndo-conservativas poderiam ter dentro do esquema teérico newto-

11ano.

Com Lagrange, Hamilton, Jacobi e outros, a fisica dos sistemas conservativos atinge o
auge de abstragao e generalidade com a introdugdo do conceito de coordenadas generaliza-
das em termos das quais as fungdes lagrangianas e hamiltonianas passam a ser expressas.
Nesta formulagao analitica, o objeto principal nfo é mais a forca, mas a energia potencial,
a partir da qual aquela é derivada. Mals uma vez, os sistemas nio-conservativos mantém
um papel secundario, ou melhor, sua prépria existéncia é questionada, pois pode-se ima-
ginar que um sistema dissipativo esteja sempre imerso em um sistema maior de tal modo
que o sistema total seja conservativo [3]. A ndo-conservagio, portanto, torna-se uma mera

ilusdo (tedrica).

A teoria quantica surge, entdo, sob a égide dos sistemas conservativos dentro de uma
estrutura analitica. A primeira tentativa de formular uma mecanica quantica, a cha-
mada velha teoria quantica (old quantum theory) (1900-1925), visa interpretar 0s novos
fenémenos na escala microscoépica baseando-se no formalismo hamiltoniano. No entanto,
s6 com Heisenberg, Schrodinger e Dirac é que nasce de fato a mecanica quantica, enfati-
zando como nunca tal estrutura matemdtica hamiltoniana; Schrédinger parte da equacio
de Hamilton-Jacobi, ao passo que Heisenberg ! e Dirac partem das equacdes de Hamilton
introduzindo a nogao de operador e obtendo a equagao de evolugao para a fun¢io de onda

Y. Feynman, em 1948, finalmente completa a influéncia do formalismo analitico ao obter

'Na verdade, no seu artigo de 1925, Heisenberg [121] chega & mecénica matricial partindo diretamente
da equacdo de Newton, sem aludir &4 existéncia de hamiltoniana ou de lagrangiana, nio obtendo, por
conseguinte, nenhuma fun¢édo de onda. Contudo, em um artigo de 1926 [122], seduzido pela beleza
matematica incrustada na substituigio dos paréntesis de Poisson por comutadores, Heisenberg adere ao

método de Dirac totalmente hamiltoniano [125].



a equagao de Schrodinger a partir do formalismo lagrangiano. No entanto, estes proce-
dimentos de quantizacdo possuem algumas dificuldades internas, tais como, o problema
de ordenamento de operadores quando se passa de uma estrutura algébrica comutativa
(fisica cldssica) a wma ndo-comutativa (fisica quantica) e o problema do ponto médio no
calculo do propagador, de modo que eles tém fundamento apenas heuristico, funcionando
sem ambiguidade somente em sistemas conservativos simples. Conseqiientemente, a ma-
neira mais solida de estabelecer uma mecanica quantica é POSTULAR a universalidade
da fungao de onda (ja que se acredita que pelo teorema de FEhrenfest ou pelo método
WKB a mecanica clissica seja deduzida da mecanica quantica) e se concentrar apenas
no sucesso empirico deste procedimento. Contudo, esta atitude axiomatica nio resolve
os problemas de interpretagio [4] e muito menos evita o aparecimento de paradoxos [5]

relacionados com a existéncia da funcao de onda.

Até aqui, tragamos uma linha comum que vai da fisica de Galileu até a mecanica
quantica (em termos de funcdo de onda) no que diz respeito ao papel secundario exercido
pelos sistemas nao-conservativos. O objetivo epistemoldgico subjacente ao nosso trabalho
¢ tentar seguir wn caminho alternativo aquele usualmente aceito. Para isto, vamos nos
basear na teoria matematica de sistemas dinamicos [6], e nos inspirar na teoria da irrever-
sibilidade de Prigogine {7,8] e nos trabalhos de Born [9,10] que visam modificar os préprios
fundamentos conceituais da mecanica cldssica. De um ponto de vista operacional, para
Born néo tem significado a especificagido do estado de um sistema com precisio absoluta.
No caso de sistemas mecanicos (conservativos ou nio) cujas trajetérias sdo instaveis, ou
seja, apresentam sensibilidade as condi¢Ges iniciais (caos), nao se prediz o estado futuro de
um modo bem determinado. Assim, para a classe destes sistemas dindmicos, a mecanica
classica, em vez de ser baseada em termos de trajetérias, deve ser formulada estatisti-
camente por meio de uma densidade de probabilidade. Prigogine, além de enfatizar os
limites de validade da nogéo de trajetéria para sistemas dindmicos instaveis, o que mos-
tra que a mecanica cldssica nao é uma teoria estéril a novas renovagdes e generalizagdes,

explora a riqueza dos processos niao-conservativos (reagbes quimicas, convecgio em hidro-



dindmica, sistemas biolégicos) onde novos conceitos surgen, como o de auto-organizagao,
atrator e o de estrutura dissipativa (estrutura de ordem que aparece em sistemas que tro-
cam energia com o meio externo). Desta forma, empiricamente estes fendmenos sao tao
fundamentais quanto aqueles considerados conservativos. Mas, é com base na estrutura
matemadtica subjacente a prépria mecanica cldssica (teoria dos sistemas dinamicos) que é
possivel estabelecer um critério matematico e objetivo (o sinal da divergéncia associada
a um sistema de equagoes diferenciais ordinarias) que distinga um sistema conservativo
de um ndo-conservativo, tratando-os sempre em pé de igualdade. Assim, ha fenémenos,
que podem ser modelados usando um oscilador harménico ou um sistema de dois corpos,
que se acomodam muito bem a uma descricio basicamente conservativa como se fossem
totalmente isolados do mundo que os circunda. Por outro lado, o estudo de sistemas com
amortecimento (dissipagdo) — exemplo de um sistema fechado (dissipagio sem influéncia

do meio) — é igualmente fundamental.

Na verdade, ao lado dos sistemas fisicos deterministicos (isolados e fechados), aci-
ma citados, existem ainda aqueles que sofrem influéncia do meio circundante (e.g., uma
particula browniana, exemplo de um sistema aberto) descritos por equacdes diferenciais

estocasticas.

Geralmente, costuma-se classificar um sistema como conservativo ou ndo-conservativo
dependendo de se a energia total de um sistema mecanico newtoniano é conservada ou
ndo, ou equivalentemente, considerando a hamiltoniana H = T+ V {energia cinética mais
energia potencial) independente do tempo. Ao contrario, no Capitulo 1 procuramos esta-
belecer um critério matematico para distinguir o carater conservativo do ndo-conservativo
associado a um sistema de equagbes diferenciais ordindrias (Segdo 1.1). Notamos que os
sistemas newtonianos se apresentam como um caso particular de sistema dindmico (Segio
1.2). Em seguida, enfatizamos ainda o quao ambiguo é descrever analiticamente sistemas
newtonianos nac-conservativos, ou seja, usando os formalismos lagrangiano, hamiltoniano
e 0 de Hamilton-Jacobi (Se¢do 1.3). Tais sistemas podem ser estudados dentro de uma

estrutura probabilistica, gracas ao conceito de ensemble (Se¢ao 1.4). Com base nesta for-



mulagdo liouvilliana, terminamos este capitulo introduzindo uma transformada de Fourier
(a fungdo de Wigner cldssica) que define uma NOVA representacio da mecanica cldssica,
na qual deduzimos uma estrutura de operador e relacoes de incerteza; mostramos também
a importancia operacional deste novo formalismo. Assim, de um modo geral, a temdtica
principal deste capitulo reside em mostrar que sistemas conservativos e nio-conservativos
podem ser tratados irmanamente dentro do esquema teérico da fisica cldssica quando se
dd énfase & descri¢io em termos das equagdes de movirnento, e nio em termos de objetos

abstratos como lagrangiana e hamiltoniana.

No Capitulo 2, depois de apontarmos os pontos fracos dos métodos de quantizagio,
historicamente aceitos, elaborados por Planck, Bohr (Segdo 2.1), Heisenberg (Secio 2.2),
Schrédinger (Segdo 2.3), Dirac (Segdo 2.4) e Feynman (Segdo 2.5), que funcionam bem
para sistemas conservativos e sdo obtusos para sistemas nio-conservativos, exploramos
o ponto de vista de que a representagio de Wigner da mecinica cldssica é a rota mais
adequada para quantizar um dado sistema sein apelar para hamiltonianas e lagrangianas.
Tal método chamamos de QUANTIZACAO DINAMICA. Como exemplo especifico, con-
sideramos a quantizagdo de uma particula executando um movimento tipo-browniano com
fora de atrito ndo-linear. Conseguimos, assim, deduzir a equacio de Caldeira-Leggett
como caso particular. Além disso, a quantizagio dindmica é capaz de revelar a verda-
deira natureza fisica de certas equagdes de movimento quanticas tidas na literatura como
dissipativas, tais como, a equagio de Schrédinger-Langevin e equacdes do tipo Caldirola-
Kanai. Aqui, o ponto importante deste novo método de quantizagao é o fato de a funcio

de onda ser derwada da fun¢do de von Neumann, mesmo no caso de sistemas isolados.

O Capitulo 3 trata da transi¢do mecdnica quintica — mecinica cldssica. Na Secdo
3.1, sdo mencionados métodos usuais de limite cldssico, tais cono o teorema de Ehrenfest
(e a sua versao mais recente: a abordagem da descoeréncia), a aproximacio WKB e o
potencial quantico de Bohm. No entanto, a fim de darmos uma consisténcia légica mais
solida ac método de quantizagdo dindmica, definimos e aplicamos um NOVO método de

calcular limite classico de equagdes da dindmica quantica, tanto conservativas como nio-



conservativas (Se¢do 3.2) . Na Conclusio, fazemos nossas consideracées finais acentuando

algumas conseqiiéncias epistemoldgicas do nosso trabalho.

Acrescentamos, ainda, quatro apéndices. Os dois primeiros versam sobre assunto j4
conhecido na literatura: o Apéndice A trata da equivaléncia entre um sistema dinamico
estocdstico e a equagdo de Fokker-Planck, ao passo que o Apéndice B aborda a deducio
da equagao de Langevin a partir de um modelo especifico descrevendo o banho térmico.
Os dois dltimos sdo originais: o Apéndice C é dedicado 4 comparacio entre os métodos
de quantizagao de Dirac e de Feynman e a quantizagio dinamica, no caso de sistemas
1solados; jd o Apéndice D procura mostrar a quantizagio (dinamica) e o limite cdssico de
uma particula linearmente amortecida, de um sistema de van der Pol, de um sistema de

Duffing e de um sistema de Lotka-Volterra.

A presente tese pode ser vista como uma fusfo de outras duas teses de doutorado,
uma elaborada por Olavo L. da Silva Filho e a outra por Nivaldo A. Lemos. Da primei-
ra (Ref[l1}), tomamos emprestado a idéia de utilizar a transformacio de Wigner como
um meio de definir um processo de quantizacio, e da segunda (Ref.[12]) a importancia

conceitual de se estudar sistemas dissipativos.

Finalizando, queremos enfatizar o nosso apreco & memobria de nosso saudoso Mario

Schonberg, transcrevendo o seguinte poema de Menotti del Picchia:

E wnatid que cubram de terra os corpos.

Eles saem do chéo
ndo como fantasinas

TNas Vivos.



Sentam-se as nossas mesas
cotnem soturnos nossa sopa misturada com

lagrimas.

Sabemos que nao sao imortais

€ que essa sobrevivéncia ftemn prazo.

Um dia, porém
quando?
(dessa data nem nos damos conta)

evaporam-se ...

Somos nds que matamos nossos mortos

e 08 enterramos cm Nos Mesmos.

(Os Mortos, Menottt del Picchia in Entardecer, 1978)



Capitulo 1

Mecanica Classica

Comegamos com a teoria dos sistemas dindmicos introduzindo um critério objetivo para
distinguir o carater conservativo e nio-conservativo dos fenémenos naturais descritos por
equagoes diferenciais ordinarias. Na Secdo 1.2, passamos a nos concentrar no estudo
dos sistemas dinamicos descritos pelas equagdes de Newton (sistemas newtonianos). Em
seguida, na Segao 1.3, analisamos a possibilidade de inserir os sistemas newtonianos nio-
conservativos dentro do formalismo analitico da mecanica classica: equacoes de Hamilton,
equagoes de Lagrange e equacao de Hamilton-Jacobi. Na Secdo 1.4, apresentamos a
formulacdo liouvilliana segundo a qual um sistema é descrito deterministicamente por
equactes diferenciais dentro de uma estrutura probabilistica. Por fim, a Secao 1.5 é
dedicada a introdug¢ao de uma NOVA representagio da mecanica cldssica por meio de uma
transformada de Fourier, a qual chamamos func¢do de Wigner cldssica. Nesta formulacio,
deduzimos a dindmica, uma estrutura de operador e relacdes de incerteza e, como uma

aplicacdo simples, resolvemos o caso de um oscilador harménico.



1.1 Sistemas Dinamicos

SISTEMA DINAMICO é uma denominacio matematica para um sistema genérico cujo
estado em um dado tempo ¢t é especificado por N varidveis z(t), 2{t), ..., zn(t) que evo-
luem segundo o sistema de N equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem, que

podem ser dependentes explicitamente do tempo e geralmente nio-lineares [13-16]

L o— dzny 1o
21 = dTl = A1(21, - ZN, )

21\’ = at = KN(Zl, ...,ZN,t),

para cada grau de liberdade. As N varidveis z; (1 = 1,2, ..., N) podem representar quan-
tidades fisicas como posicao, momentum linear, angulo, temperatura, pressdo. Sistemas
biolégicos e quimicos (reagdes quimicas) podem também ser modelados como sistemas
dindmicos de modo que o conjunto z; pode denotar populacdes de insetos, passaros, ani-
mais, concentragdes de varios reagentes, etc. Quando tais varidveis apresentam um carater

estocastico, e nao deterministico, as Egs.(1.1) definem um sistema dindmico estocastico

{ver Apéndice A).

Uma propriedade importante das equagdes {1.1) é que, uma vez dadas as condigdes
iniciais z;(t = 0), o estado do sistema pode ser determinado em um certo tempo ¢ desde
que condig¢des (e.g., existéncia de derivadas continuas) sejam obedecidas pelas fungdes
K;. Este é o contelido do teorema de existéncia e unicidade das solucdes das equagdes
diferenciais ordindrias que definem um sistema como deterministico [13,17]. Uina outra
propriedade é a existéncia de um conjunto de transformagdes permitidas (z;) — (Z;) que

mantém invariante uma dada caracteristica inerente a (1.1) [6].

Geometricamente, o sistema dinamico (1.1) pode ser estudado utilizando-se do concei-

to de espaco de fase T, um espago euclidiano ! com N dimensoes cujos eixos sao zy, ..., Zn.

'Um espago euclidiano N-dimensional é um espago vetorial real munido de um produto internc ou

9



O estado do sistema ¢ representado, portanto, por um ponto matemdiico neste espaco
vetorial, enquanto que sua evolugio temporal define uma trajetdria, ou uma érbita ou um
fluxo. O carater deterministico de (1.1) é entao visualizado assegurando que haja uma
unica trajetéria passando por cada ponto de I', de modo que a intersec¢io de duas tra-
jetdrias, ou a auto-intersec¢do de uma dada trajetdria em um certo ponto, seja proibida

pelo teorema de existéncia e unicidade.

Uma vez definidos o estado (z;), a dinamica (2 = K;) e a arena geométrica (T'), que-
remos estabelecer um critério que caracterize a natureza conservativa ou nio-conservativa
de um dado sistema dindmico. Isto é, dado um sistema de equagdes diferencias ordinarias,
qual a condi¢ao necessaria e suficiente para que ele seja considerado como conservativo ou
nao-conservativo? Como uma certa regido D do espago de fase I' (D C T') ocupa um hiper-
volume V, veremos que é o comportamento desta regido, no tempo, o responsavel pela
classificacao dos sisternas dinamicos (1.1) em conservativo ou ndo-conservativo [19-24].
Seja

Vity) = / dz(tg)...dzn(to) (1.2)
D(to)

o hiper-volume no tempo tg, e
V(1) = / Az (8). o (£) (1.3)
D(t)
o hiper-volume ocupado por D no tempo ¢. Notando que

dzy (). dzn(t) = Tdzy(Lo)...dzn (to), (1.4)

onde

_ a(zl(t)="'7zjf:(tz) , (15)

T =8t tto), o))

escalar, entre dois de seus vetores, definido por (x,y) = 221 x;¥i, tal que [18]

(a) (%, ¥) = (v, x);
(b) (ax + By.g) = alx, g) + B(y,g), onde a e 2 sao escalares;

(c) (x,x) > 0, qualquer que seja x; (x,x) = 0 se e somente se x = 0.
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¢ 0 jacobiano da transformacio (z((to), ..., 2n(ta)) — (21(£), ..., 2x(2)), e expandindo z;(t)
em torno de g

dzz(t)

Tlt=io (t —to) + O[(t — to)?], (1.6)

Z.;(t) = Zi(t)’t:to +

obtemos
J=1+(t—t U)Z Ol(t — 1)?]. (1.7)
Ingserindo (1.7) em (13) segue que [25]

), ~ BK;
= omto = /M) [;GZi(tO)}dzl(tg)...dzN(tg) (1.8)

de modo que um sistema dindmico é CONSERVATIVO, ou seja, preserva o hiper-volume

no decorrer do tempo para qualquer regizo D, se e somente se a divergéncia é nula

VK = divK = Z =0 (1.9)

0z
e NAO-CONSERVATIVO se e somente se

Ko (1.10)

No caso em que divK < 0, em média ao longo de um tempo ¢ [19,26,27], ou seja,
1 i
<dZ'UK>g = %'f divKdr < 0
0
o sistema ¢ dito dissipativo. Vale observar que podem existir, associadas a {1.1), constantes
de movimento I = [(zy, ..., z2n, t):

dr oI al
gt le 21 + 22 + . + ZN +

(1.11)

_ ar ar _
= 321K1+ Bzo KN—f- i 0,

de modo que a mera existéncia de integrais primeiras unfvocas nao serve de critério para
distinguir o carater conservativo ou nao-conservativo de um sistema dinamico, ao contrario

do que ¢ defendido por Minorsky [28].
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Agora, a fim de darmos ao critério (1.9) ou (1.10) um carater objetivo, exigimos que
as transformagoes permitidas (z;) v (Z;} das variaveis z; As varidveis Z; sejam aquelas

que mantenham o sinal da divergéncia invariante, ou seja,
sinal(divK(zy, zo, .., 2w, 1)) = sinal(divK(Z), Z,, ..., Zn, t}).
e EXEMPLOS DE SISTEMAS DINAMICOS:

a) Sistema de Lorentz Um modelo simplificado da convecgio atmosférica para de-
terminar a previsao do tempo é dado pelas equacdes diferenciais ndo-lineares de Lorentz

[15,16,20,29)]

2y = a2 — 21) = K
iy —zyz3 + Tz — 20 = K (1.12)

23 = 2129 +623 = Kg,

onde ¢ = v/k é o niimero de Prandl, sendo v a viscosidade cinematica e & a condutividade
térmica, r o nimero de Rayleigh, normalizado e proporcional 4 diferenca de temperatura,
e b um fator geométrico. Fisicamente, a varidvel z; estd relacionada com a intensidade do
movimento (velocidade) convectivo e z; com a diferenga de temperatura entre a parte de
baixo e a parte de cima da camada do fluido, enquanto que z; é proporcional A distorcao
do perfil de temperatura a partir da linearidade. Calculando a divergéncia associada as

equagdes (1.12}, obtemos

. 0K, OK: 0K,
= = — 1+56 13
divK Br + s + 5% (o +1+b), (1.13)

0 que mostra que o sistema de Lorentz é sempre dissipativo desde que b,¢ > 0. Todas as
trajetdrias acabam confinadas em uma certa regido do espaco de fase chamada de atrator
estranho [30], onde a evolucdo temporal das varidveis z;, z, e z3 apresenta sensibilidade as
condigdes iniciais (comportamento cadtico). Isto ocorre para o parimetro adimensional

7 > 24,74, As constantes de movimento associadas a (1.12) sao construidas na Ref. [31].
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B) Sistema de Lotka-Volterra: A dinamica de Lotka-Volterra para o caso do sistema

predador/presa é dada pelas equagBes ndo-lineares [32-34]

21 = )\121 + ZlAnZl -+ 21A1222 (1 14)

Zz = Aa2p + 2242121 + 22 A002s.
Os coeficientes A, e )y estdo relacionados com o auto-crescimento (ou auto-diminuigao)
de predador ou presa. Os outros termos, proporcionais a A;;, denotam a interagao de
cada populagdo entre si e uma com a outra. O sistema de Lotka-Volterra (1.14) é nao-
conservativo (divK # 0). Caso Ay = —Aa =X, 241 = Ay =ae2dp=—41,=03,0

modelo torna-se conservativo: diwK = 0.

Consideremos agora o sistema de Lotka-Volterra (1.14) na forma

2 = Mz + 21 Aeze (1.15)
22 = )\22’2 -+ ZQAQ;LZ;[

com divergéncia igual a
A1+ Az + Az + Ay 2 # 0. (1.16)

Segundo Minorsky [28], (1.15) é considerado como conservativo por causa da existéncia
do invariante de movimento / = —Ajlnzs -+ Aglnzy + Ay 2y — Aja22. Realizemos a seguinte

transformacao no espaco de fase (zy, 20) v+ (21, Z2) dada por

Z1 = —Inz
(1.17)
ZQ :11'1212
de modo que (1.15) passa a ser
Zy = —(X + Appe®
1 (A 12677 ) (118)

Zz = /\2 -+ Ag]_e_zl
cuja divergéncia é nula. Aqui, temos um exemplo de transformacio proibida, pois ela
nao conserva o sinal da divergéncia. No entanto, nas Refs.[32,35,36], (1.17) é usada para
converter um sistema de Lotka-Volterra micialmente nao-conservativo em um conservativo

a fim de dar-lhe uma estrutura hamiltoniana
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or
| =

02,

2= _3_21':
sendo [ = A\ Zy — A7y + Agje 2t — Aje2.

Além de servir como modelo de populagdes em sistemas biolégicos, a dinidmica de
Lotka-Volterra pode modelar sistemas fisicos que, por sua vez, podem ser quantizados
(Ver apéndice D). A partir da préxima secio, passamos a nos concentrar no estudo dos

sistemas mecanicos newtonianos.

1.2 Formulacao Newtoniana

Os sistemas newtonianos {com 1 grau de liberdade) constituem uma importante classe de

sistemas dindmicos caracterizados pelas equagdes de Newton [13,16,25,37]

p=flg.pt)

¢==p,

(1.19)

onde g denota a posi¢do e p o momentum linear de um sistema de massa m. As equacdes
de Newton definem um sistema como conservativo ou nio-conservativo dependendo da

natureza da forca f = f(q,p,1), i.e,

o
divK = W (1.20)

Quando f ¢ derivada de um potencial V (g}, o sistema é dito ser conservativo.

Um estudo completo dos sistemas newtonianos também exige a introducao dos vinculos
que restringem a dindmica [37]). Geometricamente, estas fungdes de vinculo reduzem a
dimensao do espaco de fase associado a (1.19). Doravante, concentrar-nos-emos no estudo

de sistemas newtonianos sem vinculo apenas.
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Tomemos, como exemplo, um sistema unidimensional com for¢a derivada de um po-
tencial escalar externo ¥V = V{(q,t), com forca dissipativa linearmente proporcional ao

momentum fisico e com uma for¢a F(¢) aplicada externamente

I

p=—% —Op+ F(t) (1.21)
i=E |
sujeito as condigbes iniciais ¢(t = 0) = qo e p(t = 0) = py. A solucdo é dada por
-8t -t ¢ Br 81/(‘?7 T)
p(t) =pee ™™ +e dre B + F(r)i, (1.22)
0

e a divergéncia assoctada a (1.21) é — 8, sendo 8 o coeficiente de atrito.

Um exemplo curioso que nos serd 1til posteriormente (ver Secao 2.5) é o caso de um
sistema newtoniano submetido a uma for¢a proporcional 4 for¢a normal 87(q, t)/8q entre

superficies de contato e independente da velocidade dg/dt:

8V _ B 9Z(gt)
P o m g (1.23)
q

B
m

com divergéncia de K nula. Logo, ¢ um sistema conservativo, embora seja usual e equi-

vocadamente classificado como um sistema dissipativo [37].

Consideremos agora o seguinte sistema newtoniano conservativo

P= "o (1.24)
q

P = eftp
(1.25)
Q = ey
Conseqiientemente, o sistema original (1.24) é convertido no seguinte
p=_3 48P
oq (1.26)

Q@=L+ 00
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cuja divergéncia é 2(. Portanto, (1.25) constitui uma transformacao nio permitida, pois
altera a natureza fisica do sistema newtoniano conservativo (1.24). Na préxima secio,
investigamos a possibilidade de estudar sistemas newtonianos nao-conservativos fazendo-

se uso do formalismo analitico da mecanica classica.

1.3 Formulacao Analitica

1.3.1 Formalismo Hamiltoniano

No formalismo de Hamilton [13,14,16,20,25,38-41], o estado de um sistema. fisico com 1
grau de liberdade é caracterizado por (z,7), sendo 7 0 momentum generalizado canoni-

camente conjugado & coordenada generalizada . A dindmica é dada por

p=
o (1.27)
m = Bz

onde # = H(xz, 7, ) é a funcao hamiltoniana do sistema. Uma vez obtidas as solugbes do
sistema hamiltoniano (1.27), as quantidades fisicas A(z, ), que em principio podem ser
medidas, tais como, energia, momentum linear, podem ser calculadas em qualquer tempo

t.
A divergéncia é

VK= £ (F) - & () -0 (129

ou seja, o fluxo hamiltoniano é conservativo, preserva a area (ou o volume) de uma cer-
ta regido do espago de fase no decorrer do tempo. Aqui, as transformacées (permiti-
das) que mantém esta caracteristica (1.28) sio as chamadas transformacées candnicas.
Fisicamente, entao, sistemas hamiltonianos formam uma classe particular dos sistemas
newtonianos. Como exemplo, citemos o sistema fisico dado pelas equacdes newtonia-

nas (1.23) que também é um sistema hamiltoniano por ser descrito pela hamiltoniana

H=H= p2/2m + I/(qat) + (ﬁ/m)Z(QJ t)
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Vale enfatizar que ndo é necessirio que a hamiltoniana H tenha a forma usual H =
p?/2m + V(q,t) e que seja uma quantidade conservada di/dt = 0. A forma de 7 é
arbitrdria. O importante é que as equa¢des de Hamilton sejam idénticas as equacdes
de Newton (1.19) para sistemas conservativos. A fim de ilustrar esta nio-unicidade no
formalismo hamiltoniano, consideremos o movimento de uma particula com massa m e
carga e em um plano perpendicular & agdo de um campo magnético (0,0, By) constante e
uniforme descrito por meio das equa¢des de Newton [42]

PL=2p2 ; P2= - m

g =2 Go = B2

m ! T m

(1.29)

onde k = eBy/c, sendo ¢ a velocidade da luz. No formalismo de Hamilton, a hamiltoniana

1 K 2 1 K 2
=g mrgy) to (m-ge) (1.30)

com 08 momenta candnlicos

(1.31)
Ty = P2+ gy
e a hamiltoniana
it 1 Kt
Hy = '.Tx?rycos(a) + v (m? —m°) sen(a), (1.32)
com
Ty = pacos( ) + pysen (=t
p2cos(%) + pisen(Z)) (1.33)

L

m

Ty = P1cos() — posen (&),
sdo eguivalenies no sentido de que levam as mesmas equacdes de Newton (1.29). Ou-
tros exemplos de hamiltonianas classicamente equivalentes podem ser encontrados nas
Refs.[43-48]. Um ponto importante desta ndo-unicidade inerente ao formalismo hamilto-

niano é se a quantiza¢ido a partir destas hamiltonianas leva ou ndo a um #4nico sistema

quantico {ver Segao 2.4).

Até agora, abordamos apenas os sistemas conservativos. Uma questao que se coloca é

a seguinte: como é possivel descrever sistemas newtonianos nao-conservativos dentro do
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formalismo hamiltoniano da mecénica cldssica? Segundo Santilli[37], uma resposta com-
pleta a esta questao tem de levar em conta: (1) as condigbes necessdrias e suficientes para
a existéncia de fung¢des hamiltonianas; (i1) uma vez verificadas estas condigdes de inte-
grabilidade, deve-se formular métodos de construgao de hamiltonianas; e finalmente, (iii)
a especificagao das forgas newtonianas mais gerais que sdo suscetiveis a uma formulagio

hamiltoniana. Como exemplo desta abordagem, citemos a hamiltoniana de Bateman [49):
2
H(x, 7, t) = %e_’@t + V(x)e®, (1.34)

onde m = pe”! é o momentum generalizado canonicamente conjugado a z = ¢. Esta

hamiltoniana leva as equacdes de movimento

" (1.35)
7= —2Lebt
ou
Bt Bt _ dv Bt
e’'p = —[Gpe’t — e
P de (1.36)

i=2,
que sao matematicamente equivalentes (mas nao idénticas, pois estio multiplicadas pelo
fator e7*) As equacdes de Newton (dissipativas) (1.19) com f = —f@p — dV/dq. Contudo,
com base no critério (1.9) a divergéncia relactonada com as equagoes (1.35) é nula, isto é, a
hamiltoniana de Bateman nao descreve um sistema dissipativo, embora fornega as mesmas
solugdes. Tal resultado € contrario ao critério de conservatidade ou nio de alguns autores
[37,49-66] que enfatizam a natureza dissipativa de (1.34). Em suma, a equivaléncia ma-
temdtice entre as equagbes de Newton e as equacdes de Hamilton nao basta para caracte-
rizar a consisténcia da extensio do formalismo hamiltoniano a sistemas nio-conservativos.
Ray [67] e Greenberger [68] chegaram & mesma conclusio seguindo argumentos diferentes.
A hamiltoniana (1.34) descreve um sistema conservativo ou com freqiiéncia variavel [69],
ou com massa varidvel [67,68], ou um sistema em um referenctal ndo-inercial [62]. Esta am-
bigiiidade (divergéncia nula) intrinseca a hamiltoniana de Bateman nio € um caso particu-

lar, ocorre também para a sua equivalente [60,70] H = —(8qn)/2+(1/2)In[(g*/4)(4k>—5?)]
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com m = (2/q)(4k* — A?)"V2g 1 (2¢/q + A)(4k? — A2)~Y2| no caso de um oscilador
harménico amortecido (m = 1) V = k%¢?/2, k% = cte. De fato, ocorre para todas as
hamiltonianas construidas segundo o método de fatores integrantes [71] inventado por
Havas [52,72-74]. Além deste procedimento incorreto de estender o formalismo hamilto-
niano para tratar de sistemas nao-conservativos, encontramos, na literatura, também o de
Caldirola [75-77] e o de Tarasov [78]. O primeiro converte um sistema dissipativo em um
conservativo usando uma transformacao nio-permitida, enquanto que Tarasov [78] propoe
& =0N/O0n—Ow/Om e =-0MU/0z+Ow/Bz,onde H=H=T+V ew=w(z,7)éum
termo relacionado com um principio de minima agao generalizado. Aqui, a divergéncia é

também nula no espaco generalizado (z, 7).

Um modo correto de estudar dissipagdao analiticamente é partir das equagbes de Ha-

milton modificadas por um termo dissipativo [37,79]

‘9”8 (1.37)

p= % —Fla,pt)
que podem ser derivadas de um principio de Hamilton modificado ou das equagbes de
Newton juntamente com o principio de d’Alembert. Aqui, = T+ V (energia cinética

mais energia potencial) e o momentum candnico coincide com o momentum linear. B facil

verificar que a divergéncia associada a (1.37) é dada por
VK=——— (1.38)

o que mostra que realmente estamos tratando de um sistema dissipativo em um formalismo
do tipo hamiltoniano. No entanto, a caracteristica principal deste formalismo é perdida:

p e g nao guardam necessariamente um vinculo de canonicidade.

Um ponto de suma importancia, quando se tem em mente a quantizacao de sistemas
fisicos, é que a formulagcdéo do tipo hamiltoniana de sisternas dissipativos mdo € dnica:
Dekker [80-82], por exemplo, generaliza a teoria hamiltoniana em termos de varidveis

complexas z = 9 /Or e 7 = —OH*/Oz. Além de H nao ser identificada com a energia
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total do sistema, ela é ndo-hermitiana, o que faz com que o fluxo hamiltoniano seja
sempre nao-conservativo (divergéncia diferente de zero). Enz {83], por sua vez, generaliza
a estrutura simplética © = Dy OH/0x + D1dH /0 e 7 = Dy dH/0z + DypdH /07, de

modo que a divergéncia também nao € nula.

1.3.2 Formalismo Lagrangiano

Na formulagao lagrangiana da mecanica classica [13,16,25,38-41], o estado de um sistema
conservativo é especificado pela coordenada generalizada « e pela velocidade generalizada

T, ao passo que sua dindmica é determinada pela equagao de Lagrange

d { oL oL

onde £ = L{z, &,t) é a funcido de Lagrange ou lagrangiana.

Geometricamente, o “espago de fase” de Lagrange {(z, &) ¢ distinto do espaco de fase
de Hamilton (z, 7). O primeiro caracteriza-se como um fibrado tangente (tangent bundle),
enquanto que o ultimo ¢ um fibrado co-tangente (cotangent bundle) [16,25]. No espago
(x,2), em geral, o volume de uma certa regido ndo se mantém constante no tempo, mesmo

para sistemas conservativos [13,28],

A lagrangiana usual £ = L = T — V se apresenta como um caso muito particular de
fungées que geram as equagdes de movimento a partir de Eq.(1.39). Na verdade, existe
um nimero infinito de £ equivalentes ou nio umas as outras, ou seja, diferindo ou nio por
uma derivada total, que fornecem as mesmas equagdes de Newton conservativas [44,46,84].
Além disso, uma das vantagens do formalismo lagrangiano consiste no fato de fornecer

um método mais geral de obter os momenta generalizados
oL

= 7= (1.40)

v

fundamentais a formulagao hamiltoniana.

Quanto a sistem:s ndo-conservativos, hd duas maneiras de descrevé-los usando o for-

malismo de Lagrange. Na descrigdo fenomenoldgica introduz-se ad hoc a funcao dissipativa
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de Rayleigh R(q, ¢,t) na equacao de Lagrange (1.39} [38,41]

d { 8L oL OR
— == )="" = (1.41)
dt \ dq dq  dq

com L = T — V. Ou seja, nio existe nenhuma lagrangiana, por si s6, descrevendo

um sistema dissipativo. J4 seguindo uma linha nao-fenomenolégica, dado um sistema
newtonlano nao-conservativo, procuram-se as condigdes necessirias e suficientes para a
existéncia de lagrangianas £(# T — V) [37,52,70,72,74,85-88]. Uma vez asseguradas es-
tas condigoes de integrabilidade, é importante investigar os métodos de construcio de
lagrangianas [37,49.52,56,89-93] (independentemente daqueles que envolvem hamiltonia-
nas). Por fim, deve-se especificar quais sao as forcas newtonianas nio-conservativas mais

gerals que podem ser descritas pelo formalismo lagrangiano {37,87 94].

Deve-se enfatizar que a construcao de lagrangiana a partir das equacgdes de Newton
nao-conservativas da origem a equagdes de movimento matematicamente equivalentes.
No entanto, fisicamente podem apresentar interpretactes diferentes (e.g., a lagrangiana
associada a hamiltoniana de Bateman (1.34)). Ou seja, a lagrangiana simplesmente pode
nao descrever um sistema nio-conservativo. Com base nisto, a abordagem de Tarasov
[78], onde o momentum candnico é definido por ™ = AL/8¢ + dw/¢, é incorreta, como
também a de Caldirola [75-77]. Este parte de (1.42) (ver a equagao abaixo), supondo que
Q = —fmgq, e constrét a lagrangiana £ = L$?(t) por meio de uma transformacio nio-
linear 7 = x(t). Desta lagrangiana, equagdes de Hamilton sio deduzidas com divergéncia

nula no espago de fase {z, 7).

Uma abordagem coerente para estudar sistemas dissipativos consiste em partir das

proprias equagdes de Newton e do principio de d’Alembert, e obter {37,40]

d ( 0L oL :
& ( 5‘(;) - a—q - Q(‘L d, t): (142)

onde Q ¢ uma forga ndo-conservativa. A lagrangiana do sistema é I = 7" — V', de modo
que o tmomentum generalizado 7 coincide com1 0 momentum linear p. A Eq.(1.42) pode

ser obtida de uma modificagdo do principio de Hamilton [79] para uma forca dissipativa

linear nas velocidades.
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No entanto, a njo-unicidade também aparece na formulagio lagrangiana de sistemas
dissipativos. Por exemplo, existe a teoria hamiltoniana de Dekker [80-82] que é construida

a partir da lagrangiana complexa £, usando m = 8£/0z.

1.3.3 Formalismo de Hamilton-Jacobi

O formalismo de Hamilton-Jacobi é introduzido em mecénica cldssica a partir do forma-
lismo hamiltoniano de duas maneiras:

(i) Dada uma fungio hamiltoniana H(z,7,t), constréi-se a equagio de Hamilton-
Jacobi
a5 Y ( a8

= e t) =0,(S = $(z,1)) (1.43)

cuja integragdo € reduzida A integragio das equagdes de Hamilton. Este é o problema
de Cauchy: quais as condigdes necessdrias e suficientes para que uma equacio diferencial
parcial de primeira ordem e nao-linear seja eqﬁivalente a um par de equacdes diferenciais
ordindrias de primeira ordem [25].

(ii) Substitui-se a integracio do sistema de equacdes de Hamilton pela integragdo
da equagdo de Hamilton-Jacobi. Este é o teorema de Jacobi: quais sio as condigoes
necessarias e suficientes para que um sistema de duas equagdes diferenciais ordindrias de
primeira ordem seja equivalente a uma equagio diferencial parcial de primeira ordem e

nio-linear [16,20,25,39].

A intima relagio enfre os formalismos de Hamilton (sem modificagao) e o de Hamilton-
Jacobt faz com que este dltimo seja restrito apenas a sistemas conservativos. Denman
e Buch [57] e Lemos [61] investigaram a equacio de Hamilton-Jacobi associada com a
hamiltoniana de Batéman (1.34). Para estes autores esti-se estudando um sistema dissi-
pativo. Contudo, com base no critério (1.9) e (1.10), a hamiltoniana de Bateman e, por

conseguinte, a equacao de Hamilton-Jacobi, nao descrevem um sistema nio-conservativo.

O procedimento correto de descrever dissipagido no formalismo de Hamilton-Jacobi
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é investigar a integracio das equagtes de Hamilton modificadas por um termo externo

linear

g=41
op (1.44)

sendo H =1 + V), e chegar & equagio de Hamilton-Jacobi dissipativa [79]

85 85 _ 3
“CiE( 22 +45 = =e L.
o (aq,q,t) 35 =0,(5=e"3) (1.45)

primeiro postulada por Razavy [95,96].

Em resumo, a formulagdo analitica de sistemas conservativos é finica no sentido de
que todas as possiveis hamiltonianas (ou lagrangianas) geram um fluxo sem divergéncia
no espaco de fase. Quanto a sistemas nio-conservativos, hd vérias formulacdes do tipo
hamiltoniano implicando em total ambigiiidade com respeito a que tipo de sistema fisico
estd-se investigando analiticamente. Tsto ji nos faz suspeitar da fraqueza dos métodos
de quantizagio baseados em hamiltonianas, lagrangianas e equacio de Hamilton-Jacobi.
Por isso, passamos a estudar a mecinica classica dentro de uma estrutura liouvilliana a

ser detalhada na préxima sec¢ao.

1.4 Formulacao Liouvilliana

Vimos na Se¢do 1.1 que o estado de um sistema dindmico ¢ determinado por um ponto
z = (21, ..., zy) no espago de fase. Na formulagio liouvilliana, ao contrario, o estado passa
a ser especificado por um conjunto de pontos ficticios (ensemble de (Gibbs) em torno do
ponto z = (z),..., zy), cada um com uma certa probabilidade de representar o sistema e

evoluindo, de modo independente, segundo as equagdes diferenciais (1.1) [21,23,97,98].

Um numero muito grande de pontos AN (possiveis estados) que se distribuem em

uma certa regiao AV (infinitesimal) d4 origem A nogio de distribuicdo ou densidade de

estados (pontos) [23,97]

AN
' m - — = F(z,1) > :
s Wi a0 &7 = T30 20, (1:40)
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onde Ny, designa o numero total de estados no espaco de fase I'. Segue, entdo, que

Prob(M):/ F(z,t)dzz/MF(zl,...,zN)dzl...dzN (1.47)

M

dé a probabilidade de o estado do sistema ser especificado dentro da regido M de T.

Conmo consequéncia natural, temos
Prob(I") = / F{z,t)dz=1. {1.48)
r

Em suma, na formulacio liouvilliana, especifica-se o estado de um sistema por meio da

fungao de densidade ou distribui¢do de probabilidade F(z,¢).

Como os pontos que constituem o ensemble F(z,t) evoluem segundo as equagdes di-
ferenciais deterministicas (1.1), a evolugdo de F' seguird entdo como conseqiiéncia do

movimento de cada um de seus constituintes:

dF  8F . Q9F ar aF . aF aF
=—=n+t—ZH+..+—=z = ;

il Ll o il 14
i Bz o o o T LT (1.49)

Geometricamente, a derivada total dF/dt significa a taxa de variacio de F' com relagio
ao tempo na vizinhanga de um ponto em movimento no espaco de fase, ao passo que a
derivada parcial 8F/0t indica a taxa de variagdo de F no decorrer do tempo na vizinhanca
de um dado ponto fixo. Consideremos, entdo, uma dada regiio D de I" com hiper-volume
V = [, dz . dzy em torno do ponto (21, ..., zx). O nimero total de pontos dentro de V

em qualquer instante é dado por
N = / Fdz..dzy. (1.50)
D

Sejam duas hiper-superficies, em particular, do hiper-volume perpendiculares ao eixo-z;
localizadas no ponto z; e z; + dz;. O nimero de pontos entrando pela hiper-superficie no

ponto z; é
Nl = / F(zl, coey &, ...,zN,t)dzl...Ki(zl, ey Ly ey EN, t)dtdZN (151)
D
Ja o numero de pontos saindo pela hiper-superficie no ponto z; + dz; é

,/\[2 - / F(Zl, e Zi dzi, ey 2N,t)d21...Ki(Zl, ey 25+ dZ;‘, ...,ZN,t)dt...dZN. (152)
D

24



Fazendo as seguintes expansdes

Flzy, .z +dz, o zn, t) = Flzy, oz, 0, 2y, ) + g—idzi + Ol{dz)?]

(1.53)
Ki(z1, ., zi +dzi, . zn, t) = Ki(zy, 0 24, o0, 26, t) + irf—al':a + O[(d=)?,
até segunda ordem, obtemos de (1.52) a expressao
K
.Afg = / d21 FI(Z + Fa—dzi + Kia—FdZi dt...dzN. (154)
o) 631‘ 82;'
Logo,
N =Ny = Np = — fpdan... | Fida + K22z dt...dzy
(1.55)

= [ Fdz..dz.. day.

Calculando dN /dt, somando todas as hiper-superficies e notando que cada uma delas esta

fixa, chegamos a

oF o oK, OF
= > [Faz' + K"QJ . (1.56)

i=1

Substituindo este resultado na Eq.(1.49), segue que

ZK% —FZ 821 (1.57)

ou escrita de outra forma

1dF

il — 1.

F dt Z 321 (1.58)
Uma vez obtida a solugdo da equagdo de Liouville ndo-conservativa (1.57), podemos de-

terminar o valor esperado (ou média) de qualquer observavel A = A(z, t)
(A) = /AFdz. (1.59)
sobre o ensemble dado por F.

Para a deducio da equagido de Liouville generalizada (1.57), seguimos a abordagem

pictérica de Nicolis e Prigogine [21] ¢ também de Tolman [98]. Uma deducio baseada
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em teoria de transfurmagao é dada por Gerlich [99], e uma mais rigorosa com base na

definigdo de derivada de Lie se encontra na Ref. [100].

Uma caracteristica importante a ser ressaltada é que a formulacdo liouvilliana da
mecanica classica engloba de modo complementar a descrigio deterministica subjacente
a teoria dos sistemas dindmicos (1.1) e a descrigdo probabilistica baseada na nocio de
ensemble (1.46) cuja evolugao temporal independe de hamiltonianas e lagrangianas. Veja
a Eq.(1.58), onde o lado direito depende do carater probabilistico enquanto que o lado

esquerdo representa o aspecto deterministico.

1.5 Representacao de Wigner da Mecanica Classica

Nosso objetivo nesta segao é introduzir uma nova representacao onde os sistemas cldssicos
possam ser estudados estatisticamente. A fim de explicitar nossa formulacio da mecanica
classica, restringir-nos-emos aos sistemas newtonianos (1.19) descritos probabilisticamente

pela equagao de Liouville ndo-conservativa (em uma dimensio)

OF dF p OF af

por_ _pol 1.60
ot +f dp + m dq dp ( )
onde f = f(p,q,t) é uma forga genérica e F' = F(p,q,t) > 0 a funcio de distribuicio de

probabilidade com as seguintes propriedades estatisticas

F(q,t) :/Fd,p; f:?'(p,t) —deq, (1.61)

/dedq =1, (1.62)

tal que o valor esperado de uma quantidade fisica A = A(p, q,¢) seja dado por
(A)y = fAdedq. (1.63)

Comos tivemos oportunidade de ver na segdo anterior, especifica-se o estado pela dis-
tribuicdo de probabilidade F' que dd a probabilidade de o sistema ser determinado por
algum ponto dentrc. de uma regido M do espago de fase I' em torno do ponto (p, g). Vale

lembrar que a drea de M tem dimensao de agio.
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Em 1932, Wigner [266] introduziu uma representagio da mecinica quantica no espaco

de fase por meio da transformacio

Wip.q,t) = 51,; /p(q + %@ q- %,t)e"p”dn,
onde p é a matriz densidade, solu¢io da equacdo de von Neumann, /i a constante de
Planck e W uma fun¢do no espacgo de fase quintico, nem sempre definida positiva. Um
ponto importante é que esta formulacao de Wigner possibilita um estudo mais coerente

do limite classico i — 0, j4 que as duas mecinicas sdo expressas em termos de nlmeros-¢

{ver Capitulo 3).

Matematicamente, a equagio acima ¢ um tipo de transformada de Fourier de tal forma

que podemos escrevé-la de um modo geral como

X(y+g,y— g,t)=/G(:c,y,t)e’”“/"’d:c

sendo agora { um pardmetro arbitrario com dimensdo tal que e®%/¢" seja adimensional.
Esta transformada de Fourier é central no nosso trabalho. Especificamente, queremos
examinar as consequéncias de sua introducao no seio do formalismo da mecéanica cldssica.
Para isto interpretamos fisicamente esta equagio ao considerarmos G(z,y,t) = F(p, q,t)
uma densidade de probabilidade definida positiva, solu¢io de (1.60), por exemplo. Assim,
tal transformada permite, por um lado, instaurar uma nova representacio da mecéanica
cldssica na qual é possivel deduzir uma estrutura de operadores e relacdes de incerteza,
e também a resolucgdo (aproximada) da equa¢io de Liouville, a equagio de evolugio para
F; por outro lado, permite também a definicio de um processo de quantizagio, isto é,
a passagem da mecdnica cldssica 4 mecdnica quantica, as duas expressas em termos da

mesma linguagem: numeros-q.

Comecemos, entdo, introduzindo a representa¢ido de Wigner da mecinica cldssica por

meio da transformada

2 ¢
x(g+ g,q - wg,t) = /Fe”’”dp (1.64)
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no espago-(¢,n), e

6(p + %ﬁ,p— %,t) = /Fe*q‘qu (1.65)

no espago-(p,£) [101]. Do fato de os fatores de Wigner e¢®” e ¢ serem adimensionais
e de os produtos {1 e ££ terem dimensdo de posicdo e momentum linear, respectivamen-
te, resulta que £ deve ter a dimensdo de agdo ou momentum angular. Escolhemos este
parametro £ com um valor tal que £* < 1, o que implica que (1.64) e (1.65) tém um
cardter de infinitesimalidade advogado na Ref.[188]. (Doravante, vamos considerar ape-
nas a Eq.(1.64)). Inserindo, entdo, (1.64) na Eq.(1.60), obtemos a equagdo de evolucio

na representacao de Wigner

%)té ~ %;;gg +Q1x = =y, (1.66)
onde
Qi x = /f%e”’”dp (1.67)
c
Qox = /Fg—ge’p”dp. (1.68)

A Eq.(1.66) é matematicamente equivalente & equagio de Liouville ndo-conservativa (1.60)
devido & existencia da inversa de (1.64). No entanto, apenas aquelas y que geram F > 0
tém significado fisico. Da Eq.(1.66), notamos que a fung¢do de Wigner x é uma funcio
complexa por causa da presenca de ¢ = (—1)/2. Usando a inversa de (1.64), o valor

esperado de A, Eq.(1.63), passa a ser

1 4 £

) = 5 [ xta+ T 040, g, e dndpdy (1.69)
2w 2 2

O estado fisico de um sistema ¢ especificado pela funcdo de Wigner clissica com as

seguintes propriedades

a) hermiticidade: (x) = (x") = x = x'.

b) normalizagdo: [ F(p,q,t)dgdp = 1 = [ x(q,q,1)dg = 1. No entanto, x(q, g2, t)
ndo é normalizdvel.

¢) mdo-positividade: embora F seja definida positiva, o mesmo nio acontece com a

funcao x{q.gs.t).
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Nesta nova formulagao, tanibém é possivel deduzir uma estrutura operatorial para a

mecanica classica. Da Eq.(1.69), escrevemos

1 _ 1 Iy
_ 1) - _ —pn )
{p) o / (px)e P dndpdyg 5 / (=2 an)e dndpdg, (1.70)
1 —ip 1 = —tpn
(q) = 5 (gx)e Pldndpdg = (Gx)e™""dndpdg. (1.71)
vit 2

Na Eq.(1.70) fizemos uso do fato de que
a  _
/ - xe” Pdpdgdn = 0. (1.72)
an

Estes resultados permitem que possamos associar ao momento p o operador hermitiano

p= —1% (1.73)

e a posicdo ¢ o operador multiplicativo

= q. (1.74)

WO

Segue que a uma fungio geral G(g,p) associamos o operador G = G(P, §). Os operadores
(1.73) e (1.74) atuam sobre a funcio de Wigner classica x(g+n€/2, g—n£/2,t) definida em
dois pontos no espago-(g,n). Conseqilentemente, este fato nos induz a definir um ponto
no espaco de Wigner cldssico como @ = g +nf ou @ = ¢ — nf, que chamamos de ponto

fisico a fim de o distinguirmos da nogdo de ponto matemdtico g. Como o operador @

associado a ¢} é 1déntico a ¢, ao calcularmos

| Q5] x = (@F - 5Q)x (1.75)
achamos
[ Q, ﬁ} =0 (1.76)
que, por seu turno, leva a
AQAPZO, (1.77)

onde Az = /< 22 > — < ¢ >2. Notando ainda que AQ = Agq, temos
NghDp>0 (1.78)
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na representacio de Wigner. Portanto, todos os sistemas classicos descritos pela equacio
de movimento (1.66) obedecem as rela¢des de dispersdo (ou incerteza) (1.77) ou (1.78). Se
estivéssemos considerando o ponto matemdtico g, teriamos obtido [ ¢, p] = 0 e AgAp > 0.
Resta-nos investigar para quais situagdes vale a expresio Ag A p > 0 e a igualdade

HgLp=0.

Quando y é fatorizavel, i.e.

x(g+nL/2,9—nt/2,t) = ¢'(q — nt/2,t)d(q + nt/2,¢), (1.79)
da Eq.(1.70) obtemos
{0
_ P 2200 ) éd 1.80
o~ [ o ( 15 ) s (1.80)
depois de expandirmos ¢' e ¢ de acordo com
nt ntdu 1 { pf\*&u 1 [ ne\* *u .
2y = + (L) o4 L) 22 1.81
wgx5)=ulg) 25q+2](2 a2 T3\ 7)) ap tOM) (1.81)

e depois de usarmos a propriedade da fun¢ao delta de Dirac | g(z)d(z — y)dz = g(y).

Assim, podemos associar a p o operador

£ o
= —— 1.82
P= 4 (1.82)
e a g o operador
i=gq (1.83)
que atuam sobre a fun¢do ¢. Segue imediatamente que
[4,p] = (1.84)
e
1
Nglp> 5 (1.85)

Fazendo ¢ = 0 nesta Eq.(1.85), recuperamos a Eq.(1.78)}, além de fazer com que o ponto
fisico ¢ = nf se reduza ao ponto matematico g. Portanto, com base na estrutura de
operador apenas, deduzida acima, mostramos a existéncia de relagdes de incerteza para

todos os sistemas cldssicos (conservativos e ndo-conservativos) descritos pela Eq.(1.66),
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na representagao de Wigner, com £ > 0 exercendo o papel de um paridmetro geométrico

variando continuamente.

Tomemos, como exemplo, os sistemas newtonianos conservativos para os quais f =

—0V/0q, onde V = V{(q,t) é o potencial escalar externo. A equacio de Liouville ¢ dada

por
OF pOF 8VOF

— 2 1.86
5t "' mdq  9q op (1.86)
e a equagao de movimento para a funcao de Wigner é
dy 2[5y Py
o4+ — ) = — =~ [ Vig,t) = Vig,t)]x=0 1.87
tor = 5| 53 = 53| - (V) - Vi tix (187
com
P <1 (1.88)
A obtencao de (1.87) é feita usando
T :C]‘F%l;@:q—%l
(1.89)
2 _ 8 i-ﬁ__ﬁ(i_i)
8¢ T dq dg27 8 T 2\ Bq g2

na Eq.(1.66); x, entdo, pode ser fatorada. Logo, a Eq.(1.87) pode ser obtida da equacio

o 12 8%
E«‘ZE—F%@* V(QI,t)Gb— 0 (1.90)

no ponto q; e da sua complexo-conjugada no ponto gs. Vale observar que a equivaléncia
entre as BEqs.(1.87) e (1.86) somente existe para um conjunto restrito de solucdes da
Eq.(1.90), justamente aquelas que ndo sao obtidas da superposigio, ¢ = ¢ + ¢, e aquelas
que mantém a positividade de F(p,q,t). Iustremos isto com wn exemplo especifico:
consideremos um oscilador harmoénico V(g) = mw?q?/2 com freqiténcia w, as solu¢des da

Eq.(1.90) {em um ponto genérico q) sdo dadas por

1 mw\ V4 e
0= b () e g o
com
1
€, = bw(n + 5) (1.92)
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e H, os polinémios de Hermite. Para n = 0, a densidade de probabilidade {(inversa da
Eq.(1.64)) ¢
1 2 2
F(p,q,t) — o muwg Ji—p /Emw’ (193)
id4

a0 passo que para n = 1 temos

1 2mwq®  2p° 252
F = _ _ muwg” /E—p? [tmw 1.94
(pgt)=—_, ( 1 7 T ) € (1.94)

que nao possul significado fisico porque nao é definida positiva. Portanto, somente (1.93)

¢ adequada como solugdo da Eq.(1.86).

Calculando o produto das incertezas Ag A p usando (1.93), chegamos a

Aghp= ; (1.95)

Embora £ seja um pardmetro varidvel, esta Eq.(1.95) nos mostra que o estado do oscilador
classico é restrito por -i"‘elagc”)es de incerteza entre momentum linear e posigio, justificando,
portanto, o sinal de igualdade na Eq.(1.85). Além disso, também é caracterizado por
uma, certa energia residual ¢g = fw/2. Este resultado estd relacionado com a estrutura
geoméirica do espago de Wigner, e é corroborado fisicamente pelo movimento browniano
inerente a toda especificagao real de um estado cldssico por qualquer aparelho de medida
[102]. Quando £ — 0 na fungio F (1.93), obtemos o caso particular e pouco realistico
onde o estado é determinado sem qualquer erro: 4(¢)d(p). Em suma, para que haja
compatibilidade entre as Eqs. (1.95), (1.85) e (1.78), re-escrevemos (1.77) ou (1.78) na

forma mais geral (1.85).

Na representacao de Wigner da mecdnica cldssica outros sistemas podem ser analisa-
dos. Por exemplo, o0 movimento de uma particula neutra, com spin e dipolo magnético, em
um canmpo magnético externo. Neste caso, é possive]l analisar classicamente os resultados
de experimentos do tipo Stern-Gerlach e também experimentos envolvendo feixe molecu-
lar do tipo Rabi. Aqui, as particulas sao tratadas como possuindo trajetéria continua e
definida, bem como orientagdo continua do vetor de spin [103]. Em suma, experimen-

tos outrora tidos cono essencialmente “quanticos” podem ser interpretados classicamente

32



fazendo-se uso da representacio de Wigner. Dechoum e Franga [104] também estudam o
movimento de um oscilador harménico carregado submetido a campos eletromagnéticos

estocasticos e a uma forga de reagio devido a radiagdo (radiation reaction force).

Uma caracteristica importante da transformada de Fourier (1.64) é que sua inversa

1 —1;
F(p,q,t) = gfxe Pdn (1.96)

herda de x o pardmetro geométrico ¢ (ver Eq.(1.93)) de tal modo que valha a expressio
Aglp > £/2. Isto implica que F continua a ter um significado de ensemble, mas, de um

?
modo generalizado. Notemos, também, que a inversa de (1.87), com £ <* 1, leva a

F OF 2 B3V PF
or  pOoF OVor £oVEF (1.97)

ot an—a_qa_p7243q3 3p3:
A equagdo de Liouville passa a possuir, na representagio de Wigner, um termo de “cor-
re¢io” proporcional a ¢2. Estes termos se anulam para ¢ = 0. Portanto, o estado de um
sistema cldssico é agora determinado por F(p, ¢, ¢;¢) que dd a probabilidade de o estado
o sistema ser especificado por certas “células” que compéem o ensemble (fig.a), a drea
de cada “célula” sendo controlada por £: [dpdg = ¢; ¢ ndo por pontos matematicos

(dimensdo nula) (fig.b).
'o A

~

o

jf\ % ey
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Além do aspecto operacional relacionado com a possibilidade de resolver aproxima-
damente a equagdo de Liouville, queremos defender o ponto de vista de que a represen-
tagdo de Wigner da mecanica cldssica constitul o locus adequado para quantizar sistemas
classicos, porque, de um lado, parte diretamente das equagdes de movimento newtonianas,
e por outro lado, dota a mecanica classica de uma estrutura algébrica nio-comutativa si-
nilar aquela da mecénica quéntica, evitando assim todas as ambigiiidades, inconsisténcias
e falta de generalidade inerentes aos esquemas de quantizagio fundamentados em lagran-

gianas e hamiltonianas.
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Capitulo 2
Mecanica Quantica

Neste capitulo, nosso objetivo é comegar a visualizar uma resposta geral i seguinte
questdao: dado um sistema fisico nao-relativistico inicialmente descrito pelas equacdes
de movimento da mecanica cldssica, como descrevé-lo em termos da dinamica quantica?
Na Secdo 2.1, apresentamos as primeiras tentativas feitas por Planck, Bohr, Sommerfeld,
Einstein e outros, ac proporem regras ad hoc a fim de investigar a natureza nio-cldssica
de certos sistemas ficicos. No entanto, apenas com Heisenberg e Schrodinger é que surgem
formulagdes mais bem fundamentadas visando superar e substituir tais regras de quan-
tizagao. Para Heisenberg, quantiza-se um sistema escrevendo-se as equacgdes de Newton
usuais (nimeros-c) em termos de operadores (nimeros-q) (Segao 2.2), ao passo que o
método de quantizagao de Schrédinger parte da equagio de Hamilton-Jacobi (Se¢do 2.3).
Na Secao 2.4, ¢ discutida a quantizagdo candnica ou quantizagio de Dirac que se baseia
no formalismo hamiltoniano. O método de Feynman, fundamentado na existéncia de la-
grangianas, ¢ mostrado na Secédo 2.5. Finalmente, na Se¢io 2.6 estudamos um processo de
quantizagdo, que chamamos de QUANTIZACAO DINAMICA, sem fazer qualquer alusio

a hamiltonianas e lagrangianas e evitando a questdo de ordenamento de operadores.
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2.1 Quantizacao de Planck e Bohr

Os primeiros vislumbres de um mundo quéntico foram tidos por Planck, em 1900, ao
postular que, na emissdo e/ou absorgio de radiacio em um corpo-negro, a energia devia
ser concebida cono uma quantidade discreta [105]. Com base nesta hipétese, Bohr em
1913 também postulou que o momentum angular associado com o movimento do elétron em
torno do nicleo devia ser quantizado, ou seja, ser um miltiplo inteiro de A {constante de
Planck dividida por 27) [106). Wilson [107], Planck [108], Sommerfeld [109], Schwarzschild
[110], Epstein [111] sintetizaram aqueles postulados de Bohr e Planck na seguinte regra ad
hoc de quantizagao [112-114]: dada uma hamiltoniana H{g;, p;), descrevendo um sistema
fisico movendo-se em um dominio limitado com N graus de liberdade (i = 1,...,N),
postula-se que as constantes de movimento I;, e.g., 0 momentum angular, obedecam &

condigao
1
I = 5 j{pidqi = v;h, (2.1)
onde cada integral é tomada ao longo da trajetéria que o sistema realmente percorre
durante wm ciclo do movimento em termos da coordenada ¢;. Estas trajetérias classicas
restritas pelas condigbes quéanticas (2.1) sao chamadas de trajetérias quantizadas. Os

valores discretos da energia sdo obtidos quando E = H(I;).

Einstein [115] observou que a quantizagao baseada na regra (2.1) nao é adequada pa-
ra conectar as teorias classica e quantica, porque ela esta restrita a sistemas separaveis
1. Além disso, matematicamente {2.1) niao é bem-definida por nao ser invariante sob
transformacgoes canénicas, i.e., as formas das trajetdrias quantizadas dependiam das coor-
denadas usadas, embora fornecesse corretamente os niveis de energia. A fim de restaurar

a consisténcia interna das condigoes de quantizagao, Einstein introduziu o invariante de

Poincaré 3, p;dg;, de modo que (2.1) passou a ser

I= % ﬁi z@:p,d% = zi:lfih, (22)

1Gistemas para os quais a equagio de Hamilton-Jacobi é separdvel.
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tanto para sistemas separdveis quanto para nfo-separdveis. Agora as integrais sio cal-
culadas ao longo de curvas fechadas C; no espaco das coordenadas, nio necessariamente
as trajetorias classicas. Fisicamente, contudo, a Eq.(2.2) nio é a expressio mais correta
porque para concordar com os dados experimentais, a regra de quantizacio tem de ser
modificada para incluir nimeros quanticos semi-inteiros, i.e.,
1 i 1
I=— E pidgt = E (v; + =)A. (2.3)
2T fo - 2
o H
Vale lembrar que, de acordo com a anélise de Einstein, somente os sistemas integrdveis

(ndo-cadticos) sédo quantizados seguindo as condigdes (2.2) e (2.3) [16,116].

Resumindo, a caracteristica basica subjacente ao procedimento de quantizacio desen-
volvido por Planck, Bohr, Sommerfeld e outros é partir, por analogia formal, do conceito
de trajetdria cldssica, e calcular os niveis de energia. Atualmente, tal idéia permeia aqueles
que investigam caos em- mecanica quéntica [117-118], posto que as condi¢des de quanti-
zagao (2.1-2.3) sdo deduzidas da equagio de Schridinger [16,119,120] por meio de um

limite semi-classico.

2.2 Quantizacao de Heisenberg

Nao satisfeito com as regras (2.1-2.3) — aplicdveis a poucos sistemas fisicos, introduzidas
sem uma solida justificativa tedrica e fazendo uso de um conceito de trajetéria puramen-
te matemdtico — Heisenberg [121-123] propds um métode de quantizacio partindo das

proprias equacoes de Newton

dp; dp;
= i i:t = = “ia Aht ’ 24
postulando que no dominio quintico a posigdo ¢, € o momentum fisico p; = mdg,/dt

devam: ser representados, respectivamente, por operadores §;, p; obedecendo as relacoes

de comutagido Born-Jordan-Dirac [122-125]
Aiaﬂ' =0= Ai:hA
[ G, 4] [ i, 5;] (2.5)
[ Q‘z',ﬁj] = 101d; j,
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onde [A, B] = AB - BA e ¢ sendo o delta de Kronecker. Assim, a FEq.(2.5) substitui
(2.1-2.3) e, juntamente com a equagio dp;/dt = f(§,, i, t), permitem calcular os niveis
de energia e outras grandezas fisicas. Este método tem a vantagem de ser baseado nas
equacoes de NewtOn,'de modo que ele pode ser aplicado a processos estocdsticos descritos
pelas equagdes de Langevin [126,127]. Contudo, sua principal dificuldade (teérica) est4
relacionada com as ambigiiidades que surgem do ordenamento dos operadores no cdlculo
de quantidades fisicas A(g;, §;) [126]. Conceitualmente, o esquema de quantizacio de
Heisenberg abandona conceitos cldssicos e intuitivos, como o de trajetéria, para se limitar

a oferecer regras de cilculo de observiveis fisicas.

2.3 Quantizacao de Schrodinger

A fim de desvendar a verdadeira natureza das condigdes quanticas (2.1-2.3), Schrédinger
[114,128] propés um método diferente de quantizar um sistema fisico: parte-se da equagao

de Hamilton-Jacobi (Eq.(1.43)) e introduz-se a relacgio
S(g,t) = —ullnp(q, 1), (2.6}

£ tendo dimensao de agdo e 7 sendo uma fun¢io complexa. Inserindo (2.6) na Eq.(1.43),
constréi-se um funcional F{1, ') e supde-se que a integral (v, v!) = [yl Fdg seja
um extremo: §Z =0. Deste problema variacional, que substitui as regras ad hoc de Bohr-
Sommerfeld, e fazendo ¢ — h chega-se & equacdo de Schrédinger. Usando este método,
Schénberg [129] obteve equages de Schrodinger e de Dirac ndo-lineares a partir da ge-
neralizagdo da equacgao de Hamilton-Jacobi para uma particula carregada e submetida
a potenciais arbitrdrios; enquanto que Razavy [95,96|, Herrera et al. [79] e Pal [130]
introduziram dissipacao em mecanica quantica a partir de equagoes de Hamilton-Jacobi
dissipativas ?. Contudo, este procedimento de quantizagio é severamente criticado pelo

proprio Schrédinger [128,131]:

*Como a equagio de Hamilton-Jacobi pode ser construida a partir da hamiltoniana, tem de haver
algum critério para selecionar fungoes hamiltonianas para efeito de uma quantizagdo tnica. Tal critério

existe para sistemas conservativos descritos por i = T'+ V = FE, para o caso unidimensional apenas.
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i) A relagao entre S e 4 (2.6) é incompreensivel (unverstindlich). Na verdade, origi-
nalmente Schrodinger considerara S = {In, ¥ sendo uma fungio real;

ii) A formulagdo da integral Z(v,¥') = [ ¢! Fdg nio é inteiramente desprovida de
ambigiiidades (nicht ganz eindeutig);

iii) Finalmente, ¢ incompreensivel (unverstindlich) a prépria existéncia do principio

variacional §7 = Q.

Com o intuito de superar estas dificuldades, Schrodinger resolveu abandonar seu
método de quantizagdo e tentou estabelecer uma fundamentagio mais segura para sua
equagdo fazendo uso da analogia hamiltoniana entre mecanica e dptica [114,131]. No en-
tanto, vale notar que estes dois procedimentos ndo constituem uma deducdo 16gica da
equagao de Schrodinger a partir de principios fisicos mais profundos: esta equacio deve
ser tomada como um postulado fundamental da mecdnica quantica. O que importa é o
acordo de suas consequiéncias com a experiéncia [112]. Por conseguinte, qualquer pro-
cura por um processo adequado de quantizagio, isto é, um procedimento para se obter
equagoes de movimento quanticas partindo da dindmica classica, passa a ser considerado
como um mero pseudo-problema. Infelizmente, este é o ponto de vista presente em todos

os livros-textos.

2.4 Quantizacao de Dirac

De acordo com Dirac [132-134], para quantizar um sistema classico é preciso um formalis-
mo hamiltoniano e, de todas as possiveis hamiltonianas H(q, 7,t) que corretamente geram
as equagoes de movimento, devemos selecionar uma fun¢do hamiltoniana a ser identificada

com a energia total do sistema (critério de Dirac) [43,60,74,84.132, 135,136]:

H(r,z,1) = E(t). (2.7)

FEsta exigéncia torna a quantizacio de Schriédinger totalmente ambigua para sistemas dissipativos, visto

que nao existe uma formalismo hamiltoniano dnico de sistemas nio-conservativos (Segao 1.3).
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Uma vez estabelecido este critério, usa-se o esquema de quantizacio candnica de Dirac ®

120,133,134,137]
a

S Sl
T =7 ’lax

rT=3I=2z
Eﬁﬁ':zﬁ—a—,
Ot

e obtém-se, entdo, a equagéo de Schrodinger

- 0

(2.8)
(2.9)

(2.10)

(2.11)

com H = H(w,#,t) e ¥ = 9(z,t) uma funcéio complexa. Notemos, ainda que esta

prescri¢ao (2.8-2.10) sé funciona em coordenadas cartestanas [138]. Ou seja, a condicio

(2.7) nao é suficiente para a quantizacdo canénica de sistemas conservativos.

Algebricamente, a quantizagio de Dirac pode ser formulada substituindo-se o paréntesis

de Poisson pelo comutador [122,125,132,133,139]

BAOB OB YA [A,B] AB- BA

B = o " Bgap i

ou, em termos das equagoes de movimento,

dr _ di [, H]
d_tm{ﬁ’H}_éa th
dr di [fr,frf]

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Quando o critério de Dirac (2.7) ndo é obedecido, a aplica¢do das regras de quantizacio

(2.8-2.10) ou (2.12-2.14) torna-se inconsistente para sistemas conservativos descritos por

hamiltonianas nao-equivalentes, i.e., hamiltonianas geradoras das mesmas equa¢des de

movinento que a fungéo (2.7), mas ndo conectadas com esta por transformacio candnica

*No Apéndice C, mostramos que este critério nao é necessario nem suficiente, logo, o procedimento

de quantizagio de Dirac (2.8-2.10)¢é inteiramente arbitrario.
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[42,43,70,87,93,94,140-144]. Por exemplo, a quantizacio de sistemas fisicos, tais como,
uma particula livre nao-relativistica [47,48,87,94,140,142], um oscilador harménico iso-
trépico bidimensional [70,141], uma particula em um campo magnético [42,143,144] e o

atomo de hidrogénio [94] leva, em cada caso, a sistemas quanticos fisicamente diferentes.

Ademais, a quantizacdo canénica de sistemas dissipativos, estudada por varios autores
42,47,48,50,51,53-55,58,60,65,66,70,73,75-78,80-83,95,135,136,143-155], nio se apresenta
como fisicamente confidvel [62,67-69]: além das inconsisténcias e ambigiiidades relacio-
nadas com a Hamiltoniana de Bateman (1.34), diferentes estruturas hamiltonianas sio
construidas para tratar da dissipagio classicamente {75-78,80-83]. Inclusive, no caso em
que H é idéntica & energia do sistema [78,83], o critério de Dirac é insuficiente para a
correta quantizacao de sistemas ndo-conservativos (ver Subse¢des 1.3.1 e 1.3.2). Como
consequéncia desta nao-unicidade, a fungao de onda ¢ obtida, por exemplo, para um os-
cilador harmdnico aniortecido, é um mero artefato do processo de quantizagio adotado

(ver Apéndice D)

Um modo de tentar salvar o procedimento de quantizacao de Dirac é acoplar um reser-
vatério térmico (sistema A) ao sistema dissipativo (sistema B), de modo que A+B como
um todo seja considerado como conservativo [145,156-158]. No entanto, a hamiltoniana
néo pode ser identificada com a energia total do sistema [158] e, portanto, esta abordagem
nio esta livre de inconsisténcias fisicas [159] quando sao considerados modelos fisicos mais

gerais para descrever a intera¢ao entre o sistema dissipativo e o banho térmico [160].

Para concluir, ressaltamos que, como observado pelo préprio Dirac [133], o procedi-
mento (2.8-2.10) ou (2.12-2.14) nao é matematicamente bem definido devido ao proble-
ma de ordenamento de operadores na transi¢ao de funcdo cldssica A(p, ¢) a uma fungio
quantica A = A(p, §) [1%’)3,161—166] e também devido ao fato de privilegiar as coordenadas
cartesianas [138]. Além disso, conceitualmente, a quantizagio de Dirac nao esclarece o

significado fisico da funcdo v % aparece ez nihilo, simplesmente é postulada.
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2.5 Quantizacao de Feynman

Em vez de procurar hamiltonianas, Feynman [167] partiu do formalismo lagrangiano da
mecanica cldssica para quantizar um dado sistema fisico. Para isto, seguindo as idéias de

Dirac [167], ele introduziu o propagador K na equacio
(z,¢) /K (z,t; 2", ¢)Q', ¢')d[2] (2.15)

com sendo proporcional a /" onde § = ftf Ldt é a agao classica e £ uma lagrangiana
(quadrética nas velocidades) do sistema. Na Eq.(2.15) d[z'] é o elemento de volume em
z'. Seguindo um determinado processo de limite no calculo de K, Feynman foi capaz de

obter a equagdo de Schrodinger para a funcgio de onda @ = 2.

Foi mencionado na Subse¢io 1.3.2 que as lagrangianas podem ser de dois tipos: aquelas
diferindo por uma derivada total no tempo de uma fungao ¢(z,t), chamadas de lagran-

glanas equivalentes, e aquelas que nio satisfazem tal condicido, chamadas lagrangianas

nio-equivalentes. O efeito das lagrangianas equivalentes conservativas ? na quantizacio é
apenas alterar a fungac de onda por um fator de fase [84,168], ao passo que a partir das
nao-equivalentes a quantizagdo dd origem a sistemas quanticos inteiramente diferentes.
Aqui urge, portanto, a necessidade de wn critério para selecionar estas lagrangianas, a

serem usadas no método de quantizagio de Feynman.

Apesar de funcionar como uma boa ferramenta computacional, o formalismo de Feyn-
man sofre de algumas ambigiidades internas que o tornam inadequado para conectar a
teoria cldssica & teoria quantica:

() Dificuldades matemadticas surgem na definicdo geral da integral de Feynman [167,169];

(8) Existe arbitrariedade na escotha do propagador K: o método de Feynman nao
fornece a quantizagdo correta de um péndulo duplo [170];

(«v) Outra fonte de ambigiiidade jaz na escolha do ponto onde o propagador deve ser

calculado para diferencas infinitesimais no tempo [167,171]. Esta questdao do ponto médio

40u seja, aquelas que geram um fluxo hamiltoniano conservativo.
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(midpoint) corresponde ao problema de ordenamento de operadores na quantizacgio de
Dirac (e de Heisenberg) [172-177);

(8) O fato de a lagrangiana ser quadratica nas velocidades é uma restricio muito severa
[134];

(€) O critério de Dirac (Eq.(2.7)) pode ser transladado ao formalismo de Feynman, de

tal modo que
mz? de(z)
Lz, 2,t) = — — P 2.
(x,%,1) 5 Viz,t)+ & e (2.16)

passa a ser a lagrangiana correspondente a hamiltoniana (2.7) [135,169], o que implica
que lagrangianas nao-equivalentes conservativas sio inadequadas para quantizacio. Como
exemplo disto, temos a lagrangiana de Bateman, que além de ser erroneamente interpre-
tada como a lagrangiana de um sistema dissipativo, é usada amplamente na literatura
[64,66,178-183] para a construcio de propagadores quinticos.

({) Inconsisténcias e ambigiiidades sao mais evidentes no método de Feynman quando
sistemas nao-conservativos sao considerados. For enfatizado na Secao 1.3.2 que néo existe
uma formulagdo lagrangiana tunica de sistemas dissipativos, e.g., dentro da abordagem de
Herrera et al. [79], onde a lagrangiana sempre gera uma hamiltoniana igual 4 energia total,
a quantizacio de Feynman de um oscilador harménico amortecido fornece resultados nao-
fisicos [185], de modo que o critério (2.7) torna-se insuficiente para sistemas dissipativos.
Tal sistema também é quantizado a partir das lagrangianas de Dekker [80-82], de Tarasov
[78] e de Caldirola [75-77]. Além disso, Razavy [96] nota que a importante propriedade
da aditividade da agﬁé é violada pela dissipagao, enquanto que Yeon et al.[184] usam
a quantizacao de Feynman a partir de uma lagrangiana, que gera uma hamiltoniana
diferente da energia, por meio de uma transformacio candnica dependente do tempo

sobre H =T +V = E (ver Apéndice C).
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2.6 Quantizacao Dinamica

Os métodos de quantizacio elaborados por Dirac, Schrodinger e Feynman funcionam sem
ambiguidade para um conjunto reduzido de sistemas fisicos: os sistemas conservativos
descritos pela hamiltoniana H (7, z,t) = E(¢) ou correspondentemente, pela equagio de
Hamilton-Jacobi H(8S/8z, z,t) = —85/8t ou pela lagrangiana £'(7,z,t) = L{r, z,t) +
zd¢/dx. No entanto, devido aos problemas relacionados com a consisténcia interna destes
métodos (ordenamento de operadores, limitagio a coordenadas cartesianas, ambigiiidades
na escolha do propagador e do ponto onde este deve ser calculado), nao existe nenhuma,
justificativa tedrica que fundamente a adequabilidade destes procedimentos usuais de pas-
sar da mecanica cldssica & mecénica quéntica. Tal critica também se estende & quantizagao
de Heisenberg, embora seja baseado na equagao de Newton. Em suma, o tnico critério
que apoia a aceitabilidade destes métodos é o pragmadtico: eles simplesmente funcionam

[122,126,133,164,165).

Recentemente nas Refs.[101,103,104,186-188], foi desenvolvido um procedimento al-
ternativo de quantizar baseado essencialmente nas equagbes de movimento independen-
temente da existéncia de hamiltonianas e lagrangianas. Especificamente, generalizamos
a abordagem da Ref.[188] para sistemas nio-conservativos. Com base neste novo esque-
ma, que chamamos de QUANTIZACAO DINAMICA, mostramos no Apéndice C que o
critério de Dirac (Eq.2.7), i.e., a exigéncia de que a hamiltoniana cldssica seja identifi-
cada com a energia total, ndo é necessario para haver quantizagdo. O importante é o
teorema de Liouville, que pode ser provado para qualquer hamiltoniana outra que a usual
H = E(t). Ainda neste apéndice, comparamos nosso método com o de Feynman, evi-
tando as ambigiiidades inerentes a este Ultimo. A consisténcia interna deste esquema é
também enfatizada pela quantizagdo em coordenadas generalizadas [188] e ao notarmos
que todo o problema relacionado com o ordenamento de operadores é evitado, ji que as

duas mecénicas sio colocadas na mesma linguagem de operadores.

A presente se¢io visa apresentar as principails caracteristicas da quantizacio dinimica,
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tais como, a estrutura de operador e a equagio de von Neumann generalizada.

(o) Descricao em termos da fungdo de von Neumann p

Vamos supor que a descrigio tedrica da realidade fisica seja fundamentada no fato
de um sistema estar sempre em interagio com o meio que o circunda. Nosso modelo
paradigmatico é do movimento tipo browniano de um dado sistema. Um sistema isolado

se configura apenas como um caso particular e pouco realistico.

Consideremos uma particula com massa m, caracterizada por uma posi¢cdo ¢ e um
momentum linear p = mdg/dt, imersa em um reservatério cuja temperatura de equilibrio
éT. O movimento unidimensional desta particula é governado pelas equagoes de Newton

generalizadas ou equagdes de Langevin (ver Apéndices A e B)

p=fitfot fa+ fa

(2.17)
§==p,
sendo f; = —8V/8q uma forca derivada de um potencial escalar externo V = V(q, {), e
4 1 8Z(g,1)
= -2y | mg*" + = 2.18
f2 v g m g ( )

uma for¢a de atrito proporcional a poténcias da velocidade ¢ (K = 1,2,...) e uma forga
proporcional & normal N = §Z/8q entre as superficies em contato independente de ¢*.
Na Eq.(2.18), 27 é o coeficiente de atrito. fs = 8Vr/8g e f4 = f(t) sdo forcas devido ao
reservatorio e Vz(g, t) um potencial aleatério geral. Estas forcas estocdsticas dao origem

a flutuagoes no movimento da particula.

Supondo que a particula segue uma evolugido markoviana, i.e., o termo dissipativo em
(2.18) ndo contém efeitos de meméria, e que a forca flutuante f(¢) tenha as seguintes

propriedades estatisticas

(F()) =0, (2.19)

(F) () = dmykpTo(t —t'), (2.20)
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onde (...) denota a média tomada sobre o processo estocistico, kg a constante de Boltz-

mann e § a fungdo delta de Dirac, a Eq.(2.17) passa a ser

dp = — | 95+ b+ BOL 4 Dl dt + (4meyksT)2dW (1) 0o

dg = pdt,
com M = mF! e sendo dW (t) = (4dmykpT) Y2F(t)dt o processo de Wiener com
(dW (L)) = 0e (dW(t)dW (¥')) = 6(t - t')dt. Assim, a particula descrita pelas equagdes de

Langevin (2.21) realiza um processo estocéstico do tipo browniano.

A equagao de Fokker-Planck correspondente as Eqgs.(2.21) é dada por (ver Apéndices
"AeB)

a2 2
oF | pOF {2—7 by BU} or 271; S O 2'}rkaT8 F =0, (2.22)

o "moq | MP o) M e
onde U =V -+ Vg + (2v/m)Z e F = F(p,q,t) > 0 a densidade de probabilidade. Com
vistas & representacdo de Wigner introduzida na Secdo 1.5, escolhemos como condicio
inicial a fungdo F(p,g,t = 0) = (1/mf)e (e/0a=-dV - B/0E#) (a8 = 1,p = p(t =
0),¢' = q(t =0)), que se reduz a F(p,¢,t =0) = §(p— p')é(¢ — ¢') quando £ — 0.

Inserindo agora em (2.22) a transformada de Fourier

¢ 12
x(g -+ g, q— g,t) = /Fe’p”dp, (2.23)

com £ e 77 tendo dimensdes de agao e (momentum linear)™ ', respectivamente, obtemos a

equagao de evolu¢ao na representacio de Wigner da mecéanica cléssica:

Oy 1 Py oU Lk 2y 0%y

X L TX Lty + g S X o Ty = 0. 2.24
ot mondg T TogX T BTagr TYTBLTX (224)
Notando que £* <« 1, mudando as varidveis
¢ in
QIZQ_*'?T] A Y (2.25)

a Eq.(2.24) lé-se

Ox | 52 Fx x
X L 19X _gXx)_ - £+ 0 t Ix =0 2.2
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com a condi¢do inicial dada por

]_/2 ! ! ot — R , q:_qr
x(q, g2, 8 = 0) = ( %) o (@/O(BFR T2 (g/ap)(UI2 2y (U502 (2.27)
e
N 2 q-@\"[ 0 a\"

O(q, @2, t) = - —( ) (—+~4 Ulgi, g2, t) — 0, 2.28
(15 g2, t) nzgwn! 2 Bq: | Oga (41,92, 1) ( )

2y Nt/ 8 ONY  2vimkgT
T=""22 % (g — - — - SR (g - qe)? 2.29
it (g1 — ) ( 2) ( o0 aq2) + 7 (q1 — ¢) (2.29)

A inversa de (2.23), com £ < 1, leva & seguinte equacgio de Fokker-Planck modificada

OF p OF 2y ., OU|8F 2v ,_, PFE POV PEF
ST G [ T G i Y AT S ) QT N Y
ot " m dg [Mp * Bq] ap P YR G T S gy o O (230)

com k podendo assumir apenas os valores k = 1, 2.

Definimos um processo de quantizagdo ao levarmos em consideragao o limite quintico

h
f— h=— .
~h= o, (2.31)

de modo que a Eq.(2.26) torna-se a equagio quantica de von Neumann

dp R [ 8 &p
vp v op  op B .
ot T om { oF  0g [Ulg,t) — Ulge, )] p +
27 2 AN @ & \* 2vemkgT 2
il _ n 9 ~ o '2
A Q'z)( 2 9, 0w) " T R (a1 —a)p (2.32)

com a seguinte condigao 1nicial

Py 2
a N2 —(a/n) iz _fte
p(ql,qht=0)=(ﬁ) e ( ’ ’ )

{1+%(qlqu)(%+%’2~) ((h;%)z}- (2.33)

Fisicamente, além de (2.31) estabelecer a natureza quantica dos fendmenos fisicos, ela

X

implica que £ > A, i.e., o dominio classico é caracterizado quando a agdo associada com um
dado sistema nio é da ordem da constante de Planck. Vale notar ainda que classicamente

existe a restricio £2 < 1; tal vinculo nao existe sobre A no dominio quantico.
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Com a solugao de (2.32), escrevemos (ver Eq.(1.69))

) = 55 [ ol T~ 2L A(p, 0, e andpig (2.34)

que, conseqientemente, dé os operadores °
p= —zé%. (2.35)
i—4q (2.36)

atuando sobre p. Vale também a rela¢do de comutacao
[ ¢ 5] =0, (2.37)
onde ¢* =g+ 1€ ou ¢* = q — nf, que leva as relagdes de incerteza

AT Ap>0 (2.38)

ou

AgAp>0. (2.39)

Com vistas na Eq.(1.85), desconsideramos a relagio Ag A p = 0.

Para o caso em que a for¢a de atrito é linear, i.e.,, parak =1e U = V{gq,t), obtemos

de (2.32) a equagao

3p B2 32'0 32,0
hae T o | a7~ 52| — [ Viant)— Viet
T om [ 0F ~ ag [ V(g t)~ V(g t)]p+
dp  Op 2yimkpT )

que é formalmente similar & equago de Caldeira-Leggett [157] obtida seguindo o método

de quantizagio de Feynman. A Eq.(2.40) possui as seguintes caracteristicas:

(i) Esta equacdo mestra néo tem a forma de Lindblad [189]. Argumenta-se contra esta,

Eq.(2.40) porque esta inconsisténcia matemdtica implica que p pode ter valores negativos

®Na Ref.[188] a construgao destes operadores é obtida usando-se um procedimento de limite n— 0.
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o que dé origem a resultados fisicamente indesejdveis [190-196]. No entanto, vale observar
que a mera consisténcla matematica nao basta para assegurar que a equagio do tipo
Lindblad seja fisicamente aceitdvel [193,195,197-202]. Isto §, exigir a positividade de p
nao parece constituir a questio principal.

(ii) A condigdo inicial (2.33), por exemplo, acopla particula e o ambiente, desde que
as coordenadas do reservatério sejam dadas por @, = (g1 + ¢2)/2 no equilibrio térmico
em t = 0 [195,203]. Além disso, a Eq.(2.33) ndo representa um estado puro (p* # p) e
nao é redutivel a funcdo de onda (p # ¥'¢). Estas trés propriedades inerentes a nossa
abordagem podem contribuir para evitar resultados nao-fisicos associados com p. Na
teoria de Caldeira-Leggett a dedugio de (2.33) ¢ somente obtida supondo que particula
e meio estao inicialmente ndo correlacionados. Esta hipdtese é nio-realistica e leva a
resultados nao-fisicos [193,195,198,203-207).

(iii) O meio é sempre tratado classicamente, apenas o movimento da particula é de fato
quantizado ®. Portanto, ndo precisamos distinguir regimes de alta e baixa temperatura, ao
passo que segundo o ﬁqétodo de Caldeira-Leggett o reservatério térmico é tratado quanti-
camente e a equagao mestra deles é somente vilida no dominio semi-classico da mecanica
cldssica caracterizado por temperaturas altas [157,208]. De acordo com Polykronakos e
Tzani [160], a natureza quéntica do reservatério pode ser responsavel pela divergéncia da
quantidade < ¢* >.

(iv) Para ilustrar uma aplicacdo da Eq.(2.33), consideremos um modelo simples de

uma particula onde o termo dominante é o de difusao. Assim, obtemos a seguinte solugio

p(QI) 42, t) = ,O(ql, go,t = 0)6"(Dt/ﬁz)(‘11*q2)2,

com D = 2ymugT e p(gq1,92,t = 0) dado por (2.33). Esta equagdo d4

3
27_
(Ag) = 2a

SPode-se argumentar que poderiamos também quantizar os graus de liberdade do banho térmico. No

entanto, preferimos explorar a hipdtese da classicalidade do meio a fim de fazermos futuras conexdes com
o problema da medigao em mecénica quéntica, onde o aparelho de medida, que pode ser modelado por

um reservatorio, é tratado classicamente.
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h
Ap)? = nly
{(Ap) 2Dt+2ﬁ

Tais resultados se reduzem aos classicos quando h — 0.
(8) Descrigiéo em termos de funcio de onda v

Vale notar que a Iq.(2.40) ¢ irredutivel a alguma equagio de Schrédinger, isto é, é
mmpossivel uma descri¢ao de uma particula browniana em termos de funcio de onda. No
entanto, se desprezarmos a influéncia do meio sobre a particula, chegamos & seguinte
equagao aproximada

dp R [32,0 &*p

5 - g] [ Ulgnt) = Ulgn ) p— 0 (2.41)

que pode ser reduzida, fazendo p = 9f(g)%(q), a

M ROy thy Y

1o ponto ¢; e sua complexo-conjugada no ponto g;. A condicao inicial associada a (2.42) ¢

dada por ¥(q1, ¢ = 0) = §(q: —Q,,). Usamos U = V+(2v/m)Z+Vge ¥ = (p)"/2exp(thZ).

A fim de elucidarmos o verdadeiro significado fisico da Eq.(2.42), apresentamos as
virias maneiras de deduzi-la. Empregando o método de quantizacdo de Heinsenberg di-
retamente sobre a equaglo de Langevin clissica, que descreve uma particula browniana
em contato com um reservatério térmico, Ford et al. [126] obtiveram a chamada equagio
de Heisenberg-Langevin. Kostin [209], supondo que esta particula browniana possui uma
funcao de onda, foi capaz de associar a ela a equagido de Schrédinger-Langevin (2.42). Mais
recentemente, contudo, Razavy [210] mostrou que o procedimento de Kostin é v4lido ape-
nas se as forgas conservativas forem lineares. Isto implica que nio é sempre garantido que
a equacldo originalmente obtida por Kostin descreva realmente uma particula brownia-
na. Skagerstam [211] e Yasue [212] também deduziram a Fq.(2.42), usando desta vez
as hipoteses da quantizagdo estocdstica de Nelson [213]. Apesar disso, nio ¢ claro nesta

abordagem até que ponto a fun¢lo de onda relacionada & particula browniana passa a
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ser um mero artefato das hipéteses consideradas. Razavy [95,96], modificando arbitra-
riamente a equacdo de Hamilton-Jacobi para sistemas dissipativos e usando o método de
quantizagio de Schrodinger, chegou também a Eq.(2.42). Herrera et al. [79] mostraram
que a equagao de Razavy-Hamilton-Jacobi pode ser deduzida de um principio variacional.
No entanto, Srisvastava et al. [185] baseando-se neste principio variacional e quantizando
via 0 método de Feynman chegaram a resultados nao-fisicos para o oscilador harménico li-
nearmente amortecido. Ja segundo nossa abordagem, a equacao de Schrédinger-Langevin
nao-linear (2.42) é na verdade uma descrigio aproximada de um sistema peculiar: um sis-
tema conservativo cuja forga é proporcional a uma forga normal 8Z/8q entre a superficie
da particula e a do meio. Tal for¢a nao gera dissipacio. Portanto, nio é problematico

para nos que solugdes de (2.42) parecam ter algumas propriedades esquisitas [214].

Agora, realizando a transformacao que nao preserva a area no espaco de fase
P=e"'p,Q =yq, (2.43)

a equacao de Fokker-Planck (2.22) torna-se para o caso k = 1:

af P — 2t af 2t aU af af 4yt 2 f
G DL OV O] e T2 .
i + e p e 8q 9P 4y f — 2y P@P 2vmkgTe 2p? =0, (2.44)
onde f = f(P,q,t) = e F; substituindo a fungio de Wigner clissica
Xt = [ £(Pq, 007, (2.45)

com q; = q+ £&/2 e qu = g — €£/2, na Eq.(2.44) e quantizando via Eq.(2.31) chegamos a

(1 — g2 < 1):

op P o2 Fp  Pp 29t
ot o og| -U 2y1hp = 2.4
o0 o a7 " ag| ¢ Ut —Ule o+ 2vlip=0  (2.46)

que é redutivel a

T
ot 2m Og}

e sua complexo-conjugada no ponto g,. Se tivéssemos introduzido a transformagao que

MU gyt + k) = 0 (2.47)

preserva a area
P=¢e""pQ =e Dy (2.48)
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em vez de (2.43), terfamos obtido a equagio de Fokker-Planck

af.r 74718_]” av af.' B afr 4—yt 2ft
B +me 30 — 2y 5@5‘}3 2vf — 2~ P@P 2ymkgTe P =0, (2.49)

com f'= f'(P,Q,t) = F(p,q,t) and V = V{@Q,t). Usando
X(@Q+ 3 43 Q- 35 /f P,Q,t)e"tdP, (2.50)

definindo novas varidveis 1 = Q + ££/2 e Q3 = @ — ££/2. quantizando e em seguida
considerando @) — @, < 1, obtemos

3,0 52 i o2 p' 52 pr .
War T om [ 807 ~ 3Q3J = [ V(@) = V(Qs, 1)) p' =0 (2.51)

que se reduz a
awt e _ay 52 a2¢i B
E)t 2m 8Q2
As equagbes (2.47) e (2.52) sio equagges do tipo Caldirola- Kanai [50,75] que descrevem

V(Qs 0 = 0.(j = 1,2) (2.52)

aprozimadamente dissipagio em mecénica quéntica. Aqui, a dissipagio é introduzida

cinemnaticamente por meio das transformacées (2.43) e (2.48).

Quando ¢ possivel descrever um sistema quantico em termos de funcio de onda, le.,
quando a fungao de von Neumann é fatorada p = ¥y = ¥l(q — An/2)y(q + kn/2), da
Eq.(2.34) obtemos

ko
= [y = 2.5
= [v (15 )via (253
e
(q) = f@b*qwdq, (2.54)
onde usamos a propriedade da funcio § de Dirac [ g(n)é(n)dn = g(0) e a expansio de
Taylor
nh nhkdy 1 321D ( ) Py p
AR LA ST B A — . 2.
Plag=5) =¥ =5 3¢ o 2 Er (3 o + O(n") (2.55)
Correspondente 4 variavel fisica p existe o operador
. _ho .
P=- 8q (2.56)
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e & varidvel ¢ o operador multiplicativo
qg=gq (2.57)

Estes operadores atuam sobre . Segue, entio, que

[ 4,8 =2h (2.58)
e também
h
NgAp> 5 (2.59)

Este resultado corrobora nosso procedimento de desprezar Ag A p =0 em (2.39).

Uma vez obtidas as expressdes (2.53) e (2.54), resolvemos as Eqs.(2.47) e (2.52) para
0 caso de um potencial harménico U = V = mw?¢*/2 com Vi, Z = 0. A Eq.(2.47) entdo

fornece em um ponto genérico ¢ as solugdes

1/2 ren 1my
Vo= (amgery) € CEEIe I (g, (2.60)

onde £ = ge”, e, = (n+ (1/2))AY, a = (MQ/R)Y?, O = (w? — %) é a freqiéncia

amortecida, e H,(af) denota os polindmios de Hermite. Assim, achamos

(E(p,q)) = ( n + —;—) Zw—g (14 (2.61)
e IN Aw oy
Aq&p—(n+§) 50 v (2.62)

como sendo os valores médios da energia F = p?/2m + mw?¢?/2 e a relagio de incerteza,

respectivamente. Enquanto que em termos de @, P, temos

(E(P,Q)) = ( n + %) z‘“—; (1+4e*) (2.63)
e
AQAP:(n+%) % (2.64)
Por outro lado, as solugdes da Eq.(2.52) sdo dadas por
o= (i) P BSHTERIO 0@, (e)



que fornecem

Epa) = (BP.Q) = (0 5) 2 266
Aq&p:AQAP—(n+%)%U~ (2.67)

com (12 = w? — 442,

No Apéndice D, estendemos a aplicabilidade do método de quantizagio dindmica in-
vestigado neste capitulo aos sistemas: particula linearmente amortecida, sistema de Lotka-

Volterra, sistema de Duffing e sistema de van der Pol.

Para termmar, queremos enfatizar que a quantizagdo dinamica revela que a fungio
de von Neumann {ou matriz densidade) é o objeto matematico fundamental da mecénica
quantica. A equagdo de Schrédinger é derivada da equagdo de von Neumann somente

para sistemas sem dissipagao e flutuagio (sistemas isolados) (ver Apéndices C e D).
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Capitulo 3

Limite Classico da Dinamica

Quantica

No capitulo anterior, estudamos um modo alternativo de quantizar um dado sistema
fisico descrito pelas equagtes de movimento da mecanica cldssica. No presente capitulo,
queremos verificar a consisténcia légica de todo o processo de quantizagio ao investigarmos
a transicao da mecénica quintica a classica. Na Secdo 3.1, discutimos os varios critérios
de limite cldssico, i.e., quando e como um sistema quantico passa a ser descrito pelas
leis classicas. Na Secao 3.2, definimos um NOVO processo de limite cldssico tomando

h — 0 sobre a dindmica quantica. Aplicamos tal método a varias equagdes conservativas

e nao-conservativas.
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3.1 O Problema do Limite Cléassico

A lei de distribuicao de energia de Planck na freqiiéncia v [105)

 8rh? 1
u(v) = 3 ehw/kpT _

(onde ¢, kg e T sdo respectivamente a velocidade da luz, constante de Boltzmann, e a
temperatura) e a razdo entre a fregiiéncia de revolugcdo do elétron antes e depois da

emissdo de energia [106]

wp,  (n—1)°

W1 n3
achadas no comeco da teoria quantica ji colocavam em evidéncia questdes relacionadas
com a transicao fisica quantica — fisica cldssica:

(1) Qual o critério apropriado e geral que deve caracterizar o limite cldssico da mecanica
qudntica: constante, de, Planck tendendo a zero (h — 0), limite de temperature alta
(T — o0) ou ndmero qudantico alto (n — o0)? Visto que a constante de Planck é uma
quantidade cujo valor € fixo, o limite A — 0 é considerado como fisicamente desprovido de
sentido [5,215-220]. Conjectura-se também que é o caso de temperatura alta (7 — 00) o
responsavel pelo limite cldssico [221]. Heller [222] enfatiza a importancia de se calcular o
limite A(= h/27) —+ O para situacOes de temperatura baixa, enquanto Caldeira e Leggett
[157] e Chanana et al. [223] combinam os limites T — oo e i — 0 para justificar uma
abordagem quéntica de uma particula browniana. Liboff [224-227], por sua vez, mostra
que n — oo e b — 0 nédo sdo universalmente equivalentes. Além destes, ha outros critérios
tentando estabelecer o limite cldssico da mecanica quantica, tais como o limite de massa
grande (m — oo) [228,229] e o potencial quéntico de Bohm tendendo a zero (¢ — 0)
[215,216,218,220].

{11) Calcular o limite cldssico de algumas quentidades qudanticas é o mesmo que obter o
limite cldssico da meééﬁiea quantica? Usando a equagio de Schrédinger, o comportamento
da densidade de probabilidade |¢|* no limite n — co e/ou fi — 0 ¢ investigado [230-237]
resultando em uma densidade de probabilidade cldssica que corresponde a um ensemble de

uma unica particula. Contudo, nao é consenso que o limite cldssico da mecinica quantica
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corresponda a wma teoria de ensemble [238-240]. Além do mais, |¢/|* construido a partir
da superposigao de estados quanticos ndo leva, no limite de nimeros quanticos altos, aos
mesmos resultados calculados pela fisica cldssica [232,241]. A sele¢io de estados quanticos
especiais que se comportam classicamente [242] possibilita o cdlculo (usando pacote de
onda bem estreito) da se¢do de choque de espalhamento [243] e também do tempo de
viagem através de uma barreira de potencial [238| coincidindo com o resultado cldssico;
ou usando estados coerentes, pode-se obter o limite 7 — 0 de fungoes de correlagio e de
parti¢do quanticas [244,245], do 4tomo de hidrogénio [246] e estudar a relagao dos véarios

limites cldssicos com o processo de medida quéntica [247].

Um modo alternativo de estudar a transi¢io entre a mecanica quintica e a cldssica
é explorar a hipétese da universalidade da mecénica quantica na descricao de sistemas
macroscopicos. Ehrenfest [248] foi o primeiro a obter as equagoes de Hamilton cldssicas,
em termos de valores médios, a partir da equagdo de Schriodinger ao levar em consideracao
uma particula livre macroscdpica com massa m = 1g (um grama) representada por uma
fungdo de onda beni-localizada gp (Pacote de Ehrenfest). No entanto, as condi¢des de
aplicabilidade do teorema de Ehrenfest ndo sao necessdrias nem suficientes para caracteri-
zar o dominio cldssico [249]. Para Einstein [250,251], ndo hd nenhuma razdo, em principio,
por que o principio de superposi¢ac da mecénica quantica ndo possa ser aplicado a objetos
macroscopicos. A abordagem baseada na hipétese da descoeréncia [252-260] tenta entio
justificar a universalidade da teoria quéntica propondo um processo de limite cldssico
(critério de classicalidade) baseado na suposicao de que no dominio cldssico os sistemas
fisicos sejam caracterizados como sistemas quanticos abertos, de modo que apenas deter-
minadas solu¢oes da equagao de Schrodinger sejam permitidas, por causa da influéncia
do meio externo (as solu¢bes superpostas sofrem descoeréncia). Aqui, portanto, o limite
classico nao estd associado com a pequeneza de h com relacdo a outras grandezas com

mesma dinensio, mas com um mecanismo fisico.

A fim de contribuir para uma teoria geral do limite cldssico da mecinica quantica, que

envolve questdes conceituais e formais, nosso objetivo neste capitulo é duplo:
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(o) Exigir que a transigio quintico — cldssico ocorra de um modo completo somente
se as equagoes de movimento gudnticas se reduzirem as equagdes de movimento cldssicas,
embora outras quantidades fisicas possam ser quase-cldssicas, tais como os niveis de ener-
gia [218].

(8) Estabelecer o limite i — 0 como um critério matematico universal para caracte-

rizar o limite classico da mecinica quantica.

3.2 Limite Classico das Equacoes de Movimento da
Mecéanica Quantica

Inspirando-nos nos trabalhos puramente formais de Hermann [261], motivaremos a de-
finicao de um processo de limite cldssico partindo da equagio de Schrodinger em uma
dimensdo para uma particula com massa m sujeita a um potencial escalar externo V =
Vig.t)

Onbnlg. t) =0, (3.1)
onde @y, = (—h?/2m)(0%/0q") + V — +hd/8t. Tomar o limite & — 0 diretamente sobre
Eq.(3.1) pode parecer sem sentido. Nossa principal idéia entdo é realizar a seguinte

transformacio unitaria
'4b;z — e—za{/h¢ﬁ ; @fﬁ - e—za&/ﬁ@'&em&/ﬁ, (3_2)

sendo a um pardmetro com dimensio de agio e tendo um valor tal que a® < 1 e € = £(q, 1),
Assim, (3.1) torna-se
~h? 9*  tha [8%¢ _9¢ 9 G, a? [9EN? ¢
o2 g ame 4 [ aveel Yy =0 (33
{ 2m 3¢°  2m [6(]2 +26‘q6‘q + m@t} + 2m (Bq + ot ¥n =0 (3.3)

Agora podemos tomar 7 — 0 sobre a Eq.(3.3), o que leva a (com of = S(g,t))

1 /65\* as
%(5&) V=0 (3.4)

que por sua vez pode ser colocada na forma —-95/0t = H(35/8q,q,t), pois temos
limp_o {p =e /" (—1h8/8q) ¢**/*} = 85/8¢ = p. Notem que uma vez obtida a equagio
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classica (3.4), podemos também calcular o limite cldssico da cinemética, e.g., para as
relagdes de Heisenberg [p, §] = p§ — gp = —uh, achamos que limy_,g {e—iS/ﬁ[p,@]etS/ﬁ} =

limp o {e75/M(—1h)e/" ) leva a pg = gp.

A equacao (3.4) é exatamente a bem conhecida equacio diferencial parcial de Hamilton-
Jacobi da mecanica cldssica. Portanto, o limite cldssico da equacio de Schrodinger (3.1) é
a equagao de Hamilton-Jacobi (3.4). Um importante ponto a ser enfatizado é que o limite

7t = 0 sobre (3.3) somente existe se as seguintes condicdes assintdticas’ forem obedecidas:

lim i, ~ 9 # 0 (3.5)
lim i)}, ~ 0 (3.6)

fliii% h%ﬁi ~ 0, (z = gq,t) (3.7)
lim h25§% ~ 0. (3.8)

Em suma, se um dado sistema fisico for descrito pela equacao de Schrodinger, apenas para
aquelas solugbes 1), obedecendo as relacdes assintSticas acima quando A — 0, ele pode
ser classicamente descrito pela equagao de Hamilton-Jacobi. Por exemplo, consideremos
Y = e**? como solugdo da [Eq.(3.1). Expandindo a fungio A(g,t) em poténcias de /1
262-264]: A = Sy+(A/2)S)+(A/1)°Sa+ ..., segue que v = e/ hgiSo+{h/)S1+(R/2)* Sat- ]/
Usando as condigdes de validade do método WKB [119-120] a fim de desprezar termos de

ordem de A° em diante, obtemos a condigio assintética
lim 4 ~ 1y = e51eh52/2)
R0

onde usamos 0 fatc de que £ e Sy obedecemn & mesma equacio de movimento, por isso,
af = Sy = S. Vale notar que, para a superposi¢do de fungdes WKB o) = e*4/% o @2B/8
B = 5y — (h/1)S) — (h/1)?5, — ..., nossas condigbes (3.5-3.8) sdo também satisfeitas. Isto
significa que as condicdes de validade da aproximacdo WKB ndo sdo necessirias para

obter o limite classico da equagao de Schrodinger [265].

1Por limite assintdtico, entende-se que antes que a funcao divirja, no limite A — 0, temos de fazer uso

de um processo de truncamento [119]; usamos, para isto o simbolo ~.
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Com base no procedimento acima, propomos o seguinte método geral de limite cldssico

da dindmica quéntica:

DEFINICAOQ. Seja uma equacio diferencial quéntica dada por

Dy, = 0. (3.9)

Realizando a transformacgio
) = e~/ gy, (3.10)

sendo o um parémetro arbilrdrio e com dimensdo de a¢do, a Fq.(3.9) torna-se
Dy =0, (3.11)

onde D} = e */" D/t Tomando o limite h — 0 sobre a Eq.(3.11), chegamos &
equagdo de evolucdo para a fungdo £ (independente de h): D¢ = 0, desde que condigdes
assintolicass sejam impostas sobre o comportamento das fungoes Wy, AW, etc., e suas

derivadas.

A fim de aplicar nossa definicdo acima, calculemos o limite cldssico da equacdo de

evolugdo da fungio de Wigner Wi(p, q, 1)

ad 00 h/2 2k 82k+lV 82L+1
— +ho W =0 3.12
{ at * mé‘q g (2k 4+ 1)1 Og2k+1 gp2k+1 = ( )
obtida da equagdo de von Neumann para a matriz densidade p{g+hn/2, g—hn/2) = ¢*(q+

fin/2)i(q— hn/2) e fazendo uso da transformada de Wigner W{p, ¢,¢) = (1/2m) f plg+
hn/2,q — hn/2)e*"dn [266]. Na literatura [267-273], acredita-se que basta fazer i — 0
diretamente sobre a Eq.(3.12) (dividida por k) para obter de imediato a equacgao de
Liouville classica. Este procedimento nao ¢ geralmente correto, simplesmente porque W
é na verdade um objeto quantico e ndo possui um limite quando A — 0 [222]. Além
disso, fazer a fun¢do de Wigner W propagar classicamente nao significa obter o limite
classico da Eq.{(3.12). Contudo, é fdcil mostrar que, por meio da transformagao (3.10)

para ¥, = W, e supondo primeiro que o parametro o seja infinitesimal, ie., o ~ 0,
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obtemos depois, no limite & — 0, a equagdo de Liouville classica para a densidade de

probabilidade £ = F(p,q,t) > O:
aF  pOF OV OF

A ST i 1
ot m g * dg dp’ (3.13)
desde que as seguintes condicdes assintoOticas sejam satisfeitas:
limy W' ~ W 0 (3.14)
jliir% W'~ 0, (n=2,4,6,...,00) (3.15)
11 i
Lim h i 0,(z = g,t) (3.16)
i 2 0 i =
’lig%h e 0,(5,m=1,2,3,...,00). (3.17)

Na expressao (3.17), n < 7 para j par e n = j para 7 impar. Como ji é bem conhecido,
a representagio no espago de fase da mecanica quantica ndo é inica. Usando a funcio de

Kirkwood K(p,q,t) = (1/2m) fj;o plg + kn, q)e?dn [274] em lugar da fung¢io de Wigner,

achamos
2 2 co m am I73
{mﬁmm“zaz(m) oV 0 }K:o_ 3.18)

ot mdg  2m dg? ml  Jdgm dp™
Devido & presenga de #® == —1, K é uma fungio complexa. Agora, realizando a transfor-

magio (3.10) para ¥ = K, e a = 1 (com % =~ 0) chegamos 4 Eq.(3.13) com as condigdes

assintoticas
lim ' ~ K" #0 (3.19)
lim A" K’ ~ 0,(n=1,2,3,...,00) (3.20)

h—0
oK'

li ~ = 21
lim e ~ 0, (z = ¢, 1) (3.21)

oK
%{1}35 B 0,(m,j=12.,0)m<j (3.22)

Considerando a equagao de movimento para a funcéo de Husimi H,(p,q,t; v = h/mw) =

(1/2m) fjoc: fj;o W(q',ID',t)6_(‘1’_9’)2/"’6_7“”_1’)2/”’2dq’dp’, dada por [275]

2 a2 Alop-1 Auys 9h  Au—2k
A A =25 (_Zh) 7 PV 9 o -V H, =0,
ot mdg  2ym Ipdq 2x+e—INE (u — 2k)! Dgrtr Oph Jgu—2k

kg

(3.23)
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usando (3.10) com a? 2 0 obtemos, no limite cldssico, a Bq.(3.13), também. Este resultado
é apenas conjecturado por O’Connell e Wigner [275]. Na Eq.(3.23}, A = 1,3,5, ..., 00, 4t =

0,1,2,..,00,k=0,1,2,..., 00 desde que u — 2k > (. As condicdes assintéticas sdo

lim H, ~ H, + 0 (3.24)
h—0
lim i"H, ~0,(n=1,2,3,...,00) (3.25)
Ai—0
| HjH;
1 L S = ; ] j— > ] ] .
ﬁliI[llH Gody 0 (z,y=¢,9),(n,4,7=1,2,3,...,00),n > i+ ] (3.26)
n I, .
%1_1;%5 WNO, (z=p,9),(n,7=1,2,..,00). (3.27)

Nosso objetivo agora é estender a aplicacio do método de limite cldssico definido acima
a equagdo de von Neumann generalizada (2.32) no espaco de fase quantico, & equacio de
Schrodinger-Langevin nao-linear (2.42), e as equagdes do tipo Caldirola-Kanai (2.47) e
(2.52), e também suas respectivas expressdes no espaco de fase. Comecemos, entdo, com

o movimento browniano quantico com atrito ndo-linear descrito por (2.32) no espaco de

fase
oW . pow 2k, O OW W
h— + h—— — + h— ——fi——k‘ W — 2RymkgT =0
ot + m Oq { Vi dq | Op M"P s Op? HEWw =0,
(3.28)
com o , .
2 —h U BPW 2 —K\’ 8°U 8°W
GW = ——{ — GUIW 2 (—h\'2U — (3.29)
13! 2 dg® opF B\ 2 Oq®  Op°
obtida depois de usarmos a funcio de Wigner quéntica [266]:
1 by i .
W)=, [ ola+ a0, 3.30)

A transformagio (3.10) dada na forma W' = e “/*¥, ¢ sendo infinitesimal, ou seja,

¢2 == 0, e o limite A — 0 fornecem a equacio

o€ Paf 2_’Yk B_U% 2y pFle — 825_
B m@ {Mp + 54 | 30 Mk £ 27kaTa 5 =0, {3.31)
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que passa a ser realmente a Eq.(2.22) quando £ = F > 0. Esta Eq.(3.31) ¢ obtida desde

que as seguintes condic¢bes assintdticas forem obedecidas:

}iiné W W"£0 (3.32)
lim AW’ ~ e€W" (3.33)
h—0
lim A"W' ~ 0, (n = 2,4,6,...) (3.34)
h—0
. oW
Imh—— ~ 0, (z = g,t) (3.35)
lim ~ 0 (3.36)
fi—0 D
n I
. j —~ - —
’1;115}] h e 0,(j,n=1,2,3,..). (3.37)

Na expressdo (3.37), n < j para j par e n = j para j {mpar. As Eqs.(3.32-37) sdo vélidas
em um dominio semi-cldssico da mecanica quantica, nao necessariamente especificado

por temperatura alta como exigido na abordagem de Caldeira-Leggett para o caso linear

k=1
Aplicando (3.10) sobre a equacao de Schrodinger-Langevin (2.42), obtemos

2 N 2 I 2 ' 2 a2
{ x*_a (&’C) —V—VR—%’Z{’ ¢'+azﬁa¢ *iji?j fon £%8¢+ﬁ oY =0

%% T am g ot 2m Hg? “m dq dq ' 2m dg*
(3.38)
Desde que
}liiné P~ #0 (3.39)
Oy
11_1141}1% h ey 0,(x =q,t) (3.40)
oW’
. 1 m
rl‘il_l)llo I o 0,(l=1,2) (3.41)
(3.42)
chegamos a {af = Sig,t})
as 1 ( 8s\? 2y
— 4+ —{ — V+Vep+—2=0 4
at+2m(aq)+ +R+m , (3.43)
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que € uma equagdo de Hamilton-Jacobi conservativa; enquanto que o cdlculo do limite

classico de (2.42} no espago de fase da

8F pdF B
— 4P T v+ _ _
5 T m e E)q[ + R+mZJ =0 (3.44)

Analogamente, obtemos

as et /8N 2
- - ’}’t — - . .
at+2 (aq) + e (V+VR+ Z) 0 (3.45)

como o limite classico da Eq.(2.47). J4 do limite & — 0 sobre (2.47) no espago de fase

quantico, temos

oF
[V+VR+ Z} = 0. (3.46)

QE + 6—27?52% — ehtﬂ
dp

ot m dq dq
De (3.45) e (3.46) com Vg, Z = 0, achamos a hamiltoniana de Bateman [49]
8—2'yt

m}ﬁ + ey (347)

que, apesar de levar &s mesmas equagbes de movimento de um sistema dissipativo, nio
o descreve fisicamente de acordo com o critério (1.9) e (1.10). Aqui, o interessante é que
a hamiltoniana (3.47) é obtida como o limite classico de uma equacio cuja dissipaciio
aparece apenas cinematicamente. Finalmente, o limite da Eq.(2.52) e sua correspondente

no espago de fase sao dadas por

8s’ et a8\t L, 2
VihVi+ =2 = )
En + o (SQ) + e ( + Vi + - ) 0, (3.48)
e
aF’ —tl'ytp'{:)il'_”r 8 I [ ! aFI
Vi+V, Z )
5 +e m 90 BQ + Vp + EY2 =, (3.49)
respectivamente.

No Apendice D, calculamos ainda o limite clissico de uma particula linearmente amor-
tecida, de um sistema de Lotka-Volterra, de um sistema de Duffing e de um sistema de van
der Pol, sistemas que naoc possuem funcio de onda. Assim, apesar do carater arbitrario

do parametro « e da auséncia de um significado fisico que o justifique na transformacio
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(3.10), acreditamos dar generalidade e solidez ao método de limite cldssico proposto neste
capitulo, o que nao se encontra nos métodos usuais, tais como, o método WKB, o teo-
rema de Ehrenfest, o potencial quintico de Bohm e a abordagem da descoeréncia que se

baselam na universalidade da funcdo de onda.
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Capitulo 4

Conclusao e Perspectivas

A temaética principal desta tese € a relacio entre a mecénica quéntica e a mecénica classica.
De um lado, procuramos responder de um modo geral 4 seguinte questao: dado um sistema
inicialmente descrito pelas equagoes de movimento da mecénica classica, como passar a
descrevé-lo quanticamnente? Por outro lado, uma vez obtida a dindmica quantica, como

reobter a dindmica classica, da qual partimos, por um processo de limite cléssico?

O fio condutor do trabalho foi a existéncia de um critério matemético capaz de distin-
guir um sistema conservativo de um nao-conservativo. Tal critério foi estabelecido classica-
mente: o sinal da divergéncia associada a um sistema dindmico (um conjunto de equagbes
diferenciais ordindrias). Como exemplo particular, obedecendo tal critério, temos os siste-
mas mecanicos newtonianos que podem ser tanto conservativos como nio-conservativos,
dependendo da natureza da forga. Vimos também que o formalismo analitico (Hamilton,
Lagrange, Hamilton-Jacobt) é adequado apenas para tratar dos sistemas conservativos,
ou seja, este formalismo n&o exaure toda a riqueza inerente ao sistemas newtonianos.
Por outro lado, usando a formulacéo liouvilliana, além de a natureza de tais sistemas
ser tratada em pé de igualdade, a nogdo de ensemble dota a mecanica classica de uma
estrutura probabilistica fundamental para a definigdo de um processo de quantizacio sem

fazer qualquer alusdo a hamiltonianas e lagrangianas.
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O ponto fuleral do presente estude consistinu em explorar a generalidade e a fertili-
dade de um método de quantizagio (a quantiza¢io dindmica) e em definir um processo
de limite classico sobre a dindmica quéntica. Da formulagao liouvilliana, introduzimos a
representacao de Wigner da mecanica classica por meto de uma transtformada de Fourier
(a transformada de Wigner cldssica x), e, por consegninte, colocamos a teoria classica
em uma estrutura de operador (nimero-q) similar dquela da mecanica quantica. A partir
desta nova formulagdo, a condi¢do de quantizacao Eq.(2.31), independente de hamilto-
niana ¢ lagrangiana, foi definida sobre a equagio de evolugio para y. Assim, obtivemos
o importante resultado: a fungdo de onda ¥ é derivada da fun¢do de von Neumann p,
apenas para sistemas isolados. Isto é, 1 possui um papel secundario dentro do esquema
tedrico da teoria quantica. Como conseqiiéncia disso, em geral, sistemas nao-conservativos
nao sao descritos em termos de 3. A natureza igualitdria entre sistemas conservativos
e ndo-conservativos € mantida gracas a prioridade logica e a generalidade fisica de uma

descrigao quantica em termos da matriz densidade p.

Resumindo, com a’quantizacdo dinimica superamos as restrigoes inerentes ao forma-
lismo analitico e evitamos o problema de ordenamento de operadores comuns aos métodos
usuais de passagem da teoria cldssica a quantica, tais como, a quantizacio de Schrodinger,
de Heisenberg, de Dirac e de Feynman. Resta-nos, ainda, justificar teoricamente o motivo

de levarmos em consideragdo o fato de £ < 1 na transformada de Wigner cldssica.

A fim de munirmos de consisténcia interna o processo de quantizacao dinadmica, defini-
mos e aplicamos um método geral de limite cliassico & — 0 das equagdes de movimento da
mecéanica quantica. Tal método nao sustenta a hipdtese da universalidade da fungio de
onda. Por exemplo, conseguimos quantizar e calcular o limite classico de uma particula
linearmente amortecida, que nao possui funcdo de onda, e depois calcular o seu limite
classico sem em nenhum momento falar de processo de descoeréncia (decoherence), muito
menos associar-lhe um potencial quantico de Bohm. Contudo, nosso método de limi-

te cldssico é dependente de um pardmetro o arbitrdrio cujo significado fisico ainda estd

abscéndito.
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Conceitualmente, vale enfatizar que com a quantizagdo dinamica fica evidente que a
fisica quantica pode ser formulada sem fazer qualquer apelo a uma estrutura dualistica
da matéria (onda X particula); um outro ponto importante é que o conceito de trajetéria
nio ¢ incompativel com relacdes de incerteza. Tanto a uma particula cldssica quanto a
uma particula qudntica, pode-se atribuir uma trajetdria intrinseca, seja deterministica ou
cstocastica. Um elétron, por exemplo, em um dtomo segue realmente uma certa trajetéria

quantica dada pela equagdo de evolugdo temporal para a fun¢io de Wigner (quantica).

Quando se postula a universalidade da mecanica quantica, acredita-se deduzir a fisica
Newtoniana como uma aproximagio [248|; enquanto que, de uma axiomética baseada na
mecéanica cldssica deduz-se a fisica quantica como caso particular [188,213]. Ao contréario,
a existéncia do método de quantizagio dindmica e do processo de limite cldssico estudados
na presente tese podem levar a novas maneiras de visualizar a relacido entre a mecanica
quantica e a classica. Ambas as mecdnicas nao tém validade universel, ou seja, uma nio
pode ser “deduzida” logicamente a partir da outra. As duas teorias sdo necessarias para
descrever determinados setores da realidade fisica. Especificamente, podemos considerar
um processo de medigido a ser modelado por meio da interagio de uma particula com
um reservatorio térmico. Ao quantizarmos (dinamicamente) este sistema, como foi visto
no Capitulo 2 (ver também Apéndice B), apenas as varidveis da particula sio descritas
quanticamente, o banho {0 aparelho de medida) permanece inteiramente classico. Esta é
a velha tese de Bohr quanto a classicalidade do instrumento de medida. Contudo, vale
observar que, na nossa abordagem, a particula ndo adquire realidade apenas quando é
medida. Ao contrario, a matriz densidade p tem o mesmo stetus ontolégico que a fungio
de Wigner classica x. Esta caracteristica ndo é destruida pelo processo de quantizagao.

Aqui, também nenhum colapso da fun¢io de onda é exigido.

Para concluir, queremos indicar algumas perspectivas que podem ser vislumbradas a

partir do nosso trabalho:

(o) resolver as equagbes quinticas de movimento para uma particula linearmente amor-

tecida e para os sistemas de van der Pol, de Dufling e de Lotka-Volterra;
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{B) estudar pormenorizadamente as consequiéncias filoséficas de se considerar a funcio
de onda fora do coragio da mecanica quantica,

{7) a quantizacdo e o limite cldssico de sistemas newtonianos com vinculos. Esta
abordagem diferiria da teoria de sistemas com vinculos de Dirac baseada nas proprieda-
des da transformada de Legendre, ou seja, na passagem do formalismo lagrangiano ao

hamiltoniano;

(8) a generalizagio relativistica da representagio de Wigner da mecinica classica, e
consequentemente, a quantizacao e o limite cldssico de sistemas relativisticos;

(¢) a elaboragdo de uma possivel teoria de campo sem lagrangianas, ou seja, a partir

da formulacio liouvilliana.

69



Apeéndice A

Equacoes Diferenciais Estocasticas e

Equacao de Fokker-Planck

No Capitulo 1, énfase foi dada aos sistemas dindmicos deterministicos que podem ser
1solados ou fechados. Neste apéndice, queremos apresentar a relagao entre equagoes dife-
renclais estocasticas, que descrevem sistemas abertos, ou seja, sistemas sob a influéncia
estocastica do meio externo, e a equagio de Fokker-Planck no espago de fase. Mais deta-

lhes técnicos podem ser encontrados nas Refs.[276-279)].

(1) Equagées Diferenciais Estocdsticas.

Uma varidvel deterministica z(f) é sempre obtida em qualquer tempo ¢ uma vez dadas
as condigdes iniciais em ¢ = 0. Ao contrdrio, uma varidvel Y (f) é dita randomica quando,
em qualquer tempo ¢, ela pode assumir qualquer valor ¥ dentro do seu dominio de variagao
Q(y). Assim, associada a Y (t) existe uma densidade de probabilidade P(y,t) > 0 que da
a probabilidade P(y,t)dy de achar o valor de y no intervalo infinitesimal (y,y + dy) no
tempo ¢. Além disso, P ¢é responsdvel pelo calculo dos valores médios de qualquer fungao
randdémica {(y,t), que realiza um processo estocdstico quando um dos possiveis valores

de y é dado,
€)= [ ew Py (A1)
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Um processo estocdstico é completamente caracterizado na medida em que sio es-
pecificadas todas as densidades de probabilidades condicionais Py(ys, t2]y1,t1), que dd a
probabilidade de achar y no intervalo (31,1 +dy1) no tempo ¢, e no intervalo (v, y2 +dys)
no tempo ta, P3(ys,tsya, taln, 1), que déd a probabilidade de encontrar y nos intervalos
(zh, 1 +dy), (2,92 + dys) e (s, ys + dys) nos respectivos tempos ¢y, £, e t3, etc.. Co-
mo exemplo de processo estocdstico caracterizado apenas pelas probabilidades Py (y;,t,) e
Py(1, 12|11, t1), temos o processo de Markov. Aqui se introduz o conceito de probabilidade

de transigio w(ys, t2|y1, t1) de ¥y em ¢, a ¥, no tempo #, — ¢; definido por

Py, talyr, t1) = w(ya, taln, 1) Pu(yn, ). (A.2)
Suas propriedades sio
w(ya, taly1, t1) = 0 (A.3)
/w(y%tZIyl: ty)dys =1 (A.4)
Pi{ys,tz) = /w(y%t?lylatl)Pl(yl:tl)dyl- (A.5)

A dindmica das varidveis estocdsticas é dada por uma equagio diferencial com coefi-

cientes aleatdrios

v = Kulyn, vz, oo tyns ), v =1, ..., n. (A.6)

Como exemplo, citemos a equacido de Langevin
y= K1)+ L), (A7)
onde L(t) é um fungdo estocastica com as seguintes propriedades
(L(t)) =0 (A.8)
(L)L) = Co(t — ') (A.9)
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determinadas a priori, independentemente da solugdo da Eq.(A.7). A funcao L(t) assinala

a influéncia estocéastica do meio sobre o sistema de interesse.

(i) Fquacdo de Fokker-Planck.

Consideremos as seguintes equacoes de Langevin em termos das varidveis estocasticas

T ey
& = Ki(z,t) + 1 L(t) (A.10)

y = Ka(y,t) + g:L(2), (A.11)

onde o termo estocdstico L(t) tem as propriedades acima (A.8) e (A.9), enquanto que g

e gz sdo constantes. A média é tomada com relagio a um processo estocastico gerado por

ey

(L0 = [ Ltw)P(o, v, t)dsdy (A12)
Usando o conceito de probabilidade de transicido na forma
Pz, y, tiley, 1, t) = wiz, y, |z, g1, 1) P, 9, 7) (A.13)
e levando em consideragio (A.5), temos
Plz,y,t1) = fw(fﬂzyaf1|331,ylat)Pl(Ilzylzt)difldyL (A.14)
Expandimos o integrando de (A.14) em uma série de Taylor para 7 e { pequenos
rT—1x =7 (A.15)
y—wn=¢ (A.16)
e obtemos

Pla,y,t+ A Pleyt) = 2 () Ple,y,0) —<c> (2,5,0) 1+

16 " 82
S TP+ L P+ oo (0Pt (A7
Os momentos sdao dados por
{m = K1(z,t)At (A.18)
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(¢) = Ka(y, t)At (A.19)

(") = giCAt (A.20)
(¢*) = giCAt (A.21)
{(n) = q19.CAL. (A.22)

Tomando o limite A — 0, chegamos a

or 0 . C &P C a%pP 8°pP
= - _ K pPl— = Plygf— 2" 2
5 5, | Ki(z,1)F)] ay[Kz(sc,t) oS5 Ty 5y +g1ggcamay (A.23)

que ¢ a equagdo de Fokker-Planck associada as equagdes diferenciais estocdsticas (A.10)

e (A.11).
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Apéndice B
Deducgao da Equacao de Langevin

Supondo que sejamos capazes de descrever de modo ezato os fenémenos da natureza,
surge a questao de como a descricao probabilistica emerge da descricdo deterministica.
O objetivo, portanto, deste apéndice é mostrar como a equagio estocéstica de Langevin,
considerada fenomenoldgica, pode ser deduzida a partir dos primeiros principios, ou seja,

ievando em conta um modelo hamiltoniano para o reservatério térmico.

Consideremos um sistema (sistema A) em interagdo com um reservatério térmico (sis-

tema B), de modo que o sistema total seja visto como isolado. O sistema A é descrito

pela hamiltoniana
2

Ha(pg.t) = .+ V(a,8), (B.1)

enquanto que a hamiltoniana do sistema B -— consistindo de um conjunto de particulas
com massa M e coordenadas candnicas (F,,@,), e em interacdo com o sistema A via um

potencial harménico dependente das distancias relativas (Q,, — g) — é dada por

HB(P,Q—q):Z [ ;’}+ﬂ?“(c2n—q)2] (B.2)

12

A hamiltoniana para o sistema total tem entio a forma
Hyot = Hp(p, g, t) + Hg(P,Q — q). (B.3)

A hamiltoniana (B.2) pode ser interpretada como aquela de um conjunto de osciladores
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com posicdes de equilibrio @, = ¢. A natureza de longo alcance do potencial quadratico

em (B.2) faz com que os dois sistemas estejamn sempre em interagio.

Da hamiltoniana (B.3), obtemos

MQ, + MwﬁQn = wa:q. (B.4)

oV

B (B.5)

mi + Mwlqg = Mw?Q, -

Substituimos a solugdo de (B.4)

Qn(t) = q(t) +(Q, — ¢ )cos [ wa(t — )]+ ﬁfi sen [ wy(t —t')] —/y cos [ wp(t — s)] q(s)ds
(B.6)

(dada em termos da fungao ¢(t) e dos valores das coordenadas @), = Q,(t'), P, = P, () e
q' = ¢(t') no tempo inicial ¢') na Eq.(B.5), de tal modo que ficamos apenas com a equacio

em termos das varidveis do sistema A:

mgt—g+/Ktms s)ds+%1q£:§2(t) (B.7)
K(t—s) ZMw cos | wy(t — 5)] (B.8)

e
= Zwa, ( (Qr, — ¢")cos [ wy(t —s)] + P;:nsen{ wy (t — 5)]) : (B.9)

Notemos que a Eq.(B.7) é uma equacio essencialmente deterministica. Agora, vamos
supor que ndo temos conhecimento completo para especificar o estado inicial das particulas

do sistema B e que a densidade de probabilidade seja dada por
F(PI Qr) — B—‘HB(PJ:Q'_Q")/I“ET

que dé (@) = gu, (F)) = 0, (QLPL) = 0, (PL)) = MksT ¢ (@) — ¢)?) = hpT/Mu?.

Isto nmplica que a fungio Q(t) tem as seguintes propriedades estatisticas
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(Qt)) =0 (B.10)
QY = kgTE(E 1), (B.11)

onde usamos
[ dPlaQ. BT

_ O Y L - (Ble)
fdP;dQ;e HB(P @' =q") kT

()

Com as propriedades (B.10) e (B.11), a Eq.(B.7) torna-se uma equagdo diferencial
estocdstica nao-markoviana. O termo de atrito possui efeitos de meméria. Uma evolugio
markoviana pode ser obtida considerando um niimero infinito de particulas no banho de
tal modo que as freqgiiéncias w, estejam distribuidas continuamente. Assim, a Fq.{B.8) é

substituida pela integral

“ AN “ 9 ‘
K(t—s)= / | s EszCOS [wit —35)] = / i 0w’ — w)yMw cos [ w(t — s)] dw

W' ﬂ'sz
(B.13)
sendo
dN 2y ,

a densidade de fregiiéncia, com #(w' —w) =1,se ' >we f(w' —w) =0, se 0 > o',

No limite ' — oo, a Eq.{B.13) pode ser aproximada por
K(t—s5) =~ 2mvydi(t — s). (B.15)

Esta aproximagdo é vdlida para (w')”' < (f — s) e est4 relacionada com o tempo de

interagao entre os sistemas A e B. Inserindo (B.15) na Eq.(B.7), chegamos a
ov
= - 29p+ — Qe
p ( TP aq)‘+ (£)

q=—,

r
m
com

Q) =0 (B.16)
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QD)) = 2mykpTs(t — t'), (B.17)

que ¢ a equacao de Langevin estocdstica. Na deducio desta equacdo, seguimos mais
de perto as Refs.[195,280] . Outros métodos de deduzi-la podem ser encontrados nas
Refs.[126,281-286]. O aspecto principal em todas estas deducdes é que a equacio de

Langevin ¢ obtida como aproximacdo em decorréncia de hipdteses extra-mecénicas.

Como uma dltima observagio, queremos enfatizar que, para efeito de quantiza¢io
(dindmica), ndo precisamos de um modelo hamiltoniano especifico descrevendo a interacio
de um sistema com um banho térmico. Precisamos apenas da prépria equacdo de Langevin

e da sua correspondente equacio de Fokker-Planck.
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Apéndice C

Comparacao com os Métodos de

Quantizacao de Dirac e de Feynman

Nosso objetivo neste apéndice é comparar o processo de quantizagio que chamamos de
quantizagdo dindmica com os métodos usuais: o de Dirac e o de Feynman. Vimos na
Secao 2.4 que existe um critério (Eq.(2.7)) para o uso sem ambigiiidade das regras de
quantizagdo de Dirac (2.8-2.10) na obten¢do da equagio de Schridinger. Aqui quere-
mos mostrar que tal critério nio é necessario nem suficiente. Comecemos ilustrando sua
insuficiéncia (resultado primeiro achado por Podolsky [138]). Ao realizarmos a transfor-
magao das coordenadas cartesianas as coordenadas polares (g1, g2, p1,p2) — (7,0, 9., De),

a hamiltoniana
P+

H(Q11q27p17p2:t) 2 V(Ql:Q.?vt) E(t) (:1)
passa a Ser
K = 22 + P +V C.2
= r -
(TJ gzp‘rapﬁ')t) 2 erg (T)t) ( )

que tambémn ¢ igual & energia total do sistema em termos das coordenadas polares. Isto

significa que podemos quantizar a hamiltoniana (C.2) segundo a prescricio

. d

Pr = Pr = _Zhg (03)
. d

Ps = Py = —th = (C.4)
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r==7=1r (C.5)

. 0
E E=wh—. .6
= thes, (C.6)
Contudo, a quantizacdo da Eq.(C.2) ndo é correta, posto que
h* & Rt & /
v Y vy =y (C.7)

C2m or? 2mr? 092 ot

é diferente fisicamente da equacao de Schrodinger em coordenadas polares
R (8 18y 1 6% 1P
—%(—3?4-;54-?"—2552—)4—1/1&@55. (C.8)
O uso da quantizacdo de Dirac (2.8-2.10) é adequado apenas em coordenadas cartesianas.
Ao contrério, a quantiza¢ao dindmica permite a quantizacio em coordenadas generaliza-

das [188].

Notemos que a hamiltoniana usual

H(p,q) = ;—m + Vig)

e a hamiltoniana [43]

H(p,q) = \/V(Q)COSh(P\/g)

levam as mesmas equacgoes de Newton

a partir das quais deduzimos a equacio de Liouville

oF  OF  OF _

o +QEE+}3‘“&$—O.

Assim, ao contrario do que € exigido pela quantizacdo de Dirac, facilmente vemos que
nao € necessdrio identificarmos a hamiltoniana cldssica com a energia total do sistema

E = p*/2m + V(q) a fim de quantizi-lo.
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Em suma, vimos que o critério de Dirac nfo é necessario nem suficiente para correta-

mente quantizar wmn sistema classico. Tais regras sao inteiramente arbitrarias

Abaixo, comparamos nosso método de quantizacio com o de Feynman. Consideremos
a seguinte transforinacao no espago de fase

Q=e"Yyq (C.9)

P = B0y _ o(t)efq, (C.10)

recentemente estudada por Yeon et al. [184]. 8(t) e a(t) s3o fungdes arbitrarias do tempo
t. Se(C9)e

(C.10) definem uma transformagio candnica, entao, usando H'

= H+dF/dt,
onde F' é uma fungao geradora dependente explicitamente do tempo, a hamiltoniana
2
P
H=—-4V(gt
5ot Viet)

{C.11)
passe a ser escrita em termos de P, () como (¢ = dy/dt;y = 3, a)

H’(P,Q,t)zt?w; (ﬁ+e2ﬁ )PQ+ ( %2—!—2@[3—!—&)@2—!—1/(@,1&) (C.12)

que € diferente da energia total em termos das novas varidveis. Expressando a equacio
de Liouville como

OF'  dQOF  dPOF

o tawag tawar =" (C13)
onde
édg _ g_f;—ew%qmew%)cz (C.14)
%——%g_—(BJrew%)P(2aﬁ+a+e2ﬁa£) —g—g (C.15)
F'=F/(P @,t)=F(p,q,t), (C.16)
e usando a funcao de Wigner classica
X'(Q+ Q /F (P,Q,t)e" dP, (C.17)
obtemos (@) = @ + \/2;Q, = Q — Aé/2)
w2y L [ g;: g;;] [V(Qu6) = V(@] +BY =0 (C18)
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coml

: 5, 5, 1 2 o
Bzzf(ﬂ+62’8%) [1+Q1TQl+QQ@_QZJ 45(62’8%4—2@[3*‘@) (Qf_Qg)
(C.19)

Agora quantizamos a Eq.(C.17), ou seja, fazemos £ — A, e obtemos

; 3 v 2 o
o9 ’iezﬂ[ap apJ‘[V(Ql,t)—V(Qz,t)]p’“ﬁ(ﬁ*“fm%)”'*

gt 2m o7 Q3
. ap' Ao’ 1 2 s ” ,
zh(ﬁ+ezﬁ%) [Qlagl +Q28QPJ — 5(62’6% +2cy,£3+0z) ( Q;—Qg)p ={C.20)

que, por sua vez, di (p' = ¥1(Q,, 1) T(Q1,1))

OF K 8 dhy ., o T APN:, 4
Wor +amt agr T g (B ) uam(fe a)Q—aQ‘
2 «
% ( ezﬁ%— + 203 + d) Q*T - V(Q,)¥F =0, (C.21)

em um ponto genérico ¢, que é a equacdo achada por Yeon et al. [184]. No entanto, em
nossa dedugdo foram evitadas as ambigiidades e inconsisténcias inerentes 4 quantizacio

de Feynman (ver Secao 2.5), tal como o problema da escolha do ponto médio.
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Apéndice D

Quantizacao e Limite Classico dos
Sistemas: particula linearmente
amortecida, sistema de van der Pol,
sistema de Duffing e sistema de

Lotka-Volterra

(1) particule linearmente amortecida. As equacdes de Newton para este sistema dissipativo

sao dadas por

i

. av
p=y —hp (D.1)
q

fl
e

com divergéncia igual a —8. A equagio de Liouville generalizada correspondente ¢

OF paF avy\ oF
E*'aa—q—(ﬁlﬂ'a—q)&—p—ﬁﬁ (D.2)

enquanto que, em termos da fungdo de Wigner cléssica, temos

ax [ 8 % WL dx Ay
AL - | IA 1A - — = - 2| - Ay =0 D.3
ot [ ¢ ) 2 (0= g O X (D-3)
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onde
A= V(Ql: t) - V((D: t)' (D4)

Quantizando de acordo com a Eq.(2.31), chegamos a

Bp R [ o%p] ohB 8o p ~
1é€+%—[8_qf“8_q% +7(Q1“q2)(5(‘;1%)“[V(th)_v(@,mp—o-
(D.5)

Esta equacao descreve quanticamente uma particula com atrito linear. Ela é irredutivel &
equagao do tipo Schrodinger. Em particular, temos que um oscilador harménico amorteci-
do nao possui fungio de onda. Comn excegdo dos trabalhos de Dekker([81,82], a maioria da
literatura tratando de dissipa¢dio em mecanica quantica procura associar uma funcgio de
onda a um sistema dissipativo. Notemos ainda que (D.5) é a equagio de Caldeira-Leggett

(2.40) sem o termo de flutuagao.

Para calcularmos o limite cldssico da Eq.(D.5), usamos a funcido de Wigner quéntica

W{(q,p,t) de modo que

oW pow V] ow
L [6p+ 6—}8—+GW:ﬁW, (D.6)
dg | Op

ot +m8q

com , ;
2 —h A 2 —h VW
GW = -—( -© FVIW 2 (—h\ FVEW (D.7)
13! 21 8q3 opd 15! 21 dg° apbd
Realizamos a transformacao
W' = e /AW (¢ = 0), (D.8)
tomamos A — 0 e obtemos a Eq.(D.2) para £ = F, desde que
}in(l} W'~ W" £0 (D.9)
W
lim ~ W’ (D.10)
R0 €
rl_iin% R*W' ~ 0, (n=2,4,6, ..., c0) (D.11)
limh—e ~ 0, (z = g, 1) (D.12)
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oA
lim A7

i L ~0,(5,n=1,2,3,...,00),n < j(par),n = j({mpar). (D.13)

(it) sistema de van der Pol. As equagdes diferenciais nao-lineares de van der Pol sido

p=—5+Bp(1 - ¢*)

q=

(D.14)

3o

E um sistema com amortecimento nao-linear, originalmente concebido para modelar um
circuito elétrico [15,287]. Sua divergéncia é 8(1 — ¢*), ao passo que a equacio de Liouville

é dada por

av) oF _ —B(1 — A F. (D.15)

P - #2‘#_ - =
+— q+(ﬁp(1 q°) 37 ) B

Na representacac de Wigner, a Eq.(D.15) passa a ser

Iy £ |8y 8% W3 a—-q\° 3y Ox B
Gt o g w1 (950) | (G- ) 4

A é a mesma expressao (D.4). No dominio quéntico, obtemos a equagio

8 R T 8%y h — g\’ 8 )
zh—p+—[ 2 p}—zf(qwqﬂ[l—(%zqz)J(—p—i)—szo,

8t 2m | 0¢84 I Og
(D.17)
com
Bp=[V(g,t)—Vigt) o (D.18)
No espaco de fase quéntico a Eq.(D.17) tem a forma
%+%%¥-+ {/31)(1_(]2)—%—{;} %—Z/JrGW_ -B(1 — AW, (D.19)

Realizando a transformacdo (D.8) obtemos, no limite cldssico, a equagao de Liouville

generalizada (D.15) com as mesmas condi¢des assintéticas (D.9-D.13).

(iii) Sistema de Duffing. E um sistema nao-linear com forca de atrito linearmente

proporcional & velocidade sob a a¢do de um potencial generalizado V +(x/4)¢*. A equacio
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de Liouville generalizada associada ac sistema de equagdes de Duffing

Y
P= =5 ~ PP =R (D.20)
i=2
)
OF p OF L0V OF
A A AV R 9
oy eraq (5p+hq Bq) o BF, (D.21)

com divergéncia — 3. O termo x¢® estd relacionado originalmente com a tensao (stiffness)

sob a qual um dado sistema mecénico estd submetido [15]. Na representacio de Wigner,

encontranios
Bx e[ Px x| up Oy dx ( q; + qa :
“or am [aqfaqz}**z_(ql_%)(gg_a—q?) e G ) (1—¢)x—Ax =0

(D.22)

que ao ser quantizada nos leva a

d 52 &p  %p] 1k P 8 + g \°
h7,0 [m-l}+“2i3(Q1“QE)(_p“_p)“ﬁ(ql q2) (QI“QZ)JO_BP:O:

ot d¢i  Oq3 On  Oq 2
(D.23}
com
Bp=[V{q.t) - V(gt)]p (D.24)
Segue facilmente que o limite classico sobre a equagao
ow  p W OV \ OW
pr-val M- wenlin — + GW = W, D.2
e (o m ) Gy om = o

depois de efetuada a tranformagio (D.8), é a Eq.(D.21).

(iv) Sistema de Lotka-Volterra. Este sistema modela dindmica de populagdes (Ver

Se¢ao 1.1). Partimos de uim modelo simplificado do sistema de Lotka-Volterra dado por

T = Mz + azy

¥ = Ao + Bry

(D.26)
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cuja divergéncia é A; + A 4+ ay + Bz. A equagido de Liouville assume a forma

oF aF oF
N + (A + ay)xa + (Ag + ﬁm)yaj = (A + M +ay + fz)F. (D.27)

Correspondentemente, temos a seguinte equagio no espago de Wigner cldssico

Ox  af? [ o+ 1y Py By T+ Ty ox . Ox
z%*?( 2)[m—mgﬂ%( 2 %*mi'

Ty + 22 Tp - Ty ox x| _ ol [ Oy _ Ox

Ao quantizarmos esta expressido levando em conta

¢k, (D.29)

obtemos

dp ah? [T+ 21‘2) p  p 1 + Ty do dp
ot _ _
"ot T 2 ( 2 92 a2 "*EHAI( 2 3$1%_3$2J

1 + Ty T] — Ty ap_ap _ _ou‘i2 dp  Op
h [ A +ﬁ( 2 )} ( 2 ) [(%1 3:5;;] = ThA 2 \ 01 Oz, -30)

Considerando z; == x5, chegamos a uma equagdo de Schrodinger descrevendo aproxima-

damente um sistema de Lotka-Volterra:

oY(xy,t) ahz) Op(z,t) | Ko 0%  kn
h ot 2 o, T3 Mo T T v (D-31)

+ ( 3hA1fL‘] —+

Como limite cldssico da Eq.(D.30) no espaco de fase dada por

oW

W
3t+CM+aw$%;+(&+ﬁﬂyﬂz:—LM+Ath4;hﬂ% (D.32)

By
obtemos novamente a equagdo de Liouville generalizada (D.27) da qual partimos, desde

que

;Liné W'~ W" £ 0 (D.33)
tun "W g (D.34
wh e )
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!

~0,(z=tz,¥) (D.35)

lim A
h—0 2

onde W' = e~ <t/Aly .

Neste apéndice nos limitamos apenas a investigar a consisténcia ldgica do processo de
quantizacdo (quantizagio dindmica) quando aplicado a uma particula linearmente amor-
tecida e aos sistemas de van der Pol, de Duffing e de Lotka-Volterra. Isto j4 se mostra
suficiente para notarmos que uma descri¢do quantica de sistemas nio-conservativos em
termos de fun¢éo de onda é algo secundéario e, em geral, impossivel de ser implementada.
Tals sistemas s80o descritos quanticamente por meio da fun¢do de von Neumann ou equi-
valentemente pela fungido de Wigner no espaco de fase quantico. Relegamos um estudo

das solugdes destes sistemas quantizados para outra oportunidade.
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