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Resumo

O eletromagnetismo maxwelliano e o nao-maxwelliano de FProca em meios condutores -
eether de Dirac - sao discutidos em diversos de seus aspectos, tendo como arena geome-
trias tridimensionals homogéneas e isotropicas. Encontramos efeitos de amplificagio de
campos de indugdo magnética, decorrendo da curvatura do espaco-tempo; tais efeitos sdo

mportantes para a astrofisica extra-galatica.
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Abstract

The maxwellian electromagnetism and the non-maxwellian Proca in conducting media -
Dirac’s mther - and some of their features are discussed; it is supposed that the back-
grounds are the tri-dimensional, homogeneous and isotropic Friedmann geometries. We
find amplification of the magnetic induction fields, caused by the curvature of the space-

time; these effects are immportant for the extra-galactic astrophysies.
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Capitulo 1

Introducao

Na cosmologia padrio baseada na teoria da relatividade geral de Finstein, o universo,
desde seus estdgios primitivos, fol submetido a uma expansao. Fsta expansio tem con-
sequéncias no cendrio césmico, tais como a queda da temperatura da radiacdo coésmica
de fundo; discute-se também na literatura possiveis efeitos da expansao sobre o dtomo
de hidrogénio [1]. Parece interessante estudar como os fendmenos naturais, nas diferentes
escalas, sdo influenciados pela expansio do universo (veja interessante trabalho de revisdo
neste assunto em [2]). Um tema de sensivel interesse é investigar como a expansio do
background cosmoldgico pode influenciar os campos eletromagnéticos nao-inaxwellianos
(NM).

A teoria padrao que trata do comportamento dos campos eletromagnéticos na escala
césmica diz que, nesta escala, eles se comportam muito diferente do que nos laboratdrios
terrestres [3]. Particularmente, sdo previstos cfeitos de auto-regeneracdo do campo de
induciio magnética cdsinica [3].

O tema campos eletromagnéticos em modelos cosmolégicos tem recebido interesse cada
vez major na literatura; reccutes observacoes indicam a possibilidade da cxisténcia do
campo de inducfio magnética em escalas extra-galdticas [4]. A pesquisa neste assunto fem
uma ligaciio forte com a fisica de particulas (veja referéncias em [5]) ¢ é importante para

se comprecnder wina grande variedade de fenémenos astroffsicos [6]. Além disto as teorias



que tratam da evolugdo de campos magnéticos césmicos tém wma série de questdes néo
resolvidas [5]. Se em futuro préximo tivermos mais informagdes sobre os campos extra-
galaticos, naturalmente teremos de responder questdes referentes a seus mecanismos de
evolucao.

A nova tecnologia observacional da radio-astronomia permitira certainente um mapei-
mento mais detalhado da distribuicdo dos campos magnéticos césmicos. Estima-se que
eles estdo distribuidos por todas as partes do universo [3]. Tanto os dados observaciouais
quanto as simulagdes realizadas prevéem esta possibilidade [4].

A teoria para o eletromagnetismo que escolhemos para estudar a evolucéo de campos
eletromagnéticos em meic césmico foi a teoria de Proca (TP), por supormos que no
estudo de fendmenos que envolvam a estrutura em larga escala do universo é possivel que
ela possa explicar efeitos ndo previstos pela usual teoria maxwelliana. Além disto, como
os modelos do universo primitivo prevéerm que na maior parte de sua histéria ele foi um
bom condutor, presumiremos que depois da era de recombinacdo o universo herdou da
fase anterjor uma pequena condutividade, e conforme se sabe o meio cdsmico condutivo
é chamado de sther de Dirac.

Para abordar estes assuntos faremos iniclalmente, no capitulo 2, uma exposicio schre
o mther de Dirac, e no capitulo 3 sobre alguns aspectos tedricos da teoria ndo-maxwelljiana
de Proca onde também encontramos solucgdes de onda de Proca no tritoro; o capitulo 4
é dedicado & discuss@o de solugbes exatas do eletromagnetismo de Proca em um esether
de Dirae, tendo como background a geometria elitica estatica de Einstein e a evolutiva
de Friedmann; o capitulo 5 investiga a acdo da expansio cdsmica em estruturas locais,
buscando sensibilizar o leitor para a importincia que a expansdo do universo pode ter
em diferentes fendmenos; o capitulo 6 estuda a a¢io da expansdo do universo sobre os
campos eletromagnéticos césmicos, e discute ainda as possiveis consequéncias do mode-
lo em fendmenos da astrofisica extragaldtica; na conclusdo final da monografia fazemos
i resmo dos principais resultados alcancados ¢ clabormmos alguinas perspectivas de

continuidade do traballio.



Finalmente lembramos ao leitor que nesta monografia as partes baseadas em trabalhos
de nossa autoria, em conjunto ou nao com o orientador, sdo: segunda parte da segunda

secao do capitulo 2, a segunda secio do capitulo 3, e os capitulos 4 e 6.



Capitulo 2

HAther de Dirac

Faremos neste capitulo wma introducio ao @ther de Dirac (D), onde descreveremos
algumas de suas propriedades. Fizemos uma sele¢do dos tépicos que consideramos mais
importantes de forma a fornecer uma idéia geral do ED. Para otimizagio do texto foi
necessario deixar de lado uma exposicio, talvez cansativa, de outros tépicos relacionados.
O leitor interessado encontrard nas referéncias citadas mais detalhes sobre os modelos
existentes para o £D. No final do capitulo propomos equagdes covariantes que serao em
seguida escritas no espago plano em coordenadas cartesianas para facil comparacio com

as equacoes do eletromagnetismo maxwelliano.

2.1 Existe um Ather 7

A descoberta do principio da relatividade em 1905 por Einstein descartou a existéncia
de wmn sether universal, entretanto com a mecanica guantica ele fol restaurado por Dirac
[7] como um @ther covariante, @ther de Dirac on mesmo nacuo real [8]. Este riltimo nome
insinua que este seria wn modelo mais realista para o usual vacuo.

O modelo original de Dirac ¢ forinulado a partir da suposi¢ao de gue wma regiao do
espaco que seja win perfeito vdcuo, isto é, onde ndo haja matéria nem campos, de acordo
com a relatividade, essa regiso serd isotrépica no sentido de Lorentz, isto &, todas as

direcdes dentro do cone de luz serdo equivalentes. Na Lipdtese do ather, em cada ponto
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do espago existe nm meio, o sether, movendo-se com alguma velocidade menor que a
velocidade da luz. Fsta velocidade fornece wna dire¢do preferencial dentro do cone de
luz, a qual poderia ser determinada através de experiéncias. Teriamos, portanto. wmna
contradi¢do com o principio da relatividade, que afirma que todas as diregbes dentro do
cone de luz sdo equivalentes,

Ao aplicarmos a mecdnica quantica ao sther, a velocidade deste, como qualquer
variavel fisica, estarda sujeita a relagdes de incerteza em cada ponto do espaco-tempo;
a velocidade ndo é uma quantidade bem definida, estando distribuida sobre virios valores
possiveis de acordo com a lel de probabilidade obtida através do quadrade da fuucéo
de onda. Poderemos estabelecer uma funcdo de onda que faga todos os valores de ve-
locidade do @ther igualmente proviveis. Esta fungio de onda certamente obedeceria
alguma equacdo covariante que representasse o estado de vicuo perfeito, em acordo com
o principio da relatividade.

Encontramos um problema semelhante ao estudarmos o Atomo de hidrogenio descon-
siderando o spin do elétron e o do préton. Do ponto de vista classico € impossivel para
este 4tomo se encontrar num estado de simetria esférica, entretanto sabemos experimen-
talmente que o dtomo de hidrogénio pode se encontrar em estado de simetria esférica. A
teoria quintica fornece uma explicagio ao permitir fungdes de onda com simetria esférica.
A passagem da teoria cldssica para a teoria quintica pode mudar radicalmente nossas
idéias relacionadas com as simetrias dos sistemas fisicos. Algo que pode ndo ser simeétrico
no modelo cldssico pode estar e um estado simétrico apds a quantizagio. Isto pode
acontecer também com a simetria por transformacgées de Lorentz, o que poderd tornar
possivel a existéneia de um eether em acordo com os principios da relatividade.

Dirac elaborou seu modelo de ather baseado nestas idéias e em uma eletrodinamica
tamnbém de sua antoria [9], na qual a um potencial cletromagnético ®* corresponderia
wma 4-velocidade v ~x ®. Esta 4-velocidade seria aquela com que fluiria uma carga
elétrica colocada neste meio.

Ainda que a eletrodinamica proposta por Dirac tenha sido abandonada, permanecen



a idéia do £ED como sendo um meio ("viacuo”) com condutividade. A idéia de um sther
quantico prevaleceu ainda que tenham sido levantadas algumas dificuldades para o modelo,
tais como a previsdo de um efeito de viscosidade, o qual ndao é detectado experimental-
mente. Para eliminar essa viscosidade indesejada outros autores apresentaram wm novo
modelo, no qual o &ther é um super-iuido constituido por pares eletricammente neutros
de férmions e antiférmions [10]. Um corpo macroscdpico se movendo neste superfinido
seria incapaz de trocar energia e momentum com o meio; tais efeitos de troca de encrgia
e momentum somente apareceriam em escalas cosmologicas.

Como os novos modelos do sether que surgiram o assermelliam a um plasma coudutor,
ele se torna ntil para aplicacdo & hidrodindmica do plasma cdsmico, na qual existem
parametros proporcionais a uma possivel condutividade do meio intergaldtico [11]. Na
relatividade geral terfamos, como consequeéncia, um fuido cosmico com duas componentes:
a usual descrita pelo tensor energia-momentum que aparece nas equacgoes de Linstein, e
outra associada a um tensor energia-momentum de vdcuo (T, )yae, ciija interpretagdo é a
de uina constante cosmoldgica.

A nivel local, as interpretacoes atuais dos experimentos da fisica ni&o se modificariam
com a introduc¢do do asther, pois uma carga elétrica hipotética levaria um intervalo de
tempo da ordem de bilhoes de anos para desaparecer caso o vdcuo tivesse uma condu-
tividade da ordem de o &~ 107?2/s !, Sabemos ainda que diversos autores j& discutiram
a possibilidade de que ocorram pequenas vartagbes de constantes tals como a carga do
eletron, a constante gravitacional, a constante de Hubble e outras [13].

No que diz respeito a experiéncias locais para a verificagio da condutividade de deslo-
camento ¢ 2, foram montados experimentos recentes para a verificaciio da corente de
deslocamento de Maxwell no vdcuo {14]. Ha antores que associam resultados considera-
dos positivos destas experiéucias com uma existéncia real de wn £D superfluido [15}.

Na literatura encontramos relagdes entre o ¢ a massa do {6ton m., {153, 12]. Se admitir-

fValor estimado em {12]; este valor o Ltorna mais préximo dos isolantes do que dos condulores por tao
pequenso que €.

-

2Para uma corrente elétrica J ¢ um campo elétrico I temos J o g, .



mos que wm féton com energia E tenha uma massa de repouso ndo nula m.,, sua velocidade
v serd dependente de sua frequéncia v de acordo com F = hv = m.c?/{1 - v?/c*}/% onde
¢ é a velocidade limite. Se admitirmos ainda a equivaléncia entre a velocidade da onda de
de Broglie associada ao féton e a velocidade de grupo v, do pacote de onda eletromnagnética
no AD, com velocidade angular na vizinkanga de wn valor w. encontraremos (no SI de
unidades) para 7/ w < 1

c a?

vy = ———

L+ 2.1
\/Xe/\m ngwz ( )

onde €3, Xe. Y S&0 a permissividade do vicuno usual, a permissividade relativa e a

permeabilidade relativa do AD. Encontraremos para a massa do féton a relacio

oK?
ml = w1~ v/0), (2.2)

onde Ai=h/2r.

Supondo-se que no ED yexn > 1, entdo v, < c¢ para as frequéncias do espectro
eletromagnético. Se m., < 107%kg tevemos ¢ < 107%°/s, que é um valor abaixo daquele
encontrado por [12], no qual foram utilizados pardimetros cosmolégicos.

Ainda que a nivel local seja muito dificil a detec¢io de o, sabe-se que os modelos do
ED prevéem um efetto cosmico de anisotropia na velocidade de propagacgao da luz. Ha
autores que acreditam que este efeito poderia ser responsavel pela anisotropia da radiacao

cosmica de fundo [15].

2.2 Equacoes do Aither

Para cstudarmos as equacoes do ED observemos que as equagoes homogdineas de
Maxwell sao sempre satisfeitas para campos eletromagndéticos £, = 9,9, — 8.9, logo
poderemos estudar somente as modifica¢des que o modelo do £D introdusird nas equagoces

inomogéncas de Maxwell (lei de Gauss e lei de Ampeére-Maxwell). que no vicuo se escrevern

, o
V E=0, CZVXB:—E}T. (2.3)



Ao supormos a existéncia da condutividade o no AD, teremos apenas a introdugio do

terimo de corrente oK na segunda equagdo, a qual passara a ser

B
¢’V x B=oE+ %. (2.4)

Nosso objetivo agora é escrever as equagdes do AD na forma covariante para pos-
teriormente fazermos sua aplicaggo nos espacos curvos. Com este objetivo observamos
que, na literatura sobre eletrodinidmica de plasma em espagos curvos [16], o termo da

TECY

condutividade é escrito covariantemente na forma ous £, onde u, é a quadrivelocidade
do sistema de referéncia considerado. No caso de sistemas de referéncia comoveis. temos
por definicio uy, = 62 (onde o indice 0 corresponde & coordenada temporal).

Poderemos entdo escrever diretamente as equagoes de Maxwell em um £D na forma

covariante,

PR = (g/c)u F"7, (2.3)

A

onde a virgula subescrita significa a derivada comum, que deverd ser substituida pela
derivacao covariante quando o espago for curvo.

Em estudos que realizamos sobre o £D [17], foi necessario utilizarmos o formalismo
lagrangeano. A usual lagrangeana do eletromagnetismo na presenca de uma quadri-

corrente tem o termo de interagfo (o/c)u,F¥*®,, que acarretard as equagdes de campo
O E L +{o/c)8% (@, — u,Py) + (o/c)u®F, = 0. (2.6}

que no calibre de Lorentz, 8,9% = 0, e emn coordenadas cartesianas sao

T G
-B=—-—— 2.7
v c Ol (2.7)
. alk T dA
2 I
o B=— - — 2.8
c“V x B +ak T (2.8)

onde ¢ e A sdo respectivamente os potencials escalar e vetorial do campo eletromaguético
Fou
Observernos que neste tratamento para obter as equagoes de movhnento, tanto a lei de

Gauss quanto a lei de Ampére-Maxwell foramn modificadas com o aparecimento de terinos

9



"extras”, ambos proporcionals & derivada temporal dos potenciais. Estes termos sao
proporcionais a o; caso facamos o = 0, teremos as equagoes de Maxwell usuais como era
de se esperar. Podemos interpretar a derivada temporal do potencial escalar ¢ funciona na
lei de Gauss modificada como uma densidade de carga, e a derivada temporal do potencial
vetorial A na lei de Ampere-Maxwell como uma anti-corrente de deslocarmento, pois tem
sinal contririo ao termno AE/dt. Caso as medicbes que sfo associadas a uma possivel
existéncia de uma corrente de deslocamento real possam vir a ser confirmadas no futuro,
estas equactes poderdao servir como um modelo tedrico mais geral para ser comparado

com resultados experimentais.
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Chapter 3

Eletromagnetismo de Proca

Neste capitulo apresentaremos inicialmente solucées que encontramos para as equagoes
de Proca no tritoro {18, e em seguida uma discussdo comparativa [19] das propriedades

do tensor energia-momentum de Maxwell e do de Proca.

3.1 Eletromagnetismo de Alcance Finito

O eletromagnetismo de Proca é uma teoria de alcance finito [20] & qual corresponde,
apds o procedimento de quantizagdo, mma massa néo nula para o fotou. E verdade que os
limites experimentais estabelecidos para a massa do fétow, ¢ a manutengao da invariancia
de calibre de segunda espécie, fazem da teoria de Maxwell uma excelente teoria para as
interacoes eletromagnéticas. Contudo, em nossa opinido, hd ainda muitos aspectos da
tcoria de Proca {TP) que a tornam merecodora de consideracao.

A TP & da mesma classe que a chamada teoria Einsteiu-de Broglie da luz (TEdB)
[21], que tanbém supde wn alcance finito para os campos cletromagnéticos. Acredita-
sc que a TEAB preccde a TP, em razdo da forte influéncia que de Broglie teve sobre
Proca ¢ outros de sua época. As duas teorias foran divulgadas em épocas ProxXimas,
sendo que a TEAB parece-nos ter tido menor repercussao. Ha autores (20| que atribuem
a pouca divulgacio da TEAB a que o livro de de Broghe |21] foi publicado cm época de

guerra, o teve poucos exemplares divulgados devido & ocupagio da Franga. Em outros

11



livros publicados posteriormente o autor expbe novamente o seu eletromagnetismo nao-
mazwelliano [22], bem como suas idéias sobre uma possivel composicao do fétou por
férinions. As equacoes ndo-maxwellianas de de Broglie podem ser reduzidas as conhecidas
equacoes do eletromaguetismo de Proca que aparecem wsualmente na literatura (15, 12].
No contexto desta jonografia chainaremos o eletromagnetismo de alcance finito de TP on
de eletromagnetismo ndo-maxwelliano (ENM). Os interessados encontrardo as referéncias
antigas destas teorias em [20], e algumas referéncias mais recentes sao citadas no capitulo
2.

A TP é bastante usada para testar certos aspectos das teorias de campo, e temn-se
revelado 1itil em uma série de circunstincias outras [23]; hd autores que também enfatizan
muitos de seus interessantes aspectos tedricos [24].

A suposicio da massa do féton ndo ser nula nao alteraria radicalinente a atual teoria
fisica. Para a relatividade especial, a velocidade da lnz ¢ € uma velocidade limite para a
qual a velocidade de todos os objetos tende quando a cnergia cinética deles se torna muito
grande. Esta velocidade representa somente um limite superior (assim como a temmpera-
tura zero Kelvin representa wmn limite inferior para as temperaturas). Considerando-se
esta teoria e cortos limites para a massa do féton, ndo haverdo contradigbes observavels
com as previsdes da mecdnica quantica [8]. H4 ainda na literatura a discussao de que a
invariancia de calibre de wm campo vetorial ndo implica necessariamente em massa nula
para a particula associada a estc campo [25].

Sabe-se que o alcance A do campo de Proca estd relacionado & massa do féton por
m. = h/{Ac), onde h ¢ a constante de Planck. As estimativas experimentais estabelecemn
aue m., < 107*%g [26], entdo podemos confortavelnente admitir que A > 10% .

Aprescntaremios na primeira parte deste capitulo solngoes cletromaguéticas que sao
ondas de Proca uo tritoro 7%, Emn scgnida nos dedicaremos a discutir questoes referentes

iy ondas cletromaguéticas de Proca.

12



O trago do tensor energia-momentiun de um campo é um invariante por transformacoes
de Lorentz que fornece alé;umas mformagoes sobre esse campo; por exemplo, o traco do
tensor energia-momentum do campo da radiacio eletromagnética é nulo. Qutro invariante
de Lorentz do tensor energia-momentum é o posto da matriz que o representa. No caso
acima {3.13), a 4-velocidade de wmn elemento de fluido no seu referencial de repouso é 1® =
6%, vemos entdo que o tensor (3.15) tem posto 1, de vez que T’:':) = diagonal(<?p,,.0.0.0)
naquele referencial.

Para fazermos uma comparagio entre as propriedades dos campos de Maxwell e de
Proca, suporemos uma onda eletromagnética plana de Maxwell [28] se propagando na
direcio z, composta por E = E,(1,0.0) senlk(z — ct)] e B = B,{0.1.0)senlk(z — ct)],
tendo para vetor de onda k* = k{1:0,0,1); o tensor F,, correspondente é proporcional a
uma matriz de posto 1, bem como seu tensor energia-momentum (3.14). Se substituirmos
o 4-vetor de onda k¥ no Jugar da d-velocidade u* em (3.15) teremos também um tensor
de posto 1. Nesta abordagem classica inicial do problema podemos dizer que estao com-

pativels o tensor energia-momentum da onda plana descrita pelos campos E e B com um

conteido material descrito pelo tensor (3.15).

3.4 Campos de Proca

As equacdes de Proca {3.2) no espago de Minkowski com densidade de carga-corrente

JY ecom kp = —1 sdo

Fo+ (1/A%)@" = J¥/(4a), (3.16)

3.4.1 Teunsor Energia-Momentum de Proca

Se JY = (, o tensor energia-momentun simétrico do campo eletromagnético de Proca
() prro pode ser obtido analogamente ao maxwelliano a partir de (3.13), onde devemos

acrescentar i densidade de lagrangeana do eletromagnetisino maxwelliano o termo hd#d,,,

i6



sendo & uma constante que depende do sistema de unidades utilizado, obtendo-se
Tp = dan P F"F5 + 20 @Y — a gV FP Fp — b V07, (3.17)

A quadridivergéncia das equagdes (3.16) revela que somente no calibre de Lorentz &% = 0
temos a conservagio da 4-corrente. Podemos escrever as equagdes de Proca neste calibre,

semn cargas ou correntes para o potencial ¥, chegando a equacio da onda de Proca
A A 9
Do+ fat =7 (3.18)

onde D é o operador 4-D’Alembertiano 4% — V- V.
Chamaremos de onda de Proca [20] a solugdo desta equag@o que se propague na direcdo

do eixo z; o potencial dessa onda é
d* = (0;4,0,0) cos(kz — wt), A4 = const. (3.19)

Também aqui temos a relacdo de dispersao (3.8). E o tensor do campo eletiomagnético

de Proca sera

0 w/e 0 O
—w/c 0 0 —k
P = Asin(kz — wt) , (3.20)
0 0 0 0
0 E 0 ©

onde se ohserva que os campos E e B, por serem ortogonais & dire¢do de propagacio z,
se assemelham as ondas maxwellianas transversais.
Levando-se o potencial & da onda livre de Proca (3.20) em (3.17) e fazendo-se b =
2

—92m*?a , 0 tensor energia-momentum poderd ser escrito como a soma de duas parcelas,

uma associada ao campo £, ¢ oufra associada ao potencial ®,, sendo

whfct 4+ k* 0 0 2wkfc
0 _ 0 N 0 0
T = —2a A%sen(k: — wl) : ‘ -
0 0 whic? — g? 0
2wkc 0 0 wife? + &?
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g 5 b 01 0 0
2a A m*cos(kz — wt) = (3.21)
0 0 -1 0
00 0 -1
w? 0 0 wke k2 0 0 wk/c
—9a A2 0 00 0 ) 0 —-m? 0 0
= > + 2aA%cos2(kz — wi) (3.22)
€ 00 0 0 0 m? 0
wke 0 0 k22 wkifc 0 0 w?/c?

3.4.2 Ondas de Proca e Transformacgoes de l.orentz

Vejamos agora a onda de Proca descrita pelo potencial ®* (= A7), no seu préprio

veferencial. Para isto faremos uma transformagio de Lorentz com a matriz

v 0 0 =g w/(me) 0 0 —k/m
N 0 10 0 0 10 0
i, = = : (3.23)
0 01 0 0 0 1 0
=Gy 00 v ~kfm 0 0 w/{mec)
onde v = (1 — 8%)7Y? = w/lme), f = v/c = ck/w, onde v é a velocidade da onda em

relacdo ao sistema de referéncia O.
Neste novo sistema de referéncia o qual chamaremos de O’, o quadri-vetor de onda
k# = (w/c:0,0,k) se transformard em k% = LF k¥ = (m;0,0.0}. As novas componentes

. ~ . . . ey . .
do tensor energia momentum sio determinadas através de T = LA T LY, isto ¢

m2 0 0 0 0 0 0 0
. ,| 0 000 0 —m? 0 0
TV = —2a0 4 + 2a A*cos2mi’ : (3.24)
0 000 0 0 m‘ 0
60 000 0 0 m?
o quadripotencial transformado é
&' = (0;4,0,0) cos(mt’), (3.25)
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e o campo eletromagnético de Proca em O serd

0 100
F ™ =mdAsen(mt’) 0 00 (3.26)
0 000

Note-se que neste novo sistema o campo magnético de Proca B é nulo, ¢ o argumento
da fung¢do campo elétrico depende somente do tempo. Neste caso, nio tenos wma per-
turbacdo eletromagnética na qual a frente de onda caminhe conr o transcurso do tempo
{(como em (3.20}); dizemos entdo que a onda de Proca ndo se propaga.

Vejamos finalmente um terceiro referencial O” de onde se vé o sistema de referéneia
O’ movendo-se na direciio do eixo z; a transformacédo de Lorentz que leva de O para O
é
w/(lme) k/m 0 0

kE/m  w/ime) 0 0
0 0 10
0 0 01

Em O7 as ondas se propagam paralelamente as cornponentes espaciais A" do 4-potencial
®'N = Afm(k;w/e.0,0)cos(kz” — wt”). (3.28)

Esta solugfo jd era bem conhecida por de Broglie, conforme se vé em [22]. Estas ondas
foram por ele chamadas de ondas longitudinais ndo-maxwellianas. Sua velocidade v é
paralela ao campo elétrico E” bem como ao trivetor A”.

O tensor energia-momentum em OG7 é

w?fc? wkfc 00 —k* —wk/c 0 0
. , wkic kK2 00 , —whkic —wWi® 0
TR — _2q 4% wk — 20 Alcosmet” / /
0 0 00 0 0 m? 0
0 0 00 0 0 0 m?

onde a primeira parcela, associada as derivadas do potencial, ¢ coustante enquanto que a

segunda, associada ao potencial, varia com o tempo.

19



3.5 Discussao

As solugdes que encontramos no tritoro sugeren que em espacos compactos a teoria de
alcance finito de Proca é bastante adequada. Nesta situac¢ido tipica vimos que a teoria de
Proca é mais eficiente que a teoria maxwelliana. Entretanto, sfo necessarios mais estudos
das semelhancas e dissemellhiancas entre as duas teorias para que se possa descobrir onde
e quando qual delas é a mais adequada.

Para uma comparacao dos tensores energia-mounlentum de matéria (3.15) e do campo
de Proca (3.17) utilizaremos os referenciais préprios; o tensor (3.15), com u# = §f, ja
estd escrito no seu referencial proprio, mas o tensor energia-momentum do campo eletro-
magnético de Proca deve ser comparado na forma (3.24), isto é no referencial O’. Neste
referencial ele consta de uma parte independente do tempo, do tipo {3.15), e de uma
outra parte dependente do tempo e anisotrépica. FEste tensor se assemelha ao tensor
energia-momentun de um sistema composto por uma colegio de particulas com pressao
[29], anisotrdpica e dependente do tempo. Podemos notar ainda que a segunda parcela
de (3.24) é nula quando 2mef = (n+1/2)w, e hé direcdes em que € negativa. Observamnos
alnda que o posto da matriz é 4, e ndo 1 como o caso maxwelliano.

Notemos também que a transformagio de Lorentz {3.23) informa que no referencial
do laboratério O o contetido material associado ao campo de Proca se propaga na dire¢io
do eixc z com velocidade v = kc?/w, que é a velocidade de grupo v, (3.9) da onda
considerada.

Um elemento de volume AV que estd se movendo na direciio = com v = kc?/w conterd
uma quantidade fixa de energia. No caso das ondas de Proca que descrevemos, podemos
notar que o potencial da onda livre de Proca e o campo (3.20) desta onda variam de

acordo com a velocidade de fase
vy = % > (3.30)

Supondo-se que e { = 0 o elemzento de volume AV estd cm z,, COIMO 5€ WOVE COIN Uy, 4

20



particulas localizadas em AV terdo z = z, + kf/w, 0 que acarrctard

P = (0:A.0.0)cos{kz, — mi /).

Er = (w/c)dsen(kz, — m™ /W), (3.31)
B, = (k/c)dsen(kz, — m2t[w).

Estas expressées sio dependentes do tempo devido ao termo mmassivor vy # vy, mas se
m-—{ entao teremos vg—rvy.

A densidade de energia e a componente : da densidade de momentum em AV" éobtida

a0 substituir (3.31) no tensor energia-momentum (3.21) obtendo-se

) ) 2 2 2f
T = 24 42 |w?/c? — k%cos(2kz, — _ﬂr—i) . (3.32)
w
2m 2ot
T30 = _2q A%(wk/c) |1 — cos(2kz, — ln—(-:—) . (3.33)
W

A onda de Proca transversal contida em um volume A} mostra uma dependéncia
temporal da variacio de energia AF e de momentum Ap (contidas no AV). Caso estas
quantidades estivessem se movendo com uma hipotética particula livre de Proca, a razao
o = Ap/AFR seria dependente do tempo; isso contrasta com O Cas0 da particula livre
usual, onde o é independente do tempo. No caso das ondas de Proca isto nao ocorre;
por exemplo, no instante em que ki, — m’t/w = nw teremos 7T = (), mas a energia
correspondente AVTY serd A?m2AV/871, o que significa que a particula em tal instante
- neste referencial - estd em repouso. Desenvolvimento semelhante para o caso em Q7
isto é. ondas longitudinais de Proca. levam a resultado andlogo.

No caso do campo de Proca temos diferentes valores para a velocidade de grupo ¢ de
fase, ¢ em (3.22) ¢ (3.29) os dois termos néo sio proporcionals: Ja nas ondas maxwelliauas,

como m — 0, temos & = w, o que acarreta

B ¢

T _ ,J,,:;u/STr 1 — con(2kz,)] - (3.34)

quantidades estas que sdo independentes do tempo.
Estas discrepancias entre a feoria maxwelliana ¢ a teoria de Proca, numtamente com

outras que aqui nfo foram apresentadas, levaraim a recentes especulactes sobre wn possivel
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conteido material, ainda desconhecido, associado ao campo de Proca [19]: entretanto,

desde a época da TEAB ja encontramos especulagbes semelhantes (21, 22].



Capitulo 4

Solucoes Nao-Maxwellianas Exatas

O estudo de campos magnéticos césmicos tem sido alvo de trabalhos de diversos autores.
Com os telescdpios orbitais, informagdes mais confidaveis estao chegando do Cosmo, per-
mitindoe investigagho mais minuciosa da existéncia e evolucao de tais campos. Os campos
magnéticos ndo uniformes constituem uma interessante possibilidade para ser investigada.

Apresentaremos neste capitulo o estudo da evolugdo destes campos em geometrias
eliticas. A geometria pré admitida pelo problema, na qual evoluem os campos cletro-
magnéticos, costuma ser chamada de ”background”, que aqui chamaremos de arena. Con-
sideraremos primeiramente como arena o universo estitico de Finstein, e em seguida a
geometria com curvatura constante positiva de Friedmann. As coordenadas escolbidas sao
as coordenadas cilindricas de Schrodinger [30] (p, ¢, (). Estas coordenadas sao chamadas
de cilindricas porque quando p—0 encontramos dl?—dp?+p?de?+d 2, o familiar elemento
de linha do triespago plano. A coordenada azimutal -7 < ¢ < 47 é bem conhecida, mas
a altura ¢ é uma coordenada ciclica cujos limites depeundem da topologia da trivariedade;
na triesfera 5% a altura vai de —7 a 47, j4 no triespaco projetivo real 7 varia no intervalo

(—7 /2. +7/2].
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onde o ponto superescrito significa a derivada em relacio ao tempo {. Numa base orto-

normal as componentes nao nulas dos campos E e B sao
Ey = —R[sinp. Be=2f cosp. (4.4)
As equagdes de Proca em meios condutores sao
FR 4 {np/ X8 = (o) c)ual ™. (4.5)

onde 7 > 0 é a condutividade de deslocamento elétrico, u, ¢ a 4-velocidade do nelo
condutor. A é o alcance do campo de Proca, e kp = =£1 comresponde a duas classes

diferentes de campo de Proca. Para v = 2 e u, = 62 a equagio (4.5) leva a
fHorf+q4f=0, (4.6)
onde
I'=0/2, v = 4/ R? 4 rpct /A7 (4.7)

Dependendo dos valores relativos das constantes I' {nfio negativo) e v (arbitrario) exis-
tem trés classes de solucoes de (4.6); veja a tabela 4.1, onde 7 e 'y sao constantes de

integracao.

Tabela 4.1: Funcoes Potencial f(t)

Classes Solugoes Exatas de (4.6) !

FQ = f(f) = ((?] + (_:’-zt)ﬁlrt

| f{t) = Cre7Meosh/y — T2 1+ ()

T2~ = f(f) — Eﬁ”(()'le 2—y 1 + (_;,26_\/1‘3_7 t)

Sio particularmente interessantes as solugdes nas quais a eneigia do campo ¢ dis-
tribuida homogencamente no triespago. Das equacdes {4.4) verificamos que a quantidade

A = E(f + CQBC2 ¢ independente de p somente quando R'Zfz = 4¢%[? | o que implica
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em f(t) ox exp(2ect/R) , com ¢ = £1. Discutiremos a seguir tzés tipos de solucoes nao

equivalentes com 82 /8p = 0, e relagdes entre as seis quantidades {7, A, R, c.kp, ¢} .

4.1.3 Discussao

Como pode ser visto em (4.4) , em todas as solugbes os campos E e I3 sdo mutua-
mente ortogonais e espaciaimente nao-homogeneos . O campo E é puramente azimutal,
desaparece no eixo ¢ (eixo onde p = 0), e é méxinio ao longo da circunferéncia p = 7/2.
Opostamente o campo B é puramente longitudinal, é maximo ao longo do eixo | e de-
saparece na circuferéncia p = 7/2. Estas expressdes para os campos sao globalmente
possiveis enquanto a topologia do triespaco é ou a triestera simplesmente conexa S® ou
o triespaco projetivo real P®. Nenhuma outra trivariedade multiplamente conexa dotada
de geometria elitica (por exemplo o dodecaedro de Poincaré) acomoda globalmente estes
campos.

Da tabela {4.1) podemos distinguir duas solugbes estdticas: uma € a solugdo trivial
semn campos E = B = 0, correspondente a 'y = (5 = 0 ; a outra ¢é a solucdo puramente
magnetostdtica com E = 0 e B, = 2 cos p , pertence a classe 25 ~comCy =0, v =
O._ &szl./\:R/Q.

Todas as solucoes nao-esidticas sio ondas estaciondrias de Proca com amortecimento
exponencial na evolucdo do tempo. Na classe I'? > 5 hd uma excessdo que merece ser
mencionada: quando v < 0, istoé kp = —1 e A < R/2 na equacio {6.9), o potencial f(t) e
os campos de Proca mostram um crescimento exponencial com a evolugdo do tempo. Trés
conjuntos de soluces nio estaticas foram encontradas com a quantidade A = E j + 2 Hf
independente da localizagio no triespago: veja a tabela (4.2). Os conjuntos a e b tem A x
exp{—4ct/ R) (amortecimento ao longo do tempo), ambos contém A — ¢, 7 = 4o/ R (um
campo de Maxwell) como nm caso especial. O conjunto ¢ tem A x exp(4-dct/R) (aumenta
ao longo do temmpo). Os conjuutos b e ¢ contém como caso especial A = H/\/g g =0

{condutividade nula).
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Tabela 4.2: Pardmetros para A(t) Uniforme

— : . |
. A : Kp = +1 o= LJ;ClJf[R . CH/(‘;)/\Z) A fl'ee e = —11
b W rip=—1 7=dc/R—cRi(2\Y) | A2 R/VS | e= =]
e dap= 1 =RV —de R IAS RIS e= 11

Com respeito as constantes m..A.o e R é interessante fazer algumas observacdes.
Primeiramente lembremos que a massa m. e o alcance A tém a correspondéncia gquantica
myc = h/A onde A = 6.6 % 107 Js & a constante de Planck. Admitindo \ =~ £ =~
10! anos-lnz = 10% m , entdo m. =~ 107% kg . que é 15 ordens de grandeza menor
que o limite superior obtido por técnicas esperimentals [20]: isto significa que o campo
de Proca com este alcance A & arunalmente indistinguivel do campo de Maxwell. Da
tabela (1.2). e admitindo A &~ B = 10% m . teremos o = 107!7/s para sistemas com a
quantidade E? + 2°B? homogeneamente distribuida sobre o triespaco: este valor para a
condutividade comcide na ordem de grandeza com aquele obtido em diferente contexto
por i12]. Observainos finalmente que se considerarmos os valores acima para as vdrias
constantes na classe das oscilagdes harmonicas. I'? < =, na tabela (4.1), entdo a frequéncia

resuttante sera § 2= 107 Hz: campos com esta lenta oscilacio parecem estéticos.

4.2 Solugao na Geometria Elitica de Friedmann

O proposito desta secdo ¢ o estirdo de camnpos magnéiicos ndo uniformes e geomoerria

elitica evolutiva de Friedmann 330

4.2.1 Campo Magnético Toroidal na $° e no P’

O clemento de linhia quie stilizarewos ¢ do fipo (L 1), porém conn & = K1) (arbirriro):

alé disto, agui farcmos » = 1 Admitiremos nesta geometria o potencial

¢, = uf0; 00 cos? p). a = consi; {4.3)

e
=1



este potencial também satisfaz o calibre de Lorentz. O campo I correspondente tem

nIna 1nica comrponente nao-nula
Fiao=—1%,=asen(2p). (-+.9]

Consideraremos aqui as equacoes de Proca (L.5) semn cargas on correntes e e mcios nao
conduntores (7 = 0) e faremos xp = —1. O campo (4.9) satisfaz cstas equacdes puara

4.2.2 Discussao

O potencial (4.3} tem sua intensidade méxima ao longo da circunferéucia » = ( ¢
diminui monotonicamente até zero na circunferéncia p = /2. Nas duas topologias 5% e

FP¥ estas duas cireunferncias sdo geodésicas polares entre si.

O campo magnético é puramente azimutal com componentes fisicas
H, = —2aR () senp. {4.10)

Em um tempo fixc ( o campo A aumenta do valor zero ao longo de p = § aré ao valor
p=/2. Cada linha de campo é wma circunferéncia com p e [ constantes. a intensidade
do fluxo € consrante ao longo de cada circunferéncia.

Notemos ainda que o campo (4.10) é dependente do tempo devide ao fator de es
cala R(#), as linhas de campo comportam-se como se estivessem congeladas 1o triespaco
arena. Este triespaco expande on coutrai dependende do fator de escala R{t). cnrre
raito nao ¢ produzido cawnpo elétrico. Este @ nm resultado inesperade do ponto de visra
maxcwelliano. onde o variacdo remporal do campo magnético ten como Comseyuaici il

carnpo clétrico.



Capitulo 5

Acao da Expansao em Sistemas

LLocais

Um dos modelos mais frequentemente utilizados para descrever a chamada ezpansao
do universo 34] é aquele no qual o universo é representado pela superficie de um baldo
e os aglomerados de galdxias por moedas sobre esta superficie. A medida em que a
superficie do balao se expande, a distdncia entre as moedas aumenta. mas as proprias
moedas continuam do mesmo tamanho [29] [33], nfo sendo elas afetadas pela expansdo.

Serd que este modelo para descrever a expansdo é o mais adequado 7 Para responder
esta pergunta necessitamos saber como a expansdo influencia os sistemas locais. rais
como atomos. sistema solar e mesmo galdxias. Este capitulo se desrina a este fona ja
gue encontramos na literatura recente diversos questionanentos o discnssoes No assuuto

36. 37, 11

5.1 Introducao

No moddo cosmoideico padrio se supoe gne o nuiverso ¢ dotado dainétrica de Fried-
mann-Robertson-Walker{ FRW). gne ¢ intriusccanmcente dindamica. O faror de esealac Hirg

acarrcta o wnento (on diininmicio) das distancias proprins [27]0 No coutiino espaco-



tempc ndo ha restricdc matemadtica referente as escalas onde a expansido atua. Contudo.
na pratica, sabe-se que em pequenas escalas espacials e temporals esta acdo. se existir.
estd longe de ser detectada atualmente.

Alguns autores estudaram, per exemplo. a agdo da expansdo sobre os aglomerados
galdticos, sistemas estelares e planetdrios (vejam-se diversas referéncias em 3381, 1mas nao
chegaram a respostas conclusivas. Muito trabalhos ja foram: feitos como rentafivas de
responder estas questoes; alguns deles chegan a resultados opostos. conforme se pode
notar na vasta biblicgrafia existente no assunto. Sob uosso ponfo de vista. hd estudos
que utilizam modelos tedricos que atuatbmente tem pouca aplicacdo. Por exemplo. em
trabalho recente {39] se chega & conclusio que a influéncia da expansio sobre o dtomo
de hidrogénio é totalmente desprezivel. contudo o nmodelo atémico urilizado ¢ wn modelo
classico em absoluto desuso.

E ainda trabalhosa comparagio entre os diferentes trabalhos enconrrados. pois difer-
entes sistemas de coordenadas sdo utilizados pelos autores. Seria bastante conveniente
que fosse feita wma padronizacio dos sistemas de coordenadas utilizados para rratar deste
assunto. Infelizmente cada autor prefere esecolher um sistema de coordenadas mais ade-
quado ao problema que esta tratando, e ao método que esta utilizando.

Apesar das diversas dificuldades para se chegar a um resultado redrico sarisfatdrio. as
observacoes atuais confirmam que, se as distdncias diretamnente enveolvidas nos sistemas
fisicos considerados sdo de ordem de grandeza muito pequena em relagio ao raio de
curvarura do universo. a mfluéncia da expansio é tio pequena que ndo precisa ser levada
em consideracao.

Para se comparar os resultados teéricos coin as observacoes. se temn adicionalmente
dificnkdade e relacionar as coordenadus ntilizadas nos inodelos conm agnelas velevantes
para as observacées astrondmicas. Uina tentativa para resolver esre problema & anri-
lizacdo de sistemaes de referencio localmente merciars (SLIY (27, 2090 que sd0 os sisteinas
mais ntilizados as observacoes astrondmicas. Estndarcmos o influcncia da expansao sob

-

o pouto de vista dos SLI seguindo a refercucia [38]
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Podemos fazer iniclalmente wma avaliagio qualitativa partinde da formulacio gec-
métrica do principio de equivaléncia. Em mn ponto p do espago-temipo curvo, pode-se
aproximar a variedade pseudo-riemanniana pelo seu espago tangente plano: esta aproxi-
magao ¢ valida somente em una pequena vizithanca o4 de p: ela perde o senrido quando
o tamanho de 24{p) se torna comparavel ao raio de curvatnra do espaco-rempo. Do pouto
de vista fisico 0 espago tangente emn p descreve o espace-tepo visto por wn observador
caindo livremente. um SLI. Supde-se que o efeito da expansio seja desprezivel localmente,
mas que sta nfluénela cresga cowr a distancia, atingindo inteusidade significativa 1os
escaldes cosmoldgicos.

Pretendemos fazer a seguir uma avaliagdo quantitativa deste problema: para isto co-
megaremos estudando o movimenro de uma particula sujeita a forcas externas. a parric
de um SLI, usando coordenadas normais de Fermi, {z'+} {401 - as quais chamaremos para

simplificar apenas de coordenadas de Fermi *.

5.2 Coordenadas Normais de Fermi

Para melhor intuirmos os conceitos relacionados com as coorvdenadas de Fermi e os
SLI. vejamos preliminarmente. sob o ponto de vista da mecdnica newroniana. conceiros
semelhantes. Para tal, lembremo-nos que o principio de equivaléncia galileano diz que.
nuin dade campo gravitacional. todas as particulas pontnrals caem comn a mesma acel
eracio. Um sistema de referéncia em queda livie pode detectar a presenga do cainpo
gravitacional terrestre através das forgas de mare por exemplo. e una gave espacial
om gueda livee, na orbita terrestre. Esta forca ¢ produzida pelo campo gravitacional da
Terra. por exemplo na deformacdo de nma gora d'dgna em suspensao na wave espaciali a

forca de waré temt ongem na peguena inomogencidade do campo graviracional rervestre.

A diversas oulras coordenadas foeals parccidas i conrdenadas normads de Fermis Nas coordenadas
de Ferni, o eurva de referonein & e gendisicn was onlvas coordenadas o curvi de eefeednei nan &
ahrizaloriunente wna geodésica. O leitor mleressado pode encontrin e [0, 201 o deserieaw de adgnimas

testas ontras coordenadas,



A magnitude desta forga é caleulada pela mecanica newtoniana [41], sendo proporcional
a0 tensor forca de maré. O correspondente a este rensor na relatividade geral é o tensor
de Riemann.

Suporemos que um ponto de referéncia. que é a origem do sistema de coordenadas
{.r"'}. estd ent queda livre. e que a distancia de wma partionda de 1nassa m o wm centro de
atragdo gravitacional é muito malor que a distancia da partienfa d origem das coordenadas.
Pode-se escrever newtonianamente que as componentes [* da forca de maré atnando na

particila sdo

= —m—— = mcRE 2 (5.1)

onde f é o tempo. ¢ a velocidade da luz e R%;, sio componentes (%;) do tensor forca de
maré. onde estiao colocados os dois indices "0 extras para compatibilizd-lo com o tensor
de Riemann da relatividade geral.

A generalizacie da equacgao (3.1) para o espaco eurvo é a conhecida equacio do desvio
geodésico, e as coordenadas geodésicas em queda livre sfo coordenadas de Fermi [41. 291
Esta equagio nos diz o quante duas geodésicas vizinhas sfo separadas devido A curvatura
do espaco tempo; ol no exemplo acima, o quanto wm lado da gota d’agua esrd “caindo
hvremente” diferentemente do outro lado, devide as diferencas loeais na curvatura do
espaco-tenmpo.

Na relatividade geral, as coordenadas de Fermii sdo tomadas ua vizinhanca de uma
certa geodésica . Sobre ¢, o rensor métrico do espaco-tempo g, ¢ ignal ao tensor
métrico de Minkowskl n,,. Isto &, remos g,.lc. = ... © os siinbolos de Christoffel [, wao
wilos ao lougoe de ) 0]

Com = = 1. e espaco-tempo FRW do ripe Eiastein-de Sirrer. as coordenadas gne
wtilizaremos sdo o = (x. oy ) gne esereveromos tubou (g 0 F el A mérrica

S0 oscroeve

Zh
[EN
—_—

ds? = —dt? = Q20 (de? e dy? =zt [

onde a(t) ¢ o faror de escala responsivel pela expausido do nniverso.
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Uma base ortonormal de terradas 65 se propaga paralelamente ao longo da geodésica

G. Os vetores da base FRW, é'ff' Y ostdo relacionados com os de Fermi, éf. por

o F e -
fo =0 2 (5.3)

iz

Lol e e as componentes do tensor de Riemann eny coorde-

onde AL = diagonal{l:a”
nadas de Fermi. By .., podemn ser obtidas arravés de suas compoientes nas coordenadas

de Friedmann. Ao longo da geodésica §. escreve-se

F AT A yw oy~ PRIV S
R = "\:z _"1\3 '\H L\'; £ . L-_).—L;

o3 T ALK

Desejamos enconfrar fransformacoes que nos levem das coordenadas do espago-tempo
carvo {FRW) para as coordenadas normais de Fermi. assim como encontrar tambéin
expressoes para a métrica do espaco-tempo e para as equagdes de movimento nestas
coordenadas.

A origem do sistema de referéncia. em coordenadas FRW. tem ¢omo linha de universo
a geodésica r =0 (r = /22 + y? + z?). Queremos encontrar as coordenadas de Fermi de
um ponto £ préximo da origem, cujas coordenadas FRW sdo dadas por (i priv: Trrw).
A linha de universo de um observador na origems r = 0 intercepta a trisuperficie + =
const ortogonalmente ern wm ponto que chammaremos de . Tomemos wma geodésica Uy,
puramente espacial e que passa peles pontos P e @. As duas geodésicas sdo ortogonals.
Seja T o pardmerro ao longo da geodésica Gy, tomemos 7 = Qem Q. e v = 1 em P,
o vetor velocidade inicial ¢ T# = da¥idr 5. O tempo de Fermi. /4. ¢ romado de
forma a ser ¢ tewpo proprio desde a singularidade cosinoldgica inicial aré @ ao lougo de
Ui As coordenadas espaciais de Fennd sao dadas pela projecio de 17 sobre mna friude
A4

ortonormeal &

f4)

; oo . g . - i i TR
(o = L2, 3), ou soja. ’f;fu apoita na direcao . —f.,] o éf:” nas diregoes g o

S orespeetivamaoente.

A equacio da geodésica Gy nas coordenadas FRW terg sohigoes na forma o = 2% 0,
e f o= {0, onde o, sdo un coujunto de oito coustantes. Das condicoes ostabeleeidas



acima, temos no ponto ¢

b ¢

£ LOwCrn:’ = 0. b= 10 ).

7, (5.5)

oA L r)z, .

gr (O Cm = O ‘E'}" = a’( ) ir (O Cyp ke
Este conjunto de cquagoes pode ser resolvido para -, = c,,,(x"f;l.lf.-_}_ que em £. onde
5 & N |
Thpy = M(1oy) € bpane = t{1.oy). fornecerd as transformacées desejadas %, =

K - . — .
Ll (TR tp) et = L (W R

As equacdes das geodésicas em coordenadas FRW sio

d* cdro,  dy.. d:
(e T =0 (5.6)
T T dr 7
2 Lk : k
d<x adt dx
+ 2= =10 {5.7)
d7? adr dr
A integral primeira de (5.7) é
da® ¥ o
——— (5.3}
T a?
onde C";’ shdo constantes. Das equagoes (5.6. 3.8) obtemos
— (5.9)

sendo 'y = constante.

n

Faremos agora o faror de expansio a(t) = (af)". & & n constantes. As cquacoes (5.8,

5.9) poderao ser integradas por série de potencias. e cscreveramos

s )
e S
”i( 1 2

tirh =1y -+ 10 - —
\ ( ) ety

r)n+l)'n ;‘2_ It

‘ s f.“,
6 )2]:,[] \ (or’.,)“)'”

the u"‘ . : )
i ] i ni. T e

.7(",‘:(',') = b — ’ - 9 =
(catyyy?r (nfu ”U \((”H =
PO = 1)+ (a1 () AT
. . [ o VX )
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onde fy e zf§ s@o constantes. Como tp = t{r = 0) temos que ty = (. e =01 =0
k ). s . s i . \
exfy = 0, r% = a(to)dx¥/dri,—y acarreta que ¢ Fo= (atp)eh e dijdrig = 0, que
cousequentemente fornece Oy = ~|rp{*. Usando fppw = t(r = 1) e ¥, = 2%(r = 1.
Lerernos
2
?"i I‘Fl
. 4
tpri = fp — ———— + O([z").
)fj
& 2 -2
z niage
k P R | el =
Trgpw = 1+ P Ol ). 15,121
FRW : R Ry 5.12
i T T ‘
Observe que tormmaundo-se apenas o primeiro termo obtemos rﬁ', e :1(!,.-;1\K5-)‘L"‘]:-_:?1i- 0 o=

traw: as coordenadas de Fermii sdo. portanto. as coordenadas " fsicas™ 1o espaco-ronipo
de FRW.

De posse das expressoes (5.12). que ddo as coordenadas de Fermi em fuucac das
coordenadas FRW. poderemos escrever as componentes espaciais da equacio da geodésica

aperias nos rermos de mais baixa ordem. e obteremos

2 .k
d -.LF
dte

a. -
- (;)I'}? = 0. {3.13}

5.3 Equacoes de Movimento no SLI

Urilizando-n0s das transformacles acima obtidas, podemos escrever a wmérrica ua
forma
2 2k

‘ Ly ko i —_—
5=} e [ daed e 1501
2 S

‘ 1jidey 2, ‘
ds® = — l*———“rTM A+ | Sl =

a qual podera tambcin ser escrita em funcdo das componentes do rensor de Riciann. isto

: 3 ' [
r'.".S‘ : = ( h E]t’( .‘HJ‘I £ }” ) i ; B < Hl]l’}w e A }”) At "“III o fo. 15 J

- ( &; h l,,. .'[,” ) rn"J.",.,rfJ,"‘},-. TN

iy

sendo gne as componentes de mnais haixa ordemn do tensor de Ricmann sao

. ‘ . — l
T i(n 51T
HE]::'{);:: - h(h;l]‘y - Hf]:ﬂ]z T TS T T, - (5. lf"
a Lo




P P I a 2 -
Ra:t/:::y - Ri*r~ = Bn,m,u = (_) =7 (318)
' . 2 /F
A equacao do desvio geodésico nas coordenadas FRW 6
a2 ¥ , da®dr? ko
T T has T T + Riyx = 0. ERE)

que em virtnde da nulidade dos simbolos de Christoffel nas coordenadas de Ferni se
ascrevera

dZ )
(17) h{}m.’ o =0 (5.20)

Logo as equacdes de movimenro. em coordenadas de Fernui. com someure os rerunios

de mais baixa ordem. sdo

dxh @
F & P
£ _(Sk =0 {53.21;

d? a f

onde cada ponto superescrito significa nma derivada em relagiio ao rempo : fazendo-se

nesta equagao 7 = f. obtemos a equacao (3.13).

5.4 Correcoes Cosmolégicas para os Sistemas Locais

Pretendemos nesta secao discutir alguns efeitos da expansdo do universo. na dinamica

de sistemas locals, Para isto, usaremos o modelo desenvolvido em (42 . onde se considera

como arena cosmoldgica um universo RW cujo conteido material ¢ um fluido sem pressdo
("poeira”): nesta arenc estudaremos questdes referentes ao problema de dois corpos.
Vejamos inicialmenre que pela dindinica newtoniana [42] o raio orbital médio < » = ¢

sia derivada no tempo < r > estao relacionados por

- _ S 2 {522
<o [T
! )
5T ol o
€O = e - RN Y
3
sendo Voa massa do compo central ¢ poa densidade de energia do fhaide. Sendo fF =
~ 7/ (3p) a constante de Hubble [34]. cnrac
< =] oo £5.2:4
I+



Notemos que esta equagio nos diz que o raio orbital aumenta proporcionalmente ao
mdédule de Hr.

Este problema serd tratrado agora por wn SLIL mas nos restringirermos as drbitas cir-
culares em universo Einstein-de Sitter na fase de materia.

A equacao de movimento (3.21) pode ser escrita em coordenadas de Fermi.

Tl Gt 15.25)

sendo £, o unitdrio da diregdo ». Observamos que foi inelnido um termo diferente de zero
do lado direite de {5.21). devido & for¢a gravitacional exercida pela mmassa contral M/

A perturbacdo que consideraremos ao movimento central é rambém cenrral: o mwovi-
mento estd, portanto. confinado a um plano orbital fixe. sendo entao conveniente o 1so
de coordenadas cilindricas {r. 4. z). Neste plano consideraremos as perturbacées $9(¢) e

6r{t) das coordenadas orbitals. e escreveremocs

r{t) = r, 4+ &r{t} (3.26]

L) = wot — 88(t). 13.27)

Levando-se estas definicdes em (3.23). obteremos ?

ra0f — Zw,br = 0. 15.28)
. GM
OF — 2row 88 — (;JU +2— = ér = 0.
2
r )
Clomo estamos cousiderando que as érbitas sdo circulares, escrevemos
. (0 -
wi=— (5.29)
o .:: :
!fl
” . . . . PR - ) -~ 2 . . B
além disto, na fase de marérna /) = 157 reremos @fa - =279 que com as eqiacoes
(5.28) acarrerario
2 2 -
s {wl E oo )hr = ) £5.30)
R TE

r - . - - . e e I
“As equacoes seguinkes bhein como o disoissao que seoseque sio diforentes dooopie {or Teito cra 23sE

enibretanto as conclisoes linals sao semelhantes,
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Para nossos fins notamos que mu estudo qualitativo da equagio (5.30) permite fazer
& avaliacio desejada da influéncia da expansio sobre os sistemas locais. Faremos uma
comparacio, nesta equagfo, entre as ordens de grandezas das dnas parcelas do segundo
termo. isto &, w? e 2/(91?), as quais chamarcinos, respectivaiente, de parcelas (1) e (2).

Independentemente de qual sistema local estd sendo estudado, sabemos que para a
idade do nmiverso 1 ~ 6.3 x 10'seg, o fator (2) é de ordem de grandeza 107*': jd para
avaliacio da ordem de grandeza da parcela (1) precisamos especificar o valor da cousrante

we. 0 qual depende do sistema local gue esta sendo considerado.

5.5 Algumas Estimativas

No caso do sistema Terra Sol, temos r, & 1.5 x 10''m. e a frequéncia angular w, é
aproximadamente igual a 2 x 107 7seg™!, o que acarretard para a parcela (1) a ordemn de
grandeza 10713, consequentemente a parcela (2) serd 21 ordens de magnitude inferior.

Eim escala galdtice podemos considerar que o Sol estd afastado do centro da galdxia de
ro = 3.5+ 1kpe, ¢ tem uma velocidade orbital de 220+ 15km 57! [38]. Como w, = v,/76, 0
perfodo orbital é de == 2 x 10" anos, e a frequéneia angular é w, ~ 107 Yseg™ !, Neste caso
a parcela (1) é de ordem de maguitnde 10~% o que mostra, agora. wmn efeito da expansio
apenas 3 ordens de magnitude inferior a aquele causado pela parcela (1). Note-se que
neste caso o efeito é 17 ordens de magnitude major que o determinado acima para o caso
do sisterna Terra-Sol.

Este resultado ja era previsto pela relatividade einsteiniana. onde os efeitos da cn-
vatura do espago-rempo se tornam nais significativos & propor¢ao cm gue as dimensoes
caracteristicas do problema a sey tratado estdio mais proximas das dimeusoes relevantes
no cdleulo da curvatura do espago-temnpo eosinico.

Vejamos, finalinente, cste mnesino problema agora na escila dos aglomerados galalicos.
Para tal. tomemos o rajo do "carogo”. on micleo central do aglomerado, r, &= 250kpc.

o 7~ 800km 57", gue é a velocidade com a qual as galaxias da borda do nieleo estdo



Nz

orbitando; temos entdo w, x 1079 /seg, consequentemente a parcela (1) é agora apenas

duas ordens de magnitude superior a parcela (2).

5.6 Discussoes

O resultado principal alcancado agui, sob o ponto de vista de wm SLI. foi a avaliacao da
magnitnde do efeito da expansao cosmica em comparacio com o efeito da forga de atragao
gravitacional local. Pelo que viinos na secio 5 o efeito da expansao nas escalas do sistema
solar ou mesmo galiticas & desprezivel. Em escalas maiores como a dos aglomerados
galiticos o efeito é pequeno. porém bem waior que nas escalas inferiores. Confirman-se
assim as previsdes da relatividade geral de Einstein. onde o efeito da expansao anmenta
i proporcio em que o taanho e a escala de tempo considerados se aproximam do raio

de Hubble do universo e/ou do tempo de Hubble.
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Capitulo 6

Amplificacao Geométrica de Campos

Nao-Maxwellianos

Neste capitulo exporemos o estudo da evolucao dos campos eletromagnéticos cdsimicos
nas geometria de RW [43]. Suporemos que o meio césmico é um sether de Dirac, e
admitiremos um quadripotencial com simetria cilindrica ®#, homogéneo, dependente do
temmpo. Na segdo 1 veremos algumas questdes referentes ao campo de indugio magnética
(TVM) cosmica; na secao 2 elaboraremos o modelo; na 3 as equagdes sao resolvidas e as

solucdes sio discutidas.

6.1 Introducgao

Acredita-se amplamente que os campos de IM cdsmica sdo encontrados no universo
onde tenhamos meios para detectd-los [3]. Eles s8o bastante importantes em diversos
fendmenos astrofisicos. As evidéncias observacionais nos dizem que as galixias sao dotadas
de uwma IM da ordem de 107'°T. O estudo do conhecido efeito da rotacdo de Faraday leva
a que se estabelecam limites para a IM césmica fora dos aglomerados galdticos. Estima-
se que o limite superior é de 1077T, e para ter este valor acreditase que ocorren numa

amplificacio de wn campo magnético semente nicial. Admite-se que o efeito dinamo
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amplificou este campo semente. O origem dos campos de IM da estrutura em larga
escala do universo é ainda desconhecida [3, 44, 45, 46]. Muitas origens cosmoldgicas
foram propostas para esses campos. Nao se sabe se os atuals campos existentes de TM
cosmica se amplificaram ao fongo da evolugio do tempo cdsmico, ou se sua amplificacio
ocorreu rapidamente na época da formacio das primeiras galdxias [5]. Estas intrigantes
questoes sao frequentemente discutidas na literatura. Ha teorias que pressupbem que
os campos semente foram gerados no wniverso primitivo; talvez mecanismos tais como
inflagdo, transicoes de fase, cosimologia quantica ou outros possam ter sido os responsdavels
por sua criagao [45, 46]. Ha outras teorias nas quais durante a fase de radiacao o momento
angular das protogalixias geraramn a IM [47]. Alguus autores enfatizaram que a 1M
evoluiu através do efeito dinamo a partir de camnpos iniciais muito pequenos que nao
tiveram origem primordial; para estes autores a IM é resultado da compressao de um
cainpo magnético inicial, euja origem ainda é desconhecida e € postulada como " problema
cosmoldgico” [48]. A condicio de congelamento [3, 48] é a base para a explanagdo da
origem dos campos ohservados de IM cosmica. Estudos recentes sugerem que o efeito
dinamo “elassico” fornece uma descricao inadequada para a origem do campo de IM
galdtico [49].

A recente evidéncia observacional do campo de TV no melo intergalatico e a alto
red-shift reforcou as pesquisas de como os campos magnéticos primordiais afetaram os
cenarios de formacéo das estruturas césmicas. O estudo da influéncia da forca de Lorentz
na formacao de galdxias apds a recombinacdo levou alguns autores a conjecturar que a IM
teve influéneia chave na formacaco das estruturas. E possivel que este campo atue como
fonte para a flutuagio de densidade na escala galitica. Acredita-se que a a¢ao combinada
das perturbacies de demsidade, das velocidades peculiares, ¢ das indugdes magnéticas
tenha influenciado fortemente a formacdo de estruturas césmicas. Acdes diferentes da
IM podem ter ocorrido apds a recombinagdo. Jd foi sugerido gue a forga de Lorentz
tenha sido a respousivel por perturbagdes rotacionals ¢ de compressao que crescerain nas

protogalixias em rotagdo [50]. Além disto, nas escalas onde a aglomeragao de matéria
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¢ dominada pelo regime néo linear, a IM atua mais fortemente. O estudo da reacio do
fluido a forca de Lorentz tem levado & concluséo de gue em pequenas escalas a IM teve
uma importincia dinamica na formacio de galdxias e de aglomerados mesmo nos casos
em que as perturbagdes originais foram causadas por outras fontes [49].

Estamos aqui interessados puramente em cfeitos geométricos que possam ter levado &
amplificagdo de campos primordiats. Consideraremos somente a influéncia da quadrigeo-
metria curva, particularmente da expansio do universo, sobre o potencial eletromagnético.

Para escolher a teoria eletromagnética mais adeguada aos nossos obhjetivos, conjec-
turaremos que, e escala césmica, a geometria curva formece aos campos eletromagnéticos
wm tipo de alcance finito aos fétons que nela se propagaim. Idéias similares a estas sdo
antigas na fisica. Na teoria da relatividade geral (RG) ¢ discutido desde a época de Ei-
stein [51] que a ndo-nulidade da massa de repouso de todas as particulas é consequéneia
da teoria (veja também [52]). E sabido que {13, 33| a equacao da onda para o potencial

eletromagnético $* na geometria curva é [29]
O* S+ RE,BY =0, (6.1)

onde o ponto-e-virgula significa a derivacao covariante e R, & o tensor de Ricei. O termo
de curvatura pode ser interpretado como um termo de massa, que € zero no espago-tempo
sem curvatura.

Entdo admitiremos aqui que o espago-tempo curvo fornece ao féton um tipo de "massa
de repouso efetiva nio nula”, como no caso recente da dtica de campo préxumo, onde
se admite uma massa efetiva para os fdtons virtuais para explicar o funcionamento do
microscépio de tunelamento de fotons {(PSTM) [54].

Considerando-se estas questbes e para a geuneralidade do fratamento a ser nutilizado
admitiremos aqui também a teoria de alcance finito de Proca, lembrando que esta teoria
tem como limite a teoria maxwelliana quando o alcance se torna infinito.

Por outro lado, como se supde que o universo fol ao lotigo da malior parte de sua historia
win bom condutor [46], admitirermos que depois da era da recombinagao o universo herdou

da fase antertor uma pequena condutividade. Este meio cdsmico costuma ser chainado de
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eether de Dirac {15, 12]. Estabeleceremos na iltima se¢éio alguns valores limites para as

constantes da teoria de Proca e do ather de Dirac

6.2 O Modelo

Admitiremos vélidas as geometrias de Robertson-Walker (RW) e utilizaremos as
coordenadas cilindricas de Schrédinger 2/ = (n; g, ¢, J). Como nosso estudo € local néo
nos preocuparemos com a topologia das hipersuperficies n =const, portanto nao fixaremos
limites para as coordenadas espaciais (para uma discussao sobre estes limnites na geometria
elitica veja [33]).

O tensor métrico das trés geometrias de RW é escrito
ds? = R*(x) [dng — (dp® + u? do?® + »* dqg)j : (6.2)

onde as funcgdes u(p) e v{p) definem o tipo de trigeometria (com curvatura constante k)

que estd sendo considerada (veja a tabela 3.1).

Tabela 6.1: As fungdes u e v

Fungoes Curvatura k,
w=pv=1 | 0
% == SENg, ¥ = COSP +1
= senhp, v = coshp 5 -1

Admitiremos mn quadripotencial dependente do temnpo com simetria cilindrica
= (0; 0. 1, 0)/ {n)/R*(n). (6.3)

onde f(n) é uma fun¢do a ser determinada pelas equacdes de canpo; cm cada mna das
trés geometria o potencial obedece ao calibre de Loreutz 8“[(—9)1/24)“] = 0. As fnicas

comnponentes independentes do campo F),, = 4,®, — d,P,, néo nulas sao e ¢ Fp. Logo,
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nuna base ortonormal, as compouentes nio nulas dos campos E e ¢B sao
Ey= —fu”/R?. cBe = 2fuu'/ R (6.4)

onde o ponto supercscrito significa d/dn, a plica superescrita é a derivada d/dp, e ¢ é
a velocidade da luz. O campo elétrico e a IM sdo ortogonais e inomogéneos, ambos

dependem de 7 e p; seus mddulos sio
|E| = [uf]/R" . B| = 2| /2| (cR?). (6.5)

O campo elétrico é sempre azimutal e nulo no eixo , enquanto que a IM é sempre
longitudinal. sendo maxima sobre este eixo. Como desejamos saber o quanto a expansio
do untverso influencia a evolugio temporal do campo eletromagnético, parece apropriado

definir quantidades puramente dependentes do tempo £(n) = |E/u} e B(n) = |B/«/

; por
simmplicidade nos referiremos a estas quantidades também como campo elétrico e IM.
No acoplamento minimo entre a gravitagao e o eletromagnetisine as equaces de Proea
S0
mo _ NEHY —
F+ (sp/A 1% =0, (6.6)
onde xp = +1 corresponde aos dois tipos diferentes do campo de Proca a serem conside-
rados. A condutividade do meio cdsmico adiciona a quadricorrente J¥ = (o /c)uq, F7* [16]

onde o > 0 é a condutividade de deslocamento elétrico e u, = 62 é a quadrivelocidade do

meio condutor. Entdo as equacgoes gerais que temos que resolver sao

FM 4 (kp X1 = (0] c)ua 7™ (6.7)

W

O campo de Maxwcll corresponde formnalmente a xp = 0. Para v = 2 na equagio {6.7)

CILCONTraimoes
. ) . WE] )
foe DR+ ke S R £ =0 (6.3)
o

Quando A = oo, 7 =0, e k., = 0, a equacido (6.8) siuplifica para [ = 0, que corresponde
As equagbes de Maxwell no caso particular da geometria plana de RW e meio sem

condutividade.



6.3 Solucgoes e Discussao

Os niodelos usuais do eletromagnetisio césmico £ém uma série de questoes nao
resolvidas, ndo somente sobre 08 campos iniciais como também sobre seus meecanismos de
evolugdo [3]. Séo frequentes as discussdes sobre a existéncia , ainda duvidosa para alguns
autores, do campo de IM extra-galdtico [5, 44].

Procuramos solugbes de (6.8) que amplifiquem a IM césmica. Mais precisamente,
desejamos desvendar mecanismos de evolugdo que possamos chamar de amplificacao geo-
metrica (AG) dos campos coésmicos. Isto significaria uma amplificacao devida puramente
a existéncia do campo gravitacional.

Nosso estudo conclul que, dependendo dos valores admitidos para as constantes A e
7. pode-se ter um efeito colossal de amplificagao dos campos £{r) e B(n). Como se pode
notar pela equacao (6.8), o fator de escala R(n) é o responsavel pela forte interacéio entre
os campos eletromagnéticos nac-maxwellianos (NM) e o campo gravitacional. Para evitar
que sejam utilizados valores nao fisicos para A e o, estabeleceremos brevemente valores
limites para estas constantes.

Sabe-se que o alcance A do campo de Proca estd relacionado com a massa do féton por
m. = h/(Ac) onde k é a constante de Planck. Estimativas atuais de laboratério fornecem
m., < 107%3g [26], entdo podemos admitir confortavelmente que A > 10%m. No caso da
condutividade o do sther de Dirac’s temos m., = oh/c? [15], isto é o < 107 /s, Somente
valores de A e ¢ que estdo de acordo com estas condigdes serfio aqul considerados, ¢ serao
chamados de valores permitidos.

Dentre muitas solucoes interessantes de (6.8) {todas somente para valores permitidos
de A e de o). selccionamos algumas que possam dar uma idéia dag varias possibilidades
qualitativamente diferentes. Em cada um dos quatro casos apresentados serao exibidas
também as solugdes maxwellianas (M) correspondentes (A = oc, o = 0).

Antes de discutirmos as solugdes eucontradas, devemos notar que Ineswo para os
valores permitidos de A e de o a amplificagdo resultante pode se tornar muito grande.

FEsta amplificacdo induz nm crescimento enorme do tensor eneigia-moentum do campo



eletromagnético T'7,. Relembramos que estamos utilizando o modelo de eletromagnetismo

em arena euwrva (EAC), no qual se pressupde que T, é desprezivel em comparagio as

I

W). Entdo, para estarmos certos de que os campos

fontes de matéria gravitacional (7
que estdo sendo estudados estic realmente no que pode se considerar um modelo de
EAC, examinaremos qualitativamente esta questio: Partindo das equacdes de Einstein
G = kg T;f;, comparamos G,/ ke com os valeres de Tﬁy correspondentes aos campos
que apareceirl neste estudo; enguanto encontrarmos razao > 10*% consideraremos que
nosso sistema se encontra ne modelo EAC. A tunica excessdo que aparece aqui € 0 caso
1B que consequentemente consideraremos nao-valido.

A equagdo (6.8) é integrada analiticamente para a teoria maxwelliana, enguanto para
as demais teorias (A # oc e/ou o # 0) ela é integrada numericamente. Nesta integragio
tomamos como tempo inicial n = ; = 0.089 (10"s), e como tempo final n = n; = 1,61
(6.2 x 10*9s). Na cosmologia padrio, estes valores de n correspondem aproximadamente
ao estagio final do acoplamento da matéria-radiagao e & época atual, respectivamente.

A Integracdo numérica fol feita usando-se a linguagem FORTRAN, e dois passos di-
ferentes foram utilizados, An = 107 para regiGes onde os campos sdo mais sensiveis as
variacdes de 7, e Ay = 107"* nas demais regides.

Observamos que a equacao (6.8) é particularmente sensivel ao valor inicial da funcéao
f /J. Usaremos a razao 3; = f./ f: para estabelecer as condicdes iniciais (CIs) para os
casos a serem estudados.

Como se conjectura sobre a detecgiio do campo césmico B(n) da ordem de 107#T
55], aqui em nosso estudo consideraremos nulos os valores < 107%7T. Abandonaremos

tamhém campos clétricos < 10727V /m (pois para efeitos de comparagio podemos consi-

derar aproximadamente a relacio |E| = ¢|B]).

6.3.1 No Universo Estatico de Einstein

Antes de estudarmos o potencial (6.3) nas geometrias RW, farcmos uma pequena

mostra do estudo deste poteucial no wniverso estdtico de Einstein. Este caso fol estudado
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mais pormenorizadamente no capitulo 4, apresentaremos aqui apenas o resumo do que
fol 14 apresentado.

Na geometria elitica tomaremos o raio constante R = R(n;) = 2.6 x 10%m, e
I =oR/(2e), v =4+ xpRY/AZ (6.9)
que levam (6.8) a admitir a forma particular
f+orf+yf =0 (6.10)

Esta equacio é a do oscilador harmonico amortecido, cujas trés classes de solugdes estio na
tabela 6.2. Notemos que em todas as classes o fator multiplicativo de amortecimento e~
estd presente, e enfatizamos que todas as solugdes ndo-estdticas sdo ondas estacionarias

de Proca.

Tabela 6.2: Fungdo Potencial

Classes Solugtes Fxatas de (6.10)
1:T% ==y | fln} = (Cr + Can)e™™
2:I? <~ f(n) = Cre Teosh/y — T2 5+ (7y)
3:T2% 4 | fln) = e ™(C, VT 1 ¢ Gpe VT 1)

O caso NV do universo estatico de Einstein sob anidlise é da classe 3 da tabela 6.2,
estes campos estao desenhados na figure 1. Para podermos dar conta da grande variacao
dos campos no intervalo considerado, serdo desenhados os logaritmos decimals dos cam-
pos {estes expressos no sistema internacional de unidades (SI)) como funcao da coor-
denada temporal n. No grdfico 1A notemos que h& uma rapida diminuicao do campo
elétrico inicial com um awmmnento da IM. Este comportamento estd emn acordo com a teo-
ria maxwelliana: uma variacio temporal do canpo elétrico altera a IM. Pode-se mostrar
que este comportamento dos campos é uma consequéncia do campo de Proca. Pode-se
taanbém observar que no estagio final By & 107'T, enquanto que £; é aproxirnadamente

uim décimo de sen valor inicial.
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Quando 7 = 0 (grdfico 1B) a amplificacio se torna muito grande (B; = 108 xB;) e
o sistema excede os limites de nosso modelo EAC. A 1nica diferenca entre os casos 1A e
1B é o valor da condutividade. Ha um nteressante efeito do campo de Proca sp = —1,
o qual tem o poder de quebrar a amplificacio causada pelo sether de Dirac sozinlio.

A solucdo maxwelliana é da classe 2 na tabela 6.2 com [' = 0 ey = 4 on f =
'y cos{2t + (). Este caso, quando dotado das ICs acima, resulta no grdafico 1C. Logo no
inicio o caso M é muito similar ao NM 1A, mas a solugao harmonica tem somente uma
oscilacdo ao longo de todo o mntervalo estudado, e o instante em que ¢ maxima a IM é
também o instante em que é minimo o campo elétrico, conforme é previsto pela teoria de

Maxwell para ondas planas no espaco-tempo de Minkowskl.

6.3.2 Nos Modelos de RW

Admitiremos diferentes fatores de escala R(n) [56) para as diferentes geometrias de

RW na resolucio de (6.8). Eles estiio explicitados na tabela 6.3.

Tabela 6.3: Fatores de Escala R(7), onde & = 10*m

Geometria || Fator de Escala R(n)
Plana (e 2)n?
Elitica all — cosn)

Hiperbélica e(coshn — 1)

As solucbes exatas para os casos M estdo listadas na tabela 6.4 ¢ serdo discutidas

abaixo. As Cls consideradas sdo 3; = 10" e B, = 1077, e também &; = 107V /m.
1. Trigeometria Plana

No caso plano (k. = 0) nosso estudo serd restrito a somente wn caso NM e a wn
caso M, ambos cstio desenhados no grafico da figura 2. No caso NM {grdafico 2A) o M

. oA S . . .- e
se amplifica 1077, O campo & decresce monotonicamente devide & inferacio com o
P P :
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Tabela 6.4: Solucdes Maxwellianas para os Modelos de RW

k. | Solugdes Exatas de (6.10)

0 fln)=Cin+ Cy

+1 § f(n) = Cisen(2n) + Cycos(2n)

-1l f(n) = Cisenh(2n) + Cycosh(2n)

campo gravitacional (um efeito semelhante a este - mas com oscilagoes - é encontrado na
geometria hiperbélica com o campo de Proca do tipo xp = +1). Neste caso o campo
nao-maxwelliano é caracterizado peta pequena condutividade o. Este comportamento do
campo elétrico se assemelha & evolucio dos campos eletromagnéticos nos modelos cdsinicos
de plasma de alta condutividade. Nestes modelos o campo elétrico se torna rapidamente
nulo [48} devido & alta condutividade do plasma.

No caso M (grdfico 2B) os campos inicialmente evoluem como no caso NM, o campo
£(n) ndo decresce até zero como no tltimo caso, decrescendo apenas cerca de 5 ordens de
magnitude, enquanto a IM é submetida a uma amplificag@o total de 6 ordens de grandeza.
O subsequente amortecimento é wna consequéncia da geometria curva, onde o campo £{7)

varia com const/R? e o campo B(n) com const/R.
2. Trigeometria Elitica

Na geometria elitica estudaremos dois casos NM e um caso M, eles estdo desenhados
na figura 3. O caso NM com sp = +1 é mostrado no grdfico 3A. Este caso é muito similar
ao proximo caso M desenhado no grdfico 3B. Eles diferem essencialmente pela localizagao
do ponto de minimo do campo £(n). Os cawpos ndo-maxwellianos interagindo com o
campo gravitacional sio responsdveis pela antecipacgao do ponto de minimo. Depois deste
ponto o canpo elétrico inverte seu sentido.

No outro caso NM (sp = —~1), desenbiado no grdfico 3C, temos wn interessante cour-

portamento dos campos para o valor admitido para a condutividade (7 = 3,0 x 10714 /s).
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Este valor & o maior valor usado para ¢ neste trabalho, entretanto os campos nao ultra-
passam os valores permitidos pelo modelo EAC. Este resultado € independente de k. e
do tipo de campo de Proca presumido. Existem neste caso dois instantes onde a fuugao
f & nula, e entfio o campo elétrico inverte o sentido duas vezes. Esta é wma peculiari-
dade destes campos nao-maxwellianos. Note-se que nos demals casos desenhados ueste
traballio, se considerarmos valores de ¢ desta ordem encontraremos amplificagoes muito

alémn dos limites estabelecidos pelo modelo EAC,
3. Trigeometria Hiperbdlica

Os grificos da geometria hiperbdlica estdo desenhados na figura 4. O primeiro caso
NM estudado é o 4A | no inicio temos novamente um decréscimo de £(n) e wn aumento de
B(n}. Apesar de ndo-maxwelliano, o interrelacionamento dos campos nao leva a oscilagoes,
embora em todos os casos desta figura haja tanto amortecimentos como oscilagoes. No-
vamente em 4B encontramos em 7y uma redu¢do de 4 ordens de magnitude em £(n} e
uma amplificacio de 4 ordens em B(#}. O estudo das fungoes f e / neste caso mostra que
desde n =~ 0. 36 até 5y ambas oscilam. Vemos que a equagio (6.8) se torna f+amf=0
onde g(n) = — [4 — R?(n)/A?]; o campo de Proca com xp = -+1 impde um amorteciinento
nas puras oscilagoes (que sao solugdes do caso com g{n) = const > 0). Este resultado
é qualitativamente independente da curvatura da geometria (k) utilizada e de qualquer
uma das trés formas do fator de escala que estd sendo utilizada (veja a tabela 6.3). Ad-
mitindo que kp = —1 ao mvés de xp = +1, 0s campos nio podein mais ser estudados no
modelo BEAC.

No caso NM desenhado no grdfice 4C temos novamente oscilacoes dos campos en-
tre grandes intervalos de tempo cosmico. O aumento do intervalo de tempo entre duas
oscilacdes sucessivas é devido & condutividade do sther de Dirac. Ambos os campos
desaparecem em ;.

Finalizente, o caso M da geometria hiperbdlica, descnhado no grédfico 4D, é bastante

simples. Notamos wma amplificacao de B{n) somente uma ordem de grandeza a mais do



que naquela do grdfico 4A.; igualmente o valor final de £(n) é somente wn pouco maior
do que aquele encontrado no grafico 4A .

Em todas as figuras notamos que o comportamento dos cainpos imediatamente apds
n; pode ser descrito pela teoria de Maxwell do eletromagnetismo. O ripido decréscimo
do campo inicial £(n) origina wn awmento de B(n). A evolugdo subsequente de ambos os
campos ¢ determinada pela interagfo entre a geometria do espago-tempo com os canpos
maxwellianos nos casos 1C, 2B, 3B, 4D, ou com 0s campos nao-maxwellianos nos demais
CASO0S,

As equacdes maxwellianas no espacgo-tempo de Minkowski tém como solugdes campos
harmonicos oscilantes. Nestas solugées o comportamento da IV e do campo elétrico sdo
semelhantes, mas ha uma diferenca de fase entre ambos. Quando a densidade de energia
do campo elétrico é maxima. a do campo nagnético é minima. Fim muitos casos estuda-
dos aqui as oscilagGes se assemelham bastante As oscilagoes maxwellianas. A curvatura
varidvel do espago-tempo interagindo com os cammpo maxwellianos (ou ndo maxwellianos,
dependendo do caso) € que ird determinar o sen comportamento geral. Em cada grifico o
resultado da interacdo gravitacional-eletromagnética depende da geometria que estd sendo

considerada e da teoria eletromagnética maxwelliana ou nao considerada.
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Fig. 1 - Logaritmo decimal do méduio de £(x) e eB{n) desenhados contra o tempe conforme 5 no sistema,
MKS para o universo estatico de Einstein (k, = +1) comraio R = 2,6 % 10%%m. As condigdes iniciais sfio
B: = 10* e B; = 1072*T (isto é £ = 107°V/m). No grdfico 1A £(n) tem uma forte atenuagdo inicial,
enquanto B(n) tem um comportamento inicial oposto. O campo elétrico atinge seu valor Iﬁl’nimo em
9 =2 0, 18, depois do qual ambos os campos aumentam seu valor monotonicamente até 5 = 1,6. Grdfico
1B é um exemplo que nao satisfaz ao modelo BAC, a amplificacio é muito grande. Em 1C o campo £(y)
inicialmente decresce e vai a zero quando 5 = 0,87, entéo inverte o sinal e monotonicamente reassume
sua intensidade inicial (ermn médulo); B(n) inicialmente se comporta como em 1A, tem wm méximo em
7 = 0,87, a partir do que enfraquece uma ordem de magnitude até ny = 1,6 onde tem aproximadamente a
metade do valor final no caso NM acima (grdfico 1A). Apesar de se desenvolverem de maneira diferenses

nos grdaficos 1A e 1C, os campos tém aproximadamente os mesmos valores finais (veja no texto mais

argumentos analiticos e fisicos sobre todos os casos estudados).
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Fig. 2 - Na geometria plana de RW admitimos como condigdes iniciais 8; = 10** e B; = 107207F (isto

& & = 1071V /m). No caso NM 2A, o3 campos se comportam inicialmente come no easo LA, O campo

B(n)} cresce até o valor maxime B(0,12) = 6,0 x 107*2T, entdo decresce até By ~ 107 T. O campo

elétrico decresce monctonicamente e pode ser considerado nulo (< 10727V /m) para > 0,84. No caso

M 2B os campos se comportam inicialmente como no case 2A, entado ambos decrescem até 75, quando a

IM é By = 1076 x B;.
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Fig. 3 - Na geometria elifica de RW o campo elétrico sempre inverte seu sinal uma ou mals vezes.

A condutividade do sther de Dirac em conjunto com as peculiaridades do campo de Proca antecipa a

inversio (em 7 = 0,32) no caso NM (3A) relativamente ao caso M (3B, em 1 = 0,87). Em todos os

trés casos estudados o campo elétrico tem uma redugio geral de 5 ordens de magnitude no caso M e de

6 — 7 ordens nos casos NM. O campo B(n) & amplificado 5 ordens nos casos 3A e 3B. O caso 3C parece

anémalo pois a amplificagao (4 ordens no campo B(n) ) nio é excessiva apesar do grande valor admitide

para ¢; além disto hd dois momentos (7 72 0,14 e 5 = 0, 18) nos quais o campo elétrico inverte o sentido.
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Fig. 4 - Estes graficos se referem & geometria hiperbélica de RW. No grdfico 4A, os campos nao-
maxwellianos se comportam de maneira semelhante aos casos maxwellianos 4D e 2B. Nos dois outros
casos, grificos 4B e 4C, notamos que ocorre uma interessante oscilagio amorlecida dos campos de Proca
com kp = +1. No caso 4B os campos invertem o sinal cerca de 60 vezes desde n = 0,36 até a época

atual, enquanto no caso 4C o ather de Dirac obriga as oscilacoes mas impoe um forte amortecimento dos

campos: estes se anulam em n == 1,1
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Capitulo 7

Conclusao

Antes de concluirmos este trabalho gostariamos de abordar uma questio interessante
que surgiu no desenvolvimento do nosso estudo. Ao longo do texto foi utilizada a teoria
nao-marwelliana de Proca, assim como o eletromagnetismo de Maxwell em espago césmico
condutivo, ou ther de Dirac. Fm nosso estudo, foram consideradas relagoes entre a
condutividade ¢ do sther de Dirac e o alcance A do campo de Proca. Acreditamos que
existam relagbes mais profundas entre estas duas teorias, e que um tratamento quantico
adequado do problema poderd fornecer estas informacgses. Temos ja realizado um estudo
preliminar sobre este assunto, que por estar ainda incompleto [17] ndo fot aqui incluido.

O afastamento das rajas espectrais das galdxias para o vermetho é tomado usual-
mente coio prova de que o espago estd em expansio. Porém sabemos que esta nao é
a Unica interpretaciio existente para este efeito [57]. Caso a interpretagio padrio esteja
correta, a ezpansao do universo existird em todos os escaldes fisicos. Porém, até agora, nos
fenomenos cujas dimensées caracteristicas sao pequenas em relagio as escalas cdsuiicas,
a influéncia da expansio tem-se mostrado desprezivel. Assim. acreditamos que sua agao
nos laboratdrios terrestres possa ser atualmente desprezada.

Nos problemas relacionados com os sistemas gravitantes locais referidos no texto, tals
como atomos, Terra-Sol, galdxias e aglomerados, diversas solugoes aproximadas tem sido

avaliadas na literatura. Tais solugoes poderio ser reavaliadas tomando-se cm consideracao



novos fatores, ainda nao ponderados. Por exemplo, no caso Terra-Sol a agéo perturbadora
de outros planetas, ou com o estudo mais realista de formas eliticas para as drbitas
planetarias. Além do mais, como na literatura sempre se supbde sempre que as métricas
para os sistemas gravitacionais tém simetria estérica, talvez estudos com outras simetrias
tragam informagoes ainda insuspeitadas.

Apesar destas consideracoes podeinos dizer com seguranca que os resultados alcancados
at¢ agora pelos trabalhos realizados confirmaimn as previsoes da relatividade geral. A ex-
pansao afeta mais fortemente os fendmenos cujas dimensoes sdo de ordem de grandeza
da estrutura em larga escala do universo, isto €, além dos aglomerados galiticos. Em
pequenas escalas de distancias a influéncia pode ser considerada desprezivel em relagio
as influéncias dos agentes locais.

No estudo realizado sobre a agdo da expansiio sobre campos eletromagnéticos césmicos,
diversos efeitos foram encontrados, mas em geral obtivemos efeitos amplificadores. Estes
efeitos parecem importantes na astrofisica extra-galatica, por exemplo na formacio das
estruturas cosmicas e na geragao de campos magnéticos existentes atualimente no universo.

Provavelmente se encontrardo efeitos semelhantes aos encontrados agui, presumindo-
se acoplamentos mais fortes entre a gravitagilo e o eletromagnetismo [58]. Contudo, pelag
suposi¢des que fizemos em relagao aos valores inicials dos campos, esses tipos de acopla-
mentos nao se fizeram necessarios. Realizamos estudos com acoplamentos alternativos,
mas como nao cliegamos a resultados que achéssemos interessantes. eles nao constaram
do presente trabalho.

Devemos enfatizar que em todos os casos puramente maxwellianos estudados foram
encontradas solucdes com amplificagio do campo de IM, logo podemos dizer gue esta
desejada amplificacdo ndo é um efeito puramente devido ao exotisruo da teoria nao-
mazwelliana escolhida; em outras palavras, foil obtida nina emplificagao geométrica mesmo
na teoria padrao do eletromagnetismo. O tnico requisito a ser satisteito foi o da existéncia
de wn campo elétrico inicial local, mesmo que de intensidade muito pequena.

Em geral as teorias que estudam os campos de IM cdsmica nao cousideram qie a ex-



pansdo do universo possa ser uma causadora dircta da amplificagdo destes campos. Acred-
itamos que este nosso modelo possa despertar interesse na descoberta de outros mecan-
ismos geométricos, provavelmente mais realistas, onde a expansdo do fundo geométrico

possa ser adicionada aos usuals mecanismos nao geométricos existentes na literatura.
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