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The way things are going

They’re gonna crucify me

(J. Lennon)



RESUMO

No presente trabaiho, consideramos o espago-tempo tetra-dimensional repre-
sentado por uma geometria de Weyl integravel ( WIST), caracterizada através do tensor
métrico e do campo escalar de origem geométrica e estudamos algumas aplicacbes bdsicas
dentro da teoria da gravitagio. Para tanto, expomos a geometria de Weyl integravel
e fazemos um breve comentdrio da gravitagio na geometria de Weyl e a comparamos
com a sua contraparte integrivel. Terminamos com o estudo da interagdo gravitagio-

eletromagnetismo em WIST em uma geometria Bianchi-1.
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ABSTRACT

In the present work we consider the four-dimensional space-time represented
by a Weyl integrable geometry ( WIST), characterized by the metric tensor and the scalar
field of geometric nature and we study some basic applications in the theory of grav-
itation, In order of that we expose the WIST and we briefly comment the theory of
gravitation in that geometry. We end the work with a study of the interaction gravitation-

electromagnetism in a Bianchi-I metrics.
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Notacao

Usaremos para a diferenciacao covariante a notagio “ ## 7 comcomitante-

mente com a notacio “ V ” quando se tratar de um espaco de Riemann. Exemplo:

VAP = A8
No espaco de Weyl integravel a notacao serd “; 7. Exemplo:
VAP = A8



Introducao

A concepcao newtoniana de forca gravitacional manteve-se absoluta, desde
o seu surgimento no século XVII até o inicio do século XX, quando Einstein introduziu a
teoria geral da relatividade. Esta nova teoria substitui a idéia de forga gravitacional por
geometria, isto é, Einstein coloca um cendrio novo, constituido por uma variedade a quatro
dimensoes, o espago-tempo; a matéria nele contida o deforma, gerando a gravitagio. De
inicio, a feoria de Einstein ndo convenceu as mentes cientificas, mas com o decorrer do
tempo, alcancou sucesso, apesar de nao ser isenta de criticas. Em determinadas situacoes,
como proximo a campos muito intensos, surgem dificuldades ndo superaveis, tais como
a presenca de singularidades. Diversas tentativas foram feitas de se encontrar solugoes
para tais problemas, onde podemos citar Brans-Dicke [13] e mais recentemente, outra
modificacdo da T.G.R. chamada gravitacao dilaténica onde o campo introduzido néo estd
geometrizado. A geometria de Weyl integravel ( WIST), pano de fundo deste trabalho, foi
introduzida por apresentar um campo vetorial que é o gradiente de um escalar, obtendo-se
assim a geometrizagio da gravitagio, recuperando-se o aspecto geométrico da teoria de
Einstein, que as tentativas anteriores nao lograram obter. Embora a estrutura WIST seja

diferente da geometria de Riemann, utilizada por Einstein, ela se assemelha a esta tltima.



Como veremos no texto a geometria de Weyl integravel pode ser escrita em fun¢io de sua
estrutura de Riemann associada permitindo desse modo wma comparacio mais simples
com a relatividade geral de Einstein. Em particular esta tltima é obtida se fizermos o
campo escalar constante.

No capitulo 1, fazemos uma sucinta descrigao desta geometria, mostrando
como ficam modificadas certas quantidades geométricas que surgem na geometria rieman-
niana.

No capitulo 2 falamos da teoria da gravitagao em WIST, mostrando de modo
breve como esta nova geometria se adapta as caracteristicas do campo gravitacional, ja
que esta geometria permite integrar o sistema dindmico obtido com as suas equagbes, o

que ndo seria possivel se a geometria adotada fosse a de Riemann.



Capitulo 1

Fundamentos Geométricos para o

Espaco-Tempo

1.1 O espaco-tempo como uma variedade

O mais importante em todas as teorias que usam a idéia de variedade espago-
tempo é o conceito de ponto neste espago-tempo. O ponto corresponde a quando e onde
um evento fisico acontece, por exemplo, a colisio entre duas particulas. A colecio de
todos estes pontos, isto &, a colecio de todos os “quandos” e “ondes” de todos os eventos
fisicos possiveis constitui o espaco-tempo. Estes pontos sao todos indistingliveis, isto é,
todos os pontos do espago-tempo sao assumidos como sendo equivalentes.

As propriedades Jocais do espaco-tempo séo as mesmas do 4-plano Euclidi-
ano; como conseqiiéncia € possivel mapear os pontos de qualquer regido pequena e finita
do espago-tempo em pontos de uma regifo correspondente do 4-plano Euclidiano numa

relacdo biunivuca. Esta propriedade caracteriza o espago tempo como uma variedade.



Bem explicado, uma variedade é um conjunto de pontos cada um possuindo
um conjunto de n coordenadas (z!,z?%, ..., z"), onde cada coordenada varia em um sub-

conjunto dos reais, podendo, em particular, cobrir toda a reta real.

1.2 Variedade diferenciavel

Define-se uma, variedade diferencidavel M™ de dimensio n como um con-

junto P de eventos sobre o qual existe um mapeamento um-a-um com o espago R™ das

2

n-plas coordenadas z = (z!,2%,... z") de nifimeros reais, satisfazendo as seguintes

condicoes:
1. Para todos os pontos P de M™ existe uma vizinhanga M; = Viz(P) , definida
através de distdncia no R" {1, 2, 3],

M; = Viz,(P) = {Q € M™|dist (:cg"),zcg)) < e,-} ; (1.1)

onde ¢; € um real positivo.

2. A unifio de todas as vizinhancas M; recobre a variedade M ™):

M® =M ; (1.2)

i=1

3. As nocoes de continuidade e diferenciabilidade em M® sdo definidas via caleulo

diferencial no R™.



Doravante omitiremos o indice n de dimens&o e usaremos indices gregos para
as coordenadas de um ponto arbitrario P de M: z(p) = (2*)p). Adotaremos também a

convencao da soma de Einstein.

1.3 Curvas e Superficies
Em uma variedade € possivel definir curvas e superficies por um parametro:

o =2k (A) (p=1,2,---,n) (1.3)

Esta relacio é a equagdo paremétrica de uma curva e onde A é o pardmetro (A € R).

Podemos também, de modo analogo, definir uma stuperficie:
o = (A A%, ™) (1.4)

Esta relacdo mostra a depedéncia com m pardmetros, sendo m < n. O caso particular

em que m = n — 1 define uma hipersuperficie.

1.4 Transformacao de Coordenadas

Vamos considerar uma transformagao de coordenadas

o = 2t =2 (x) . (1.5)



Tal transformacgio deve ser inversivel, isto é, pode-se apds uma transformacao de coorde-

nadas dada pela equagao (1.5}, retornar-se as coordenadas iniciais:

z = z¥(z") (1.6)

1.5 Tensores

Podemos escrever a diferencial total da expressao (1.3):

r 3$,u’ 3.17"“ 6;19"“ Ba:'“ 1 3.17"“
B 2 del 2 e — dr* = dr¥ — [
dx 3 ld.T -+ 2d£L‘ + + nd.l? Ud.’L' dx Y-

dz¥ (1.7)

onde foi usada a conveng@o da soma de Einstein. Podemos entéo definir um tensor
contravariante como um objeto geométrico que se transforma sob mudanca de coordenadas

(Eq. (1.5)) como [4]

T‘J‘LW - 821:"“ 6.17’”

= e 3 T8 | (1.8)

De modo anélogo temos um tensor covariante:

’ dr® OzP
W= apn v P

(1.9)

Os tensores apresentados em (1.8) e em (1.9) sdo tensores de sequnda ordem.

Sob a transformacao de coordenadas (1.3) os vetores (tensores de primeira



ordem) contravariante e covariante transformam-se, respectivamente, como:

' 3&""‘
®o_ v
A B (1.10)
e
, oz¥
B, =5 B (1.11)

Os escalares (tensores de ordem zero) sdo quantidades invariantes sob a transformacao
(1.5):

¢'(z') = o(z) (1.12)

Generalizando, um tensor de ordem r é um objeto T/ com p contraindices (uvp,---), eq

EOT---
co-indices (¢,0,z,- - -} tal que p+q = r. Um tensor T;“ Y, misto de 3* ordem, transforma-se
como [5]:

; oz'* 8r'" 9x* -

- o T
= e e 8o

(1.13)

1.5.1 Adigao de tensores

Pode-se subtrair ou adicionar tensores do mesmo tipo definidos no mesmo

ponto da variedade para produzir um novo tensor do mesmo tipo no mesmo ponto

A,IAJ.U + B;LV — Cgilll



1.5.2 Multiplicacao de tensores

A colecao de nimeros obtidos muliiplicando-se em fodas as combinacfes as
componentes de dois tensores de ordem r e s num ponto da variedade fornece um novo
tensor de ordem r + s naquele ponto. Em particular, multiplicagio de um tensor por um
escalar fornece um novo tensor de mesma ordem

A
CAﬁ,Y —_ AaﬁB,’,

2

1.5.3 Contracao de tensores

A partir de um tensor de ordem r, podemos construir um novo tensor de
ordem 7 —2 somando em um indice contravariante com um convariante. Assim, D? = D4?
é um tensor formado a partir do tensor misto DH? somando-se os indices p e v. Se £
somassemos p e v obteriamos um outro tensor diferente do primeiro. Na verdade os dois
tensores assim obtidos sfo iguais se D¥ = D? isto é, se o tensor fosse simétrico nos
indices u e p. Observe que a contragio sempre involve 2 fndices, um contra e o outro
covariante. Se a soma ocorrer em dois indices covariantes ou contravariantes, o resultado
obtido néo seria um tensor.

Uma propriedade invariante de todos os tensores é a sua simefria em relacio
A troca de idices. Se apds a troca de dois contra ou co-indices o tensor permanece
inalterado em valor, dizemos que € siméfrico nestes dois indices enquanto que se houver
troca de sinal dizemos que é antissimétrico.

Pode ocorrer da simetria ser miltipla. Por exemplo, o tensor By, pode
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ser antissimétrico em p e v € em p e o mas ser simétrico nos conjunios ur epos, de modo

que

Byvps = Boou

Podemos, com a idéia de simetria e antissimeiria, construir as partes simétrica

e antissimétrica de um tensor. Seja por exemplo um tensor 7. Entio:

1
TE) = §(T BV 4 TV) (parte siméirica)

1
Tl — §(TW — T"#)(parte antissimétrica) (1.14)

A idéia de pontos simétricos e antissimétricos pode ser extendida a tensores de ordem

mais alta. Seja o tensor 7,,,,. Entio:

1 s
T(,U.Vp) = Z);i (T#yp + Tpp,y + Typp: + TV.UP —+ Tpuy + T'upy) (pal‘te Slmetrl()a) &

1
Tiuwe = a(TMP + Lo + Topp — Topp — Tyupw — Tpuy) (parte antissimétrica)(1.15)

Se Ty, € completamente simétrico, entfio Ti,p) = Tuwp; se T, é com-
pletamente antissimétrico, entdo Tju.,, = T, A operagio de se comsiruir um tensor
completamente simétrico ou antissimétrico pode ser estendida a tensores de ordens mais
altas. No primeiro caso temos a simetriza¢do e no segundo caso, temos a antissimetrizagao.
Naturalmente para tensores de 5% ordem ou maior a simetrizacao leva a um tensor nulo.

Podemos também aplicar estas operages ao produto de 2 ou mais tensores tal que o
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produto seja um tensor. Assim
p _ 1 o P
A[#Ba] = E(A#BJ - AUB;:)

Definimos o delta de Kronecker 53 na forma:

l,a=/
5’3—_—

0,a # 8
o0 _os _

OB 98~ P

Definimos

Hx? St ) 1, sep=oc

Azt Bre  °

0, 8e pF# o

A expressio (1.18) pode ser generalizada:

Lu#vip=po=v

0 =y —Lp#vip=vio=p

0, outros casos
\

Pode-se mostrar que [4]

124 P P v v
5 = = 818, — 818

(1.16)

(1.19)

(1.20)
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o que demonstra o cardter tensorial de &;. Analogamente temos:

& & &)
st =\ o g & (1.21)
5L v &

A idéia se generaliza para ordens maiores. Em 4 dimensoes o delta de Kronecker com 5

indices se anula identicamente. Temos também que

1
Ay = 5822 Ape (1.22)

1 T
Aoy = 5;00x Apar

Continuemos a mostrar alguns resultados sem demonstracgao.

1. Se A é um vetor covariante, entio
~ — &M
Ap,v AV,# = 6#VAP¢’

é um tensor covariante antissimétrico de segunda ordem. Este cotensor é chamado

de rotacional do vetor.

2. Se A, é um tensor covariante antissimétrico de 2% ordem a divergéncia ciclica
. SEWA
A#"ap + Ap,u,y + AVPaP - 6}“1,0 Agwl,\

¢ um tensor completamente antissimétrico de 3* ordem.
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3. Se A,,, ¢ um tensor covariante completamente antissimétrico de 3% ordem, entdo
Apvoo— Acpvpt Appoy—Avpop = (5f$’2§ A € um tensor covariante completamente

antissimétrico de 42 ordem. Esta tltima construgio é o maximo onde se pode ir com

este processo em 4 dimensoes.

Um rapido comentario sobre o simbolo de Levi-Civita, que é uma densidade

tensorial 4] (sem-demonstragao).

és“"”emg = ST (1.23)
ey = 81 (1.20)
%Euumgtw _ 5 (1.25)
%Eumem — & (1.26)
%Ewmgwa -1 (1.27)

Podemos formar uma base no sistema de coordenadas z# através da notagio

De modo que qualquer vetor em P é dado por

Xp = X504l (1.28)

isto é, uma combinagio linear dos vetores da base 0.

O espago vetorial de todos os vetores contravariantes em P ¢ conhecido
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como espage tangente em P. Nao confundir o espaco tangente com a prépria variedade. O
vetor tangente a superficie em um dado ponto estd ne espago tangente e nao na superficie.

Podemos citar como excegdes o espago euclidiano e o espaco-tempo de Minkowski.

1.6 A conexao afim e a derivada covariante

Seja um vetor A*{x) cujas componentes no ponto xz* 4 dz¥, A¥(z* + dz#),

estao relacionadas com A*(z) pela equagio A*(z + dz) = A*(z) + dA*(z) = A*(z) +

84" dx”; a quantidade dA* ndo é um vetor pois é proveniente de aplicagdes do vetor A%

em pontos diferentes. Mas podemos construir um vetor em z# + dz#* paralelo a A*(x);
sejam A*(z) + 6A*(x) suas componentes. Novamente, 6 A* sendo a diferenca de dois
vetores em pontos distintos, nao é um vetor, mas podemos proceder de tal maneira que a
diferenca A*(z)+dA*(z)— (A*(z)+6A*(x)) = dA*(z) — 6A*(z) seja um vetor. A Fig.1.1

ilustra o processo.

Xp

Figura 1.1: A linha tracejada indica o vetor sob transporte pararelo na geometria eucli-
diana.

Vamos assumir que §A* seja linear em A* e em 4z*. Entdo:

SA* = I, A" 62 (1.29)
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onde T, é a conexdo afim da variedade. Definimos entdo a derivada covariante de um

vetor contravariante:

v, A = A}, =8,A*+ T, A"

e para um vetor covariante:

ViAy = 8,4, — T A, .

A idéia acima extende-se para tensores de ordem mais alta. Exemplo:

A, = 0, AL + Ug AT — TG, A

A derivada covariante de um escalar reduz-se & prépria derivada usual:

d

va¢’ = aaq—') - dze

¢

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

A conexado afim é simétrica nos indices inferiores (se tivéssemos um espago com tor¢ao, a

conexdo ndo seria simdtrica):

A
Fpu:r‘i

I

(1.34)

A derivada covariante ndo é em geral comutativa. Para qualquer tensor 7% definamos o

seu comutador como sendo

VaViT% — VsVaTS

(1.35)

(a definicio vale também para tensores de ordem mais alta). Vamos trabalhar o comutador
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para o caso de um vetor X¢. Temos:

VsVaX® = 8 (X" +T9%X7) +T% (5 X° + T, X7) - T%, (8. x* + 1% X*)
(1.36)

VAVsX® = O (85X +T%X7) +T% (X7 + T X7) —T%, (0.X* +T%.X*).

(1.37)
Assumindo que d5 X = 350, X“ e substituindo no comutador, temos:
VaVsX® — VsVaX® = R XP 4+ (T% —T5%,) V.X* | (1.38)
onde
RC'YB/\E - BAI‘aﬁa - 35FQ3A + P€ﬂ§P(:,\ —_ Feﬁ)\ri,s (139)
é o tensor de Riemann ou tensor de curvatura obedecendo s propriedades {5, 6):
Raﬁpv = _Rﬂa,uu = _Raﬁu,u = R'uya,ﬂ (1.40)
Raﬂ,uu + Rau,gp -+ Raw,g =10 (1.41)
Raﬁuvsp + Rappuw + RaﬁVp;.u =0 (1-42)

esta ltima relacdao chama-se identidade de Bionchi.
Como estamos interessados em conexoes sem torgio o ultimo termo na

Eq.(1.38) se anula.
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Usando a parte antissimétrica de um tensor, podemos reescrever a Eq.(1.38)

na forma:

1
ViaVgX® = ERQ,BAaXﬁ .

(1.43)

Pode ser mostrado que, para uma conexao simétrica, o comutador de qualquer tensor

pode ser expresso em termos dele mesmo e do tensor de Riemann.

I) Definimos o tensor de Ricci pela contragao

Rog = Rgm = g'\pRpaA,@

que é simétrico pela relagdo (1.39).

IT) Definimos o escalar de curvatura

R=g"Rap

II1) Definimos o tensor de Einstein

1
Ga,ﬂ = Ra,ﬂ - §gaﬁR

sitnétrico, isto é, Gng = Gg, € obedecendo a identidade de Bianchi contraida:

8 _
Ga;.(3 -

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)
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1.7 Meétrica — variedade Riemanniana

Um tensor de segunda ordem, simétrico e com inversa, define uma métrica.
Seja g, () este tensor.

Uma variedade dotada de uma métrica é uma variedade Riemanniana. Uma
métrica pode ser usada para definir distancias e comprimentos de vetores.

Dados dois pontos infinitesimalmente préximos, = e r* -+ dx*, a distancia

entre eles pode ser escrita como
ds* = g, (x)dz*dz” (1.48)

chama-se a esta disténcia de elemento de linha.
A métrica g, é associada a uma matriz, podendo esta ser ou néo diagonal,

dependendo se a métrica tenha ou ndo termos cruzados. Seu determinante é dado por
9= Agw) (1.49)

e sua inversa é ¢* de forma que

9o = &, - (1.50)

Como g, ¢ um tensor de ordem 2, temos que sua derivada covariante é:

o = GoBp — Iwc:pgl’ﬁ — .80 (1.51)
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mas a derivada covariante da métrica numa variedade Riemanniana é nula:

Guvx — 0. (1.52)

A partir do momento em que a Eq.(1.52) se anula é possivel se obter uma expressio
para a conexao em funcdo da métrica. Como ja vimos, a conexao é simétrica nos indices
inferiores (Eq.(1.34)).

Vamos escrever a Eq.(1.51) com diferentes permutacoes de indices:

gaﬂ,p = ]'—Wapgl/ﬁ + Fyﬁp,gai/ (153)
G = DUopgon + IV upGar (1.54)
—ppe = Taalon —iaga - ' (1.55)

Um simples algebrismo (lembrando que g, = g..), nos permite escrever:

Gopu t Yop,s — §8pa = (Fua.u - Fupa) Gvp + (Fyaﬁ - l—wﬂa) Gup

+(T%, 4+ Ts) Geo - (1.56)

Devido & simetria da conexao (Eq.(1.34}), os primeiros dois termos da direita se anulam;
obtemos entao:

g&,ﬁ,p. + gap..,ﬂ o gﬁ.‘-"',a = 2gaV V,Blu . (1-57)
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Multiplicando por g7 e lembrando que g*¥go, = 67, temos:

1 [ %
I, = 59" (Gapp + Gop.p — 9Bua) - (1.58)

1.8 Espacos de Weyl e espacgos de Weyl integraveis

A partir da Teoria Geral da Relatividade onde a forga gravitacional é “ge-
ometrizada” , varios pegquisadores procuraram uma decri¢ao unificada, com base geométrica,
que incorporasse tanto a gravitagio quanto o eletromagnetismo, ambas interagdes funda-
mentais de longo alcance. Entre esses pesquisadores temos Hermann Weyl, que em 1918
propds uma unificagéo eletromagnetismo — gravitagdo, na qual a liberdade de calibre do
potencial eletromagnético € associada a um fator de escala local de medidas de compri-
mentos, donde resulta uma estrutura geométrica conformalmente invariante — o Espago
de Weyl — na qual, ao contrario do caso Riemanniano, néo é possivel definir uma unidade
de comprimento valida globalmente ao longo de toda a variedade. A curvatura do espaco
- tempo requerida pela TRG pode ser vista em termos da nogiio de deslocamento par-
alelo de um vetor; na geometria de Riemann o transporte de um vetor por deslocamento
paralelo ao longo de um circuito fechado resulta na variagdo da diregdo final do vetor
em relacio a diregio inicial. Weyl coloca que, além da dire¢ao, o comprimento do vetor
também varia.

Definamos entdio tensor Quua = ure = Juve — Loadou — Upalor, simétrico
nos dois primeiros indices, Qua = Quua. Weyl, propds a introdugao do campo vetorial

w(x) = w,(z*), definido sobre uma variedade afim com métrica g,,,, como um novo objeto



— 91—

geométrico que regularia localmente as variagdes de comprimento no transporte de vetores

através da relacao

qua = OQuvie = QuuWey (159)

Nesse caso as conexdes afins sao dadas por {1, §]

a 1
Pa,u.v = - 5 Q‘QA (gp)\wu — Wy, — g,uvw)\) (160)

nv

Entdo a variagio do comprimento de wmn vetor £* ao ser transportado segundo um incre-

mento dx® sera

) = (Guads®) €€ = guwads™Ee” = Pwads® (L6la)
14
ou df = Ewad:c“ (1.61b)

Obtemos assim uma teoria em que a variacio local d(#) do comprimento
de um vetor transportado infinitesimalmente é fungio linear do comprimento 2, do in-
cremento dz® e do vetor de escala w,. Como # e w,dz* sio escalares, a relagio (1.61b) é
covariante. Definimos assim um Espaco de Weyl como uma variedade afim a 4 dimensoes,
dotado de métrica g, (empregada na determinacao de comprimentos), de urna conexso
"%, (empregada na construgdo de derivadas covariantes) e de um vetor w, (empregado

na determinacio de variacoes de comprimentos) satisfazendo as relagoes {1]

Guuie = GuWa ; (1623)
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o 1
Inpw = — '§ gaA (g,u,\wu + Gy, — gpuw,\) ; (162b)
v
1 o
df = Effwadﬁ; ; (1.62¢)

sendo o elemento infinitesimal de linha dado por
ds® = g, dz"dz” (1.63)

onde escolhemos a assinatura (+ — ——) para o tensor métrico. Nas expressoes acima,
{ H"‘y} é a conexdo Riemanniana, observe que se w, for nulo a conexiio Weyliana reduz-se
a forma de Riemann.

Ento o tensor de Riemann na geometria de Weyl toma a forma:

, 1
Repyn = Ropa+5 8%Wa +

+ wey 0% A + W ngos T

1 (&3 1 [
+ 5 S pwyws + 5 Japwaw” +
1
+ § & hg;\]g'wpw" ; (164)
onde
Wy = Wiy — Walla = Waly — Waa (1.65)
€
_ a 0% o P o p
Raﬁ’?‘)\ — _ + - - (166)

), BA Ap B 874 AB
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¢ o tensor de Riemann num espago Riemanniano (onde vale g, = 0).

De modo andlogo, o tensor de Ricci Rap definido por

— 1 1
Raﬁ = Raﬁ —3 We|s + Walla — 'é WptWy — E Gaps (?_U’Y”ry - w,,'w"') (1.67)
tem no espago de Weyl a expressio
—= 3 1 1 1
Rop = Rap = 5 walip + 5 Wplla — 5 Wela ~ 3 Jap (@ = wyw”) (1.68)
onde
_ 7 T p p 7 p
Rap = — + — (1.69)
o ) af B por pp P
1 ’“

é tensor de Ricci no espago de Riemann. O escalar de curvatura R,

R=9""Rag (1.70)
tem a expressao
= 3
R=R-—- 3’&77“7 -+ 5 ww? (1.71)

onde R = g®’Rup é a forma Riemanniana.

Por fim o tensor de Einstein

1
GaB = Raﬂ - § Rgaﬁ (172)
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tem no espaco de Weyl a forma

- 3 1 1 1
Gop = Gag — > Weg + > Wolie — 3 WalWg + Jop ('w'y”,)f 1 wq,w"’) (1.73)

(de novo, Gop = Rap — £ Rgap 6 a versao Riemanniana).

Doravante as quantidades Riemannianas serdo denotadas por uma barra
superior. A esco]ha da Eq.(1.62a) n3o fixa univocamente as 14 varidveis compreendidas
na descricdo da méirica g, e do vetor de calibre w,.

Tanto num espaco de Riemann como num espago de Weyl, os angulos entre

vetores sdo preservados, j4 que o cosseno do dngulo entre dois vetores

gaﬁAaBﬁ
(9o5 A> AP)?2 (gop B BP)?

(1.74)

Cos ¢ =

é conformalmente invariante.

Na geometria de Riemann a lei de transporte afim de um vetor é dada por

d¢* = —T%, ¢ dz” . (1.75)

Fica 6bvio de ver que, pelo fato da invaridncia das conexées, a Eq.(1.75) fica mantida,

mas os comprimentos de vetores localmente se alteram:

2=, (1.76)

Este fato ndo permite o estabelecimento de um padrao de comprimentos que seja vdlido
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em toda a variedade.
Também n3io temos a conservacio de comprimentos sob transporte paralelo,

pois da expressao (1.62¢) temos

sz? =j£wad:c“¢o. (1.77)

A geometria de Riemann é um caso especial da geometria de Weyl. Observe que se em
(1.62a) o vetor de calibre for nulo, recaimos no caso Riemanniano. Por sua vez essa

condi¢ido pode também ser obtida se

we =D (1.78)

b

isto &, se o vetor de calibre for o gradiente de alguma fungao escalar & = ®(z), porque

podemos entdo realizar uma transformacao de calibre tal que

2

wa—>w;:0:w0+ﬁ’25 (1.79)
donde w, = —%225 e ® e (? estao relacionados por
P=e. (1.80)

A estrutura geométrica assim formada terd aspecto Riemanniano porque

(f‘a,uu)* = {pfxu} ’ (181)



- 926 -
isto é, as conexoes serdo idénticas; e fundamental:
@ﬁV;a)* = Guw, =0. (1.82)

Ora, sendo valida a Eq.(1.78), o teorema de Stokes

éﬂ-dfzﬁ&dz“:/g(ﬁxﬂ)-dg:[e(ﬁxff)adS“, (1.83)
onde C é o circuito fechado englobando a drea .S, mostra que
24 % = § wede= [ (V% 98)-a5=0, (184)

isto €, os comprimentos sao preservados sob transporte paralelo em um circuito infinites-
imal fechado. Temos entdo a estrutura conhecida sob a denominagdo de espacos confor-
malmente Riemannianos ou espacos de Weyl integrdveis (WIST — “Weyl Integrable
Space-Time” ), isto é, espacos de Weyl cujo vetor de calibre é o gradiente de uma funcio

escalar. Uma estrutura WIST é caracterizada portanto pela relagio
Juie = g,uuq’,a . (1.85)

Como no caso Riemanniano, num WIST a variacao total de comprimento num percurso

fechado é nula porque a condigao de integrabilidade

Wap = Wap —wWga =0 (1.86)
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que permite a preservacio de comprimentos sob transporte em um circuito infinitesimal é
satisfeita. Um WIST sempre é redutivel a um espago de Riemann por meio de uma trans-
formacio do tipo dado pela Eq.(1.79). Deve-se salientar entretanto que suas estruturas

nao sao idénticas.



Capitulo 2

Gravitacao em WIST

No seu trabalho de 1915, Einstein modificou a concepgao newtoniana de
acao & distancia introduzindo a nocao de campo gravitacional responsavel pela acao local
da gravitacdo. Esta nova idéia, associada aos principios de equivaléncia e covaridncia, per-
mitiu formular a teoria onde a matéria contida no universo é a responsivel pela curvatura
do espago-tempo. Para expressar seus pensamentos, Einstein representou o continuo
espaco-tempo por uma geometria riemanniana, onde com o trago do tensor de curvatura
Rapuy, constroi-se o tensor de Einstein, Gog. Este tensor estd relacionado ao tensor

momentum-energia da matéria, Tog, pela equacao
Gop = —kTap (2.1)

onde o lado esquerdo determina as propriedades da geometria e o lado direito expressa o
contetido material ou de energia. Assim a matéria/energia e a geometria estdo diretamente

relacionadas. A constante k é a constante de proporcionalidade relacionada a constante

28
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G que aparece na teoria cldssica newtoniana (k = %q)
Na geometria de Riemann o tensor G,g ¢ simétrico em seus dois indices e o
tensor Top € simétrico por definicao.

Pode-se mostrar, pela identidade de Bianchi para o tensor de Riemann, que

a divergéncia do tensor de Einstein é muila,

=0, (2.2)
Como conseqiiéncia temos a lei de conservagao da matéria/energia, isto &,

T%,=0 . (23)

Na teoria geral da relatividade, as leis dinamicas do movimento da matéria estdo contidas
nas equagdes de Einstein. Para o caso especial de poeira, tomado aqui como exemplo,

temos [4]

T8 = pVoV?P | (2.4)

onde p é a densidade e V é o campo de velocidades. Calculando a divergéncia do tensor

acima, obtemos:

T, = pVVi,+ pVoV? + gV VP =0 . . (25)

Projetando estas equagdes nas direcoes paralela e perpendicular & direcdo do movimento,

expressa pelo campo vetorial V#(x), obtemos, respectivamente [5]:

pf+p=0 (2.6)
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ph# V6,VP =0 | (2.7)

onde § = V%, 5 expressa a variacdo do volume especifico do fluido e h*, = g#, — V*V, é
o tensor projecdo. Tais expressdes mostram que a matéria tem sua densidade de energia
conservada e as particula do fluido seguem geodésicas em um campo gravitacional.

Podemos também procurar por uma equacdo de movimento dos raios de
luz. Na fisica cldssica newtoniana a luz propaga-se em trajetoria retilinea. No contexto
da teoria de Einstein, as equac¢des podem ser obtidas pela aproximacao otica das equagdes
de Maxwell, que mostramos a seguir.

A 6btica geométrica diz que os raios de luz propagam-se em geodésicas nulas.

Tomemos a fase da onda [6]

distancia

m = -
comprimento de onda

e a amplitude

A=Re {Amplitude . em/ E}

O vetor de onda pode ser escrito como
k,u = v,u(m) ’ (28)
isto é, o gradiente da fase. O potencial vetor pode ser escrito

A, = Re{(au +eb, +e%c, + .. ) eim/s} : (2.9)
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onde os vetores a,, b,, c., ... s8o arbitrarios, linearmente independentes e fungdes do

ponto, assim como a fase m; o parametro e é feito tao pequeno quanto se queira. A

expansao acima é um artificio matemético da 6tica geométrica. Daqui por diante sé

consideraremos o primeiro termo em expansdes do tipo da equacao (2.9).

O vetor polarizagio da onda é dado por
at
fr=——027
(gapa®af)?
O potencial vetor da Eq. (2.9) acima satisfaz 4 condicdo de gauge de Lorentz,
A%, =0
e a equacdo de onda generalizada,
Faq,ﬁ = —Aa”ﬁﬂ +RaﬁA'B = 471'Ja ’
onde R%; é o tensor de Ricci e J* é o vetor corrente, que assume a forma

-—Aa”ﬁﬁ + RaﬁA.@ =0

ol

]. ] ] aH o 1m e
Re { [;kﬁkﬁa"‘ — QEkﬂa"‘”ﬁ - %kﬂ”ﬁa ‘3!3 — a4 R“ﬁaﬂ] ™ } =0

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

j4 que o vetor corrente pode ser feito igual a zero. Agrupando os termos de ordem 1/¢2,
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temos:

O(1/e%) : KPkga® =0 ; (2.15)

como o vetor a* é arbitrario, segue que
Ek,=0, (2.16)

isto €, o vetor de onda é um vetor nulo, determinando o cone de luz.

Derivando a expressio (2.16) na forma
(kﬁkﬂ)na = Qkﬂkﬂ”ﬂ =0 (2.17)
e lembrando que k3 = m,; (gradiente de um escalar), podemos permutar indices:

kﬁkﬂ”a - kﬂkauﬁ - 0 - (2.18)

gk’ =0 . (2.19)

Esta equacao diz como o vetor de onda se propaga, isto é, é a equagio da geodésica.

As equagtes de Einstein podem ser obtidas por um método variacional, como
mostrou David Hilbert {7] em um trabalho que veio logo a seguir ao de Einstein. Neste
trabalho é construida uma densidade lagrangeana que contém um escalar envolvendo a
geometria — 0 escalar de curvatura. O escalar R contém o tensor g, suas derivadas

primeiras e suas derivadas segundas de forma linear [7]. Pelo fato da dependéncia ser
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linear, pode-se fazer com que a integral construida com o escalar R, seja transformada
numa integral que nao dependa mais das derivadas segundas do tensor métrico g;. Vamos

iniciar tomando a agio

S = f LdV = ] V=gRd'z (2.20)

ou

S = /‘\/—ngung d'z . (2.21)
Considerando uma pequena variagao 6g,,:

6(Rv=0) = V=0Rubg" + RS (V=0) +v/=99" 6 Ry, . (222)

Como foi explicado, R é fungao de g, e suas derivadas. Sendo este escalar trago do tensor
R,., este iltimo também € funcdo de g,, e suas derivadas, j4 que 0 mesmo depende da

conex@o 1'%,,. Ora, usando a expressio (1.58) podemos escrever a variagdo Ry, como
SR = (6T%), - (1), (2.23)
entdio o dltime termo em (2.22) ficara
V=99" 6Ru = V=g [(9"6T), — (g“"ar"w,)m] (2.24)

ou usando a expressao

1
Vi = 7= (v—gv*)

'



para a divergéncia de um vetor, temos:

V=998 R = (V=99"8T%), — (V79961 ), (2.25)

Quando realizamos a integracao, a expressio acima reduz-se a uma integral de superficie
e como a variacao 6g*” se anula nos contornos da regiao de integragio a expressao (2.21)

fica:

58 = ]\/—g [R‘”’ — %g”"’R} 69, d'z | (2.26)

onde usamos

1
39 = ~5 V99" bgus 2.27)

89" = —g"*g"* bgap . (2.28)

Pelo principio de minima acao, 65 = 0 e sendo d¢g* arbitrario, obtemos
1 1 24
RY — —g"R=0, (2.29)

que sio as equacoes de Einstein para o vazio. Levando em conta a presenca de matéria e

campos, temos

1

RY — o g" R= —kT™ (2.30)

7

onde o tensor momentum-energia T* provém da variacdo em relagao a g, da acio

S = fA/=gd*z, onde A é a densidade lagrangeana que representa a matéria em um

volume /—g d*z.
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A teoria de Einstein da gravitacio estabeleceu-se tendo a cosmologia como
uma de suas aplicagoes. O modelo padrao foi desenvolvido para explicar o universo e suas
origens. Mas ao longo do tempo comegaram a surgir objecoes que a TGR nao resolvia,
como por exemplo a dificuldade em relacdo a singularidade inicial {11, 12, 20]. E diffcil
aceitar que a partir de um determinado instante, anteriormente ao qual nada existia, surge
espontaneamente toda a matéria e energia contidas no atual universo observado. Também
pode ser citado que a radiacio resultante do “Big-Bang” apresenta wm comportamento
isotrépico nao explicado nos instantes iniciais do universo.

Estas e outras dificuldades deram ensejo a teorias alternativas a TGR que
surgem formando um amplo espectro de idéias novas que evoluem constantemente, gerando
novos caminhos para o desenvolvimento da teoria da gravitagao. Isto é uma caracteristica
natural da histéria de todo pensamento cientifico, acionado pela constante necessidade
de se superar um modelo pré-estabelecido, face aos problemas por ele suscitados. Pode-
se afirmar entdo que uma base comum a toda nova proposta tedrica vai ser a violagao
de algumas hipdteses da teoria precedente objetivando evitar os problemas que aquelas
apresentam.

Entre as alternativas podemos citar a teoria de Brans-Dicke [13], onde um
campo escalar é introduzido para representar a distribuicao de matéria no universo e
buscar uma realizacio do principio de Mach. Citamos também as teorias que introduzem
o dilaton, campo escalar proveniente da teoria de cordas {11] ou de redugéo dimensional
de teorias tipo Kajuza-Klein {12,13]. Essas teorias fornecem resultados interessantes para
buracos negros e estrelas bosonicas bem como para modelos cosmologicos.

Fissas teorias ndo geometrizam integralmente a interagao gravitacional. Um
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meio de geometrizar o campo escalar introduzido é adotar a geometria de Weyl para
substituir a geometria de Riemann; na geometria de Weyl, a métrica e a conex@o afim sao
relacionadas pela propriedade de compatibilidade que estabelece que para toda métrica

g (), existe um vetor wy(x), chamado vetor covariante de Weyl, tal que [17]

Guovm, = gpuw.\ (231)

(para maiores detalhes sobre geometria de Weyl, ver o Cap.1 desta tese).

O fato de se adotar a geometria de Weyl em substituicio & geometria de
Riemann traz alguns problemas de ordem fisica como o “efeito do relégio secundério”.
Antes de comenta-lo, fagamos uma breve recordagio do “efeito do reldgio primario” ou
“paradoxo dos gémeos” que surge na experiéncia em que dois reldgios idénticos estao
juntos e sincronizados e depois sdo separados espacialmente durante um certo intervalo
de tempo, ao final do qual voltam a se juntar. Quando comparados apos a separacao
apresentam-se dessincronizados.

O “efeito do reldgio secunddrio” considera a mesma experiéncia descrita
acima, mas além da dessincronizagio aparecem também variagOes nas unidades de medida
entre os dois relégios; ao final da experiéncia, um deles funcionara mais rapido que o outro.
Este fendmeno nao existe na Geometria de Riemann, sendo tipico da geometria de Weyl.
A medida do efeito do relégio secundario é a diferenca entre as respectivas variagoes
por unidade de medida que os relégios sofrem ao longo de diferentes caminhos. Isto é

determinado pela integral do vetor de Weyl ao longo da curva fechada ' formada pelas
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trajetdrias dos reldgios [1, 18]
di
_ = o dma . 2. 2
f( l fé“’ (2:32)

Pelo teorema de Stokes, (2.32) € igual & integral tomada sobre a superficie S limitada

entre as linhas de universo dos reldgios

dl
== o
){: l j:g Wia,8) 0. (2.33)

Isto leva a alguns problemas, porque se, por exemplo, 0s relégios forem oscilagtes atdmicas,
teremos que se um dtomo for levado por uma trajetdria, sua freqiiéncia de radiagao diferirda
se a trajetdria for outra. E mais ainda, a geometria de Weyl deixa o tensor de Einstein
ndo simétrico em seus dois indices (ver Cap.1) ocasionando também uma. alteragio na
simetria do tensor momentum-energia. Estas criticas podem ser superadas se optarmos
pela vetor de Weyl como gradiente de um campo escalar (ver Cap.1}. O entendimento de
uma nova teoria da gravitagio num espago-tempo de Weyl integrivel e sua comparacao
com as teorias ja conhecidas, é favorecido pela possibilidade de se escrever os elementos
da gravitacio em WIST em termos da estrutura riemanniana associada mais os termos
construidos em fungio do campo geométrico de Weyl. Em WIST, o tensor de Einstein e
por conseguinte,o tensor de Ricel, recuperam a simetria e como ja foi visto, wy = wn, 0
que faz que a integral em (2.32) se anule, evitando-se assim o efeito do relogio secunddrio.

Em WIST, wiag = 0 é uma expressio sempre vilida, isto é, [19]

fsw[a,m ds = fﬁ? = fude* =0 . (2.34)
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As equacgOes correspondentes, nesta nova teoria, as equagdes de Einstein, podem também
ser obtidas polo método variacional. Na auséncia de distribuigdo de matéria ou de campos
externos, a ago gue representa o espaco-tempo vazio deve conter apenas elementos da

geometria. A agio mais simples gue podemos construir é

S = / (R+éwt,) v g d'z, (2.35)

onde R é o escalar de curvatura weyliano, £ é uma constante de acoplamento arbitraria
[21] e w*, é o escalar que podemos formar com o vetor de Weyl. Variando-se (2.35) em

relagao a g,, e igualando a zero, temos
Guv + Wy — (2 — 1wy + €guwa™ =0, (2.36)

onde G, € o tensor de Einstein em WIST. As equagdes (2.36) generalizam a equacdes de
Einstein no vazio e coincidem com elas quando w é constante.

Para completar o conjunto de equagdes do movimento da geometria é necessario
variar a acio em relacio ao campo escalar geométrico; obtém-se assiin a equagio dindmica
para w:

W+ Qaw® = 0. (2.37)

Em um espago-tempo de Weyl integravel é possivel escrever B,, e G, como a soma
dos tensores riemannianos R, € G, acrescidos de termos construidos com o vetor de

Weyl. Por conseguinte, as Fqs.(2.36) podem ser representadas em termos da configuracio
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riemanniana associada na forma

2 1
Guy — A (wpw,, — ng,waw") =0, (2.38)

sendo a constante de acoplamento A dada por
1
A= 5 (46 —3) . (2.39)

Nas Eqs.(2.38), os termos que incluem as derivadas do campo escalar geométrico nao
podem ser interpretadas como fontes fisicas do campo gravitacional; isto poderia ser
considerado no caso de A negativo [22, 23], quando entdo as equagdes seriam equivalentes
as equagoes de Einstein com uma fonte escalar w.

Denotando como O o operador dalambertiano em Riemann, a Eq.(2.37)

pode ser expressa em termos da configuragio riemanniana associada,
Ow=0. (2.40)

Esta equacio é satisfeita se as equacoes de Einstein generalizadas, Eq.(2.36), sdo vdlidas.
Isto é visto de modo imediato a partir da condig¢iio de divergéncia nula para o tensor de

Einstein em Riemann:

v =0, (2.41)

Se levarmos em conta a interacdo entre a gravitagio e campos externos, devemos introduzir

termos na lagrangeana (2.35) para que a mesma seja extendida para o espago-tempo com
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fontes externas nao geométricas.

Podemos, como exemplo, citar o caso de um campo escalar externo ®(z).

A agao fica entao

S = j (R+Ew% +e™®,,) y—gd's. (2.42)

As equagoes de movimento respectivas a variagdo da geometria sdo:

3 o 1 a
(6] Gu + Wy + 7 90 e = (2% - Dwuw, + Eﬁgw,waw =
1
=3 —e_2w (@,“‘I’,,, — Egyvq)tr:!@’a) 3 (243)
[6w] Ow + 2w,w® = %e‘z“’@,aq)’“ : (2.44)

Variando-se a acio em relagdo ao campo escalar, obtemos:

58] @4, =0 . (2.45)

He

Aqui a anula¢do da conexao a.ﬁm. faz com que se recaia na relatividade especial. Se em
vez do campo P tivéssemos optado pelo tensor F),,, teriamos a equacao de Maxwell da
relatividade especial.

Tanto no caso do vazio, como no caso de acoplamento com campos externos,
podemos reescrever todas as equagdes em termos da estrutura de Riemann associada. As

expressoes resultantes sao:

~

1 a
G.m/ — A (w.uwv - %guuwawa) =—e % ((I)’.u(bfv - —Q—Q,LW‘I)’G(I) ) ; (2'46)
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1
w = _(i’, (I"Pe_2w ]

N ; (2.47)

0P = 2w, . (2.48)

As solucoes destas equagoes serao diferentes para cada valor da constante de acoplamento
adimensional A. Como o campo w tem natureza geométrica, A pode tomar qualquer valor
real (se A < 0, todas as equagdes da teoria de dilaton da gravitacéio sdo reobtidas). E inte-
ressante observar que qualquer solugéo com campo escalar externo néo nulo corresponde
a wm campo escalar geométrico w nao constante. Isto é fundamental no que tange as mo-
dificactes das solugdes em relacdo A teoria da relatividade de Einstein; é possivel eliminar
a singularidade no horizonte de Cauchy na solugdo de buraco negro carregado {24]. No
caso de solugoes cosmolégicas, dependendo do valor da constante de acoplamento £, pode
ser determinado um periodo inflacionario e eliminar-se a singularidades do espago-tempo.

Para ilustrar um pouco melhor as propriedades da teoria de WIST, vamos
apresentar o caso de uma particula livre. A dinémica de uma particula livre ou de um
fluido com pressio nula em WIST pode ser obtida por intermédio de uma generalizacao
da acdo correspondente na TGR de Einstein. A acfio total é dada pela soma de um termo

geométrico com um termo da matéria:

S =S¢+ 8y . (2.49)

Sc é a acio do espago-tempo vazio (Eq.(2.35)) e Sy toma a forma

R ZLZAW ;
/ZZm (/ﬁ \/; P da,)a (z — Z;) d*z. (2.50)
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Na expressao acima, §*(x — Z;) é a fungdo delta 4-dimensional de Dirac e o indice ¢ refere-
se & i-ésima particula do fluido; n é o nimero total de particulas; Z; é a posicao de cada
particula e o parametro o refere-se & trajetéria das particula do fluido.

A variagio em relagdo ao tensor métrico fornece as equagdes de Einstein

generalizadas
3 1 @ M
G + Wy + ?lgpvw“;a — (2 - Dwuw, + Efg“,,waw = —kT,, (x). (2.51)

O lado esquerdo contém o resultado da variagio de Sg e o lado direito apresenta o tensor

momentum-energia decorrente da variagio de Sy

dZ¥ dzy
Zm; f &z — Z)) - di do;. (2.52)

T

Se aplicarmos a defini¢io de densidade de energia média

1 o, 47" dZY
- Z; —=d 2.53
'O(CL') A% jAV() (Zmif 5 (CL‘ Z)dUI dﬂ'z vV ( 2 )

i=1 1

na Eq.(2.52), obtemos

TE () = e o) VFV* (2.54)

onde V* é o campo de velocidades do fluido parametrizado em relagao ao tempo préprio.

Com a expressio (2.54), a Eq.(2.51) toma a forma

1
Gy + Wy — (26 — DNwyw, + Eﬁgﬁvwawa = —ke™/2p(z)VFVY . (2.55)
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Se variarmos a acao total em relagao a w, obtemos a equagdo dinamica para o campo
escalar geométrico:

1
O o _ " paw/2 . .
w + 2w,w" = 2)\,06 (2 56)

Em termos da estrutura riemanniana associada podemos escrever as duas equacoes acima

como
A 1 o —w/2
Gu — A (w”w,, ~ SYmat ) = —kpe ; (2.57)
| i —w/2
w=—gye™"p . (2.58)

O acoplamento entre a densidade de matéria e o campo escalar esta presente nas equacoes
de movimento. Isso mosta que a presenca de um fluido perfeito sem pressao induz um
campo escalar geométrico nio constante na geometria de Weyl integrédvel.

Se fizermos agora n = 1 e variando a acdo em relacdo ao caminho da

particula e, considerando ¢ como distincia conforme,
do* = e g, dz* dz¥ | (2.59)

obtemos a equacio da geodésica em WIST:

(d’m“)_ o . . (260)

o) do

Esta expressio é a generalizagao para o espago-tempo curvo da equacao de movimento

para uma particula livre na relatividade especial.



Capitulo 3

Campo magnético na teoria de WIST

3.1 Introducgao

O estudo da dinamica do campo magnético cosmolégico em relatividade
geral tem sido exaustivamente investigado [25]. O caso mais simples, um campo magnético
em um espago-tempo tipo Bianchi-, foi recentemente estudado [26]. Devido & complex-
idade do sistema dindmico gerado pelas suas equagoes, técnicas de andlise de sistemas
dindmicos foram utilizadas para se obter informactes a respeito de tal sistema, ja que o
mesmo nao € integravel e solugdes analiticas sdo possiveis de serem obtidas.

Neste capitulo construimos wm modelo tendo como base o espago-tempo de
Weyl integrdvel em substituicio a relatividade geral, modelo este aplicado no estudo da
dinadmica do campo magnético. Este modelo mantém algumas das caracteristicas basicas
do sistema dindmico estudadas nas Refs. [26] e [27], mas tem a vantagem de poder ser

integrado analiticamente.
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3.2 Equacgoes de movimento

A acao que adotamos é dada por

1
5= j J=7 (R €W+ 5e M E,y Faﬁ) &z | (3.1)

Tal expressao é uma extensio da Eq.(2.35) onde adicionamos o tensor de Maxwell. O
acoplamento e~ j4 foi devidamente explicado no capftulo 2.
Considerando a Eq.(2.39) e variando a Eq.(3.1) em relacio a w, ao potencial

vetor (F,, = A, — A,..) e & métrica g,,, obtemos as expressoes
2 o i 1
x 1 —2w g .
Dw + 2wew® = 3¢ F¥Fas (3.2)

Fr =0 (3.3)
1 o —2w (=3 1 af
G+ — (26— 1) 0y + 5EGuuidats” = —€ (FMQFV + 39 Fop F ) L (3.4)

As equacdes na esirutura riemaniana associada ficam

1
Ow= —e XEgF*¥ . 3.5
(EAZWF#V)HV =0 (3.6)

a 1 a — 2w 1 Y
Guw — A (wmww - ng,wmw' ) = 72 (Fmﬁ"’; + :lg”VFag F B) . (3.7)



— 46 —

A geometria tipo Bianchi I, a métrica é dada por

dS® = dt* — a®(t)dz® — b2 (t)dy® — c2(t)dz2". (3.8)

A intensidade do campo magnético na teoria de Einstein-Maxwell também satisfaz i
equagdo de movimento (3.3). Sem perda de generalidade, podemos tomar o vetor campo
magnético alinhado com a dire¢io z. Neste caso sua unica componente néo nula é dada

por

Fo

23 _ £'0
o =pa

(3.9)

onde Fj é uma constante. Com tais especificagdes, as equagtes de campo se reduzem a

ab  a¢  be 1 —2w

Tt = PR (3.10)
Piiel - %Aw +5 Fg‘;z:, (3.11)
7 .3 — 2w
.y —2w
(“fc’:g‘;’) - RS, (3.14)

(o ponto nas equagdes acima significa derivada em relaggo ao tempo). O sistema de
equagdes diferenciais acima pode ser simplificado. Para tanto, introduzimos nma nova

coordenada temporal:

dr = a(t) b(t) c(t) dt. (3.15)
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Com este procedimento, as equagdes (3.10)—(3.14) tomam a forma:

a'  a'cd b 1, » 1 5 2~
Eb‘-}' P +§— —5)\(4) + - F (3.16)

¥\’ d\'  a¥ dd ¥ 1, o 1 59 5,
(z) +(z) T T a b T 2 tapfure (8.17)
! !

(1.’ C! aibl (I.’C' blcl . 1 " 1 2 2 %

()+() @ w e T P alde™ (31

a\’ ¥\ ot dd  ve 1

a v LeT 2 DR = 2y ] 2 2 — .

(a) + (b) ab ac be 2 n ZF (3.19)
XFQ e 2 (3.20)

(O simbolo “ ' "significa derivacio em relacio ao tempo coordenado 7). Substituindo

(3.16) e (3.20) em (3.17), (3.18) e (3.19) e, apds alguns algebrismos, temos

a\’ A,

AN A,

(i) = iw”. (3.23)
c 2

Definindo as novas variaveis:
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o sistema (3.16)-(3.20) torna-se

A

¥ = oy —az -y (3.24)
’ A 2

y = zyt+zztyz+ W (3.25)
/ A 2

2 = zy+zxz+ay+ W (3.26)

2
w = Z(zy+z2+y2)+w? (3.27)

A

sendo um sistema autdénomo [28, 29].
Este sistema apresenta duas solugoes particulares distintas. Facamos primeiro

' =y’ =2’ =w = 0. Neste caso temos como solugao

a(r) = Ae™; (3.28)
B(r) = Bye®; (3.29)
or) = Coe™, (3.30)
w(r) = @7+ wp. (3.31)

As constantes Ay, By, Co, wo, To, Yo, 20 € w1 podem ser escolhidas arbitrariamente desde
que a condicao

2
wy = X (Zoyo + Tozo + Yo 20) (3.32)

seja encontrada. Esta solugao representa um modelo de universo anisotropico, homogéneo
e estaciondrio.

A segunda solucao pode ser obtida se escolhermos para o sistema de solugoes
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tipo Kasner:
a(r) = At (3.33)
b(r) = Bo™; (3.34)
ofr) = Cor™ (3.35)
w(r) = woln7. (3.36)
O sistema serd satisfeito se p; = —ps, p2 = p3 = 3 wg e wy = 25. Fsta solugio tem uma

singularidade em 7 = 0, uma dire¢iio expandindo {contraindo) e as outras duas dire¢des
contraindo (expandindo).

As solugdes gerais para as equagdes (3.21), (3.22), (3.23) e (3.27) sdo:

a = Age g (3.37)
b = Byel/?ewe (3.38)
c = Coe*/?ews, (3.39)

As constantes w, wy e wy estdo associadas & taxa inicial de expansao nas trés diregoes

espaciais. Substituindo estas solugdes em (3.27), obtemos:

%)\w' = %)\ (1 — %) w4+ dww + (3.40)

onde Qy = wiws + wiws + waws. No nosso tratamento desejamos que o termo cinético do
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dilaton seja positivo de modo que restringimos os valores de A a:

A= —-2a% < 0.

Entao a equacao diferencial (3.40) fica:

onde 2 = a2 (1 +o?) e s = d*w,.

Para integrarmos a equacao, introduzimos nma nova variavel:

Substituindo em (3.42), temos:

2
o
—v' — P £ F2 =0,
"

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

2 " . . . ~
sendo [ = O + (,—’i) . Para resolvermos a equacio diferencial, devemos cousiderar trés

casos:

(D) +0% se Qt+(2) >0 e ?>p

(1) +4% se Qo+ (

1l

(D) -2, se Y+ (2) <0

)2>0 e vi< .
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No caso (1), a solucéo é

Prr
v = ‘“ﬁCOtgh (_C-]:_Z_ s (345)
0 que implica:
, S prr
- = —fcotgh | — | . .
W'+ - Bcotg ( = ) (3.46)

Integrando esta dltima equagéo, temos:
st o? 7
w=—2_Z1n {senh (%T)J + wo. (3.47)

Com este resultado, os trés fatores de escala tornam-se:

fa4/'r2

a = Age (/) [senh (5—27)} e (3.48)
at/r?

b = Bgel=/?)r [senh (%’r” ey (3.49)
al/r?

c = Coe(s"‘z/’"z)“' [senh (%T):l e, (3.50)

onde Ay = Age /2 By = Bye /2, Cy = Che™*o/2. Esta solugio é singular para
7 — 0. Neste ponto a densidade de energia dos campos escalar e magnético diverge e o
volume espacial vai a zero. No limite 7 — 00, a densidade de energia dos campos vai a
zero e o volume do universo vai ao infinito.

No caso (II) temos a seguinte solugao para v:

v = —ftgh (gg'r) : (3.51)
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Neste caso, w torna-se:

s a®
W=wp— ST In [cosh (Eg'r” : (3.52)

Os trés fatores de escala sio:

—a“/r2
a = Age‘(sazfrﬁ)q' [cosh (%g—'r)J e (3.53)
+04/7‘2
b = Boel/) {cosh (igfrﬂ ev?"; (3.54)
o
4_04/7.2
¢ = C‘oe(s“ﬁf’"z)T [cosh (gfrﬂ e, (3.55)
o

Neste caso o comportamento da solugio depende da quantidade I, construida na forma

a? a?
I=STT+L01 +uJ2+L:J3+Tﬁ. (3.56)

Se I é positivo, a solucdo comeca numa singularidade em 7 — —oo e termina como uma
solugdo anisotrépica com volume infinito e densidade de energia nula em 7 — oco. Se
I é negativo entdo o comportamento é o oposto: 0 universo comec¢a com uma solugio
anisotrépica com volume infinito e termina muma singularidade.

No caso (I11), a solucdo para v é:

v = Btg (a—fr) : (3.57)
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Integrando, obtemos:

w,:,,!2/7.2
w = wp — ;—21' +In [cos (;—f’!‘):{ . (3.58)

As solugoes para os trés fatores de escala sao:

_04/1.2
a = Aoe*(mzlrz)" {cos (f ):' ot (3.59)

al
a4/'r'2
b = Bge(s°2/’"2)r [cos ({;—g )] e, (3.60)
PRy
¢ = Coel®/?) [cos (27)} €2, (3.61)

Observa-se duas singularidades em 7 = :t%’g. Nas singularidades o fator escalar associ-

ado com o eixo x torna-se infinito e 0s outros dois tornam-se nulos (singularidades tipo

charuto).



Conclusao

A gravitacdo no espaco-tempo de Weyl integravel ¢ uma teoria escalar-
tensorial onde temos o espago-tempo pela representado pela Geometria de Weil Integravel
(WIST). Esta geometria ¢ mais geral que a geometria de Riemann da Teoria Geral da
Relatividade, geometrizando o campo escalar a ela associado, embora mantendo a idéia
basica de representar a interagio graviatacional mediante uma descricao geométrica do
espaco-tempo.

Ao contrario do resultado obtido em [26], onde é adotada a geometria de
Riemann, conseguimos integrar o sistema dinamico obtido no capitulo 3, onde fazemos
uma descricao da interagdo gravitagio-eletromagnetismo e obtivemos a solucao geral do
sistema que apresenta trés classes de solugbes [29]. A integracio sé é possivel pela geome-
tria adotada ser WIST.

As perspectivas para esta drea especifica da Fisica Tedrica, a Cosmologia e a
Gravitacdio, sao promissoras, em particular para aqueles que se interessam pelos problemas

concernentes  teoria de gravitagao na teoria de WIST.
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Apéndice A

Calculo de algumas quantidades

geomeétricas

A classificacdo de Bianchi-I tem um elemento de linha da forma
ds® = dt? — a*(t)dx® — U (t)dy* — *(t)d2? | (A1)

isto é, temos uma geometria que é solugdo das equacdes de Einstein sem termo cos-
moldgico. Tal goemetria tem uma hipersuperficie 3-dimensional com uma secdo { =
constante, sendo ¢ o tempo cosmoldgico [30].

O tensor métrico que se obtém a partir da métrica A.1 ¢ uma matriz diag-
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onal, j& que a mesma nao apresenta termos cruzados:

(9u) = . (A.2)

( 1 0 0 0 )
0 —a %(t) 0 0
(") (A3)
0 0  —b2(f) 0

O produto das duas matrizes fornece a matriz identidade:

(") (gw) =1 . (A4)

A matriz ¢ tem determinante

A(gw) = g=—(a{t)b{t)c(t))’ . (A9

A partir do tensor métrico pode-se calcular as conexdes afim através da f6rmula nsual [31,
32}:

1
Py = 59°° (9epy + Gevis — 9ove) > (A-6)



cujas lnicas componetes ndo nulas sio:

i —
Moy =
2 —
Mo =

03

O tensor de Riemann é calculado com o auxilio da expressao (A.6):

RCX

upa

As tinicas componentes nao nulas sao:

}%0101
}%0202
Ras
}%1212
1%1313

2
R 323

o8 -

= 0%, — 0,17, + F"‘pﬂI‘ﬁw

_ 8
| oY R

(A.7a)

(A.9a)
(A.9b)
(A9c)
(A.9d)
(A.9e)

(A.9f)
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Estendemos o nosso cdlculo para o tensor de Ricci:

Rua = R*,,, ou R* =g*Rs, ,

pAC

cujas inicas componentes ndao nulas sdo:

R’ = g+g+z,
w2 ()
- b
v (o)

O escalar de curvatura é dado por

rerneofied )5

b ab | ac

Aqui fazemos uma andlise assintética:

(A.10)

(A.11a)

(A.11b)

(A.11c)

(A.11d)

| —

O escalar R, construido com as componentes da métrica que aparecem nos

trés cascs relacionados no capftulo 3 (expressdes (3.48), (3.49), (3.50), (3.53), (3.54),

(3.55), (3.59), (3.60) e (3.61)), apresenta o seguinte comportamento assintdtico:

lim R= lim R=0 .

T-2300 T——00

(A.13)

Quando o tempo coordenado 7 tende a valores iniciais, o escalar I diverge, resultado
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vélido para os trés casos. A mesma andlise foi feita para a expansao

Q:V‘Lpz(‘/‘_—g):(é+é+é)

e para a deformacao

1 a 1
= 28
o-]. a 3 b
b 1
o2y 25—59;
s _ ¢_1
gy = . 39,

(A.14)

(A.15a)
(A.15b)

{(A.15c)

obtendo-se os mesmos resultados assintéticos para R, assim como o comportamento destas

grandezas para 7 = 0.
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