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Resumo

Investigamos o movimento de uma particula carregada em campos magnético e elétrico os-
cilantes. A introducdo de um sistema girante de coordenadas simplifica muito as equacoes
classicas de movimento e permite uma analogia formal com o problema de trés osciladores
acoplados com “amortecimento anisotrépico”. As solugbes sdo calculadas analiticamente.
Mostramos, que na condicéo ressonante, isto é, quando a freqiiéncia do campo girante
(w) se iguala & freqiiéncia de ciclotron da particula (w.), esta é confinada em uma. regido
do espago de volume dado aproximadamente por /3(4vg/3w; ), onde v, é o médulo da,
velocidade inicial da particula e w; = ¢B)/m é a freqiiéncia da particula em torno de
By, a magnitude do campo girante. Neste caso a érbita da particula torna-se uma curva
fechada no sistema girante de coordenadas, ou uma superficie fechada no sistema de co-
ordenadas do laboratdrio. Fora da ressonéancia, a particula nao é confinada. Simulamos o
movimento de particulas com razao carga-massa diferindo em torno de 1%, e mostramos
que elas podem ser ressonantemente separadas. Solucoes gerais sio calculadas numerica-
mente para frequéencias arbitrarias. Os resultados sugerem um método ressonante para
confinamento de particulas carregadas e separacgio isotépica. O uso de um sistema girante
de coordenadas também permite analisar o problema em termos da Mecéanica Quantica,
assim como obter a derivacao analitica da funcédo de onda no laboratério. Com o obje-
tivo de verificarmos algumas destas previsdes tedricas realizamos, em colaboragéio com o
grupo do acelerador Van de Graaff (PUC-Rio), um experimento “piloto” com o intuito
de observamos a trajetéria inicial da particula no campo ressonante. Para isto utilizamos
fons de Het com energia de 6,5 keV. O feixe de ions He™ é produzido em uma fonte
tipo “Penning”. Os médulos dos campos magnéticos usados no experimento sao 10,4 mT
para By (w, = 80r kHz) e = 0,093 mT para B;. Estes campos sdo produzidos por um
solenéide (By) e dois pares de bobinas retangulares em uma configuracio tipo Helmholtz
(B;} colocadas em torno de um tubo de vidro, revestido internamente por duas camadas
de filmes finos de ago e de cobre. A regido sobre a qual o campo ressonante é aplicado
tem 20 cm de comprimento. Um potencial de retardo de 4,0 kV ¢ aplicado de modo que
o tempo de v6o de uma particula nesta regiao é de aproximadamente 0,58 us. A detecgio
é feita 1,90 m a frente, em uma tela fosforescente de um tubo de osciléscopio adaptado
ao final da linha do acelerador. Resultados preliminares indicam que o feixe é desviado

ressonantemente em aproximadamente 20%.



Abstract

We investigate the motion of a charged particle in oscillating magnetic and electric fields.
The introduction of a rotating coordinate system greatly simplifies the classical equations
of motion and allows a formal analogy to the problem of three coupled oscillators with
“anisotropic damping” terms. The solutions are calculated analytically. We show that,
when the resonance condition is achieved, that is, the frequency of the rotating field (w)
equals the cyclotron frequency of the particle (we), the particle is confined to a region of
space of volume given approximately by V/3(410 /3w, )3, where v, is the modulus of the
initial velocity of the particle and w), = gB;/m is the frequency of the particle about By,
the magnitude of the oscillating field. The orbit of the particle is shown to be a closed
curve in the rotating coordinate system, or a closed surface in the laboratory system. Off
resonance, the particle drifts away. We simulate the motion of particles with charge-to-
mass ratios differing by about 1%, and show that they can be resonantly separated. We
performed numerical calculations for arbitrary fields frequencies. The results suggest a
resonant method for charged particle confinement and isotope separation. The use of a
rotating coordinate system also allows us to analyze the problem gnantum-mechanically,
as well as, to obtain the analytical derivation of the laboratory wavefunction. With the
purpose of verifying some of these theoretical predictions, we performed, in collaboration
with the group of the Van de Graaff accelerator (PUC-Rio), an experiment designed to
observe the initial particle trajectory in the resonant field. For that purpose we utilized
He' ions with energy of 6.5 keV. The Het ion beam is produced in a Penning Ion Gauge
(PI1G) source. The magnitudes of the magnetic fields used in the experiment are 10.4 mT
for |By| (we = 807 kHz) and =~ 0.093 mT for |B,}. These fields are produced by a solenoid
(By) and two pairs of rectangnlar coils in a Helmholtz-like configuration (B;) around a
glass tube, internally coated with two layers of steel and copper thin films. The resonant
field region is 20 cm long and, due to a retarding potential of 4.0 kV, it is traversed by
the particles in about 0.58 us. The detection is made 1.90 m away, in a phosphorescent
screen of an oscilloscope tube adapted to the end of the accelerator line. Preliminary

results indicate a resonant deviation of the beam of approximately 20%.
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2.5

Trajetéria do fon 23U3+ na ressondncia {w = w,), submetido aos campos estdtico de
médulo Bg = 1 T e oscilante de amplitude B; = 0,01 T, representada no sistema girante
de coordenadas. A velocidade imicial é v, = 10? m/s ao longo do eixo z, e a fregiiéncia
de ciclotron 6 w, = —1,231 MHz. Note a baixa amplitude do modo vibracional de alta
freqiiéncia superposto sobre a trajetéria. . . . . . . . .. Lo L e e e e e
Trajetéria do ion 2373+ na ressonincia, representada no sistema de coordenadas do
laboratério no inicio de seu movimento (At = 150 ps); a figura também mostra as
projecies da. trajetdria sobre os planos cartesianos. Os pardmetros sao 0s mesmos uti-
lizados na figura 2.1. As setas indicam a dire¢io do movimento, . . . . . . . . . . .
Trajetéria do jon ?3*TU3+ na ressonéncia, representada no sistema de coordenadas do
laboratdrio um pouco antes de completar um ciclo (At =560 ps). . . . . . . .
Trajetéria de uma particula pio-ressonante com razdo carga-massa diferindo aproxi-
madamente 1% do fon 233U3% dado como exemplo na figura 2.1. Note o intervalo de
tempo, aproximadamente 1/3 do ciclo do ion #3%U3+ e a escaladoeixo 2. . . . . . . .
Trajetérias de isétopos triplamente ionizados do urdnio em campos oscilantes “sintoniza-
dos” na freqiiéncia de ressonancia do fon 23%U% (w = —1,231 MHz) representadas no
sisterna girante de coordenadas. O campo estatico estd ao longoe do eixo 4z, e o campo
magnético oscilante preenche todo o espago na diregio paralela ao eixo z. A velocidade
inicial das particulas é vy = 10* m/s, ao longo da dire¢éio do campo estdtico. A érbita
da particula ressonante é uma curva fechada, enquanto que aquelas néo ressonantes cor-
respondem a curvas abertas, com as particulas se afastando rapidamente. As trajetérias
no sistema de coordenadas do laboratério séo obtidas girando a figura em torno do eixo
z. Estas curvas foram produzidas para diferentes intervalos de tempo a fim de mostri-las

todas visfveis na mesma escala. . . . . . . . e e e e e e e e e e

xi
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4.1

4.2

Trajetdria do fon 23U3t na condigdo ressonante, ou seja, w = w., representada no
sistema girente de coordenadas, incidindo com velocidade de 10* m/s na diregio z.
A relagio entre os mddulos dos campos magnéticos aplicados fornece wy = 0,01w,
indicando a condigio wh € we. .« . - . 0 e v 0 e e e e e e e e
Trajetéria do jon ?3°U3t na condigio ressonante, ou seja, w = w,, Iepresentada no
sistema girante de coordenadas, incidinde com velocidade de 10% m/s na diregdo z. A
relagio entre os médulos dos campos magnéticos aplicados fornece wy = 0, 9w, indicando
acondicBo wy AMwe. . . . . . . e e e e e e e e e e e

Trajetéria do fon 23*U%" na condigio ressonante, cuja incidéncia corresponde a um
desvio de 5 graus em relacio ao eixo z, sendo a componente z igual a 9962 m/s e a

componente perpendicular igual 2 871 m/s (na diregfio ) resultando em um médulo de

Trajetéria do fon 23°U3%* na condigiio ressonante, cuja incidéncia corresponde & um
desvio de 5 graus em relacdo ac eixo z, sendo a componente z igual a 9962 m/s ¢ a

componente perpendicular igual a 871 m/s (na direcdo y) resultande em wn médulo de

Trajetdria do fon 23%U%t | no sistema de coordenadas do laboratério, submetido a campos
estatico e oscilante de médulos By =1 T e By = 0,01 T, respectivamente. Neste caso
o campo elétrico proveniente da oscilago do campo magnético nfo é considerado. As

condicdes iniciais sdo Xg = Yy = Z; = 0, com velocidade inicial vg = 10* m/s na diregio

Trajetéria do fon na linha do acelerador. S&o mostrados a entrada de gds, a fonte de

ions, o fitro de Wien, as etapas de colimagdo, o tubo de vidro metalizado, as bobinas

geradoras dos campos magnéticos, o copo de Faraday e a tela de detecgiio fosforescente.

Esquema simplificado mostrando o desvie do feixe provocado pela interagdo com os
campos magnéticos & a fase final em movimento retilineo uniforme. A visualizagdo na

tela fosforescente no final da linha do acelerador deve ser wmn circulo de raio rg.

31

z. 35

99

o7



4.3

44

4.5
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Visdo frontal do acelerador de jons no inicio da montagem experimental. No inicio da
linha hi a emrada do gés que estd acoplada & fonte de fons tipo Penning conhecida
como Penning Ion Gauge - PIG, cujo potencial varia de 0 a 10,0 kV (£0,2 kV). Logo
apds hd um eletromagneto que focaliza o plasma ionizado, cuja amplitude da corrente
alternada pode variar de 0 a 1,00 A (£0,02 A). Toda esta parte estd no mesmo potencial
positivo previamente escolhido para a extracac do feixe, podendo variar de 6,0 a 30,0 kV
(+0,1 kV). A seguir, localiza-se o filtro de Wien, que seleciona o feixe de trabalho.
Na parte final do acelerador existe uma espécie de colimador retangular de dimensdes
14,6 mm x 30,0 mm, cujos detalhes sdo mostrados na figura d.4. . . . . . . . . . ..
{a)Placa metdlica retangular cujas dimensdes séo 14,6 mm x 30,0 mm. Sua funcao é
limitar a drea do feixe gerado na fonte de fons. (b) Detalhe mostrando como a placa
metdlica se acomoda no interior da linha do acelerador. . . . . . . . .. .. ..
{a) Mini-garrafa contendo gds seguida de uma vélvula simples e uma vilvula tipo “a-
gulha”; (b) fonte de alta voltagem Spellman responsdvel pela tenséio de jonizagio do
gas, (c) fonte geradora da corrente alternada fornecida ao eletromagneto focalizador do
plasma, ionizade; (d) gerador da tensao de extragio do feixe. Os equipamentos indicados
nos ftens (a), (b) e {(c) estdo no mesmo potencial do escolhido pars a extragao do feixe. .
Vista da fonte de fons (tipo Penning) do acelerador: (a) entrada de gés, (b) alimentacéio
do potencial de jonizagio, (¢) alimentacio da corrente alternada do eletromagneto fo-
calizador, (d) potencial de extragio do feixe de jons, (¢) entrada para o potencial nas
placas paralelas do filtro de Wien, Ao lado temos o corte transversal mostrando detathes
dafontedefons. . . . . . . . . . L L L e e e e e e e e e
Detalhe do acoplamento do tubo de vidro na linha do acelerador: (a) tubo de vidro
metalizado internamente, (b) contato elétrico externo do filme metélico, (¢) pecas de
aluminio que acoplam o vidro & linha do acelerador, (d) “o-rings”, (e) anéis isolantes de
plexiglos, (f) tirantes de latdo, (g) conjunto composto pelo bellows e pela mola.

Desenho da peca de aluminio utilizada no acoplamento do vidro metalizado com a linha
doacelerador. . . . . . . . L . L. e e e e e e e e e e e e e e e
Bobina geradora do campo magnético estdtico (By) apos receber uma camada de folha
de aluminio. Sua func@o é proteger o fio esmaltado da bobina de possiveis arranhées

quando receber uma camada de tubo de cobre maledvel utilizado na refrigeracio. Os

60

orificios t8m como fungdo permitir a troca de calor entre a bobina e o tubo de refrigeragéo. 66
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Bobina geradora do campo By apds receber a camada de tubo de cobre maleavel. O

contato mecsnico entre & bobina e o tnubo de cobre foi otimizado com a ajuda de um

torno mecinico, garantindo um bom contato térmico. . . . . . . . . . . .. L L L.

Gréfico mostrando a variacfo do campo estitico ao longe do eixo da bobina tipo
solendide (eixo 2). . . . . . . . .. e e e e e e e
Campo calculado sobre o eixo de um solendide de N espiras, comprimento L e raio a.

a1 e ag correspondem, respectivamente, aos Angulos formados pela unido do ponto z is

bordas esquerds e direita da. bobins.. . . . . . . . . . . .. e e e e e e

Gréfico mostraudo a relagao linear entre o campo magnético By no eixo da bobjna a
uma distdncia de 19 cm do centro (2 = —6,5 em) e a corrente fornecida pelo gerador de
POEENCIA. . . . . . L L L L e e e e e e e e e e e e
Detalhe do acoplamento das bobinas geradoras dos campos oscilantes. Cada par produz
um campo magnético oscilante, um perpendicular ao outro e defasados de 90 grans. Ao
lado temos o circuito responséve] pels amplificacdo da corrente que percorre cads, par
de bobinas. . . . . . . L L e e e e e e e e e
Diagrama de blocos do circuito que alimenta as bobinas geradoras dos campos oscilantes.
Ao lado mostramos a disposicio dos pares em relagao aos eixos coordenados (o feixe
incidenadiregiio z). . . . . . . ... Lo L. e e e e e e e e
(&) Motramos a disposicao do par de bobinas retangulares em relacioc sos eixos coor-
denados. A diregio z corresponde a diregdo de incidéncia do feixe de {ons; (b) grifico
B, versus y em & = z = ( cm; (c) grafico By versus y em ¢ = 0 cm ¢ z = 15 cm, ou
seja, na extremidade direita do par de bobinas; (d) grafico By, versus z em =0 cm e
y == 4,5 cm. Observamos que o campo se mantém bem homogéneo ao longo da diregéo
do feixe; (e) gréfico B, versus z em y = 4,5 cm ¢ z = 0 ci. Vemos que a componente
B, tem variagdo de aproximadamente 5% quando comparada. a tumna variagao espacial
de 1,0 emt em torno do centro; (f) grifico B, versus z,emy =4,5cm e a = ¢ cm. Ob-
servarmos que a componente B, varia muito rapidamente nas bordas do par de bobinas
retangulares. . . . . . . . . . . .. L. .., e e e e e e

Gréfico mostrando a relagéo linear entre o campo magnético B; no centro de um par de

72

bobinas retangulares, separadas por uma distincia de 8,0 ¢, e a corrente que as percorre. 73
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4.18 Grifico da corrente do feixe I medida pelo copo de Faraday em funciio do potencial

aplicado nas placas que compoem o filsro de Wien, Uyien, para um feixe de e obtido a

partir de um potencial de extracdo de 9,0 kV. Sao observadas 3 gaussianas ajustdveis,

das quais a primeira corresponde ao feixe de Ar", a segunda ao feixe de Art+ e a terceira

(Us) cotresponde ap feixede Het. . . . . . . . . . . ... ... 75
4.19 Aparato experimental na fase atual de montagem no laboratério Van de Graaff da PUC. 76
4.20 Fotografias do feixe He' para as seguintes situaces: (a) feixe sem campos magnéticos

aplicados; (b) feixe na presenca do campo estitico Bp{l = 4,2 A) = 10,4 mT; (c) feixe

na presenga do campo By, 0 mesmo do {tem {b), e do campo girante B; de freqiiéncia

w = w, = 7By = 2740 kHz = 251,327 kHz ¢ médulo B, (] = 108 mA) = 0,093 mT;

(d) feixe na presenca do campo girante como dado no item anterior, porém com campo

estdtico dado por Bj = By/2 = 5,2 mT, portanto fora da condicio de ressondncia

w = w, = yBy. (e) feixe na presenga do campo girante como dado no ftem (c), porém

com campo estitico dado por Bj = 20,8 mT, novamente fora da condi¢ao de ressonincia

w = w/ = ~vBj. Observe que a freqincia do campo girante equivale a metade da

freqiiéncia de ciclotron neste caso, w = we = w! /2. O menor retdngulo tem dimensoes

7,0 mm x 11,3 mm e o fator de escals para as figwras vale 1,4, . . . . . . . ... .. 78
4.21 Superficie de intensidade do feixe correspondente ao ftem (c) da figura 4.20. A linha

prets representa a dire¢io do corte transversal sobre o qual as curvas de intensidades

sdo analisadas (veja figura 4.22). . . . . .. . . L L Lo oL oL 79
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Capitulo 1
Introducao

A dindmica de particulas carregadas em campos elétricos e magnéticos tem sido investi-
gada por um numero muito grande de pesquisadores nos tiltimos cem anos. Este problema
encontra aplicagoes em muitas dreas da ciéncia e da tecnologia. Estas incluem o desen-
volvimento de aceleradores ciclotronicos {1}, lasers de elétrons livres [2], fisica de plasma
[3] e também na descricdo de alguns fenémenos atmosféricos [4, 5]. Em um artigo de
revisio sobre movimentos de cargas em matéria condensada, Pan [6] comenta a existéncia
de mais de 500 efeitos galvanométricos em sélidos. Um outro trabalho de revisao interes-
sante sobre movimento de cargas em sélidos pode ser encontrado no livro de Abrikosov
f7].

Apesar de um grande nimero de trabalhos publicados, a pesquisa nesta drea ainda
estd muito ativa e continua a crescer (8, 9]. Um exemplo disto est4 em um recente trabalho
onde se sugere que um novo fenémeno ressonante pode existir em um material condutor
[10]. Este foi chamado Ecos de Corrente. Esta expressio foi primeiramente usada na
referéncia [11], mas em uma situagio diferente dagquela descrita em [10]. Um simples
tratamento quantico deste fenémeno sera desenvolvido no Capitulo 3, e pode também ser
encontrado nas referéncias {12, 13, 14].

O trabalho descrito na referéncia [10} tem por objetivo explorar a analogia entre dois
antigos e aparentemente diferentes problemas em Fisica: o movimento de particulas car-
regadas em campos elétrico e magnético, e o movimento de dipolos paramagnéticos em
campos magnéticos. Ambos os problemas tém sido exaustivamente explorados.

O primeiro problema estd intirnamente relacionado ao do transporte de portadores de

carga e calor em metais. No inicio deste século P. Drude escreveu a equacao de movimento
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para um elétron em um sdlido sujeito a uma forca externa F(¢) [15, 16}

+ F(t), (1.1)

P__P
dt T
onde p = mv é o momento linear do elétron e 7 é o tempo de relaxacio ou tempo médio
entre duas colisbes sucessivas com a rede. Esta equacio descreve algumas das principais
propriedades de transporte em metais [16].

O segundo problema foi considerado aproximadamente 50 anos depois por F. Bloch
[17, 18], que escreveu a equagao de movimento para um conjunto de momentos magnéticos
em um campo magnético B; esta pode ser escrita como

oM M-M,
+

- +7(B x M) = 0. (1.2)

Nesta equaciio, M é a magnetizacao, definida como o momento magnético total por
unidade de volume, v, é a razao giromagnética, que para spins nucleares esti em torno
de algumas dezenas de MHz/T, M, = xB (x ¢ a susceptibilidade magnética) é a magne-
tizacao de equilibrio e T é o tempo de relaxacao. No caso geral existirdo duas constantes de
tempo, denominadas tempos de relaxagao spin-spin e spin-rede, que descrevem a interagiao
entre os spins e a interagdo entre o spin e a rede cristalina da matriz, respectivamente.

Em ambos os casos os tempos de relaxacao gue aparecem nas equagoes 1.1 e 1.2 sio
parémetros fenomenoldgicos introduzidos para descrever as interagdes entre as particulas
do sistema (elétrons ou momentos magnéticos) e suas vizinhangas (a rede).

A equagdo 1.2 é a base da técnica conhecida como Ressonincia Magnética Nuclear
(RMN), que tornou-se um dos principais métodos de investigagio na Fisica do Estado
Sélido.

A RMN ¢ utilizada atualmente em muitas areas da pesquisa bésica em Quimica e
Fisica e ainda em vaérias aplicagoes tecnolégicas, como tomografias por RMN em medicina,
etc. Suas principais aplicagbes em Fisica do Estado Sélido correspondem a determinacao
de campos magnéticos hiperfinos locais, gradientes de campos elétricos, e & medida dos
tempos de relaxagio spin-spin e spin-rede {19]. Em Medicina, a técnica é usada para
obter imagens transversais e longitudinais do corpo humano e também para ajudar na
identificacao de tumores e hematomas [20].

A similaridade entre as equacgoes 1.1 e 1.2 pode ser apreciada se considerarmos um
elétron (carga —e) submetido a campos elétrico (E) e magnético (B). Neste caso F(f) na

equacao 1.1 € a for¢a de Lorentz, que em unidades do Sistema Internacional (SI) é escrita
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como {21}
F(t) = —e(E + v x B), (1.3)

onde v é a velocidade do elétron.

Escrevendo o vetor densidade de corrente elétrica como
J = —nev, (1.4)

onde n é a densidade eletronica, a equagio 1.1 pode ser reescrita como

oF J-J,
5t + (B x J) =0, (1.5)
onde J, = (ne®*7/m)E = oE, e v = ~e/m ¢ a razao giromagnética eletronica. Para

elétrons livres, |y} = 176 GHz/T.

A equacdo 1.5 é formalmente idéntica & 1.2 e portanto ambas devem ter as mesmas
solucoes. Counsequientemente, devem existir fenomenos similares aqueles em RMN. Devi-
do a este fato o andlogo & Ressonancia Magnética Nuclear foi chamado Ressondncia de

Corrente Elétrica, ou RCE [10)].

1.1 Motivacao e Organizacao da Tese

A possibilidade da existéncia de fendémenos de ressonidncia envolvendo cargas em movi-
mento no vicuo, como sugerido em [12], motivon uma analise mais aprofundada do pro-
blema. A principal dificuldade com o desenvolvimento feito em [12] foi a néo incluséo
do campo elétrico nas equagdes de movimento, necessariamente presente, devido & Lei de
Faraday

0B

No Capitulo 2, apresentamos uma tratamento cldssico do movimento de particulas
carregadas no vicuo sob a agiio de campos magnéticos oscilantes e o campo elétrico asso-
ciado, oriundo da equacio 1.6. A transformagio para um sistema girante de coordenadas,
com freqiiéncia idéntica Aquela dos campos magnéticos oscilantes, abre caminho para a
obtencio de uma solucdo analitica do problema. No Capitulo 3, o problema é tratado
quanticamente. A utilizagdo de operadores de rotacao aplicados diretamente & equacgao
de Schrodinger permite a obtengao da fungao de onda no sistema de coordenadas do lab-

oratério. No Capitulo 4, descrevemos o aparato experimental montado com o objetivo
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de observar o fendmeno ressonante descrito nos Capitulos 2 e 3, em um feixe de ions
He*. E, finalmente, no Capitulo 5, discutimos os resultados experimentais preliminares

e apresentamos propostas para a continuacgio do trabalbo, bem como algumas possiveis

aplicagoes.



Capitulo 2

Resultados Teéricos I: Tratamento

Classico

Neste capitulo apresentamos os resultados tedricos para o movimento de uma particula
carregada sob a acao de campos elétrico e magnético dependentes do tempo, utilizando
conceitos da Mecanica Classica. A transformacao de coordenadas para um sistema girante
permite a obtencao de solugoes analiticas para o conjunto das equagtes de movimento.
Os resultados mostram que a particula pode ser confinada em uma regiao finita do espaco

quando a freqiiéncia dos campos oscilantes se iguala a freqiiéncia de ciclotron da particula.

2.1 Transformacoes para Sistemas Girantes de Coor-

denadas: Uma Breve Discussao

Na referéncia {12} investiga-se a dindmica quantica de particulas carregadas sob a acéo de
campos magnéticos oscilantes. O campo elétrico que aparece devido & oscilacdo do campo
magnético nao é levado em consideracio {Equacdo 1.6). O problema geral consiste em

encontrar a solugio da equacio de Schrédinger
1 2
= Hap P Aty 2.1
: 2”_1 [ q } 3 ( )

onde ¢ é a carga da particula, m sua massa, P seu momento linear canénico ¢ A é o
potencial vetor. O campo magnético é obtido a partir de B = V x A. Se H fosse

independente do tempo, a solugao geral de 2.1 seria
9(t) = ezp (—Ht ) $0) (2.2)

5
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No entanto, o campo magnético ao qual a particula estd submetida € dado por
B = Bi[cos(wt)i + sen(wt)j] + Bok = B1(t) + Be. (2.3)

A dependéncia temporal explicita que aparece em 2.3 invalida a solugao apresentada em
2.2. A forma particular de B;(¢) sugere uma transformacao para um sistema girante de
coordenadas com freqiiéncia angular w em torno do eixo z (veja Apéndice A). Neste sis-
tema seria possivel eliminar a dependéncia de B, e o problema seria simplificado, deixando
o hamiltoniano independente do tempo.

O procedimento utilizado em [12} é o mesmo da RMN usual [19, 22]. O campo efetivo

no sistema girante de coordenadas é dado por
B.; — (‘-"- + Bo) K + Bif/, (2.4)
Y

onde ¥, j’ e k/ sd0 os versores neste novo sistema de coordenadas, e v = ¢/m é o andlogo
da razao giromagnética na RMN usual.

A partir de 2.4, os antores de [12] obtém o seguinte potencial vetor

1 1 1
A= —Q(AB)Yi’ +5 (AB)X — B,Z]j + 55’1Y1c’, (2.5)

onde AB = w/vBy. O hamiltoniano se torna independente de t, e os autores calculam a
partir daf valores esperados para o momento e a posicao da particula. Na préxima secao
faremos uma breve andlise critica do procedimento utilizado em [12] e mostraremos que

este ndo conduz corretamente as coordenadas da particula no laboratério.

2.1.1 Transformacao do Vetor Velocidade

O campo magnético B dado em 2.3, quando expresso em um sistema de coordenadas que

gira com freqiiéncia angular w em torno do eixo z, serd escrito como
st !
B = Bii' + Bk, (2.6)

onde 1, j', k' se referem ao sistema girante de coordenadas, girando em torno do eixo z com
freqiténcia angular w. No Apéndice A apresentamos uma revisao sobre sistemas girantes
de coordenadas. O campo magnético efetivo, escrito na forma da equacao 2.4, mantém,
no sistema girante de coordenadas, a forma funcional da forca de Lorentz.

No sistema de coordenadas do laboratério, a for¢ca de Lorentz pode ser escrita como

2~V xB(), (2.7)
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Escrevendo o vetor velocidade V no sistema girante de coordenadas, e usando a relacao
A.7 para representar a derivada neste novo sistema de coordenadas, obtemos a equagio

2.7 escrita como

oV
A equacdo 2.8 pode, portanto, ser escrita de maneira a manter a forma da forca de

Lorentz neste novo sistema, ou seja,
w
— =9V X (;-G—B) = vV X Bey, (2.9)

onde B s = w/vy+ B. Quando w = wk', com B dado por 2.6, o campo magnético efetivo
B, serd dado por 2.4.

A partir da exposicao acima observamos que o problema foi tratado definindo-se uma
transformagao para o sistema girante de coordenadas onde V se mantém invariante sob a
transformacdo. Desta maneira (Vi,V,, V) sfo as componentes de V escritas no sistema
de coordenadas do laboratério e (vg,v,,v,) as componentes de V escritas no sistema
girante de coordenadas. Podemos definir que (z,y, z) correspondem as varidveis as quais,
derivadas em relacdo ao tempo, levam a (vy, vy, v,), a menos de uma constante.

No entanto, (z,y,z) ndo se relacionam, neste caso, com (X,Y, 7) (coordenadas do

vetor posicdo da particula no sistema de coordenadas do laboratério) por
X = zcos(wt) — ysen{wt),

Y = zsen{(wt) + ycos(wt), (2.10)
Z =z,

eomo mostrado em nosso trabalho [23].

Logo, a relagao entre (x,y,2) e (X,Y, Z) em [12] é mais complicada do que aquela
mostrada em 2.10. Podemos encontra-la utilizando a relago entre (Vz, V,, V) e (vr, vy, Us),
que €

Ve = vpcos(wt) — vysen(wt),
V, = vzsen{wt) + vycos(wt), (2.11)

‘/z:?)z-

Sabemos que V, = dX/dt e que v, = dz/dt, com formas andlogas para as demais

coordenadas. Substituindo no conjunto de equacgoes 2.11 e integrando em relagdo ao
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tempo, podemos obter

t t d"L' t dy , ,
-— = "= — Ndt' — | — t)dt',
X - X /0 Vpdt @ cos(wt’)dt /0 T sen(wt')
t / t d"'E ! ! ¢ dy ! /
t t dz
—Zo= [ V.dt = [ —dt,
Z= 7 /0 ? 0 dt’dt

onde sabemos que, em t = 0, (Vag, Vs Vao) = (Uzos Uyo» V) € (Zo, Yo, 2p) = (Xo, Yo, Zo)-

As integrais envolvendo termos em seno e co-seno podem ser escritas como

td ¢
Ez—icos(wt')dt’ = zeos(wt) — g+ wj(; zsen{wt')dt’, (2.13)
0
t dm ¥ I t ! !
/ a};sen(u}t Ydt' = zsen(wt) —w/ zcos(wt’)dt’. (2.14)
0 0

Usando os resultados 2.13 e 2.14, podemos escrever o conjunto de equagoes 2.12 como

t t
X — Xp = zeos(wt) — zp +w / zsen(wt')dt’ — ysen{wt) +w / yeos(wt)dt',
0 0

£ t
Y — Yy = zsen{wt) — w] zeos(wt')dt' 4 yeos(wt) — yo + w/ ysen{wt)dt',  (2.15)
0 0
Z—Zy=z— 2.

Reorganizando os termos e usando o fato de as origens serem coincidentes em ¢ = 0

obtemos finalmente

4
X = zcos(wt) — ysen(wt) + w /0 [zsen(wt') + yeos(wt')]dt’,

t
Y = zsen(wt) + yeos(wt) — w /0 [zcos(wt) — ysen{wt’)]dt, (2.16)
Z =z

As transformacoes 2.11 e 2.16 fornecem as relagdes corretas entre as componentes dos

vetores posicao e velocidade nos dois sistemas.

2.1.2 Comentarios

Devemos observar que a discussao precedente foi necessaria devido ao fato de considerar-
mos o modulo de um dado vetor invariante sob rotagbes em um determinado sistema de
coordenadas. Comumente, em MecAnica Cléssica, o que fazemos é considerar o moédulo

do vetor posi¢ao invariante sob rotactes em um dado sistema de coordenadas. Em alguns
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casos, como na RMN ou no caso tratado na referéncia {12] (onde o campo elétrico oriundo
da oscilagéio do campo magnético néo € considerado}, adotar o médulo do vetor momento
magnético nuclear, ou do vetor velocidade, invariante sob rotacoes, ao invés do médulo
do vetor posicio, facilita muito a resolugao do problema. No primeiro caso obtemos dessa
forma a quantidade relevante que é a magnetizacio nuclear, e no segundo a densidade de

corrente de particulas, que é proporcional & velocidade.

2.2 Movimento de Particulas Carregadas em Cam-

pos Magnéticos Oscilantes: Tratamento Classico

Investigaremos as solugoes das equagoes de movimento cldssicas para uma particula car-

regada sob a ag@o de campos magnético e elétrico dependentes do tempo, dados por

B = B,k + Bicos(wt)i + sen(wt)j], (2.17)

1
E = —EZng[cos(wt)i + sen{wt)j] + %Bl [X cos(wt) + Y sen{wt)|k. (2.18)

Estes campos estao relacionados pela equacgao (Lei de Faraday)

VxE<= —%. (2.19)

Notamos que 0s campbs B e E nao satisfazem a Lei de Ampére na auséncia de fontes
de correntes
JE

= - 2.2
V x B = poco -, (2.20)

ja que By é considerado homogéneo na regiao sob consideracao'. Esta aproximagcio foi
usada por outros pesquisadores no contexto de armadilhas atomicas e wigglers de lasers
de elétrons livres [2, 24, 25]. O arranjo experimental consiste de dois pares de bobinas
cruzadas em uma configuragao do tipo Helmholtz, através dos quais passa um feixe de

particulas carregadas que nao interagem entre si (Capitulo 4). O campo estatico By é

INo entanto, para a configuracio de bobinas explorada nesta tese, a dependéncia espacial das compo-
nentes de B; (B, By,) em torno do centro é parabélica, do tipo By, (2., 2,t) = [az® +n2% —ey®|cos(wt)
e Bi (2,9, 2,t) = [y + nz? — ex®]sen(wt), como pode ser observado na figura 4.16. Incluindo esta de-

pendéncia em B, consegue-se satisfazer a Lei de Ampére até segunda ordem =, y e 2.
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aplicado ao longo da direcéo do feixe, que est4 ao longo da diregao z. Simulagbes numéricas
mostram que, com esta geometria, o campo magnético é homogéneo em uma regigo de
aproximadamente 20% do volume fotal compreendido entre as bobinas, levando-nos a
usar a equagao 2.17 como uma boa aproximagéo nesta regido (ver Capitulo 4).

A dependéncia temporal explicita nos campos acima descritos dificulta muito a solugio
das equacoes de movimento. Para resolver nosso problema usaremos o conceito de um
sistema girante de coordenadas, discutido no Apendice A. Esta mudanga de sistema
de coordenadas simplifica as equagtes de movimento acopladas e permite obter solucoes
analiticas completas, onde, caso contrario, somente resultados numéricos poderiam ser
esperados. A estrutura das equagoes de movimento transformadas no sistema de coorde-
nadas girantes leva-nos a uma analogia formal com o problema de modos normais de trés
osciladores acoplados com termos anisotrépicos de “amortecimento”. Na subsecao 2.2.1
derivaremos as equagoes de movimento no laboratério e no sistema girante de coordenadas.
Também mostraremos que estas podem ser escritas como um problema de autovalores.
Na secéo 2.2.2 obteremos as autofreqiiéncias do amortecimento; estas s&o reduzidas a uma
forma, particularmente simples na ressonincia. Mostraremos que, neste caso, a particula
¢é confinada na regiao do campo, e deduzimos a forma de sua 6rbita. A subsegio 2.2.3
apresenta solucOes numéricas para os casos em que By <« By e By = By e também para
pequenas variagOes nas condigOes iniciais. O movimento da particula quando o campo
elétrico (Equacio 2.18) néo é considerado é comentado na subsecio 2.2.4. Finalmente, na
subsegao 2.2.5 consideraremos brevemente a aplicagio de campos oscilantes sob a forma

de pulsos.

2.2.1 Mudancga para o Sistema Girante de Coordenadas

A forga de Lorentz (Equagdo 1.3) com E e B dados por 2.17 e 2.18 leva ao seguinte

conjunto de equagoes acopladas
y 1 : .
X =7 [—-E—ZwBlcos(wt) +YB, - ZBlsen(wt)] ,
Y =y [;ZwBlsen(wt) - XB,+ ZBlcos(wt)] , (2.21)

Z=x [%wBl (X cos(wt) + Ysen(wt)) + X Bysen(wt) — YBlcos(wt)] ,

onde vy = g/m ¢ a razfio carga-massa da particula.
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Estas equacoes misturam componentes da aceleracao, velocidade e posicao da parti-
cula, incluindo a complicada dependéncia temporal dos termos oscilantes. Nesta forma,
o melhor que podemos esperar é umsa solugao numérica aproximada.

Aqui, como na RMN, o “sistema girante de coordenadas” [10, 22] aparece como uma
poderosa idéia. As relagbes entre os vetores unitdrtos do sistema de coordenadas do

laboratério e do sistema girante sdo dadas por
i = icos(wt) — j'sen(wt),

J =1sen(wt) + j'cos(wt), (2.22)
k=K,

onde 1', ), k' se referem ao sistema pirante de coordenadas, girando em torno do eixo z
com freqiiéncia angular w.

Sabemos que F = md®r/dt?. Usando as relacoes A.7 e A.10 podemos reescrever a
equagao 1.3 como
onde §%r/6t* = (dz/dt)V + (dy/dt)i' + (dz/di)k’, sendo as letras mintsculas utilizadas

para designar as varidveis no sistema girante de coordenadas. Os campos magnético

X (B’ + g:—) +y(w xr) X (B’ + %) , (2.23)

e elétrico estdo escritos no sistema girante de coordenadas, B’ = B3i' + Bok' e E' =
—zwBy /2V + zwB, /2K'. Podemos imediatamente reconhecer os dois primeiros termos na
expressao 2.23 como o de forca eentrifuga e o de Coriolis, respectivamente [26]. Separando

em componentes temos
2 B
dn':’y['g (Bo—l-—w) +:cw(Bo+E) nd l] ,
¥ ¥ 2

y:’Y[ZBl_w(Bo'i‘%u‘) +yw (Bo-i_%)jl ’ (224)

.'L’WBl]
2 1

Observamos que a dependéncia temporal do campo desaparece apos a transformacao,

como esperado.

E 1til definir campos magnético e elétrico efetivos no sistema girante de coordenadas

cOmo
2
Be; = Bii + (Bo + —;") K, (2.25)
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w Zw ) wy|. zwhB
ef — o — -8B ! o - f— ,' .
E.f [:z:w(B +7) 5 1}1+[yw(3 +7HJ 5 k (2.26)
Como podemos ver, V x Eqy == 0, e B,.s/0t = 0. Os campos efetivos foram definidos

de maneira que a forca de Lorentz (for¢a de Lorentz efetiva) mantivesse a mesma forma

do que aquela exibida no sistema de coordenadas do laboratério, isto é,
F.s = qE:s -+ qv X B,y. (2.27)

E importante distinguir os dois tipos de contribuigdes para E.s, uma aparecendo
da transformacdo do préprio E, —(zw/2)Bil’ + (zw/2)B1k’, € um outro termo igual a
—zwhBi1 K/, o qual aparece da componente z do produto cruzado (« x r) x B;i’. Estas
contribuigoes sao adicionadas no sistema girante de coordenadas. Isto significa que, se
desejarmos desconsiderar os efeitos do campo elétrico, devemos fazé-lo antes da trans-
formacao.

Poderiamos também, de maneira mais elegante, ter escolhido realizar a transformacao

diretamente na lagrangeana do movimento. No sistema do laboratério temos
L= %(X2 +Y24+ 2%+ gX[ZBlsen(wt) —-YB,|+

+gY[XBo — ZBycos(wt)] + %Z[YBlcos(wt) — X Bysen(wt)]. (2.28)

Reescrevendo a lagrangeana 2.28 na forma

£= D034 V2 4 2+ B2 K sen(ut) — ¥ cos(wh]+
+?§9 XV —vX) + g-giZ[Ycos(wt) — Xsen{wt)] (2.29)

e utilizando as relagOes entre os sistemas do laboratdrio e girante, respectivamente,
Z =z,
Xcos{wt) + Ysen(wt) = z,
- Xsen{wt) + Yeos(wt) = v,
Xsen(wt) — Yeos(wt) = — (3 + wi),

XY - VX =zi — yi + w(z® + %),

X2+ Y% =%+ 2+ a2 + ?) + 2w(zy — yi),
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encontramos .
m,, ) . T Bow
Log = E(:c2 +9* 4+ %) + (T +12 20 ) (z* +y*)+
B B Biw B
+(i-°- —I-mw) (2 — yit) — Ty — L4, 1000 (2.30)
2 2 2 2
Agrupando os termos obtemos, no sistema girante de coordenadas, a lagrangeana
efetiva
M, .5 .5 .9 q. 2w q. 2w
Lep=—(@"+% +2°)—zdy | Bo+— | +z9jx{Bo+— | —2B1| +
2 2 ¥ 2 ¥
By:z w B
+q—§—'1’5 + q—;‘i (Bc,+ ;) (22 +12) — L le. (2.31)

I fécil ver que as equagoes de movimento 2.24 podem ser obtidas da equacio 2.31
utilizando as equagdes de Lagrange [26]. A lagrangeana acima pode ser escrita na forma

usual
Ee_f =T + qr : Ae_f - q¢ef, (232)

onde 1’ é a energia cinética da particula, A.; o potencial vetor efetivo dado por

A(r) = ——%r X Bey, (2.33)

e o potencial escalor efetivo é
$es(r) = %wlez - 32‘1 (BD + f‘é) (22 +32). (2.34)
O conjunto de equagoes 2.24 exibe duas frequéncias de ressonancia: w = —yB, =
we, e w = —(1/2)vB, = (1/2)w,. Serd mostrado que um campo oscilando na primeira

freqiéncia (w = w,) leva a um confinamento espacial da particula, enquanto que para
w = w,/2 a particula nfo sera confinada. A freqgiiéncia w, é chamada frequéncia de

ciclotron da particula.

2.2.2 Autovalores e Autovetores: Modos Normais de Oscilagao

As solugoes do sistema de equagoes diferenciais acopladas 2.24 podem ser obtidas definin-

do-se o vetor coluna

Xt =| gt |- (2.35)
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As equagbes de movimento 2.24 podem ser escritas na forma compacta:
X =DX + WX, (2.36)

onde as matrizes D e W sio dadas por:

0 (2w-—-w:) O
D=| —(2w—uw) 0 wy (2.37)
0 —wy 0
wlw — we) 0 —ww 2
W= 0 w(w — we) 0 ; (2.38)
—wwy /2 0 0

onde wy = vB;.

A equagao 2.36 ¢ formalmente idéntica & equagao de movimento de um conjunto de
trés osciladores harmonicos acoplados com amortecimento anisotrépico. Contudo, esta
analogia é somente formal. Em nosso caso, a existéncia de um termo de “amortecinento”
nao significa que o movimento seja atenuado. Utilizando solucdes estacionérias com a

forma
X = X et (2.39)

chegamos & seguinte equacao matricial

P —wlw—w.) —(2w—w)p wwi/f2 Zo
PFl-pD-W)X,=| @Qu-w)p pP-ww-w) ~—wip || 0 |=0 (240)
ww1/2 wip P2 Z0

Para que o sistema apresente solugao nao trivial € necessario que
|p*1 — pD - W[ =0, (2.41)

As solucoes de 2.41 fornecem as autofreqiiéncias do sisterna. Organizando os termos
chegamos 3 seguinte equagio secular de sexta ordem (ver Apéndice B)

3 1
P+ [0 — 20w —we) + (2w —we)] P+ [(w —we)? + W] W + Zwif(w —w,) = 0.

4 4
(2.42)

A equagdo 2.42 pode ser escrita na forma

P +ap* +bp° + =0, (2.43)
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onde
o=+ w4 (w—w)?,

3 2
b$w2[(w—wc)2+%},
-
¢ = qnw (W — we).

Notamos imediatamente que na ressonfincia, w = w;, & equagao de autovalores de 2.43

é grandemente simplificada, levando a
P° + aop® + bop® = (p* + aop® + bo)p® =0, (2.44)

onde os coeficientes, na ressonancia, sao

Qg = w,z: + wf,
3
by = ngw‘f,
co=0
A equagio 2.44 possui as raizes:
D =p2= 0!
p= ﬂ:d o0 = 2048 —4b0.

Substituindo os coeficientes aq e by obtemos as seguintes raizes

pL = p2 = 0,

1
P3 = —Ps= ﬁ\/k(wh%) - (wf + W),

po = —po =~/ ks, ) + (o + o),

onde

K(w,we) = \/(wf + w2)? — Buhw? = \/w‘l" + wi — wiw?.

O movimento geral pode ser escrito como uma combinacdo linear do tipo [27]

6
X =Y A X e, (2.45)

n—=1
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onde X é o autovetor de n-ésima ordem, correspondente & n-ésima raiz da equagao

2.43. Em nosso caso temos
X(t) = (A + A't) X(erit 4 BX®erst 1 OXWers? 4 DXGierst 4 EXBlePst  (2.46)

onde A, A',B,C,D e E sio determinados pelas condi¢des iniciais. O termo A'X({:2¢
aparece devido ao fato de as duas rafzes p; ¢ py serem idénticas {p; = py = 0) [27].

Dentro da aproximacio w, > w;, comumente feita en RMN [19, 22}, obtemos

wi\2 w4112 1 7wp\2
k{wy, w,) = w? [1—((&;) +(w—i)} ~ w? 1—~§(w—c> = w? - w2,

onde desprezamos termos de ordem superior a (w;/w.)?. Assim, as antofreqiiéncias nao
nulas tornam-se /3
v 3

P3=—Ps= 5 Wi (2.47)

Py = —Pe = W, (2.48)

Os autovetores podem ser obtidos a partir das autofreqiéncias utilizando a equacéo

2.40 na condigdo ressonante (w = w,)

P —wp wew/2 Zo
wp PP —wip v | =0. (2.49)
wew1 /2 wip P 2y

Multiplicando a segunda equagio pelo fator p/w; e somando & terceira, podemos elim-

inar zp, obtendo

[ﬁp%w“wl]xg +p pz |50 =0. (2.50)
W 2 )
Expressando z¢ em funcao de yy encontramos
2‘27 + w
o i P
To = — | ] (2.51)

£ e]a”

De maneira anédloga podemos expressar zp em funcao de yo substituindo a equacio

2.51 na primeira equacao de 2.49 e obtendo

P 2
ZD=2_p{1+_[W_1_wl_]zj}yo_ (2.52)

z
w 2 wy 2
! [w1+2]w‘3
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Assim, reorganizando os termos nas equagoes 2.51 e 2.52, obtemos para um dado
autovalor p na ressonancia, o autovetor
_p [P
e [219 +w1]
(2.53)

—_

X, =
2 P +wl }
{1 + [ P2 +w1]
onde escolhemos yy = 1.
Podemos agora escrever os autovetores, na ressonancia, para os respectivos autovalores,

ou autofreqiiéncias, que sao

0 ¥ —i 3
XeD - | 1| X = A P A
: WA (L) ~iv3 (1+ )
-2 (8r%%) 2 (52)
X® = 1 ; XE) = i (2.54)
e [1-2 (5] ~2 [1 -2 (3540))

Escolhendo as condigdes iniciais z{0) = y{0) = z(O) = 0e z(0) = 9(0) =0, e
%(0) = V, = v,, podemos encontrar as constantes A, A", B,C, D e E. Para isto precisamos

da derivada de X(t},

X(1) = [A' + pi(A + A0 XS e+ Bps X b5t Opy X B Pt 4 Dps X er*! + EpeX (Perst
(2.55)
Substituindo as rafzes nas equacoes 2.46 e 2.55 obtemos as seguintes equagoes matri-

ciaisa t =10

X(0) = AX3? + BX® + X + DXE) 4+ EXP, (2.56)
X(0) = A'X& + py (BXE — CXW) +p5 (DXP - EX). (2.57)
Substituindo os autovetores dados em 2.54 e as condigOes iniciais 2.56 € 2.57 obtemos
0} (o i i
01=A|l1|+8B 1 +C 1 +
0 0 iv3(1+34) ~iv3 (1+34)
. w2-w? . w?—w?
—2i (2wg—w¥) 2 (Zug 4w21 )
+D 1 +E 1 : (2.58)
Qg ﬁ u‘f—w‘f  Ziwg . wgﬁwﬁ
Wi {1 2 (20-'2 W&y )] Wl [1 2 (2w2—w1§)]
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3w? 42 w? — w?
—3wi(l+4wé)3— W [1“—2(————% D=’U0,

que tem como solucao

Considerando o caso wy <€ w, podemos obter, desconsiderando termos de ordem igual

ou superior a (w;/w.)?, os seguintes valores para as constantes

20,  wyv, Uy Wi,
A=0; A=~ " B=Cx———= D=F=— )
3&)1 + 2&)2 ’ ¢ 3('.1.}]_J D 4{,{12

Recolocando as constantes obtidas acima e os autovetores dados em 2.54 (expressos

dentro do limite wy < w.) na equagao 2.46, encontramos

z(t) , 0 e
N Vo W, _ Y iv/3wit/2
u(t) (Swl + 2w§) : 3wy ! ‘ ’
z(t) 0 V3
+ 1 g At/2 _uﬂ; 1 o[+ |1 |e™). (2.66)
[+

—i\/3 0 0

Realizando as operagoes em 2.66 e usando as relagoes
2cos(0) = e + e,
2isen(0) = e — e

chegamos, finalmente, as seguintes componentes

\/ﬁvo \/gwlt w1t
z(t) = o sen 5 — —Qa)?sen(wct),
2v, \/gwlt Wils
Re— —~1f - -~ 2.
y(?) 300, [cos( 5 ) 1} 57 [cos(wt) ~ 1], (2.67)
(1) = 2v3u, [ V3wt
A 7 )

As equacbes 2.67 descrevem a trajetéria da particula carregada na ressonancia, ou seja,
quando a freqiiéncia do campo oscilante se iguala & frequencia de ciclotron da particula.
A figura 2.1 mostra essa trajetéria, no sistema girante de coordenadas, para o isétopo

triplamente ionizado do urdnio, *°U** (razao carga-massa igual a 1,231 MHz/T), com
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X :
(my — 0.0025 00

0.0050

Figura 2.1: Trajetdria do fon 23U+ na ressondncia (w = w.), submetido aos campos estdtico de

médulo Bg =1 T ¢ oscilante de amplitude By = 0,01 T, representada no sistema girante de coordenadas.

A velocidade inicial & v, = 10* m/s ao longo do eixo z, e a freqiténcia de ciclotron é w,

= —1,231 MHz.
Note a baixa amplitude do modo vibracional de alta freqiiéncia superposto sobre a trajetdria.

20
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velocidade inicial v, = 10* m/s, submetido aos campos estatico de médulo Bo=1Te
oscilante de amplitude B; = 0,01 T, levandoe aos valores w, = —1,231 MHz e w; = 12,31
kHz. A curva é uma combinagao de dois modos vibracionais, um de alta e outro de baixa
freqiincia, a amplitude deste tltimo sendo aproximadamente duas ordens de grandeza
maior do que a do outro. As figuras 2.2 e 2.3 mostram, respectivamente, a trajetoria do
fon U na ressonéncia (w = w,) representada no sistema de coordenadas do laboratério
para dois instantes de tempo: no inicio do movimento (At = 150 us), e um pouco antes
de completar um ciclo (At = 560 us). As setas indicam a dire¢do do movimento.

(O aspecto mais interessante dos resultados mostrados acima é que a 6rbita da particula
estd sobre uma superficie fechada no sistema de coordenadas do laboratério (ou é uma
curva fechada no sistema girante de coordenadas), e portanto, a particula estd confinada.
Do conjunto de equagbes 2.67 podemos obter que o volume no qual a particula esta
confinada é aproximadamente v/3(4vy/3w;)®. A figura 2.4 mostra a trajetéria de uma
particula cuja {reqiincia de ciclotron difere em aproximadamente 1% da freqiiéncia de
oscilacio do campo B;, sintonizado na freqiiéncia de ressondncia do fon 233U mostrado
na figura 2.1. Neste caso, a particula ndo-ressonante sai da regifo de confinamento. A
Justificativa matemdtica para esta “fuga” sio as raizes reais obtidas da equacio 2.43 para
este caso.

Para um valor genérico de w temos a possibilidade de confinar a particula se a
equagao secular 2.43 fornecer raizes imagindrias puras. No apéndice B mostramos que
isto ¢ possivel para freqiiéncias muito acima de w,. Para freqiiéncias abaixo de w, a
equagao 2.43 fornece raizes reais que provocam o arrastamento exponencial da particula.
Para freqiiéncias em torno de w, o confinamento sé acontece em w = w,. Como um
exemplo disso, a figura 2.5 mostra as trajetérias de particulas em um feixe contendo
is6topos de urénio triplamente ionizados. As respectivas razdes carga-massa em MHz /T
sao: y(*FU) = 1,242, y(BAUM) = 1,237, 4(3U) = 1,231, Y(*EUT) = 1,226 e
7(**¥U) = 1,216. Para esta simulacdo as particulas possuem também vy = 10% m/s e
estao submetidas acs campos By = 1 TI, B; = 0,01 T. A freqiiéncia dos campos oscilantes
estd sintonizada na freqiincia de ciclotron do fon U, w = (U3 )B, = —1,231
MHz. A figura é mostrada no sistema girante de coordenadas. Podemos obter uma idéia
das trajetérias no sistema de coordenadas do laboratério através da rotacdo da figura em
torno do eixo z. Note que cada is0topo, de acordo com as equagdes 2.26 e 2.25, é afetado

por diferentes campos efetivos. Isto provoca um desvio dos fons dos is6topos mais leves
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Figura 2.2: Trajetéria do fon 235U3* na ressondncia, representada no sistema de coordenadas do la-
boratério no inicio de seu movimento (At = 150 ps); a figura tambérm mostra as projegdes da trajetdria
sobre os planos cartesianos. Os pardmetros sao os mesmos utilizados na figura 2.1. As setas indicam a

dire¢io do movimento,
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Figura 2.3: Trajetéria do fon 2*U®* na ressonéncia, representada no sistema de coordenadas do
laboratério um pouco antes de completar um ciclo (At = 560 ps).
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Figura 2.4: Trajetéria de uma particula nfio-ressonante com razio carga-massa diferindo aproximada-

mente 1% do fon #3513+ dado como exemplo na figura 2.1. Note o intervalo de tempo, aproximadamente
1/3 do ciclo do fon 233U3+, e a escala do eixo =

1.5
-1.0

24
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Figura 2.5: Trajetérias de isétopos triplamente ionizados do urénio em campos oscilantes “sintonizados”
na fregiiéncie de ressondncia do fon 23U+ (w = —1,231 MHz) representadas no sistema girante de
coordenadas. O campo estatico estd ao longo do eixo +z, e 0 campo magnético oscilante preenche todo
o espago na diregio paralela ao eixo xz. A velocidade inicial das particulas é g = 10* m/s, ao longo
da direciio do campo estético. A orbita da particula ressonante é uma curva fechada, enquanto ize
aquelas nio ressonantes correspondem a curvas abertas, com as particulas se afastando rapidamente. As
trajetérias no sistema de coordenadas do laboratério siio obtidas girando a figura em torno do eixo z.
Fistas curvas foram produzidas para diferentes intervalos de tempo a fim de mostra-las todas visiveis na

mesma, escala.
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em diregoes opostas com respeito aqueles mais pesados.

P instrutivo analisar as solucdes para w = w,/2 (fregiiéncia de Larmor). Neste caso,

os coeficientes da equacio de autovalores 2.43 sao

1
pa - ——p4 = ZV/-“'QWE - 8(.0% - Qk(WI,wc),

Ps = —ps = ) — 2 — 8uf + 2s{wr, w),

f(wy we) = Jwt + 120802 + 16w].

Dentro da aproximacao w, 3> w; obtemos

onde

9 wy 2 wy 471Y/2
wc wC
onde desprezamos termos de ordem superior a (wi/w.)®. Assim, as autofregiiéncias

tornam-se

T,
by =—p2= 5 (2.68)
1w, 52\ Y2 Huw? I
=~pg=— |1 L Y e N R chad :
Ps D4 7 ( + 7 ) 5 (1 + 2w§) 5 {(2.69)
Wi
DPs = —Dg = '5_1 (270)
onde
Huw?
=1 L
@ + 22

Os autovetorés poderu ser obtidos a partir das autofreqiiéneias utilizando a equacio

matricial 2.40 para w = w,/2

p? +w?/4 0 Woip /4 Zg

0 PPrwid —up 7w | =0 (2.71)

Welady / 4 g PZ

20
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Usando a segunda equagao de 2.71 chegamos a
4p? + WP
(4p° + wg) (2.72)

= 0.

4(.(.)1 P

Substituindo a relagdo 2.72 na terceira equacio de 2.71 encontramos

50 = ——— (4 + 4% + wl)go. (2.73)
1*c

Assim, para um dado autovalor p, quando w = w,/2, temos o autovetor associado

g (4 + 4p? + w2)

X, = 1 ; (2.74)
4p2+w2=
dwip
onde escolhemos 4y = 1.
Abaixo escrevemos o conjunto de autovetores
—2 2i o -z
x=| 1 [ix@=| a1 fixo=| 1 [ixe-| 1|
B it
0 0 Swer — Sk
We 5w - 5w
_2w1 (1 + TIJEL) 2(:)1 (1 + z )
X® = 1 ; X = 1 (2.75)

w? w? w? w?
i (14 3) s (1+3)
Escolthendo as mesmas condigoes iniciais dadas para o caso w = w,, substituindo os
autovalores 2.68, 2.69 e 2.70, e os autovetores 2.75 na solucao geral 2.45 (todas as raizes

s80 diferentes) e em sua derivada, em t = 0, chegamos ao conjunto de equacoes

0 —2i 2% i —ia
0| =4 1 + A | 1 |+ Az 1 + A4 1 +
St 1
0 0 0 Sens —oek
w Seo we Hw?
5 0+%) 2 (14 3)
+A; 1 + Ag 1 , (2.76)
. w2 wQ W? wi’
s (14 33) —5% (1+ %)
€
0 —2i 2i cs —L
) ) T, 1N
= —E A — =T A
0 5 A 1 3 Ao | 1 |+ 5 s 1 5 4 1 +
0 0 2?%3; —i—‘;’{;
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g (1) g (1+34)
+“—;£A5 1 - L—;—lAs 1 . (2.77)
w?
& (1+ %) —5% (1+4)
Desenvolvendo as operacdes matriciais em 2.76 e 2.77 obtemos as equacdes
5w1
(Ag Al) (Ag — A4) » 1+ (As —_ As) = 0, (278)
1 c
A1+A2+A3+A4+A5+Aﬁ=0, (279)
Bty w? w?
Az — —& (14 2L — Ag) = .
2%&( 3— Ag)+ %t ( + wf) (As — 46) =0, (2.80)

wil Ar + Ag) — <2 (1+ 5:1) (A5 + Ag) = (1+ 5;1) (As+As) =0,  (281)

4 C c
B2 (A~ o)+ B4y - 4) + (45— 40) =0, (2.82)
© 2 2
5&)1 (Ag +- A4) Z) (1 + ) (As + Ae) = Up. (283)
1 Wy

Calculando o determinante para o sistema formado pelas equacoes 2.78, 2.80 e 2.82

encontramos det # 0, correspondendo a solugéo trivial para as varidveis (A; — Ag), (As —

Ay) e (As — Ag), ou seja,
Ay = Ay Ag = Ay ; As = Ag.

A partir da equacgao 2.83 chegamos a

Ldg 2 2’!)0
Az = == Ay — —. 2.84
3 Bwi ( wc) > Buy (2.84)

Sbustituindo a relagao 2.84 na equagao 2.79 encontramos

w? 6 2ug
A= — Ay — — 2.85
! {(5»2 + 5) ® 7 Buy (2.85)

Substituindo as relagoes 2.84 e 2.85 na equacao 2.81 obtemos
2w1U0 Tw? - —~ levg

A = 2 (1 + wfr ~ R (2.86)

onde desconsideramos termos de ordem superior a (wy/w.)?. Dentro desta aproximacio

obtemos as constantes Az e Aj.
2&)1’1)0

Az = Hw?

(2.87)
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12&)1’[)0
A=~ 2.
1 52 (2.88)

Substituindo as constantes 2.86, 2.87 e 2.88, e os autovetores 2.75, na solucio geral

2.45 encontramos

X(t) = As [ XU + XPe™] 4 Ay [XPemst + X[Bem] A5 [XPerst X D] =

. 27
1 WY, t ;
— e wc /2 —itet 2
5 +1 1 +
0
o 1
2unv i 2
. 120 1 wcarf/2 1 e—zw.;at/? + (289)
D’
Siwn __ Siwy
PIY 2urax
w 2 W, Buw?
2w T (1 B = (1 = )
e /2 —unt/2
> 1 w2 4 1 Lt/
c w? w? ol w2
i (1+2) i (1+3)
Desenvolvendo as operacoes matriciais acima e utilizando as relactes
o __ 0
e
senh(8) = c
2
¢ 6 8
cosh(6) = +28 ;

chegamos as seguintes componentes
21ty wel 5w1 wet 2v, 5w} wit
z(t) = — 52 {24cos (rz—) + sen Kl + —= 502 2 T m 1+ 2 senh (—2-) ,

N 4o v (wct duw; wct ( it
y(t) = Fop { —6cos 5 )—l—cosl(l-{-zw 5 + Beosh 2) , (2.90)

<

2wiv, 5w wet| | 2vp w% wit

c c

Se recolocarmos os valores de w,, wy € v, usados na figura 2.1, encontraremos z =~ 2,2 m

depois de At = 180 us. Portanto, nao existe confinamento neste caso.
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Figura 2.6: Trajetéria do fon 23U3t na condigfio ressonante, ou seja, w = w,, representada no sistema
girante de coordenadas, incidindo com velocidade de 10% m/s na direciio z. A relacio entre os médulos

dos campos magnéticos aplicados fornece w; = 0,01w, indicando a condigio wy < we.

2.2.3 Solugoes Numéricas

Nesta subsecao discutiremos brevemente algumas caracteristicas do movimento da parti-
cula do ponto de vista da variagao das intensidades dos campos magnéticos envolvidos e
ainda da criticalidade das condigées iniciais. O célculo numérico foi realizado utilizando-
se o programa Maple V - Release 3.0. Sobre as condigoes iniciais, mostraremos que
pequenos desvios da direcao da velocidade inicial em relacao ao eixo z nao desconfiguram
o confinamento da particula, na condi¢do de ressonéancia.

Nas figuras 2.6 e 2.7, mostramos as trajetorias, no sistema girante de coordenadas, re-
sultantes da solucio numérica das equagdes de movimento, na ressonéncia, para o isétopo
23U incidindo com velocidade de 10* m/s na direcao z quando a relagio entre as in-

tensidades dos campos magnéticos aplicados fornece, respectivamente
o w; = 0,01w,, indicando a condicao wy <& wy;
e w; = 0,90, indicando a condi¢ao wy =~ w..

Podemos observar, em ambos os casos, que o movimento da particula € resultado da
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Figura 2.7: Trajetéria do fon °U%" na condigiio ressonante, ou seja, w = w,, representada no sistema
girante de coordenadas, incidindo com velocidade de 10% m/s na diregio z. A relagao entre os mddulos

dos campos magnéticos aplicados fornece wy = 0, 9w,, indicando a condigao wy == wy.

composicao de dois novimentos oscilantes cujas frequéncias dependem exclusivamente da
carga e da massa da particula envolvida, e ainda dos campos magnéticos aplicados. No
primeiro caso ( w; <€ w,) 0 movimento é uma combinagao de dois modos normais de baixa
e alta freqiiéncias, cuja relacfio entre as respectivas amplitudes corresponde a um fator
100. No segundo caso (w; &= w,) 0 movimento é uma combinagao de dois modos normais
com freqi€ncias da ordem de w, e amplitudes de oscilagao da mesma ordem de grandeza.

A partir de uma breve inspecgao do conjunto de equagdes 2.67 encontramos que a am-
plitude de oscilagao das componentes do vetor posigio, no sistema girante de coordenadas,
varia com o inverso das freqiiéncias. Isto significa que, quando w; = w,, o volume que
contém a trajetéria da particula sera aproximadamente (10%)® menor do que no caso onde
wy = 0,0lw,. Comparando as amplitudes de oscilagado da componente z (figuras 2.6 e 2.7,
respectivamente) encontramos uma redugao de um fator da ordem de 100.

Nas figuras 2.8 e 2.9 mostramos as trajetdrias, no sistema girante de coordenadas,
resultantes da solugao numérica das equacdes de movimento, na ressonancia, para o ion

25U sob a agdo de campos magnéticos cuja relagio entre os médules fornece w; =
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(2]

Figura 2.9: Trajetéria do fon %373+ na condigiio ressonante, cuja incidéncia corresponde a um desvio
de 5 graus em relagdio ao eixo z, sendo a componente z igual a 9962 m/s e a componente perpendicular

igual a 871 m/s (na diregio y) resultando em um médulo de 10* m/s.
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A solugio 2.46, na condigio ressonante, mostra um termo que varia linearmente no
tempo. A condicio incial referente & velocidade é fundamental para a existéncia deste
termo. Se a componente de velocidade na direcéo y for igual a zero, o termo linear se
snula; caso contrario, teremos wm arrastamento linear superposto as solucoes oscilantes.
Este termo aparece na solugko geral devido ao fato de a equagbo de autovalores 2.43

fornecer, na condigao ressonante, rafzes idénticas py = pg = 0 {27).

2.2.4 Movimento na Auséncia de Campo Elétrico

Em RMN o efeito do campo elétrico sobre os spins néo é considerado, j4 que ndo temos
interagdo direta entre o campo elétrico e o spin. No movimento de particulas carregadas
o seu efeito nao pode ser desconsiderado. Mesmo asssim, pode ser de interesse académico
o movimento destes portadores de carga na auséncia do campo elétrico proveniente da
oscilagao do campo magnético.

Desconsiderando as componentes do campo elétrico —{2w/2)Bi’ + (zw/2)Bik’ no

sistema girante de coordenadas, temos as equagdes de movimento

:}im*}r{y(80+2—w>+xw (BO+~MH>},
¥ g

2
§j =~y {wl — (Bo + %) -y (Bo + ‘;;—"H , (2.91

i=—v{gB +zwhy].

As solucdes do conjunto de equagdes acopladas 2.91, na condicio de ressondncis

volwpsen{wit) — wysen{w,t)]
x{t) = 2 3 !
Wy ~ Wy
Vo [cos(unt) — cos{w, t
W —uhq
o) = 'uosen(wlt)1
wh

onde usamos as mesmlas condigbes nicials anteriores: 2(0) = y(0) -

#(0) = 0 e 2(0) = v,. Usando a aproximacio w, > w; encontramos

T
z{t) = mgsen(wit) - Uﬂujl sen{w,t),
4 Wy
Vgt _
y(t) = =2 [cos{wit) ~ cos(wet’

w?
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A solucao 2.46, na condigdo ressonante, mostra um terio que varia linearmente no
tempo. A condigéo incial referente & velocidade é fundamental para a existéncia deste
termo. Se a componente de velocidade na direcao y for igual a zero, o termo linear se
anula: caso contrério, teremos um arrastamento linear superposto as soluces oscilantes.
Este termio aparece na solugao geral devido ao fato de a equacio de autovalores 2.43

fornecer, na condicao ressonante, raizes idénticas py = ps = 0 [27].

2.2.4 Movimento na Auséncia de Campo Elétrico

Em RMN o efeito do campo elétrico sobre os spins nao é considerado, ja que ndo temos
interacio dircta entre o campo elétrico e o spin. No movimento de particulas carregadas
o seu efeito ndo pode ser desconsiderado. Mesmo asssim, pode ser de interesse académico
o movimento destes portadores de carga na auséncia do campo elétrico proveniente da
oscilagao do campo magnético.

Desconsiderando as componentes do campo elétrico —(2w/2) B + (zw/2) Bk’ no

sistema girante de coordenadas, ternos as equagtes de movimento

£=7[9(30+27w) + xw (Bo+$”,

2
g=r [281 — (Bo+—w) + yw (Bo—!-t—u-” ) (2.91)
g Y
z= - [yBl -+ ZCLJBI] .
As solucoes do conjunto de equagtes acopladas 2.91, na condicao de ressonancia, sao

 Uplwesen(wit) — wisen(w,t)]

2(t) o ,
Vo [cos(wit) — cos(w,.i )
s - et cotat) o
A1) = vosen(w;t)J
Wi

onde usamos as mesmmas condigbes inicials anteriores: z(0) = y(0) = 2(0) = 0, £(0) =

y(0) = 0 e 2(0) = v,. Usando a aproximagao w, > w; encontramos

Uglp

z(t) = LI*)Esen(t.z.ilt) — ——sen{wct),
We w?
y(t) = (o [cos{w:t) — cos(w,t)], (2.93)

\2
we
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Figura 2.10: Trajet6ria do fon #33U3F, no sistema de coordenadas do laboratério, submetido a campos

estitico e oscilante de médulos By = 1 T e By = 0,01 T, respectivamente. Neste caso o campo elétrico
proveniente da oscilagio do campo magnético nao é considerado. As condighes inicials sfo Xg = Yp =

Zop = 0, com velocidade inicial vg = 10* m/s na diregio z.
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g

2(t) = » sen{wit).

A figura 2.10 mostra a trajetéria do fon 25U% | no sistema de coordenadas do lab-
oratério, subnietido a campos estatico e oscilanfe de médulos Bg = 1 T e B: = 0,01
T, respectivamente. O isétopo incide na dire¢io z com velocidade inicial de 10* m/s.
A trajetoria se da sobre uma superficie que assemelha-se & de um cone estreito e tem
componentes de alta freqiiéncia. Para termos uma idéia disto, podemos desconsiderar os
termos de baixa amplitude no conjunto de equagdes 2.93. A partir dai obtemos

Up
z(t) = —sen(w;t),
(t) o (wit)
y(t) =~ 0, (2.94)

Yo
t) == — t).
2(t) wlsen(wl )

A partir do conjunto de equagdes 2.94 e utilizando a transformacio de coordenadas
para o sistema do laboratoério 2.22, encontramos

X(t) ~ E}-sen(wlt)cos(Luot),

c

Y{t) ~ %qsen(wlt)sen(wot), (2.95)
Z(t) = Esen(w t)
=0 ).
Calculando X2 + Y2, obtemos
2 2 LA
X +Y* = (;) sen®(wit)). (2.96)

Substituindo vesen(w;t) = w1 Z(t), chegamos a

Zm XTI Ve, (2.97)

w1y

que ¢ a equagdo de um cone cujo angulo a entre o eixo z e a superficie é aproximadamente

o tg? (ﬂ) : (2.98)

We
Apesar de nao considerarmos 0 campo elétrico, temos ainda o confinamento da parti-

cula na condicdo ressonante.
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2.2.5 Campo Pulsado

E interessante considerar brevemente a aplicacao dos campos magnéticos oscilantes na
forma de pulsos. Nas referéncias [10, 12}, na auséncia de campo elétrico, é mostrado que
um efeito transiente nas componentes da velocidade, similar aos chamados ecos de spin em
RMN (equacdes que possuem a mesma forma funcional), pode ser esperado na corrente
elétrica ou corrente de fons. Da mesma maneira, podemos esperar que o uso de campos
pulsados possa ser uma maneira ttil de controlar a trajetéria da particula no vacuo.

A partir das componentes do vetor posigdo no sistema girante de coordenadas podemos
calcular as componentes da velocidade e comparar com as componentes do vetor densidade
de corrente elétrica (proporcional ao vetor velocidade), mostrada nas referéncias [10, 12].
Para isto, devemos lembrar que nas referéncias [10, 12] o vetor velocidade foi mantido in-
variante sob a transformagéo (ver se¢éo 2.1.1). Para que seja possivel uma comparagio da
velocidade da particula é necessdrio algo mais do que simplesmente derivar em relacio ao
tempo as componentes do vetor posicdo dadas no conjunto de equacoes 2.93. A velocidade

da particula ¢ calculada a partir de A.7 como

dr ér
EZEM}-OJXI‘, (299)

onde dr/6t = #i' + i’ + 2k’. Sendo w = wk’' = wk, as componentes da velocidade
escritas no sistema girante de coordenadas s&o

bx
%(t) = E — Yo = 0:

o “ ~ 2.100
Vu(t) = 5 + 2w, =V | 1 — ] sen(unt) == vysen(unt), (2.100)

Vi(t) = vocos{unt),

as quais concordam com [10, 12] para ¢ = 7.

Esta expressdo ¢ modificada se o campo elétrico for incluido. Note que na ressonancia,
as expressoes 2.26 e 2.25 tornam-se

2w . rw. B
Eef = — cB]ll - el

! 2.101
= Dy, (2.10)

B.; = By’ — B.K. (2.102)
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Assim, ao contrario do que acontece quando o campo elétrico nio é considerado [12], a
componente z de By ndo se anula. Substituindo as componentes do vetor posicao dadas
pelo conjunto de equacoes 2.67 na equacio 2.99, encontramos

2 2 , 9 ,
Vi.(t) = % — YW, = “elo (1 + _ﬂ) {cos (\/gwlt) — 1] = ;JCUD {COS (\/ggwlt) - 1} ,

3wy 2w? 2 Wi
by 2/31, V3unt
Vy(t) = 5 + Tw. = g sen ( 5 | (2.103)
V.(t) = vocos (\/iwlt) :

A expressao completa para a velocidade neste caso, para t = T, €

- 2(4)(:’00 \/?:WJ_T o7 2\/3{00 '\/gwllr o \/gwl’r 7
V(r) = 3o {cos ( 5 ) - 1} i'+ 5 Sen 5 )+ vocos ( 5 k'
(2.104)

O movimento na auséncia do pulso torna-se particularmente simples. Se tomamos

w=—vB, e By = 0 nas equagoes de movimento 2.24, obtemos
T = —wy,
U = wcz,
z=0.

Entretanto, vemos que # é constante, e, fazendo v/3w;7/2 & 7/2 na expressao 2.104,

podemos manter zZ = 0.

2.2.6 Comentarios

Até aqui, obtivemos solugdes analiticas para o movimento de uma particula carregada em
campos elétrico e magnético oscilantes. O problema ¢ simplificado quando usamos o con-
ceito de um sistema girante de coordenadas, como em RMN [22]. Neste sistema de coorde-
nadas, podemos descrever o movimento em termos de uma lagrangeana efetiva, e a forma
da forca de Lorentz é preservada. Reconhecemos ent&o a similaridade entre as equacoes de
movimento da particula e aquelas de um conjunto de trés osciladores harménicos acopla-
dos com termos de amortecimento anisotrépicos. O movimento da particula é, entdo,
descrito como uma superposi¢io de autovetores de uma matriz dinimica.

Mostramos que, na ressonancia, a particula ¢ confinada na regido de atuacao dos

campos. Este é um ponto que merece uma discussao mais aprofundada. O problema
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de confinamento de particula carregada ¢ importante em fisica atomica e de plasma; o
confinamento normalmente ocorre quando existe um gradiente de campo magnético, o
qual dé origem aos chamados espelhos magnéticos {21}, Campos magnéticos dependentes
da posicao foram também aplicados em uma configuracao projetada para resfriamento
ressonante de dtomos ncutros {25]. Podemos sugerir uma analogia se consideramos o

campo elétrico na ressonancia (Equacao 2.101), escrito na forma

1 B B
) )._r o ! -I‘ 2
E.s = —2?)0 (—/\1 Tl — —/\1 zk) x ], (2.105)

onde A; = v,/w; tem dimensdo de comprimento e fornece a ordem de grandeza da extensao
da regiao de confinamento (ver a componente z das equagdes 2.67).

A grandeza entre parénteses pode ser vista como wmn campo magnético dependente da
posicao, com gradiente de campo dado por

B
_i'_ o
By=32

Por exemplo, para um elétron em um campo estatico B, = 1T, B; = 102 Tew, = 107
m/s, encontramos B, = 2.0 x 107! T/m, enquanto que para **U** com v, = 10* m/s
terfamos B, = 1.2 x 107* T/m.

Assim, a forca elétrica efetiva pode ser escrita na sugestiva forma
1
gE.; = —Eqvoj’ x Be(z, z), (2.106)

onde B.(z,2) é o campo magnético dependente da posicio da equacio 2.105. Entdo, na
ressonéncia, o campo elétrico efetivo atuando sobre a particula aparece como um campo
magnético dependente da posicio.

Uma importante consideracao pode ser feita no que se refere & estabilidade dos resul-
tados discutidos na subsecdo 2.2.2, considerando as condicoes iniciais. O confinamento
ocorre estritamente para particulas com velocidade inicial sobre o plano formado por By
e B; no sistema de coordenadas girantes (em nosso caso, o plano zz). Por outro lado a
particula ressonante terd uma velocidade de escape, a qual serd linear em t, ou exponen-
cial em . para a nao ressonante. Apenas para dar um exemplo numérico, se permitirmos
que a velocidade da particula desvie 1° na direcdo y, esta se afastard aproximadamente 2
m, depois de 150 ps, para o caso ndo ressonante, enquanto que, para o caso ressonante, o
afastamento serd apenas de cerca de 2 cm.

Finalmente, devemos mencionar que possiveis aplicagdes das solucoes apresentadas

podem ser uteis em confinamento de atomos para evaporacao por resfriamento {25, 28,



Capitulo 3

Resultados Teoéricos I1I: Tratamento

Quantico

Nesta capitulo tratamos o problema do movimento da carga em campos oscilantes do
ponto de vista da Mecanica Quantica. A transformacio equivalente aquela feita no for-
malismo da mecanica Cldssica para o sistema girante de coordenadas é, neste caso, feita
diretamente sobre a equagao de Schrodinger e permite a derivacao da funcéo de onda no

sistema de coordenadas do laboratério.

3.1 Movimento de Particulas Carregadas em Cam-
pos Magnéticos Oscilantes: Tratamento Quanti-

CO

3.1.1 Transformacao do Hamiltoniano

Em Mecanica Quantica o problema é abordado utilizando-se o formalisimo hamiltoniano.

A partir da lagrangeana dada na equacdo 2.28, podemos obter o hamiltoniano [26]

1
H= %( 2+ P24+ P2 — Q%[Bl(LXcos(wt) + Ly sen{wt)) + BoLz]+

2
+g—m~{B§ (X2 +Y?) + B2Z” — 2By By Z[ X cos(wt) + ¥ sen(wt)]+

+Bi[Yeos(wt) — Xsen{wt))?}, (3.1)

41
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onde Ly =Y Pz - ZPy, Ly = ZPy — XPz e Ly = XPy — Y Px sio as componentes
do momento angular canénico da particula. Este hamiltoniano deve ser substituido na

equacao de Schrodinger
oy
s

A dependéncia temporal explicita do hamiltoniano inviabiliza uma solucdo analitica

th Hp. (3.2)
para a funcéo de onda.

Aplicando o operadore €“*£2/% pela esquerda na equagio 3.2 encontramos

!

e‘ithz/ﬁ (zhgajf) — ethLZ/hHw_ (33)

Aplicando o operador identidade 1 = ¢~ wilz/Reiwtlz/f ng jado direito da equacao 3.3

e definindo a funcio de onda v através da relagio

BithZ/hd) — 1/)1' (34)
obtemos
. L O ; ; ; :
wtlg/h N wtLlg /h —iwtLlz/h twthz/h,;
gwrha (zhat ) = (e /M He z ) (e w). (3.5)
Definindo H' = e™!La/PHe iwtla/h o ygando a relagao 3.4, chegamos a
; L O
witlz /R Ao | = H'Y. 3.6
e (Z i ) Hy (3.6)
Calculando a derivada parcial em relacao ao tempo na equagao 3.4, obtemos
o’ ; th/haﬁb wilz ; tLz/h it L /fﬁw o' dwlg
I AP % L T pw = eWtle/RIT - T T2 3.7
o Tt TR e ey sy R Y B

Substituindo 3.7 em 3.6, e usando a novamente a relagao 3.4, encontramos

ih%p?i = (H' ~wlz)y' =M., (3.8)

onde H,; =H' —wlyz.

Usando as relagoes (veja Apéndice D)

Xcos{wt) + Y sen(wt) = e wtbe/h x gitla/h (3.9)
[V cos(wt) ~ X sen(wt)]? = e~ wtle/iy2eitla/h (3.10)
X2 + Yz — e—iuiLZ/h(XZ + Y2)eithz/h’ (311)

72 = ¢ wtla/h g2giwtlah (3.12)
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Lxcos(wt) + Ly sen(wt) = e™«Ez/k [\ giwtla/h (3.13)

LZ — e_i‘”tLZ/thei‘”tLZ/h, (314)

P)2{ + P}% — ewithz/h(P}% + 113}2/)ﬁi'c..nﬂlf,z/ﬁ1
P2= e_thLZ/thethLZ/h.

podemos reescrever o hamiltoniano H como

1 ) . q . ;
H = ~iwtlz /h P2 P2 2y jiwtLz /B —iwtlz /h wilg [k
e (P + P2+ Ple 5 |Bie Lxe +
. . 2 . -
+Boe—1thz/ﬁLZEthLz/h] + 8q?n {BgeftthZ/h(X2 + Y?)eithz/ﬁ+ (317)

+B%e—thz/ﬁZ2eithz/ﬁ _ 2BOB1euith;;/ﬁ,ZXeithZ/h + B%ew’iwil,z/hy?eiwtl:z/ﬁ} .

Aplicando os operadores exponenciais e*!Lz/% ¢ e~itlz/h em 317 pela esquerda e
direita, respectivamente, o hamiltoniano H' seral!

P?  m~y?BE

! iwtLz/h f ~wotlzfh __ ~ X 2 Y2
H =¢ H(t)e T (X +Y*)+
2 n2 B B B
+m’;fSBl (Y24 22 — my 40 IFTZ—VQOLny—zl‘LXv (3.18)

onde v = g/m. Este hamiltoniano representa uma particula carregada movendo-se em
um campo magneético estdtico B = Bii+ Byk. A operaciio acima pode ser interpretada
como uma transformagio do hamiltoniano para o sistema girante de coordenadas com
freqiiéncia w.

Como H,; = H' — wLz ¢é independente do tempo, a solucio de (3.8) seré
W(t) = €T p(0) = e REN My 0), (3.19)

onde substituiimos ¢'(0) = ¢(0). Conseqilentemente, a funcio de onda no sistema de

coordenadas do laboratdrio sera
() = emithe/Remi L)t hy ) (3.20)

Deve-se notar que, sendo [Lz, H'] # 0, os dois operadores exponenciais na equacio
(3.20) ndo podem ser reunidos em um (nico operador.

Analisaremos, agora, as propriedades de s

PQ 2B2
=5 (XYY £

2 2
rny* Bf

2 (Y2 + 7%

'Para o tratamento quéintico manternos letras maiisculas até o fim deste capitulo.
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2 , ,
_Imy oot fOBlXZﬂ VéBLz - %BiLX, (3.21)

onde AB = By + 2w/~. Somando e subtraindo a quantidade

2 V)
Iy (4w +4wBo) (X2—5—Y2)—-m7312wXZe
R 72 4
o hamiltoniano efetivo pode ser reescrito como
P2 omy?AB? L, L my*BE L, L,
oo P Y —_— (Y Z4)—
‘=5 TR (X*+Y°) + (V5 +27)
2 AN B
W i iBBlXZ - QBLZ - Six vy [BHXZ ~ (f};— = Bo) (X* + YQ)} , (322)

0 qual, por sua vez, tem a forma geral

po_ 1 2
ef — Qm(P quf) +Q¢ef: ) (323)

onde o potencial escalar efetivo é dado por
Ger = g [BIXZ ~ (% + BU) (X*+ YQ)J : (3.24)

e A.s é o potencial vetor efetivo. As componentes de A.; podem ser obtidas comutan-
do-se X, Y e Z com H,.; e comparando o resultado com a definicdo do momento angular
canénico P = mR + gA. Por exemplo,

~AB

5 hY

ihX = (X, H] = ~2—1ﬂ-1-2z'hPx +

Py :mX—q~A2—BY

Conseqtientemente,

Aef,X = —%‘I?-Y

Repetindo o procedimento para as outras componentes, obtemos

Aef’y - —%Z + JA2~BX,

B
Aef,Z = _2—1}/;

ol seja,

1
Aef = -“'éR X Bcf,
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onde B.y = Bji + ABk. Estes resultados sdo os mesmos do que aqueles obtidos na
referéncia [12], a tnica diferenca sendo o fator 2 na definicio de AB.

Escrito na forma da equacdo 3.22, o hamiltoniano exibe os efeitos do campo elétrico
(devido & dependéncia espacial do campo elétrico, foi necessario considerar invariante o
vetor posi¢ao em lugar do vetor velocidade). Contrariamente ao que acontece quando este
nao ¢ considerado {12], duas freqiiéncias de ressonancia sdo mostradas. Na freqiiéncia de
Larmor, AB = (, e o hamiltoniano 3.22 torna-se

’}’BlL mnyBoBl
2 X 4

my B}

P2 ,232
A X7+ "L 4 y?), (3.20)

}/2 Z2_
2m+ 8 (" +2%)

H’ef -

que representa uma particula em um campo magnético estatico ao longo da diregcao X
(B = Byi), correspondente aos trés primeiros termos, e sob a agao de um potencial elétrico,
correspondente aos dois ultimos. Os autoestados da particula neste caso nao podem ser
facilmente encoutrados. Por outro lado, na freqiiéncia de eiclotron (w = w, = —vBy), o

segundo termo de ¢.; na equagao 3.24 se anula, € o hamiltoniano se torna

P2 22 2 32
Hip= o+ T (X y?) o+ BT (v2 4 274
2
+7§“LZ - 7’291LX _m f”lez, (3.26)

o qual representa a particula movendo-se em um campo magnético estdtico B,y = Bji —
Bok e ainda sob a agao de um potencial elétrico ¢.; = —vBoB1XZ/2, que pode ser visto

como um termo de acoplamento entre os campos.

3.1.2 Equacgoes de Movimento na Ressonancia

A partir do hamiltoniano 3.26 podemos obter as equagoes de movimento para os valores

esperados dos operadores de posicao. Para um dado operador A temos que [31]

d 1 8A
el S — 3.2
dt<A> iﬁ<[A,H(t)]>+< 5; > (3.27)

Para os operadores posi¢ao e momento candnico, R e P respectivamente, temos

gg <R >= %% < [R,H(t)] >, (3.28)
4 <P >= —1; < [P,H(t)] > . (3.29)

dt ih
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Primeiramente obteremos as equagtes de movimento para os operadores. Aplicando

3.28 para o operador X, temos

1 730

- 1
x’ _— — / = —— P .
ih [X? Hef] szh[X7 X] [X LZ] (3 30)
Sabemos que [X, Lz] = —ihY (relacio D.8) e, ainda,
[X,Pxpx}": [X,Px]Px-i“Px[X,Px]:Q’ih.Px, (331)

onde usamos a propriedade D.4 e a relacio de comutacio D.2. Substituindo as relagGes
D.8 e 3.31 na equagao 3.30, encontramos

_Pi}ﬁ _ H’IBDy_
M 2

-

(3.32)

Calculando a equacdo 3.29 para o operador Py, obtemos

;1 ; m’r2Bo 21, ¥Bo my* By B
PX'—E['P)ﬁHef] [PX,X] % h[PX;LZ] 43k [PXaXZJ (333)
Conhecemos [Py, L] = —ih Py (relagdo D.39) e os comutadores

[Px, XX] = [Px, X]X + X[Px, X] = —2ihX, (3.34)
[Py, X 2] = |Px, X|Z + X|Px, 2] = —ihZ. (3.35)

Substituindo as relagoes D.39, 3.34 e 3.35 na equacgao 3.33, chegamos a

m72 B[)Bl

my" By 1Bo
4

4 2

Py = — Py + Z. (3.36)

Podemos proceder de maneira andloga para obter as equacoes para os operadores Y e
Py, Para o primeiro, encontramos

20y, 15~ TNy, L) (3.37)

1 R 1 "}’B(}
ﬁ[}fﬂ ef] - 9mik, [Y: Y]

Y =
Conhecemnos a relagao D.11, [Y, Lz] = iAX, e os comutadores

Y, Py Py] = |Y, By) Py + Py[Y, Py] = 2ih Py, (3.38)

Y, Lx] = [Y,YP;| - [V, ZPy] =

={V\ Y|Pz +Y[Y, Pz]} —{lY, Z|Py + Z[Y, Py} = —ihZ, (3.39)
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As relacbes de comutagio [Pz, Z7), [Pz, Lx| e [Pz, X Z] sao dadas por
[Py, ZZ] = [Py, 217 + Z|Py, Z) = —2ihZ, (3.50)

[Pz, Lx] = [Pz, Y Pz| + [Py, Z R | =
= {[Pz, Y|Pz + Y|Pz, Py]} — {[Pz, Z} Py + Z|Fy, Pr|} = ik Py, (3.51)
Pz, XZ| =[Pz, X|Z + X|Pgz, Z] = =il X. (3.52)
Substituindo as relacoes 3.50, 3.51 e 3.52 na equagéao 3.49, obtemos

2 o2 2
my*B B my* BB
g 17 ’YlPY Yo Dgiy

5, X. .
Py . - . (3.53)

A partir das equagoes 3.32, 3.40 e 3.48, encontramos as seguintes relacdes para as

componentes do momento canbnico

. B
Py =mX + m’Y—QP—Y, (3.54)
- B B
Py = my — mlz—O—X - m’—%—lZ, (3.55)
. B
Py =mZ + mlz——l—Y. (3.56)

Substituindo as equagbes 3.54, 3.55 ¢ 3.56 nas equagoes 3.36, 3.44 e 3.53, e calcu-
lando o valor médio dos operadores envolvidos, encontramos o conjunto das equagdes de

movimento mostrado abaixo

. . ’ByB

<X>=—~fyBo<Y>+fY 20 1<Z>,
<Y >=4B1< Z > +vBy< X >, (3.57)
. . ’ByB

<Z>=—7B1<Y>—I—’Y 20 Lo X >

O conjunto de equagdes 3.57 é idéntico aquele obtido no Capitulo 2 (conjunto de
equagoes 2.24) na condigiio de ressondncia, ou seja, quando a freqiiéncia do campo os-

cilante B; se iguala & freqiiéncia de ciclotron da particula carregada (w = w, = —vBp).
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3.1.3 Rotacao Unitéaria Aplicada ao Hamiltoniano Efetivo

O hamiltoniano 3.26 pode ser simplificado a partir da aplicacao de operadores exponenciais
equivalentes a uma rotacio de um angulo 6 = arctg|B,|/|Bo| em torno do eixo y. O
hamiltoniano 3.26 pode ser reescrito como
P? my?
of = S *"*“(BOX Bi7Z)* +

Definindo B2, = B% + B?, podemos escrever 3.58 como

24 BYY? + %(BOLZ ~ BiLx).  (3.58)

P2 my2 B [ By B, \* myB? vBs { B B
= : X—=2Z| +——Ly2 I B, - iy,
T T T 8 \B; B, ) T T3 \B,” B,

(3.59)
Sendo senf! = By /B.y e cosfl = By/B,s, temos 3.59 na forma
P? 77?,’}’283 m QBQ ’B
M= 5t L (Xcost) — Zsend)>+— =L y2 T72¢h (1 cosh L ysend). (3.60)
m 8 8 2
Utilizando as relacgoes
Xcos0 — Zsenf) — e~ #Lv/h x gLy /h (3.61)
Lzcosd — Lysend = e¥Lv/h] o= 0Lvit (3.62)
PZ — e—-’i@Ly/hPQeiﬂLy/h, (363)
Y? —_ e—'iBLy/ﬁy2e'iGLy/ﬁ,, (364)

que podem ser obtidas de forma andloga aquelas mostradas no Apéndice D, chegamos a

2 2 12
M, = oLy /h P Py /i | my By e 0Ly /h x2ei0Ly Jhy

2m 8
my B2, ‘ . .
_|_ 78 efe—-leLyfﬁ.Yze’agL}f/h_l_ ’T‘E;efetafly/ﬁLze—-teLy/ﬁ. (3-65)
Aplicando os operadores exponenciais 2v/* o e=#L¥/" regpectivamente, obtemos
P2 m~iB? B.; .
"o T Pef 112 2 VOef i20Ly /k —i20Ly /h
M, = 2m+ 2 (X*+Y%) + e vIR], pe 0Ly /B, (3.66)

O 1ltimo termo em 3.66 ¢ dado por

B: — B? 2Bo By

e /R Lge /R = 700520 — Lysen20 = L;=2_ " B2, ~Lx—— 7,

(3.67)

onde usamos as relacoes trigonométricas

0820 = cos*tl — sen’,
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sen26 = 2szenfcosd.

Quando B; < By, temos que
BB
B3 +B?
2BoBy _ 2Bi( B}
B+ B! By B

Desconsiderando os termos proporcionais a (B;/5By)?, temos o hamiltoniano 3.66 es-

_ %8
BE’

crito como

P? my?B? B.
gf:%+ ’}8 f(XQ +Y2)+j‘/2_f'LZ_PYBlLX :HBEf—")/Ble. (368)

(0 hamiltoniano 3.68 pode ser visto como a combinagao do hamiltoniano de uma
particila em um campo magnético efetivo B = — Btk com o hamiltoniano de um os-
cilador forcado acoplado nas diregoes y e z (dltimo termo em 3.68). Para visualizacio

disto, podemos obter as equagoes de movimento nas dire¢des y e z para o hamiltoniano
PQ P2
H=———~vBLy=-— —wLx. 3.69
5m YD1 Lx 5 wWilix ( )

Resolvendo classicamente, obtemos o primeiro conjunto de equacoes

. B
Y =wZ + -2, (3.70)

e, ainda, o segundo conjunto

Py =w\Py, (3.71)
PZ = —"EJJ‘IPY.

Substituindo a segunda equagéo do conjunto 3.71 na terceira e derivando-a, chegamos

Pr+ 4P =0, (3.72)
De maneira andloga, podemos chegar a

Py +uwiP; =0 (3.73)
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As equacdes 3.72 e 3.73 representam as equagoes de osciladores harmonicos para as
componentes y ¢ z do momento canénico. As solugdes sio do tipo Py = Acos{wit) +
Bsen(wit) e Pz = Ecos(wit) + Fsen{wit). Substituindo as solugGes no conjunto de
equacoes 3.71, chegamos & seguinte relagio entre os coeficientes: £ — Be A = —F.

Usando as duas tdltimas equacoes do conjunto de equagoes 3.70, obtemos
mY — o Z = Acos(wit) + B(senwit), (3.74)

mZ +mw Y = Beos(wt) — Asen(wit). (3.75)

Derivando a equacdo 3.74 e substituindo a equacdo 3.75, chegamos a
Y 4+ wiY = ———[Asen(wit) — Bceos(wit)], (3.76)
T
e, de maneira analoga

Z+wiZ = H%[Acos(wlt) + Bsen(w;t}]. (3.77)

As equagoes 3.76 e 3.77 mostram que temos osciladores forcados, de freqiiéncia igual
a w;, has diregoes y e z. Na ressonéncia, estes termos descrevem a oscilagho de baixa

fregiiéncia e grande amplitude nas diregées v e z, como discutido no Capitulo 2.

3.1.4 Comentarios

Nesta Capftulo estudamos a dindmica quantica de uma particula carregada em campos
magnético e elétrico oscilantes, os quais estdo relacionados através da lei de Faraday.
Usando, em mecanica quantica, o eguivalente a uma transformacao para um sis-
tema girante de coordenadas, encontramos uma expressio operacional para a funcio de
onda da particula no sistema de coordenadas do laboratdrio 3.20. Quando w = w,, o
hamiltoniano efetivo corresponde aquele de uma particula carregada movendo-se em um
capo magnético estdtico B.y = Bi1i — Bok e ainda sob a acio de um potencial elétrico
Pef = —yBoB1 X Z /2, que pode ser considerado um termo de acoplamento entre os campos
estatico e oscilantes. Obtivemos as equagoes de movimento para os valores esperados das
componentes de posicao (conjunto de equagdes 3.57) e mostramos que sao equivalentes as
equacdes de movimento, obtidas classicamente, no Capitulo 2 (conjunto de equagdes 2.24)
na condicao rcssonante, ou seja, quando a frequéncia do campo oscilante B; se iguala &

freqiiéncia de ciclotron da particula carregada (w = w, = —yBy).
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Uma segunda operacao equivalente a uma rotagaoc em torno do eixo y de um angulo § =
arctg|B1{/|Bo| pode simplificar o hamiltoniano 3.26. Realizando esta operacéo, chegamos
ao hamiltoniano 3.68, que pode ser entendido comio uma combinacao do hamiltoniano de
uma particula em um campo magnético efetivo B = — B¢k com o hamiltoniano de um
oscilador forcado acoplado nas diregtes y ¢ z.

O hamiltoniano 3.26 mostra uma importante diferenga que aparece neste trabalho,
onde o campo elétrico ¢ considerado. Contrariamente ao que acontece em [12], o termo

referente ao campo estdtico ndo se anula na ressonancia.



Capitulo 4

Ensaio Experimental

Neste capitulo descrevemos o aparato experimental montado com o objetivo de observar
o fendmeno de ressondncia, descrito nos Capitulos 2 e 3, em um feixe de ions He®™. A
montagem experimental foi realizada em colaboracdo com o grupo de fisica atomica do
acelerador Van de Graaff da Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro (PUC-
Rio).

4.1 Objetivo do Experimento

A montagem experimental descrita neste capitulo teve como objetivo principal a realizagao
de um experimento piloto para a avaliacdo dos pardmetros envolvidos, e eventualmente
obter indicios da existéncia do fenémeno ressonante chamado Ressonancia de Corrente
Eiétrica (RCE} em um feixe de fons, através da observagdo da deflexdo transversal deste
apds a interacio com os campos magnéticos estatico (By) e girante (B;), equivalente a
uma combinacio de campos oscilantes defasados de 90 graus. Nesta fase do trabalho nio
estamos interessados em mostrar experimentalinente a possibilidade de confinamento ¢
separagao 1sotépica, que também emergem dos resultados tedricos discutidos no Capitulo
2, mas sim mostrar que a deflexdo, no inicio do movimento, pode ser prevista, por exemplo,
na condigio de ressonéncia, ou seja, quando a freqiiéncia do campo girante B; se iguala a
freqiiéncia de ciclotron dos fons do feixe (w = | —vBy}), utilizando o conjunte de equagdes
de movimento 2.67. No Capitulo 5. subsecao 5.3.4, s3o comentadas algumas dificuldades
para a realizagdo de um experimento que possa corroborar o confinamento e a separacao

isotépica de um feixe de ions da mesma espécie.
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Tabela 4.1: Pardunetros associados ao fon Het. A unidade de massa atomica (vama.) tern valor

1.6605402 » 1027 kg,

Ion 11188834 massa carga razao carga-massa | Ref.

m(uw.m.a.) n(kg) q(C) v =gq/m (Hz/T)

He™ f 4,002603 | 6,646483 x 10~ [ le =1,60217733 x 107"+ 2,407288 x 107 | [32]

Para a realizacao do experimento utilizamos um feixe de ions Het colimado, cujos
dados sio mostrados na tabela 4.1. interagindo com os campos magnéticos estatico e
girante definidos em 2.17 e 2.18. Esta interacdo se d4 por um tempo suficiente apenas
para permitir a medida da deflexdo transversal do feixe de fons 1,90 m apds o final da
mteragao com os campos magnéticos, em uma tela fosforescente no final da linha do
acelerador. Para fins de comparag&o, a trajetdria do ion neste experimento esta assoctada
a uma fracao de aproximadamente 1/100 da trajetéria mostrada na figura 2.2.

A escolha do fon foi feita com base nos parimetros vidveis para a construcao das
bobinas geradoras dos campos estético e oscilantes, e ainda pela limitacio na, obtencéo
de um amplificador de poténcia para freqiiéncias superiores a 100 kHz. Devemos lembrar
que na ressonancia a freqiiéncia do campo B; deve igualar-se 3 freqiiéncia de ciclotron,
w = | — vBy|, e, portanto, o fator v é fundamental. Por exemplo, se escolhéssemos
At* (A = 40) em lugar de He* (A = 4) terfamos um fator de reducdo igual a 10 na
freqiiéncia de ciclotron. Por outro lado, precisarfamos de um campo estdtico 10 vezes
major. Para isto, a bobina deveria ter uma corrente 10 vezes major do que aquela utilizada
10 experimento realizado, e teria uma massa de aproximadamente 190 kg!

A figura 4.1 mostra, esquematicamente, a trajetéria que os fons He' percorrem da
sua origenl, na fonte de fons e sele¢io no filtro de Wien, passando por dois estdglos de
colimagao (colimador e anti-colimador), interagindo com os campos magnéticos estatico e
oscilantes no interior de um tubo de vidro com metalizagio interna!. Ao final da interacio
o feixe percorre 190 cm em movimento retilineo uniforme, até a deteccio no final da linha
pela tela fosforescente. Entre o tubo de vidro e a tela fosforescente temos um copo de

Faraday mdvel que perinite a deteccao da corrente do feixe.

'Esta regifio estd em wm potencial positivo, que € utilizado para retardar o feixe e anmentar, assim.

o tempo de interacdo dos fons com os campos magnéticos.
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) el
Anti/—colimador Bobina Copo de Josforescente

Faraday

) Colimador Valvula
Fonte Filtro \
de fons de Wien !

e 1bo de
B osciloscopio

Feixe espalhado
devido ds bordas 4 Mola *'rings”
do colimador Tubo Metalizagdo
de vidro interna

Figura 4.1: Trajetéria do fon na linka do acelerador. S&o mostrados a entrada de gis, a fonte de ions,
o fitro de Wien, as etapas de colimagio, o tubo de vidro metalizado, as bobinas geradoras dos campas

magnéticos, o copo de Faraday e a tela de detecgfo fosforescente.

O objetivo da medida é observarmos a deflexao transversal do feixe, r, definida como o
desvio do feixe com relagio a diregio de incidéncia em fungio da variagao de parimetros
externos, como a fregiiéncia w e a amplitude do campo girante B;. A idéia mais imediata
seria relacionar a deflexdo r com a freqiiéncia do campo girante w. Este grafico pode-
ria fornecer uma curva corm um maximo em torno da freqgiiéncia de ressonancia w,. No
entanto, no inicic do movimento, um grafico da deflexao r em fungio da freqiiéncia do
campo oscilante w ndo é capaz de caracterizar o fenémeno ressonante, devido & impossi-
bilidade atual de realizar medidas com campos magnéticos estiticos de alta intensidade
e campos magnéticos oscilantes suficientemente intensos a altas freqiiéncias. Podemos,
em lugar disto, tentar obter um grafico da deflexdo r em fungio da amplitude do campo
girante B;. Esta relago pode ser obtida a partir do conjunto de equacies de movimento,
na ressonancia, 2.67.

Suponhamos que o feixe de Het incida com uma energia de
Ep=qU. = 1x 4,0 x 10° eV,

onde ¢ = 1 corresponde ao numero de portadores de carga do fon e Uy corresponde ao

potencial de extracao do feixe. Teremos entao a velocidade inicial v dada por

2F 2qU ey
UO:\/J:\/_E*U___E: Q’YUemt:"-}:}-ggXlos m/S.
m m

Sabemos que o temnpo de voo dentro do tubo de vidro metalizado, t,, no nicio do
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movimento, é dado aproximadamente por

. 0.200 -
L 0 Y B 1077 s,
AT TRV T A ?

onde 2y é o comprimento da regido de atuacio dos campos magnéticos. Supondo, para
efeitos de discusséo, que os campos magnéticos aplicados sejam By = 0,0080 T e B, =

0,0012 'T teremos as freqgiiéncias caracteristicas w,. ¢ w; para o ion Het dadas por

we = vBy = 192583, 0 Hz

wh = 7B = 28887, 46 Hz,

onde utilizamos o valor de ¥ dado na tabela 4.1. Realizando o caleulo do argumento das

fungdes trigonométricas utilizadas no conjunto de equacdes 2.67, chegamos aos seguintes

valores
ﬁ;"ﬁ—tﬁ — 0,0114 rad
[

wet, = 00,0876 rad.

Assim sendo, podemos usar as seguintes aproximagdes para as fungodes trigonométricas
no conjunto de equacgoes 2.67

senf =~ 0

1
=1 — -2
cos 5

Procedendo desta maneira, chegamos &s seguintes componentes espaciais para o feixe

de He™ ao final da interagao com os campos magnéticos

\/'?;’UO \/gwlt'v Wity

z{t,) = B 5 52 Wety, = 0,
2
2ug 1 \/gwltv Wiy 1 wlvotf, w1z2
y(tv) s — |- ~ D) ﬁ[*(wctU)ﬂ = = 0-: (4-1)
duwy 2 2 2wz 2 2 2y

2(ty) == vpt,.

A partir do conjunto de equagtes 4.1 sabemnos que a deflexao ao final do percurso sera:

; 2
r 2 y(t,) = “;11;0 =0,00132 m. (4.2)
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Regifio de interago Percurse em mowimento Y
do feixe com os retilineo uniforme
catmpos magnéticos
—0,0026 m / z

w

» b
L

0,200 m 1,90 m

Figura 4.2: Esquema simplificado mostrando o desvio do feixe provocado pela interacio com os campos
magnéticos e a fase final em movimento retilineo uniforme. A visualizagio na tela fosforescente no final

da linha do acelerader deve ser um circulo de raio 7.

A deteccdo acontece 1,90 m apds o final do tubo de vidro metalizado e podemos
calcular o desvio que ocorre ao final da linha na tela fosforescente utilizando semelhanca
de triangulos, o que ¢ uma boa aproximacao no inicio do movimento, como mostra a figura
4.22. Podemos obter, entio, a deflexio final dada por

(1,90 + 0, 200)
0,200

0,00132 = 0,0139 m.

Ta =

Logo, nesta aproximacao temos a deflexao proporcional 4 amplitude do campo magné-

tico By
2,10

2
22
~ [ ——— 1 —2 B, .
ro (0,200) 21 ! (4 3)

O gréfico da deflexdo transversal do feixe r versus a amplitude do campo magnético
B, deve apresentar ajuste linear ¢ um coeficiente angular igual a 2, 1022 /(0, 400vg). A
visualizacio na tela fosforescente no final da linha do acelerador deve ser um circulo de

raio rg.

4.2 O Acelerador de Ions

Ao iniciarmos o trabalho, tinhamos & disposi¢do um acelerador montado para a im-
plantagdo de fons em filmes metdlicos. Para este tipo de estudo nio é necessdrio um
feixe colimado, mas sim um feixe intenso com uma drea titil maior do que a drea do filme

metélico disponivel. Abaixo descrevemos as partes que compoem o acelerador.

Estamos considerando nule o potencial retardador na regiao onde atuam os campos magnéticos.
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Figura 4.4: (a)Placa metalica retangular cujas dimenstes sfo 14,6 mm x 30,0 mm. Sua fungio é limitar
a 4rea do feixe gerado na fonte de fons. {b) Detalhe mostrando como a placa metalica se acomoda no

interior da linha do acelerador.

ionizado; (d) gerador da tensdo de extraciio do feixe, 6.0 a 30,0 kV. Os equipamentos
indicados nos itens {(a), (b) e (¢) estao no mesmo potencial do que aquele escolhido para
o pontencial de extragcéo.

A figura 4.6 mostra, em detalhes, os principais componentes do acelerador e da fonte
de fons: (a) entrada de gas, (b) alimentacdo do potencial de ionizagéo, (c) alimentacgio
da corremte alternada do eletromagneto focalizador, (d) potencial de extracio do feixe de
fons, (e) entrada para o potencial nas placas paralelas do filtro de Wien. Ao lado temos
wm esquema mostrando detalhes da fonte de {ons tipo Penning.

O filtro de Wien é composto por um magneto e placas paralelas, cujo campo estético
produzido é de 0,0620 T'; cada placa possuindo comprimento de 11,7 cm e separagéo de
38 £1 mm. O funcionamento do filtro de Wien est4, baseado no equilibrio entre as forcas
magnética e elétrica produzidas pelo magneto e pelas placas paralelas, respectivamente
133]. A escolha do fon é feita variando a tensido de alimentacio das placas paralelas.
Neste trabalho utilizamos um fonte de tensio estabilizada, TECTROL Mod. TCH3000,
que varia de 0 a 3,0 kV (0,1 kV).

4.3 Montagem da Linha do Acelerador

Nesta secao serao apresentadas as principais partes que compoem a montagem da linha

do acelerador necessarias & realizacdo do experimento sob discussao.
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Figura 4.5: (a) Mini-garrafa contendo gas seguida de uma valvula simples e uma vélvula tipo “agu-
Tha”; (b) fonte de alta voltagem Spellman responsdavel pela tensdo de ionizagio do gds, (c) fonte geradora
da. corrente alternada fornecida ao eletromagneto focalizador do plasma ionizado; (d) gerador da tens&o
de extracdo do feixe. Os equipamentos indicados nos {tens (a), {b) e (¢) estdo no mesmo potencial do

escolhido para a extrag&o do feixe.
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4.3.1 Colimadores

E fundamental para a realizacdo do experimento sob discussdao um feixe de ions bem
colimado. Para isto, colocamos, apds a placa metdlica retangular (veja figura 4.4), um
colimador e um antj-colimador de diametros iguais a 1,5 cm e 2,5 cm, respectivamente,
confeccionados emn folhas de aluminio. O colimador tem dois graus de liberdade: vertical
e horizontal. O anti-coliimador tem apenas grau de liberdade vertical. O anti-colimador
possui diametro malor do que o do colimador, com o objetivo de diminuir a intensidade

do feixe espalhado nas bordas do colimador, como mostra a figura 4.1.

4.3.2 O Tubo de Vidro Metalizado

Construfmos um tubo de vidro de 8,0 cm de didmetro e 30,0 cm de comprimento, sendo
de 20 c¢m, simetricamente distribuidos ao longo do tubo, o comprimento da metalizacio
interna. A metalizacdo é coniposta por um filme de aco e recoberto por um filne de cobre,
onde utilizamos a méquina de preparagio de filmes finos, tipo Sputtering, do Centro
Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF). No centro do vidro h4 um pequeno parafuso
metalico que faz o contato elétrico entre o filne e o exterior. Assim, podemos colocar o
filme em qualquer potencial desejado.

Esta foi a maneira encontrada para permitir a interagao dos campos magnéticos os-
cilantes com o feixe de ions, reduzindo ao méximo o problema do comprimento de pene-
tragao das ondas eletromagnéticas em metais {21]. Nao poderiamos simplesmente colocar
o tubo de vidro sem uma camada metélica interna, pois, dessa maneira, o vidro poderia
ser carregado pelo préprio feixe, gerando assim potenciais eletrostdticos que modificariam
a trajetéria das particulas.

A figura 4.7 mostra como o tubo de vidro foi colocado na linha. Os problemas en-
frentados foram: como acoplar o vidro s tubulagdes de ago e aluminio da linha, mantendo
um vacuo da ordem de grandeza de 107% Torr e como evitar tensoes de cisalhamento no
vidro, que ocorrem quando a pressio na linha é variada. O primeiro problema foi resolvido
utilizando-se duds pecas de aluminio projetadas pela engenharia mecanica do CBPF e con-
feccionadas na oficina mecénica do laboratério Van de Graaff. Estas permitem a obtencao
de um bom vacuo utilizando, em cada uma delas, dois “o-rings” proéximos & extremidade
do tubo de vidro e um “o-ring” de apoio para que o vidro nao seja pressionado diretamente

contra a peca de aluminio cada vez que a evacuacio do tubo fosse iniciada. Também sio
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Figura 4.7: Detalhe do acoplamento do tubo de vidro na linha do acelerador: (a) tubo de vidro

metalizado internamente, (b) contato elétrico externo do filme metdlico, {c) pegas de aluminio que acoplam
o vidro & linha do acelerador, (d) “o-rings”, (e) anéis isolantes de pleziglas, (f) tirantes de latdo, (g)

conjunto composto pelo bellows e pela mola.

utilizados trés tirantes de latéo cuja fungéio é equilibrar as forgas realizadas pelo restante
da tubulaggo sobre o vidro, devido & diferenga de pressio existente entre o interior e o
exterior da linha. A figura 4.8 mostra as dimensdes e os detalhes desta peca.

Estas duas pegas de aluminio, que dao sustentacio ao vidro, estdo eletricamente iso-
ladas da linha através de anéis de pleriglas. Externamente, realizamos o contato elétrico
destas pecas com o filme metdlico no interior do vidro. Desta forma, garantimos uma
regiao de potencial positivo uniforme, com a fungio de retardar o feixe, aumentando o
tempo de interacéo deste com os campos magnéticos.

Para permitir uma pequena mobilidade do vidro na linha, evitando o problema das
tensoes de cisalhamento quando a evacuagao fosse efetuada, colocamos um bellows na
regiao compreendida entre o anti-colimador e o vidro. Em torno do bellows colocamos
uma mola (do mesmo tipo do que aquelas utilizadas em amortecedores para automéveis)
de 6,5 cm de comprimento, apoiada em suportes metalicos, para ndo permitir a compressao
total do bellows, o que inutilizaria sua fun¢ao. Esta parte também pode ser vista na figura

4.7. Isto foi necessario porque os extremos da linha do acelerador ndo estéo fixos no solo.
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Figura 4.8: Desenho da peca de aluminio utilizada no acoplamento do vidro metalizado com a linha do

acelerador.
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4.3.3 Construcao e Calibragao das Bobinas Geradoras dos Cam-
pos Magnéticos B e B

Abaixo descrevemos de forma sucinta a construgio das bobinas geradoras dos campos
magnéticos estdtico e oscilantes. referentes aos campos By e By, respectivamente. O
procedimento e as bobinas descritas a seguir referem-se, das vérias que foram testadas,

aquelas que mostraram o melhor desempenho e homogeneidade de campo.

Bobina Geradora do Campo Magnético Estatico By

A hobina geradora do campo estatico foi construida de acordo com a fonte de corrente
malis potente disponivel para o experimento. Esta é uma fonte Hewleft Packard modelo
6264B DC, podendo variar o potencial de 0 a 25 V e a corrente de 0 a 25 A (poténcia
méxima igual a 625 W). A bobina possui 639 espiras de fio 10 AWG (corrente maxima
de 15,8 A) distribuidas em 6 camadas, resisténcia elétrica igual a 1,6 Ohms, indutancia
de 52 mH, com dimensoes de 25,0 cm de comprimento e 20,6 cin de raio médio, e massa
de aproximadamente 18 kg.

Apesar de o fio estar corretamente dinensionado para correntes de até 15 A, o aqgue-
cimento da bobina é inevitavel devido ao grande mimero de espiras e, conseqiientemente,
a dificil dissipagdo do calor gerado entre elas. Para contornar este problema, foi enrolada
em torno da bobina uma folha de aluminio com véarios orificios, e sobre esta, uma camada
contendo 33 espiras de tubo de cobre maledvel, como mostram as figuras 4.9 e 4.10.
A folha de aluminio foi utilizada para proteger o fic esmaltado de possiveis arranhdes,
durante o enrolamento da camada de tubo de cobre, evitando assim curto-circuitos na
bobina. Os orificios tém como fungédo permitir a troca de calor entre a bobina e o tubo de
cobre, por onde faz-se passar Agua para a refrigeracao. O enrolamento do tubo de cobre
foi feito no torno da oficina, sob tensio, para garantir win bom contato térmico entre este
e a bobina.

Segundo a condicdo mostrada no Capitulo 2, a homogeneidade do campo estético
gerado por esta bobina, tipo solendide, pode ser verificada através da observacio do
grafico exibido na figura 4.11, onde mostramos o grafico da variagdo do campo estatico ao
longo do eixo da bobina (cixo z) para uma corrente de 15 A. Podemos estimar o campo
médio dentre da bobina em cerca de 30,0 mT £6,0, o que correspende a uma variagao

de aproximadamente 20 % em torno do valor médio. Dentro de 60 % do comprimento
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Figura 4.9: Bobina geradora do campo magnético estatico (Bp) apds receber uma camada de folba de
aluminio. Sua funcéo é proteger o fio esmaltado da bobina de possiveis arranhdes quando receber uma
camada de tubo de cobre maledvel utilizado na refrigeraciio. Os oriffcios tém como fungao permitir a

troca de calor entre a bobina e o tubo de refrigeracao.

Figura 4.10: Bobina geradora do campo By ap6s receber a camada de tubo de cobre maledvel. O

contato mecénico entre a bobina e o tubo de cobre foi otimizado com a ajuda de um torno mecénico,

garantindo um bom contato térmico.
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N=639; L.=0.25; I=15;, a=0.093
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26,0 1
24,0
22,0 Lt
a 0,65 0,10 0,15 0,20 0,25
z(m)

Figura 4.11: Grafico mostrando a variagdo do campo estético ao fongo do eixo da bobina tipo solendide

(eixo z).

da bobina (entre 5 e 20 ¢m) o campo magnético é de cerca de 34,5 T 1 2,5, o que leva a
uma variacao de aproximadamente 7 % em torno do valor médio. Esta curva foi gerada

através da equagdo para o campo magnético em um solendide sobre o seu eixo z [21]

_ poNI (COS(QI) +cos(az)) , (4.4)

B.(z)= =7 7

onde pp = 47 x 1077 Ns?/C?, N, I e L sdo, respectivamente, a permeabilidade magnética,
o niimero de espiras, a corrente e o comprimento da bobina. Os fatores cos(ay) e cos(az)

sao dados por
1

1
\/ﬁ tan?(ar) \/1 +(a/2)?

1 1
Y1+tanias) 1+ (a/(L =)

sendo ¢ o raio da bobina (ver figura 4.12).

(4.5)

CcOosy; =

cosoy = (4.6)

Utilizando um gaussimetro F. W. Bell, modelo 9500 (3 T - 30 T) obtivemos o grafico
mostrado na figura 4.13, que mostra a relacao linear entre o campo magnético By e a

corrente fornecida pelo gerador de poténcia, onde desprezamos o campo da Terra (=
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Figura 4.12: Campo calculado sobre o eixo de um solendide de NV espiras, comprimento L ¢ raio a. &
¢ ag correspondem, respectivamente, aos &ngulos formados pela unido do ponto z as bordas esquerda ¢

direita da bobina.

0,05 mT, sobre o eixo da bobina a 19 em do centro. N&o foi possivel medir diretamente
o campo no interior da bobina devido & auséncia de uma ponta de prova que permitisse
a medida do campo ao longo do eixo até o centro. A medida do coeficiente angular 3
a partir do grafico mostrado na figura 4.13 pode ser comparada com o resultado tedrico

previsto pela equacdo 4.4

oV (cosal + coso:2> . (@.7)

b= 2
Sendo pg = 47 % 1077 Ns?/C?, N =639, L. == 0,250 m, a = 0,103 m e z = —0,065 m,
cbtemos o valor tedrico de §
Preor = 0,6694 mT/A.

Este valor est4 em bom acordo com o valor experimental,
Bewp = 0,6415 + 0,0003 mT/A,

¢ que corresponde a um erro de 4,2 %. Este resultado nos permite confiar nas previsoes
oriundas da equacdo 4.4 para obter uma relagdo entre o valor do campo magnético no
centro da bobina e a corrente fornecida pela gerador de poténcia. Utilizando os mesmos
valores para o comprimento e o Taio, e usando o valor para a posicdo no centro da bobina

z = 0,125 m, obtemos, em mT para I dada em A,

Bu(z=0,125) = LigN (cosa; + cosas

: - ) T =2,477881. (4.8)

A equacio 4.8 pode ser utilizada para estimar o valor do campo By no interior da

bobina. Por exemplo, para uma corrente 7 = 15,0 A temos B3y = 37,182 mT.
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Figura 4.13: Gréfico mostrando a relagfio linear entre o campo magnético By no eixo da bobina a uma.

distdncia de 19 cm do centro (z = —§,5 c¢m) e a corrente fornecida pelo gerador de poténcia.
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Figura 4.14: Detalhe do acoplamento das bobinas geradoras dos campos oscilantes. Cada par produz
um campo magnético oscilante, win perpendicular ao outro e defasados de 90 graus. Ao lado temos o

circuito responsével pela amplificacido da corrente que percorre cada par de bobinas.

Bobina Geradora do Campo Magnético Girante B,

Para a obtencao de um campo magnético polarizado circularmente, ou girante, utilizamos
dois pares de bobinas retangulares na configuracio semelhante & de Helmholtz. Cada
bobina possui 100 espiras de fio 33 AWG, resisténcia elétrica igual a 33,2 Ohms, indutancia
igual a 9,5 mH, com dimensdes iguais a 27,5 cm de comprimento, 7,5 cm de largura
e 0,70 cm de espessura. Estas bobinas estdo distribuidas em torno do tubo de vidro
metalizado, como mostra a figura 4.14.

Em cada par, as bobinas estao ligadas em série entre si e a um capacitor, formando
assim um circuito RLC. Cada circuito recebe uma onda senoidal amplificada fornecida
por um gerador de freqiiéncias, sendo a defasagem entre elas de 90 graus. O circuito
de alimentacdo sempre trabalha préximo do regime ressonante, para que seja possivel a
transmissao maxima de poténcia e, conseqilentemente, corrente maxima para as bobinas.
A figura 4.15 mostra o diagrama de blocos do circuito.

Devido a consideracoes feitas no Capitulo 2, sobre campos homogéneos na regiao do
feixe, mostramos na figura 4.16 alguns gréficos da amplitude das componentes do campo
gerado por um par de bobinas retangulares tipo Helmholtz (B,, B,, B,) versus z, y € z,
obtidos por calculo numérico. Em (a) mostramos a disposicio de um dos pares de bobinas
retangulares em relagdo aos eixos coordenados (o outro par de bobinas estaria disposto
perpendicularmente, considerando a reta normal ao plano das bobinas). A direcdo z

corresponde a direcao de incidéncia do feixe de fons; em (b) temos o grafico mostrando a
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Figura 4.15: Diagrama de blocos do circuito que alimenta as bobinas geradoras dos campos oscilantes.

Ao lado mostramos a disposigdo dos pares em relagio aos eixos coordenados (o feixe incide na diregio z).

variagdo da componente B, em relacio a y em = z = 0 cm; em (¢) mostramos o grafico
da variagao da componente B, em relacio a y em z = ( cm e z = 15 em, ou seja, na
extremidade direita do par de bobinas; em (d) temos o grafico mostrando a variagao da
componente B, em relacao a z em z = 0 ecm e y = 4,5 cm. Observamos que o campo
se mantém bem homogéneo ao longo da diregio do feixe; em (e) mostramos o grafico da
variacao da componente B, em relaciio a x emy = 4,5 cm e 2 = 0 cm. Vemos que a
componente B, tem variagio de aproximadamente 5% quando comparada a uma variacao
espacial de 1,0 cm em torno do centro; em (f) temos o grafico mostrando a variagao da
componente B, em relacio a z, em y = 4,5 ecm e r = ( cm. Observamos que a componente
B, varia muito rapidamente nas bordas do par de bobinas retangulares.

Como o feixe possui didmetro da ordem de dois milimetros, e ainda nio se espera que
a deflexao ao final da interac&o com os campos seja muito maior do que alguns milimetros,
podemos considerar o campo bem homogéneo na regido do feixe.

Realizamos a medida da corrente continua versus campo magético no centro de um dos
pares de bobinas, cuja separacao entre elas era de 8,0 cm. Obtivemos o grafico mostrado

na figura 4.17 e, realizando um ajuste linear, chegamos a seguinte relagao entre o campo
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Figura 4.16: (a) Motramos a disposigac do par de bobinas retangulares em relagio aos eixos coor-

denados. A diregiio # corresponde a dire¢io de incidéncia do feixe de fons; (b) gréfico By versus y em

T =2z =0 cm; (¢) grafico B, versus y em x = 0 cm e 2 = 15 ¢m, ou seja, na extremidade direita do par

de bobinas; (d) grafico B, versus zem z = 0 cm e y = 4,5 cm. Observamos que o campo se mantém

bem homogéneo ao longo da diregio do feixe; (e) gréfico By versus x em y = 4,5 cm e z = 0 cm. Vemos

gue a componente By, tem variagao de aproximadamente 5% quando comparada a uma variagio espacial

de 1,0 cm em torno do centro; (f) grifico B, versus z, em ¥ = 4,5 cm e # = 0 cin. Observamos que a

componente B, varis muito rapidamente nas bordas do par de bobinas retangulares.
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Figura 4.17: Grafico mostrando a relagdo linear entre o campo magnético By no centro de um par de

bobinas retangulares, separadas por uma distdncia de 8,0 ¢, e a corrente que as percorre.

no centro do par de bobinas e a corrente que as percorre
Bi(mT) = 8,56 x 1071 mA). (4.9)

A relagio 4.9 pode ser usada para estimar a amplitude do campo girante através da

medida da amplitude da corrente alternada que percorre o par de bobinas.

4.3.4 Sistema de Deteccao e Observagao dos fons

Para a deteccao, nesta fase inicial do experimento, utilizamos um copo de Faraday e
uma tela fosforescente de sulfeto de zinco. Abaixo descrevemos de forma resumida suas

funcdes.

O Copo de Faraday

O copo de Faraday esté acoplado & parte final da linha, a aproximadamente 1,50 m do final
do tubo de vidro metalizado. Sua funcéo é fornecer a corrente do feixe de jons incidente.

Viérios ajustes iniciais, tais como a determinagdo da melhor posigdo dos colimadores, a
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verificagdo da estabilidade do feixe e ainda a escolha do potencial correto que deve ser
aplicado as placas do filtro de Wien para a escolha do feixe desejado, podem ser feitos
utilizando o copo de Faraday.

A figura 4.18 mostra o gréfico da corrente do feixe [ medida pelo copo de Faraday em
fungdo do potencial aplicado nas placas que compdem o filtro de Wien, Ue,, para um
feixe consistindo de uma mistura de He e Ar, obtido a partir de um potencial de extragio
de 9.0 kV. Sdo observadas 3 gaussianas ajustaveis, das quais a primeira cotresponde ao
ion de Art, a segunda ao fon de Ar'" e a terceira corresponde ao fon de He™.

A identificacdo pode ser feita através de uma inspecéo da relacao entre o potencial

nas placas do filiro de Wien e a razao carga-massa do ion em questao, Yy,
Uwieﬂ. = de'w \/27ithe:cty (410)

onde B, e d,, correspondem, respectivamente, a0 campo magnético estdtico e & distancia
entre as placas paralelas do filtro de Wien, e U.,; corresponde ao potencial de extracao
do feixe de jons. Se trabalharmos no mesmo potencial de extragido, podemos obter a
relacdo entre o potencial nas placas do filtro de Wien para cada ion, observando que
Yart+ = 2Yar+ © Yger & 10y4.+. Sendo assim, obtemos as seguintes relacdes entre os

potenciais U ;en

UAr++
=3

iy

Het
Uit _ 0,

Basta agora realizar a verificagdo experimental por inspecao dos valores médios das

gaussianas U3, Uy e Uz. Procedendo desta maneira, obtemos

Uy | 1051

T~ ,562 ~ 2 4+ 10 %,
Us _ 1960

= 2 ~
T =2912~ V10 +8 %.

Isto mostra que a primeira gaussiana ({/7) estd relacionada ao fon Art, a segunda (Us)

relacionada ao ion Artt e a terceira ao jon He™.

A Tela Fosforescente

A observacao do desvio do feixe, um dos objetivos deste experimento, pode ser feita na tela

fosforescente de sulfeto de zinco do tubo de osciloscdpio, que foi adaptado para acoplar-se
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Figura 4.18: Gréfico da corrente do feixe I medida pelo copo de Faraday em fungdo do potencial

aplicado nas placas que compdem o filtro de Wien, Uien, para um feixe de He obtido a partir de um

potencial de extracdo de 9,0 kV. 5S40 observadas 3 gaussianas ajustdveis, das quais a primeira corresponde

ao feixe de Ar™, a segunda ao feixe de Ar?™' e a terceira (U/3) corresponde ao feixe de He™.



CAPITULO 4 - ENSAIQ EXPERIMENTAL 6

Figura 4.19: Aparato experimental na fase atual de montagem no laboratdrio Van de Graaff da PUC.

ao final da linha do acelerador. Podemos, a partir da visualizagdo do feixe na tela, obter
informacoes importantes, como a focalizacio do feixe, verificagio, com a ajuda de um
{ima, da existéncia de um feixe neutro, e ainda a medida do desvio do feixe com relagdo &
diregdo inicial de incidéncia. Esta dltima informacio pode ser obtida com uma maquina

fotografica utiizando wm longo tempo de exposicao.

4.4 Resultados Obtidos

Utilizando o aparato experimental na fase atual de montagem, como mostra a figura 4.19,
obtivemos os resultados apresentados nesta secdo.

A figura 4.20 mostra fotografias do feixe He™ para as seguintes situagdes: (a) feixe sem
campos magnéticos aplicados; (b) feixe na presenca do campo estdtico Bo(/ = 4,2 A) =
10,4 mT (ver relacdo 4.8); {c) feixe na presenca do campo By, o mesmo do item (b), e
do campo girante By, cujo médulo é dado por By(J = 108 mA) = 0,093 mT (ver relagao
4.8)3. A freqiiéncia do campo girante é ignal aw = w, = yBy = 2740 kHz = 251, 327 kHz,
estando na condic@o ressonante, ou seja, apresenta a freqiiéncia do campo girante igual
a freqiiéncia de ciclotron do fon; (d) feixe na presenca do campo girante como dado no

item anterior, porém com campo estdtico dado por By = By/2 == 5,2 mT, portanto fora

3Calculamos o médulo do campo By como sendo a média dos campos magnéticos gerados pelos dois
pares de bobinas. Sendo assim, tinhamos uma corrente (pico-a-pico) de 230 mA percorrendo um par
e uma corrente de 200 mA percorrendo o outro par de bobinas. A amplitude média da corrente é,
aproximadamente, 108 mA.
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Tabela 4.2: Didmetros médios do feixe sob a agdo dos campos magnético estdtico By e girante By,

conforme descricio da figura 4.20.

| Gréficos (Figura 4.22) | Didmetro médio do feixe ( mm ) |
(a) 11+1
(b) 10 + 1
(c) 15+ 1
(d) 1241
i (e) 10 4+ 1

da condicao de ressonancia w = ! = vB). A freqiiéncia do campo girante fol mantida,
w = w, = .. (e) feixe na presenga do campo girante como dado no ftem (c), porém
com campo estdtico dado por Bf = 2By = 20,8 mT, novamente fora da condi¢ao de
ressondnciaw = w! = yBj. Observe que a freqiiéncia do campo girante equivale a metade
da freqiiéncia de ciclotron neste caso, w = w, = w. /2. O menor retingulo tem dimensoes
7.0 mmx11,3 mm. O tamanho real do feixe é 1,4 vezes maior que aquele mostrado na
figura.

Devido a simplicidade do sistema de detecgdo, a andlise destes resultados sé pode ser
feita de maneira semi-quantitativa. No entanto, ¢ visivel no item (c) da figura 4.20 uma
maior dispersao do feixe. Este é precisamente o caso em que w = w,.

A partir das figuras digitalizadas podemos medir a dispersao do feixe em torno da
dire¢éo de incidéncia nas situagtes mostradas nos cinco itens da figura 4.20. Utilizando
um programa de imagens é possivel obter as curvas de intensidade versus posicio, ao
longo do diametro do feixe, mostradas na figura 4.22. Em alguns casos temos saturacio
da intensidade do feixe. Isso dificulta ainda mais a anélise através do ajuste de gaussianas.
Como os picos sao definidos préximo a linha de base podemos medir a largura da linha
proximo ao nivel minimo e avaliar esses valores. As linhas vermelhas horizontais indicam
qual a regido estimada para os valores dos raios meédios do feixe sob diferentes condicées.

Obtemos desta maneira a tabela 4.2.

A figura 4.23 mostra o grifico dos parémetros mostrados na tabela 4.2 em funcio do
campo estatico. A parte em amarelo mostra os valores do diametro médio para os casos

(a) e (b) mostrados na figura 4.20. Observe que fora da ressonancia, ou seja, quando o
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Figura 4.20: Fotografias do feixe He' para as seguintes situagdes: (a) feixe sem campos magnéticos
aplicados; {b) feixe na presenga do campo estdtico Bg(I = 4,2 A) = 10,4 mT; (c) feixe na presenca do
campo By, o mesmo do ftem {b), e do campo girante B; de freqiiéneia w = w, = vBy = 2740 kHz =
251, 327 kHz e médulo B; (I = 108 mA) = 0,093 mT; {d) feixe na presenca do campo girante como dado
no item anterior, porém com campo estatico dado por By = By/2 = 5,2 mT, portanto fora da condi¢io
de ressondncia w = wl = vBj. (e) feixe na presenga do campo girante como dado no item {c), porém
com campo estdtico dado por B = 20,8 mT, novamente fora da condigio de ressonincia w = wfl = vBy.
Observe que a freqiiéncia do campo girante equivale a metade da freqiiéncia de ciclotron neste caso,
w = w, = w’/2. O menor retingulo tem dimensdes 7,0 mm x 11,3 mm e o fator de escala para as figuras

vale 1,4.
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Figura 4.21: Superficie de intensidade do feixe correspondente ao item (c) da figura 4.20. A linha preta
representa a direcdo do corte transversal sobre o qual as curvas de intensidades sio analisadas (veja figura

4.22).
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Figura 4.22: Gréficos mostrando a variacéo da intensidade ao longo do didmetro do feixe. Os graficos
correspondem, respectivamente, s fotos mostradas ne figura 4.20. As linhas vermelhas horizontais in-

dicam qual a regido estimada para os valores dos rains médios do feixe sob diferentes condigdes.
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Figura 4.23: Grafico dos pardmetros mostrados na tabela 4.2 em funcdo do campo estético. A parte

em amarelo mostra os valores do didmetro médio para os cagos (a} e (b) mostrados na figura 4.20.

campo estatico é igual a By, os diametros médios nao sofrem variagOes apreciaveis. Bste
resultado semi-quantitativo mostra indicios da existéncia do fendmeno ressonante. No
entanto, sera necessario aprimorar o sistema de detecgio, como sera sugerido em mais

detalhes no Capitulo 5.



Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Resumo do Trabalho

Neste trabalho estudamos o movimento de uma particula carregada em campos magnético
e elétrico oscilantes.

O problema ¢ simplificado quando usamos o conceito de um sistema girante de coor-
denadas. Neste sistema de coordenadas, podemos descrever o movimento em termos de
um lagrangeana efetivo, e a forma da forca de Lorentz é preservada. A partir daf aparece
a similaridade entre as equacoes de movimento da particula e aquelas de um conjunto
de trés osciladores harménicos acoplados com termos de amortecimento anisotrépicos. O
movimento da particula é, entéo, descrito como uma superposicao de antovetores de uma
matriz dinamica.

E mostrado que, quando a condicao ressonante é alcangada, isto é, quando a freqiéncia
do campo girante (w) se iguala a fregiiéncia de ciclotron da particula (w.), esta é confinada
na regiao de atuagao dos campos magnéticos estatico e girante. Neste caso, a drbita da
particula torna-se uima curva fechada no sistema girante de coordenadas, ou uma superficie
fechada no sistema de coordenadas do laboratério. Os resultados sugerem um método
ressonante para confinamento de particulas carregadas e separacao isotdpica.

Usando, em Mecanica Quantica, o equivalente a uma transformacio para um sistema
girante de coordenadas, encontramos uma expressao operacional para a funcio de onda da
particula no sistema de coordenadas do laboratério. Quando w = w,, o hamiltoniano efe-
tivo corresponde aquele de nma particula carregada movendo-se em um carmpo magnético

estatico Bey = Bii— Bok e ainda sob a acfio de um potencial elétrico ¢y = —yBoB1 X Z/2,

82
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que pode ser considerado um termo de acoplamento entre os campos estético ¢ oscilantes.
Obtivemos as equacdes de movimento para os valores esperados das componentes de
posi¢ao (conjunto de equagbes 3.57) e mostramos que sdo equivalentes &s equagdes de
movimento, obtidas classicamente, na condigo ressonante {conjunto de equagdes 2.24),
ot seja, quando a freqiiéncia do campo oscilante B; iguala-se a freqiiéncia de ciclotron da
particula carregada (w = w, = —vBy). Com o objetivo de verificarmos algumas destas
previsoes tedricas, realizamos a. montagem experimental descrita no Capitulo 4 para obser-
varmos a trajetoria inicial de un feixe de ions sob a agao de campos magnéticos estditico
e oscilantes, na condigdo ressonante. Para isto utilizamos fons de He* com energia de
6,5 keV. O feixe de ions He' é produzido em uma fonte tipo “Penning”. Qs médulos dos
campos magnéticos usados no experimento foram de 0,2610 T para By (w, = 200r kHz)
e =~ (,0001 T para B;. Estes campos s&o produzidos por um solendide (B;) e dois pares
de bobinas retangulares em uma configuracio tipo Helmholtz, colocados em torno de um
tubo de vidro, revestido internamente por duas camadas de filmes finos de aco e de cobre.
A regido de campo ressonante tem 20 cm de comprimento e, devido a um potencial de re-
tardo de 4,0 kV, é atravessada pelas particulas em aproximadamente 0,58 ps. A deteccao
é feita 1,90 m & frente, através da observagio em uma tela fosforescente de um tubo de
osciloscépio adaptado ao final da linha do acelerador. Resultados preliminares indicam

que o feixe é desviado ressonantemente em aproximadamente 20 %.

3.2 Discussao dos Resultados Experimentais

A principal deficiéncia do aparato experimental montado estd no sistema de detecgio.
No entanto, uma andlise semi-quantitativa dos resultados alcangados, como mostram as
figuras 4.20, 4.22 e 4,23, nos permite ver com otimismo investimentos nesta linha de
pesquisa. O aprimoramento da técnica poderd ter resultados importantes tanto para a
Pesquisa basica quanto em aplicagdes industriais. Avancos neste sentido sio sugeridos nas

proximas secoes.

9.3 Aprimoramento do Experimento

Abaixo si0 descritas algumas propostas de continuagdo do trabalho j3 realizado, através

do aprimoramento do aparato experimental, que pode ser dividido em tres etapas.
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5.3.1 Redimensionamento do Experimento

Atualmente o solendide e os dois pares de bobinas que produzem o campo girante se
situam externamente & linha do acclerador. O conjunto pode ser modificado de modo a
comportar as bobinas na parte interna do tubo. Esta modificacio reduzird a impedancia
do circuito ressonante, permitindo um ganho maior para uma dada poténcia fornecida
aos pares de bobinas que geram o campo B;. Uma outra vantagem desta modificacio ¢ a

eliminacao do uso do tubo de vidro metalizado.

5.3.2 Implementacao da Deteccao via Placa de Microcanais

O uso de uma placa de microcanais (Microchannel Plate) sensivel a posicio permite a
observacdo de mudangas na posicio do feixe com resolucio de décimos de milimetros.
Com este recurso, seremos também capazes de aumentar o tempo de aquisicao de dados,
0 que permitird uma maior precisio na medida. O controle do sistema de aquisicéio
e o tratamento estatistico dos dados podem ser feitos automaticamente, utilizando um

programa escrito em linguagem grafica, por exemplo, LabView ou DELPHI [34].

5.3.3 Separacao Ressonante de Is6topos de um Feixe

Isétopos de um feixe podem ser separados, selecionando-se uma espécie através da sin-
tonia da freqiiéncia dos campos oscilantes na freqiiéncia de ciclotron correspondente. A
escolha do projétil neste caso dependerd dos avancos obtidos nas etapas anteriores, mas

um possivel candidato é o Argonio.

5.3.4 Confinamento Ressonante

Esta etapa é uma extensao natural da etapa anterior. Essencialmente, seria necessiria a
readaptacao das dimensoes do aparato experimental. Serd necessério ainda o desenvolvi-
mento de uni desacclerador a fim de reduzir a velocidade inicial do feixe a energias da
ordem de alguns elétron-volts ou menos. Utilizando uma combinacio de eletrodos que
funcionam como lentes de retardo para feixes, podemos chegar a um feixe colimado de
baixa energia. SinmlagGes para a obtencao da melhor configuracao de eletrodos foram
feitas através de um programa de simulagao de trajetdria de fons, o SIMION. Devemos

também melhorar o vacuo em pelo menos uma ordem de grandeza, diminuindo assim
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probabilidade de troca de carga do feixe durante o experimento.

5.4 Algumas Possiveis Extensoes

A inclusao do spin da particula através de um tratamento semi-cldssico pode ser promis-
sora como um posterior desenvolvimento dos resultados aqui apresentados.

Possiveis aplicagoes deste trabalho podem ser encontradas em separagio isotdpica,
confinamento de dtomos para evaporacéo por resfriamento, experimento de Stern-Gerlach
em particulas carregadas, e ainda em confinamento de plasma. Um diferenca notdria em
relagao a outros métodos aparece devido ao fato de o tratamento dado aqui ndo aplicar
gradientes de campo magnéticos.

Com vistas a estas possiveis aplicacdes, a partir do desenvolvimento tedrico deste
projeto e de uma proposta experimental, foi feito um pedido de patente (INPI - patente

numero PI 9705235}, cuja cbpia se enconfra em anexo.
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Apéndice A
O Sistema Girante de Coordenadas

Consideremos um vetor genérico que seja fungao do tempo, W(t). Este vetor pode ser

expresso em termos de suas componentes cartesianas W, (t), W, (¢) e W,(¢) como
W) = Wo(thi+ W, (t)j + W.(t)k. (A.1)

No sisteina de coordenadas do laboratério os versores i, j e k séo constantes no tempo,
mas hnaginemos um sistema de coordenadas que gire com velocidade angular w. Este
novo sistema de coordenadas possui versores i/, j' e k' que, em relagio ao sistema de
coordenadas do laboratério, sao fungdes de ¢. Podemos escrever o vetor W(t) neste novo

sistema de coordenadas como
W(t) = W (i + W, ()i + W.(HK. (A.2)

As taxas de variacao dos versores i, 7, k' sio dadas por
g k) ¥

a_ wx i
E - 3
dy
—(,é =w x j, (A.3)
6;1: =wx K.
A derivada temporal do vetor W(¢) serd, portanto, dada por
dW  dW,, dW,., JdW, d y o / :
= it s k= (Wi + Wiy + W(HK). (A.4)
Desenvelvendo o lado direito encontramos
dW  dW! | dW; dW,! di’ dj’ dk’
_ T [ 4 V’J‘ 7
@ - @it gt g k+W“dt+v”dt+mzdf (8.5)
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Substituindo as derivadas dos versores em relagao ao tempo (equagoes A.3), temos

dW  dW! dw; di) o re ;
i @ LT g g K e x (W W+ WK, (A.6)

ou, emn wna forma compacta,

d—d‘;ztsé—‘j—l-wxw, (A.T)
onde W est4d escrito em termos de suas coordenadas no sistema girante. § W /6t representa,
a taxa de variagao do vetor W com respeito a este sistema de coordenadas.

De maneira analoga, podemos obter a relagio da derivada segunda de W entre os

sistemas de coordenadas girantes e do laboratério. Derivando A.6 encontramos

AW _ EW,,  EW EW,

zy.!
dat - ar T g e K
dW.di"  dW!dj  dW!dK d,
@ ar T d oa T @ @ @ Wt T Wk, (A.8)

Substituindo as equacoes A.3 e A.6 obtemos

EW  EwWL, EW,.,  EW!

g~ gt apd taE K
dw, dw’; w!
+2w % ( dtmil + dtyjl + ddtzk’) +w x (w x (Wi + W,j' + W)k')), (A.9)
ou , ,
AW W OW
= - 4 2 — . :
7 5 + 2w X 5 +w X {wx W) (A.10)

onde W esta expresso em termos de suas coordenadas no sistema girante. A relacio acima

¢ valida para qualquer vetor W.



Apéndice B

As Raizes da Equacao Secular de

Sexta Ordem

Neste apéndice analisaremos as possiveis solucdes da equacio 2.43, dada por
P’ +ap* +bp* -+ =0,

onde

a=w?+ i+ (w-—w)?,

2
b=w2 [(W‘_wc)z"'_?)_%,}":[?

1
c= wauﬁ(u —We).

A equacao B.1 fornece as autofreqiiéncias de uma particula carregada. sob a acio dos

campos elétrico e magnético dados por 2.17 e 2.18. A solugio geral pode ser escrita como

uma combinagdo linear do tipo [27]

X = A, XPeM  AaXPlerrt 1 A, XPerst 4 A X PPt 4 A XD epst 4 A X Oeret (B.2)

onde as constantes A, sdo determinadas pelas condigoes inciais. X0 ¢ o autovetor de

n-ésima ordem, associado & n-ésima raiz p,, da equacao B.1.

A partir de B.2 podemos observar que, se as rafzes p,, forem nitmeros imaginérios puros,

teremos solugbes oscilantes no tempo, o que caracteriza o confinamento da particula. Por

outro lado, se as raizes forem reais ou complexas {com parte real nao-nula), aparecerio

termos exponenciais que levam a solucao nao-confinada da particula. Para raizes idénticas,

88
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p1 = pa por exemplo, os autovetores XV e Xi? serdio idénticos levando a uma solugao do
tipo

X = (A + Apt)X e + AzXPemt 1+ 4, X et + 4, XPlerst + AX P e, (B.3)

em que aparece uim termo de arrastamento linear. Para o caso p; = ps = 0, a solugao B.3
se iguala aquela em 2.46.
Na primeira parte deste apéndice analisaremos quais os tipos de rafzes possiveis e na

segunda parte faremos uma analise grafica do problema.

B.1 Analise das Raizes

Chamando A = p?, podemos escrever B.1 como uma equacio do terceiro grau em
AM+al +bA+e=0. (B.4)
Denominando A, uma raiz real da equacdo B.4, devemos lembrar que:
e Se A, for positivo teremos p — real. Neste caso ndo haverd confinamento.

e Se A, for negativo teremos p — imaginario puro e, portanto, solucdes oscilantes, que

contribuem para o confinamento da particula.,

Denominando A, uma raiz complexa do tipo pe? teremos p = +,/pe?/2, e podemos

dizer que:

e Se p for imagindrio puro (¢ = (2n+ 1)m; n = 0,1,2,...) teremos termos que con-

tribuem para o confinamento.

e Se a parte real de p for positiva teremos um termo que leva a um arrastamento

exponencial da particula.

e Se a parte real de p for negativa teremos um termo que leva a um amortecimento

exponencial da amplitude do movimento.

Chamando de 21, 2y ¢ z3 as raizes da equacgio B.4, podemos escrever

()\ - Zl)(/\ has Zg)()\ - 23) =0
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ou
=

)\3 — (Z}_ + zZ9 -+ 23))\2 + (2122 + Z123 + 222}3))\ — Z1%aZ3 — 0. (BO)

Comparando a equaciio B.5 com a equacgéo B.4 podemos escrever os coeficientes a, b

e ¢ Como

a=-{(z;+ 22+ z3),
b= (2120 + 2123 + z223),
C = —212923.
Como a equacio B.4 tem coeficientes reais, sendo a e b sempre positivos, teremos as

seguintes possibilidades para as raizes.

o Trés Raizes Complezas

Supondo z;, 23 e z3 complexos, podemos escrever

i9
2y = mer,
Z9 = p26132,
iy = p38133'

Neste caso, a constante ¢ serd dada por

= L_plp2p36i(91+32+93) .

Como ¢ é real, devemos ter
B + Gy + 65 = 7,
onde 7 é mteiro.

Por outro lado, a constante b serd dada por

b= 2122 + 2123 + 2225 = prpa€ T 4 ppaeiP1H08) . gy poi02r8s)

Como ¢ + 0y £ nm; 0] + 03 # nr e Oy + 5 # nr, teriamos a constante b complexa.

Isto exclui a possibilidade de obtermos 3 rafzes complexas em nosso problema.
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o Apenas Uma Raiz Real

Para termos uma raiz real podemos escolher a raiz z; com 83 = 0. Assim teremos a

constante ¢ dada por

¢ = —pipapac B0

e, entao, para que c¢ seja real temos
91 + 92 = N,

onde n é inteiro.

A constante b serd, neste caso,
b= 2129+ 2323 + 2023 = plpgei{gl_*—gz} + P3(P1€w} + P26w2),

e a constante g

a = —(p1e’ + pye'® + pg).

Para que as constantes a e b sejam reais, é necessario que a soma p;ei® - poe® seja
real. Usando o fato de 8, + 8, = nm, obtemos p; = pycos(nw). Logo, se tivermos

uma raiz real, as outras duas serdo necessariamente complexas conjugadas.

e Apenas Uma Raiz Compleza

Neste caso, escolhemos 8, = 83 = 0. As constantes a, b e ¢ sao dadas por

0
c= —pipap3e’,

i

b= (pz + p3)p1e™" + papa,

a = —(p1€ + py + pa).

Uma simples inspecao das relagbes acima mostra que os coeficientes serao reais se

61 = nm, ou seja, ngo podemos ter duas rafzes reais e uma complexa.

e Trés Raizes Reais

Neste caso temos ¢; = 6 = 63 = 0 e nao ha restricoes.

Em suma, em nosso problema podenios ter:

e Uma raiz real e duas complexas conjugadas, ou
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e Trés raizes reals.

No tiltimo caso teremos as constantes dadas por
a=—(p1+p2+ pa),

b= pip2 + p1ps + paps,

€= —p1p2ps-

Néo podemos obter todas as raizes positivas, porque a > 0. Por outro lado, poderemos
encontrar todas as raizes negativas. Isso € um fato importante, como jé foi comentado,
levando a termos oscilantes que contribuem para o confinamento da particula. Neste caso,
as constantes a e b serao sempre positivas e ¢ > 0. Ou seja, trés raizes negativas quando
w > w,, caracterizando confinamento néao-ressonante.

As constantes a, b e ¢ dependem da razéo carga-massa da particula, da magnitude
dos campos magnéticos aplicados (Bg e B;) e da freqiiéncia do campo oscilante aplicado
B;. Em um dado experimento, devemos portanto analisar cuidadosamente as condicoes
para cada isétopo envolvido. Na préxima se¢ao faremos uma andlise gréfica do problema,

utilizando como exemplo ions de cinco isétopos do uranio 31J, 234y 2387 86 o 287,

B.2 Analise Grafica

Sabemos que basta uma raiz da equagio B.4 ser positiva para que nio haja confinamento
da particula. No Capftulo 2 mostramos que o confinamento ocorre quando a freqgiiéncia
do campo magnético oscilante By se iguala & freqiiéncia de ciclotron da particula, ou seja,
quando w = w,. No final da se¢éo anterior mostramos que o confinamento pode ocorrer
se tivermos 3 raizes reais e negativas da equagao B.4. Faremos uma andlise grafica neste
caso, mostrando como a equagao B.4 se comporta em funcio da freqiéncia para o caso
dos is6topos do uranio: 23y, 847 28] 2367] ¢ 23877,

As figuras B.1 e B.2 mostram a fungéo f(A) = A* + aX? 4+ bA 4 ¢ no caso em que
¢ > 0, ou seja w > w., possuindo uma raiz negativa real e duas complexas conjugadas
(@ = 120, b = 1800 e ¢ = 11000) e no caso em que a funcio possui trés raizes reais
negativas ((a = 116, b = 1600 e ¢ = 4000)), respectivamente.

Na freqiéncia de ressonancia (w = w,) temos ¢ = 0 ¢ f()\) possui uma raiz nula e

duas raizes reais negativas. Este caso é discutido no Capitulo 2. Quando w > w,, os dois

)
+



APENDICE B - AS RAIZES DA EQUACAO SECULAR DE SEXTA ORDEM 93

f(3) = 2° #1205 + 18007+ 11000

140000

120000 + N
100000 + /
0000

-~ B0DO0 ——-— o]

® el NI
40000 f

| N

::/
-20000 Lttty
-100 -80 -60 -40 =70 1] 20

Figura B.1: Representagio gréfica da fungdo f()) para o caso em que ¢ > 0, o que implica em w > w,,

quando a solugdo corresponde a duas rafzes complexas conjugadas e uma raiz real negativa.

casos mostrados nas figuras B.1 e B.2 podem acontecer. Analisando o ponto de minimo
da fungdo f(A) é possivel saber quando o problema terd solugoes que levam ou nao ao
confinamento. Isto pode ser feito a partir de nm grafico da funcéo f(A) no ponto de

minimo em funcao da freqiiénecia w. Em resumo:

o f(Amin) > 0 — uma raiz real negativa e duas raizes complexas conjugadas (nfo héa

possibilidade de confinamento);
® f(Anin) < 0 — trés raizes reais negativas ndo nulas (ha confinamento).

Os pontos de maximo e minimo podem se encontrados a partir de
F(A) =32 +2ax+b=0,

e dai encontramos
—g3+ A
A:I: ot 3 )

onde A = (a? - 3b)}/2. A partir da derivada segunda f”(A) = 6 + 2a encontramos

F1L) = —2A < 0
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f(2) = ¥ #1162 + 16004 + 4000
100000 -+ / \
80000 + / \\ /
60000 :

< i / \ /
= A0000 + \ /
20000 -+ /

120000 -

-20000 H— +——— +——+ s g t—t —t—tt =ttt

-100 80 -50 -40 -20 0 20

FPigura B.2: Representacio gréfica da funggo f()\) para o caso em que ¢ > 0, o que implica emm w > w,,

quando a solucac corresponde a trés raizes reais negativas.

fu()\-!-) = +2A > Oa

mostrando que A_ é ponto de méximo e A, é ponto de minimo.

A figura B.3 mostra as curvas para f(A,) em funcao da fregiiéncia do campo magnético
oscilante B;, w, para os isGtopos triplamente ionizados do uranio 233U, 24y, 288, 236y)
e 38(J. Este is6topos estdo submetidos aos campos By = 0,01 T e By = 1 T. As curvas
para cada isétopo cortam o eixo horizontal em dois pontos: o primeiro alguns Hertz
acima da freqiiéncia de ressonancia de ciclotron, que neste caso é da ordem de MHz, ¢ o
segundo a cerca de 50 kHz acima do primeiro. Entre estes dois pontos, a particula nio
serd confinada, (f(A;) > 0), podendo isto acontecer somente em uma regifo de alguns
Hertz acima de w, e para freqiiéncias acima do segundo ponto onde f(A,) corta o eixo

horizontal.
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Figura B.3: Curves da funcio f()\.) em fungio da freqiiéncia do campo magnético oscilante B;, w,
para os isétopos triplamente ionizados do wurdnio: 233U, 24y BBy BOY o 28]] Fistes isotopos estio

submetidos aos campos B =0,01 Te By =1T.



Apéndice C

Movimento Vinculado de uma
Particula Carregada sob a Acao de

um Campo Magnético

C.1 Introducao

O movimento cléssico de uma particula carregada g em um campo magnético B é descrito

em livros introdutérios de eletromagnetismo através da forga de Lorentz ([35], se¢do 29.2)

F=mi—¥=qva, (C.1)

onde v é a velocidade da particula.
Se, em lugar de uma tnica particula, existir uma densidade de corrente J , definida

como J = ngv, onde n é a densidade de particulas, a equacio C.1 pode ser reescrita como

dal ¢

Por outro lado, os livros de eletromagnetismo ([36], secdo 5.6) mostram que, para
uma distribuigéo de corrente, pode-se definir um momento de dipolo magnético m, o qual

relaciona-se com J através da equacao
1 ! ’ 3,7
m(t):§/r x J(r', t)d’r, (C.3)

onde a integragdo se estende sobre toda aregido da corrente. Para um momento magnético

pontual na presenca de um campo magnético, a equagao de movimento para m pode ser

96
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derivada da equagdo de movimento do momento angular mecanico, A, e adotando a

relacao de proporcionalidade entre m e A, m = yA ([22], se¢do 2.1),

‘% = ym x B. (C.4)

No caso simples de uma trajetdria circular de raio ¢, m = wa?I#, onde # é o vetor
unitario normal ao plano do circulo e [ é a corrente elétrica. Da equacgido C.4 vemos que
0 torque maximo ocorre quando m é perpendicular a B. Entéo, se o campo magnético
estiver ao longo do eixo z e m inicialmente ao longo do eixo z, a equacao C.4 simplesmente
nos mostra que este vetor sofrerd uma rotagéo no plano zy com freqiiéncia angular igual
aw =B

Apesar da semelhanca entre as equagoes C.2 e C.4, esta tltima nio é obtida direta-
mente da primeira usando a equacgio C.3. A referéncia [36] (secdo 5.7) mostra que, para
uma distribuicdo geral de corrente, J(r,t), a equacao C.4 toma a forma mais geral

dm _ g / ' x [J(', 1) x Bld*r. (C.5)
dt 2m

Aqui consideraremos um caso itustrativo de uma distribuicio de corrente nao-estacio-
naria devida ao movimento de uma particula carregada vinculada a se mover sobre uma
superficie esférica, sob a agio de um campo magnético. A trajetéria e o momento angular
canonico da particula sédo calculados numericamente e comparados ao movimento de um

momento magnético pontual sob a agéio desse mesmo campo magnético.

C.2 Equacgoes de Movimento

Considere uma particula de carga g e massa m vinculada a se mover sobre uma superficie
esférica de raio r = a. Um campo magnético By é aplicado ao longo do eixo z (B = Bpk).
O potencial vetor associado ao campo magnético pode ser escrito como

I'XBﬁB{)

A partir da equacao C.6, podemos encontrar o lagrangeano associado
. . . By . By .
EzT-i—qA-v:%—(m2+y2+z2)—g—2—oy$+g2—omy. (C.7)

Como a particula carregada estd confinada a se mover na superficie de uma esfera de
raio r = a, temos o vinculo

P+ + 22 —a=0. (C.8)
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Para tratar este problema precisamos utilizar o método dos multiplicadores de La-

grange. Para uma Unica equacio de vinculo, temos

d { L arl
a (%) S (€.9)

onde k£ = 1,2, 3...n corresponde & k-ésima coordenada generalizada, A é o multiplicador
indeterminado de Lagrange e os coeficientes a; sdo obtidos a partir da equagio de vinculo

escrita na forma
Zaqu + ay. (C].O)
k

Eiscrevendo a equacao C.8 na forma da equagio C.10, encontramos
zt +yy+ 2z =0. (C.11)

Comparando as equagdes C.11 e C.10, chegamos aos coeficientes: a; = x, ay = ¥,

az = z e a; = (. As equacdes de movimento sio
§j = —yBoi + (A\/m)y, (C.12)
= (A/m)z,

onde v = g/m é a raz8o carga-massa. O conjunto das equacdes de movimento C.12 pode

ser colocado na forma matricial 2.36, onde as matrizes D ¢ W sdo agora dadas por

0 w, 0O
D=1 ~w, 0 0 (C.13)
0
5]
Afm 0 0
W= 0 xm 0 |, (C.14)
0 0 A/m

onde w, = vBy. ‘

A solugio ¢ obtida a partir do conjunto de equagdes C.12 juntamente com a equacio
de vinculo C.11. O sistema de coordenadas retangulares nio parece ser o mais simples
para a solucao deste problema. Devido & simetria esférica imposta pelo vinculo, a solucio

deve apresentar-se de forma 1nais simples em um sistema de coordenadas esféricas.
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Em coordenadas esféricas o campo magnético pode ser descrito por um potencial vetor
dado por
B,
A=A,p= ?Orsmﬂgb. (C.15)
A lagrangeana é dada por [26] (secdo 1.5)

. B
L=T+gA v = T+ (rd) + (rgsind)?] + Lorsinop. (C.16)

Como o lagrangeano néo depende da coordenada angular ¢, a componente z do mo-

mento angular candnico é conservada

g—g— = L, = ma®sin®6(y + qQ—ff) = constante = (. (C.17)
Aplicando as equagdes de Lagrange, obtemos as outras duas equages, relativas a r e
6
mal® + (i + %‘Ez—“)sm?e] . (C.18)
[0 - f(qo + @)sinze] =0, (C.19)
2 m

onde A ¢ um multiplicador indeterminado de Lagrange.

Desde que as tinicas varidveis de movimento sio 6 e ¢, o problema pode ser comple-
tamente resolvido usando as equagdes C.17 ¢ C.19. A equagéo C.18 fornece o vinculo.
Observamos que na auséncia do campo magnético, ) = —mu3/a é a forga centripeta, com
v} = *[6% + (psind)?]. O termo proporcional a By aparece devido & variagdo do fluxo
magnético através do caminho percorrido pela particula. Este termo é responsavel pelo
efeito diamagnético observado em dtomos e moléculas ([19], segdo 2.1).

A constante de movimento C' na equacido C.17 é obtida a partir das condi¢des ini-
clais. O caso mals simples corresponde & escolha #(0) = ¢(0) = 0 e #(0) = w = vy/a.
Estas condi¢oes descrevem uma particula comecando seu movimento a uma distincia o
da origem sobre o eixo z com velocidade inicial vy ao longo do eixo z. Recolocando estas
condicoes na equagao C.17, encontramos C = (). Neste caso, a solugdo para a coordenada

angular ¢ ¢

q
ty=(~——B8 ) t=wrt, .
@(t) ( 5o 20 Wi, (C.20)
onde wy, = —qBy/2m ¢ a freqiiéncia de Larmor. Recolocando @ = wr, na equacao C.19

para f, encontramos

6 -+ wisinfcosd = 0. (C.21)
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Multiplicando a equacio C.21 pelo [ator de integracio 20 obtemos a equacao:

_@_(82 + wisin®@) = 0

dt L ’

a qual significa que a quantidade entre parénteses é também conservada. Esta quantidade

corresponde & energia da particula. Levando em conta as condicGes iniciais, encontramos
62 + w%sz’nzﬂ = w*

ou

0 = wv1 — k2sin28, (C.22)

onde k = wy,/w. Portanto,
wi = / IL. (C.23)

k2sind
Portanto, para valores arbitrarios de k, a coordenada angular € deve ser expressa como
uma integral eliptica, e esta nao tem uma forma analitica simples. Se k =~ 0, o periodo de
movimento em ¢ é obtido integrando a equagao C.23 entre 0 e 2m: 7 = 27/w = 2wa/vg.
No limite oposto, isto é, £ = 1, a relagdo entre 0 e t é dada por

ot = In (1+sm9) 1

cost?
a qual diverge para § = 7/2.

As figuras C.1, C.2 e C.3 mostram as trajetérias da particula e do seu momento angular
canonico para os seguintes valores de £: 0,001, 0,5 e 1. As equagoes de movimento foram
integradas numericamente usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem [37, 38]
com passo A = 0,001. Um passo tdo pequeno foi necessario a fiin de observar os efeitos
da divergéncia mencionada acima sobre a trajetéria da particula. Para k = 0,01, a
particula descreve um circulo, que gira em torno do eixo z (Fig. C.1). A medida que k
aumenta, o movimento se torna mais complicado (Fig. C.2) e, para k = 1, a érbita da
particula € girada de 90 graus, e o movimento torna-se vinculado ao plano zy (Fig. C.3).
As trajetérias para os mesmos valores de k, mas diferentes condigdes iniciais, sdio muito

semelhantes dquelas mostradas nas respectivas figuras.

C.3 Momento Angular

Além da trajetéria da particula, é interessante investigar o movimento de seu momento

angular. Na presenca de win campo magnético, devemos distinguir o momento angular



APENDICE C - MOVIMENTO VINCULADO DE UMA PARTICULA... 103

(a)

(b)
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Figura C.1: Trajetérias da particula e do mamento angular canénico para k = 0,01. As condicdes
iniciais sdo: #(0) = 0, ¢(0) =0, 6(0) = 1 e ${0) =0.
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Figura C.2: Trajetérias da particula e do momento angular canénico para & = 0,5. As condigdes
iniciais sdo: 8(0) =0, @(0) =0, 8(0) =1 e (0) =0.
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Figura C.3: Trajetérias da particula e do momento angular canénico para k = 1. As condi¢fes iniciais
siio: 6(0) = 0, (0) =0, #(0} = 1 e p(0) = 0.
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canénico, L,
L=rxp=rx(mv+qgA), (C.24)

do momento angular mecdanico, A,
A=rxmv. {C.25)

Desde que a transformacéio A — A + V(, onde ¢ representa qualquer funcio escalar,
leva a0 mesmo campo magnético B = V x A, L nilo é unicamente definido ([36], se¢do
5.4).

Com o objetivo de simplificar a andlise, vamos considerar o caso em que ¢ = 0, como

mostrado na figura C.1. Assim, obtemos

L = ma6¢p (C.26)

A = ma(0p — wy sinb). (C.27)

O momento magnético é proporcional ao momento angular mecdnico. A fim de com-
parar a equacao de movimento para A aquela para um momento magnético pontual,
equagao C.4, derivamos a equagao C.27 em relagio ao tempo e, depois de alguma mani-
pulagao algébrica, obtemos

dA

; 1
e ma0p + vA x Bok + w‘LS(ESiﬂ.QHk + cos20p), (C.28)

onde p € o vetor unitario radial sobre o plano zy.

O tltimo termo de equagao C.28 representaria o torque adicional que aparece da
variagio do fluxo magnético através do circuito percorrido pela particula (Lei de Lenz).
Além disso, observamos que para k < 1, da equagio C.22 temos § = w, e o primeiro
termo da equagao C.28 se anula. Portanto, a equagio C.28 e a equacio C.4 tornar-se-ao
similares somente no casoc k& < 1 e se deSpfezamos o efeito vindo do tltimo termo da

equagao C.28.

C.4 Conclusoes

A andlise do movimento de uma particula carregada vinculada a se mover sobre uma

superficie esférica sob a agao de um campo magnético mostra as condigbes que limitam
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a descricao do movimento da particula carregada como equivalente aquela associada ao
movimento do momento magnético. Este limite é expresso pela razéo k entre a fregiiéncia
de Larmor (wy) da particula no campo magnético e sua freqiiéncia angular inicial (w).
Para uma razao arbitrdria entre essas duas freqiiéncias, o problema nio tem solucio
analiftica. A comparacdo entre o movimento do momento angular mecanico da particula
e 0 movimento de um dipolo magnético pontual mostra os limites onde as equacdes de
movimento em ambos 0s casos tornam-se equivalentes. Este seria, por exemplo, o caso de
um atomo com elétrons desemparelhados em um campo magnético, para o qual o efeito
diamagnético ¢ desprezivel comparado ao seu momento paramagnético (k menor do que
107%) (119], secao 2.2). Outra importante caracterfstica deste problema é a sensibilidade
da trajetoria da particula e do seu momento angular candnico as condicdes iniciais, quando
o valor de k£ aumenta em dire¢ao a 1. Isto acontece devido & natureza nao-linear das

equagoes de movimento.



Apéndice D

Operadores Exponenciais em

Mecanica Quantica

Neste apéndice deduziremos as relagoes 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15 ¢ 3.16, usadas

no Capitulo 3. Utilizaremos as relagdes de comutacéo basicas

(£, Rl = [P, Pl =0 (D.1)

(R:, Bj) = ihbi, (D.2)

onde F; e F; representam, respectivamente, os operadores posicio e momento candnico
assoctados a componente ¢ = 1,2, 3. Utilizaremos também as relacdes de comutagio entre

as componentes do momento angular candnico
[Li, Lz] == 0; [Lx, Lyl = ihLZ; [Ly, Lzl = ith; [Lz, Lx] = ’l;ﬁLy, (D3)

onde Ly =Y Pz —ZPy, Ly =ZPx—XPzeLz; = XP,—YPy. Temos ainda a seguinte

propriedade
[4, BC| = [A, B]C + B[A, C). (D.4)

A primeira relacao que deduziremos serd (equagio 3.9)
Xcos(wt) + Ysen(wt) = e *tlz/hxghtlz/h (D.5)
Definindo 8 = wt, podemos escrever o lado direito de D.5 como uma funcao de 6
F(8) = e~#La/h X i0Lz/h, (D.6)

106
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Calculando a derivada primeira em relacao & variavel ¢ em 1.6, encontramos

‘ ) ‘

Sendo [Lz, Lz] = 0, temos [Ly, e~ %22/?] = 0. Assim, podemos escrever

d : ] . . j .
é —_ C_ZgLZ/&(*%LZX)EZGLZ/h + e—tGLZ/ﬁ(%XLz)ezGLz/h —_

= e“"’LZ/h%(XLZ - Lz X)e 2/ — e““'GLZ/h%[X7 Lgle?ts/h, (D.7)
Calculando o comutador [X, Lz|, temos
(X, Lz] = [X,XPy —YPx] = [X,XP] — [X,YPx] =

= {[X, X|Pr = X[X, P]} = {{X,Y]Px — Y[X, Px]} = —Y[X, Px] = —ikY, (D.8)

onde utilizamos a propriedade D.4 e as relagies de comutacao D.1 e D.2. Utilizando a

relacao D.8 ern D.7, chegamos a

E‘if_ — e_iGLZ/ﬁYe‘iHLZ/h. (Dg)
af
Calculando agora a derivada segunda, e procedendo de maneira analoga, encontrainos
dT.Z _ _%LZE—zBLZ/FzyezE?LZ/h T e—zaLz/thLZeeeLz/n _
_ __e—iE?Lz/h:_i(LZY — Y Lg)eilz/t - e——iﬂLg/h%[Y-, Lyle®e/t, (D.10)

O comutador [Y, Lz] é dado por
Y, Lzl = [Y, X P] - [V, Y Px| = {[Y, X|Py + X[Y, Py} —

—{[v,Y]|Px + YV, Px]} = X[V, Py] = ihX. (D.11)

Substituindo a relagao D.11 na equagio D.10, obtemos

d*f

&_93 — __ekiGLz/rlXe?:ng/ﬁ — __f(g)' (D~12)

Observamos que a equagao D.12 tem a forma da equacio de um oscilador harménico
d>f (8

;;(2 ) + f(8) =0, (D.13)

e a solucao geral tem a forma

F(9) = Acost + Bsend. (D.14)
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Utilizando as condigoes inciais, f(0) = 4 = X (equacao D.6) e f{0) = B =Y

(equacdo D.9), encontramos
F(0) = Xcosl + Y send = ¢~ 0Lz/h x gi0lz/h (D.15)

Substituindo § = wi, a relacdo D.15 se iguala & D.5.

De maneira analoga, podemos deduzir a relagdo 3.10
[Ycos(wt) — Xsen(wt)]? = e wtlz/hy2gmtlz/h (D.16)
Escrevendo o lado direito como uma funcio de 4 = wit, temos
[Ycos(wt) — Xsen(wt)]? = e"0La/hy 1y 02/t <
_ [e—iBLZ/ﬁYeiﬁLz/ﬁ][e—iBLz/hYeiGLz/ﬁ] = [g(8)]2, (D.17)
onde 1 = e™tlz/he—itlz/h ¢ o gperador unitério e
g(8) = e70Lz/My giLalh, (D.18)

A primeira derivada de g(8) sers,
Z_-g —_ _’I;‘LTZE“iGLz/ﬁyeing/ﬁ + e*iﬂLz/ﬁY&eiGLz/ﬁ _ e-—‘lﬂLz/ﬁ';L_['}/’ Lz]eing/ﬁ. (Dlg)
Substituindo a relagio .11 em D.19, obtemos

% — —g Lz/hy Lz /R (D.20)

A partir de D.20, podemos calcular a derivada segunda

d g ilz 0L ; : tLe . . ) .
-1 /h iBLz/h —i6Lz [k Z _i0Lz/h —ifLz /R * iBLz /k
N7 R ZIRX el gm0z X_ﬁ erElt = gm0l h[X’ Lzle®~2/* (D.21)

Usando a relagéo 1.8,

20(0 _ _
dd%g ) _ Loty gioLalh _ —g(0). (D.22)

A equacho D.22 tem a forma da equagao D.13 e possui a solugo geral dada em D.14.
Utilizando as condigbes iniciais, g(0) = A = Y (equagdo D.18) e ¢'(0) = B = —X

(equacdo D.20), enconframos

g(#) = Ycost — Xsent = ¢~ 00z/hy oi0Lz/h (D.23)
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Substituindo # = wt e elevando a relagio D.23 ao quadrado chegamos 3 relacao D.16.

A relacao 3.11 é
XQ 4 Y2 — e—ithz/ﬁ(XQ 4 YQ)GWtLZ/ﬁ. (D24)

Podemos reescrever o lado direito da relagao D.24 da seguinte maneira,
h(t) = e twtlz/hy ] y giwtlz /R 1 e wtLa /Ry {y giwtlz/h _

. [e—ithz/ﬁXeithz/h] [e—ithg/ﬁ.Xez’thz/h] " {e—-ithz/ﬁ,YeithZ/ﬁ] [e—ithz/ﬁyeithZ/h:I _

(D.25)
Substituindo as equagdes D.15 e D.23, sendo 8 = wt, em D.25, chegamos a,
h(t) = [Xcos(wt) + Ysen(wt)]® + [Ycos{wt) — Xsen(wt)]? =
= X*+ V2 + 2[X, Y]cos(wt)sen(wt) = X* + YV, (D.26)
onde utilizamos a relacdo D.1, mostrando assim a relacao D.24.
Para mostrar a relagio 3.11, que é
Z2 — e—thz/ﬁZQEithz/ﬁ’ (D.Q?)
precisamos apenas mostrar que [Z, Lz] = 0. Calculando este comutador, temos
1Z, Lz] =2, XP)— [Z,Y Px] =
={[Z, X|R + X|Z, Py]} - {|2,Y]|Px + Y[Z, Px|} =0, (D.28)
onde usamos as relacdes D.1 e D.2.
A relagao 3.13 é
Lxcos(wt) + Lysen(wt) = e~ tlz/hp oiwtlz/h (D.29)

Podemos demonstréd-la tratando o lado direito de D.29 como uma funcao de 6 = wt
k(§) = e OLa/h], gWlz/h (D.30)

A derivada primeira de D.30 é

Ak _ Lz —iwrainp oran , giornan L 22 gionan _
ao h
— 6_191:'2/?1*[[;){, LZ}ezﬂLz/h — B_ZGLZ/ﬁLyeing/h, (DSl)

h
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onde utilizamos a relagido D.2. A partir da equagéo D.31 podemos encontrar a derivada

segunda de k(#)

&k Lz i m Lyeile/h 4 g=i0ta/mp L2 jorzm _
df? h
— e—'iBLz/ﬁ;[LY’ Lz]eiﬂLz/h — _e—ieLz/hLXeiQLz/ﬁ — —k(ﬂ), (D32)
]

onde novamente utilizamos a relagido D.2. A equagio D.32 tem a forma da equacio .13
e possul a solugdo geral dada em D.14. A partir das condiges iniciais k{0) = A = Lx

{equacdio D.30) e k'(0) = B = Ly (equacdo D.31), encontramos
Lxcost + Lysenf = e 0Fa/hp o002/ (D.33)

Substituindo & = wt na equagao D.33 chegamos & relacio D.29.

A relacao 3.14 ¢ dada por

LZ — e—ithz/ﬁLzeithz/h (D34)

e, pelo simples fato de [Lz, Lz] = 0 (relagio D.3), a relagiio D.34 estd demonstrada.
A relagao 3.15 € dada por

P + P} = e7"H 2/ P2y PE)ettlalh, (D.35)
A demonstragao pode ser obtida a partir de
P2 4 P2 = ¢ wtle/hp2eivtls/h | o—iwilz/h PRewtbalt ..
_ [e—ithz/hPXeWth/ﬁ]Q 4 [e—mz,z/npyeimz/ﬁ]z_ (D.36)
Primeiramente vamos obter a relagdo para
(0) = e™0Le/R py eiflal/h, (D.37)

Seguindo o mesmo procedimento utilizado para obter a relacio D.5, obtemos a derivada

primeira de j(@), que é

% — eigLZ/ﬁ%'[PX, Lz]eiQLz/h — E_ieLZ/hP'yeing/h, (DSS)

onde o comutador [Py, Lz] é dado por

[Px,Lz] = [Px, X Py] — [Px,Y Py =
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= {[Px, X|Py + X{Px, |} - {[Px.Y|Px + Y[Px, Px|} = —thP. (D.39)
A derivada segunda é dada por

d?j

o _ eﬂ'cemz/h%[Py1 Lz]ez‘BLz/h _ _e—iBLz/hPXeieLZ/h = —j(8), (D.40)

onde o comutador [Py, Lz] é
[Py, Lzl = [P, X Py| — [Py, Y Px] =

= {[Py, X]Py + X[Py, Py]} - {[Py, Y]PX + Y[Py, Px]} = thPx. (D41)

A equacio D.40 tem a forma da equagao D.13 e possui a solugio geral dada em D.14.

As condicdes iniciais j{(0) = A = Py (equagiao D.37) e 5/(0) = B = Py (equacio D.38),
permitem chegar a

Pxcost + Pysenf = e~ 0La/hp, gi0Lz/h (D.42)

De forma anéloga, podemos obter a relagao para

Q(g) — e—iGLZ/FLPYeiE)Lz/h' (D43)
A derivada primeira de ¢(#) é
% — eﬁiGLZ/ﬁ%[Pyj Lz]eiBLz/ﬁ o —e_iBLZ/hP_}(@igLZ/h, (D44)

onde usamos a relacao D.41. A derivada segunda é dada por

é{;_g —_ e“ing/h%[Lz, PX]e’iQLZ/FL — _e—-’ieLz/ﬁPYeiBLz/.ﬁ —_ qq(g), (D.45)

onde utilizamos a relaggo D.39. A equagao D.45 tem a forma da equacio D.13 e possui
a solugdo geral dada em D.14. A partir das condiges iniciais q(0) = A = Py (equagéo

D.43) e ¢'(0) = B = —Px (equagio D.44), obtemos
Pycosf — Pxsentl = e_wLZ/hPyeszm. (D.46)
Substituindo as equagdes .42 e D .46, com # = wt, em D.36, encontramos

efzthz /E.P)%ezthz /h + e——thz /ﬁ,P}%ezthZ R

= [Pxcos(wt) + Pysen(wt)]® + [Pycos(wt) — Pxsen(wt)]? = P% + P2, (D.47)

mostrando assim a relacio D.35.
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A relagao 3.16 é
P2 = emitla/h p2eitla/h, (D.48)

Calculando a relacio de comutagao [Py, L], encontramos
[Pz, Lz = |Pz, XPy| — [Pz, Y Px] =

= {|Py, X\Py + X|Pz, Py]} — {[P2,Y|Px + Y|Pz, Px]} = C. (D.49)

Devido ao fato de P; comutar com Lz (relacio D.49), a relacdo D.48 esta demonstrada.
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