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Resumo

Esta tese estd orgaﬁizada como segue: no capitulo 1 apresentamos uma introducio a
teoria de campos a temperatura finita fazendo nso do formalismo do tempo imagindrio.
No capitulo 2 desenvolvemos as seguintes téenicas nao-pertubativas: o formalismo do po-
tencial efetivo, o formalismo dos operadores compostos e a expansio 1/N. No capitulo
3 estudamos o miodelo de Gross-Neveu a temperatura e densidade finita fazendo uso da
regularizagao analitica. No capitulo 4 estudanios o modelo de Gross-Neveu com simetria
quiral continua a temperatura finita. Nés estudamos a redugio dimeusional deste modelo
e calculames 0s expoentes criticos. No capitulo 5 discutimos o potencial efetive a tenipe-
ratura finita do modelo de campo escalar vetorial com V componentes (Ap' %) p usando
o método dos operadores compostos na aproximagio de ordem dowminante (N grande).
No capitulo 6 estudamos o modelo do campo escalar vetorial com .V componentes (Ac?) p
usando o método dos operacdores compostos na aproximacao de ordem dominante (N
grande). Neste capitulo. discutimos o comportamento da massa e cda constante de acopla-
mento térmica com a temperatura. No capitulo 7 fazemos uma aplicagio das téenicas
desenvolvidas, estudando o modelo do campo escalar mais geral (Ap* + 0%} em dimensdo
D=3. Nesta parte discutimos o fendmeno tricritico. Mostramos que na aproximagao de
ordem doninante para N grande, existe mma temperatura onde a massa ¢ a constante
de acoplaniento se anulam. Esta temperatura define o ponto tricritico. Finalmente. no

capitulo & apresentamos as conclusoes e perspectivas.
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Abstract,

This thesis is organized as follows. In chapter 1 we present an introduction to field
theory at finite temperature using the formalism of imaginary time. In Chapter 2 we
present the following nonpertubative methods: the effective potential. the formalism ol
composite operator and the expausion 1/¥. In Chapter 3 we study the Gross-Neveu
model at finite temperature and density using analvtic vegularization. In Chapter 4 we
stucy the Gross-Neveu model with continuous chiral symmetry at Anite temperature. We
study the dimensional reduction and critical exponents of this model. In Chapter 5 we
discuss the effective potential at finite tempevature of the O{V)-sviumetric (A +%)p
theory using the formalism of composite operator to leading order (large V). In Chapter
6 we analvze the behavior at finite temperature of the O(N\')-synunetric Ap* model in
a generic D-dimensional Euclidean space. An analysis of the thermal behavior of the
renormalized squared mass and coupling constant are doue for all temperatures. Chapter
T we discuss the three-dimensional O(NV)-svmmetric Ag* - 7° theory in the context
of the 1/N expansion at finite temperature. We discuss the existence of the tricritical
phenomenon at finite temperature and we find an expression for the critical temperature
at which the thermal effective mass and coupling constant vanish, and this shows that
the tricritical phencmenon oceurs at an intermediate temperature. Finally. chapter § we

present, conclusions and perspectives.
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Introducao

O Modelo Stundard. haseado no grupo de calibre SU(3) x SU(2) x SU(1) nos dd uma
descricao excelente das interagoes forte. fraca e eletromnagnética. Uma vez que temos uima
teoria que descreve todas as interagdes (deixando de lado a interagdo gravitacional), é
natural perguntar-nos como seria o comportamento de sistemas sob condigdes nac-usuais.
como temperatura e/ou densidade alta. Tais consideragoes tem conseqiiéncias astrotisicas
e cosmologicas. No estagio do universo primordial onde a temperatura foi muito alta, a
teoria convencional a 7' = 0 ndo pode ser usada e deve ser substituida por outra tformulacao
que leve em conta as carateristicas termodinamicas associadas a um banho térmico. Este
método foi chamado Teoria de Campos a Ternperatura Finita e é portanto extremamente
iitil para estudo dos fenémenos em que a matéria se encontra em condigtes extremas.
isto é, temperatura e/ou densidade alta [1]. Segundo a hipdtese do Big-Bang. durante
os primeiros segundos, A matéria contida no universo era quase exclusivamente guarks e
gluons dissociados. o chamado plasma de quarks e gluons. Desta forma a Cromodindimica
(Quantica a temperaturas e/ou densidades altas deve nos dar a descrigio do universo numa
fase primordial.

O estudo de transicoes de fase em sistermas quanticos relativisticos a temperatura
finita comecam a partir dos traballios de Kirzhnitz e Linde [2], ¢ trabalhos posteriores de
Beruard [3], Dolan e Jackiw [4] ¢ Weinberg [5]. Estes trabalhos enfatizam que a simetria
quebrada espontaneanrente a baixas temperaturas cm teoria quantica de campos pode ser
restasrada acima de unta certa temperatura eritica 7.,

Clomo ¢ conhecido, win campo escalar carregado tem win papet fundamental no mod-



elo de Weinberg-Salam. Neste contexto, diversas simetrias vao sendo quebradas com
o esfriamento do universo. Em particular, a restauracdo da simetria do potencial ro
campo de Higgs a temperatura finita é de espectal importincia, devido a relevancia deste
mecanismo para o Modelo Standard eletro-fraco e para a grande unificagao das interagoes
fundamentais. Novainente queremos enfatizar que o estudo da teoria quantica de campos
a temperatura finita € fundamental para o entendimento destes nmecanismos.

Dentro das teorias ndo-abelianas este estudo nao ¢ menos importante. Existe wm in-
tercsse em analisar as propriedades da cromodindmica quantica ((QCD) a temperatura
finita principalmente por dois motivos, O primeiro ¢ obter uma descricdo quantitativa
do comportamento da matéria a temperaturas e densidades altas. Isto nos forneceria
informacgoes muito importantes para uma descricao quantitativa de uma transicao de
fase (confinamento-desconfinamento) nas colisdes de lons pesados ¢ deveria também aju-
dar a comprensio das transigoes da fase que ocorreram durante os primeiros estagios da
evolucao do universo. Vale a pena ressaltar que wn plasma de guarks e gluons deve exi-
stir no interior de estrelas de néutrons. Por esta razdo ¢ que nés deveriamos obter uma
equacio de estado da QCD., determinar os parametros criticos tals como a temperatura
critica e a densidade critica da energia e predizer as modificacoes das propriedades basicas
dos 1hadrons ¢uando variamos a temperatura e densidade. Por outro lado a andlise de
uma teoria de canpos a temperatura finita pode tammbém nos ajudar a melhorar nossa
compreensiao das propriedades ndo-perturbativas a temuperatura zero. A introdugdo de
um pardmetro externo de coutrole (temperatura) nos permite observar a resposta de di-
ferentes observavels e pode fornecer uma compreensiao mellor de sua luterdependincia.
Na realidade gostariamos de entender o porqué de a temperatura de desconfinamento ser
a mesma termpetarura da quebra espontanea de simetria guiral. Duas propriedades da
QCD explicam as caracterfsticas hasicas do espectro observado dos hedrons: confinamento
¢ quebra da simetria quiral. A primeira propriedade explica porque wos observamos so-
mente estados singletos de cor 1o espectro da teoria ¢ a segunda descereve a presenca de

particulas leves, os pions. Fenomeuologicamente, a propricdade do confinameuto da QCD
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manifesta-se no comportamento do potencial dos quarks pesados a grandes distancias. A
temperatura zere no contexto destes modelos fenomenoldgicos, em particular dos diver-
sos bug-models, o potencial quark-antiquark cresce linearmente para distincias grandes,
Va(r) ~ or. onde o = (4201/e1")%. denota a tensdo em uma corda ligando o guark ao nn-
taquark, forcando os quarks e os gluons a serem confinados em um saco hadronico. Dentro
dessa abordagem fenomenoldgica a quebra da simetria quiral condnz a uin condensado
quark-antiquark ndo nulo < gg > (25044¢17)3, no vacuo. Dentro do saco de hadrons, en-
tretanto, este condensado se anula. Para altas temperaturas espera-se a existéncia de uma
transicdo emn que estes sacos hadronicos individuais fundem-se nun unico saco. em que
os guarks e 0s glhions podemws mover-se livremente (plasma de quarks e gluons). Notemos
que esta abordagem fenomeldgica pode nos fornecer alguma tnforniagao porque o descon-
finamento e a restauracao da simetria quiral deveriam ocorrer & mesma temperatura. A
priori. néo existe nenhuma razao para que o desconfinamernto e a quebra da simetria quiral
acontecam i mesina temperatura. Resultados da simulagao na rede[6], que é um método
estritamente nao-perturbativo, para a QCD com dois quarks leves (N; = 2) indicam que
a transicao para a fase de desconfinamento e restauracdo da simetria quiral ocorrem a
mesma temperatura. Este resultado nos da uma evidéncia da existéncia de uma tnica
transicao de fase na QCD.

Devemos lembrar que em duas expériencias os fisicos tém investigado a matéria sob
condi¢bes extremas. A primeira estd sendo realizada no laboratorie de Brookhaven com
choques de fons pesados aceleracdos a velocidades ultra-relativistas (RHIC) e a segunda ne
laboratorio do CERN Large Hadron Collider (LHC), onde o mesnio tipo de expériencia
tarihém estd sendo realizada, Estas expériencias nos oferecem a possibilidade de criar
matéria com interacao forte a temperaturas ¢ densidades altas em condigoes de Tabo-
ratdrio. Virios resultados obtidos na QCD a altas termperaturas devem ser comparacos
wan fituro proximo com os resultados destas duas expericncias,

O proposito desta tese ¢ apresentar métodos pao-perturbativos el teorta quantica de

canipos a temperatura fuita em diversos modelos, como por exemiplo o modelo verorial



escalar (Ao py . 0 modelo (Ag* + n®)p=3 e 0 modelo de Gross-Neveu com simetria
quiral discreta e continua.

Recentemente, a correcdo térmica da massa e da constante de acoplamento foi anal-
isada no wodelo (AoY) p_y e no modelo de Efimov-Fradkin [7. 8]. A possibilidade de que a
constante de acoplamento renormalizada no modelo (Ae!) p=; se anule por efeito da tem-
peratura on topoldgico fol discutido anteriovimente por Ford e Svaiter {9]. Supondo que a
topologia da se¢io espacial ¢ trivial, Malbouisson e Svaiter [7] estenderam parte da dis-
cussio de Ford e Svaiter. Estes autores supuseram que o sistema estd em equilibrio térmico
com um reservatorio, de forma que a corregio térmica do gnadrado da massa Am?(3)
e da constante de acoplamento AA(;3) foram obtidas para uma dimensao D genérica do
espaco-tempo na aproximacio de un loop. Como foi disentido na referéncia [7], para
D < 4 a constante de acoplamento renormalizada pode se tornar negativa, acima de al-
guma temperatura 3, 1. Isto estabelece a existéncla de uma transi¢ao de fase de primeira
ordem 1o modelo para dimensdes espago-temporais abaixo da dimensio critica.

O desenvolvimento desta tese gera diversos trabalhos. O primeiro trabalho {10] con-
sistin no estudo do modelo de Gross-Neveu a temperatura e densidade finitas, onde uma
combinacio de regularizacao dimensional e regularizagdao analitica foi utilizado para a
obtencio do potencial efetivo do modelo.

Continuando nesta linha. um segundo trabalho [11] foi realizado. onde o modelo de
Giross-Neveu comn simetria quiral continua é investigado supondo altissimas temperaturas
¢ a reducao dimensional do modelo é efetuada.

No terceiro trabalhio [12] re-examinamos o comportamento do modelo At com slimetria
O(N) em D-dimensoes nnm espago Fuclidiano a temperatura finita,

O quarto trabalho {13] consistin o estudo do formalismo CJT no modele escalar em
D = 3 onde unt termo pé" foi introduzido sem alterar a renormalizacao perturbativa do
modelo. O potencial efetivo do modelo é apresentado.

Finalniente. o quinto ¢ altimo trabalho [14] tvata do lenomeno tricritico o modelo

(At 41725 s utitizando o formalismo CIT. Este traballio foil mma continuagao natural



do trabalho {15].

Conclusdes e perspectivas sao apresentadas no dltimo capitulo.



Capitulo 1

Introducao a Teoria de Campos a

Temperatura Finita

1.1 A funcao de particdo a temperatura finita (for-
malismo de Matsubara)

Neste capitulo vamos mostrar a partir do ponto de vista das integrais de trajetoria, que o
conceito de temperatura é introduzido pela simples compactificagao na direcdo do tempo
Euclideano, identificando-se o inverso da temperatura com o raio da dimensao ternporal
compactificada.

A funcao de partigao candnica Z é definida como:

Z = Z(n[e"}‘iﬂn) =Ty e P8 (1.1)

T
(aqui nés estainos tomando o potendial quimico igual a zero: o= 0). A soma ¢ cferuada
sobre todo o sub-espaco {isico dos estados de particulas permitidos, Na eq. (L1} H ¢ o

operador Hamiltoniano e @ ¢ dado por :

3= (k) (1.2)



{em unidades da constante de Boltzman temos que J = T-1).

Como se sabe. em geral, a funcio de particao de um sistema estatistico nao pode
ser calculada exatamente. O Formalismo de Matsubara nos proporciona um método
de calcular perturbativamente a fungao de partigic usando o método diagramatico, que
¢ andlogo ao método usado na teoria de campos a temperatura zero. Uma maneira
fornial de introduzir o formalismo de Matsubara é por meio das integrais de trajeroria.
Assing, nosso objetivo entdo é expressar Z em termos de uma integral funcional. Neste
sentido, a observacio crucial estd no fato que a matriz densidade na cq. (1.1) tenr a forma
de operador de evolugao no tempo para tempos imaginarios. Por simplicidade. vamos
trabalhar com o campo escalar a uma componente. A generalizagio para teorias niais
complexas pode ser feita sem dificuldade. A fungao de particao pode ser obtida dentro
do formalismio das integrais de trajetéria da seguinte forma: seja 2{t = 0.x) o operador
de canpo na representacio de Schrodinger em 371 = 0. Os auto-estados do operador de

campo |¢. { = 0) satisfazemn

Pt =0.5%) gt = 0) = p{x) I, £ = 0). (1.3)

E claro que os auto-estados |2, ¢ = 0) satisfazem as relagoes de complereza e ortogo-

nalidade dadas por

[ de@)lo.t = 0) (et =0 =1 (1.4)
((rca]'ﬁ‘—/)b) = 6[950.(}() o ij(x)} - (15)

Desta ferma, a mucio de partigio pode ser escrita explicitamente comao una soma sobre

todos os autorstados

7 =3 (et =0l p(x), £ =0) (1.6)

(%)

Vawos partir da representacio funcional da amplitnde de transicio (" (x), 80 ]2 (%), ¢

=1



a temperatura zero dada por [16]

(@H(X)j " & (/:r(x)‘ f,’) — <\‘:H(X)‘ §lt | e—if}’(t”—t’) ‘ ‘;).'(X): - 0>

oc/ ’D-pi/lDrr e_\'p{i‘/t‘f” (1,'1'5/(1,'3::'; (frg—(f — M, \;))} (L.7)

onde

é a densidade do momentum conjugado a . Nesta ultima relacao as ungoes o(f, x)

satistazem as condicdes cle contorno

(1" x)=¢"(x), et x)=¢(x). (1.9)

Fazemos a conexdo entre a teoria de campos e 4 mecdnica estatistica introduzindo

heuristicamnente a varidvel (continuacao no tempo Euclideano)

7 =iz’ (1.10)

onde chamamos a componente temporal do espago Euclideano de 7, e impomos periodi-

cidade no tempo Euclideano tomando os limites de integracio na eq. (1.7) como

=0 th = —id . (1.11)

Dosta forma, a eq. (1.7) se transforma em

(" (x), 1 = 0™ | (x),1 = 0)

)
v

fX/jlf/Ihrﬁp{ﬂf&?/d%‘@ﬁfp--ﬁﬁtﬁg} (1.12)

3



onde, na integral de caminho as funcdes (x, 7) satisfazem as condigdes cle fronteira

px. 3) =¢"(x)  ¢(x,0)=¢'(x) . (1.13)

A introdugao de x% na teoria de campos a temperatura zero serve para fazer a con-
tinnacdo no espaco Luclideano para que a integral de caminho esteja bem definida [16].
mas a0 final volta-se ao espaco de Minkowski para obter o funcional gerador e as fungoes
de Green fisicas. Aqui nds introduzimos a variavel 7 para fazer a colexao entre a teoria
de campos e a mecailica estatistica.

Como j4 discutimos, para obtermos a fungao de partigao devemos impor periodicidade

no tempo imagindrio

x). t=0) = & (x) t = 0) = [p(x),t=10) . (1.14)

conseqiientemente a funcdo de particdo ¢ dada por

Z3 = L’Dg/’Dﬁ exp ./0"3 d*r‘/aﬁx 'iwg;f — H(w, ) (1.15)

onde as condicoes de fronteira dados pelas equacdes (1.13) junto com {1.14), significam
que a integral de caminho estd restrita as fungdes y(x, 7) que sdo penddicas em 7 com
periodo 3. v.e.

wlx, 7=0)=w{x, 7= 7). (1.16)

Se a densidade de Lagrangeana tem a forma quadrdtica

Liz dep) = S op)* = fle. Vo) (1.17)

p

a densidade de Hamiltoniana terd a forma

7+ flo. Vi) (L.18)

I | #e



Desta forma a integragao funcional sobre 7 pode ser calculada explicitamente ji que a

exponencial ¢ quadrdatica em m. A eq. (1.15) adquire um aspecto mais simples, dado por

- ' 3 T 1 ; 3 .
Zy = N(3) -/ﬁ Do exp {— /0 dr / d*x [3(0@:)“ + [ \7\,:)]}
3 .
= N(D /5 D exp {_/n U{Tl/ dix E(p,a,,_;)} (1.19)

onde L(¢. d,¢) é a densidade de Lagrangeana Euclideana, e N(3) ¢ o fator de norma-
lizagao dependente da temperatura.

Negta secdo obtemos a funcao de particio fazendo a rotacao de Wick e somando sobre
todas as configuragoes do campo que sao periddicas em [0, 3], Na secdo seguinte, vamos
derivar as regras de Fevnman a temperatura finita para a teoria do campo escalar.

Agora. conto aplicacio direta desta relagido que obtivemos, vamos derivar a fungao de
particio para a teoria do campo escalar livre, onde a densidade de Lagrangeana ¢ dada

por:

Desta forma temos.

Z, = N [DL, (‘\p{—a/ i /d X / (fT/(fX A _-,_-}L,;(.-,;)} (1.21)

onde

AL ) = (0,0, +m2 (! — @) (1.22)
Sl — ) =0 —x)o(7 - 1) . (1.23)

10



Como a funcio de particio dada pela equagio (1.21) ¢ um produto de integrais gaus-

stanas. a integragio funcional pode ser feita exatamente [16],

Zy=N(73) exp(—éTr In4). (1.24)

O traco estd associado as funcoes 2(x. 7} obedecendo as condicoes de periodicidade dadas
pela e (L16). A exigeucia de periodicidade em 7 para as configriracoes de campo
significa que os campos euclideanos podem ser expressos como na expansao de Fourier

do seguinte modo [16. 17]

. | . _
AxT)= o ST explivy, 7)o (X)), (1.23)
onde
257 B .
iy = (n =0 x1.£2....) (1.26)

s3c as freqiencias de Matsubara para os bésons. A transformada de Fourler de SL)

satistaz a relagao

1 Py .
p(;r)zﬁg./ (25 P2 ). (1.27)

onde
p=(p.wn) - (1.28)

Com isto concluinios que para o campo escalar bosonico os efeitos da temperatura

finita sao dados pelas seguintes substitui¢des no espago Enclideano:

2N -l | o
~'v"’w'n:'"§“ . _)-;4}-7—‘2 . (1.29)

Consedqiteniemente. temos gne s delta de Divac rem a forma

LL



Logo a matriz A{z', z) para o campo escalar livre é

f 4 9 2
Alalr Z/ : 1) e =2 ) (1.31)

onde

)

pr=(w, tp7) (1.32)

Para calenlar a fungao de particio Z; devemos achar o iraco da marrlz A0 0 e

para 1sto fazenos 2 = e enrao ntegramos sobre todos vs valores r. Um cilenlo diveto

nos da

Fp . , N
nZz;= ——Tr nd= ——/ d*x Z/ : 5 In (-.ui = m) = —3F. (1330

onde F ¢ a energia livre. Como se sabe. a pressao e a entropia podent ser calenladas a

partir de F.

1.2 As funcoes de Green e o funcional gerador a tem-

peratura finita

Por simiplicidade. continnaremos a trabalhar com o campo escalar neutro onde a

dindamica deste sistema estad governaca pelo Hamiltoniano F. De acordo com a mecanica

qantica remes one

Sy =0 U s0ox)e SNy

Pava acharmos as fiicoes de Green o tempertara liniva, procedemos dimesia forma

que fzemos na secio anterior. onde obiiveinos ia representaciao via inregral de caminho
L L . . - o,
da Mineao de particao, fazendo mna extensao analitica para o tempo enelideano 67 = 0y

e somarndo sobre Lodos os campos classicos 2 gue sao Tunecoes de e Consequentemente,

|2



definimos as fungdes de Green térmicas como,
Gy o) = (T @la) . dlew))) (1.35)

Estas Tuucdes sio definidas como o valor médio do produto dos operadores de campo
ordenados temporalmente na representacio e Heisenberg. Note que T, deve ser nter-
protado como um ordenamento dos operadores de campo da direita para a esquerda e
ordem de crescimento de 7. A represeutagio das funcoes de Green termicas pode ser

biida a partiv da teoria andloga para 371 =0 . A vepresentagio funcional da fngio de

Green de N pontos. como ¢ couhecido. tem a seguinte forma
(1), t=0le MDA ) My DI x) = 0) =

de .
/'D /D (riyo{zy)exp /{t n’f/(l x Ta—t — Him, o) : (1.36)

Agora. pelos mesmos passos (Ue Seguilmos para eincontrar a representacao funcional da
funcio de particio introduzindo o tempo imagindrio. podemos obter facilmente as fungoes

de Green rérmicas que (ém a forma.

G (ryry) = .\f(.:’f)LDwDr plr)pley) %

3 : o ,
e — H{x. - ‘ i1
./” of / I ( 5 - H{ ,))

Fsra fornmla fen mais stmples apds o integracio [ineional e 50 e assiuine a seginite

e
~1

RPN RIS



3 N
exXpP {_ ./U idr / (f'{.rrﬁ(g:.ags)} (1.38)

(note que aqui £y ) ¢ o Lagrangeano no espaco Euclideano). Segnindo a analogia
comr a feoria do campo escalar a 370 = 0. define-se o funcional gerador das fungoes de

Cireen térinicas coimo.

Z,7) =

4 -
{—/ dr / o (Llp. Ov) — .](.z:)g)} {1.39)

onde J(z) é uma fonte externa e Z{0] é definido como.

= /5 Do exp {——- /0.3 dr / Frlle. 0‘;)} . (1.40)

As funcodes de Green sao obtidas por diferenciagéo funcional de Zs ] de

NZsi)
O ()0 L) iJ:lJ ‘

Gl ry) = (1.11)

O funcional gerador Z(.J) pode ser representado por nma série de Taylor funcional, onde

as funcoes de Green sio os coeficientes desta série funcional. e

Z /r/,L e G ). (1.12)

\*('

/‘ Ly = /"ft-r / A (L
5 00 .

omde s5e son A noracao



As funcoes de Green térmicas conexas sao obtidas a partir de Ws[J], definido por

Z3[0 = et (1.44)

atraves da relacao .

N Lt o
Coldimdw) = 5y ST (1.43)

Como exemplo. vamos encontrar o funcional gerador para o vampo escalar livee

temperatura finita que pode ser expresso coto:

Dz exp | =5 fdo fdep(r) Al w)e () -+ Jdad(r)e(e) )
Zo 1T == - T - | (116}
[ Dy exp {—5 [dxt [ depe () Al .r:)g(.r)]
onde
Al ) = (0,0, + mP)o(z' — w)
Clomo a integral funcional é Gaussiana, obtemos facilmente
Loy . -
Zn, ] = exp {_} / dz’' /(ﬁ:?; T2 — .1,:).](_!')} . (1.47)
onde o propagador a temperatura finita ¢ dado por
ANl =y == ) (1.48)

A inversa de AL ) pode ser ohrida Gazendo-se uso da reanslormada de Fonrier. ja que

seoren

SN . R .,
Al ) = g l / %r--”‘“” T rmT) (1.1



ou

. i (1{3]) ; r. -1
Aglr' =) = = §j/ R L 1.5(

Desta forma definimos o propagador no espaco dos momenta como

—1
Aslp) = m . {1.51}

1.3 As regras de Feynman a temperatura finita

Uma vez que ja estabelecemos a representacdo do gevador funcional em forma e
cegral e caminhe. vamoes estender os resultados para a teoria com inreragao. Desra
forma vamos supor que o modelo nao ¢ mais Gaussiano. Isto &, vVamos acrescentar a

densidade de Lagrangeana um termo de interagiao. Supondo

L=L,+L; (1.52)
o funcional gerador se escreve como
. Ly i N
L)t = — / Doexp {— / dr Lol + L2 — J(L');]} [1.33)
o Zsloi s 1y

onde Zy [/ é o funcional gerador para a teoria livre. Agora substitnimos o campe 20x)
na densidade de Lagrangeana de interaciao pela diferenciagao funcional com respeito &

funcio fonre. para obter

, : ) : -
Zﬂ}'] = NP4 ./‘: o EI (S_JTL(T) } Z[)}'] . { i)i)

A expansao pertnvbativa aparece da expansao do primeiro fator nesta ltima copacio.
: .o : . : o
A forna de Zy Y para acteoria A e aomesima forme que pavaca teoriaa 300 = Docom

s segnintes diferencass o expoente nao tem o fator £ e o propagador & dado por 119107

Assinn., podemos verificar gque o fator 7 nao aparece nas copacoes (F30 (1 R2) e TG,

10



femos as seguintes regras de feynman no espago dos momentga:

1) A cada linha de momentum associamoes um fator

—1

wi 4 pt+om?

2) Para cada vértice de qnatro linhas levando momenta py. po. py.p, associamos un
fator —A | de forma que exista conservacio dos nomenta,

s+ py 4 opy = 1A {L.56)

3) Integrar e somar cada {oop inserno independente de acovdo com

&p o
(2m) '

i\
‘\‘_-'"“.

1.4 FEfeitos da temperatura na massa e na constante

de acoplamento

Como wma breve introducio. vamos considerar o modelo escalar massivo \:*. a tempe-
ratura finita. Em particalar, vamos estudar a dependéncia da massa e da constante de
acoplamento renormalizada com a temperatura. Na aproximacao de wn foop a fhuncao de
vértice de dois pontos T2 56 envolve o diagrama (a) como mostra a figura (1.1}, Para a

fingio de vérrice de quatro pontos I temaos 56 um diagraimna do tipo {b).

(o) (h}

- . . . - N Ryl
Fignra L Diagramas gue contsithnem a wm loop para: {a) ncio de dois pontos 1210
e (b)) finedo de guatro pontos U Loy,



Aplicando as regras de Feynman deduzidas na segdo 1.3 temos

-1
(2) . 3 AN d i A’: ]. o | ’.) -
C200.0) e 24 Z / (‘gﬂ-)’g“l w4 k2 n? sam (1.58)

-)i ' dDiIAf 1 o
/\—_ / L '/'\1} ‘-
EDIY By e e e (1.59)

onde estamos srabailando mnn espago-rempo genédrico D-dimensional. E facil constatar
que para £ =4 as ntegrais acima tém divergéncias ultravioleras que serdo remnovidas na

renormalizacao. Como primeiro passo no processo de regularizacio vantos definir

R R O

| . d” 1

Fy(s. Dy= 2 > / -. (1.60)
‘ 3 n=—ox’ (

Neste sentido. as integrats acina sao funcoes dos parametros s ¢ I = ¢ — 1. agora en
geral complexos.

Para os momenta continuos. vamos aplicar o métodoe de regularizaciao dimensional.
b o

Depois da integracdc nes momenta continuos, obtemos:

_ Dy d--2s ¢ |

232 2N -d 2
ST lan? 4+ eF)

:):‘.,7 [ —2: 4 .
= e iy —d/2) A s — df2 ), (1.61)

onde definnmos a lincao A {(z0a) como



que é wn caso particutar da funcao ndo-homogénea de Epstein. A fungao mais geral é

. w , 3 R P -
Avziagay, oay) = Z (i aga” + -+ Ny + cz) . {1.63)
R Ny =—00
{ay.ao. oy > 0. s 0) .

Assim, a funcao A (zoe). dada por (1.62). converge para z > Lo, em particular. para o di-

) . Fazendo uso da transformada de Mellin é possivel fazer a con-

wensao do espaco-tempo ignal a quatvo (D = ) s6 tem divergencias para s = L (2 = —

[

1o —

[

e s o= 2 (2 =

tinuagio analitica de A5 (2. ¢y ao. ooy ), em principio definida o aberto conexo dado
; N _ N , : i

por Re(z) > 5 ¢ Re(z) < 5. Agora. o passo inportante ¢ fazer o wso do resulrado da

extensio analitica desta fungdo [18] para o caso particular ¥ = 1. que ¢ dada pela velagao

seguinte
2 7h 1 © giE 2Tne
A ) s ——— Tz — =)+ 4 — N 1.64
(=) azes=l (=) ( 2) 2 E e v ! 1.64)

n=1 (Tne)

onde K, (=) é a funcio esférica modificada de Bessel de segunda classe. Fazendo a substi-

tnicdo de (1.64) em (1.61) e tazendo d + 1 = [, temos que.

-2 D x 9 5
Fyls. D)y = ——n—?wﬁ {f[s— 7) -4 Z (—— )" [\'gﬂ(msn.ﬂ . (1.63)

Podemos ver que os polos desta funcio se manifestam para o valor de (s - g) mteiro e

negativo o uilo. Para D =4 remeos s = L e s =2 como poles.
Varnos ntilizar o resultado actma para renormalizar @ expressao para @ massa el

5 !

. oA L o
= 1 H00) = T e 3 Fol s e 1) am™t {1.66]

e . :
onele 92 ¢ o conrra-termo da niassa a4 o loop. Fstamos calenlando paracs = 1
onde ¢ ¢ um paramerro emgeral complexo s P calenlar L0001 Tazemos aso da eauagao

(1.65)



.m'Z—t- o0

Fa(l+ed) = ——m-—— (=1 +¢) +4 K (mn3)} . 1.67
ol (zlel_""F(H (' ) ; mn3 v (mnf) (167
Por comodidade definimos
Fill+ed) =1y + 1y (1.G8)
onde Iy o T sio dados por:
m?
Iy = - ST(=14€) (L.69)
(4
m: = 1 . e
I; = — K (mnd) (170)
2x i \mnd
e entao
) s A o . _
mi = m’ +3(L)+I_3_)+r)m.3“’ _ (1.71)

Agora. fazemos nso do esquema de renormalizacao NS (Mingmal Subtraction Modified)

[19]. desta forma o contratermo de massa ¢ dado por.

- BYRR /\ Y =
an® = —5[0 . (1.72)

Como deverfamos esperar. cada confratermo na teoria a temiperatira finita é idéntico ao
contratermo que renormaliza a teoria a 37 =0 . Desta forma. a massa renormalizada a

etperatiea finiva (371 # 0) pode ser escrita cono.
2 e 2 PR
s = 4 A (1.3)

] ’ B -k -
onde m? @ o quadhrado damassa renonadizadasa teinperatura vevo £ Pty o dans doa



correcao térmica finita dada por:

ISR e o]

Amy = o Z

27

s K\ (mn3) . (1.74)

n=l

Note que esta expressao @ zero no linite g indo a infinito, quer dizer. a corregdo térmica
para a massa se amila para 371 = 0.

A primeira vista se conclui que a contribulgao térmica ¢ positivi e crescente com a
temperatiura . Ressaltamos que para altas temperaturas (md — 0). tenwos que

2
Amyg

o 1. (1.75)

Isto quer dizer que a contribuicac da massa térmica ¢ cousideravelnente muito maior

I3

comparado comr a massa a temperatura zero. Para simplificar a expressao (1.74) . &

yossivel mostrar que para ¥ > —+ uma das representacoes integrais da funcao A, (2) 20
I | 3 G g ) L~

é dada por:

. 7 Doy e y-L 0 T _
No(z) = m(i) /1 e (p - 1)" *dp ;—5 < arg(z) < 3 (1.76)

Aplicando a forma integral da fungio de Bessel para v = 1 e efetnando o somatorio em

(1.7-4). obremos que

[

dp . (1.77)

Am? /90 (p* —1)
l

2 emﬁp —1

n

9
Amy =

Seanalisarmos o couportamento assintotico desta expressdao para ne? — U, quer dizer.

para 17— 5 (isto ¢ paraaltas temperaturas). obtemos entao

. . AT AT A A -
m :m”Jl - (—3° (—) + --—-—hl(]} ‘ (1.78)

| 24 me S oan 16T
O vesuttado que acliunos coinetde cont os resultados de ontros trabathos [1 920 Clara-

menl e, veros que para altas cemperaturas (17 ) a teoria de pertrbacao nao ¢ boa,



j& que a aproximacio de um loop (a primeira corregao) fica maior que a aproximagio em
Arvore, por isso temos que usar métodos que nos permitam contornar este problema. Um
método consistente que permite isto ¢ fazer wn resurmmation dos diagramas dominantes
daisy o super daisy que veremos mais adiaunte.

Agora. a mesma andlise pode ser feita para a dependéncia da constante de acoplamento

comt a temnperatira. Na aproximagio de n foop tenos:

3N o
Np= A a2 e aa (1.79)
loao Fy{2 +¢e.4) é dado por
Fa(2 4+ e 4) ! (J' ')+Lif{(!ﬂ’) {1.30)
32 = ~ - =" - glinns .
16m= | ¢ s
Se definirmos
Fy(2+edy=J0y + J; (1.31)
onde .Jy e J3 sdo dados por:
i i o
Jgo= ﬁfz(;*”r) {1.82)
- .
Iy = = No(mn.3). (1.33)
T p=t

onde ~ 6 a constante de Euler. entdo segnundo nosgso escquena de renormalizacdo. temos

(que
BA2

(S/\\“J = ]() . (: l‘i-l)

E possivel achar a soma om (1.83) fazendo nso da representacao ifegral de W00 para

7= 1) Asshn lenies (ne

e mu.fp{!'_p

Z[\],(m;n,.ﬂ = Z/ P

n=lI M'l" (II')Li k)j



B /”‘J dp
h (emin 1) (2 — 1)

logo a corregio térmica na aproximacao de um loop é dada por

A= —7/ '(p- 172 : (1.86)
2 dm? S (()’m:ﬂp — l)(pg . J.) /

.

E interessante ressaltar que a contribuicao térmica para a constante de acoplamento é
sempre negativa, isto ¢, na aproximacao de wm loop, a constante de acoplainento decresce
monotonicamente com o aumento da temperatura. B claro que atinge sen valor méximo a
temperatura zero (371 =0 ). A dependéncia da constante de acoplamento conr a tenipe-
ratura tem sido discutida por varios autores [7. 9, 22, 23. 24, 25, 26. 27]. A dependeéncia
da correcie térmica para altas temperaturas ¢ obtida fazendo-se a expansao do segundo

termo do lado diveito de (1.86) quando mi3 — 0. Encontramos gue o comportamento

assintotico é dado por,
N1 T 1 T
PR S el BT (—)] . (1.87)

E possivel fazer a mesma andlise na aproximacdo de dois loops se desprezarmos o diagrama

sunset, e mostrar que os resultados dominantes sao “potencias de f;’ e a poténcia é mnaior

quando a ordem de perturbagio na expansao em [oops aumenta, [28].



Capitulo 2

Métodos Nao-Perturbativos em

Teoria de Campos

2.1 O formalismo do potencial efetivo (acao efetiva)

O método da acio efetiva tem se convertide num método padrao no estudo da quebra
espontanea da simetria na teoria de campos depois do trabalho de Coleman e Weinberg
1291, Como é conhecido, o potencial cldssico na teoria de campos tem um papel importante
no estudo relacionado com quebra da simetria. Entretanto algumas vezes. as corregoes
radiativas na teoria quAntica podem mudar o comportamento do potencial classico. O
minimo do potencial classico pode ser instdvel sob correcoes raciativas. A simetria que é
quebrada espontaneamente no nivel cldssico pode ser restabelecida ou alnda a simetria que
nio é quebrada a nivel cldssico pode ser quebrada espontaneamente por efeitos quanticos.
A quantidade nportante que devemos considerar é o potencial efetivo que leva em conta
as vorrecdes quanticas da teoria. Entretanto o potencial efetivo nao pode ser calenlado
de forma fechada. Desta forma devenmos analisar esta quantidade ovdem a ordem. Nesta
secao vamos cousiderar o cdlenlo do potencial efetivo na aproximagio de wn loop - Na
secio seginte consideraremos o método do potencial efetivo para operadores conipostos

qite vai além da aproximacio de um loop. Neste capitnlo trabalharemos a principlo a



temperatura zero,
Primeiro vamos considerar as propricdades basicas da acio efetiva: para isto vamos

escrever o funcional gerador de todas as funcoes de Green da teoria,

2(0) = [ DBexp {1 [fm +f ([D;I:g:‘(j;),](:r:)} } : (2.1)

onde [{i) ¢ a agdo cldssica. Para stmplificar consideraremos a teoria do campo escalar
massivo de uma componente 2 ¢ massa m. O funcional gerador Z(.J) pode ser expandido

em Uila SCrie:

2N =143 :7 / By de GO ey e T ) ) (2.9)
n=1""""
coIm
{n A 0" 7 ]
Gy, -z = (=)= o= {0|T p(y) - - o)) - (2.3)

dJ(xy ) - T (iy)

O funcional gerador (das fungoes de Green conexas) W (.J), é definido como:

, 1
WiJy==IlnZ{J). (2.4)
P
A série correspondente é:
) oG ,I;'n,fl . 7
W) = Zl e / Aoy dre, G () T (@) - S () (2.5)

com G sendo as fungoes de Green conexas, quer dizer. que os diagramas de Fevmann
correspondentes na expansdao perturbativa sao conexos.
A acio efetiva ¢ introduzida come uma transformagao de Legendre de L) Vamos

cousiderar g2 .J), dado por:




A acio efetiva I'(o) ¢ definida como:

o) = [H"(.]) - ],fi".z;,](.z,')cf)(::r:)} : (2.7)
Jle)=Jdolx.¢)
Nio ¢ dificil mostrar que
ol
— = Jylr.2) . 2.
5o ol @) {2.8)

Agora vamos mostrar que o potencial efetivo pode ser calculado usando o seguinte pro-

cedimento. Introduzimos a acao modificada como

[0 =T{g+¢)— (9 /d B ()1;(@(( ))) [2.9)

Quando estamos interessados em calcular o potencial efetive, devemos counsiderar ¢ mde-
pendenute de z. A nova densidade de Lagrangena L£(;2, ¢) tem termos quadréiticos em i e
de ordens malores.

5 , | U 5 ‘
Lig.d) =~ [ dye)D (o 2.y)o(@) + Lol 0). (2.10)

onde o propagador Do, z, y) satisfaz
DM oim y) = ~ | (2.11)

e & & constante, o propagador D! depende sé da difereuca relativa de coordenadas
! 1

. = ¢ — y e portanto nds podemos introduzir a transformada de Fourier,

[R%]
bt
o

D orp) = / Az ePTDT (g 2, 0). (2.

Entao vamnos mostrar que o potencial efetive na aproximagao de wn loop é dacdo pela



seguinte expressao:

hor 74 )
Vol = Valo) - 5 [ i (D700). (213)

Para poder deduzir a forma da acao efetiva. vamos aplicar a expansao em [oops: para tal

propésito consideramos a representacio de Z(J).

Z(J) = Nexp (% {I(Q) +/' fz%-,f(.z,-)gg(.r)D | (2.14)

!

Aoora. fazendo a mudanca de varidvel o — @ + &, 16s obtemos
2 + s

i~D
—
U
—

Z(J) = Nexp (;—? {I((p) +f d%.}(w)qp(x)]) 70, 2.

oude Z(J), é definido pela relacac seguinte,

¢

h

Z(J)=Nexp ( {I(p—l— o) —1{¢) + / d'xd(x)e(r) ) : (2.16)

portanto,

W) =I{o) + [ dird(x)e + W (J) — ikln.V, (2.17)

onde W (.J), & definido pela relagio :

W () = —ihIn Z,(J). (2.18)
Agora, pela definicao de ¢,
oW 5 e
h = 2.19
R ¥ A )

wds obtemos a seguinte identidade,

AN
b
=

+ J{o(y) +

V() ‘ L efie) y stV o ‘
) A _ - (
(ol / o serlyy) ») dep 5.0(x) '



de onde temos que:
J{p) OV,

J{Hix)) = 0. 2.
56 * 55 +J(plx)) =0 (2.21)
Entao a acgio cfetiva tem a forma
T{p) = W( /a’%] Yolz) = I(p) + Wi (J(p)) —ihIn V. (2.22)

Substituindo J(#) da equacio (2.6) na equagio (2.3), encontramos a equacao funcional

para Wi (J(#))
R e L R R Lt

[ aretn T 00N} 2

Agora, usando a equacio (2.9), podemos reescrever 1171 como,

L {o(x))

(g
o]
]
—

S (o))
(x

1
dp(x)

B = iﬁ/’D(,:) exp (; [f(; ) — / A ao(z) ) _ (2.94)

Vamos mostrar que W1 inclui as contribuicoes de diagramas do vdcuo irredutivels a uma
particula (1PI) geradas pela agao [{y. ). Para fazer isto, vainos usar o seguinte artificio.
introduzindo o funcional,

g, K) = —ihlnZ{e, K}, (2.25)

Zlp. K) /D ) exp ( {I(ap,o) - / (£’13:¢(:r')%81%))]) k (2.26)

onde. agora, a foute A'(xr) é independente de o. Taubém podenios ver que

() = Wie, K|, S (2.27)
Quando K = A com I satisfazendo a equacao
A (o, '} .
A =0, 298
!S]\' ‘f\ =h bl ( )

28



a fungdo W (¢, K) coincide com a acio efetiva ['(o, K) |p=0, que ¢ justamente a con-
tribuicio de todos os diagrainas do vécuo irredutiveis a wna particula (1PI) gerados pela
acio Il o).

Vamos mostrar que K = "” . Isto. junto com a equacao (2.27), implicara que 17 (@)

¢ expresso em teruios dos diagramas do vacuo 1PI. Portanto vamos provar quc:

ST (¢, A)

!)Z )
. — _ihZ Yo T 62(9: k)| =0, (2.20)
oK goon AN Louy
onde a derivada funcional de Z{o; V') com relagao a 4 ¢ dada por.
0Z{p; i) | (5I ol(2(z)) 1)
ZER) 1 e (it =) - 100 - [
oI T/ P\p( [ (¢ 3 dof: )

+fd43:;p(z)fx'(:)D : (2.30)
Portanto vamos mostrar que:

_ - SV, ( (2
| ot “‘p( {f (o) 109) ~ [ et ZED wu)—éé(—()—))D -0
(2.31)

Para estabelecer esta relacao, vamos tomar a derivada funcional de (2.24) em ambos os

lados.

Wi oy [y (St d) dHe) o 6 ) T
o =7 /D(p){ Y Y 7,/ dlyty(-f')()()( )6 (1) [1(9) 4 Hl(g”}

X EXP (i [I(;: + @) — () — / (F.z;'fp(.r;)w / (f"ﬁt,;(.t:)%]) o (2.32)

i3 d(x)

Da expressao acima nds chegamos a relagao seguinte,

o Z-"l_/' D(:5) {"-‘f[’;‘ - / r[iy-p(y)#;-ﬁﬂ*[f[o] + H-"!((_'))]} y

S b Y (1) (1)

P R a0 e(E)) -
OX] (l—] [[(Y.q)) - / d zp(2) o) }) : (2.33)



que implica,

'[D(p) {/ d*w(.u)gm () + 17 (rﬁ)}}
\ e .
/D (\p( { (2 0) — / Atz 2) 500 D = 0. (2.34)

Agora retornamos para © = const. e entdo levando em conta (2.22), encontramos

/”’ ylale —y /D ) exp (; [f( o) = /'nz':@(;)w

Ja que o fator I'y(x — ) nesta couvolugio ndo é zero, obtemos

[D P\p( (o /(ﬂw MD:(), (2.36)

do(z)
e com isto mostramos a relacao (2.31). Assim mostramos que 117{¢) é dado pelas con-

tribuicdes dos diagramas conexos de win loop irredutivel a uma particula (1PI) geradas
pela acdo [, ¢). Agora, fazendo uso da equagao (2.22), ndo é dificil mostrar-se a relagio
(2.13). Para o caso ¢ = const. o primeiro termo do lado direito da equagio (2.22) ¢
justamente (i, d) = Vy(@) [ d'a e isto conduz & contribuicdo classica Vy(¢) ao poteucial
efetivo ¥(0). A contribuicdo seguinte. 1" 1'(@). é dada pela contribui¢io dos diagramas a

um {oop,

gy = (/ (l‘ix) - ifiln {/D((,:) exp (;_; [/ dyd 2o () D ™ (bl y - z)ap(,)D} (2.37)

onde

DL N ()
=TTy

Notamos que na relacio (2.22) tenos uma integral funcional Gaussiana, e segue-se que

D01 — ) e (2.38)

&
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Levando em conta que o operador D71 é diagonal no espago dos momenta, entio

(PID"p) = ' (p = p)D . p), (2.40)
e encontramos que.
o iheopod'p . .
) =-= WIn(’D (6.1)) . (2.41)

Assim temos Auabmente o potencial efetivo na aproximacac de nm loop,

) i dY
o) =Tolo) - 5 (2754 (D (0.p)). (2.42)

Para ilustrar a utilizagiao do formalismo do potencial efetivo. vamos considerar o modelo

escalar ' cuja densidade de Lagrangeana é dada por:

1 _
L= 50" 002 = 1o() (2.43)

onde V4 é o potencial cldssico,

O primeiro passo é calcular D71, que é dado por

: 5 A
D= —p“’ +m* + ;-;-9 . (2.45)

3

A primeira correcio ao potencial efetivo 1) € dada por

. 1 dp s e A, N
() = 415:‘2, / PIsE In(—p~ 4 m” + 57 ) (2.46)
E conveniente uesta ctapa fazer a rotacao de Wick: entao teremos que
. L7 rl,‘l-]) 9 L o
V) = Eh / ey (In(p® + AL (o)) (2.17)
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onde,

. , A, d*W
M2 (g} = m” + il #g(b)_. (2.48)

Estd férmula pode ser generalizada sem dificuldade para o caso de iV componentes do

campo escalar.

2.2 O formalismo de operadores compostos (CJT)

O formalismo dos operadores compostos ¢ introduzido usando-se o método funcional.
Para simplificar a notacdo nés consideramos nesta parte s o caso de um campo escalar.
A generalizacio para campos de calibre e para fermions pode ser feita sem dificuldade.
Nesta seciio vamos desenvolver o formalismo dos operadores compostos para a agao
efetiva (CJT) desenvolvido por Cornwall, Jackiw, e Tomboulis [30], que é uma genera-
lizacio da acio efetiva, ['(p, G), que depende néo s6 de ¢, o valor esperado no vacuo do
campo ¢{x), mas também de G (z, y), o valor esperado no vécuo de T(2)@(y) [30, 31, 32},
Primeiramente consideremos Z(.J, K} como o funcional gerador na presenca de fontes

externas local e ndo-local, J(z) e K(z,y). respectivamente, onde J(z) estd acoplado a

p(r) e K(v,y) ae(@)ely):

Introduzindo a Lagrangeana de interacio Ly, onde I(p) = [dP2L{x), a a¢io cldssica.

pode ser escrita como

Ig) = / 4 / dPy (L,Q(:J:)DO_' (& — y)ap(y)) + / dP 5Ly, (2.50)
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onde Dy{z — y) ¢ o propagador livre,
Dg'(z —y) = —(@+m*)6"(z — y), (2.51)

e [dPzL,,; é a parte de interagdo da a¢do . Agora nos constderamos I'(¢, G) como a
- generalizacio da acgiio efetiva usual T'(¢). que depende de ¢(z), do valor esperado no
vicuo do campo ¢ ¢ de G(z,y) que é o valor esperado no vdcuo do produto Tolx)ely)
ordenado temporalmente.

A aco efetiva generalizada I'(¢, G) é definida por uma dupla transformagao de Le-

gendre do funcional geracor das fungoes de Green conexas. Nos definimos

SW(J K)

5702) = ¢lx), (2.52)
SW(LK) 1, -
R 5((.15(51')@5(’!]} + Gz, 9)) - (2.53)

Nas eqs. (2.52) e (2.53), a quantidade ¢(x) é o valor esperado no véacuo do campo

normaulizado,

#(x) =< 0le{x)]0 >, (2.54)

e G(z,y) é a funcao de dois pontos.

Das equacdes (2.52) e (2.33), eliminamos J e K em favor de ¢ e G-

L(p.G) = W(JK) - [ P2 (6 @)~ 3 [ 4 [ Py (6@)sly) + Glw.v)) Koy
(2.55)

Depois disto nao ¢ dificil mostrar as duas relagoes seguintes

MO yiwy— [Py (K(rm)otw) (2.50)
Sip(x) ,
o
ST(0.C) o, -
m =N {w oy (2.57)
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o (b ©

Figura 2.1: Diagramas de Feynman (2P1) para as teorias a)¢?, b)p' e )b

Na situacio fisica que corresponde a quando as fontes J e K se anulam. as equagoes {2.56)
e (2.57) se reduzem as coudigdes de estabilidade para a feoria. Lembramos que a agao
efetiva usnal é simplesmente I'{¢. &) calculada em A = 0.

Em seguida deduziremos a expausio em loops para a acio efetiva T'(g@, G). ¢ vamos

mostrar que tem a seguinte forma,

D{6,G) = 1) + Tr G + STrD™($)G + T1(9.G) + C ... (2.58)
onde I(¢) é a a¢do cldssica, D é definido como
3*1(4)
Dl = 2.59
@ 0o (z)op(y)’ (259

e o traco , o logaritmo e o produto sdo tomados no sentido funcional e ¢’ ¢ uma constante.
O termo I';(¢. G) é calculado como se segue. Na acac cldssica I(y), reescrevemos o campo
o na forma o + ¢. A parte de interacao I, (¢, ¢) da agdo, escrita em termos dos campos
we ¢, Iy + @), é constituida pelos termos de ordem igual ou superior & ordem cibica
e .

As coutribuicdes para Ti(9) sdo dadas por todos os diagramas de vicuo a dois loops.
sendo estes diagramas nredutiveis a duas particulas (2PI) na teoria perturbativa cu-
jos vértices sio determinados por [y (e, @) e com o propagador ignal a G, y). (ver
figura.(2.1)). Para mostrar isto, vamos introduzir a seguinte transformagao de Legendre,

com 1V {J. ) calculado para J{ fixo,

TR (p) = W(J, N) - / dPxgp(x) T (x). {2.60)
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Com isto, temos que

SUE(g) W, K) L IWLR) 8(2) | 5J(z) (2] = WLE) o
SK{z,y)  §K(z,y) §I(z) 0K (m )" 0K (z,y)” (2) = K(z,y)’ (261)
e entao encontramaos que,
ST _
ﬁ‘% — pl)oly) — iGley) 2.62)
D(6,G) =T7(9) — [ dxPdy”lo()ply) + G (x.y)| R (2. y). (2.63)

Destes resultados, notamos que de acordo com as equagdes (2.49) e (2.60), [*(¢) é a acio

efetiva para a teoria com a agdo cldssica,
"¢y = I(¢) + / da”dy® {2y bly) KW (x, y). (2.64)

Segundo a andlise do potencial efetivo desenvolvido na se¢do anterior, vemos que o fun-
cional T/ ¢

r[\’(é) _ fh,((,b) 4 1’1”'1[(((15): (2.65)

onde W satisfaz a relagio funcional

. . : STE(6)  SWE(g
WK (g) = —ﬂn/D(@ exp {@' [fh(ap L) - T(p) — 5;‘9) _ 6‘@(@)} } . (2.66)

Nesta parte para poder mostrar (2.58), vamos tomar como defini¢ao de I'; a equagao
(2.58). Entdo, a partir da equacio (2.58) com (2.63) ¢ fazendo uso de (2.64) e (2.65).

encontranios que,
Dole, G) + const = TQlT»r [P~ (¢) - 2K"] @ - %T;— G~ + W (). (2.67)

A relacio (2.58) pode ser provada se mostramos que Ty(p. () {como estd presente na

caquacio (2.67)) ¢ asoma dos diagramas irredativels a dois loops (2P1) e de ordem superior.



na teoria com vértices determinados por linyee) com o propagador igual a G(z,v).

Inicialmente vamos expressar K7 em (2.67) em termos de ¢ ¢ G usando (2.57) e (2.58):

T . 1 —1 ]_ -1 5F2
K = *5@ + §D — EE-E;— (268)

(lembremos que todas as quantidades acima dever ser entendidas como operadores).
Agora levando em conta a eq. (2.66). encontramos que a rela¢io (2.67) é equivalente a

sepuinte relagao,

b8 1
[y(p, G) + const = TrGB:é - 'Hn/ Dy C\p{ { (G o+ D, @) —
SWh(g) . 0y(e, &) _ 71 O
Lo AP 0029, ) o) ex Zo(—a) 9.
Pt =i i [ Dle) e {1 5e(-0) o (2.69)

Note que I'(0, G) é a soma de todos 0s diagramas do vdcuo 2PI. Entdo das equagdes (2.35)

e (2.57), podemos obter,

ol 1
[5(0,G) + const = TrG’(Té — ln/D(cp) exp {i [gg;(—G’)“lgo + Linelip, 0)—

pdi%@—ig(nﬁzg%@@}}Jrzln/D e\p{ { w(—-G)! ” (2.70)

l\')l:—l

onde o valor de Jy é o valor para o qual @% = ¢ se anula, o que significa que os diagramas
contendo tadpoles sio removidos. Vamos comparar as equagoes (2.69) e (2.70). Para isso

usando (2.68), vamos reescrever (2.66} na scguinte forma,

Sy : 1 " ,
Wh(@) = —iln /D((,Q) exp {z [?p(—G) Yo+ Lo, 0)—
(e, G) STWWE (o)
7 — o — @ . 2.71
¥ sa 7 & 5 ¥ ( )
Cutao levando-se em conta os resultados da iltima secio, vemos que o valor de )

S

que satifaz esta equacdo é precisamente o valor da corrente externa para a qual o tadpole
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se anula na teoria cuja a agao é

(5F2(¢’ng. (2.72)

1 ~ : .
5¢(=G) Yo Ly, 6) — i e

Dessa maneira, segue-se gue, comparande a forma da equagio (2.69) com a forma da
equagio (2.70), pode-se concluir que

: 1 4
Ty, G) —iln / D) exp {'.5 [zap(—G)—lgoH =T, G) + %T'r InG™t + const  (2.73)

¢ a soma de todos os diagramas do vacuo 2P na teoria descrita pela agao:

1 ' —_
599(_67)7199 + Lind (. ?)- (2.74)

Fa

O termo 77 InG " inclui as contribuigdes dos diagramas do vécuo 1PL Portanto I'»(¢, G)
é na realidade a soma dos diagramas do vicuo de dois ou mais {oops (2PI). Isto completa
a prova da relagdo (2.58).

Neste ponto vamos introduzir o potencial efetivo para operadores compostos. Como
é usual, noés estamos interessados sé nas solugdes com invaridncia translacional com ¢(z)
sendo constante, e G(z,y) sendo uma [ungio sé de (r — y), o que implica que a agio
efetiva toma a forma:

(6, G) = —V(0,G) / P, (2.75)

onde 17(@) € o potencial efetivo para operadores compostos.

A expansio em série para V{(@, G) tem a forma (que vem da relagio (2.58)).

d”n
(2m)P

3

N D
V(6.6 = Vo | (-d—fT (G ()~ [ ot [D7 (6, )G )] +14(, Gt eonst.

(2.76)

2. 2.
onde Vi) é o potencial cldssico, e

Glo) = [ %5 " Gla)
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DY p.p) = I/de P DY, x) (2.77)

e Vi(¢, G) ¢ a soma de todos os diagramas do vicuo de dois € mais loops (2PI) da teoria
cujos vértices sio dados por I (@, @) com o propagador igual a G(p).

As condiges de estabilidade dadas pelas equacées (2.56) e (2.57) sdo expressas em
termos do potencial efetivo, na forma,

N (6,G) _
3 ’ aG (k)

onde G{p) é a transformada de Fourier de G{z,y).

2.3 A Expansao 1/N

Mais varidveis usualmente significam maior complexidade, mas nem sempre isto acontece.
Existe uma grande variedade de familias de teorias de campos com grupos de simetria
SO(N) ou SU(N) que sdo mais faceis de se tratar quando NN ¢é grande [33]. Mals precisa-
mente, as solucdes destas teorias possuem uma expansio em poténcias de 1/N, que ¢ o
tema que trataremoes neste momento.

Assim é possivel analisar nossa teoria de duas maneiras: A primeira € a expansao
ordinaria na constante de acoplamento para ¥V fixo, a outra é a expansac em poténcias
de 1/N para a constante de acoplamento fixa, a chamada “expansdo 1/N7.

O calculo na expansio 1/ é um pouco mais dificil que a expansdo ordindria na cons-
tante de acoplamento, mas é possivel obter-se resultados para varias quantidades fisicas
de interesse ao menos na aproximacio de ordemn dominante. Esta situagio é algumas

veges descrita dizendo-se que o modelo ¢ exatamente solivel quando N tende ao infinito.

Estes resultados encontrados descrevem wina estritbura mais vica que os resulatdos na
expansio ordindria. A razdo disto ¢ que a expansao 1/N dominante preserva muito mals

a estrutura nao linear da teoria exata.
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Por exemplo, a QCD, que é uma teoria de calibre ndo-Abeliana cujo grupo de simetria
é o grupo de cor SU(3) (mais genericamente nos referimos ao grupo de calibre SU(V))
pode ser estudada do ponto de vista da expansao em 1/N. Come foi notado pela primeira
vez por 't Hooft [34], vdrias das caracteristicas da QCD podem ser entendidas estudando-
se o grupo de calibre SU{N) no limite de N — oo. Poderlamos entao pensar que,
fazendo-se N — oc, a analise da teoria seria mals complicada, ji4 que se incrementaria
o nimero de graus de liberdade da teoria. Também pode-se argumentar que a teoria do
grupo de calibre SU(N) tem pouca relagdo com a QCD, pois N = oo é muito diferente
de N=3. Entretanto a teoria de calibre SU(N) se simplifica no limite quando V — oo.
Na realidade o parametro da expansio ¢ 1/N e nao N. Resultados para QCD podem
ser obtidos cousiderando-se o limite N — oo (N grande), e utilizando-se a expausao
1/N = 1/3, onde estes resultados se encontram em boa concordéancia como os resultados
experimentais.

Para ilustrar o formalismo da expansdo 1//N, vamos iniciar com a teoria do campo es-
calar formado por um multipleto de N campos escalares ¢,, a = 1,---. N com a dinamica

definida pelo Lagrangeano,

1 1 A

L= sa“‘g“au{fcﬂ - iﬂg@a@a - éj,%((pmja-)?- (279)

Para fixar idéias vamos ilustrar com o espalhamento de dois mesons de tipo a em dois

b . a b e A
SO )
b ¢ a b — >y
b a

G () )

b i

Figura 2.2: Diagramas de Feynman para a teoria ¢ de .V componentes

mesons de tipo b com a # b, representado pelos trés diagramas da figura (2.2). O primeiro

diagrama (Agira 2.2a) ¢ ordem (Ag/N). o primeiro terno da ordem dominante nao trivial
- " - . . . . 5] - .

na expansao L/N. O segundo diagrama (figura 2.2b) ¢ de ordem (AN2/N), JA que existem

N diagramas do tipo da figura (2.2b), jd que o indice interno ¢ ¢ arbitrario. O terceiro
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diagrama (figura 2.2c) ¢ de ordem (A}/N?) e existe apenas um, ji que o indice interno
é fixo e nao devemos somi-lo, este diagrama é de segunda ordem em 1/N (seguinte
ordem dominante) e é desprezivel comparado com os dois diagramas anteriores no limite
de N grande. Por outro lado, notamos que os diagramas 2.2b e 2.2¢c tém a mesma
estrutura topoldgica, assim nesta expansao 1/N perdemos a grande vantagem da analise
diagramadtica que é a transformacgio de algebra em topologia. Esta dificuldade pode ser
eliminada pela introdugo de um campo auxiliar ¢ na densidade de Lagrangeana, que

pode entao ser reescrita na forma

1N TN 5
£ — L — — - PaPa — ‘H> . 2.80
o (a 3 PaPa b (2.80)

O termo adicionado nio tem efeito na dindmica da teoria. Isto pode ser visto sem clificul-
dade usando o método da integragio funcional. A integral funcional em o € uma integral
Gaussiana. Entdo segue-se que o seu tnico efeito é o de multiplicar o funcional gerador

da teoria por uma constante irrelevante. A equagdo de Buler-Lagrange para o é dada por:

1N

0‘15-/\;

Caifa + 1, (2.81)

que ndo envolve derivada no tempo, isto é, ndo é uma equagao de movimento no sentido
estrito real mas sim uma equagdo de vinculo.

Note que a dindmica definida pelo Lagrangeano da equagao (2.80) é a mesma que a
definida pelo Lagrangeano na forma original, com a ressalva de que as regras de Feymann
sio bastante diferentes.

Tsto pode ser visto facilmente reescrevendo-se a expressdo (2.80) na forma
1N, Ny

1 .
L= _au aau f2 = T 000 —
¥ Wo + 2(7‘;'9 P A

A | 9.8
9 25" 7 (2.82)

Assim, neste formalisimo, a dnica interagio ndo trivial ¢ o acoplamento tri-linear oo -

Todos os fatores de 1/N vém do propagador de & (1Ag/N), ¢ cada loop fechado de o leva



o mesmo indice e este indice sempre serd somado. Assim ndo precisamos escrever o indice
explicito e um loop de ¢ e disto resulta que cada loop de v nos d4 sempre o fator V.
Na figura seguinte mostramos os mesmos diagramas da figura (2.3}, no novo forma-
lisno. A linha pontilhada representa o propagador de o. Nesta figura pode-se notar que
os diagramas 2.3b e 2.3¢ sfo topologicamente diferentes, o primeiro contém um loop in-
terno de ¢ que ndo existe no segundo. Neste ponto o potencial efetivo desta teoria pode

() (Y (c)

Figura 2.3: Os diagramas de Feynman como se mostra na figura fig.(2.2). com o campo
auxiliar

ser caleulado. Da relagdo (2.82), temos

1N

"’r("?:‘: 0) - _5)\0

1 .;\r /.Lé

al 50(%@@ + e + corre. radiativas. (2.83)
- 0

Como é usual nés estamos interessados na vizinhanca do minimo na aproximagao de
arvore. Nesta regido, ¢ é ce ordem N2 e o ¢ de ordem 1, assim todos os termos de
(2.83) explicitamente mostrados sio da mesma ordem em N. Nao é dificil ver que as
nicas correces radiativas de ordem NV sdo as que aparecem na figura {2.4a) e que todos
os outros diagramas como os mostrados na figura {2.4b) séo de ordem 1.

Assim, a soma dos diagramas da figura (2.4a) pode ser escrita em forma explicita,

similar ao caso de nma componente como fol desenvolvido na primeira parte deste capitulo:

. IN L Ny L d”k P 5«
Vg, o) —)5/\—00 —i—EUrp + N a+51\ /Wln(ia, + o), (2.84)

ode ¢? = Pade, ¢ a integral é sobre o momento Euclideano. O estado Iundamental da
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(b

Figura 2.4 (a) Diagramas de Feynman de ordem dominante para N grande que con-
tribuem ao potencial efetivo. {b) Alguns diagramas de Feynman de ordem nao dormnante.

teoria é determinado pelas condicoes de estabilidade de Vg, o),

5V
- = 0 2 5
¥ ( 80)
[54
v
(_5, = 0. (2.86)
0@q

A equacdo (2.83) é uma equagio que pode ser usada para eliminar o e entao escrever
1 '(¢0, o) em funcio sé de ¢, e a equagdo (2.86) pode ser usada para determinar o estado
fundamental.

Até o presente momento nds apresentanios apenas o formalismo desenvolvido no pas-
sacdo para se estucdar nao-perturbativamente modelos cm teoria de camnpos. Ngs aplicare-

mos estes formalismos para alguns modelos conhecidos nos capftulos subseqilentes.
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Capitulo 3

Regularizacao Analitica no Modelo
(%//7;@7;)29 a Temperatura e Densidade

Finita

Neste capitulo estudaremos um exemplo da expansio 1/N no modelo de fermions
auto-interagentes conhecido como modelo de (Gross-Neveu.

Usando simultaneamente o método da regularizacio dimensional e analitica , nos re-
examinamos o modelo de Cross-Neveu a temperatura e densidade finita (potencial guimico
# 0) no espago-temnpo D-dimensional. O potencial efetivo regularizado é obtido na apro-
vimacio da ordem dominante da expanséo 1/N (para N grande). Mostraremos que para
D = 3 o potencial efetivo é finito.

Além dos cdleulos na rede, muitos caminhos tém side tomados para ir além das
limitagées da teoria de perturbagées dentro do contexto da formulacao do espago-tempo
continuo em teoria de campos. Por exemplo, muitos esforcos tén sido feitos no con-
texto da teoria de campos construtiva [35]. Para modelos escalares, 't Hoolt e Rivasseau
[36] apresentaram nma construgio formal do modelo planar massivo (Ag')a no espago
Euclideano con: o sinal “errado” da constante de acoplamento . Ja que o nimero de

diagramas planares nio cresce de modo fatorial com a ordem da perturbagao em A, a



construcao neste caso pode ser feita dentro do contexto puro da teoria de perturbagtes.

A idéia basica da expansiio 1/N é a seguinte: se cousiderarmos um campo de N-
componentes com acoplaniento quartico de intensidade A, entao a introdugao de wn campo
~ultra-local intermedidrio possibilita somar um namero infinito de diagramas de Feynman
com uma constante de acoplamento efetiva A/v/N, no limite de N grande. Neste caso
alguns dos diagramas mais divergentes sio supriniidos e um propagador completo € obtido.

Um bom exemplo onde esta idéia pode ser implementada é no modelo de Gross-Neveu.
que consiste de fermions com uma auto-interacio quartica {(wyi;)? [37]. Em D = 3 este
modelo é nao-renormalizivel na expansao da constante de acoplamento, mas se converte
em um modelo renormalizdvel na expansao 1/N [38].

Dentro do contexto da expansao 1/N, em D = 2, 0 modelo de Gross-Neveu tem a
propriedade da liberdade assiutética e em qualquer dimensio do espago-tempo I < 4, a
simetria quiral pode ser quebraca espontaneamente com a geracdo dindamica da massa.
Para o caso em que o potencial quimico € zero, a quebra espontianea da simetria pode ser
restauracla via uma transicdo de fase de segunda ordemn a uma determinada temperatura.
Para D = 2 a condensacio de kinks faz com que a transicio de fase aconteca para qualquer
temperatura. Aqui cabe a pergunta se a presenca do potencial quimico mudaria a ordem
da transigio de fase [39].

Na literatura ndo existe concordincia nesta questao ja que alguns resultados de cdlculos
por meio de simulagdo na rede indicam que a transicao € de primeira ordem para potencial
quimico diferente de zero e de segunda para potencial quimico nulo [40].

Wolf [39] obteve win resuitado diferente em D = 2, com um ponto tricr{tico separando
a transicdo de fase de segunda ordem e de primeira ordem. Também devemos citar o
trabalho de Barducci et al. [41] que analisa o modelo onde a stmetria quiral ¢ quebrada
explicitamente devido a um termo de massa introduzido na densidade de Lagrangeana.
Estes autores sugerenl que a transiciao de fase pode ser de primeira ou segunda ordemn
dependendo do valor da massa dos fermions. Estes também encontravam indicagoes da

existéncia do fencmeno tricritico.
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auxiliar ultra-local ¢(z) na densidade Lagrangeana, que tem a forma

waﬁazam@wf(w+@hw{):@wmw—gaaﬁw—g% (3.4)

2 N

Entdo pode-se escrever o gerador funcional dado pela equacéo eq. (3.3) equivalentemente

COIo

Z(mn)=¢ / DyrDyYDip exp (z’ f dPx (L + i+ ﬁ’rp)) ; (3.5)

onde L£'{¢. 1, ) é dado pela eq. (3.4). Para determinar o valor de equilibrio de p(2), nos

definimos o fuucional gerador das fungdes de Green conexas, W (.J), como
R f Dy DID expli f A2 (L T}, (3.6)
disto pode-se obter a acdo efetiva por meio de uma transformacio de Legendre I'{)
D() = [ d% (polx) T(@) = W(J)), (3.7)

onde
STV (J)

wolz) = 57(z) (3.8)

Se nés supormos invariancia translacional, o potencial efetivo serd dado por (ver figura
3.1)

Vi) = 593 - N3 [ (G (5.9

77777 + "Q--'_ ' Q + -‘““OM +
Fignra 3.1: Diagraunas de Feynman de ordem dominante para N grande que contribuem
para o potencial efetive V()

Para permitir uma melhor comparagio com resultados que obtivemos para o caso de
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potencial quimico diferente de zero, vamos revisar algumas das caracteristicas béasicas do
modelo com potencial quimico nulo.
Suponde que o sistema estd em equilibrio térmico A ternperatura %, podemos fazer

uso do formalismo de tempo imagindrio. Neste caso. podemos fazer as substituicoes

V)
Wy = 2) e = /dqrﬁ > (3.10)

-

Defininde (%) = g, e usando a regularizacdo dimensional para tratar as divergéncias
ultra-violetas associadas aos momenta continuos, é possivel obter o potencial efetivo na

forma da fungao zeta de Hurwitz. Neste caso o potencial efetivo é dado por

1. 20 1
Vigo, B) = 55+ 2N 3_p(D.5)(gpo)" 877 (25 = d, 5), (3.11)

s=1 -

onde p(D, s) é dado por:

o
T3 d (—1)°
p(D,s) = s — — 3.12
P s) (s + 1) 5= 3 lamyes (3.12)
e a funcdo zeta de Hurwitz é definida como
= _ 3.13
(2,9) n; n+q (3.13)

que ¢ analitica para Re(z) > 1. Note que o potencial efetivo ndo estd bem definido ja que
a fungio zeta de Hurwitz esta definida sob o conjunto aberto conexo de pontos Re(z) > 1.
Para fazer a continuacio analitica para todo o plano z (menos o ponto z=1) da funcio
zeta de Hurwitz, vamos seguir 0s seguintes passos: primeiro usamos a representacao de

Euler para a fungao Gama para expressar a funcio zeta de Hurwitz como,
1 20 . ¢ )
——)/ (dt t”"—ﬁ—i_ (3.14)
) o e

B seguida separamos a integral de zero a wfinito em duas integrais, nma de zero ate 1
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e a outra 1 a infinito. A segunda integral é uma fun¢do analitica. As divergéneias estdo
associadas ao limite zero da primeira integral. Entao, usando a representacao de Bernoulli

para o integrando, é possivel obter as seguintes expressoes para a extensdo analitica de

Clz,3):
1 1 1 1 & Ba(3) 1
Zy, )= — z, = -+ £ . .17
¢t 2) [{z) il 2) ['(z) nz:%) n! (z+n—1) (3.13)
onde g1{z. ) é dado por
Lo e _
g1z, 5) = /1 dtt T (3.16)

Bn

e B,(x) sdo os polinémios de Bernoulli. Tomando z = 25 —d e definindo ¢, = ;,—(_,—L_—l—l)
substituimos esta expressio da extensdo analitica no potencial efetivo 1 (wy, 3). Apds
alguns cdlculos obtemos,
e — 1 2 ~ - o) 1 = Cn 2s 02— D -
Vign B) = 568+ N 2 q(D,5) (92(25 — d,5) = 35— | (g0)8% 7, (317)

= 25 — D +n

n={_ <~
onde ¢(D. s) é dado por

(=1 1 1
P(S -+ 1) F(S — % - ]) (47T)23_

¢(D,s) = (3.18)

v

Uma conseqiiéncia direta do método de regularizacao utilizado ¢ a seguinte: constatamos
que o potencial efetivo V{ipy, £) ndo tem singularidade para D impar e s inteiro. Isto
significa que, na proximagao 1/N para N grande, o potencial efetivo regularizado ¢ finito
para D finpar.

Faremos agora a mesma andlise para o caso do potencial quimico g # 0. Desta forma

varos introduzir o potencial quimico p e definiy

—
=
L

(3.19)

=)
I
3|

.

E bem counhecido que o efeito do potencial quimico ¢ mudar os niveis de energia pela

quantidade g, Entdo, seguindo os mesimos passos, ¢ possivel mostrar que a nulca mudanga



na equagdo (3.11) é que em lugar de (=, 1), nés temos que estender analiticamente ¢(z, £+

i0). Primeiro escrevemos a representacdo integral da fungdo zeta de Hurwitz como

) 1 Y —l 5 Hio)
g(z,§+za / dt £ 1 (3.20)
Seguindo o procedimento anterior e nsando a seguinte expansao
B,(x +h) Z CEBr(n)h" ™, (3.21)
nds obtemos que
1 P
B,(= —i0) Z Ao, (3.22)
onde
A = =(=i)"FCL(1 = 277%) By, (3.23)

e By sio os niimeros de Bernoulli[43]. Substituindo as equagdes (3.21),(3.22) e (3.23) em

(3.20), finalmente obtemos a extensio analitica da {(2s — d, ; + io):

1 1 1 1 > 2 Ak —k
2s —d, = +i0) = =———=9 —d, = - e B E—
(23 "2 i) F(?s—d) 2(25 2 i) F(25—d)§0;§)(25—D+n) '
(3.24)
onde g5(2s — d, 1 +10) é dado por
1 25— D( % ia) =
g2(25 — d, 5 + i) / dii —1 {3.25)
O potencial efetivo poder ser expresso comao:
L - 1 ~r Lo 2% 25—
Vo, ) = 5 Z ( C(2s —d, 5 +a0) + (((25 — d, 3 W)) {gp0)7" 5 .
(3.26)

onde p(D.s) é dado pela cquagio (3.12) e a fungdo zeta de Hurwitz ¢ dada pela equagao
(3.24). Neste momento cabe fazer alguns comentdrios. B conhecido que o métode da

regularizacio dimensional ndo funciona para campos nao massivos. Note que Usamos
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este método na integral nos momenta continuos, ¢ a freqiiéncia de Matsubara w, faz o
papel das massas, J& que wy, = ‘%(ﬂ + %) # 0, V n. Consequentemente nés devemos nos
restringir & temperatura finita.

I a nossa expansio

Também notemos que, ja que (3.26) é uma série de Laurent em 57
é apropriada para altas temperaturas. Pode ser visto também que o potencial efetivo
regularizado permanece real no caso em que o potencial quimico é diferente de zero. Isto

significa que na aproximagiio dominante existert indicagoes para a fransigao de fase de

primeira ordem.

I
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Capitulo 4

Reducao Dimensional do Modelo de
Gross-Neveu com Simetria Quiral

Continua

Neste capitulo continunaremos o estudo do modelo de Gross-INeveu; entretanto estu-
daremos uma generalizacdo onde existe uma simetria quiral continua. Continuaremos
a estudar o sistema em equilibrio térmico e estaremos interessados no limite de altas
temperaturas de forma que a redugio dimensional pode ser efetuada.

Estudaremos a transicio de fase do modelo Gross-Neveu generalizado com simetria
quiral continua para dimensio do espago BEuclideano 2 < d < <. Os expoentes criticos sao
calculados fazendo uso da expansdo 1//V na ordem dominante para temperatura zero e
finita. A reducio dimensional da teoria é obtida depois da introdugao dos contratermos
térmicos necessarios para cancelar as divergéncias térmicas que se originam no limite
de altas temperatnras. Finalmente determinaremos a classe de universalidade da teoria
reduzida por meio de wma andlise simples da estrutura infra-vermelha das gquantidades
termiodinamicas.

Uma day diferencas entre a teoria de campos e sistemas mecanicos é que a teoria de

campos tem infinitos grans de liberdade que podemn tornar possivel a quebra espontanca



de uma simetria. B importante lembrar que a quebra espontanea dinamica da simetria
tem urn papel importante na fisica moderna. Em matéria condensada por exemplo, este
necanismo € usado para descrever a supercondutividade por meio da condensacio de
pares de Cooper e em fisica de particulas é o principal mecanismo de geracio das massas
Lhadronicas que governan: a dinamica de baixas energias.

Como ¢ conhecido, uma transi¢ao de fase acontece quando existe uma singularidade na
energia livre ou nuna de suas derivadas. Uma transicio de fase continua de um sistema
& caraterizada, a priori, pelo fato de que o comprimento de correlagio diverge no ponto
critico. Perto de uma transigao de fase continua o sistema é governaco por flutnacoes de
longo alcance e o comprimento de correlacao depende fortemente da temperatura e diverge
no ponto critico, ja que o sistema flutua em qualquer escala. Para quase todos os sistemas
isto conduz ao comportamento de escala, isto €, o desvio das quantidades termodinamicas
dos valores criticos estio bem descritos por uma lei de poténcias, motivando a definigio
dos chamados expoentes criticos. Isto conduz naturalmente a classificacido de diferentes
teorias de campos, em classes de universalidade que ficam determinadas pelos expoentes
criticos. Neste sentido, os sistemas caem em um numero relativamente pequeno de classes
de universalidade. Os membros de uma classe tém comportamento critico igual no sentido
que os expoentes criticos como também outras quantidades universais, sdo iguais. As
classes de universalidade sdo distinguidas p

e 1. 0 numero de dimensées do espago-tempo Fuclideano.

[ ]
K]

o ntmero de graus de liberdade do campo microscépico.
e 3. as simetrias do sistema,

Universalidade significa que as propriedades de longe alcance de sistemas na criticalidade
nao dependem dos detalhes das interacoes microscopicas. De acordo com a hipotese
de escala, o comprimento de correlagio ¢ a nica escala de comprimento relevante para
sistemas perto da criticalidade. Esta hipdtese conduz a varias velagoes entre os expoentes

criticos, de tal maneiva que s se tem dois expoentes independentes.

[}
AN



Quando se estuda a restauragio da simetria quiral a temperatura finita em QCD,
freqiientemente utilizamos as idéias de reducéo dimensional e universalidade. Do ponto
de vista da reducdo dimensional, uma teoria de campos a temperatura suficientemente
alta pode ser analisada como uma teoria estdtica a temperatura zero e em uma dinensao

a menos [16, 47).

4.1 O modelo de Gross-Neveu com simetria quiral
continua

Neste capitulo estamos interessados no estudo de um multipleto de N fermions acoplado
a um campo pseudo-escalar o{z) e outro escalar 7(x), de tal modo que a ac¢io Euclideana

pode ser escrita como

- 1 g 1
Sp = /d.dx {-w (@ + gp (o +iysm)) v+ 5(510)“ + 5(8#@2—
1. . : A 2
§mZB (02 —+ ’/T')) + TB (02 + Trz)‘)} . (4.1)

Este modelo exibe uma simetria quiral continua

Uj — lzeia“fs

U e,

e simetrias discretas ¢ — —o, # — 7 onde « é uma constante. Tomaremos a matriz -,

10
na seguinte representacao ys =

0 -1

Sem perda de generalidade, vamos escolher nm vdcuo; desta forma escolhemos uma

direcio (veja fignra 4.1) no espago de componeutes, {7y = v e (x) = 0, ¢ fazemos uma



translagao nos campos de forma que

onde v = “;;’B. Neste caso a agido FEuclideana adquire a forma

- ]. 9
LB ot D (@t gp (vt ot ivsT))d + 5((’%0)"

Lo ve Loy o 1,
+ 5(8#) —5meot = 5m

1, ., A
Sg = [(idx{gmfgvan
T 5

| | D YAPE
2x? — Aguo® — dpvor’ + f (02 + T'FZ) } . (4.4)

com m, = m% — 3Apv? e m; = m% — Agv’. Usando a defini¢do de v podemos ver que

T

m, = 0, como deveria ser ja que # é o boson de Goldstone.

Figura 4.1: O potencial efetivo a temperatura zero na aproximagdo em arvore. O vdcuoe € infinita-
mente degenerado.

Supondo que o sistema esteja em equilibrio térmico a temperatura 471 novamente

utilizarenos o formalisme de tempo imagindrio, observando que para os férmions deve-

mos supor condigdes de contorno anti-periddicas no tempoe imagindrio. Isto nos di nma
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expansdo de Fourier do tipo

n 1 - n iwn T
W(x,7) = NZI > n(x)e (4.5)

2 4 . -
com wy, = F(n+ L) e como ¢ é um campo pseudo-escalar temos condicdes de contorno

periddicas no tempo imagindrio de forma que

olx.7) = 4 > on(x)e™nT, (4.6)

0wy = 2

4.2 Expoentes criticos a temperatura zero

O modeto de Gross-INeveu com simetria quiral continua, em contraste com o modelo de
Gross-Neveu discreto, é renormalizdvel em dimensao DD = 4 do espago-tempo, e pode ser
descrito, além da aproximacdo em drvore, com as técnicas desenvolvidas para o modelo
escalar ¢!, Estas sio o potencial efetivo e a expansdo 1//V para /N grande, ja discutidas
nos capitulos anteriores. Para estudar a estrutura do vacuo da teoria, nds consideramos
o potencial efetivo Vi.;; para campos constantes {o) = v e {m) = 0 [38]. Isto nos da a

equacao de gap (o cut-off A é implicito):

OVery . , A dig 1
4:0:>——m2‘A'v2r2“7/ . 4.7
da BTAn s (2m)4 g + gh? (4:7)
Definiremos a constante de acoplamento critica g, comno
, Y dig 1
2 a2 ’
—mis, = 207 / —_ 1.8
i3 fe (QW)(I (1"2 3 ( )
de tal modoe que a equacio de gap toma a forma
1 : Apv? A gl giu’
T w
2 t+1 Dooemtg? (g2 + ypu?)

gt

[



onde t = (%;E — 1) ¢ a constante de acoplamento reduzida.

Esta forma da equacio de gap é apropriada para obter-se os expoentes criticos, onde o
trabalho se reduz a contar o grau de divergéncia do membro direito da equagdo acima [48].
Neste caso nés faremos o cdlculo dos expoentes criticos definidos por: <r3'z/)>'v% ~ 19
<'&¢>IHO ~ MO, ~ 1 ete, e mostramos que a introdugio da interagdo prépria
para o campo bosénico nao muda o valor dos expoentes criticos obtidos no maodelo de
Nambu-Jona-Lasinto {NJL) [49].

Primeiro, vemos que os expoentes criticos para o modelo de NJL sio recuperados

simplesmente fazendo Az = 0 na equagio de gep (4.9). Na realidade, neste caso, o

comportamento infra-vermelho da integral em v ¢ dada por

A ddq 9’%’”2 2 d-2 1, d—4 6, d-6 :
/U vl L L L (4.10)

e entdo os expoentes criticos sdo simplesmente 3 = v = 1/(d -2} e d =d — 1, jd que a
energia propria e a func¢io de dois pontos coincidemn.

Agora vamos mostrar que, mesmo com A 7 0 temos ainda 0S mesmos expoentes
criticos. Para d < 4 isto é fcil de ver, ji que a singularidade da integral em (4.9) nos

permite desprezar o termo 2 do lado esquerdo. Em quatro dimensdes, podernos fazer uso

do comportamento infra-vermelho da integral (4.10) para obter

it - 2B o (4.11)
S| B

e calcular o expoente 5 a partir do comiportamento de

2
5 mit
vy

ST A 1.12)
3 o (
A 4297,

v
em t. Isto nds dd o valor de campo mécio, 5 = %, (que ¢ uma caracteristica da teoria de
campo conforme em dimensdo igual ou aciia de quatro,

Coucluimos que a introdugio da anto interagiio para os hésons compastos nao nmda



a estrutura da singularidade infra-vermelha. Também podemos ver que, para d = 4,
todos os expoentes criticos sdo valores que coincidem com os valores obtidos por meio do

formalismo do campo médio e portanto ndo temos pontos fixos nao-gaussianos.

4.3 Universalidade e reducao dimensional

Nesta parte vamos considerar o problema de caleular os expoentes criticos quando consi-
deramos que o sistema se encontra em equilibrio térmico. Deste mmodo vamos proceder da
mesnia forma que fizemos acima para o caso de temperatura zero. A novidade vem quando
calculamos o determinante fermionico, Neste caso usamos o esquema de renormalizagao
de subtracdo minima modificada a momentuin zero e temperatura 1/3, jd que esta é a
forma de se obter a forma funcional da teoria reduzida de uma maneira apropriada.

Devemos lembrar que a teoria reduzida a temperatura finita é uma teoria efetiva
dos modos zeros dos campos [46] {veja também [50]). A idéia de reducdo dimensional
a temperatura finita é que no formalismo do tempo imagindrio o propagador livre é
representado por:

1

= — 413
k? + w? +m?’ (4.13)

Afp)

onde w, = 2naT para bosons e w, = 2r(n + %)T para, fermions. Os termos 2n7l para
n#0e2x(n+ é)T atuam como massas e no limite de temperaturas altas os modos nao-
estdticos desacoplam de modo andlogo ao teorema de Appelquist-Carazone [51]. Entdo a
estratégia consiste em integrar os modos bosdnicos ndo-estdticos como também os modos
fernmiidnicos em alguma aproximagdo para poder construir uma teoria efetiva de campos
dos modos zero em uma dimensao a menos.

Pode-se obter isto explicitamente a partir da fun¢io de partigao somando as freqiléncias
de Matsubava w,, £ 0 para os campos bostnicos e fermidnicos. O resultado desta teoria

de campos sera cescrito por uma funcao de particao de tipo:

Z = / DayDmy (,’.‘1:]){ / 4 5 (Loprlog,m) +0L) } (4.14)



onde dL inclui todos 0s outros termos locais que ndo estdo presentes na densidade La-
grangeana original mas que sido consistentes com uma simetria, e na densidade de La-
grangeana L {ay, 7}, 08 pardmetros serdo, em geral, fungdes do cul-off, da temperatura
e de pardmetros bare.

J& que estamos interessados no calculo da agio efetiva a temperatura finita na apro-

ximagdo de ordem dominante na cxpansdo em 1/N é conveniente definir

i =gV N
m? = miN (4.15)

M= AgN,

(.16)

que sdo os valores préprios de M = gp(log + ivsmg), onde T é a matriz unitdria.

A temperatura finita a integracio sobre o tempoe imaginario se converte em uma soma
sobre as freqiiéucias de Matsubara considerando que os campos fermidnicos 2 e ¢ sdo anti-
periddicos na dire¢do do tempo imagindrio. Depois da integracdo dos graus de liberdade

dos fermions a expressio para o determinante fermiénico fica :

ddfl 2

trin (@ + M) = %n_i_m/ oy Z ln( +w? + T??Z) (4.17)

onde, como € usual, w, = 2%(n + &) para fermions,

jd-—tk

5 | G
2 ﬁlf ] ‘ﬁ?,%
21n ( k- n) + il 1+ m +in|l+ m .(4.18)

n

t'r'h),(g? + 1_[) =

P — \-&it\')

E natural considerar o primeiro logaritmo na expressio acima como um fator global de

renormalizagio. Os outros dois podem ser eseritos depols da mtegragio sobre k ¢ soma



sobre n, como uma série

t?‘ﬂn(@ + ﬂY) = 2 i L);}Ei [(00 -+ 'iﬂ'o)zs + (o — ‘J?TO)QS] X

s=1
(27],)(17—1—23 r (-‘5 — _@;j_) g (23 — (C] - 1)‘ %) (-—l 19)
(4m)5 Tl g .

onde ¢ é a extensao analitica da funcdo zeta modificada de Epstein-Hurwitz [52].

No limite de temperatura alta (8 -+ 0), a tinica contribuicio da agio efetiva que ven
da expressao (4.19) sdo para os termos s = 1 e ¢ = 2. Estas contribuictes sdo divergentes
de tal modo que elas sdo os contratermos térmicos necessarios para que a teoria rednzida

seja finita neste limite [30]. Introduzimos os seguintes contratermos [53] (para d = 4 — =)

S O DR AT (1 2
m? = —— (4AI — g%-'g) + m2 (g +1—v—in \ig) ) (4.20)

] 10 A2 g [ 1 =3 1 5 2831 _
I _Z - 4.21
SA I, + + 5 " in Vi (4.21)

onde v é o numero de Euler, e i é o parametro de massa introduzido pela regularizacao.

Definimos por conveniéncia

Ja que 2 — 0, nés estamos na fase desordenada (v = 0). Definimos entdo

Go

Tp

(1) 0
P = . (4,24)

0 Ty



de tal modo que a acao renormalizada para d = 4 se converte em

Seyr{0a, 7o) de { (D™’ +%(;5“ (B8 + *aq) 3(6)@ AR
28 /\"5((3) @ o :
5 g (0 V}: (4.25)

onde
m2(3) = —m?I + ém?

Agora estamos preparados para comecar os cdlculos dos expoentes criticos para a teoria
reduzida. Neste sentido vamos fazer (r) = 0 e expandir o campo o ac redor de uma

configuragao constante v para obter o potencial efetivo térmico

5 . 1A(3 28 A3 (3 ‘
Vers = %mfﬂ(ﬁ)v‘ + - tol. )1:4 + —w'yb. (4.27)

O primeiro expoente critico que pode ser calculado € o expoente 3 que nos dd o compor-
tamento em lel de poténcias do pardmetro de ordem com a temperatura na vizinhanca
da temperatura critica. A temperatura critica 3! estd definida quando o valor da massa

térmica se anula para 3 — 3.. A condigio mp(3,) = 0 nos da

B = LM (1.28)

<21 2

[\D

Para poder obter a temperatura crifica, vamos considerar no momento o caso AN > 32

Agora. podemos recscrever m%,(3) como
5 .. 1 T 1 1

Como £ — ., podemos ver pela definiciao de temperatura reduzida &, que



assim obtrendo:

R ! .
wi(d) = 5 (1A - 7%) ~ + O(0%) ~ a+ b, (4.31)

I =

isto &, miy () ¢ linear enn 4. ou seja, o primeiro expoente critico tem valor & = 5.

O segundo expoente eritico § ¢ obtido a partir da equagio de gop nac-homogenea
quando consideramos uma fonte externa J para o camnpo o. Neste caso, a equagao de gap
se converte e

9 ; /\ . . " -
il A + — = (4.32)

¢ quando estamos perto da eriticalidade (n10(3,) = 0), a equagao de gap nos da ¢ = 3.
ja que ¥ domina o termo ¢”. Finalmente, como estamos na aproximagdao de ordem
dominante na expansdo eni 1/N, uma ver mais a fungio de dols pontos ¢ a energla
propria sac iguais. Vemos que o expoente critico v é tambéun igual a 3. e ambos assumem
o valor %

Depois disto vamos determinar a qué classe de universalidade pertence nossa teoria
reduzida . Segundo o resultado acima tenios que todos os expoentes criticos $ao iguais
aos do campo medio.

Os expoentes criticos que calculamos estao relacionados a nma teoria de campos efetiva
obtida pela integracido de todos os modos fermidnicos e modos nao-estaticos dos hosons.
J4 que os expoentes criticos sio calenlados a partiv da comportamento infra-vermelho
das quantidades termodinimicas perto do ponto de transicio e a integragdo que fizemos
dao resultados finitos infra-vermelhos, é razodvel esperar que estes graus de liberdade nao
modificam os valores obtidos acima para os expoentes criticos. Para se reobter os valores
nao triviais dos expoentes cviticos, devemos considerar os efeitos dos modes zera de g
e 7o no cidenlo das quantidades termodindmicas, ja que estes sa0 os 1nicos responsavers
pelas divergéneias mfra-vermelhas na versao a temrperatura finita deste modelo.

Seguindo os nesimos passos de Kogut e [34]. vamos considerar o comportaniento

criticn da susceptibilidade \ para o madelo @ conr aacao dada pelaeq. (1.25). Definindo

Gl



a curvatura critica g como o ponto onde a susceptibilidade diverge,

: Aw(d) N dhy 1

2 = 2old) / S (4.33)
3 (2 )d=1 2

A expressao para a susceptibilidade inversa pode ser eserita cowmo
Aol 3) v dehy 1 : :
—1 10 ] ) .
p / _ __ . 134
! 5 ) ey T T o

Novamente a extracao do expoente critico 7 se reduz ao cdlculo da poténcia das sin-
gularidades infra-vermelhas do lado esquerdo da equacao anterior. Ein trés dinensoes
(d — 1 = 3), 0 segundo termo em (434} domina a regiao de escala. dando o expoente
~ = 2/(d = 3). que coincide com o da temperatura zero. Os outros expoentes criticos
podem ser caleulados da mesma forma. Concluimos que esta teoria pertence a classe de

universalidade do modelo de Heisenherg.
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Capitulo 5

O Potencial Efetivo para Operadores

Compostos a Temperatura Finita

A teoria de perturbacoes convencional na expansao da constante de acoplameunto ou
e {oops, pode ser usada 36 para o estudo de pequenas corre¢oes quanticas com relagao aos
resultados cldssicos. Quando discutimos efeitos quanticos verdadeiros numa dada ordem
da expansao, nao se pode desprezar ordens mals altas comwo se faz usualmente. Como
discutimos na secdo 2.3, para teorias com grupo de simetria interna de N dimensoes para
N grande. existe outro esquerna de perturbacdo . a expansdo em 1/V. Cada termo da
expansio em 1/N contém um subconjunto infinito de termos da expausdo e loops.

A expansao em 1/N tem uma propricdade interessante. que a corregao quantica de
ordem dominante & da mesma ordem que as quantidades cldssicas. Conseqiientenzente
a correcio de ordent dominante que caracteriza adeqiiadamente a teoria no limite de N
grande preserva guase toda estrutura nfo Hnear da teoria. Neste capitulo da tese vamos
deduzir 2 acio cfetiva para operadores compostos na aproximacao de ordem dominante

na expansiao e L/N para D-dimensoes o conseqtientenrente também o potencial efetivo.
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5.1 Potencial efetivoa 7 =10

Vamos obter o potencial efetivo para a teoria do campo escalar nials geral possivel que
preserva a renorinalizacio perturhativa. Esta teoria tem a forma Ay’ -+ nie®. ¢ ainda possui
unta simerria iterna O{V). Como discutimos, e trés dinensoes espago-temporais. a
reoria ¢ renormalizavel para D < 3. Se supomos 1 = 0 e quatro dhmensoes espago-
teniporais. a tearia ¢ perturbativamente renormalizavel (super-renovmaliziavel para D <
3). Em seguida derivaremos o potencial efetivo ein D-dintensies espago-temporais. fazendo
uso do métode dos operadores compostos [30. 31, 14].

Usando este método. Townsend [36] oliteve o potencial efetivo desta teoria em L) < 3.
na ordent dominante da expansiao cm 1/NV e mostron que esta teoria ¢ consistente. A
densidade Lagrangeana do modelo que vamos estudar ¢ dada por:

0o Loy
Bud)" = 5" = ¥~ g7

L(z) = A I N (5.1)

N =

onde esta teoria possul uma simetria O(N) e 0 campo quantico tem .V componentes, no
espaco N-dimensional da simetria interna. Trabalharemos a principio a temperatura zero:
a generalizacdo para temperatura finita pode ser feita sem dificiddade [4].
Estamos interessados na acio efetiva (@) que governa o compartamento do valer
esperado 0,(x) do campo quantico @{1),. quer dizer. ¢ é dado pela seguinte equagdo
SV ()

plr) = ST =< 0|0 >, (5.

[}
D
—

onde () ¢ a gerador funcional para as fungcoes de Green couexas.

Como vinas na secia 2.2, o uso do formalismo dos operadores compostos se reduy
a0 problema de somar os dingramas irredutiveis a duas partionias (2P1), delinindo a
acio efetiva generalizada Tlo, G) que ¢ luncianal ndo s de o, (). mas também do valor

esperada Gy (e, y) do prodato ordenado terporalmente dos campos T (o)), Assim



a série que queremos calcular ¢ dada pela seguinte expressao:
‘ ] - I L .
[{6, Gy = T{¢)+ sTrnG™' + JTrD™H@)G + Dalo. G+, (5.3)

onde [{¢) = [d”rL{¢). ¢ G é uma notacao abreviada para a matriz cujos elementos sio
Gap(,y) ¢ D é defimido pela seguinte expressio,

iD=

.)l{ (_- _U
) J.

PI(p)
dep{x)oply)

onde D7 é novamente uma notacao abreviada para 2 matriz com elementos D;,,1 (@:2, ).
Lembremos que os tracos ¢ logaritmos na eq. {5.3) sdo no sentido funcional. Seguindo
as regras obtidas na secio 2.2, Ty(9, () ¢ calculado como segue. Na agdo cldssica (i)
niudamos o campo @ por ¢. A uova acio (i + ¢) tem termos cibicos e de orden mais
alta em 2. Isto cefine a parte da interacio Ii,.(w. @) onde os vértices dependem de o.
I's(¢. &) é dade pela soma de todas os (2P1) diagramas na teoria comn vértices determinado
por L, (2. ¢) e o propagador neste caso é igual a Gz, y). A Lagrangeana de interagio

Lo, @) € dada pela seguinte expressao:

JO RS T a2 W T L
int 5\ 3y 3o TP GAZ ) Perere
1 10° A 12750 0y 2 Lo r T - -
TN YT N ST TN et T Ve T ) sl (5.5)

A acio efetiva. como é usualmente definida, pode ser calenlada encontrando-se Gl )

utilizando a cquacao .
ol (. G) .
—_— =0 (5.0}
()CTrsz(:r?~ U)
e substitnindo na acao efetiva generalizada o, 7).
(s vértices na equaciao acima contém factores /N ou /N mas o loop et 2 nos

dd v facor extra V. Levando enn conta esta observacio . podemos ver que o fereeiro e

Gl fermo do membro direito na eq. (5.3). sa0 de ordem dominante. Fstes diagramas



sao usnalmente chamados de loops bubbles [57]. Entdoe, na ordem dominante da expansio
em 1/N os diagramas do vacuo sio bubble trees com dois ou trés em cada vértice. Os dia-

gramas (2P1) que contribuem a acao efetiva sdo mostrados va Bgura(5.1). A partir destas

00 A

Fiegura 5.1 Diagramas do vacue 2P1
le] e

consideracoes. fazendo uso dag regras de Fevinan e levando em conta que o prapagador

neste caso ¢ ({2, y), podemos obter a seguinte expressao para Du(g. )

o 5 y : , . L
[ole. G) =V / d (z\(j + 1—(())—\—) (Goalz, )] — GI—];J—_; AP 2 Gg ()] (5.7)

Entio a eq. (5.6) pode ser escrita como:

o {g, &) 1o (A 1 oot \ . n
—_— = | ~D7 (@) - —= | A —— | [0 G (2 2) 67 (2 —
6G a2 y) 2 (G gy 4 5 D7H0) = g5 { Ao+ g7 | DarGiee( 2) 6740 =)
n . .
L (Gl )P e ) = 0. (5.8)
Reescrevendo esta expressdo nds obtemos a equagao de gap -
' : Mo’ D
(Gﬁj)rm(cﬁ- y = D;bl(@) 67\ ( 10 R ) [ap Gee iz, 0)]87 (2 — y) +
(5.9)

RS o
“'\[f]’()”"[G”( -')]")f)D(:z.'ny)‘

Neste ponto vamos wdtiplicar pela esquerda ambos os termos da cquagao (5.9) e tomand

0 traco obternos

b et 1 o o’ Y

'ETID G = N / il (/\[] + l[};\f) [ ()] +
I | . _
ai{% / A7 [ G )] + ete (5.10)
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Devemos lembrar que o traco Tr esta aplicado tanto aos indices quanto as coordenadas
espago-temporals. Fazendo-se wso das equagdes (5.9) e (5.10) na cquacio (5.7), obtemos

a acio efetlva para operadores:

C(éd) = I{d)+ %T’I' G+ SN /rﬁ,’D.r Ao + % [, )] +
2”0 o, .13 -
W/ 4 -?'[Gnu(-““"-)] . ()J_].)

onde Gy ¢ dado niplicitanente pela equagao (5.9). Os altimos dois termos no membro
direito da equacio (5.11) sdao as contribugoes de ordem dominante a dois loops para a
acao eletiva. Para poder simplificar esta expressao na aproximagcao de ordem dominante.

vanes separar (g, emn compoieites longinudinais ¢ transversais, da seguinte forma:

D Q4 frb i~

Gm’) - (dﬂ.r') - T )U + ;4. (:)12)
o (o
e a tnversa de G, pode ser escrita como
F ey — N (bz (rf)b - (D (.:bb - - o
Gy = O = —57)g "+ —;.2 a (5.13)

Clomo nos estantos tteressacdos em calewlar na ordem dominante, vamoes tomar o trago
eln relagao aos indices mmterinos,

Gow = Ng+O(1), (). M= Ng ' +0(1). (5.14)

[E2ds

Nesta equagao, podemos ver o fator 2V explicitamente, e podemos notar que para N
arande, G, ¢ dingonal en1 a, b Assin venmos que G, @ diagonal na expansao em L/N
para N grande na aproximacao de ordemn dominante. Neste caso supomos que Gy o g

- . S - . N . . ,
sao de ovdem b {como ¢ usual 7 ~ N com isto queremos dizer que o Lagrangeano ¢ de



ordem ), e assim, da equagdo (5.9). podemos escrever,

(G = DY) + corre. quts. (5.

jary
—_
(]
—

Mas D7H@) ¢ de ordem 1. com isto a nossa suposicdo ol correta e consistente com s
resultados em (5.11). Agora substituindo a equacao {5.14) na equacao (5.11) e (5.9). ¢
selecionande s6 os tenmos de ordem dominaute. uds obtemos ¢ potencial ofetivo resumido
que contem os diagramas daisy e superdaisy:

1N N 7 2\
T{o) = I(e)+ %t?‘lngfl + " / AP | Ay + %%) Gy

2N
!

/' AP g (e, 0) + O(1), (5.16)

onde o trago se aplica somente as coordenadas do espago-tempo. Note que O trago ¢ o
logaritmo nos indices proporcionam o fator N, Entao a equagao de gap pode ser escrita

COmo:

X g @ b2 5| . 1 - -
,(]"1!(.1:, y) =110+ mj + “6_0(% +glr o)) + %)-?((T + glx, :z:))zl r)D(rfy)%O(T). (-‘J.‘-l.()

Para se obter o potencial efetivo vaios cousiderar o constante. Com isto a acae efetiva
tent a seguinte forma

[(¢) = —V (o) /d%, (5.18)

e sto define o potencial efetivo. J& que temos invariancia translacional. gl y) é fungao

50 da diferenga relativa de coordenadas (0 — )0 assin, podemos escrever

. (n’:“]) - wp{r—1) = 10}
gl y) =gl —y) = / WU(]J)H “. (-J;l,)J

Vamos deiinir a funcao £7(¢) pela segninte relacao
. . ”1'.’)[) ) )
o) =gl0) = / W{;(p), (5.20)
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e da equagio de gap (5.17). obtemos.

NN o (@ i _
—p* +m3 + EU ( v F(p)) + = ﬁ ( v + F(o)> } . {5.21)

onde F{p) é dado por:

. il), o

F(p) = / — i . 5o (5.22)

J {2m) —p* + g + \” (m + Fo )) + 4 (% + F(ﬁ-’)))
Deste modo o potencial efetivo pode ser escrito como
. . _\—.T ’ £D' . . /\ ’
borr(d) = Valo) + % (;WSZ; In [-pz +my + ?U ((i + F(o)) } -
NH? N . ANKEYE(g)? i}
A F - —— 23
O+ 15 Fi(g) b (5.23)

5.2 Potencial efetivo a temperatura finita

Estamos interessados em calcular o potencial efetivo a temperatura finita para D = 4
para o caso em que ;3 = 0, e para /2 < 3 para n # 0. Com este propésito ¢ convenlente

levar as expressoes a0 espago Eulideano (pg = ipp) e tomar o seguinte ansatz para g(z, v).

(l"")p exp‘i(l‘_y)p

g(z.y) = / (21} p? + M2(0)

(5.24)

Substituindo esta expressio na equacio (5.17) nos obtemos finalmente a expressio para

A equagao de gop

9, . . /\(} (&) i (,9') - - e
M () = mfy + — : (-\— + F(r,-‘))) + iy + IM{w) (5.20)
onde agora F(o) no espaco-ternpo Euclideano é dado por
-~ dty 1
Flp) = / — 5,26
() SRt A () (5:20)

{9



¢ finalinente o potencial efetivo no espaco Euclideano pode ser escrito da seguinte forma,

15

. : . N d”p . 5, Nod” -
V() = Volo) + 5 / (OT{D ln [pz + ;“l*[“((b)] g (/\n lh{)) V)F(fp)2 —
2NDF(9)?

6!

onde Ty{0) ¢ o potencial classico. A expressao 1, (@) em (5.27) contem mtegrails diver-
gentes. Para regularizar as expresdes diverentes, faremos uso do mcétodo da regulavizagao
dimeustonal.

A generalizacio do potencial efetivo para o caso de temperatura finita pode ser feita
sem dificnldade aplicando o método do tempo Imaginario, com a substituigao ¢ue uti-

lizamos varias vozes nesta tesc:

n'!'dg —r Wy = . n = 0:‘:1:‘:2

/% . Z / ED LA (5.28)

O
N

O potencial efetivo a temperatura finita pode ser escrito conto:

L , o N & dP~ip l v

Veffs(#) = Tolo)+ 23;/ 2m)P1 o [Wn +p° 5(@)}
N 110 9° o 2NnEFy(e) .
. ! i B n- - ._9

onde I3(0) é a generalizagio de F(¢) a temperatura finita. isto ¢,

] _— ' :)-L
3(9) 7 R:Z_x (2m) P~V w2 4 p2 + M)

. - . . - [ -’
Desta forma a equacio de gap a temperatira futta para o teoria At + 2% ¢ dada por

(ver cquacio (5.25)),



Para regularizar F3(¢) nos usamos o esquema de regularizagdo gne é um misto de regu-
larizagao dimensional e regularizagio analitica J4 wsado na se¢dao 1.4 (ver equacdo (1.65).

Assim Fy(é) pode ser escrito como:

,n?,l)—Zm‘ 1) 2 o
Fs(p) = )20 {f(-’— 5 ; AT, ”3) R (-"fﬁ(@)ﬂﬂ))} o=t -

(5.32}
Note que para D = 4 temos unl polo e pava £ = 3 a expressao ¢ nita. Para regularizar

o segundo termo da equacao (5.29). fazemos uso do seguinte artificio: definimos

ln')

1 (=] .
LF(}) —72/ ot [, + 4 M3(0)] (5.33)
e entao derivamos com respeito a Az, obtendo
AL (o lD Ly 1
OLF5(¢) _ (21 / c L S (5.34)
M 3 1*1 Yo +p* + jl[}((D)

Portanto. segundo a equacio (5.30), vemos que:

OLF3(¢)

= (2031 F5(0). 5.

H
(]
ot

Nosso objetivo é regularizar Fz(o) e com isto L5 () ¢ portanto o potencial efetivo. Para
o caso de dimensao D = 3, a extensdo analitica da funcdo Fi{o) ¢ finita e pode ser escrita
em forma fechada [15] (note que em D = 3 ndo temos polos ao menos na aproximacao de
ordem dominaite). Em particular,

My(o) 21n(1 — ¢~ Mato)) o
Ah)p = — : . S
Fs5(o)x g O+ AGE (5.30)

Desta relacio obremos LI7( M) integrando a relacao (5.35): assitm o resultado da inte-

gracao nos da

_"1l ! iy _‘ [ ‘I; ,"_; ) ,— ()i L ce g eyl _
LE,(0) = —1/6 (@) Maléibile ) Bl 0T (5.37)
: T w3 R
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onde Li, () é o polilogaritmo de z [43]. Apds todas estas passagens, o potencial efetivo
a temperatura finita na aproximacio de ordent dominante na expansdo emx 1/N para N
grande é dada pela seguinte relacio:

Y N No?

Veffalo) =Tolo) + 5 LE (o) — (A
2 ! 10N

2N(Fi(o)r)

) 0} - =02

(5.38)

Vamos indicar como calcular o potencial efetive a partir dos resultados obtidos: para
valores dados dos parametros da teoria podemos caleular para unt valor do campo ¢ e
wma temperamrea T a partiv da equacio de gap {ver equacio (5.31)); em particular para

D =3 temos a seguinte equacao de gap -

; 2 A y? Ws(e 21n{l — M (o)
ﬂf;}(o) = g+ 0 (1 - ?7(0) [1 . 1{ e )})

6 \N T 4r M ()3
w (00 Myle) [, 2In(L — e W)V .
o A ' 3.39
AN T dw | Ms(e)3 (5:39)

Assim, conhecendo-se o valor de Ad3(@), o potencial efetivo fica determirado e pode-se
obter o comportaniento em fungao da temperatura I = lj e o valor csperado do campo ¢.

Podemos ver claramente na figura (3.2) que temos uma transicao cde primeira ordeni.
desde que os parametros da teoria para o potencial efetivo a temperatura zero tenha a
forma mostrada na curva deserita por Tp.

Para o caso D = 4 ¢ n = 0. oude a teoria ¢ estritamente renormalizavel. pode-se

proceder do mesino modo. Assim o potencial efetivo nesta aproximagao pode ser escrito

COULO
/\ — .
Veffalo)=Tule)+ 3(“ H&) i) ot — i (Fao) ) (5.40}
onde Ty ¢ o potencial classico
o 1 A 3
Volg) = ém 2o’ .-,1_\.'1("“)‘ (H.41)

~1
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Figura 5.2: Comportamento do potencial efetivo obtido a partir das equagdes (5.38) ¢
{5.39) em dimensdo D = 3 para temperaturas 1, > 1.

e (F3(é)r)p=1 ¢ dado pela relacio

‘ AMEL6) = (p* = 1) -
(FB((‘D)R).D:]: 7’T2 /1 md}) . (0.42)

Na aproximagao de altas temperaturas temos que (veremos mais adiante que esta expansao

¢ consistente) |

L Mle)  Mie)

(I3(0)r) p=s =T 4%3 — 87r2 In(My(0)3): (5.43)
portanto:
(LF(d))py = L/12 ”»( 4)’ — l/G )3 — 1/16 ylo) 1;”( )i7) n
611 Ui(”)l (5.14)



e finalmente a equagdo de gap toma a seguinte forma:

o, A 1 M M3 , _
1”1?(‘?5) = mz(@) + 6\1252 j4i([f) B 1 gﬁﬁ(f) In (Alz(9)B) |, (5.45)

oude m? (o) = -rzze+—’b§—5f,’\¥f, e tn?, A sdo, respectivamente, a massa e constante de acoplamento
renornmalizadas a temperatura zero. Comn estas equagoes determinamos o potencial efetivo.
Note que. da solugdo da equagdo de gap e {5.45), encontramos que, para a constante
de acoplamento A < 1, a condicdo A3(¢)/T? < 1 é consistente com m?(¢) /T2 que ¢
exatamente a condicio necessdria para a expansao perturbativa para altas temperaturas
[4].

Nos capitudos 6 e 7 analisaremos o comportamento da massa térmica e constante de

acoplamento térmica como funcao da temperatura fazendo uso dos resultados ja encon-

tracos.



Capitulo 6

A Equacao de Gap para a Massa e
Constante de Acoplamento no

Modelo /\gp%

Do ponto de vista puramente tedrico, existem muitas perguntas que se originam con-
siderando a teoria a temperaturas e/ou densidades altas. Progressos considerdveis tém
ocorrido durante as ltimas trés décadas com relacao ao entendimento da teoria de campos
a temperatura finita. Um dos problemas nao resolvidos até agora ¢ a existéncia possivel da
transicao de fase de desconfinamento na cromodindmica quantica {QCD). Neste sentido
espera-se que a temperaturas suficientemente altas os quarks e gluons podem ser encen-
trados emn estados nio ligados (plasma de quarks-gluons). Relacionado a este fendimeno
surge a pergunta ligada & natureza da transicao da fase de baixas temperaturas de estados
ligados para a fase plasmética de altas temperaturas [59]. Mas a determinagio da ordem
da transicio (se é que existe transicdo) ainda é um problema eul aberto. A existencia
de mua transicao de fase no modelo de Yang-Mills puro é nm ponto de consenso, mas,
seo0s guarks sao incluidos, a resposta parece ser muito dificil. Agora, se a teoria inclu
quarks ¢ gluons, pode acontecer ontra (rausigio de fase que ¢ a transicdo de quebra da

simetria guiral, ¢ neste caso a ordem da transigio depeude do nimero de sabores e

=]
oy}



quarks. A simetria quiral é quebrada espontaneamente a temperatura zero e espera-se
que esta simetria seja restabelecida a temperatura finita. Para dois sabores nao massivos,
a transicao de fase ¢ de segunda ordem e para 3 sabores, é de primeira ordem. Para
mals de trés sabores nio se tem uma conclusio clara sobre o tipo de transi¢do, nem se
acontece a fransicao de fase da quebra da simetria quiral. Outro pouto importante que
deve ser notado ¢ que o pardmetro de ordemr na transiciao de fase da quebra da sime-
tria quiral para a cromodinamica quantica ¢ composto nos campos, ¢ que implica gque os
métodos perturbativos nao valem mals. Neste sentido métodos nao perturbativos devem
ser utilizados.

Em qualquer dos casos acima, a cromodinamica quanfica real é muito dificil de ser
tratada e ndo existem resultados tedricos definitivos para muitas questoes até agora.
Assim, modelos simples sao laboratérios muito Mteis para tentar esclarecer o que acontece
no mundo real, particularmente quando efeitos ndo perturbativos de longo alcance estido
envolvidos, como € o caso das fransigoes mencionadas acima.

Neste capitulo faremos uso do formalismo dos operadores compostos e re-examinaremos
o comportamento do modelo A com simetria O(/N) em D-dimensoes num espago Euelid-
iano a temperatura finita. No caso D = 3 e 1D = 4 ¢ feita uma analise do comportamento
da massa térmica renormalizada e constante de acoplamento térmica renormalizada para
todas as temperaturas. Os resultados sio que a massa térmica renormalizacda é positiva e
cresce com a temperatura monotonicamente. O comportamento da constante de acopla-
mento térmica renormalizada é claramente diferente em dimensoes pares e impares. Em
D = 3, a constante de acoplamento térmica renormalizacla decresce conm a temperatura agé
wn valor minimo diferente de zero e entao cresce com a teruperatura monotonicamente.
No caso D = 4, temos que a constante de acoplamento térmca renormalizada tende, no
[nite de temperaturas altas. a um valor assintético. Também neste espago Euclideano
D-dimensional podemos exibir wina formula para a temperatura critica para a transicao
de segunda ordem . Esta formula estd em concordancia com trabalhos anteriores para

D=3c D=1



Recentemente [7] foram obtidas expressdes para a massa renormalizada e a constante
de acoplamento térmica no modelo Ap* em D-dimensdes do espago-tempo planc na apro-
ximacao de um foop. Em outro trabalhio [15], dentro de wn coutexto ligeiramente diferente,
estudamos o modelo (Ag* + 09} p—s a temperatura finita na aproximacao de dois loops.
mostrando a existénela do fendmeno tricritico. O fendmeno tricritico acontece quando
a massa renormalizada e a constante de acoplamento térmica se anulam para alguma
temperatnra intermédiaria. O propdsito deste capitulo é fazer wna extensao do trabalho
mencionado acima [7] para todas as ordens da teoria de perturbagoes.

Isto pode ser feito considerando-se o modelo com simetria O(N) dentro do espirito
da expansio 1/N na aproximacio de ordem dominante para N grande. Usaremos o
formalismo dos operadores compostos (CJT) [30], que nos dard naturalmente a equacdo
de Dyson-Schwinger, adaptada a temperatura finita . E bem conhecido que estes métodos
de resummation podem resolver o problema da nio-validade da expansao perturbativa em
alguns modelos ndao-massivos da teoria de campos a temperatura finita [61]. Por exemplo,
no modelo escalar de N-componentes \ip* é possivel somar para N grande uma certa classe
de diagramas de Feynman, chamados ring. Isto permite resolver o problema infravermelho
na aproximacao de ordem dominante 1/N para N grande [4. 61].

Um método alternativo que leva ein conta as contribugoes dominantes e sub-dominantes
dos diagramas multi-loops ¢ o método dos operadores compostos, desenvolvido no capitulo
anterior.

Como fol mencionado, neste formalismo naturalmente somaimos uma grande classe de
diagramas de Feynman, e a equagdc de gap é obtida facilmente fazendo uso do formalismo
funcional. Este formalisino foi estendido para o caso de temperatura finita por Pettini e
mais recentemente por Amelino-Camelia and Pi [58].

Algumas referéncias importantes sdo [62, 63, 64}, Neste dltiino artigo Evlal ot al.
[64] discutem a estrntura de fase do modelo O(N) em dimensio D gencdrica do espago
Fuclideano e também discutern o sinal do segundo coefliciente da [ungio beta do grupo

de renonmalizacio para N grande.

-1

|



Desta forma vamos aplicar uin método de resummation mencionado acima para o
calculo da massa e constante de acoplamento renormalizada para o modelo vetorial mas-

sivo Ag?, definido no espago Euclideano em dimensio D genérica.
= 4
6.1 A equacao de gap do modelo Ay,

Vamos supor que nosso sistema estd em cquilibrio térmico. Na aproximacdao de um loop
a massa térmica ¢ a constante de acoplamento para o modelo Ap* em D-dimensdes do
espago Euclideano foram obtidas no trabalho anteriormente citado [7] (ver tambéin se¢io
1.4) e sfio dados por:

£

. . /\ > T T—’-il
m*(3) = m + @%ﬁ ; (%%) Ko, (rngn 3} (6.1)
e
- 3 /\é s My %“2 . ;
/‘\(’B) = /\{] — 5(2—7‘1)7/2;(%) it %_._;('?no?l‘:ﬁ). (62)

onde K, (z) é a fun¢io de Bessel modificada e m3 e Ay sdo a massa e a constante de
acoplamento a temperatura zero respectivamente [65]. Note-se jd gne estamos fazendo
uso da regularizagao dimensional e que o fator p*~Y é implicito na definigio da constante
de acoplamento A.

E possivel melhorar o resultado em (6.1) e (6.2) estudando a equagio de gap para
a massa dependente da temperatura. Uma maneira de fazer isto é tomando o modelo
O( V), como foi feito por Dolan e Jackiw [4].

Neste caso os diagramas de Feynman sio classificados de acordo com sua topologia
¢ a cada nma destas classes é associada wma potéucia de 1/N. No lnnite N grande so
algumas classes de diagramas, os quais estao associados a poténcias menores de 1/N|
dao a contribnicao de ordem dominante. Estas contribuigoes, nas quals estao incluidos
todos os diagramas daisy e super-daisy  (ver ligura 6.1). resultamn exatas no limite NV
grande, Esta aproximagcio fol desenvolvida depols por Weldou e também Eboli et al e niais

recentemente por Drummond et al [66]. Por simplicidade, analisarenos a corregdo térmica
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(a} ()
Figura 6.1: Exemplos de diagramas que contribuem para a corregio da massa: (a) daisy
(h) superdaisy.
na fase desordenada, que corresponde a auséncia de quebra espontinea de simetria. Neste

caso adotamos a notacao m?(J) para o quadrado da massa térmica efetiva,

2 (3) ) ,\ °° / P! 1 (6.3)
molo) = my + .
i i} ‘ ‘)T— D-1 p + (‘..L,‘ + rn‘d

n]

de onde, fazendo uso da relagio eq. (1.65), resulta que:

N
(2m)P/?

m2(B) = m2 + i (m(ﬁ))rlf(gl (m(3)n3). (6.4)

n=1 3”

Para resolver a equacdo acima e consegiientemente ir além da teoria de perturbagoes,

usamos a representacio integral das fungoes de Bessel [43] dada por
51 s
- m 2t 7, p L =
K,(z)= ——(vz)”/ e (1t — 1) udt, (6.5)
v 1

valida para Re(v) > —% e larg(z)| < 3. Esta representagdo iutegral € a mais apropriada
para 10ss0 proposite se nos restringinnos a D > 1. Substituindo a equagao (6.5) ua

equagao (6.4) ¢ definindo

F(D) = 1;—| ; (6.6)



a equacao de gap toma a forma

D 2] . . — oo £-3 1 -
mz(p’) = ’m5 + )\OF(D) (m(ﬁ))D 2‘[1 CH(ILQ - 1) 2 W‘:—I (6 I)

Definindo wma nova varidvel 7 = m(3)3t, é facil mostrar que

0-3
m?(3) = m2 + A F(D) (m(8)7? /m dr ( { ! -1 2 ! : (6.8)
m(B3)8 m{3)5 e” —1
Quando D é impar, a poténcia 252 = p é um inteiro e 0 uso do teorema do binémio

de Newton nos proporciona uma maneira direta de obter m?(3). Quando D é par (o
-3

caso mails interessante), a expansdo de ((m ;)5)2 — 1) * conduz a uma série infinita de

poténcias, e a expressio para a massa quadratica térmica tem a forma

oo . FD-3=2k
m*(3) = m,gﬂoﬁz-f?g F(DLK) (m(3) 3™ [M)ﬁ dr——. (6.9)
onde
f(D k) = F(D)(—1)*Ch (6.10)
e
CF = Ly 1) (6.11)

Pik+0)IT{p—k+1)
sio os coeficientes binomials. Notemos que para valores pequenos de £ a integral que

aparece na equacao eq. (6.9) é a integral de Debye do tipo

1 "onat 71!

> T
T = e T — ——
T ; ( q (!3 (117},-7‘I

), (6.12)

Ii{x,n) = /ﬂjC dr

&

que ¢ valida para z > 0 e n > 1 [43]. Para k satisfazendo & > U;"l\ que corresponde a

n < | na equacio anterior, é necessdria a generalizacio da integral de Debye (o caso para

no= 0 é trivial). Investiguemos o caso n < 0. Esta generalizagdo fol feita por Svaiter e



Svaiter [67] e o resultado se escreve como:

o 1 1 & By ath 1
Iz, n) = / d’FGT_-—L:; = - Z = — B Inar + Vaz1, (6.13)

D g — !
q=0g#En 7 q T (.”L.)

(para n fmpar), Re(z) > 0, 2 > |2| > 0 ¢ y.-1 sendo uma constante. As quantidades
- j
B, sao os numeros de Bernoulli. Notemos que esta generalizacao pode ser feita para o
regime de altas temperaturas, i.e. m(3)0 < 27. Vamos definir
Ii{x,D—-3-2k), for >0 k<2~

I{z.D—3—2k) = - (6.14)
Li{z. D —3-2k), for O<z<wm, k>2522

e entd o quadrado da massa térmica efetiva m*{) pode ser escrito cono

m?(B) =md + NF* P Z F(D.k) (m(_ﬁ)ﬁ)% Lm{B)3, D —3 = 2k). (6.15)
k=0

A equacao acima nos dd uma expressdo nao-perturbativa para a massa quadratica térmica
no regime de altas temperaturas para o caso de dimensao par do espago Euclideano. No
caso de dimensdo fmpar a soma em k& termina em —DT,_é

Para qualquer dimensdo é possivel fazer a andlise numérica da expressdo da massa
renormalizada para todas as temperaturas usando a equacdo (6.4).

Como o resultado da andlise revela para os dois casos D = 3 e DD = 4, a massa
renormalizada € uma fungio monotonicamente crescente da temperatura.

Para o parametro de massa negativa 7’,;’;23, o modelo exibe quebra espontanea da simetria
O(N} para O(N — 1). Ja que a corregdo térmica para a massa ¢ positiva, a siimetria ¢
restaurada a temperaturas suficientemente altas. A temperatura critica 371 é definida
como o valor da temperatura para a (ill‘cll m?(3) é »vero. Entido, usando a férmula (com

suas restrigoes) para argumentos pequenos da fungao de Bessel, nao ¢ diffcil demonstray
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que a temperatura critica para D genérico do espago Euclideano (D > 2) é dada por:

—nDe2 mg
(6.7) (D)’ (6.16)

onde g(D) = jgf‘(g —1)C(D —2). Em D =4 o resultado encontrado acima reproduz o
valor conhecido para a temperatura eritica [58].

Para D = 3 a fungdo zeta em g(D) tem um pélo e o procedimento de renormalizagao
implica que a quantidade 8772 & proporcional & parte regular da extensdo analitica da
funcio zeta na vizinhanca do pdlo.

E possivel mostrar que neste caso a temperatura critica é dada por % = B n(p?B2).
Este resultado estd em concordancia com o analise de Einhorn et al [68], que recentemente

foi confirmada por [69} por meio de simulacdo numérica na rede.

6.2 A constante de acoplamento térmica para
o modelo vetorial Ay}

Nesta parte analisaremos o comportamento da constante de acoplamento térmica renor-
malizada do modelo vetorial de N-componentes Ay}, Sem perder generalidade vamos
supor que estamos na fase simétrica, quer dizer, g > 0. Para ir aléin da teoria de per-
turbacdes. vamos tomar a aproximac¢ao na ordem dominante 1/:V. Neste caso sabemos
que as contribuicdes vém sé de algumas classes de diagramas (cadeias de bubbles), onde
é possivel fazer a soma sobre todos estes diagramas. Desta maneira, enconbranios que a

constante de acoplamento térmica renormalizada tem uma expresdo da forma

) /\() l
A} = ) G.17
) = R (), By o




onde L (m?*(3), 8) é dada pela parte regular de Fg(D,s = 2)(ver eq. {1.63)),

L (mz(ﬁ). ,6’) - 31 , i (m(ﬁ)) 2f2]\’§42 (m(Bng) . (6.18)

e Ay € a constante de acoplamento renormalizada a temperatura zero. Por simplicidade,
vamos suprimir o fator 1/N daqui em diante.

Vamos investigar o comportamento da constante de acoplamento no espaco Euclideano
para D > 3. Este procedimento ja foi feito de uma maneira andloga na segao anterior.
Agora, usando una vez mais a representacao integral das fungoes de Bessel dada pela

equacio (6.5), encontramos o seguinte resultado:

a2 Y Y o oy —4 oo 2 2-3 1
L(m2(8), 3) = G(D) (m(3)) / (- 1) e

1

(6.19)

onde
3 1 1

T2R/APIT ()

Observe que ndo existem pélos na fungio I' para D > 3 e G(D) nunca se anula. Definindo

(6.20)

G(D) =

g(D, k) = G(D)}(=1)*Ch_s, (6.21)
nao ¢ dificil mostrar que
. 5 o0 ’ o -0C TD—5-‘2A:
L(m*(5).8) =72 AZ:O g(D.) (m(5)5)* /m(m dr . (6.22)

U calculo direto nos leva ao seguinte resultado:

L ('m,'z(‘.'ﬁ):fj’) =3P Z g(D, k) (77?.(;’3);"3)2;"'” (s, D —5—2k), (6.23)
k=0

onde [z n) estd definida na equacio (6.1:4). Entao, substituindo a cquagao (6.23) na

equacao (6.17), obtemos a constante de acoplunento térmica renonualizada para altas

Co
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temperaturas para D > 3. No caso D < 3, a representacao integral da funcio de Bessel
dada pela equagao (6.3) ndo pode ser usada. Conseqiientemente devermnos usar a seguinte

representagdo para as funcdes de Bessel:

que ¢ valida para |arg(z)| < % e Re(2?) > 0. Um célculo direto nos dd

-

L (m*(#), 3) = Q(D)m(B) "~ /% di et B (eg(w, e M) 1) 7 (6.25)

JO

onde a funcio theta ©3(z, ¢) é definida por {43]:

Os(z,¢) =1+23 ¢" cos(2nz) (6.26)

n=1

Substituindo L {m?*(3), 3) na equacio (6.17) nds obtemos uma expressao fechada para
a constante de acoplamento renormalizada em D < 3. E interesante notar que hi al-
gum tempo Braden [70] fez uso da fungdo theta ©3(z,¢) para analisar 0 modelo ¢! a
temperatura finita. Nés gostariamos de lembrar que o comportamento da constante de
acoplamento térmica renormalizada com a temperatura é diferente do comportamento da
massa térmica renormalizada. Na realidade, o comportamento da constante de acopla-
mento térmica renormalizada depende da dimensao Euclideana. Para D) = 3 a constante
de acoplamento {como fungao da ternperatura) decresce até um certo valor minimo ¢ entao
conieca a crescer. O comportamento térmico da constante de acoplamnento é mostrado na
figura (6.2). Para D = 1 a constante de acoplamento térmica renormalizada tende a nin
valor assintético constante no linite de altas temperaturas, o que é mostrado na fignra
(6.3). Nosso resultado é consistente cow o trabalko de Fendley [27]. Repare que o com-
portamento térmico da constante de acoplamento é mmito sensivel au comportanento da

massa térica. Como ilustracao, mostramos na fignra (6.4) o aspecto geral da constante



Figura 6.2: Comportamento da constante de acoplamento obtida a partir das cqnagoes
(6.4).(6.17) e (6.18), em dimensao D = 3.

de acoplamento como fungdo da temperatura para este modelo comn o formalismo usual de
ordenamento de Wick [71]. Neste caso todos os tadpcﬁes sao eliminados e o comportamento
da constante de acoptamento nao depende do comportamento da massa térmica . Vemos
entdo que a constante de acoplamento é monotonicamente decrescente com a tempera-
tura. A auséncia do ordenamento de Wick muda profundamente este comportamento.
Mostramos na figura (6.3), para D = 3 na mesma escala, o grafico para A(T) com e sem
ordenameuto de Wick, respectivamente. Na regifio de temperaturas onde Ay (7)) tende
praticamente a zero, A(7) é praticamente constante até um valor ligeiramente menor que
a constante de acoplamento comum {Ag) & temperatura zero. O crescimento de A(T) com
a temperatura mostrado na figura (6.2) estd em uma escala menor para A(7') que na figura
(6.5). Na realidade este crescimento ¢ "microscopico” em uma escala onde a constante de

acoplamento Ay (T7) apresenta liberdade assintotica térmica.



Figura 6.3: Comportamento da constante de acoplamento obtida a partir das equagoes
{6.4).(6.17) e (6.18), em dimensdo D = 4.

Figura 6.1: Aspecto geral do comportaniento (érmico da constaute de acoplamenio obtida
das equ. {6.4).(6.17) e (6.18) com ordenamento de Wick .
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A (T)

Figura 6.3: Compare o comportamento térmico da constante de acoplamento para o
modelo com ordenamento de Wick (A (7)) e sem ordenamento de Wick (A(T)).
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Capitulo 7

O Formalismo dos Operadores
Compostos no Modelo

(Ao + 9% p_g a Temperatura Finita

Neste capitulo da tese vamos discutir a teoria (A@*+942%) p=3 no contexto da expansao
1/N a temperatura finita. E claro que para D = 3 0 modelo (A¢*)p nao é o modelo mais
geral que seja renormalizavel perturbativamente. Neste sentido nés podemos introduzir
o termo de iteracio n¢® mantendo a teoria renormalizavel. Para D = 3, o modelo (Aot +
ne®)p=3 é 0 mais geral com simetria O(N) que seja renormalizavel.

Nés usaremos os resultados encontrados no capitulo 5 em que fol usado o método dos
operadores compostos que, como sabemos, nos permite somar um conjunto de infinitos
diagramas de Feymann. Analisaremos o comportamento da massa ¢ da constante de
acoplammento térmica (efetiva) uo regime de baixas e altas temperaturas. A existéncia do
ponto tricritico para umia temperatura intermédiaria ¢ discutida usando este método.

Assim, a densidade Lagrangeana da teoria gque queremos estudar a temperatura finita
¢ dada por:

1 9 Au 1 o &

IR DU )
Llw) = 500w) = 5" = 1%~ Giyer (e 1)

que, como sabemos, possui wna simetria O(N).
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Vamos reescrever os resultados encontrados no capitulo 5, onde o potencial efetivo é

dado, no espago Euclideano, por

— N 2NnF(4)
/ o Ag2 0 2_ ‘
Vef (o) = Voldh)+ / S [p? 4 MO~ T o+ T5 ) F (9) 2 (1)
(oude V4(e) ¢ o potencial eldssico) junto com a equagao de gap
_— Ao [ ¢ ?
AP (P) = == — | = 7
() = m2 + 5 (N + F(qa)) + ( N + F((b)) , (7.3)
onde F(@) é dado por
dPp 1
Flo) = /———-————————— . 7.
@)= | 5rP AR 7-4)

7.1 A equacao de gap para o modelo (Mg’ +np°%)ps a
temperatura finita

Na aproximagio de um loop a massa térmica e a constante de acoplamento térmica para o
modelo Ag? em D-dimensoes no espaco Buclideano foram obtidas em um trabalho anterior
(7). e, para o modelo vetorial (Ap*)p de N componentes, foi feito uso do formalismo dos
operadores compostos (CJT) [12].

Suponha que o sisteina esta em equilibrio térmico. Como é usual, vanos estudar o
modelo usando o método do tempo imaginaric. Entao a equagdo de gap a temperatura

finita para a teoria Ap® + e’ é dada por (ver equacio (7.3)),
! p juag

oy D P E ° .
;‘.Jé(qp) =mg + EO (% + F;j((p_)> - (p\ + Pg((/b)) . (7.5)
onde
1 nG :,u’) 1 1 _
Ful#) s ; / 27 ) ") b w2 4p? + ME(g) (7.6)
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Usamos a forma regularizada desta expressdo nas secdes anteriores:

' M 1 — p—Mal(#)s
FM@%:@quMA@):—_fga(1+2mgwibﬁ U. (7.7)

Na auséncia de quebra espontanea de simetria nos definimos ¢ pardinetro de massa efetiva

por:

*Vefflg) , _
—@(bg—— = mé, (7.8)

#=0

¢ depois de um pouco de dlgebra pode-se mostrar que:

‘ _ A
f@:wﬁmy4n+6ﬂm) .RML (7.9)
em que
T3 21n(1 — e~™af) -
F(0) = — 1 1
0 =7 (14 S, (7 10)

onde m?. X e 1 sao os pardmetros da teoria ha aproximacac em arvore. Assim as equagoes
(7.9) e (7.10) determinam o comportamento da massa efetiva com a temperatura. Desta
relagio é possivel obter resultados interessantes, mas como nés notamos nac ¢ possivel
obter uma expressao explicita para o comportamento da massa emn fungio da temperatura.
sendo possivel o entanto resolver numericamente. Obtivemoes o resultado que a massa
térmica efetiva cresce suavemente com o aumento da temperatura. Quanto & expressao

para a constante de acoplamento efetiva A, esta pode ser obtida da relagao seguinte:

o PVefflo) _ BM 711)
B(J;i h=() 02(’!5” == .
onde A7 (o) ¢ dada pela equagdo (7.3), e entio segue-se que:
L A+ 515 (0) 7.12)
] J l:)\_l + :QLF ( )] E)I'-‘,‘(l(]). '
) 3] (')m‘.";

Esta ¢ a forma da constante de acoplamento térmica eletiva na ordem dominante cin 1/V.



Entao, para obter-se a forma do comportamento da constante de acoplamento efetiva com
a temperatura, nds usaremos a solugio da equacdo (7.9) e a substituiremos em (7.12). Da
analise numérica podemos concluir que a constante de acoplamento térmica efetiva cresce

com a temperatura.

7.2 O fendomeno tricritico

Na se¢ao anterior obtivemnos a corre¢do térmica para massa efetiva m3 ¢ para a cons-
tante de acoplamento As na auséncia de quebra espontanea e simetria. O fendmeno
tricritico acontece quando Ay = mé = 0. Quando isto acontece, nds conclnimos gue deve
existir quebra espontanea de simetria. Na aproximacao em arvore a quebra espontanea
de simetria acontece quando o potencial clissico, V5{¢), desenvolve um minimo absoluto
para ¢? # 0. Agora, se considerarmos correcoes quanticas na ordem dorinante. entdo da

equagio (7.2) obtemos a relagio {no momento estamos discutindo o caso T = 0):

2

OV _ |2y 2 (@ +F(¢>)) L (” ¥ F(M" bu- (7.13)

R 6\ N IRW,

Se tivermos quebra espontanea de simetria, a seguinte relacio deve ser satisfeita em termos
dos paranietros finitos:

2

m? + % ((if + F(eﬁ)) + é}[ (% + F(gb)) = (. (7.14)

Mas. da equagdo (7.4), F(¢) pode ser expressa (fazendo uso da regularizacio dimensional )

COIQ:

i

2

- J-‘Z 2 &
Fia) = L P +é ((D + F((b)) + ((b + F(c’)))
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A partir das ultimas duas relagdes, concluimos que F(¢) = 0 quando ¢ é o valor do

minimo. [sto implica que a equagdo (7.14) se expressa como:

Ao n [ ¢* ’
me o A — -
m” + G (N) + 5 (N =0. (7.16)

Na verdade, esta é a mesma equagdo que para a Aproximacao el arvore mas so que em
termos dos parimetros renormalizados. A partir das equagdes (7.3) e (7.14) temos que a
. . . . ’ ) 3 s 1. ) : .
massa efetiva é zero quando calculada no minimo, quer dizer A/*{¢) = 0. e conclnimos
que esta é uma conseqiiéneia do teorema de Goldstone [32]. Da equacdo (7.16) nds temos

tres possibilidades para que ocorra a quebra de simetria :

1. A>0, m?<0
2. A<0, m2<0 (7.17)

3. A<0, m?>0.

2da. Ordem

Simetria O(N)

= om

/J/a@/
\ nao quebrada
RegiX\ N mes Mdn
L Xhﬁ_ Ordem

Regiao 3
|

. ~ . . . . N s g B o1
Figura 7.1: As regioes onde se tem quebra da simetria no plano (Aon®) para 7 fixo e nao

negativo.

Se consideramos a regifio 3 na aproximagao zero cout A sificiensemente grande, obe-



decendo a relacio

52 ;
S > m?, (7.18)

entdo temos dois valores de ¢ para os quais V5(¢) = 0. Neste caso, para m? > 0 e

5x%

o m® temos a transigio de primeira ordenr como mostra-se na figura (7.1). Entio o

ponto m? =0, A = 0 & o ponto tricritico na qual a transi¢iao de primeira ¢ segunda ordem
se encontram. Note que a relagao (7.18) foi obtida pela exigéneia que o valor do potencial
classico calculado na regido 3 seja o minimo absoluto. Se nds cousiderarmos correcoes
quanticas esta relacio deve se modificar. A temperatura finita os parametros efetivos m?
e A variam com a temperatura . A temperaturas suficientemente altas podemos concluir,
a partir da equacio (7.12), que a simetria pode ser restanurada.

Entdo para usar as relacdes da dltima secao, primeiro supomos que a simetria esta
presente e dai podemos derivar uma temperatura intermédiaria, 3., para a qual -méc =0,
Az, =0

Notamos que [3(3 — ¢, s = 1,mg) (ver equagdo (7.7)) tem sentido s6 para mj > 0 e
esta expressdo nao é util para poder obter a temperatura critica. Assim noés regularizamos

a expressao no limite m% = 0, com (m% > 0), para D = 3 — ¢, e obtemos:

T(5%) (i)

Mg — 0 (mﬂ = 0)
A parte finita Ir({3.) de I3(3 —¢,5 = 1.my) é dada por:
Ir(B) = —— In(——), (7.20)
‘ w8, wpiuzt

(neste passo nsamos a expansio das fungoes ¢{z) e I'(z) para extrair a parte finita), onde
e & m ¢ 0 parimetro de massa e k ¢ uma constante numérica. A divergéncia infra-

vernelha introduz nma meerteza na determinacao da tenperatura critica o esta incerteza
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se transmite no pardmetro de massa y, [68]. Assim o fendmeno tricritico ocorre quando:

A
my = 0=m®+ S8+ LIr(8.), (7.21)
Ag = 0=+ %Ir(ﬁc). (7.22)

Destas relagoes nés concluimos que se o fenomeno tricritico ocorre, devem ser obedecidas

as duas relagdes seguintes:

, | Gym?
2= ’f” (7.23)
5
T? pem ex (ﬁ/\ﬂ) (7.24)
— — £X . i.
‘ k p 5T, "

onde T, é a temperatura na qual o fendmeno tricritico ocorre. Daqui notamos gue o0s
parametros (m?, A) devem estar dentro da regifio 3 para que o fendémeno tricritico ocorra

e obedecamn as equacdes (7.23) e (7.24).
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Capitulo 8

Conclusoes e Perspectivas

No capitulo trés estudamos o modelo de Gross-Neveu a temperatura. finita e potencial
quimico diferente de zero. Obtivemos que na aproximagio da ordem dominante na ex-
pansio 1/V (N grande) o potencial efetivo é finito em espagos-tempos de dimensao fmpar,
em particular em D = 3 ndo existem divergéncias ultravioletas. No modelo de Yukawa
o mesmo fendmeno matematico associado ao método da regularizacdo dimensional foi
mostrado [42] . Esta situagiio é muito similar a encontrada no calculo da energia do
vécuo renormalizada de campos escalares [44]. Dolan e Nash fizeram uso do método da
regularizacio analitica da fun¢io zeta para obter a energia de Casimir de um campo es-
calar conformalmente acoplado e confinado em uma esfera nos casos de dimensao par e
dimensio impar [43]. Eles obtiveram que para espagos-tempos de dimensao par existe um
pélo no ponto onde os autores calculam a energia regularizada. Desta forma ¢ necessaria
a introducio de um contratermo. Por outro lado para uma esfera num espago-tempo de
dimensio fmpar o resultado ohtido é finito. Nestc caso 1o € preciso fazer renormalizagao.

Podemos conjecturar que a auséneia de singularidade para o potencial efetivo a tem-
peratura finita em dimensao impar do espago-tempo € uiia peculiaridade de nossa apro-
xinacio o do método de regularizacao utilizado. De qualquer maneira ndg esperamos (que
este tmbalho pOssa Servir para posteriores pesquisas a este respeito.

No capitulo quatro fizemos uma andlise detalliada do modelo fermionico com simetria



quiral continua. Supondo que o sistema estd em equilibrio térmico, estudamos expoentes
criticos assim como a classe de universalidade em que o modelo estd inserido. A reducio
dimensional do modelo de Gross-Neveu com simetria quiral continua nos deu wna teoria
efetiva que pertence a mesma classe de unmiversalidade do modelo de Heisenberg. Calcu-
lamos os expoentes criticos, resultando nos valores do campo médio para os expoentes
criticos. Também mostramos explicitamente a classe de universalidade da teoria reduzida
simplesmente levando em conta os efeitos dos graus de liberdade relevantes para o calculo
das quantidades termodinamicas.

No capitulo 5 estudamos o potencial efetivo para a teoria ©* e ¢® no espaco-tempo
Euclideano D-dimensional a temperatura finita na aproximacio daisy ¢ super daisy. A
forma do potencial efetivo foi encontrada explicitamente fazendo uso do método de re-
summation (CJT) na ordem dominante. Neste capitulo vimos como o0s esquemas de
regularizacao dimensional e analitica podem ser usado para calcutar o potencial efetivo a
temperatwra finita. Em dimensdo fmpar (por exemplo D = 3), onde o método do power
counting indica que as divergéncias devem ocorrer, com o uso da regularizacao dimen-
sional e analitica isto ndo acontece, isto ¢, nao temos polos em D=3. No espago-tempo
D-dimensional uma vez que o cut-off é removido, a parte finita é indéntica ao resultado
da regularizagao dimensional e analitica.

No capitulo 6 desta tese fizemos a andlise do modelo vetorial Ag* no espago Euclideano
de D-dimensdes em equilibrio térmico. A formas das corregoes térmicas para a massa e
para a constante de acoplamento foram discutidas fazendo nso do método de resummation.
Nossos restltados sio na aproximacao da ordem dominante na expansao 1/N. Escolhemnos
este modo de traballiar para obter resultados de cardter nao perturbativos.

A respeito do comportamento da massa tériica, mostramos que a massa uadratica
renormalizada é monotonicamente crescente com A termperatura para qualguer dinensao
do espaco Buclideano. Neste sentido nds obtemos uma formula geral para a temperatura
critica da transicio de segunda ordem que é vdlida para qualguer dimensao Euclidena

D =20 Os valores obtidos para as temperaturas criticas em D = 3 ¢ ) = 4 estao e
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concordéancia com resultados anteriores.

O comportamento da constante de acoplamento depende da dimensdo do espago Eu-
clideano. Em D = 3 a constante de acoplamento renormalizada decresce com a tempera-
tura até um valor minimo positivo, e entdo comega a crescer suavemente como funcio da
temperatura (ver figura (6.2)). Este resultado parece indicar que a nivel ndo-perturbativo
para N grande no modelo vetorial de N-componentes, a resposta a questao originada na
referencia [7] é negativa: nfo existe a transi¢io de primeira ordem induzida pela constante
de acoplamento em D = 3. Em D = 4 a constante de acoplamento térmica renormalizada

3
no limite de altas temperaturas tende a um valor constante, (A — (384’)/\(; que coincide
exatamente com o resultado obtido por Fendley [27]). Uma extensdo natural deste tra-
balho pode ser considerar a aproximacdo além da aproximacio de ordem dominante 1/N
usando as idéias dos grupos de renormalizagio.

No pentltimo capitulo desta tese nés fizemos uma analise do modelo vetorial Ag* +n¢°
no espaco Euclideano em D = 3 dimenstes a temperatura finita. A forma das corregoes
térmicas da massa e constante de acoplamento foram encontradas usando o método de
resummalion na aproximagao da ordem dominante em % (aproxinacio de Hartree-Fock).
Concluimos que estes pardmetros aumentam com a temperatura. Este resultado é consis-
tente com o trabalho precedente {12], no sentido que nds podemos recuperar 0s mesmos
resultados para o caso n = 0. Discutimos a existéncia do fendmeno tricritico a temperatura
finita e encontraInos uma expressao para a teraperatura critica nas quais a massa térmica
e a constante de acoplamento térmica efetiva se anulam. Isto mostra que o fendomeno

tricritico acontece para alguma temperatura intermedidria 7.
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