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Resumo

A idéia subjacente a este trabalho é que o Universo possui uma estrutura geométrica que
apresenta aspectos locais e globais. Certos aspectos globais associados & conectividade
podem ser estudados observacionalmente. O exemplo mais simples é a existéncia de
imagens miiltiplas de objetos césmicos. De fato, se o Universo for suficientemente pequeno
para que a luz proveniente de algumas fontes tenha tido tempo de atravessa-lo, o céu deve
apresentar imagens multiplas de tais fontes. Sob condigdes adequadas estas imagens
devem estar sendo registradas em catdlogos astrondmicos. Esta tese concentra-se nestes
aspectos observacionais no contexto de modelos cosmolégicos localmente homogéneos e
isotrépicos.

Apresentam-se inicialmente dois conceitos topoldégicos fundamentais para o estudo
da topologia césmica: o grupo fundamental e os espagos de recobrimento. A seguir,
para ilustrar o efeito da topologia do espaco ambiente na evolugdo de um sistema fisico,
estuda-se um sistema irradiante formado por um oscilador harménico acoplado a um
campo escalar sem massa em espagos localmente euclideanos com diferentes topologias.
Mostra-se que este sistema é topologicamente fragil, no sentido de que se o espago tem
uma topologia ndo trivial, o comportamento do sistema ¢ radicalmente diferente daquele
que ele apresenta quando o espago ambiente é simplesmente conexo.

A seguir estudam-se os modelos cosmolégicos localmente homogéneos e isotropicos.
Formaliza-se o conceito de catdlogo de fontes discretas, discute-se sob que condicdes tais
catdlogos apresentam imagens miiltiplas e estuda-se quando é que pode-se esperar que o
Universo seja pequeno. Por dltimo, faz-se um estudo detalhado do método de Cristalo-
grafia Césmica. Encontra-se que o método CC, além de ser sensivel a topologia apenas
nos casos euclideano e esférico, nio é um método adequado para extrair informacao to-
polégica do Universo. A inadequagio deste método deve-se, em parte, ao fato de estar
baseado em correlacdes de distancias entre fontes cédsmicas. Finalmente faz-se um reconto
dos resultados contidos nesta tese e sugerem-se futuros temas de pesquisa em Topologia
Cosmica com fontes discretas.

As variedades tridimensionais com curvatura seccional constante sio descritas em de-
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talhe em um apéndice. Apresenta-se a classificagido das formas espaciais euclideanas e
esféricas. Como o problema da classificagdo das formas espaciais hiperbdlicas nao foi
ainda resolvido, apresentam-se apenas alguns resultados fundamentais sobre variedades

hiperbdlicas.
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Abstract

The idea behind this thesis is that the Universe has a geometrical structure with both
local and global aspects. Some global aspects associated with connectivity can be studied
observationally, the simplest example being the existence of multiple images of cosmic
objects. In fact, if the Universe were small enough so that the light coming from some
sources had time to traverse it a number of times, the sky would in principle exhibit
multiple images of such sources. Under suitable conditions these images could be recorded
in astronomical catalogs. This thesis focuses on such observational aspects in the context
of locally homogeneous and isotropic cosmological models.

Initially, the fundamental group and covering spaces are presented as the two most
fundamental tools for studying cosmic topology. Next, to illustrate the effects of the
topology of the ambient space on the evolution of a physical system, a radiating system
is studied, consisting of a harmonic oscillator coupled to a masless scalar field in locally
Euclidean spaces with different topologies. It is shown that this system is topologically
fragile, in the sense that if the ambient space is topologically non-trivial, the behavior
of the system is radically different from what it would exhibit if the ambient space were
simply connected.

In the next chapter, locally homogeneous and isotropic cosmological models are stu-
died, and the concept of a catalog of cosmic sources is formalized. Conditions are discussed
under which such catalogs present multiple images, and also for the Universe to be small.
A detailed study of the Cosmic Crystallography (CC) method is then performed. It is
found that the CC method is sensitive to topology only in the Euclidean and spherical
cases, and even in these cases it is an unsuitable method for extracting topological in-
formation from the Universe. The inadequacy of this method is found to be due to its
reliance on distance correlations of cosmic sources. Finally, an overview is given of the
results obtained in this work, and possible future lines of research in Cosmic Topology

with discrete sources are briefly discussed.

The 3-manifolds with constant sectional curvature are described in an appendix, where

the classification of the Euclidean and the spherical space forms are also presented. Since



the problem of classification of hyperbolic space forms has not been solved yet, in this

case only some fundamental results on hyperbolic manifolds are presented.
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Introducao

One could imagine that as o result of enormously exten-
ded astronomical ezperience, the entire Universe consists of
countless identical copies of our Milky Way, that the infi-
nite space can be pertitioned into cubes each containing en
exactly identical copy of our Milky Way. Would we really
cling on to the assumplion of infinitely many identical repe-
titions of the same world? In order to see how absurd this is
consider the implication that we ourselves as observing sub-
jects would have to be present in infinitely many copies. We
would be much happier with the view that these repetitions
are illusory, that in reality space has peculiar connection pro-
perties so that if we leave any one cube through o side, then
we immediately reenter it through the opposite side. The
space that we have posited here is nothing other than the
simplest Clifford-Klein space, a finite space with Euclidean

geomelry...

Karl Schwarzschald

Esta analise, feita no final do século passado, descreve claramente o tipo de observagdes

astrondmicas que nos levariam & conclusio de que um melhor modelo para a descrigéo do

nosso Universo é o de um espaco cujas propriedades de conectividade globais sdo diferentes

das que estamos acostumados pela simples extrapolacdo da nossa experiéncia cotidiana.

Estas propriedades globais seriam responsaveis pelas observacdes de cdpias idénticas de

fontes césmicas no firmamento, observacdes que dificilmente poderiam ser explicadas

como sendo produto de uma multiplicidade de objetos idénticos. Dito de uma outra

forma, uma explicagio mais natural, porém inicialmente contraintuitiva para a existéncia

de imagens multiplas de um mesmo objeto cdsmico, seria a de que estas cdpias idénticas

nao sio mais do que imagens de um mesmo objeto que estaria sendo observado a partir

de direcdes diferentes devido a peculiar “topologia” do nosso Universo. E interessante



observar que esta idéia foi sugerida & comunidade cientifica bem antes da formulagao da
teoria da Relatividade Geral por Albert Einstein.

Observagdes recentes da radiagio césmica de fundo feitas pelo satélite COBE [9], e
resultados matematicos [34, 108] sugerem fortemente que, com um alto grau de apro-
ximagao, o nosso Universo pode ser descrito localmente por uma métrica de Robertson-
Walker (RW). Existem trés familias de modelos de universo compativeis com uma métrica
de RW, cada uma delas caracterizada pelo parametro k (a curvatura seccional normaliza-
da das se¢des espaciais de um universo RW) que pode tomar os valores 1,0, —1. As segdes
espaciais de um modelo de universo com k = 0 sio descritas pela geometria euclideana,
considera-se que cada se¢iio espacial é o espago euclideano, e portanto este modelo de
universo tem extensao espacial infinita. Num modelo de universo com k = —1 as segOes
espaciais sao descritas pela geometria hiperbdlica, neste caso costuma-se supor que cada
secdo espacial é o espago hiperbdlico, e portanto este modelo de universo tem também
extensdo espacial infinita. Por dltimo, num modelo de universo com k = 1 as segoes es-
paciais sio descritas pela geometria esférica, considera-se aqui que cada segao espacial ¢ a
esfera tridimensional, e portanto estes modelos de universo tem necessariamente extensao
espacial finita. Desta forma, a antiga questdo da finitude do espago ficaria resolvida se
pudéssemos determinar o valor de k, que por sua vez fica determinado pelo valor da den-
sidade total de matéria e energia no Universo; pelo menos no contexto da Relatividade
Geral.

Nesta concepgio tradicional da cosmologia considera-se que toda segao espacial de um
modelo cosmolégico possui a propriedade topoldgica de que toda curva simples fechada
pode ser continuamente deformada até colapsar em um ponto. Estes espagos sdo chama-
dos de simplesmente conexos. Sabe-se, porém, que existem infinitos modelos de universos
multiplamente conexos (ndo simplesmente conexos) consistentes com cada métrica RW,
podendo ser estes espacialmente finitos ou infinitos quando & = —1 ou 0. Dois modelos
com o mesmo valor de k possuem as mesmas propriedades espaciais locais, diferenciando-se
porém nas suas propriedades de conectividade globais. Costuma-se referir as propriedades
de conectividade globais das se¢des espaciais de um modelo de universo como a topologia
do universo. Os modelos cosmolégicos simplesmente conexos, considerados no enfoque
tradicional da cosmologia, sio referidos como modelos cosmoldgicos com topologia tri-
vial; os modelos cosmoldgicos com topologia ndo trivial sdo aqueles com seges espaciais
multiplamente conexas.

As teorias cldssicas de gravitacao e cosmologia vinculam dinamicamente quantida-
des locais como a curvatura e a torsio do espago-tempo ao contetido de matéria-energia

do universo. Estes vinculos se constroem usando equagdes diferencials ¢ sao, portanto,



locais. Nao parece existir uma maneira de vincular classicamente aspectos globais do
espaco-tempo ao conteddo de matéria-energia, porém a situagdo muda se se considera
um tratamento quantico do problema. De fato, existem fortes indicios de que uma teo-
ria quantica da gravitagio possa relacionar a topologia do espago-tempo & sua evolugao
dindmica.’ Porém, num contexto cldssico, sob determinadas condigdes, dois modelos de
universo com a mesma geometria local, mas globalmente distintos, exibem efeitos ob-
servéveis caracteristicos. Pode-se portanto pensar na possibilidade real de se determinar
a forma global do nosso Universo através de observagdes astrondmicas ou astrofisicas. Hs-
ta linha de pesquisa foi examinada ocasionalmente desde inicio deste século, mas a maior
parte dos artigos publicados nesta drea foi produzida apenas nos ultimos 10 anos {ver
[63, 107]).

Um modelo de universo topologicamente ndo trivial que possua caracteristicas que
permitam detectar a sua topologia é conhecido como modelo de universo pequeno. Cor-
respondentemente, diremos que vivemos num universo pequeno se for possivel descrever
o nosso Universo com algum destes modelos. No entanto, sabe-se muito pouco sobre
quais sdo os efeitos observaveis decorrentes de nosso Universo ser pequeno, e nenhum dos
efeitos conhecidos atualmente tem sido observavel de maneira confidvel na pratica. Em
outras palavras, conhecem-se poucos métodos aplicaveis para determinar a topologia do
nosso Universo, e a tecnologia disponivel ainda ndo ¢é suficiente para pd-los em prética.
Além disso, do ponto de vista tedrico sabe-se muito pouco sobre quais so as condigOes
especificas que definem um modelo de universo pequeno.

A pretensio deste trabalho é avangar na dire¢do da determinagao destas condigoes, e
propor uma linha de ataque ao problema de construir métodos confiaveis que permitam
(i) identificar se vivemos num universo pequeno, e (ii) determinar o tamanho e forma
do nosso Universo. Em resumo, a linha de pesquisa sugerida pelo presente trabalho é a

seguinte:

1. Estudar a evolucio de sistemas fisicos em modelos de universo com to-
pologia nfo trivial. O estudo comparativo de sistemas [isicos em modelos de
universo com diferentes topologias permite selecionar efeitos carateristicos devidos
3 topologia. Por exemplo, pode-se investigar se aparecem efeitos quanticos devidos
4 topologia em modelos do universo primordial, e se alguns destes efeitos deixaram

tracos caracteristicos fisicamente detectdveis na presente época.

1Em vé4rios niveis nota-se que o formalismo da mecnica quéntica estd fortemente ligado a estrutura
topolégica do espago base onde esta é desenvolvida, e é capaz inclusive de determinar univocamente esta
topologia. Os resultados mais surpreendentes nesta linha de pesquisa sdo, infelizmente, pouco conhecidos

(ver {6, 58, 60, 83, 99])



9. Desenvolver métodos eficientes de deteccdo de propriedades de conecti-
vidade globais. Esta etapa consiste em estabelecer procedimentos observacionais
e de andlise de dados que permitam extrair uma assinatura topoldgica do nosso
Universo, e isto sd é possivel uma vez identificado e estudado algum processo ou
sistema fisico capaz de deixar tragos observdveis na presente época. Nesta etapa,
cada método em desenvolvimento deve ser testado por meio de simulagdes para

determinar sua eficiéncia e margem de aplicabilidade.

3. Determinar limites no tamanho e forma do nosso Universo. Os métodos
selecionados por sua eficécia e aplicabilidade sdo, finalmente, postos para trabalhar
usando dados reais. O objetivo desta dltima etapa é restringir os limites no tamanho

e forma do nosso Universo e, eventualmente, determinar sua topologia.

Analisemos um exemplo simples de como por em prética o programa mencionado aci-
ma. A predicdo mais simples que pode se fazer sob a hipétese de vivermos num universo
suficientemente pequeno é a existéncia de imagens miltiplas de fontes astrolisicas discre-
tas. Com efeito, se o nosso Universo for pequeno o suficiente para que a luz proveniente
de algumas fontes (como por exemplo quasares) tenha tido tempo de atravessa-lo, o céu
que observamos deve apresentar mdltiplas cépias de tais fontes. Estas imagens distintas
de uma mesma fonte estdo correlacionadas pelo grupo de recobrimento da variedade que
modela as seches espaciais do nosso Universo, e sob condigies adequadas devem estar
sendo registradas em catdlogos astronémicos. Portanto, um primeiro passo para construir
métodos de deteccio da topologia do nosso Universo, ¢ estudar as condigdes que permi-
tam a existéncia de imagens mdltiplas em catdlogos existentes, ou em fase de construgao.
Numa segunda etapa, devem ser estudadas as possiveis maneiras de extrair informacao
topolégica do Universo a partir destes catalogos. Finalmente, depois de desenvolvidos ¢
testados, estes métodos devem ser postos para trabalhar com catdlogos reais para ten-
tar extrair informacdo sobre o tamanho e forma do Universo. Nesta tese discute-se com
detalhe este problema.

Em resumo, a idéia subjacente a todo este trabalho é que nosso Universo possul uma
estrutura matematica, fundamentalmente geométrica.? Esta estrutura geométrica do Uni-
verso possui caracteristicas locais e globais, porém a cosmologia tem-se concentrado, quase
exclusivamente, no estudo dos seus aspectos locais. De fato, independentemente de qual-
quer definicio formal dos conceitos local e global, é intuitivamente claro que os resultados
experimentais diretamente relacionados com a estrutura geométrica do nosso Universo

sio inerentemente locais. Como consequéncia, os modelos tedricos de que dispomos pa-

2Para uma andlise critica deste presuposto veja, por exemplo, [113].



ra descrever o nosso Universo estdo formulados em termos de leis locais da fisica. As
equagdes de Einstein, por exemplo, sdo equacdes diferenciais que relacionam a curvatura
de cada regiao do espago-tempo com o conteido material do Universo naquela regido; e a
curvatura é um conceito geométrico local. O quadro muda ao considerar o campo da cos-
mologia observacional. Certos aspectos globais do Universo, associados & conectividade
da sua estrutura geométrica, podem ser estudados observacionalmente. O exemplo mais
simples é a possibilidade de observar imagens miiltiplas de objetos césmicos, como foi
mencionado acima. Esta tese concentra-se nestes aspectos observacionais no contexto de
modelos cosmoldgicos localmente homogéneos e isotrdpicos, os modelos cosmolégicos de
Friedmann-Lemaitre (FL). Cabe observar, no entanto, que, no contexto de outra teoria
geométrica de gravitagao, os modelos cosmoldgicos andlogos aos modelos L s&o modelos
com homogeneidade e isotropia espacial local, e em consequéncia com segoes espaciais com
curvatura seccional constante. Portanto, todas as consideragfes puramente geométricas
feitas neste trabalho sdo também apliciveis a estes modelos.

A seguir é descrito o esquema geral desta tese. Cada capitulo tem sua prépria intro-
ducdio onde sio justificados os tdpicos apresentados. SupGe-se, por parte do leitor, um
conhecimento da geometria diferencial e semi-riemanniana em nivel de textos padrio de
geometria escritos para fisicos [21, 77, 100, 116], porém é minha opinido que um conhe-
cimento de geometria em nivel de textos como [23, 79, 87, 122] é conveniente para uma
melhor compreensao da estrutura matematica subjacente & Topologia Césmica. Supde-se
também um conhecimento da Teoria Geral da Relatividade e Cosmologia Relativista em
nivel de textos como [59, 119].

No capitulo 1 sio apresentados os conceitos de geometria e topologia das variedades
relevantes ao problema da determinagio da estrutura geométrica global do nosso Univer-
so. O capitulo comega com uma breve introdugao aos conceitos de variedades e funcdes
diferencidveis, estruturas bésicas sobre as quais se apoiam as construgdes matematicas ne-
cessarias para o estudo da estrutura geométrica do nosso Universo. Logo depois passamos
a estudar um método padrao de construgio de variedades com propriedades de conectivi-
dade globais do tipo que esperamos existam no nosso Universo. Contudo, o corpo central
deste capitulo est4 dedicado & apresentagio dos dois conceitos topoldgicos fundamentais
para o estudo da topologia césmica: o grupo fundamental e os espagos de recobrimento.
Uma énfase especial é dada ao Teorema de Seifert-Van Kampen, ferramenta poderosa
para calcular grupos fundamentais.

A fragilidade topolégica é a sensibilidade do comportamento de um sistema fisico em
relacio 3 estrutura topoldgica do espago onde o sistema esta imerso. No capitulo 2 estuda-~

se um sistema irradiante topologicamente fragil, formado por um oscilador harmdnico



acoplado a um campo escalar sem massa num espago localmente euclideano [13, 49].
Este sistema é topologicamente fragil, no sentido de que quando em um espago com
topologia nio trivial se comporta de forma radicalmente diferente a quando em um espago
simplesmente conexo.

No capitulo 3 estudam-se modelos cosmoldgicos localmente homogéneos e isotrépicos.
Neste capitulo também formaliza-se o conceito de catélogo de fontes discretas no con-
texto de espagos-tempos RW, discute-se sob que condicdes tais catdlogos apresentam
imagens miiltiplas e estuda-se, com certo detalhe, quando é que pode-se esperar que
nosso Universo seja pequeno. Por tltimo, faz-se um estudo detalhado do método de
Cristalografia Césmica. Este método foi proposto em [64] e analisado em detalhe em
[37, 38, 46, 47, 48, 50, 65]. Encontra-se que o método CC, além de ser sensivel  topologia
apenas nos casos plano ou esférico, ndo ¢ um método eficiente para extrair informagéo
topolégica do nosso Universo. Mostra-se também que os limites no tamanho e forma do
nosso Universo, obtidos aplicando este método, nio sio confidveis. A ineficiéncia deste
método deve-se, em parte, ao fato de estar baseado em correlagdes de disténcias entre
fontes césmicas.

No capitulo 4 faz-se um reconto dos resultados contidos nesta tese e discutem-se futuros
temas de pesquisa em Topologia Césmica com fontes discretas.

A tese contém tamhém trés apéndices. No apéndice A estudam-se as geometrias com
curvatura seccional constante: a geometria euclideana, a esférica e a hiperbdlica. Estas
trés geometrias, no caso tridimensional, servem de base para a construgdo de possiveis
modelos do nosso Universo. O apéndice B é uma apresentacio concisa da teoria de grupos,
neste apéndice apresentamos os conceitos basicos necessirios para uma compreensio do
conteddo do apéndice C. As variedades tridimensionais com curvatura seccional constante
sdo0 usadas para descrever o nosso Universo no contexto dos modelos cosmoldgicos FL.
Por isso o apéndice C, depois de expor certos resultados gerais sobre tais variedades
riemannianas, concentra-se na classificagdo das formas espaciais euclideanas e esféricas.
Como o problema da classificagiio das formas espaciais hiperbdlicas ndo foi ainda resolvido,
neste apéndice sdo apresentados apenas alguns resultados fundamentais sobre variedades
hiperbdlicas.

A extensio deste trabalho deve-se principalmente ao esforco feito para que esta tese
possa servir de texto (pelo menos de referéncia) a quem quiser iniciar seus estudos nesta
drea de pesquisa em rdpida expansdo. Desta forma, ao longo de todo o texto encontram-
se numerosos exemplos, muitos dos quais sdo utilizados posteriormente. Porém, além
da teoria matematica bésica, os resultados apresentados estdo relacionados, quase que

exclusivamente, ao problema da detecgio da topologia do nosso Universo usando fontes



discretas, e particularmente ao método de Cristalografia Cdsmica.

Por dltimo, muitos resultados sdo enunciados usando o estilo matemdtico de lemas,
teoremas e corolédrios, em parte por uma questdo de gosto pessoal, mas principalmente
devido ao fato de que este estilo de apresentagio facilita a referéncia a tais resultados em

secdes e capitulos posteriores (e algumas vezes anteriores).



Capitulo 1

Geometria e topologia

The simplicities of notural laws arise through the complexi-
ties of the longuages we use for thetr expression.

Bugene Wigner

Structures are the weapons of the mathematician.

Nicholas Bourbaki (pseuddnimo)

Para especificar a posi¢io de um ponto numa determinada regido do espago precisamos
de um sistema de coordenadas formado por trés eixos nao paralelos e concorrentes. Na
linguagem matemética moderna, o espago fisico é “localmente” idéntico ao espago de
ternas ordenadas de niimeros reais R®. Porém, isto ndo implica que o espago fisico seja
“globalmente” idéntico a R3. De fato, uma andlise simples mostra que nao é possivel
determinar as propriedades globais do espago a partir, unicamente, das suas propriedades
locais.! Dizemos, entio que o nosso espaco fisico é uma variedade tridimensional real.

Este capitulo estd dedicado a estabelecer certas relagSes gerais entre propriedades
locais e globais da estrutura geométrica do espago-tempo, comecando na segdo 1.1 com
a definigdo de variedade diferencial como objeto basico na modelagem da estrutura do
nosso Universo. Nesta mesma secio sio apresentados o conceito de aplicagdo diferenciavel
entre variedades, um método para construir variedades baseado na passagem ao quociente
pela agio de um grupo sobre uma variedade made, e finalmente, e muito brevemente, o
conceito de orientabilidade em variedades diferenciais.

Na secdo 1.2 é apresentado o grupo fundamental de um espago topoldgico. Para cada

INa verdade, as propriedades locais do espago restringem suas propriedades globais mas, como veremos
neste e no apéndice C, nio conseguem fixd-las univocamente. Veja também a subsecao 4.2.1 para uma

discusao da relacdo entre curvatura e topologia.



espago topoldgico X, no qual dois pontos quaisquer podem ser unidos por um caminho,
associa-se um grupo que revela a existéncia ¢ a estrutura dos caminhos fechados que nao
podem ser deformados continuamente a um ponto: o grupo fundamental m;(X). Se este
grupo for trivial significa que todo caminho fechado em X pode colapsar de maneira
continua a um ponto. Um espaco topoldgico com grupo fundamental trivial é chamado de
simplesmente conexo, ou no contexto da topologia césmica, espago com topologia trivial.

Na secdo 1.3 é apresentado em detalhe o Teorema de Seifert-Van Kampen (Teorema
1.7), uma ferramenta poderosa para calcular o grupo fundamental de um espago topolégico
a partir de uma decomposi¢do adequada deste. Por 1iltimo, a se¢do 1.4 € uma exposi¢do
dos espacos de recobrimento. O ponto central desta segao é a existéncia do recobrimento
universal de uma variedade, e do fato que toda variedade pode ser construida a partir do
seu recobrimento universal usando o método, apresentado na subse¢ao 1.1.2, da passagem
ao quociente pela agio de um grupo. Uma consequéncia fundamental deste resultado é
que o grupo usado para fazer este quociente é isomorfo ao grupo fundamental da variedade
resultante.

As referéncias mais consultadas na preparagio deste capitulo foram [18, 73, 112],
onde podem ser encontrados detalhes e extensdes dos tépicos aqui apresentados. Uma
apresentagio elementar e bastante didética da teoria do grupo fundamental e espagos de

recobrimento pode ser encontrada em [62].

1.1 Variedades diferenciais

Intuitivamente, uma variedade m-dimensional real é um espago localmente idéntico a R™.
O uso dos termos “localmente” e “idéntico” é feito de forma propositalmente vaga com
o intuito de englobar, na idéia de variedade, uma ampla gama de objetos matemdticos.
Existemn diversos tipos de variedades: topolégicas, diferenciais, semi-riemannianas, sim-
plécticas, euclideanas, de contato, etc., cada tipo correspondendo a um significado preciso
dos termos “localmente” e “idéntico”. Em cada caso, o termo “idéntico” € usado para
indicar o tipo de estrutura matemadtica considerada como relevante.

O tipo de estrutura mais geral, relevante para a fisica, é o de variedade diferencial.
As variedades diferenciais, além de servirem como base para a constru¢ao de modelos do
nosso Universo, sdo de grande utilidade em outras 4reas da fisica. Variedades diferenciais
sao usadas, p. ex., na mecanica cléssica, na teoria da elasticidade, na termodinémica,
no electromagnetismo, e nas suas generalizagdes: as teorias de gauge. Na definicao de
variedade diferencial, o conceito de localidade é tomado no sentido mais amplo possivel:

uma regido da variedade ¢é considerada local se for homeomorfa a R™. Além disso, como



a estrutura relevante é a diferenciabilidade de fung¢des, no caso de variedades diferenciais,
“idéntico” quer dizer “difeomorfo”. Uma variedade diferencial m-dimensional é, portanto,
um espago onde regides homeomorfas a R™ sdo, na verdade, difeomorfas a ele. O conceito
de variedade diferencial é estudado em detalhe na subsegao 1.1.1.

Na subsecgdo 1.1.2 é apresentado um método poderoso e de amplo uso na construgio
de variedades diferenciais. Este método comeca classificando os pontos de uma variedade,
de modo que se o método de classificagio segue certas regras, o conjunto das classes de
equivaléncia resultante é também uma variedade diferencial. Especificamente, nesta sub-
secao sio estudadas estas regras, que estao baseadas na acao de grupos de difeomorfismos
da variedade inicial. A apresentacio deste método de construgio de variedades é feita
com maior detalhe que na maioria de textos devido ao seu amplo uso na construcio de
modelos cosmoldgicos com topologias ndo triviais. Por ultimo, na subsegao 1.1.3 estu-
damos a orientabilidade em variedades diferenciais, e apresentamos alguns critérios para

determinar se uma variedade é orientdvel ou nao.

1.1.1 Definigoes e exemplos

A descricio de uma variedade diferencial como sendo um conjunto localmente difeomorfo
a R™ (para algum inteiro positivo m), é suficiente do ponto de vista intuitivo. Porém,
do ponto de vista técnico, esta definigio possui deficiéncias que sdo resolvidas atraves da
introdugao de duas restri¢gdes adicionais.

Comegamos definindo um tipo de variedade mais geral. Uma variedade topologica
é um espago topolégico M localmente homeomorfo a R™ (para algum inteiro positivo 1)
que satisfaz duas condigdes adicionais: M possui a propriedade de Hausdorff e tem base

enumerdvel. Em outras palavras, M é um espago topoldgico tal que

1. Existem (i) uma cobertura aberta ¢ de M tal que U = {Us}oca, onde A é um

conjunto de indices; e (ii) homeomorfismos
o Uy > Vo CR™,a€ A. (1.1)
O ntmero m é a dimensio de M, e escrevemos dim M = m.

2. (Hausdorff) Para quaisquer dois pontos p,¢ € M, existem vizinhangas disjuntas

U>speV g

3. (Base enumerdvel) M pode ser coberta por uma quantidade enumerdvel de vizi-

nhancas, de modo que todo aberto de M ¢ unido destas vizinhangas.

10



Rl PtLp)

Figura 1.1: A mudanca de cartas ¢g o ¢! na variedade M é um homeomorfismo entre os
abertos ©q (Uag) € ©a(Usp). Impondo condigdes nestas funges ¢ possivel introduzir estruturas
adicionais em M por exemplo, escolhendo um atlas em M tal que todas as mudangas de cartas

sejam diferencidveis obtemos uma estrutura diferencial em M.

A primeira condigio estabelece que M é localmente homeomorfa a R™, ou seja, que
em torno de cada ponto de M existe uma vizinhanga homeomorfa a R™. Por outro lado,
a condicdo de Hausdorff garante, entre outras coisas, que uma sequéncia convergente em
M possui um limite tinico. Esta propriedade é fundamental para construir uma teoria
de diferenciacdo que permita estender s variedades os resultados do cdlculo em R™.
Finalmente, a terceira condigio é essencial para garantir a existéncia de uma partigdo da
unidade em M, condigio necessaria para a construgdo de uma teoria de integragiao em
variedades. Estas duas condicdes topolédgicas adicionais sdo satisfeitas por R™, porém o
mero fato de um espaco ser localmente homeomorfo a R™ ndo garante que este também
as satisfaga. 15 por esta razdo que as condiges 2 e 3 devem ser incluidas na definido de
variedade diferencial.

Uma carta em M é um par (U,, u), com ¢, dado por (1.1). Uma familia (Uy, ¢a)aca
de cartas em M tal que U = {U, }aea cobre M chama-se atlas de M. As fungdes

Pap = ¥p° ‘P;l : goa(Uﬂﬁ) — ¢p(Ua ) (1.2)

onde Upg = Uy N Up, sdo chamadas mudangas de cartas para o atlas (Uy, @o)aca
(veja a figura 1.1). As mudancas de cartas sdo homeomorfismos entre abertos de R™, e
é nelas, portanto, que podemos impor restrigdes que resultem em estruturas adicionais
numa variedade topolégica, dando assim lugar a tipos mais especificos de variedades. Fsta
idéia é explorada amplamente por Thurston em [112] mediante o uso de pseudogrupos.

Uma variedade diferencial é uma variedade topoldgica na qual as mudancas de cartas
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sao difeomorfismos. Mais formalmente, um atlas (U,, a)aca da variedade topoldgica
M é chamado de atlas diferencial se cada mudanca de cartas para (Ug, ¥a)ecq é um
difeomorfismo de classe €. Dois atlas diferenciais sdo equivalentes se a sua uniao é um
atlas diferencial. Uma classe de equivaléncia de atlas diferenciais de M é uma estrutura
diferencial em M. Uma variedade diferencial A é uma variedade topoldgica junto
com uma estrutura diferencial, e uma carta na variedade diferencial { é uma carta de

algum atlas desta estrutura diferencial.

Observagio 1.1 E possivel construir um segundo atlas V = (V3, 1s)ses numa variedade
topolégica M, neste caso a unido U UV ¢ um novo atlas de M que contém i{ e V. Na
verdade, existe um atlas maximal de 3, isto é, um atlas M tal que todo atlas U de M estd
contido em M. Pode-se pensar em construir uma estrutura diferencial para M escolhendo
uma carta deste atlas maximal, e selecionando a partir dela uma atlas diferencial. Quando
isto é possivel diz-se que a variedade topoldgica M ¢é diferencidvel, pois admite uma
estrutura diferencial.? Toda variedade topoldgica de dimensdo menor ou igual a trés é
diferenciavel e admite uma tinica estrutura diferencial (veja p. ex. [112]). No entanto, em
dimensdes maiores existem variedades topoldgicas nao diferencidveis (veja por exemplo
[41, 86]), e variedades topoldgicas diferencidveis que admitem mais de uma estrutura
diferencial {74]. O exemplo mais surpreendente deste fendmeno € R*, que admite uma
quantidade ndo enumerdvel de estruturas diferenciais ndo equivalentes (veja por exemplo
[32, 42, 51] e também [105] para potenciais aplicagbes em fisica de particulas e cosmologia).

Exemplo 1.1 Abertos em R™. Um conjunto aberto U C R™ € trivialmente uma
variedade diferencial. Sua estrutura diferencial estd definida pela carta (U,4dy). Uma
carta da variedade U é qualquer par (V, ), onde V C U é um aberto,e ¢ : V =+ W C R™
é um difeomorfismo, ou seja, uma fungéo diferencidvel com inversa diferencidvel. Em

particular, o préprio R™ ¢ uma variedade diferencial. l

Exemplo 1.2 Abertos numa variedade M. Seja M uma variedade diferencial,
entdo um aberto N C M é uma variedade diferencial com estrutura diferencial induzida
pela estrutura diferencial de 3/ da seguinte forma. Se (U, ) é uma carta em M, entao

(U NN, p|ynn) é uma carta em N. B

?Note-se a distingdo entre os termos diferencial e diferencidvel. Uma variedade topolégica é diferen-
cidvel se admite uma estrutura diferencial. Por outro lado, uma variedade diferencidvel M munida de

uma estrutura diferencial, 6 uma variedade diferencial.
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Figura 1.2: Qualquer reta que passa pelo pélo norte n e nio ¢ tangente a esfera S? intercepta
a esfera num finico ponto p, e intercepta também o plano que passa pelo equador também num
finico ponto g. A projecio estereografica a partir do pélo norte identifica estes dois pontos e

estabelece um homeomorfismo entre B2 e 5%\ {n}.

Exemplo 1.3 A esfera m-dimensional S™. A esfera m-dimensional é o conjunto
§™ = {x € R™ : |z| =1},

onde | | é a norma euclideana em R™'!. Para descrever cartas locais em 5™ usando a

projecao estereografica resulta conveniente escrever R™*! como o produto
RPN =R"xR={p=(2,9) : € R", y€R}.

Nesta notagio, sejam n = (0,1) o pélo norte e s = (0,—1) o pélo sul de S™. Cada
familia de retas

L(n,v) = {p=n+tve R™" : tc R} e

L(s,v) = {p=s+tve R™' : te R},
com v € R™+!, define projecies estereograficas a partir dos polos norte e sul respectiva-
mente da seguinte forma (veja a figura 1.2). Cada reta £(n,v) identifica um 1nico ponto

de R™ com cada ponto de S™\ {n}.? De fato, para cada ponto da esfera p € S™\ {n},

a0 escrever p = (r,y) e v = p —n, temos que para ¢ = ﬁ, o ponto

g = n+itv

- (5

3 Ao longo desta tese usamos a notagio A\ B para indicar a operagio diferenga de conjuntos definida

por
A\B={z€A:z¢B}.
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estd no plano R™ x {0}. Logo o conjunto de retas L(n,v) determina a seguinte bijegio

continua

01: 8™\ {n} — R™

T
(mzy) _ .
-y

Seja agora ¢ € R™ e v = (¢,0) — n = (¢,—1). Parait = |q|22+1, temos que

p = nt+tv
_ ( 2¢ IQI2“1)
g2+ 1" [P +1/)

Como |p| = 1, segue-se que p € S™\ {n}. Portanto o conjunto de retas L(n, v) determina

também a seguinte bijecao continua

P R™ — 8™\ {n}
N ( 2z lz[P-1
|2+ 1" |z]2+1)

Uma conta algébrica simples mostra que ¥y 0@ = idgmy\(n} € ©10¥; = idgm, portanto ¢; e

W sio homeomorfismos inversos um do outro. Para a projecdo estereografica a partir do

pélo sul procedemos de forma andloga a partir de £(s,v) e obtemos os homeomorfismos

pe: 8™\ {s} — R"

X
—_ —

Py R™ — S™\{s}
2z 1—|z|?
r , s
1+ 212" 1+ |z|?

com 15> = @,. Ambas projegdes estereograficas munem 5™ do atlas diferencial

{(Sm \ {n}: (Pl) ’ (Sm \ {5}= (192)} :
com efeito, a mudanga de cartas

paopr' t R™\{0} — R™\{0}
xr

=

é um difeomorfismo. l

No que resta desta secdo e para simplificar a linguagem, uma variedade diferencial serd

chamada simplesmente de variedade. Vejamos como as cartas locais permitem visualizar
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Figura 1.3: A figura ilustra a expressdo local da funcdo f : M — N correspondente as cartas
(Uny 0a) de M e (Wi, 4;) de N. O conjunto de todas as expressbes locais de uma fungdo a

determina univocamente.

objetos definidos em (ou entre) variedades em termos de objetos analogos definidos em
abertos de R™. Dada uma funciio f : M — N, entre duas variedades M e N, a expressao
local de f nas cartas (U,, @a) de M e (Wi, ¢) de N, onde f(U,) C Wy, é a fungéo (veja
a figura 1.3)

fak — ¢k o f 0 (.0;1 : Soa(Ua) — 11b]<:(I/Vls:) .

O conjunto de todas as expressdes locais de f da informagéo completa sobre esta fungao.
Portanto, é possivel definir fungdes com propriedades especificas a partir das suas ex-
pressdes locais. Um exemplo deste procedimento € a definigao de funcao diferenciavel.
Uma fungéo f : M — N & dita diferenciavel se para algum atlas (Uas Pa)aca de M,
e outro (Wi, ¥i)kex de N, todas as expressdes locais de f sdo fungoes diferencidveis. O
conjunto de todas as fungdes diferencidveis de M a N é denotado por C*(M,N). Em par-
ticular, se N = R, o conjunto dos nimeros reais, escrevemos F (M) ao invés de C*°(M, R).

Se f € F(M), a expressdo local de f numa carta (Ua, @a) de M é

fo=Ffowy palUa) = R.

As funcdes diferencidveis sdo objetos fundamentais no estudo das variedades diferen-
ciais. Praticamente todos os objetos de interesse na geometria diferencial sdo objetos
definidos em termos de funcdes diferencidveis entre variedades. Este é o caso dos vetores
tangentes, campos vetoriais, formas diferenciais, etc. A introdugao de estrutruras adicio-
nais, como conexdes e métricas, é feita também mediante o uso de fungoes diferencidveis.

Mais ainda, certos tipos especiais de variedades, como os grupos de Lie e 0s fibrados, sao
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também definidos usando fortemente o conceito de funcao diferencidvel. O nosso interesse
principal concentra-se em dois tipos particulares de fungdes diferencidveis que serao de
amplo uso no decorrer deste trabalho: os difeomorfismos e as aplicagdes de recobrimento.

Um difeomorfismo entre duas variedades define-se de forma completamente analoga
a um difeomorfismo entre abertos em R™. Uma fung¢io diferencidvel f : M — N ¢ um
difeomorfismo se f~! : N — M existe e é também diferencidvel. Duas variedades
sio difeomorfas se existe um difeomorfismo entre elas. Do ponto de vista da estrutura
diferencial, duas variedades difeomorfas sio indistinguiveis. Isto é outra forma de dizer
que duas variedades difeomorfas possuem as mesmas propriedades diferenciais. Porém,
isto ndo deve ser interpretado como se duas variedades difeomorfas fossem uma mesma
variedade diferencial.
Exemplo 1.4 Considere o elipsoide

2 2 2
£={(z,y,2) € B* : %+y—+i—2:1},

com g, b, ¢ nfo nulos. De maneira andloga ao exemplo 1.3, as projegdes estereograficas
desde dois pontos antipodas mostra que £ é uma variedade diferencial. E f&cil mostrar

também que a funcao

f:€ = §°
€T

T
||

6 um difeomorfismo. Porém & e §2 sdo dois subconjuntos distintos de R*, e portanto duas

variedades distintas.

Sejam M e N variedades difeomorfas. O conjunto de todos os difeomorfismos de M
em N é denotado por Diff(M, N), em particular o conjunto dos difeomorfismos de M em
M (ou seja, quando N = M) é denotado por Diff(M). E facil ver que Diff (M), munido
com a composi¢io de fungdes, é um grupo. As propriedades diferenciais de uma variedade
estio codificadas no seu grupo de difeomorfismos. De fato, a geometria diferencial pode
ser considerada como ¢ estudo das propriedades de uma variedade, que s&o invariantes
pela a¢fio do seu grupo de difeomorfismos.

Uma fungio f : M — N é um difeomorfismo local se existe um atlas (Uy, Pa)aca

de M tal que toda restrigdo
flog :Ua = f(Ua) C N

& um difeomorfismo. Um difeomorfismo é sempre um difeomorfismo local, porém a

reciproca nao é verdadeira. Existem difeomorfismos locais que néo sao difeomorfismos

(veja o exemplo 1.5 logo adiante).
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Seja f : M — N uma fungdo diferencidvel. Em geral f ndo ¢ uma fungao injetiva,
isto é, para algum ¢ € N, o conjunto f~!(g¢) pode conter mais de um ponto de M. Mais
ainda, seja I/ C N um aberto conexo, entdo f '{U) pode consistir de varias componentes
conexas abertas de M. Diz-se que um aberto conexo U € N é admissivel se f mapeia
difeomorficamente cada componente conexa de f~}(U) em U. Um recobrimento é uma
terna (M, f,N), onde f : M — N ¢ uma aplicagio diferenciavel, M e N sao varieda-
des conexas e N possui uma cobertura de abertos admissiveis. A aplicacdo f chama-se
aplicacdo de recobrimento, a variedade M chama-se espago de recobrimento, ou
simplesmente recobrimento de N, ¢ a variedade N chama-se espago de base. Observe

que uma aplicacdo de recobrimento ¢, em particular, uma fungao sobrejetiva.

Exemplo 1.5 Um recobrimento do circulo. Uma maneira conveniente de olhar

para o circulo é como um subconjunto do plano complexo,
St={zeC : |z|=1}.
Considere a funcao

f:R — St
t o e (1.3)

E imediato verificar que qualquer aberto da forma S\ {ponto} é um aberto admissivel,
portanto f é uma aplicagdo de recobrimento, e a reta é um recobrimento do circulo.
Este é o exemplo mais simples de recobrimento e serd utilizado para o cdlculo do grupo

fundamental do circulo na secdo 1.4. B

Uma aplicacgo de recobrimento é um difeomorfismo local, porém nem todo difeo-

morfismo local é uma aplicacio de recobrimento. Resumindo, temos o seguinte diagrama
difeomorfismos — aplicagdes de recobrimento — difeomorfismos locais ,

que indica que todo difeomorfismo é uma aplicagio de recobrimento, e que toda aplicacao
de recobrimento é um difeomorfismo local, porém nenhuma das afirmagdes reciprocas é
verdadeira.

Seja (M, f, N) um recobrimento. Uma fungao bijetiva ¢ : M — M é uma transfor-

macio de recobrimento de (M, f, N) se o seguinte diagrama comuta?

4Dizer que um diagrama comuta ¢ uma maneira formal de dizer que qualquer sequéncia de composigoes

de funcoes, construida seguindo as flechas do diagrama, resulta na mesma fung¢ioc. No presente caso, a

comutacao do diagrama é equivalente & igualdade f = f o p.
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E imediato ver que uma transformac¢do de recobrimento é um difeomorfismo, e que a
composicao de duas transformacdes de recobrimento é, também, uma transformagéo de
recobrimento. Isto mostra que o grupo das transformacdes de recobrimento de (M, f, N),

denotado por Deck(M, f, N), é um subgrupo de Diff(M).

1.1.2 Variedades quociente

Antes de introduzir definicdes formais é conveniente comegar com um exemplo simples e
ilustrativo. No plano R?, considere dois pontos (z1,31) e (2,%2) como equivalentes se e
somente se T — Ty = € §; = Yo, onde n é qualquer niimero inteiro (positivo, negativo ou
zero). Chame de [p] o conjunto de todos os pontos do plano equivalentes a p € R? segundo
este critério. O conjunto destas classes de equivaléncia é uma variedade difeomorfa ao
cilindro. Para melhor visualizar esta equivaléncia, imagine um rolo de papel toalha de
altura muito grande (um cilindro) e fure o rolo com um alfinete, até atingir o tubo de
papeldo que esta no centro. A seguir, desenrole o rolo no chéo e vocé terd um pedaco
de papel muito grande, de largura igual  altura do rolo de papel, ¢ com um conjunto
de furos igualmente espagados distribuidos ao longo de uma reta. Este pedaco enorme
de papel representa o plano R?, e os buracos deixados no papel pelo alfinete sao, todos,
equivalentes segundo o critério acima descrito.® Considerar o conjunto destes pontos como
um ponto s6, assim como considerar qualquer outro conjunto de pontos equivalentes como
um ponto s6, equivale a enrolar novamente o pedago de papel que estd no chao, em torno
do tubo de papelao.

O processo descrito acima serve de exemplo para um método amplamente usado na
construcdo de variedades. Um grupo (no exemplo anterior, os nimeros inteiros) age sobre
uma variedade (o plano R?), se esta agdo satisfaz certas condigbes entdo o espago de
61hitas (o conjunto de classes [p] de pontos do plano) é uma nova variedade (o cilindro).
Nesta secdo é desenvolvida esta técnica que serd usada frequentemente no decorrer da

tese.

5Note que estamos considerando como unidade de comprimento, 0 comprimento da circunferéncia do

rolo de papel, e supondo, adicionalmente, que o papel tem uma espessura infinitesimal.
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Uma agao de um grupo @ sobre uma variedade M é um homomorfismo A : G —
Diff(M), e a agio é dita efetiva se o homomorfismo for injetivo, isto é, se a imagem
h(G) C Diff(M) é isomorfa a G. E suficiente considerar acdes efetivas, e portanto,
quando o homomorfismo h estiver (implicita ou explicitamente) determinado, podem-se
identificar os elementos de G' com os da sua imagem h(G), ou equivalentemente, pode-se

interpretar todo elemento g € G como sendo um difeomorfismo de M, como ilustra o

seguinte exemplo.

Exemplo 1.6 Acbes de Z sobre R?. Considere as seguintes duas agdes do grupo dos

inteiros Z sobre o plano real R,
hy, by : Z — Diff(R?),

dadas por
o hi(n): (z,y)— (z+n,¥).
o hy(n): (z,y) > (z +n,(—1)"y).

Ora, quando em algum problema ou situagdo concreta a a¢do de Z sobre o plano for dada
pelo homomorfismo kg, cada nimero inteiro n serd identificado com a translagio no plano
de n unidades ao longo do eixo X. Porém, quando a agio de Z sobre o plano for dada
pelo homomorfismo hy, entdo cada nimero inteiro n serd identificado com a translagao
no plano de n unidades ao longo do eixo X, seguida por n reflexdes do plano no mesmo

eixo X. A

Observacfo 1.2 Dada a aglio h : G — Diff(M), tem-se entdo que cada elemento g € G

age em M de acordo a lei
gp=h(g)p. (1.4)

A expressdo (1.4) permite escrever as trés seguintes propriedades, muito utels na pratica,

e que 3s vezes sio usadas para definir a acdo do grupo G sobre M.
1. g1(g2p) = (192)p, para todo p € M, e g1, 92 € G;
2. eqp = p, para todo p € M, e sendo e € G o0 elemento neutro em G,
3. se para todo p € M vale gp = p, entao g = eg.

A condicio 3 manifesta o fato da agio de G ser efetiva. Quando a acao de Gem Mé

escrita desta maneira, costuma-se dizer que G age em M pela esquerda. H
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Uma acao de G sobre M determina uma relacdo de equivaléncia ~ em M, onde p ~ ¢
se e somente se ¢ = gp para algum g € G. A classe de equivaléncia a qual p € M pertence,

chamada de érbita de p pela agdo de G, é portanto
[p]={¢g€e M : ¢= gp, para algum g € G} .

O espaco de érbitas ou espago quociente, denotado por M/G, é o conjunto das drbitas

ou classes de equivaléncia determinadas pela acao de G em M,
M/G={p|: pe M}.
A aplicacio

M — M/G
p — [p] (1.5)

é chamada de projecdo de M no espago de érbitas M/G.

Observacéo 1.3 A notagio M/G, usada para indicar o quociente de M por uma agao
do grupo G em M, é ambigua pois © mesmo grupo pode agir em M de muitas maneiras
diferentes. Uma notacio mais consistente seria M/h, onde h : G — Diff (M) é a acdo
de G em M. Porém usamos a primeira notagido por ser mais sugestiva, e por estar de
acordo com a tradicio na literatura. A notagdo M/G, mesmo que ambigua, ndo causa
confusdo na pratica, pois usualmente no contexto fica claro qual é a agio de G em M que
est4 sendo considerada. Nas poucas excegdes, os espagos de rbitas sdo tdo familiares que

possuem nomes préprios. W

Para certas acoes de grupos em variedades, o espago de drbitas é também uma varie-

dade, mas isto nem sempre acontece.

Exemplo 1.7 Um espago de érbitas que é variedade. Considere a agao Ay : Z —

Diff(R?) dada no exemplo 1.6. Para um ponto (z1,%1) € R? tem-se
[(z1,%1)] = {(z2,4:) € R® : (%2,%2) = (31 + 7, y1) , para algum inteiro n},

ou seja, {z, 1) ~ (%,%2) 5e ¢ somente se T3 — 1 = n € Y2 = Y. E simples, porém
laborioso, construir um atlas diferencial para o espago quociente correspondente a esta

acio e mostrar que esta variedade é difeomorfa ao cilindro S'xR. 1
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Exemplo 1.8 Um espago de 6rbitas que nio é variedade. Denote por Z; o grupo
ciclico de ordem dois, e considere a acio de Zy sobre o plano real, h . Zy — Diff(R?2),

dada por
h(n): R* — R?

(z,y) = (=, (1))
Tem-se neste caso, que

[(331191)] - {(332:’92) CR :zy=um , Y2 =yt

O espago de érbitas é um semiplano com bordo dado por {(z,0) : z € R} e, portanto,

nio é uma variedade. W

Quando o espago de érbitas é uma variedade, ela chama-se variedade quociente.
restante desta subsecio dedica-se a estudar em detalhe condigdes que garantam que um
espaco de 6rbitas seja uma variedade quociente. Para isto é necessario introduzir algumas
definigbes prévias.

Uma agio de G em M é dita livre se nenhum ponto p € M é deixado fixo pela acao

de um elemento de & distinto da identidade, ou equivalentemente, se o conjunto
Stab, = {g€ G: gp=p}

é igual aidentidade para cadap € M. Observe que a agdo do exemplo 1.7 é livre, enquanto
que a a¢io do exemplo 1.8 nio o é. De fato, uma condigao necessaria para que o quociente
seja uma variedade, da mesma dimenséo que a variedade mde, € que a agao do grupo seja
livre (ver teorema 1.1 adiante).

Para cada conjunto U C M, observe que
Iy ={gecCG : Ung(U)#8}

é o conjunto de todos os elementos g € G que nao levam U totalmente fora dele. E claro
que eg € Ty para qualquer U € M. Uma agdo ¢ discreta se todo ponto p € M possui
uma vizinhanca U C M tal que Zy é finito. Finalmente, uma agao é propriamente
descontinua se para cada compacto X C M, o conjunto Zg € finito.

Claramente uma agio propriamente descontinua ¢é discreta, porém a reciproca néo ¢

verdadeira como mostra o exemplo seguinte.

Exemplo 1.9 Uma agdo discreta que néo é propriamente descontinua. Consi-

deremos a acao de Z sobre R*\ {0}
h:Z — RE\ {0}
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-1{ K) 1K)

Figura 1.4: A acdo de um inteiro negativo sobre o compacto K, dada por (1.6), tem por efeito
esticar o anel na vertical, e comprimi-lo na horizontal. J4 a a¢do de um inteiro positivo sobre
K tem o efeito contrario. Pode-se ver que cada conjunto n{K), com n inteiro, tem pontos em

comum com K.

dada por
1
hin) : (z,y) — 2"z, —2—;y) ) (1.6)
Esta acéo é livre e discreta. Porém, o compacto K da figura 1.4 mostra que h niao é uma

agio propriamente descontinua, pois para cada inteiro n temos n(K yNK#0. A

Por tltimo, os seguintes exemplos mostram que nem toda agdo livre é discreta, e nem

toda agao discreta é livre.

Exemplo 1.10 Uma acdo livre que ndo é discreta. Os nameros reais formam um

grupo sob a operagio de adigdo. A agio deste grupo sobre o plano I? dada por

7:R — Diff(R

a v Tg,

onde
. B2 — R?
(z,9) = (2+ay),
é livre, porém nao é discreta, pois existem translacdes infinitesimalmente pequenas. De

fato, para qualquer e > 0, seja [/ uma bola aberta de raio €, entdo U N7y (U) # { para

todoe < . M

Exemplo 1.11 Uma agéo discreta que ndo é livre. Considere a agao do grupo
ciclico de ordem quatro, Zs, sobre o plano R? dada pelas rotagdes de dngulos multiplos
de w/4 em torno da origem

h:Zy — Diff(R?

irn/2

n — e
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Esta acio é discreta, de fato propriamente descontinua, pois Z, é um grupo finito. Porém

nao ¢é livre, pois a origem é ponto fixo de todon € Z,.

O seguinte teorema da condiges necessdrias e suficientes para que um espago de

4rbitas seja uma variedade quociente, e a projecdo seja uma aplicagio de recobrimento.

Teorema 1.1 Variedades quociente. Seja G um grupo agindo sobre uma variedade
diferencial M. Entdo o quociente M/G ¢é uma variedade diferencial com uma estrutura
diferencial de modo que a projegdo m: M — M/G é uma aplicacdo de recobrimento se e

somente se G age de maneira livre e propriamente descontinua em M.

A prova deste teorema é simples, porém longa, e encontra-se em [112]. Da prova fica
claro que a agdo livre do grupo é equivalente ao fato da projegdo ser uma aplicagio de
recobrimento, ¢ a a¢iio propriamente descontinua é equivalente ao fato do quociente ser
um espago de Hausdorff. No final deste capitulo veremos que o método de passagem ao
quociente é bastante geral no sentido que toda variedade diferencial M € uma variedade
quociente de uma variedade mdae M por um subgrupo de Diff (;’\F ), que age de maneira

livre e propriamente descontinua em M.

Exemplo 1.12 O espaco projetivo m-dimensional RP™. Considere em S™ a
aplicagio antipoda
a:S™ - S™
p = —-p,

e observe que a? = idgm. Considere também os abertos na esfera

Ur = {{p\,.... P es™: p >0},
Ur = (. ) e Sm s g <0},

coml <z <m. E facil ver que UrnU; =0, e que a(UF) = U;. Como o conjunto
de abertos {U;,U; }1<i<m cobre S™, temos que o grupo G = {idgsn,a} age livremente
na esfera; além disso, esta agdo é propriamente descontinua pois G é um grupo finito. O
quociente S™/G é chamado de espago projetivo real m~-dimensional RP™. As érbitas

sdo [p| = {p, —p} para todop € S™ A

A agio de um grupo finito sobre uma variedade é sempre propriamente descontinua. Ja
quando o grupo n3o é finito, em geral é dificil identificar agdes propriamente descontinuas.
O seguinte critério para caracterizar agbes propriamente descontinuas serd suficiente para

os casos de interesse em topologia césmica (para uma prova veja [112]).
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Teorema 1.2 Seja G um grupo de Lie que age transitivamente® sobre uma variedade M
e de tal modo que para algum p € M, Stab, € compacto. Entdo, todo subgrupo discreto de

G age de maneira propriamente descontinug em M.

Exemplo 1.13 O toro m-dimensional. Considere no espago R™ uma base de vetores

{a1,az,...,an}, € denotemos por G o grupo gerado pelas translagoes

Tyt R — R™

p v ptag,

com1l < i< m. O grupo G ¢ isomorfo ao produto direto de m cépias do grupo dos
inteiros, Z™, e portanto é um subgrupo discreto de R™. Segue-se que G age sobre R™ de
maneira livre e propriamente descontinua. O quociente R™/G é chamado de m-toro T™.

Duas observagdes sdo pertinentes para fechar esta subsegao.

Observagio 1.4 Considere uma agio h : G — Diff(M) livre e propriamente des-
continua em M, de modo que (M, w, M/G) seja um recobrimento, e seja g € G, entdo

h(g) € Diff(M) e para todo p € M vale

moh(g)(p) = n(gp)

logo moh(g) = m, e portanto h(g) € Deck(M,n, M/G). Reciprocamente, pode-se mostrar
que toda transformacio de recobrimento é da forma h(g) para um tnico elemento g € G.

Portanto segue-se que h(G) = Deck(M,n, M/G). B

Observagéo 1.5 Duas agdes hy, by : G — Diff(M) sao ditas conjugadas se existe um

difeomorfismo ¢ € Diff(M) tal que para todo g € G, o seguinte diagrama comuta

M hz(g) M
12 P
M hl(g)

60 grupo G age de maneira transitiva sobre M se a Grbita de qualquer ponto coincide com M.
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Suponha que h; e hy sejam agdes conjugadas, livres e propriamente descontinuas em M,

e sejam M, e M, os quocientes de M por ditas agbes. Entao

bl = {g€ M : g=he(g)p, para algum g € G}
= {geM : g=p ohig)op(p), para algum g € G}
= {ge M : p(g) = hi(g) o p(p), para algum g € G}
= {ge M : p(g) € [p(P)}
= o lph),

logo a fungao

(p*:MI — M2
Pl — [pl

é uma bijecio. Usando abertos admissiveis é facil ver que p, é um difeomorfismo, e mais
ainda, que todo difeomorfismo entre My ¢ M, é desta forma. De fato, é possivel provar
que se My e M, sio variedades quociente por duas agdes do mesmo grupo G em M, entdo

elas sao0 difeomorfas se e somente se as tais agdes sdo conjugadas. H

1.1.3 Orientabilidade

Uma orientacdo num espago vetorial de dimensdo finita é uma classe de equivaléncia de
bases ordenadas que podem ser levadas uma a outra por uma transformagao linear com
determinante positivo. Um espago vetorial munido com uma orientagdo é dito espago
vetorial orientado, e diz-se que um isomorfismo linear entre espagos orientados preser-
va a orientacfo ou reverte a orientagdo dependendo se o seu determinante & positivo
ou negativo.

Intuitivamente, uma variedade M é orientdvel se o espago tangente a M em cada
ponto pode ser orientado de maneira consistente. Isto significa que M pode ser coberto
por cartas locais tais que a derivada do sistema de coordenadas local de cada pontop € M
é um isomorfismo que preserva a orientagio entre 7, M e R™. De acordo com esta nogao
de orientabilidade, resulta natural definir uma orientagao em M impondo restrigGes nas
mudancis de cartas em um atlas de sua estrutura diferencial.

Um atlas diferencial (U, @a)aca em M é dito orientado se cada uma de suas mu-
dancas de cartas possui jacobiano positivo. Dois atlas orientados em M sao equivalentes
se a sua uniio é também um atlas orientado. Uma orientagdo em M ¢ uma classe

de equivaléncia de atlas orientados em M. Uma variedade é dita orientdvel se admite
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uma orientacio; e uma variedade orientdvel, junto com uma orientacdo é chamada de
variedade orientada.

Uma variedade orientdvel conexa possui exatamente duas orientagdes. Dadas duas
variedades M e N, e um difeomorfismo entre elas f : M — N, é imediato verificar que
M é orientdvel se e somente se N o for. Suponha agora que M e N sio variedades
orientadas, o difeomorfismo f induz uma orientagdo em N que pode ou nao coincidir com
a orientacio de N, no primeiro caso diz-se que f preserva a orientacdo, e no segundo que f
reverte a orientacio. Mas geralmente, diz-se que um difeomorfismo local entre variedades
orientadas preserva a orientagao ou reverte a orientagio dependendo se o jacobiano
da sua derivada em cada ponto é positivo ou negativo.

Evidentemente uma variedade que pode ser coberta por uma tnica carta é orientdvel,
porém a grande maioria das variedades precisa de mais de uma carta para poder ser
totalmente descrita. Um critério simples, porém util para identificar certas variedades
orientdveis é o seguinte: se uma variedade M pode ser coberta por duas cartas (U, ¢)
e (V, ¥) de modo que a intersecdo U NV é conexa, entao M ¢é orientavel. De fato, o
jacobiano da mudanga de cartas 1 o  é ndo nulo e ndo muda de sinal. Se ele for positivo
ent3o o atlas formado por estas duas cartas define uma orientagdo. Por outro lado, se o
jacobiano for negativo, trocando o sinal de uma das funcdes coordenadas obtemos uma

orientagao em M.

Exemplo 1.14 Orientabilidade de S™. Do exemplo 1.3 tem-se que a esfera S™ pode
ser coberta por duas cartas dadas pelas projecdes estereogréficas a partir dos pélos norte
e sul. Para m > 1, a intersecdo destas cartas é conexa e portanto S™ é orientdvel. Ja no

caso de §', a orientabilidade é imediata por causa da dimensio. H

Um critério mais geral para determinar a orientabilidade de uma variedade, e que sera,
suficiente para os nossos propésitos, é dado pelo seguinte teorema cuja prova encontra-se

em [23].

Teorema 1.3 Seja G um grupo agindo de maneira livre e propriamente descontinua nu-
ma variedade M, € (M,x, M/G) o recobrimento resultante. Entdo M/G € orientdvel se
e somente se Deck(M,n, M/G) consiste unicamente de difeomorfismos que preservam a

orientacdo. Em particular, quocientes de variedades nao orientdvers sdo ndo orientdveis.

Exemplo 1.15 Orientabilidade de RP™. Observe que a aplicagéo antipoda em S™,
oa:S™ — ST
P L S
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é uma restricio da aplicacdo antipoda em R™*!, Portanto preserva a orientac@o (logo
RP™ ¢ orientdvel) quando m é impar, e reverte a orientagio (logo RP™ é ndo orientavel)

quando m ¢ par. H

Exemplo 1.16 Orientabilidade do m-toro. Toda translacdo em R™ preserva a

orientacdo, logo o m-toro é uma variedade orientdvel. H

1.2 O grupo fundamental

Seja. G um grupo agindo sobre uma variedade diferencial M de maneira livre e propria-
mente descontinua, e considere no recobrimento (M, r, M/G) uma curva que vai de um
ponto p € M a outro ponto ¢ € M da érbita de p. Esta curva ¢ projetada por 7 a
uma curva fechada em M /G que comega e acaba em [p] = [q]. Em particular, se M for
orientdvel e M /G for ndo orientdvel, a curva fechada em M /G ndo poderd ser deformada
continuamente a um ponto. De fato, os espagos tangentes a p e a g, orientados, sdo pro-
jetados em espacos tangentes a [p] com orientagbes diferentes, ou seja, um habitante em
M /G percorrendo esta curva fechada voltaria ao mesmo ponto de onde saiu e encontraria
tudo com a orientacio contraria & da safida. Mas uma curva fechada em M /G que pode
ser deformada a um ponto ndo pode reverter a orientacao.

A existéncia de curvas fechadas que ndo podem ser deformadas continuamente até
colapsar num ponto nio é uma exclusividade das variedades nao orientiveis. De fato,
muitas variedades diferenciais possuem este tipo de curvas fechadas. Estes espagos sao
chamados de multiplamente conexos. A existéncia de curvas fechadas ndo deformadveis a
um ponto é o que caracteriza uma topologia ndo iriwial no contexto da topologia césmica
(veja a observagdo 1.7). Por exemplo, o espago 3 e a esfera §% possuem uma topologia
trivial (sdo simplesmente conexos), enquanto que o espago projetivo RP3? e o tritoro T°
possuem uma topologia ndo trivial.”

Quando as curvas fechadas numa variedade M s@o classificadas de acordo a um critério
de como elas podem ser deformadas, emerge um objeto algébrico de uso imprescindivel
na topologia césmica: o grupo fundamental m;{M). A subsegio 1.2.1 estd dedicada & for-
mulacdo e ao estudo das propriedades bésicas do grupo fundamental. Na subsecdo 1.2.2
e na secio 1.3 sdo apresentadas certas técnicas Gteis para o cdlculo de grupos fundamen-
tais de espacos multiplamente conexos, sendo o resultado mais importante o teorema de

Seifert-Van Kampen na segio 1.3 (teorema 1.7).

"Deve-se observar porém que, pelo menos na cosmologia, o termo topologia nio trivial tem um sig-
nificado contextual, pois em certos casos (que néio da topologia césmica) a esfera 53 & considerada como

tendo uma topologia ndo trivial pelo fato de ser compacta.
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Apesar do nosso interesse particular em variedades diferenciais, é conveniente estudar
o grupo fundamental desde uma perspectiva mais ampla. Isto porque, como veremos
adiante, o calculo do grupo fundamental de uma variedade diferencial requer, as vezes,
que se conhecam os grupos fundamentais de certos espagos que ndo possuem estrutura de
variedade. No que segue, X, Y e Z denotam espagos topolégicos conexos por caminhos
(veja a defini¢do deste conceito no inicio da subsegdo 1.2.1), e, adicionalmente, J denota

o intervalo fechado [0, 1].

1.2.1 Homotopia de lagos

Um caminho em X com ponto inicial z € X e ponto final y € X é uma aplicagao
continua v : J —+ X tal que (0) = z e y(1) = y. Diz-se que o caminho -y une os pontos =
e y. O espaco X é dito conexo por caminhos se para quaisquer dois pontos de X existe
um caminho que os une. Em particular, as variedades topoldgicas conexas (e portanto as
variedades diferenciais conexas) sdo conexas por caminhos.

O caminho inverso de v: J — X é

vl - X

t = 7(1_t):

Observe que neste contexto 7~ ndo representa a fungao inversa de . De fato, em geral
v nio é uma bijecdo e, portanto, a fungdo inversa de v ndo existe. Porém, o caminho
inverso de « sempre existe.

Um laco em X, com base no ponto € X, é um caminho que comeca e acaba em z,
ou seja, um caminho v : J — X tal que ¥(0) = (1) = . O conjunto de todos os lagos
com base em ¢ € X é denotado por A(X,z). O produto de dois lagos o, 3 € A(X, z),

com base em z, é definido por

a(2t)  se0<t<1/2
y(t) = - B(t) = (1.7)
B(2t—1) sel/2<t< 1L

Intuitivamente + é o lago obtido percorrendo o lago o durante a primeira metade do
intervalo J, e percorrendo o lago 3 durante a segunda metade. O lago vy = a- f8 também
estd em A(X,z), e portanto, € natural se perguntar se A(X,z) é um grupo (ou possul
alguma estrutura algébrica) com a operagio de produto acima definida. Acontece que
A(X,z) ndo é um grupo pois, por exemplo, o produto (1.7) ndo é associativo. Para
poder construir um grupo de lagos devemos, primeiro, agrupar 0s lagos em classes de

equivaléncia. Um critério que permite agrupar estes lagos € a homotopia de lagos. Salvo
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especificado em contrario, todos os lagos que consideraremos a seguir seréo lagos com base
num ponto z € X previamente fixado.
Diz-se que o lago ¥, é homotdpico ao lago y; se existe uma aplicagdo continua,

chamada homotopia relativa az ¢ X, H: J x J — X tal que
1. H(t,0) = yf(t) e H{t, 1) = 1(t), paratodo t € J, e
2. H(0,s) = H(1,s) = z para todo s € J.

A homotopia de lacos captura a idéia intuitiva de deformagéo continua de lagos num
espaco topolégico. O lago ¥y é homotdpico ao lago -y, se a imagem de (a curva)
pode ser deformada continuamente em X até fazé-la coincidir com a imagem de 7, isto
corresponde & primeira condigdo da definigido de homotopia. Deve-se observar, também,
que durante a deformacio dos lagos o ponto de base permanece fixo, ditto é a segunda
condicao. Destas observagdes fica claro que a relagéo entre lagos “é homotdpico a” é uma
relagdo de equivaléncia.

Denotando por ~ esta relagio de equivaléncia, escrevemos para as classes de caminhos

homotépicos (ou classes de homotopia)
o] = {8 € MX,z): a~ B},
O quociente A(X, z)/ ~ ¢ denotado por m;(X, z), formalmente escreve-se
m(X,z) = {[a] @ € A(X,z)} .
O seguinte lema é fundamental na determinagdo da estrutura algébrica de n(X,z).

Lema 1.1 Sejam ag, ay, fo, 51 lagos com base em x € X tais que g ~ 0 € By ~ G-

Entao og- Fo ~ a1 - Br.

Este lema é importante pelo seguinte fato: Quando ey ~ as e §; ~ (32 podemos
escrever [on] = [az) ¢ [B1] = [B2]. Pelo lema anterior temos que, neste caso, o - By ~ g Pa,
ou seja [oq - B] = [z - B2]. Devido a esta independéncia podemos definir o produto de

classes de lagos homotépicos por
o] - [8] = [ - 5], (1.8)
e como resultado temos o seguinte teorema:

Teorema 1.4 Grupo fundamental. Seja X um espago topoldgico conexo por cami-
nhos, e (X, z) o conjunto de todas as classes de homotopia de lagos baseados em z € X.
O produto [a] - [8] = [a- 8] faz de m(X,z) um grupo chamado grupo fundamental ou

primeiro grupo de homotopia de X em z.
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Sejam « : J — X um lago em X com base em z € X e ¢ : X — Y uma aplicagio
continua. Entdo poa:J — Y é um lago em Y com base em y = ¢(z) € Y, e portanto

temos que [a] € T (X, ) ¢ [po a] € m(Y,y). B imediato ver que a aplicagdo

e m(X,z) = m(Y,y)

@] — [poa
possui as seguintes propriedades
1. @u{[e] - [8]) = p.(la]) - w.([6]), para quaisquer lagos o, 8 € A(X, z).

2.8 ¢: X =Y edw:Y — Z sdo duas aplicagdes continuas, entéo
(’QbOfP)* =1y © P

A primeira propriedade afirma que ¢, é um homomorfismo de grupos, este homo-
morfismo é chamado de homomorfismo induzido por ¢. Consideremos agora dois
espacos homeomorfos X e Y, e seja ¢ : X — Y um homeomorfismo entre eles, com

inversa ¢! : Y — X. Pela segunda propriedade tem-se

(idx). = (@™ o)
= (‘Pnl)* O Py,

mas como (idx )« = idn (xz), €nt30

(™= (p.)7",

ou seja, , ¢ um isomorfismo entre os grupos 1 (X, ) e 7 (Y, ¢(z)). Costuma-se referir
a este fato dizendo que o grupo fundamental é um invariante topoldgico, ou em outras
palavras, que espagos homeomorfos possuem © mesmo grupo fundamental. A reciproca,
porém, nio é verdadeira pois existem espagos ndo homeomorfos que possuem O mesmo
grupo fundamental.

Para determinar a dependéncia do grupo fundamental com o ponto escolhido como
base devemos estender a defini¢do de produto de lagos. A operagéo de produto de lagos
pode ser estendida para um produto de caminhos quando estes satisfazem uma condi¢do
de continuidade. Sejam «, 8 : J — X dois caminhos tais que o ponto final de a e o ponto
inicial de 8 coincidem, ou seja a(1) = S(0). Entdo o produto de caminhos, a - 3, vem
definido pela mesma expressio (1.7) que define o produto de lagos. Dois caminhos, 7,
vt J —» X, com os mesmos pontos inicial e final, # = 70(0) = 7(0) e y = (1) = m(1),
si0 homotdpicos se existe uma homotopia entre eles, relativa aos pontos z, y € X, ou

seja, uma fungdo H :— J x J — X tal que
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1. H(t,0) = yw(t) e H(t,1) = 1(t), para todo t € J.
2. H{0,s) =z e H(l,s) =y, para todo s € J.

O produto de classes de caminhos homotépicos define-se pela mesma expressio (1.8)
que define o produto de classes de lagos homotdpicos. Este produto € associativo, e para
todo caminho « : J = X, o lago a - o' é homotdpico ao lago constante em z. Nestas

condicoes é facil provar o seguinte teorema:

Tecorema 1.5 Seja X um espaco topoldgico conexo por caminhos, e x, y € X. Entao os

grupos m( X, x) e m{X,y)} sdo isomorfos, e um isomorfismo € dado por
¥:m{X,z) - m{X,v)
[O.’] = [7—1'05")/]:
onde v : J —» X € um caminho que une x com y.

Este teorema permite falar do grupo fundamental de um espago conexo por caminhos
X, e escrever m(X) para ele, quando o ponto de base ndo for importante.

Um espago topoldgico conexo por caminhos X é dito simplesmente conexo se o
seu grupo fundamental for trivial, ou seja se m(X) se reduz ao elemento identidade.
Nestes espacos tem-se que todos os lagos com base num ponto quaisquer £ € X sdo
homotopicamente equivalentes, Na verdade vale um resultado mais geral: num espago
simplesmente conexo, dois caminhos com os mesmos pontos inicial e final sdo homotdpicos.

Tdentificar um espago como sendo multiplamente conexo é usualmente muito facil;
basta encontrar uma curva fechada que nio seja continuamente deformdvel a um ponto.
Identificar um espaco como sendo simplesmente conexo, porém, pode resultar numa tarefa
complicada pois, neste caso, devemos garantir que nao exista nenhuma curva fechada que
ndo seja continuamente deformdvel a um ponto.

O seguinte exemplo apresenta uma classe bastante geral de espagos simplesmente

CONexos.

Exemplo 1.17 Todo conjunto estrelado de R" € simplesmente conexo. Seja
X C R® um conjunto estrelado no ponto z € X, ou seja tal que para qualquer ponto

y € X, 0 segmento
[z,y] ={tz + (L —t)y : tc J}

est4 contido em X. Dado um laco : J -+ X com base em z € X, a aplicagao

H:JxJ =& X
(t,s) v+ sz+ (1—s)aft), (1.9)
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é uma homotopia entre & ¢ 0 caminho constante z, pois
1. H(t,0) = a(t) e H(t,1) = z, para todo £ € J; e
2. H(0,s) = H(1,s) = z, para todo s € J;

portanto todo conjunto estrelado é simplesmente conexo. Agora, um conjunto X C R" é
dito convexo se para quaisquer par de pontos z, ¥ € X, 0 segmento [z,y] estd contido
em X. Em particular, um conjunto convexo ¢é estrelado, e portanto simplesmente conexo.

Mais ainda, como R" é convexo, segue-se que R™ ¢ simplesmente conexo.

O seguinte lema é um caso especial (na verdade o caso mais simples) do teorema de
Seifert-Van Kampen, que permite calcular o grupo fundamental de um espaco a partir
de um recobrimento aberto deste, se conhecemos os grupos fundamentais destes abertos

e suas intersegoes.

Lema 1.2 Suponha que o espaco X, conexo por caminhos, pode ser decomposto em uma
familia de abertos {V; : i € I} tais que para todo i # j, ViNV; =W # 0. Se W € conezo

por caminhos e cada V; é simplesmente conexo, entdo X ¢é simplesmente conezo.
Vejamos algumas aplicagdes deste lema.

Exemplo 1.18 Para m > 2, a esfera 5™ ¢é simplesmente conexa. Pela projecao
estercografica (veja o exemplo 1.3), os conjuntos A = S™ — {n} ¢ B = S™ — {s} séo
homeomorfos a R™, e portanto simplesmente conexos. A intersecdo AN B = S™ — {n, s}
é homeomorfa a R™ — {0}, logo, se m > 2, A B é um espago conexo por caminhos.

Segue-se que para m > 2, a esfera m-dimensional é simplesmente conexa. |

Observagdo 1.6 Quando m = 1, a intersecio AN B = §' — {n, s} nao é conexa, logo
nio se aplica o lema 1.2. Usando a teoria de espagos de recobrimento, vamos provar na

subsecio 1.4.1 adiante que 7 (") ~ Z. W

1.2.2 Tipos de homotopia

Uma homotopia de aplicacdes continuas, de um espago topolégico X em um espago

topolégico Y, é uma aplica¢do continua
H: XxJ=Y. (1.10)

Duas aplicagdes ¢g, 01 : X — Y sdo homotdpicas se existe uma homotopia entre elas,

isto &, se existe uma homotopia (1.10) tal que H(z,0) = @o(z) ¢ H(z,1) = ¢:1(z) para
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todo z € X. A homotopia estabelece uma relagio de equivaléncia no conjunto C(X,Y")
de todas as fun¢oes continuas de X a Y. Se @y é homotdpica a ¢, escrevemos g ~ ¢1.
Uma fungdo ¢ : X — Y é uma equivaléncia homotépica com inversa homotépica
P:Y - X, serpop ~idy e porp ~ idy. A equivaléncia homotépica define uma relagao
de equivaléncia entre espagos topoldgicos. Se existe uma equivaléncia homotépica entre X
e Y escrevemos X ~ Y, neste caso dizemos que X ¢ Y sdo do mesmo tipo homotdpico.
Uma homotopia H : X x J — Y ¢ dita relativa ao subespago A C X se para cada
a € A, tem-se H(a,t) = H(a,0) para todo ¢t € J. Duas aplicagdes @y, 1 : X — Y
sdo0 homotdpicas relativamente a A C X se wp|a = ¢1]a € se existe uma homotopia

relativa a A entre elas.

Exemplo 1.19 Uma homotopia H : J X J — X entre os lagos ag, @ : J — X com base

no ponto & € X é uma homotopia relativa a 8J = {0,1} C /. B
O seguinte teorema é bastante til para o célculo de grupos fundamentais

Teorema 1.6 Sejam X e Y espacos topoldgicos conexos por caminkos, e p : X — Y

uma equivaléncia homotdpica. Entdo o homomorfismo induzido
P WI(X: :E) - ﬂ-l(Ys (p(ﬂ:))
¢ um isomorfismo.

Este teorema afirma que o grupo fundamental de um espago topolégico é um inva-~
riante homotdpico, ou seja, dois espagos do mesmo tipo homotépico possuem grupos

fundamentais isomorfos.

Exemplo 1.20 A esfera m-dimensional é do mesmo tipo homotdpico que R\

{0}. Considere as fungdes

o R™\{(0)} - S™

m 3

T =

p: 8™ — R™ {0}

T o,

onde | | é a norma euclideana em R™+'. Observe que
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1. pot) =idgm, e
pow: RMA{D} —» R™1\ {0}

r — pz).

2. A funcao
H:(R™T\{0}) xJ — R™1\ {0}
(z,8) — sz+(1—s)p(z)
¢ uma homotopia entre v o @ ¢ idgm+1\ (5}
Tem-se, entdo, que ¢ é uma equivaléncia homotdpica e portanto
m (R™T {0}) m m(S™) .
Em particular m (R?\ {0}) = m(S'). W

O estudo das deformacdes continuas de espagos topoldgicos costuma ser de muita
utilidade para a intuigao ao estudar a invaridncia homotépica do grupo fundamental. O
conceito que formaliza a idéia de deformagdo continua de um espago topolégico é o de
retrato por deformagio. Um subespage A C X é um retrato de X se existe uma retracao
de X para A, isto é, uma fungdo continua r : X — A tal que 7(a) = a para todo a € A.
O retrato A C X é um retrato por deformagao de X se afungdoior: X — X, onde
i+ A< X éa inclusio, é homotépica a idx. A homotopia entre idx e i o r captura a

idéia de deformagio continua de X para A.

Exemplo 1.21 O exemplo anterior mostra que a esfera S™ ¢ um retrato por deformagao
de R™1\ {0}. Além disso, como R™!\ {0} é homeomorfo & esfera 5™\ {s,n}, entdo

§™ ¢ um retrato por deformacgio de S™*\ {s,n}. W

Da prépria definigio é imediato constatar que se A C X ¢ um retrato por deformacao
de X, entio A e X sdo do mesmo tipo homotdpice, e portanto m;(A) = w1 (X).

Como a aplicagdo constante 7, : X — {z}, com z € X, é uma fungéo continua,
entio todo ponto de X é um retrato dele. Se algum ponto de X for um retrato por
deformacao do préprio X, entao diz-se que X é um espago contratil. Um espago contratil
é, portanto, do mesmo tipo homotdpico que um ponto. Uma consequéncia imediata é que
um espago contratil é simplesmente conexo. Os conjuntos estrelados (veja 0 exemplo 1.17)
s&0 espacos contrateis, de fato, é facil ver que estes espagos sdo continuamente deforméaveis
a um ponto. Por outro lado, S™ e R™\ {0} nio sao continuamente deformdveis a um
ponto. De fato, pode-se mostrar que estes espagos nao sao contrateis, mas a prova deste
fato requer certas técnicas adicionais que ndo serdo necessdrias para o desenvolvimento

deste trabalho.
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Figura 1.5: O grupo de simetrias do quadrado, denotado por Dy, possui oito elementos: o
elemento identidade, trés rotagdes em torno do centro do quadrado, e quatro reflexdes, duas nos

eixos indicados na figura e duas nos eixos definidos pelas diagonais.
1.3 O teorema de Seifert-Van Kampen

O teorema de Seifert-Van Kampen permite calcular o grupo fundamental de um espago
topolégico conexo por caminhos a partir de uma decomposicéo adequada do espago em

subespacos dos quais se conhecem os grupos fundamentais.

Teorema 1.7 (Seifert-Van Kampen) Sejo X um espago topoldgico conezo por cami-
nhos, e {V; C X : i€ I} U{W} uma cobertura de abertos conezos por caminhos de
X tais que para todo 1 # 7, ViNV; = W # 0. Entio o grupo fundamental de X € iso-
morfo ao produto livre de {m (Vi) : i € I} amalgamado por m (W) e os homomorfismos

pis : MW = w1 (V;), induzidos pelas inclusées p; : W — Vi.

A linguagem adequada para formular e aplicar o teorema de Seifert-Van Kampen &
a teoria combinatéria de grupos que é apresentada na subsegdo 1.3.1. Na subsegdo 1.3.2

apresentamos algumas aplicagdes simples.

1.3.1 Elementos da teoria combinatéria de grupos

A teoria combinatéria de grupos é essencialmente uma linguagem usada para descrever
um grupo em termos de geradores e relagdes. Com o objetivo de introduzir o conceito de

apresentagio de um grupo por meio de geradores e relagdes, vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 1.22 Grupo de simetrias do quadrado. Considere 0 grupo de isometrias

do quadrado, denotado por Dy (veja a figura 1.5). Este grupo consiste de oito elementos:
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a identidade, que denotamos por id; trés rotagdes no sentido hordrio de «/2, = e 3n/2
radianos, em torno do eixo que passa pelo centro O e é ortogonal ac quadrado, e denotadas
por 71, Ty € 73 respectivamente; e quatro reflexdes nos eixos AC, BD, m e n, denotadas
DOT Pac, PBD> Pm € Pn. As rotagdes ri e 73 sao elementos de ordem quatro (ou seja,
ri = ri = id), enquanto que a rotagdo ry, e todas as reflexdes sao elementos de ordem
dois. Por outro lado temos que r, = rf e r3 = 73, ou seja, a existéncia de r; em Dy
determina a existéncia de 75 € r3. Dizemos entao que r; gera rs e rg. Temos também que
PBD = TiPAC: Pm = T1PAC € Pn = Tipac, OU Seja 11 € pac geram todos os elementos de
Dy. Dizemos que 71 e pac formam um conjunto completo de geradores do grupo D).
Observe também que, como pZ, = id e py, = T1p4c, entdo vale a relagao entre os geradores
r1pACT1PAc = id, ¢ esta relacdo junto com Pac = ri = id determina toda a estrutura de
D,. De fato, é facil verificar que se definimos um grupo abstrato G = {a, b; a*, b, abab),
como sendo o grupo gerado pelos elementos a e b, e sujeito as relagdes a* = b? = abab = id,
entdo a aplicagdo a > 7 e b— pac é um isomorfismo. Dizemos que (a,b; a*,b, abab)

é uma apresentagao do grupo Dy, e escrevemos
Dy~ {a,b; a*,b* abab).
O grupo D, é chamado também de grupo diedro de ordem quatro. |

Podemos agora generalizar o exemplo anterior e dizer que, dado um grupo G, um
conjunto S C G é um conjunto completo de geradores de G se S nao estd contido
em nenhum subgrupo préprio de G, e portanto todo elemento de G pode ser escrito
como produto de elementos de S. Os elementos de S chamam-se geradores de G, e se
g = 5152...5, com g € G e s51,8,...,8 € 5, entdo s152...5 € uma palavra para g.
A escolha do conjunto de geradores é, até certo ponto, arbitraria de modo que para um
mesmo grupo G pode-se escolher diversos conjuntos de geradores. Mais ainda, dado um
conjunto de geradores S C G, existem varias maneiras de expressar um mesmo elemento
g € G como produto de elementos de S, e é desta forma que surge o conceito de relacdes.

De fato, se 717y ... g € $182 . .. §; 530 duas palavras para um mesmo elemento g € G em
termos do conjunto de geradores S, entdo rirz...ris; ... 53 sy = id. O lado esquerdo
desta ltima expressao é chamado de relag@o em G entre os elementos de S. Um conjunto
R de relages em G entre elementos de S é dito completo se para cada g € G, podemos
transformar qualquer palavra para g, mediante o uso exclusivo dos elementos de R, em

qualquer outra palavra para g. Como ilustragao, consideremos no exemplo anterior as

palavras r¥p4c e pacmi de pn, e observe que

.4
pacT™ — TipacT
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_ 3 2

= Ty PacTipacm

- 3 4

= T} pac T PACTL PAC T

- 3 3

= 7] pacTi ("1 pac T PAC) T
4

.8
= Ty pAacTy

3
= Ty PAC -

Vemos entdo que as trés relagdes v, p4o € ripacripac permitem transformar a palavra
pacr1 de pp, na palavra 73 pac, também de p,.

Uma apresentagio do grupo G é um par (S, R), onde S é um conjunto de geradores
de G, e R é um conjunto completo de relagbes entre estes geradores em . Uma apre-
sentacdo (S, R) é dita finita se tanto S quanto R sdo conjuntos finitos. Um grupo G ¢
finitamente apresentével se existe pelo menos uma apresentagdo finita para ele. Um
grupo finitamente apresentado é um grupo G junto com uma apresentagao finita para

ele. Se (8, R) é uma apresentagdo de (7, costuma-se escrever
G=(S;R).

Como toda apresentagio de um grupo depende da escolha dos conjuntos de geradores e de

relagoes, segue-se imediatamente que o mesmo grupo pode ter diferentes apresentagoes.
Vamos terminar esta breve incursio na teoria combinatéria de grupos introduzindo

dois conceitos que sdo amplamente usados nas aplicagdes do teorema de Seifert-Van Kam-

pen. Seja G = {G; : i € I'} uma familia de grupos apresentados na forma
G =(S8i; Ri),

o produto livre de G é
é=Js:Ur.
i€l il icl
Adicionalmente, se A = (Sp ; Ry}, e p; + A = G; sdo monomorfismos, o produto livre
em G amalgamado por A e {p;}icr €
A
]jI C& = <‘9 ;}%{J EI):
iel

onde

s={Js: ., R=R e
il =
H = {pi(s)p}'(s)_l RS SO> iwj € I} .

Observe que as relagdes em A nao interessam.
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Figura 1.6: A figura mostra uma curva em forma de “oito”, e a decomposigio utilizada para
calcular o seu grupo fundamental usando o teorema de Seifert-Van Kampen. A curva ¢ formada

por dois circulos, A e B, de raio 1, um deles centrado em (—1,0) e o outro em (1,0).

1.3.2 Aplicagoes do teorema de Seifert-Van Kampen

As aplicacdes que faremos do teorema de Seifert-Van Kampen estao baseados nos seguintes

dois corolarios.

Corolério 1.1 Nas condi¢ées do enunciado do teorema de Seifert- Van Kampen (teorema
1.7), suponha que W ¢é simplesmente conezo. Entio m(X) € isomorfo ao produto livre de

(m(V) : i€}

Corolario 1.2 Nas condigies do teorema de Seifert- Van Kampen (teorema 1.7), suponha
que todos os abertos V; sdo simplesmente conexos, exceto wm deles que denotamos por V.
Se m(V) e m(W) possuem as apresentagdes m(V) = (S ; R) e m(W) = (S ; Ro),

entdo m (X ) possui a seguinte apresentagdo
’.'Tl(X) ~ (S, RUK),
onde K = {p.(s) : s€ S}

Nas condicdes do corolario 1.2, suponha que (V) e 7 (W) possuem as apresentagdes
m(V)={S; R)em (W)= (5 ; Ro}. Entao, pelo corolario 1.2, m (X} possui a seguinte
apresentacao

m(X)=(S; RUK),

onde K = {p.{s) : s€ So}.

Exemplo 1.23 Grupo fundamental da “figura 8”. Seja X um subespago do plano
em forma de um oito, conforme mostra a figura 1.6. 5 evidente que podemos escrever
X = AU B, onde A ¢ B sio homeomorfos ao circulo §', e AN B = {origem}. Porém

nem A nem B sio abertos, e portanto ndo podemos aplicar diretamente o coroldrio 1.1.
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Para aplicar este coroldrio, consideremos o aberto M ¢ X, obtido interceptando o disco
centrado em {—1,0) e raio um pouco maior do que 1 com X. Eclaroque A C M, e M
é do mesmo tipo homotdpico que A. Analogamente, construimos um aberto N C X que
contenha B e seja do mesmo tipo de homotopia de B. Como M N N ¢ contratil, entdo

m1(X) = {a,b), onde a e b sdo os geradores de 71(A) e m (B) respectivamente. H

Exemplo 1.24 Circulos com um ponto em comum. O exemplo anterior pode ser
generalizado trivialmente. Seja A = {4; : ¢ € I} uma familia de espagos homeomorfos a
S' com um tnico ponto em comum, ou seja tais que para todo i # 7, 4; N A; = {«}. O
grupo fundamental do espago X = U;erA; é

m(X) = [] m(4)

el

= [T (e
el

= (5},
onde S = {a; : m(A;)={a;),1¢cI} W

Exemplo 1.25 Como aplicagdo dos exemplos anteriores vamos calcular o grupo funda-
mental do plano B% menos n pontos. Observe que o plano menos n pontos é do mesmo

tipo homotépico que n circulos com um ponto em comum, logo

(RN {p1,-..,pn}) = (@1, 00 ),

onde g; é a classe de equivaléncia dos lagos que ddo uma volta em torno do ponto p; no

sentido anti-horario. M

Exemplo 1.26 O toro 7?. Um dominio fundamental para o toro T? = R?/G, onde G
¢ o grupo gerado pelas translagdes (z,y) — (z+1,¥) e (z,y) = (z,y +1), ¢ um quadrado
de lado 1 centrado na origem do plano K2, e com lados paralelos aos eixos coordenados.
Na figura 1.7 mostram-se este domfnio fundamental e as instrugdes de colagem. Nesta
figura mostra-se também uma decomposi¢do do toro em abertos A e B, adequada para
a aplicacao do coroldrio 1.2, pois B é simplesmente conexo. Observe também que A é do

mesmo tipo de homotopia que a “figura 8”, logo
m(A) ={a,b),
e que AN B = B\ {p} é do mesmo tipo de homotopia do circulo, logo
m(ANB)={c).
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p | A=T\ (p}

B = disco que
contem p

Figura 1.7: Dominio fundamental e instrugdes de colagem para o toro T2, Qs geradores a e
b estdo representados por lagos com base no ponto que resulta da identificagio dos vértices do
quadrado. Na figura aparecem também a decomposi¢ao usada para calcular o grupo fundamental
do toro aplicando o teorema de Seifert-Van Kampen, e 0 homomorfismo induzido pela inclusio

do gerador do grupo fundamental do disco menos o centro, no dominio fundamental do toro.

Além disso, a inclusio em A de um lago em A M B, representante do gerador ¢, da um

laco em A representante da classe aba~'b™!, como mostra a figura 1.7, ou seja
p.(c) = aba bt
Portanto
m (1T?%) = (a,b; aba™'b71).
Observe que a dnica relagio de 7, (12) é uma condicio de comutagio, portanto m,(T%) é

abelianc. W

Exemplo 1.27 O espago projetivo RP™ (m > 2). Uma forma de olharmos para
RP™ & identificar pontos antipodas na esfera S™. Uma outra, mais conveniente para o
calculo de m (RP™), é olharmos para S™ como a unifio dos hemisférios superior e inferior
colados pelo equador, logo RP™ é s6 um dos hemisférios (qualquer um), colando no
equador os pontos antipodas. Consideremos ent&o o hemisfério superior ST = {zxcS™ .
Tmi1 > 0}, € 08 conjuntos A = {2 € ST : Tmi1 >1/4} e B={z c ST : Tmp1 <3/4},

e observemos 0 seguinte
¢ A ¢ homeomorfo a R™, logo mi(A) = {e}.
e B & contratil ao equador, logo 7 (B) &~ mi (RP™ ).
e AN B & homotopicamente equivalente & esfera S™1, logo w1 (AN B) = m(S™ ).
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Portanto, para m > 3 temos m (AN B) = {e}, e logo
7 (RP™) = m(RP™ ).

Para m = 2 temos

7(B) ~ m(RP')
~ Wl(Sl)
~ (ay,

[¥]
m(ANB) = m(5Y)

2

(6},

sendo que o monomorfismo induzido pela inclusdo p : AN B < B leva o gerador de

71 (AN B) no quadrado do gerador de m;(B). Temos portanto

’Nl(RPZ) ~ (a;a2)
~ Zg.

”

Segue-se entdo que o grupo fundamental de RP™ ¢ isomorfo a Z. W

1.4 Espacos de recobrimento

A teoria de espacos de recobrimento fornece, entre outras coisas, um método para calcular
representagdes concretas de grupos fundamentais, muitas vezes como subgrupos discretos
de grupos topoldgicos. E possivel adquirir certa intui¢do e familiaridade com alguns re-
sultados da teoria dos espagos de recobrimento ao realizar o calculo direto de 7y (S 1}, pois
neste processo somos obrigados a introduzir o conceito de recobrimento universal, e a uti-
lizar propriedades deste. A subsegio 1.4.1 estd dedicada a este cdlculo. Na subsegao 1.4.2
estuda-se o conceito de levantamento de funcdes em recobrimentos e as transformagses
de recobrimento, sendo o resultado principal que o grupo fundamental de um espago
topolégico satisfazendo certas propriedades é isomorfo ao grupo de transformagoes de re-
cobrimento do seu recobrimento universal. Nesta dltima subsegio é também apresentada

uma versao reciproca do teorema 1.1.

1.4.1 O grupo fundamental do circulo

Bsta subsecio estd dedicada exclusivamente & prova do teorema 1.8, a motivagao para

incluir este resultado bastante ébvio e conhecido é de ordem pedagdgica. Os aspectos
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basicos da teoria dos espacos de recobrimento podem ser facilmente assimilados estudando
este exemplo em detalhe, pois o célculo do grupo fundamental do circulo envolve de
maneira bastante simplificada muitas propriedades dos recobrimentos. De fato, prova do

teorema 1.8 reduz-se essencialmente a trés lemas que depois serao generalizados.

Teorema 1.8 Grupo fundamental do circulo O grupo fundamental do circulo € iso-
morfo ao grupo dos mimeros inteiros, € o gerador do grupo € a classe de equivaléncia do
lago

a:J — S

t > e (1.11)
Prova. Consideremos o recobrimento do circulo dado no exemplo 1.5,
f:R - S
£ oy 2Tt (1.12)

O primeiro lema garante a existéncia de uma vasta quantidade de caminhos em R

que, pela aplicacio (1.12), se projetam no circulo em caminhos previamente fixados.

Lema 1.3 (Propriedade de levantamento de caminhos.) Seja v : J — S'
um caminho com v(0) = 1, entdo para cada inteiro n € Z, ewiste um dnico co-

minho 7, © J = R tal que ¥,(0) = n, e que faz o sequinte diagrama comutar

Sl

O caminho ¥, chama-se levantamento do caminho v a partirde n € Z. O lema 1.3
diz, em particular, que todo lago com base em 1 € S! possui um tnico levantamento
que comeca em 0 € R. E pelo lema abaixo, os levantamentos a partir do mesmo

ponto, de dois lagos homotépicos, sao homotépicos.

Lema 1.4 (Homotopia de caminhos levantados.) Sejam o, :J — S' cami-
nhos homotdpicos (isto implica em particular que o(0) = B(0) e a(l) = B(1)).

Sejam &, 3 : J — R levantamentos de o e 3 respectivamente, tais que a(0) = B(0).

Entio &(1) = (1), e & ~ B.
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Seja agora «y : J — S' um lago com ¥(0) = y(1) =1, e ¥ : J — R seu levantamento
a partir de 0 € R; entao ¥(1) € f71(1) = Z. Seja n = ¥(1); este inteiro é chamado
de grau do lago v, e escrevemos n = deg(7y). Pelo lema 1.4 o valor deg(vy) depende
56 da classe de homotopia [y] € m (S, 1), portanto, com certo abuso de notagao,

fica definida a funcdo

deg: m(S84,1) — Z

[v] = deg(v}.

O seguinte lema fecha prova da primeira parte do teorema.
Lema 1.5 A funcdo deg : m (S, 1) — Z € um isomorfismo.

Para ver que o gerador de my(S%, 1) é a classe de equivaléncia do lago (1.11), basta

observar que deg(a) =1. W

1.4.2 Levantamentos e transformagdes de recobrimento

As aplicacdes de recobrimento entre variedades diferencidveis foram definidas na subsegao
1.1.1, e este conceito foi relacionado com as variedades quociente a través do teorema 1.1,
De fato, na topologia césmica estamos interessados em estudar o conceito de recobrimento
entre variedades com mais estrutura do que somente a diferenciabilidade: interessam-nos
as variedades riemannianas tridimensionais. Porém, da mesma forma que no caso do grupo
fundamental, é conveniente estudar a teoria dos espacos de recobrimento no contexto mais
geral dos espagos topolégicos. Algumas observagoes de topologia geral sdo relevantes para
0 que segue.

Todos os espacos topoldgicos que consideraremos a seguir sao espagos de Hausdorff,
conexos por caminhos, e localmente conexos por caminhos. Um espago topolégico X é
localmente conexo por caminhos se para cada ponto z € X, toda vizinhanca U de
z contém uma vizinhanca de z conexa por caminhos. Analogamente, um espago X é
localmente conexo se para todo ponto z € X, toda vizinhanga U de z contém uma
vizinhanca de x conexa.

Uma variedade diferencial conexa é conexa por caminhos, e localmente conexa por ca-
minhos, logo a definicio de aplicagéo de recobrimento dada nasubsegdo 1.1.1 generaliza-se
trivialmente. Sejam X e Y dois espagos topoldgicos e p : X — Y uma funcio continua.,
Diz-se que um aberto U/ C Y é admissivel se p mapeia homeomorficamente cada compo-

nente conexa de p~1(U) em U. Um recobrimento é uma terna (X,p,Y),ondep: X —»Y
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é uma funcdo continua, X e Y sio espagos topoldgicos conexos, e ¥ possui uma cober-
tura de abertos admissiveis conexos por caminhos e localmente conexos por caminhos.
A aplicacdo p chama-se aplicagido de recobrimento, o espaco X chama-se espago de
recobrimento, e o espago Y chama-se espago de base.

Os dois primeiros lemas usados no cdlculo do grupo fundamental do circulo sao casos
particulares dos seguintes dois teoremas. Em particular, o lema 1.3 é um coroldrio do

seguinte teorema.

Teorema 1.9 Propriedade de levantamento de caminhos. Seja p: X — Y uma
aplicacdo de recobrimento, e seja o : J — Y um caminho. Seja também xo € X tal que

p(zy) = o(0). Entdo existe um tinico caminho @ :J — X tal quepoa =, e a(0) = y.

Este teorema enuncia-se de maneira grafica dizendo que dados um caminhoa : J — Y
e uma aplicacio de recobrimento p : X — Y, entdo existe uma tinica fungio continua

& : J — X que completa o diagrama comutativo

{0} X
1 £ P
J o Y

O lema 1.4 é um caso particular do coroldrio 1.3, o qual segue-se do seguinte teorema.

Teorema 1.10 Homotopia de recobrimento. Seja W um espago localmente conexo
ep: X — Y uma aplicagdo de recobrimento. Seja H : W x J — Y uma homotopia
e h: W x {0} — X um levantamento de H|w.oy. Entdo existe uma tnice homotopia

H:W xJ— X que faz o sequinte diagrama comutar

W x {0} X
] I?I P
W x J Y

H

Além disso, se H é uma homotopia relative a V C W, entdo H também o é.

Corolario 1.3 Seja (X,p,Y) um recobrimento e fi, f2 : I — Y caminhos homotdpicos
em Y, com yy = f1(0) = f2(0). Sejam f1. f2 : I — X levantamentos de fy e f, a partir

do mesmo ponto zg € p~'(yp). Entdo ﬁ e f; sao homotopicos.
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O seguinte coroldrio é muito tGtil no desenvolvimento da relacio entre o grupo funda-
mental de um espago Y e os espacos de recobrimento dos quais ¥ é o espago base. Em
particular, ele serd utilizado para caracterizar o grupo fundamental de ¥ a partir de um

recobrimento (X, p,Y") muito particular, chamado recobrimento universal.

Corolario 1.4 Seja (X,p,Y) wm recobrimento com p(zo) = yo. Entdo, o homomorfismo
induzido

Da X, 20) = (Y, wo)

¢ um monomorfismo cujo imagem consiste nas classes de lagos em yy que levantam a

lacos em xq.

Observacéo 1.7 Um recobrimento (X, p,Y") ¢ dito trivial se p é um homeomorfismo.
Portanto, se um espago Y possui um recobrimento ndo trivial, entdo 71(Y") é um grupo
nao trivial. Como a existéncia de curvas fechadas nado contrdteis em Y estd refletida na
ndo trivialidade de m; (Y), segue-se que ¥ é um espago multiplamente conexo se e somente

se Y possui um recobrimento nio trivial. H

Um problema importante em topologia ¢ o de decidir quando uma fungéo f: W =Y

pode ser levantada a uma fungao g: W — X, tal que o seguinte diagrama comuta

X

w
I

onde p : X — Y é uma fungdo dada. Muitos problemas em topologia reduzem-se a
encontrar este tipo de levantamentos. Para o caso em que p : X — Y seja uma aplicagao
de recobrimento existem condicfes necessrias e suficientes para que wm tal levantamento

sempre exista.

Teorema 1.11 Teorema de levantamentos. Seja (X,p,Y) um recobrimento com
p(zo) = 2o, € f : W = Y uma fungdo continua com f(wo) = w-. Entdo existe o le-

vantamento f: W — X tal que o sequinte diagrama comuta
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{0}

il
e}

W

Y
f ;

se e somente se fo(m (W, wo)) C pu(mi (X, z0)).
Este teorema dd lugar a dois coroldrios fundamentais.

Corolério 1.5 Sejam (X, p;, Y), com i = 1,2, recobrimentos tais que X, € simplesmente
conezo; e sejam também z; € X; ey € Y tais que p;(z;) = y. Enido existe uma dnica
fungio g : X1 — X, tal que g(z;) = z3, e tal que pp o g = py. Além disso, (X1, g, X2} €

um recobrimento.

Coroldrio 1.6 Sejam (X;,p;,Y), com i = 1,2, recobrimentos tais que X, e X3 sao sim-
plesmente conexos. Sex; C X; sdo tais que p1(z1) = pa(22), entdo existe uma dnica fungdo

g: X1 — X, tal que pyo g =p1, e g(x1) = z2. Além disso, g € um homeomorfismo.

O corolédrio 1.6 fornece uma generalizagdo imediata da definigdo de transformagio de
recobrimento {veja o diagrama comutativo no final da subse¢do 1.1.1). Sejam (X;,pi, ¥),
com i = 1,2, dois recobrimentos tais que existe uma fun¢do ¢ : X; — Xz que faz o

diagrama

Fon D3

Y

comutar, neste caso diz-se que g é um homomorfismo de recobrimentos. Agora, se
(X3,p3,Y) é um outro recobrimento, e f : X — X3 ¢ um homomorfismo de recobri-
mentos, entdo fog : X; — X3 é também um homomorfismo de recobrimentos. Um
homomorfismo de recobrimentos que é um homeomorfismo chama-se isomorfismo de
recobrimentos, ou simplesmente uma equivaléncia de recobrimentos. O corolario
1.6 simplesmente afirma que dois recobrimentos (X1, pi, Y) e (Xz,p2,Y), com X7 e X;

simplesmente conexos, 30 equivalentes ou isomorfos. Por este motivo, um recobrimento
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(X,p,Y), com X simplesmente conexo, é dito recobrimento universal, e X ¢ cha-
mado de espago de recobrimento universal de Y. Existem espagos topoldgicos que
nfio possuem um recobrimento universal, porém, se um espago Y possui um recobrimento
universal, entio ele é dnico médulo isomorfismos. Pode-se mostrar que toda variedade to-
polégica conexa possui um espago de recobrimento universal {veja por exemplo o teorema
8.4 de [18]).

Vamos agora generalizar o contetido do lema 1.5 no corolario 1.7 adiante. Para este
fim é conveniente considerar apenas uma subclasse de recobrimentos. Um recobrimento
(X,p,Y) é dito regular se Deck(X,p,Y") age transitivamente nas fibras do recobrimento.
Pode-se provar que se (X,p,Y) é um recobrimento regular, entao dados yp € ¥ e g €
p~ (o), temos que p.{m(X,2o)) é um subgrupo normal de m (Y, y). O seguinte teorema

caracteriza as transformacdes de recobrimentos de um recobrimento regular.

Teorema 1.12 Se (X,p,Y) € um recobrimento regular, entao
Deck(X,p,Y) = m (Y, yo)/ps(m (X, 20))

onde yo €Y e xp € p~H(yo)-

A consequéncia mais importante deste teorema ¢ dada pelo seguinte corolario, que é

a generalizacdo do lema 1.5 acima mencionado.

Coroldrio 1.7 Se (X,p,Y) € um recobrimento universal, entdo
Deck(X,p,Y) = m(Y, %),

pare qualquer yp €Y.

Para encerrar esta subsecio (e este capitulo), sejam M e M variedades diferenciais,
e (H ,p, M) um recobrimento universal, e denotemos por I' = Deck(ﬂ ,p,M). Pelo
corolario 1.7, T = m1(M, zo), onde 2o € M. Além disso, I' age de maneira livie em M e
de maneira propriamente descontinua em M [112]. Segue-se que M /T é uma variedade
diferencial com grupo de recobrimento I'. Se 7 : MM /T é a projecio de recobrimento,

entdo a fungao
w:M — M/T
z — w(p7H(z)) (1.13)
¢ um difeomorfismo. De fato, como ambas projecdes, p € , possuem as mesmas fibras, P é

uma bijegio. A diferenciabilidade de ¢ e 4~ prova-se rapidamente tomando vizinhangas

admissiveis em M e M/T, e considerando que p e m sao difeomorfismos locais. Temos

entdo o seguinte teorema.
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Teorema 1.13 Sejam M e M variedades diferencidveis conezas, e (M , 0, M) um reco-

brimento universal. Seja T' = m (M, z), com x € M, entdo
M =~ ﬂ?/lf‘,

com o difeomorfismo candnico dado por (1.185).
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Capitulo 2

Fragilidade topologica

Half of the secret to resistance of disease is cleanliness; the
other half is dirtiness.

Andnime

Everything that happens, happens as it should, and if you
observe carefully, you will find this to be so.

Antoninus Marcus Aurelius

As consideracdes globais sdo usualmente subestimadas ao formular as leis fisicas em
termos de equacdes diferenciais locais. Por exemplo, quando se estuda a radiagao elec-
tromagnética de fontes localizadas em regides limitadas, frequentemente considera-se que
o0s campos se anulam no infinito. Esta escolha de condigoes de contorno é possivel, e
sobretudo conveniente, quando o espago-tempo é o espago de Minkowski ordindrio. Mas
é claramente impossivel de implementar se consideramos segoes espaciais compactas, nas
quais sequer existe o conceito de infinito espacial. Na cosmologia, em particular, as consi-
deracdes topolégicas adquirem especial relevancia pois a estrutura global do espago-tempo
possui, num certo sentido, uma caracteristica dinamica.

Supondo a validade da lei de Gauss num espago-tempo com segoes espaciais com-
pactas é ficil mostrar que a carga elétrica liquida no universo deve ser zero (veja por
exemplo [20] para generalizacdes e aplicagdes destes resultados a cosmologia). Este resul-
tado mostra que mudangas nos pressupostos sobre a estrutura topolégica do espago-tempo
podem induzir mudangas insuspeitadas no comportamento de sistemas fisicos. Liste tipo
de sensibilidade do comportamento de um sistema, em relagao a estrutura topoldgica do
espaco-tempo é denominada de fragilidade topoldgica, e foi introduzida no contexto

cosmolégico em [88]. Deve-se observar que em sistemas topologicamente frigeis nao é vio-
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lada nenhuma lei local da fisica. Portanto, determinar se, e/ou até que ponto, a evolugao
de sistemas fisicos depende da topologia do espago ambiente onde estao imersos, torna-se
um problema relevante na fisica.

Neste capitulo estuda-se um exemplo simples de sistema topologicamente fragil. O
sistema consiste em um oscilador harménico acoplado a um campo escalar sem massa
imerso num espaco-tempo localmente minkowskiano. O oscilador harménico irradia toda
a sua energia quando o espago ambiente é o espago de Minkowski: a amplitude, e portanto
a energia armazenada nele, decai exponencialmente no tempo. Porém se o ambiente onde
est4 o oscilador harménico é localmente minkowskiano, mas possui segbes espacials com
topologia n3o trivial, entdo o comportamento do oscilador muda drasticamente. Vamos
mostrar neste capitulo que, neste caso, a amplitude do oscilador, e portanto a energia
contida nele, aumenta de maneira exponencial com o tempo. Este resultado independe da
topologia da secdo espacial, desde que seja multiplamente conexa. O sistema irradiante
analizado aqui tem sido usado para modelar uma ampla gama de fendomenos oscilantes
(ver por exemplo [2, 3, 4, 8, 11, 12, 22, 54, 101, 106, 114]), mas em todas estas aplicagdes o
espaco ambiente era simplesmente conexo, e portanto apresentava-se sempre o decaimento
exponencial da energia do oscilador. O fato deste sistema ser topologicamente fragil s6
foi descoberto recentemente [13, 49)].

Este sistema topologicamente frégil foi analizado numericamente, para 0s CasS0S em
que as segbes espaciais do espago-tempo ambiente eram compactas e orientaveis, em [13};
e generalizado para segdes espaciais arbitrarias em [49]. Neste altimo trabalho obteve-
se também uma solugio analitica para a equagdo de reacdo & radiagdo do oscilador. O
sistema irradiante é descrito em detalhe na subse¢do 2.1, e na subse¢io 2.3 apresenta-se

a solugio do problema obtida em [49].

2.1 Sistema oscilador-campo escalar

Seja M uma variedade localmente euclideana tridimensional com grupo de recobrimento
I' (M pode ser inclusive o préprio E%). O espago-tempo localmente minkowskiano onde o
Nnosso sistema est4 imerso é da forma R x M, onde R fornece a coordenada temporal, e M
é a sua secdo espacial constante. Um campo escalar em M ¢é uma funciop: RxM > R
e, denotando o espago de Minkowski por R x E? temos que o recobrimento 7 : E* —+ M

define um campo escalar em R x M dado pelo seguinte diagrama comutativo
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R x E®

Gl

T

RxM

onde

mr:RxE* - RxM

t,7) = (¢, n(D)).

Agora, se T é o grupo de recobrimento de M, ent@o para todo g € I" temos o seguinte

diagrama comutativo

gr

R x EB » R x E3

1l
RS

onde

gr:RxE* - RxE®

(t, ) — (¢ ¢7).

Seja @ : R x E®> — R x E* um campo escalar invariante por I' para cada t € R fixo,

ou seja um campo tal que

pogr=19o (2.1)
para cada g € T'. A projeciio m : E* — M define um campo escalar ¢ : R x M — R
tal que § = o mp. Portanto, existe uma correspondéncia biunivoca entre os campos
escalares em M e os campos escalares em E° invariantes sob T'.

Agora, considere um oscilador harménico localizado num ponto arbitrario ¢ € M, e
suponha que a aplicacio de recobrimento @ : £* — M leva a origem de E? ao ponto gq.
Seja O, = 7~'(g) a 6rbita da origem de E°® sob a agao de I' em E3. Se o campo escalar ¢
esta acoplado ao oscilador harmdnico localmente, ou seja o acoplamento limita-se a uma
vizinhanca contratil de ¢ € M, entéo o campo ¢ estd acoplado localmente a cada oscilador

localizado em O,. Portanto, a evolugdo do oscilador harménico em g € M pode ser obtida
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estudando o sistema equivalente no recobrimento universal E®, o qual é formado por um
conjunto infinito de osciladores idénticos, cada um deles localizado num ponto da drbita
O, e interagindo com o campo escalar { da mesma maneira que o oscilador em g € M
interage com . Adicionalmente todos os osciladores estdo sujeitos ao mesmo conjunto
de condicdes iniciais que o oscilador em M.

Segue-se que a dindmica do nosso sistema em M pode ser derivada da agdo deste

sistema equivalente em E*

S=58;+5+5:, (2.2)

onde S; corresponde ao termo livre do campo escalar, S, corresponde ao termo livre dos
osciladores, e S; é o termo de acoplamento entre o campo escalar e os osciladores. Estes

trés termos sao respectivamente

5, = 3 [t 0, 0.5, %), (2.3)
5, = ZO [ 1626 - ez, (2.4
5 = ’\Z [ o 0@ 00 36, 9) Qs ), (2.5)

onde ¢t € (0,00), & é o campo escalar sem massa, Q5 (¢) é a amplitude do oscilador
localizado em # € O,, w € a frequéncia angular de cada oscilador, e A 7 0 é a constante
de acoplamento entre os osciladores ¢ o campo escalar. Além disso, p € uma fungao de
densidade normalizada n#o negativa ({p = 1) com suporte compacto contrati e conexo
(correspondendo & regido de interagdo do oscilador com o campo), € portanto contido
no interior do dominio de Dirichlet de M com centro na origem, e finalmente, py(Z) =
p(g7'%), onde g € T e g(0,0,0) = § (observe que pg () = p(&)). A funcio de Heaviside
@ (t) é usada para indicar que a interagdo ¢ ligada em t = 0.

Variando a ag3o em relagdo a e (Q5 obtemos as equagdes de movimento no sistema

equivalente em E®

033 = A AZ s (E) © (1) Qs(t) (2.6)
Qo) 1o Qut) = A [ dpp(@) ©0) 50,), (2.7)

onde O é o d’Alembertiano. Observe que a soma em (2.6) é uma soma finita. De fato,
devido aos suportes compactos disjuntos das fungdes py (%) o lado direito desta equagdo

contém no maximo um termo ndo nulo.

A solugio geral de (2.6), considerada como um problema de valores iniciais, pode

ser escrita como B(t, Z) = Py ult, @) + Py (t, &), onde Fy(t, &) satisfaz a correspondente
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equagio homogénea, e Py (t, Z) é uma solugdo particular da equagao nao-homogénea.
Vamos considerar, por simplicidade, que toda a energia estd armazenada inicialmente no
oscilador. Portanto, as condicdes iniciais do nosso problema sio (0, %) = {.5(0,:5) =0
e Qp(0) = o, Qs(0) = 3, onde a e B sdo constantes reais arbitrarias. Estas condigdes
iniciais implicam que @y (¢, Z) = 0, e portanto $(t, Z) = Pyg(t, £).

Agora, como por hipétese a interagdo comega a agir em ¢ = 0, a fungao de Green para
o d’Alembertiano é

d(t—7—1Z—gl)
dn|E-g]

G, Z;7,7)= (2.8)

Portanto, a solugio para a equagio (2.6) pode ser formalmente escrita como

Z/ élm O(t—|Z—7gl) Qr(t—[2-7]). (2.9)

7€ O,

Finalmente, inserindo (2.9) em (2.7} obtemos as equagdes da reagdo a radiagdo para

os osciladores,

p5 (%) pr(Y) L - L
G5+ Qs =0 S [@edy ZE D 00— j5-7) Q- - -9
f' cQ - Y |
q

(2.10)
Como o conjunto de infinitos osciladores est4 sujeito ao mesmo conjunto de condi¢des
iniciais, as amplitudes devem evoluir de maneira idéntica. Segue-se que o conjunto de

equacdes da reag@o a radiagio reduzem-se a iinica equagao

O (1) +o Q¢ Z/cF' oy 22 ’“’;ﬁ) O(t—F—7) QU —[F—g), 211)

que é valida para cada oscilador em Oy C E3, e cuja solugdo fornece a evolugio temporal
da amplitude do oscilador harménico em M. Observe que o lado direito das equagoes
(2.9)-(2.11) é uma soma finita para qualquer instante ¢ > 0 devido ao suportes com-
pactos disjuntos das fungdes py(Z), e aos efeitos de corte da fungdo ©. Portanto, nestas
equacdes nio surge nenhum problema de convergéncia com séries e, em particular, ndo é
necessario nenhum esquema de regularizagao para trabalhar com elas. Por outro lado, um
procedimento de regularizacio é necessario para estudar o caso de acoplamento pontual

entre o oscilador harmdnico e o campo escalar.

2.2 Acoplamento pontual

Vamos estudar nesta segao o caso de acoplamento pontual entre o oscilador e o campo

escalar. Formalmente o acoplamento pontual é o limite p (Z) — §*(Z), e para lidar com ele
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consideramos uma sequéncia infinita de sistemas oscilador-campo, que passamos a cha-
mar de N-sistema, com a mesma constante de acoplamento A # 0, e tal que o n-ésimo
elemento do N-sistema (o n-ésimo sistema oscilador-campo da sequéncia) estd caracteri-
zado por uma frequéncia angular nua w, e uma fungio de densidade p, satisfazendo a
condigio de Aichelburg-Beig generalizada [2]
wﬁ—i—;fd%dw&‘gl_p———’;j('y)znbo, (2.12)
onde € é a mesma constante para cada membro do N-sistema, ¢ {p,} é uma d-sequéncia
no sentido das distribuigdes [89] tal que se m < n, entdo supp(pn) C supp(pm). A desi-
gualdade (2.12) é uma condigdo suficiente para obter decaimento da energia do oscilador
pontual quando o sistema oscilador-campo esté imerso no espago de Minkowski {veja por
exemplo [2]).
Agora, como (2.11) é valida para qualquer membro do N-sistema, usando a relagao

(2.12) encontramos

@0 428 [ 2 dypu(@ pu()
Q) =20y fd3$d3y M O(r)Qulr), (213)

~ Iz — 9
&,

!

onde 7 =t — |£ — 7|, 2I' = A2/dr e O, = O, — {(0,0,0)}.
Para passar ao limite p (£) — 6*(£) escrevemos (2.13) na forma
On(t) + 2T L () + R Qu(t) = 2T > Jur(t) (2.14)
Fedq
onde

L) = / s &y o) o) 2D ]ﬁ? Qn(r)

1oty = [ae @y 212220 o) ().

, €

O limite pontual equivale a tomar o limite n — oo, no N-sistema, e para efetuar esse

limite vamos apelar 4 seguinte versio do teorema do valor médio,

Teorema 2.1 Sejam p1 e po fungdes reais continuas com suportes compactos cONeTos em
R*, e f:I — R uma fungdo continua, onde T = supp(p,) x supp(pz), entdo existe um

porto (Zy, %o) € L tal que

£ (@0, ) = / Bz dy pr (2) 2 (@) FE D).
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Agora, considerando que os suportes das fungdes p, #, com 7 € O, sdo conexos, seja Ry,
o raio de supp(p,) e considere um ponto ¥ € O,. Pelo teorema 2.1, existe uma sequéncia

de pares de pontos (Zo , Jo,n) € T tal que para cada t > 0 temos a sequéncia de nimeros

0 se t < IFI -2 Rn )
Ju7(t) = { ndo conhecida se |7 - 2R, <t<|7|+2R,,
Qﬂ(t_en)/en s€ |77|+2.R,1<t,
onde ¢, = | Zyp — Yo |. Como R, — 0 quando n — 00, 0 subintervalo central colapsa

ao ponto ¢ = | 7|, e portanto ¢ irrelevante para os nossos propésitos a forma de J, 7 (f)

naquela regiio. Mais ainda, como €, — | 7| temos

m Jor(t) = . . (2.15)

n—o0 | 7]
Por outro lado, observando que para um valor fixado de t > 0, existe um nimero
natural 7y tal que para todo n > ng temos t > 2 R,; entdo, pelo teorema 2.1 existe um

par de pontos Ty, Yo,n € SUPP (Pn) tal que

) = 0=l &),

€n

com ¢, = |Zon — Yon| — 0 quando n — oo. Como () possui primeira derivada

continua, podemos expandi-la em torno do valor fixado ¢t > 0 em primeira ordem obtendo
Li(t) = Qn (1) + O (en) -

Vale, portanto o limite
lim = I,(t) = Q). (2.16)

n—e0
Finalmente, usando as relagdes (2.14), (2.15) e (2.16) obtemos a equagfo da reagao a
radiacio

oo

Q) +2TQM)+22Q () =) Cr Ot — ) Qt —t), (2.17)

k=1
onde Cy, = 2T Dy/ty, Dy € o niimero de pontos 7 € 5q tais que |7] = tx, a sequéncia {#}

estd ordenada de forma crescente, e tp — oo quando k — oo,

Observagio 2.1 Observe que o termo da direita em (2.17) estd determinado pela varie-
dade M e a localizacdo ¢ € M do oscilador, e é nulo quando M = E3. Neste tltimo caso
a equacgdo (2.17) reduz-se & equagdo de um oscilador harménico amortecido, e por tanto
a amplitude do oscilador decai exponencialmente no tempo (no caso sub-amortecido 0

decaimento é oscilante), como era de se esperar. l
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2.3 Reverberacoes topoldgicas

Vamos apresentar agora uma solugio exata recursiva de (2.17) e estudar o seu comporta-

mento assintdtico. Considere o operador diferencial
D=d*42Td+ 0?2, (2.18)
que age sobre fungoes reais diferencidveis por partes de acordo com
Df = f+2If+Q%f. (2.19)

A solugao de
Df =g, (2.20)

com ¢ integrével, e com condicdes iniciais f(0) = f(0) =0 é

Flt)=eTt fot ' hit—7) g(r) dr, (2.21)

plsen pt se >0,
h(t)y=14 t se  ur=0, (2.22)

v-lsenhvt se pr=-12<0.

Nosso propésito é encontrar uma funcdo real @ : [0,00) — R de classe C! tal que
Q(0) = a e Q(0) = B, e que satisfaga (2.17), a qual, em termos do operador D), pode ser

escrita na forma

DQW = 3Gt — 1) Qt - 1. .29

k

1
Definindo s como sendo a solucio de (2.20) com g = 0, e com condigdes iniciais s9(0) = o

e §3(0) = 3 temos

Asen ut + B cos ut se  p*>0
so(t) =e ¢ A + Bt se  u2=0 (2.24)
Asenhvt+ Beoshwt  se p2=-1?<0,

onde as constantes A e B sao tais que as condicdes iniciais sdo satisfeitas.
Logo, escolhendo f(t) = Q(t) — so(t), e considerando (2.20) e (2.21) com g dado pelo

termo do lado direito de (2.23), esta equacgio é equivalente & equacao integro-diferencial

oo t—t
Qt) = so(t) + 3 Cr O(t — ty) e TH) fo Th(t—t— T)Q(r) dr,  (2.25)

k=1

56



a qual, por sua vez, pode ser escrita como
Qt) = so(t) + > Ci Ot — ti) Qu (t — 1), (2.26)
k=1

onde, de (2.20) e (2.21), a fungdo
4
Q) (1) = e / LTt — 1) Q(r) dr (2.27)
0

satisfaz a equagiio D Q (t) = Q(t) com condigbes iniciais Q1 (0) = @1(0) = 0.
Podemos agora encontrar uma solugao explicita de (2.17). De fato, como estamos
interessados em funcdes reais definidas na reta e que sejam nulas em (—o0,0), definamos

recursivamente as funcdes s, por

DSO(t) = 0,
Dsp(t) = sp_1(t) para n>1, (2.28)

com condigdes iniciais $,(0) = 4,{0) = 0 paran > 1, e so dada por (2.24). Consideremos

também as funcdes

Qo(t) = Q)
DQ@.(t) = Qu_1(t) para n>1,

com @ (0) = Qn(O) =0 para n > 1. Entdo, por indugao temos que

o0

Qu () = sn(t) + D Cr Ot — ta) Qi1 (t — ta) . (2.29)

k=1
Observe que fazendo n = 0 em (2.29) obtemos (2.26), e portanto ¢Jo ¢ a solugao procurada

de (2.23). A integracdo de (2.28) dd como resultado
t
salt) = & f ECTh(t — 1) sua(r) d7 para 21, (2.30)
0
portanto, definindo

w(t) = slt),
@) = ) Cr O —ti) s1lt —tw),

g(t) = Z C, Cry O — try — ty) 52t — ty — tr,)
k1,kz

(2.31)

q,-(t) = Z (11[ ij) Q(t ot Ztkf) Si(t —_ Ztkf) y

klakQ)"')ki j=1
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a? + 2o + 0F

e}

Figura 2.1: Representagio esquematica das curvas correspondentes aos lados esquerdo ¢ direito
da equacio (2.33), cuja intersegiio num tnico ponto deixa evidente que esta equagao possui uma

tinica solugao real positiva.

temos que a solugdo explicita de (2.17) é

QW =) «(t)- (2.32)

i=0
Observacéo 2.2 Como a solugdo (2.32) é dada, recursivamente, em termos de sq, fica

evidente que a evolugio temporal da amplitude do oscilador é determinada pelas condicdes

iniciais do problema, como era de esperar. ll

Observagao 2.3 O lado direito de (2.32) é uma soma finita. Tsto é consequéncia da
presenca da fungio de Heaviside em (2.31). De fato, somente aqueles gi(t) com i < t/t
contribuem na soma em (2.32). Além disso, para qualquer ¢ > 0 cada g;(t) é uma soma

finita. H

Consideremos agora o comportamento asintético da amplitude do oscilador nos casos
em que M é multiplamente conexo. Vamos considerar que este comportamento asintético
é exponencial, da forma Q(£) = vyexp(ot), com & e y constantes reais. Entéo, no limite

t — 0o, a equagio (2.17) se reduz a
a?+2To+Q2=> Cpe %. (2.33)
k=1

O comportamento asint6tico da solugio (2.32) desprende-se facilmente do seguinte

lema.

Lema 2.1 A equacdo (2.33) possui uma tnica solugdo real, e ela € positiva.
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Prova. Observe que o lado direito de (2.33) é uma fungéo positiva e monotonamente
decrescente 7(¢) com lim,_g 7{0) = cc and lim,_.o 7(¢) = 0. Portanto o grafico de r{o)
est4 todo no primeiro quadrante do plano e o atravessa da parte superior esquerda até
a inferior direita (veja a figura 2.1). Por outro lado, o lado esquerdo de (2.33) é uma
pardbola concava como vértice em ¢ = —TI', e portanto intercepta o grafico de r(o) num
tinico ponto do primeiro quadrante. Este ponto corresponde a um valor positivo de o, ¢

é a tinica solugao real de (2.33). W

Temos entdo que a amplitude do oscilador exhibe um comportamento assintético expo-
nencialmente divergente (Q(¢) — oo quando t — oo). Agora, se a amplitude do oscilador
cresce de maneira exponencial para tempos grandes, a sua energia também deve crescer
da mesma forma. Portanto, devemos investigar com mais detalhe o que acontece com
a energia total do sistema. Em particular, devemos identificar qual é a fonte da qual o
oscilador extrai esta energia. Como o nosso sistema irradiante original, com acoplamento
nao pontual entre oscilador e campo, estd imerso num espago-tempo estatico, e a agdo
néo depende do tempo (para t > 0), ent@o a energia total do sistema £ ¢ finita e uma
constante do movimento para qualquer fungio densidade p. Porém, isto néo é tao evidente
no caso do limite pontual p (Z) — &*(Z).

Da acfo (2.2)-(2.5), a energia £ pode ser escrita na forma

E(t) = E(£) + Eu(t) + Ei(t), (2.34)
onde
&) = 3 [ P (FeD+IVE, (2.35)
&) = 300+l (2.36)
&) = -2 Q) [ ¢ @ 59), (2:37)

parat € (0,00), e D denota o poliedro de Dirichlet de M centrado na origem .
Observe que, usando a equagio (2.9), a componente de interagdo da energia apresen-
ta uma divergencia do tipo |#|~! na vizinhanga da origem, no caso limite de interagao

pontual. Introduzindo a quantidade divergente
A=-— lim -, (2.38)

renormalizamos o termo de energia de interagio definindo F;(t), finito para todo 0 < ¢ <

oo, através da equagao

Ei(t) = Bi(t) - A Q*(1). (2.39)
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exp(-be}Q{c)

Figura 2.2: Amplitude do oscilador super-amortecido com I' = 6 em {2 = 5 num espago-tempo
localmente minkowskiano com segdes espaciais com topologia E% x §1, e distancia entre primeiros
vizinhos a = 1. As condi¢Ges iniciais sio Q(0) = 1 and Q(0) = 0. Observe a existéncia de alguns
maximos e minimos relativos seguidos por um crecimento de Q{¢). A comparagio da amplitude
do oscilador com o gréifico da fungio exp(—bt) Q(¢), onde b = 0, 35 é a raiz aproximada da eq.

(2.46), ilustra o comportamento assintético exponencial de Q(¢).

A energia & (t) dada por (2.35) também diverge. De fato, usando (2.9) encontra-se

que na vizinhanga da origem o campo escalar adquire a forma

B(t, &) = % %g—) +(nd), (2.40)

onde (n.d.) denota os termos ndo diverentes para qualquer ¢ ¢ (0,00). Portanto, na
vizinhanca da origem temos |V@| = | (A/4r ) Q(t) /|Z)?|, e a integral correspondente a
este termo em (2.35), [, 4w r?dr |[Vp|*, possul uma contribui¢do divergente da forma
AQ*(t) quando r = |Z| ~» 0. Agora, como a contribui¢do do termo t,'b) a integral de
(2.35) é finita para todo t € (0, 00), podemos também introduzir o termo renormalizado

de energia do campo E;(t) através de
1
Es(t) = Ef(t) + 5 A Q*(t), (2.41)

que é finito para todo tempo £ > 0.
O termo de energia devida ao oscilador dado por (2.36) pode ser escrito em forma
mais conveniente no caso do limite de intera¢io pontual considerando que w? = Q? 4 A.

De fato, com esta frequéncia renormalizada podemos escrever
£,(t) = B (t) + % AQYY), (2.42)
onde a energia renormalizada do oscilador é
Bo(t) = S 1QP () + 0 Q)] (2.43)
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a qual é finita para todo ¢t > 0. Finalmente, observe que de acordo as equagdes (2.39),
(2.41) e (2.42), os termos divergentes da forma A Q*(t) se cancelam na soma £;(t)+E(t) +

E,(t). Segue-se de (2.34) que a energia total do sistema reduz-se a
£ = By(1) + Bult) + Bi(t), (2.44)

a qual é constante e finita para todo ¢t > 0, inclusive no caso limite do acoplamento
pontual.

O fato que a energia total do sistema no caso limite de interagdo pontual seja finita
e constante é um requisito fundamental para a consisténcia do nosso modelo. Agora,
como a energia do oscilador E,(t) e a do campo Ey(t) sio sempre positivas, é claro que
a fonte da qual o oscilador e o campo extraem energia é o termo de interagio Ei(f),
que nio estd limitada inferiormente. E esta caracteristica de E;(t) que torna possivel o
comportamento assintético da amplitude, e portanto da energia, do oscilador. Observe que
este comportamento do sistema é possivel independente do espago onde ele estd imerso,
mas é s6 quando o universo é multiplamente conexo que este grau de liberdade é excitado.
Em outras palavras, a topologia nio trivial do espago excita este modo fisico latente no
sistema irradiante, ilustrando de maneira clara que o sistema oscilador-campo definido

por (2.2) é topologicamente fragil.

Exemplo 2.1 O oscilador no cilindro E? x S'. Consideremos o sistema oscilador-
campo imerso no espaco localmente minkowskiano com segdes espaciais isométricas ao
cilindro E2 x S' (ou S¢ na notagéo do teorema C.14 e da tabela C.1) e com grupo de
recobrimento gerado pela translagio 7,;, com a € R positivo. Considerando entao que a
distincia entre dois pontos equivalentes em E3 é t;, = ka, sendo & um inteiro positivo,

tem-se que Cy = 4T'/#;. Logo a amplitude do oscilador é (2.32) com os ¢;(t) dados por

@(t) = (%)Tk kz kA (1:[1%) ot — agkj) si{t — aZlkj). (2.45)

A equagao (2.33), neste caso, é

4T
oc?4+ 2o+ =——In(l—-e79). (2.46)
a

A figura 2.2 corresponde ao grifico da amplitude deste oscilador para o caso super-
amortecido com paridmetros I' = 6 e Q = 5; as condigdes iniciais utilizadas sao Q) =1
and Q(O) = 0, e por conveniéncia consideramos a = 1. Observa-se que a amplitude do os-
cilador exhibe maximos e minimos relativos seguidos por um crescimento assintoticamente

exponencial, de acordo & equagdo (2.46), como mostra o grafico da fungao exp(—bt) Q(t),
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Figura 2.3: Grdfico da energia do oscilador super-amortecido com I' = 6 em £ = 5 10 espago-
tempo localmente minkowskiano com segdes espaciais com topologia E? x S, e distancia entre
primeiros vizinhos ¢ = 1. Todos os parametros e condigoes iniciais sdo idénticos aos utilizados na
figura 2.2. Similarmente ao comportamento da amplitude, a energia no oscilador exibe alguns
méaximos e minimos relativos seguidos por um comportamento assintoticamente divergente. Na
figura mostra-se também um grafico da derivada E(t), a qual apresenta descontinuidades finitas
em cada t = ka, com &k um inteiro positivo. O grifico da derivada da energia mostra também

a existéncia de somente um nvimero finito de pontos extremos.

onde b = 0,35 é a raiz aproximada de (2.46). Na figura 2.3 observa-se que a energia ar-
mazenada no oscilador exibe um nimero finito de maximos e minimos relativos, seguidos

por um comportamento divergente. H

Observacgio 2.4 As discontinuidades da derivada da energia mostradas na figura 2.3
aparecem sempre que o sistema oscilador-campo esta imherso num espago-tempo com segdes

espaciais com topologia nio trivial. De fato, derivando (2.43), e usando (2.17) obtemos

B(1) = 2TQ(0) |3 22 0t - 1) Q¢ — 1) ~ Q)| - (2.47)
k=1

Desta equacao notamos que as discontinuidades aparecem em t = tz, ou seja cada vez que

um novo termo ©(t — t;) Q¢ — t;) torna-se ndo nulo no lado direito de (2.17). M
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Capitulo 3

Cosmologia em universos pequenos

There is a myth in modern cosmology that the Universe in
which we live is one of the three possible manifolds -if 4 > 1,
space is a 3-sphere, S%; if 0 = 1 it is infinite Buclidean (flat)
3-space, E; if @ < 1 it is infinite hyperbolic (negatively
curved) 3-space I3 ... Thus, oll that is needed to determine
the global properties of the Universe is to measure . This
myth, like many others, has elements of truth, but is not the
truth... Beyond geometry lies topology.

Glenn Starkman

Uma grande quantidade de dados observacionais sustenta a hipdtese de que o nos-
so Universo é localmente homogéneo e isotrépico, e estd expandindo-se isotropicamente.
A melhor evidéncia desta hipétese vem da isotropia da radiagdo césmica de fundo [9].
De fato, Ehlers, Geren e Sachs [34] demostraram que se todo observador medisse uma
radiagio césmica de fundo isotrépica entao o modelo geométrico para nosso Universo de-
veria possuir uma geometria RW ou ser estaciondrio. Por outro lado, o Universo nao pode
ser estaciondrio devido ao movimento de recessio das galdxias observado pela primeira
vez por Hubble, e confirmado por diversas vezes até o presente. Além disso, admitindo
a validade do Principio Cosmolégico, segundo o qual ndo ocupamos um lugar privilegia-
do no Universo, tem-se que qualquer outro observador, independente da sua localizagao,
devera observar também uma recessdo isotrépica das galdxias ¢ uma radiagio de fundo
também isotrépica. Segue-se do resultado de Ehlers, Geren e Sachs que nosso Universo
deve possuir uma geometria RW.

Pode-se argumentar que a radiagao de fundo ndo ¢ exatamente isotrépica, de vez que

tem sido observadas pequenas anisotropias na temperatura desta radiagao [9]. Porém,
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recentemente Stoeger, Maartens e Ellis {108] estenderam o resultado obtido por Ehlers,
Geren e Sachs em [34] e mostraram que, sob condigdes bastante gerais, se a radiagio
cosmica de fundo for aproximadamente isotrépica numa regido do Universo em expans3o,
entdo esta regido do Universo é localmente quase RW. Segue-se portanto que a escolha
de modelos de Universo baseados na métrica de RW é bem fundamentada tanto do ponto
de vista observacional como tedrico. Deve-se notar, porém, que é perfeitamente possivel
construir modelos de Universo baseados em outras métricas, compativeis com os dados
observacionais disponiveis na atualidade (veja por exemplo [35] e [78]).

Este trabalho baseia-se no fato que o nosso Universo pode ser bem descrito por um
espaco-tempo RW, e na se¢io 3.1 estudam-se certos aspectos geométricos destes espagos-
tempos relevantes para a topologia cdsmica, tais como as medidas de tempo e distancia,
e a existéncia ou ndo de horizontes de particulas, Também, nesta secio sdo utilizadas as
equacoes de Einstein para relacionar dinamicamente a geometria de um espaco-tempo KW
com o contetido de matéria-energia do Universo. O estudo da topologia césmica com fontes
discretas comega na se¢do 3.2 com uma breve andlise das caracteristicas dos catalogos reais
de fontes astrofisicas discretas, e uma formaliza¢do do conceito de catdlogo adequada a
simula¢do por computador. Também estudam-se nesta segdo as condigdes para que (i)
um catdlogo de fontes discretas num universo pequeno apresente imagens multiplas, e (ii)
um modelo de universo localmente euclideano seja pequeno considerando que os dados
observacionais sao apenas catilogos de fontes discretas. Finalmente, na dltima secao
estuda-se o método de cristalografia césmica, e analizam-se as suas limitagdes e possiveis

aplicagbes.

3.1 Modelos cosmolégicos de Friedmann-Lemaitre

Homogeneidade e isotropia local em qualquer ponto do espago, num dado instante de
tempo, implica que qualquer observador constatard essencialmente a mesma distribuigao
de matéria (galdxias, quasares, poeira, etc.} e radiagio (microondas, luz, raios X, raios
gama, etc.), qualquer que seja a direcdo que observe. Isto implica que o espago, num certo
instante de tempo, é um espago com curvatura seccional constante, o que equivale a dizer
que o espago pode ser descrito através de uma forma espacial tridimensional.

Por outro lado, a velocidade de recess@o das galdxias e a isotropia da radiagao cdsmica
de fundo implicam que a forma espacial que descreve o espago fisico estd crescendo iso-
tropicamente, ou seja que a escala com que se medem as distdncias enire pontos com
coordenadas fixas (distdncias co-mdveis) estd aumentando ne mesmo ritmo em qualquer

diregao. Como resultado, a variedade M que descreve o nosso Universo é topologicamen-
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te o produto cartesiano de uma linha, que parametriza o tempo, e uma forma espacial

tridimensional M; ou seja
M = IxM,
onde I é um intervalo da reta. J4 a métrica de M é dada por
ds® = c’dt? — a*(t)do? (3.1)

onde do é a métrica padrio em M, a fungio a(t), que carrega as unidades de comprimento,
é chamada de fator de escala, e ¢ é a velocidade da luz no viacuo. Esta é a métrica
de Robertson-Walker (RW). A variedade riemanniana (M, a(t)de), com ¢t € I, serd
denotada daqui por diante por M (t).

Na subsecdo 3.1.1 estuda-se esta métrica em um sistema de coordenadas convenien-
te, e relaciona-se a distincia ao obgervador de uma fonte césmica qualquer com o seu
“redshift”.! Da anélise feita nesta subsegio resulta que a relacio entre o redshift de uma
fonte e a sua distancia ao observador 6 pode ser calculada se o fator de escala for deter-
minado. O fator de escala, por outro lado, é determinado pela dindmica da geometria do
espaco-tempo, e na subsecao 3.1.2 usam-se as equagdes de Einstein e o pressuposto de que
o contetido material do Universo é constituido de fluidos perfeitos que nio interagem entre
si, para encontrar uma equagio diferencial para o(t). Esta equagdo diferencial, porém, é
de dificil soluciio exceto nos casos mais simples, e portanto sozinha nao é de grande ajuda
na determinagfo da relagfo redshift-distancia. No entanto, uma manipulagio apropriada
das equagdes de Einstein, juntamente com certas relagdes auxiliares, permite encontrar

expressoes fechadas das relagdes redshift-distincia e redshift-tempo na subsecio 3.1.3.

3.1.1 Espacgos-tempos de Robertson-Walker

A métrica de uma forma espacial tridimensional M pode ser escrita nas duas formas

equivalentes seguintes;

2 dr® 2¢ 102 29 7,2
= |2
do 1—kr2+r (d6* + sen”0dy*) (3.2)
= dx? + f3(x)(d6* + sen®dp?), (3.3)

onde k = £1 ou 0, denota a curvatura seccional em gualquer ponto de M,

ser Y se k=1,
fx)=4 x se k=0, (3.4)
senh y se k=-1,

1Vamos utilizar sistematicamente a palavra inglesa “redshift” no lugar da traducgio ao portugués “des-
vio para o vermelho” para manter uma certa fluidez na redagio, de vez que frequentemente apareceram

termos como “relagio redshift-distancia”, ou “relagio redshift-tempo”.
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e a relagdo entre (3.2) e (3.3) é dada a través da transformagao de coordenadas

dr
dy = ———.
V1 —kr?
No que segue vamos adotar a expressao (3.3) para a métrica de M. Portanto, a métrica

de RW neste sistema de coordenadas assume a seguinte forma:
ds® = ?dt* — a*(t)[dx* + f2(x)(d0? + sen’ddy?)] . (3.5)

A métrica de RW escrita nesta forma é muito conveniente para o cdlculo de distancias
co-mdveis a fontes césmicas, e tempos de propagacdo de sinais. Daqui em diante vamos
colocar a origem do sistema de coordenadas no observador.

Temos entdo que a distdncia num instante ¢ entre o observador e uma fonte césmica

co-mével localizada em (x,8,¢) é
d(t) = alt)x , (3.6)

¢ portanto a velocidade de recessdo desta fonte, devida & expansdo do universo ¢

dit) = a(t)x
= H(t)d(t), (3.7)
onde _
H(r) - 20 (3.8)

é a fungido de Hubble, e o ponto sobre uma fungéo indica derivagdo em relagao a .

Denotando por £, o instante de tempo presente obtemos de (3.7) a lei de Hubble
v = H[)d[) ) (39)

onde v = d(t) é a velocidade de recessio atual, dy = d(ty) é a disténcia co-mével da
fonte ao observador no presente, e Hy = H(tg) ¢ a constante de Hubble.?

Suponha agora que um féton 7y procedente de uma fonte em (x,8,) incidiu sobre o
observador no instante #p. Para determinar o instante £ no qual este féton foi emitido
devemos notar que durante o seu percurso da fonte ao observador, o féton manteve as
coordenadas § e p constantes, e a coordenada radial mudou de x no instante ¢, até 0 no
instante ¢;. Como para um féton vale ds = 0, temos que a equagdo da trajetéria do féton

é

a(t)dy = —cdt |

2Daqui em diante, um indice 0 em qualquer fungio do tempo indicard o seu valor no instante presente

tg.
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e portanto o instante de emissao do féton é dado pela solugdo da equagio

o dr
X = C/t 5(7) . (3.10)

Das expressdes (3.6) e (3.10) temos que uma fonte cuja luz emitida no instante ¢ e que
est4 sendo observada no instante atual, encontra-se no momento presente a uma distancia

o dr
dyg=cua / — 3.11
Rl ATES (3.1

do observador.

Por outro lado, o comprimento de onda de um féton propagando-se num espago-
tempo RW sofre variagdes no tempo pois o quociente A/ a(t) é constante. O desvio para
o vermelho, ou simplesmente redshift, de um féton que saiu de uma fonte na posigao

(x,0,¢) no instante ¢, e incidiu sobre o observador no instante £ é

_ Alte) — A)
Aty
ou equivalentemente
g
z2=—.—1. (3.12)

O redshift de uma fonte césmica é uma quantidade facilmente mensurdvel. Portanto,
de posse de um modelo de espago-tempo RW para o nosso Universo, podemos tentar
resolver a equagao
g
a(t) =

(t) 142

para achar o instante de emissdo ¢, e substituir este valor em (3.11) para calcular a

(3.13)

distancia co-mével dy da fonte ao observador em funcio do redshift. Se a equagao (3.13)
tiver uma dnica solugio, entdo existird uma relacdo direta entre redshift e distdncia co-
movel atual. Em muitos dos modelos cosmolégicos baseados na métrica RW, a equagio
(3.13) possui uma tUnica solugdo, porém achar a relagao redshift-distdncia nem sempre é
facil.

E possivel, todavia, escrever a relagéo redshift-distancia como uma expansio em série
de Taylor em torno de ¢, e calcular os coeficientes para os primeiros termos da série. A
vantagem deste procedimento é que fornece, em principio, um método pratico para deter-
minar pardmetros cosmoldgicos em nimero suficiente para distinguir observacionalmente
entre diversos modelos de universo.

Definamos as funcbes

5:I —» R

o dr
t = ca — 3.14
/ o) (3-14)
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E:I —» R
t e %—1, (3.15)

onde I ¢ R é um intervalo aberto contendo ty. Podemos considerar I como sendo a
componente conexa, contendo ty, do dominio de defini¢io da fungio fator de escala.
Pelas expressdes (3.11) e (3.12), para t < to, 6(t) é a distancia co-mével atual de uma
fonte cujos fétons emitidos no instante ¢ estéio sendo observados no instante g, e & (t)éo
redshift destes fotons.

A funcao
d:J = R
definida por
§=dof (3.16)

é chamada de relagio redshift-distancia. O intervalo J C R é o intervalo maximal

contendo 0, tal que a equagao
z=€&@t) , tel,zel,

possua uma tinica solugio. Pelo teorema da fungao inversa, este intervalo sempre existe.
A expansio em série de Taylor em torno de z = 0, até a terceira ordem, da relacio

redshift-distancia é
1
d() = d(0) 2 + 3 d"(0) 2 + %d’”(O) N (3.17)

onde a plica indica derivagio em relagdo a z. Derivando sucessivamente as expressoes
(3.14)-(3.16), avaliando as expressdes em z = 0 (ou equivalentemente em & = to), €

resolvendo para d(0) obtemos

1 1
d(z):ﬁ 1——(1+q0)z—i——(2+4q0+3q§-—q1)22—... , (318)
H, 2 6
onde )
H} = —2 (3.19)
o

é o parametro de desaceleragao, ¢

q HE = a—" : (3.20)

0

As definicoes destas duas constantes s ao motivadas pela expansio do fator de escala em

série de Taylor em torno de %,
1

5 aH(t—t)* — ] : (3.21)

1
a(t) =ag |1+ Ho(t —to) — iquS(t —t9)? +
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Um método pratico de construir exemplos de fatores de escala simples e 1teis é con-
siderar a expressio (3.8) como uma equagao diferencial com funcio de Hubble conhecida

e integra-la. A solugio geral desta equacgao é

a(t) = o exp (ﬁ ft § H(T)d'r) . (3.22)

Exemplo 3.1 Espaco-tempo de de-Sitter. Um universo de de Sitter é um universo

com funcdo de Hubble constante

O fator de escala ¢é entdo
com constante de integracao

A fungdo (3.14) é entdo

e portanto a relagio redshift-disténcia é

d(z) = % . (3.23)

Num espago-tempo de de-Sitter temos entdo que a relagdo redshift-distancia é linear,
e consequentemente da lei de Hubble obtemos que a velocidade de recessao das fontes
cdsmicas é

v =CZ

para qualquer valor de redshift. Comparando (3.23) com (3.18) obtemos g = —1le
¢ = 1, valores que podem ser obtidos também por cédlculo direto a partir das defini¢oes

dos parametros g e g; dadas por (3.19) e (3.20). W

Exemplo 3.2 Espacos-tempos ¢". Consideremos espagos-tempos RW com fungio de

Hubble dada por

H(t) =

n
- , n,t >0,
t

Integrando a expressio {3.22) obtemos o fator de escala
t n
a(t) = ag (—) , (3.24)
to
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e a correspondente relagio redshift-distancia é

In(1+ z) se n=1
C
d(z) = — (3.25)
HO n—1
o [1~(1—|—z)"n_] se n#l.
Expandindo (3.25) em torno de z = 0 obtemos
cz 1 1+n
d(z) = — [1— 7= -
(2) HO[ ot o ] ’
valida para todo n > 0. Um célculo direto mostra que
n(n —1 n(n—1)(n—2
po- Mozl nnzU D) 5.26)

Um caso especial de espaco-tempo " é o espago-tempo de Einstein-de Sitter, definido
pelos pardmetros k =0 e n =2/ 3.3 Para este modelo temos em particular

d(z) = £ (1# L ) , (3.27)

1+ 2

coIm expansao

o 3 d 4
d(z)-—HO (I—Zz-l-gz —) .

Comparando com (3.26) obtemos g =1/2eq=1. W

3.1.2 Equactes de Einstein e solugbes cosmologicas

Vamos considerar modelos cosmoldgicos nos quais o contetido material do Universo ¢ uma

mistura de N fluidos perfeitos. As equagdes de Einstein sao

1 8n G

R, — 5 guwh = 4 T (3.28)

com o tensor de energia-momentum dado por
T = (pc* +p ) u'u” — pc® ¢ . (3.29)

Aquf a densidade total de matéria p e a pressdo total da matéria p sdo definidas por

N N
P:ZP: e p:zpza
i=1

i=1
sendo p; a densidade e p; a pressdo do 4-ésimo fluido. Observe que ao escrever nesta

forma o tensor energia-momentum estamos considerando que as componentes materiais

30 valor k£ = 0 é imposto pelas equagdes de Friedmann-Lemaitre, como se vera na proxima subsecao.
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interagem entre si tdo fracamente que podemos considerd-las independentes. E claro que,
nesta aproximacio, a tinica intera¢io remanescente entre elas é a gravitacional.
Na métrica RW, a componente (0,0) de (3.28) se reduz & equagao

AN 1 3.30
a 2 3 7 (3:30)

e a compounente (1,1) A equagio

i, LI(&) k) anG 3.31
a 2|\a a?| (3:31)

As componentes (2,2) e (3,3) fornecem equagdes equivalentes a (3.31). Agora, introduzin-

do (3.30) em (3.31) obtemos

a 4G, ,
- - =0. .
- + 302 (pc* + 3p) (3.32)

Temos duas equagdes, (3.30) e (3.32), e 2N + 1 fungdes desconhecidas, a, p;, p: (=1,

.., N). Falta portanto prescrever 2N — 1 equagoes adicionais independentes para ter um

sistema determinado de equagbes. Para determinar estas equagGes adicionais, resulta util

escrever a equa¢io de conservagdo do tensor energia-momentum, que pode ser encontrada

ignalando a zero a derivada covariante de T}, ou equivalentemente, derivando (3.30) e
utilizando (3.32) para eliminar o termo com & O resultado €

_ H
p+3§(p(:2+p) =0. (3.33)
Como estamos supondo que as componentes materiais interagem entre si tao fracamen-

te que podemos considerd-las independentes, a equagio (3.33) desacopla em N equagoes

) H
pi + 3C—Z(pic2 +p)=0, (3.34)
comi = 1,...,N; sendo que apenas N — 1 sdo independentes, pois a soma delas deve

satisfazer (3.33).

Por tltimo, as N equagdes restantes sido equagdes de estado que relacionam a pressao
com a densidade de cada componente material. Estas equagdes de estado podem sempre
ser escritas na forma

P = wipic’, (3.35)
comi=1,...,N. Os coeficientes w; que aparecem em (3.35) sdo, em geral, fungoes do
tempo césmico, da densidade p;, ou equivalentemente, do fator de escala, e em primeira

aproximacio podem ser considerados constantes. Introduzindo (3.35) em (3.34) obtemos
pi +3H{1+w;)pi =0, (3.36)
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e portanto, da condi¢io w; = cte para todo i = 1,..., N, temos que (3.36) implica

p;a°0F9) = cte. (3.37)

Definamos a densidade critica do universo por
_ 3H 2
Pe — % '
o parametro de densidade da i-ésima componente material e o parametro da den-

sidade total por

(3.38)

N
0 = i—‘ e =Y 0. (3.39)
¢ i=1

Usualmente os parametros de densidade sio chamados simplesmente de densidade. Isto
equivale a medir a densidade de matéria em unidades de densidade critica e nao gera
nenhuma confusio. O significado fisico da densidade critica (3.38) fica claro ao escrever

(3.30) na forma

k 2
H? 4 = = H*Q,
a
o que implica que
a?HY(Q — 1) = ke, (3.40)

Isto implica que o lado esquerdo de (3.40) é constante. Como a*H 2 ¢ gempre positivo,
segue-se que o universo é

1. localmente euclideano (k = 0) se e somente se {} = 1;
2. localmente esférico (k = 1) se e somente se {} > 1;

3. localmente hiperbélico (k = —1) se e somente se {J < 1.

Agora, substituindo (3.35) em (3.32), e usando (3.37)-(3.39), obtemos a equagao dife-

rencial

a 2\a a3(14w:)

. N2 N 3{1+wy)
Quo(1 + w;
E+E(E) 3 io(1+wi)ag —0, (3.41)

i=1
como é usual, o indice zero numa fungio (p. ex. ;) indica o seu valor no tempo pre-

sente. Os valores destas funcdes no tempo presente sio chamados de pardmetros cos-

molégicos.

Observacao 3.1 Nio existe ainda consenso quanto aos valores dos pardmetros cos-
molégicos pois os diversos métodos utilizados para a sua determinagao possuem erros sis-
tematicos consideriveis. Porém., é possivel afirmar com um certo grau de confiabilidade
que Hy = 71+ Tkms™/Mpc [43], ¢ que Qo = 0,3+ 0,1 ¢ Qa0 = 0,7+ 0,1 (veja [92]
para uma determinacio elementar destes ultimos dois valores). Os parametros {mo e Qao

estao definidos nos exemplos 3.3 e 3.4, e g = Qg + Qao. W
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Observacao 3.2 Da expressao (3.40) podemos, rapidamente, obter um limite inferior
para o atual raio de curvatura do Universo nos casos esférico e hiperbélico. Observe que
c 1
A oy
portanto tomando Hy < 78 kms™!/Mpc e 0,8 < €y < 1,2 (veja a observagio 3.1), temos
que ap => 8600 Mpc. B

(3.42)

Salvo nos casos mais simples, a equacao (3.41) é dificil de ser resolvida, portanto ela
n3o resulta de grande ajuda na determinagao da relagio redshift-distncia. Para encontrar

esta relacdo procedemos, na préxima subsecdo, de uma maneira indireta.

3.1.3 Relagoes redshift-distancia e redshift-tempo
Passemos agora para o cdlculo da relagio redshift-distancia. Devido a (3.37) temos que
H2Q; g3twi) - Hg Qo ag(1+we)

é constante, e portanto

N a3(1+w')
HQ = HZ‘ZQN T (3.43)
Usando (3.40) e (3.43) temos entao que
aa = a’H
= a[a2H2Q~a2H2(Q—1)]1/2
3(l+w,) 1/2
e (0 2) ]
Mas, devido a (3.13),
2 & 1/2
. Qo i 3(1tw) 2 772 _
R s (1+z ;Q‘O (1+2) % Ho (Sl 1)}
- 1/2
ag 0 3(14a) 2
= Qi (1 ) — (0 - 1)(1 .
T §?o+ - (0 )<+z)}
Por outro lado, de (3.13) temos também que
aodz
da = — ——3 3.44
¢ (1+2)2° (3.44)
logo
at  da
a  ad
N —1/2 p
= = 3T (14 2P0 — (9 - 1)(1+2)° © (3.45)
i=1 GOH{]



Segue-se de (3.11) que a relagdo redshift-distancia é

s N -1/2
c
d(z) = E,/ Zﬂiﬂ(l + )80+ (- 1)(1 + 2)° dz . (3.46)
0J0 |4=1
Observe também que
i = %
a
N vz
e DT R IR MR It
=1 G;()Hg

e portanto, usando (3.13), segue-se que

7(2) = tp—t(2)

#1fz
Hy fy

A quantidade 7(z) = to — #(z) é chamada de relagio redshift-tempo (retrdégrado), e

N -1/2
Zﬂm(l + )30+@) (- 1)(1 + :::)2]

i=1

dx
1+

(3.47)

informa h4 quanto tempo foram emitidos os fétons que estdo sendo observados hoje com
redshift z.

Seja Qo = (o, .-, Qwo), € denote o termo entre colchetes em (3.46) e (3.47) por
h(z; ), ou seja,

1/2

hz ) = {Z Qo (1 + 2)0+9) — (Qg — 1)(1 + 2)°

i=1
Se h(z; %) # 0 para todo z > 0, entdo é possivel integrar (3.46) e (3.47) em toda a

semi-reta R*, obtendo

c [ dz
Ahor — — —_, 3.48
h H[] ,/0 h(.’C, Qo) ( )
e
1 o0 1 dzx
T v — o — . 3.49
T Hy fo h(z; ) (1+2) (349)

A interpretacio destas expressoes ¢ simples. A quantidade Ty é chamada de idade
do universo pois, por (3.13), z = oo corresponde & singularidade inicial @ = 0. Por
outro lado, dj.r ¢ chamado de raio do horizonte de particulas, ou raio do universo
observavel, pois representa a maior distancia da qual um observador no tempo presente
pode receber informagio por meio de radiagio eletromagnética. Em outras palavras, o
universo observavel de um observador (a regifo causalmente conectada com ele) é uma
bola centrada nele e com raio dpor.

Observe que para modelos de universo com idade finita temos ¢ Tiniv < dhor, € portanto

cabem as seguintes possibilidades:
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1. O raio do universo observavel é finito. E claro que neste caso sé pode ser explorada
uma regiio limitada do universo. Como exemplo considere um universo de Finstein-

de Sitter, com d(z) dado por (3.27).

2. O universo possui uma idade finita, mas o raio do universo observéavel € infinito.
Um exemplo deste caso é o universo * do exemplo 3.2, onde d(z) = - In(1 + 2}, e

7(z) = $2%; observe que neste modelo y € a idade do universo.

3. O universo possui idade infinita, ¢ portanto o raio do universo observavel é também

infinito. O exemplo mais conhecido ¢ o universo de de Sitter, onde 7(z) = 7 In(1+
z).

Suponha agora que h(z; ) = 0 para algum z > 0, ou seja que a equagdo
N
D Qi (14 2)H1 =0 — 1 (3.50)
=1

tenha solucio z = zm > 0. Entdo pode acontecer uma das trés alternativas seguintes,

andlogas aos trés casos anteriores,

1. As integrais em (3.46) e (3.47) sdo préprias, ou seja d(zum) e T(2n) sdo finitos, e
portanto no instante tpr = tg — 7(zpr) o fator de escala atingiu o seu valor minimo

dado por
ap

14+ zum '
Mas, como no tempo presente o universo esta expandindo, isto significa que para

alts) = (3.51)

tempos ¢ < ty ele estava contraindo. Neste caso, em qualquer intervalo [t, to}, com
t < tu, a equagdo (3.13) ndo terd solugdo unica. Os modelos de universo oscilantes

possuem este tipo de comportamento.

9. A integral em (3.46) é imprépria e a integral em (3.47) ¢ propria. I interessante

observar que os universos inflaciondrios possuem este tipo de comportamento.

3. As integrais em (3.46) e (3.47) sdo impréprias, ou seja d(zm) = T(zm) = 0, e
portanto o universo é infinitamente velho e pode ser observado na sua totalidade
mesmo que ele seja de extensio infinita. Isto é possivel porque o universc passou
por uma fase estaciondria de durago infinita, com o fator de escala quase constante

dado por
o

:1—|-ZM‘

an (3.52)

Observacgdo 3.3 O principal interesse nesta tese reside na relacio redshift-distancia. A

relacdo redshift-tempo serd utilizada somente no dltimo capitulo. H
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Os primeiros modelos cosmolégicos baseados na métrica de RW foram estudados por
Friedmann e Lemaitre. O conteido material nestes modelos consiste de um fluido per-
feito e uma constante cosmoldgica. Historicamente, o primeiro a estudar estes modelos
foi Friedmann, que considerou como fluido uma poeira sem pressido. Posterior e indepen-
dentemente, Lemaitre considerou o caso geral de um fluido perfeito com presséo nio nula
(veja [40] para uma breve introdugéo histérica e uma anélise detalhada dos modelos de

Friedmann). Nesta tese vamos nos restringir aos modelos cosmolégicos de Friedmann.

Exemplo 3.3 Modelos de universo sé com poeira césmica. Estamos interessados
em estudar o Universo em épocas recentes, ou seja queremos recuar no tempo até estagios
posteriores ao perfodo de formagdo das primeiras galdxias. Portanto podemos considerar
uma componente material como sendo poeira césmica. Na verdade, vamos comegar con-
siderando modelos onde o contetido material consiste de um s6 tipo de matéria, chamada

poeira, com equagao de estado
p=0. (3.53)

A relacio redshift-distancia (3.46) se reduz neste caso & expressao

c [* dz
d(z) = E/O (RSN (3:54)

que pode ser integrada facilmente para obter

(1 - V285 -1
m tan™! [mh—novﬂrl] se Qp>1
2¢ L
_1 -1 [ Vifafla—1
| 7o tanh [mvl — Qo] se <1

Como Qp > 0, a relacio redshift-distancia (3.54) evidencia que os modelos que contém
s6 poeira césmica possuem horizonte de particulas, e portanto modelam universos com
idade finita, exceto no caso limite g = 0, que corresponde a um universo t!. Fazendo
z = oo em (3.55) obtemos

J_Qt—l_ tan™' v — 1 se  (Q>1

1 se (=1 (3.56)
\/TiTg tanh™! /T = se p<l.

Agora, nos casos com (Y 5 1 é conveniente expressar o horizonte de particulas em unidades

2¢

dhor = E

do raio de curvatura. Fazendo pror = dpor/ao € utilizando (3.42) temos

tan 14/ — 1 se Qp>1, (3.57)
tanh™! /1T =0, se (<l

Phor = 2
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A interpretagdo desta equag@o ¢ muito simples: quanto mais plana for a segiio espacial
no tempo presente ((p &~ 1), menor serd a distdncia do horizonte de particulas, compara-
da com o raio de curvatura do universo. Isto tem implicagoes importantes em topologia
cOsmica, pois permite determinar quais modelos com poeira e segdes espaciais topologica-
mente ndo triviais sdo pequenos (veja a subse¢io 3.2.4). Agora, as expressbes em (3.55)

podem ser invertidas resultando em

2
1. y{p) Qo _
g {(M—y(p) +1) 1] se fh#1

2
(:}_TOE) -1 se QO = ].1
2c
onde
tan(£) se (> 1
y(p) = 2 ’ (3.59)

tanh(%) se <1,
e p ¢ a distdncia atual, em unidades do raio de curvatura, de uma fonte observada com

redshift z(d), ou seja
Hyd
p= 7"\/|ng1|. (3.60)

Observe que z(d) possui uma singularidade em d = dpor, como era de se esperar. W

Exemplo 3.4 Modelos de universo com poeira e constante cosmolégica. Dados
observacionais recentes [82] indicam que o nosso Universo encontra-se numa fase de ex-
pansao acelerada, deixando os modelos com poeira cdsmica insatisfatérios para acomodar
estas novas observagdes. De fato, da equagio (3.32) € ficil notar que a taxa de aceleracio
(ou desaceleragao) na expansio do universo est4 dado pelo sinal do termo pc?+3p. Tem-se

que quando
1. pc®* > —3p a expansio do universo estd desacelerando,
2. pc® < —3p a expansio do universo estd acelerando, e
3. pc® = —3p a expansio do universo é uniforme.

Vamos entdo considerar um conteddo material mais geral, que engloba o caso particu-
lar anterior, onde a primeira componente de matéria é poeira, e a segunda componente

corresponde & energia do vacuo, com equagio de estado
pA = —pac’. (3.61)
Segue-se de (3.37) que ps é constante. Definindo
A =8rGpy,
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vemos que esta energia do vacuo reproduz uma constante cosmoldgica nas equagdes

de Einstein. E fcil constatar que a condigio

Qn
Qo > —2-9 (3.62)

deve ser satisfeita para que um modelo de universo apresente expansio acelerada.® A
relagio redshift-distincia (3.46) se reduz, para esta familia de modelos, a expressao

C

d(z) = A

/z [(1 4 2)*Quno + Qa0 — (1 + 2)*(Q - 1)]‘”2 dz . (3.63)

Esta integral é dificil de se resolver, e um tratamento numérico é mais adequado. Observe
que se £y < 1, entdo os modelos com poeira césmica e constante cosmologica positiva
possuem horizonte de particulas, e portanto modelam universos com idade finita. Ja se

{0 > 1, a equagao (3.50) toma a forma

1+ 2)?
QAO = ﬁ(—l_—z)j-)——l (1 + ZQmO) . (364)
Agora, a fungao
1+ 2)?
g(z) = —(T(_l_—z)zl_—l (1 + Zﬂmg)

possui os seguintes limites,

i) = Jim o(2) = oo,

quando .0 > 0. Segue-se que g(z) possul um valor minimo absoluto na semi-reta R*,
e portanto a equacio (3.64) possui uma solugio somente se {2xo é maior que este valor
minimo. Um processo algébrico elementar mas muito longo permite mostrar que este
valor minimo de g(z) é muito alto. Portanto modelos com poeira cdsmica e constante
cosmolégica sem singularidade inicial apresentam um raio de curvatura muito pequeno,
incompativel com o valor limite obtido na observagdo 3.2. Segue-se que todos os mode-
los cosmolégicos com poeira césmica e constante cosmoldgica positiva, compativels com
os dados observacionais atuais possuem uma idade finita, e portanto um horizonte de

particulas. I

4Seguindo correntes atuais poderiamos considerar também um vdcuo dindmico. Neste caso a equagao
de estado ndo seria mais a (3.61), mas alguma outra provenente das equagdes dindmicas do vécuo, e
portanto a densidade de energia do vdcuo nao seria mais constante (veja por exemplo [81] e [97]). Neste

caso, também, a expansao acelerada do universo dar-se-ia quando a condigéo (3.62) fosse satisfeita.
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3.2 Catalogos em universos pequenos

Para formalizar o conceito de catalogo de fontes discretas num modelo de universo ba-
seado na métrica RW, vamos supor que o fator de escala a(t) correspondente ao modelo é
uma fun¢io monotonamente crescente ho tempo, de modo que a relacao redshift-distincia
seja biunivoca. Além disso, vamos supor que nosso modelo de universo possul uma singu-
laridade inicial, e portanto uma idade finita. Na secdo anterior foi mostrado que todos os
modelos cosmolégicos com poeira cdsmica e constante cosmolégica positiva, e parametros
cosmolégicos compativeis com as observagdes, satisfazem estas condigdes. Num estdgio
inicial das nossas consideracdes & conveniente supor também que todos os objetos cosmicos
(ou simplesmente objetos) que nos interessam séo pontuais e possuem um tempo de vida
t3o longo que foram criados nos estégios iniciais do universo, e nenhum deles foi extinto
até o presente momento. Mais ainda, vamos considerar também que todos os objetos sdo
co-méveis, isto é suas posigdes espaciais sdo fixas no tempo.

Estes pressupostos sdo altamente irreais, porém sao bastante uteis para o entendimen-
to das consequéncias observacionais num universo pequeno, e em estdgios posteriores da
pesquisa devem ser relaxados ou eliminados. Por exemplo, ao relaxar os pressupostos de
objetos cosmicos pontuais e de idade muito longa, surge o conceito de regras de selecao
para um catdlogo (veja os exemplos 3.6 € 3.7 adiante). J4 para eliminar a hipdtese de
objetos co-mbveis, isto é, ao levar em consideragio as velocidades peculiares das fon-
tes césmicas, resulta conveniente {(em topologia césmica) restringir a regido estudada a
pequenos intervalos de redshift (veja o capitulo 4).

Devemos observar que existem basicamente dois tipos de catdlogos usualmente encon-
trados na pratica: catélogos reais, que sdo obtidos a partir de observagoes astronomicas,
e catalogos simulados, que sido gerados por computador sob consideracOes impostas para
simular limitacoes observacionais ou para levar em conta hipGteses simplificadoras. A
definicdo de catdlogos que vamos fornecer adiante se ajusta de maneira natural a estes
dois tipos de catdlogos. Adicionalmente, o processo de construgao de catalogos descrito a
seguir pressupde a escolha antecipada de um tipo particular de fontes {por exemplo qua-
sares), ou de alguma combinacao destas (por exemplo quasares e objetos BL Lac), antes
de realizar o levantamento de dados. Esta abordagem estd em aparente conflito com a
maneira em que 0s astrénomos constroem os seus catélogos: coletam primeiro todas as
fontes dentro da sua gama, de interesse ¢ limitacdes observacionais, ¢ 86 depois selecionam
os diferentes tipos de fontes, ou seja, constroem os seus catdlogos. A nossa formalizagao
do processo de construgio de catdlogos estd baseado no fato de que qualquer catalogo

de um tipo especifico de fontes é, na verdade, uma selecdo entre todas as fontes desse

79



tipo que em principio sao observiveis. Além disso, o proceso de construgdo de catalogos

descrito a seguir é facilmente implementado em simulagbes por computador.

3.2.1 Regras de construgao

Suponha entdo que no Universo com secio espacial M existam N objetos cdsmicos do tipo
que nos interessa.® Como todos estes objetos sao co-méveis, as suas posigoes espaciais sao
constantes. Portanto o conjunto de objetos em M é dado por uma lista das suas atuais

posicdes co-madveis, € a partir desta lista podemos definir a fungio

w: M(ty) — {0,1}
p o ulp) = 1 se existe um. objeto em p (3.65)
0 caso contrario.

O conjunto de objetos em M (ty) pode portanto ser identificado com u~'(1). Este é um
conjunto discreto em M(¢p) sem pontos de acumulagio. De fato, apartir de qualquer
aplicago p : M(to) — {0,1} tal que u~1(1) seja um conjunto discreto sem pontos de acu-
mulagio podemos definir como conjunto de objetos cdsmicos, o préprio conjunto (1)
Vamos considerar adicionalmente que o conjunto de objetos é uma amostra representativa,
de alguma distribui¢io bem comportada em M(%p). Para os nossos propdsitos, uma
distribui¢io bem comportada é aquela que da origem a amostras de pontos que nao se
concentram todas em pequenas regides de M(tp), observe que uma distribuigdo de ob-
jetos apresentando aglomeragio, ou uma distribuigdo fractal de objetos pode ser uma

distribui¢ao bem comportada.
Seja m : M(ty) — M(ts) a projegio de recobrimento universal de M(fy) e p um
objeto, ou seja p € p~1(1). O conjunto 7~*(p) ¢ a colegdo das copias topoldgicas de p em
M (to). Vamos nos referir a estas cdpias como as imagens topologicas, ou simplesmente

imagens, do objeto p. Portanto a aplicagéo i definida pelo diagrama comutativo

M{(to)

=t

m

M(tO)T {07 1}

nos fornece o conjunto de todas as imagens topolégicas na variedade de recobrimento

5 Aqui vamos abusar um pouco da linguagem, e vamos permitir que V seja infinito no caso em que a

variedade M possua volume infinito.
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universal M (to). De fato, as imagens dos objetos em M (%) sdo os elementos do conjunto
At (1)

Ao considerarmos fontes cédsmicas discretas, o universo observavel é a parte da
variedade de recobrimento universal M(t;) da secdo espacial M(t;) do espago-tempo,
causalmente conectada a uma imagem do observador a partir do momento do desacopla-
mento da radiacdo com a matéria. Este universo observével é uma bola centrada numa
imagem do observador no recobrimento universal com raio igual a distancia a dltima su-
perficie de espalhamento, mas pode ser tomado para nossos propdsitos como o raio do
horizonte de particulas.

Suponhamos agora que realizamos um levantamento de fontes cobrindo uma regiao do
céu desde um redshift minimo Zmg, até um redshift mdximo de z,.,, e confinado entre
certos valores dos angulos de ascensdo reta e declinagdo. Como estamos admitindo que
podemos calcular as distancias correspondentes a estes redshifts, entdo podemos deter-
minar a regido observada correspondendo a nosso levantamento de fontes, esta regido é
denominada de universo observado pelo levantamento. Se, por exemplo, o levantamen-
to cobre todo o céu desde zpin = 0 até um z,q, qualquer bola U C M(to) com raio
d(Zmaz) € centrada numa imagem da nossa posi¢do é uma representagdo do universo ob-
servado correspondente a este levantamento de fontes. Se, por outro lado, o levantamento
for do tipo feize fino, o universo observado U serd um cone fino com vértice na posicao
de uma imagem do observador, e raio d(zmqz). O conjunto finito @ = A=H(1)NU é o
conjunto da imagens observéveis pelo levantamento, pois ele contém todas as imagens
topoldgicas dos objetos em M (¢3) que, em principio, podem ser observadas e registradas
no levantamento.

O conjunto de imagens observadas por um levantamento ou catélogo € um sub-
conjunto € C @, pois devido a diversas limitagGes observacionais néo ¢ possivel registrar
todas as imagens que se encontram dentro do universo observado. As nossas limitagoes
observacionais podem ser formuladas em termos de regras de selegio que descrevem
como o conjunto C é obtido a partir de O. Estas regras de sele¢do, junto com a lei
de distribuicio que os objetos em M obedecem, serdo referidas como regras de cons-
trucdo do catalogo C. Um bom exemplo de regras de construgao é o usado para gerar um
catdlogo simulado em [64], onde num universo observado definido pelo redshift maximo
Zmaz = 0.26, toma-se uma distribui¢io uniforme de pontos, e em vez de considerar regras
de construgio triviais, isto é C = O, simula-se o efeito de obscurecimento devido ao plano
galdctico exigindo que s6 as imagens dentro de um cone duplo, com eixos passando pelos
polos norte e sul galdcticos, e apertura 120°, sao registradas. Porém, em simulagGes mais

complexas devemos considerar regras de selecdio mais elaboradas, como por exemplo a
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selecdo por limiar de luminosidade, a seleciio por tempo finito de vida, ocultaciio por

efeitos da linha de visdo, ou alguma combinagfio de tais regras.

Exemplo 3.5 Selecao por limiar de luminosidade. Todo levantamento astronémico
de fontes discretas possui uma limita¢io no brilho ou luminosidade que os aparelhos
utilizados séo capazes de detectar de maneira confidvel (veja por exemplo {109]). Esta
limitagao inerente ao equipamento utilizado gera a necessidade de construir uma regra de
sele¢do por limiar de luminosidade. Uma maneira de implementar uma tal regra de
selecdo consiste em assignar a cada objeto uma luminosidade absoluta segundo alguma lei
de distribuigao, e calcular a luminosidade aparente para cada imagem observavel relativa
ao centro do universo observado. Fixamos entao um limiar de luminosidade aparente
(I1im), € por esta regra de selegdo uma imagem ¢é registrada no catédlogo apenas se a sua

luminosidade aparente é maior que, ou igual a {};,. B

Exemplo 3.6 Selecio por tempo finito de vida. Toda fonte césmica considerada
pontual é na verdade uma estrutura extremamente complexa formada por subestrutu-
ras, numa hierarquia consideravelmente organizada. Uma galdxia espiral, por exemplo,
consiste do seu nicleo, com uma alta densidade de estrelas de idade média, rodeado por
um halo que consiste de aglomerados globulares formados principalmente por estrelas
velhas. Os bragos espirais estdo dispostos num disco, formando uma estrutura (quase)
bidimensional que consiste de estrelas novas e de média idade como o nosso sol. A galixia
toda estd permeada por poeira galactica, gas interestelar, campos magnéticos e matéria
escura, e apresenta uma dindmica e evolugido extremamente complexa que ainda hoje
nio é bem comprendida (veja [69]). Toda esta estrutura altamente organizada deve ter
se formado em algum momento depois da época do desacoplamento da radiacao com a
matéria, e supostamente ndo vai durar para sempre. Segue-se portanto que toda fonte
césmica observada no céu possui um tempo de vida finito. Para implementar a regra
de selecdo por tempo finito de vida assignamos a cada objeto um tempo de vida e uma
data de nascimento, de maneira a conhecermos o segmento da sua linha de universo que
representa o objeto vivo (o seu segmento de vida). Pela regra de selegdo por tempo de
vida finito, uma imagem observével é registrada no catalogo se o seu segmento de vida
intercepta o cone de luz observado. A implementagio desta regra de selecao é inevitavel
ao trabalhar com catdlogos de quasares (ou mais geralmente, com catdlogos de galdxias
de niicleo ativo), pois o tempo de vida estimado para estes objetos é da ordem de um

milésimo da idade estimada do nosso Universo [33, 52, 71]. B

Exemplo 3.7 Ocultacao por efeitos da linha de visdo. Devido a alta resolugao dos

telescépios modernos, é possivel detectar e medir a extensdo angular de muitas das fontes
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cosmicas que, numa primeira aproximagio, sio consideradas pentuais. Segue-se que um
objeto que esteja mais afastado que outro, mas na mesma linha de visio, poderd nao ser
observado, e portanto ndo serd detectado num levantamento de fontes. Para implementar
a regra de selegio por este tipo de ocultagio atribui-se a cada objeto c¢ésmico um perfil
geométrico tridimensional (um elipsdide, por exemplo), e declara-se como nao observivel
uma fonte que fique oculta por alguma outra. O critério de ocultagdo dependerd de
pardmetros como um limiar de contraste de luminosidades, e algum critério que simule a

resolugdo do telescépio utilizado noe levantamento. H

Ao longo deste trabalho vamos considerar que todos os catalogos podem ser descritos
por regras de construgio bem definidas, e diremos que dois catilogos sio comparaveis se
sdo definidos através das mesmas regras de construgdo, mesmo que possuam um ntdmero
significativamente distinto de fontes e correspondam a diferentes variedades que modelam
as se¢des espaciais do universo. De acordo com esta definigdo, para que dois catdlogos se-
jam comparaveis eles devem corresponder ao mesmo conjunto de pardmetros cosmoldgicos,
isto é ao mesmo fator de escala e curvatura espacial; e devem corresponder ao mesmo uni-
verso observado, isto é, a regides isométricas do recobrimento universal M (to), com os
mesmos limites de Zmin © Zmnae-

Formulamos a nossa defini¢iio de comparabilidade de catdlogos deste jeito porque es-
tamos interessados, em tdltima instancia, em comparar catilogos simulados com catdlogos
reais. De fato, por construcido, os catdlogos reais estdo limitados por um redshift minimo
e um redshift maximo, e os redshifts sio convertidos a distincias depois de fixar valores
para os pardmetros cosmolégicos. Portanto, para construir catdlogos simulados deve-
mos usar o mesmo conjunto de pardmetros cosmoldgicos utilizado para convertir redshifts
em distidncias, e 0s mesmos redshifts minimo e miximo empregados nos catdlogos reais.
Correspondentemente, as regras de construgio aplicadas na construgio dos catdlogos si-
mulados tém por objetive modelar a distribuicdo de objetos reais no universo e as causas
da incompletude dos catélogos reais; e quando pudermos elaborar regras de construgao
adequadas, teremos que os catdlogos simulados construidos com tais regras serdo com-

pardveis aos catilogos reais no sentido acima definido.

Observacao 3.4 Se M for simplesmente conexo entio M e M sio a mesma variedade,
e portanto existe exatamente uma tdnica imagem para cada objeto. Mas se M for multi-
plamente conexo cada objeto tém vérias imagens topolégicas (de fato um nimero infinito
de imagens nos casos de curvatura zero e negativa). Como nés néo sabemos a priori se o
nosso Universo é multiplamente conexo ou ndo, nao sabemos se estamos registrando obje-

tos ou imagens nos catilogos reais. Por este motivo é conveniente dizer que um catalogo
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é formado por fontes césmicas. l

3.2.2 Catédlogos com imagens miiltiplas

Suponhamos que M é multiplamente conexa e seja P C M (to) um dominio fundamental
de M(ts). Podemos sempre escolher P de maneira que i~ '(1)NdP = @, onde P é o bordo
de P. Considerando o recobrimento universal M (o) tecelado por P, claramente pode-se
notar que fi"1(1) apresenta todas as periodicidades devidas ao grupo de recobrimento I',
no sentido que em cada cépia gP do dominio fundamental (aqui g € T') é um conjunto
igual de imagens com as mesmas posigdes relativas que em P.

Para estabelecermos um critério que garanta a existéncia de imagens miltiplas em um
catélogo precisamos introduzir o conceito de levantamento prefundo. Um levantamen-
to de dados é profundo se o seu correspondente universo observado U possui a propriedade
que para o poliedro de Dirichlet P centrado numa imagem do observador, existem faces
F e F', identificadas por uma isometria ¢ € T, e tais que algumas regides £ C F e
g(E) C F' estio no interior de 4. Em particular, quando M ¢ compacto com o cor-
respondente poliedro de Dirichlet dentro do universo observado, este universo observado
corresponde a um levantamento profundo. Este tem sido o caso mais estudado na lite-
ratura de topologia c6smica. Consideremos, como exemplo, um levantamento que cobre
todo o céu desde um zy, = 0 até algum zy,.,. Para determinar se ele é ou néo profundo,
na pratica, tudo que devemos fazer é determinar a imagem topoldgica do observador mais
préxima, do centro do poliedro e computar o redshift 2im correspondente & metade de tal
distdncia; se Zmag > Zum, O levantamento é profundo.®

Quando M é multiplamente conexa e o levantamento é profundo, o conjunto O, i.e. 0
conjunto das imagens topoldgicas observéveis, contém imagens miltiplas de alguns objetos
césmicos. Se, adicionalmente nossas capacidades observacionais permitem o registro de
algumas destas imagens miltiplas em C, entdo o catédlogo contém informagoes sobre as
periodicidades devidas ao grupo de recobrimento I', e portanto, sobre a topologia da
variedade M. Cada par observado de imagens de um mesmo objeto estd relacionado por
uma isometria g € I'. Estes pares de imagens foram chamados de gg-pares [64], porém a0
nos referirmos a eles coletivamente usaremos o termo [-pares, reservando o termo g-par
para qualquer par relacionado pela isometria g € T. Os I-pares no catdlogo C dao origem

a correlacdes nas posicoes das imagens observadas.

8De fato, ziim € 0 redshift correspondente ao raio da bola inscrita no dominio de Dirichlet de M (tq)

centrada numa imagem do observador. Este raio é chamado de raio de injetividade, e denotado por

?‘mj.
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Observacao 3.5 A identifica¢do direta de imagens multiplas de um objeto cédsmico em

umn catélogo real possui problemas praticos muito graves, por exemplo:

1. Duas imagens do mesmo objeto a distdncias distintas do observador correspon-
dem a diferentes estdgios na sua evolugdo. Como o mesmo objeto pode apresentar
uma morfologia diferente em cada um desses estdgios, a identificagao de imagens
multiplas é impossivel sem algum modelo adequado da evolugae do tipo de objeto

em consideracao.

2. Duas imagens do mesmo objeto sdo observadas segundo orientagdes diferentes, e o

objeto pode apresentar uma morfologia diferente de acordo ao dngulo de viséo.

3. As regras de sele¢ao em muitos casos podem impedir a observagdo de uma ou mais
cépias de uma mesma fonte, dificultando assim a identificagdo das isometrias do

grupo de recobrimento das se¢des espaciais do Universo.

Uma maneira de superar estas dificuldades é utilizar métodos estatisticos para detectar as
correlagdes nas posicoes das fontes que surgem devido  distribuigéo (quase) periddica das
imagens observadas num catdlogo que possua imagens multiplas. O principal objetivo de
qualquer abordagem estatistica & topologia cosmica usando fontes discretas € o de desen-
volver métodos que revelem estas correlagoes. Em particular, as correlagbes nas posigses
origindo correlagdes de distancias entre pares de fontes, e na secao 3.3 estudamos um de
tais métodos, o método de Cristalografia Césmica, o qual estéd baseado na busca destas

correlagdes de distancia usando histogramas de separagéo de pares de fontes discretas. |

E importante enfatizar que existem duas condigdes independentes que devem ser sa-
tisfeitas para que exista uma quantidade suficiente de imagens multiplas num catalogo,
afim de que a topologia do espago possa ser detectada. A primeira é obviamente que o
levantamento de dados deve ser profundo, de modo que no universo observado existam
miiltiplas imagens observéveis de objetos césmicos. A segunda condigdo é que as regras de
selecdo que definem o catdlogo ndo sejam muito restritivas de modo a suprimir o registro
de imagens miltiplas em numero suficiente para fazer possivel a sua deteccdo. Obvia-
mente, se o levantamento nio for profundo, ndo existirdo imagens multiplas no catalogo,
independentemente da qualidade das observagdes. Por outro lado, mesmo com um levan-
tamento profundo, se as regras de selegdo forem muito restritivas, estas podem reduzir a
quantidade de imagens miltiplas no catdlogo em um nivel no qual a deteccdo da topologia
seja muito dificil ou até impossivel (veja a observagio 3.5). Portanto, ambas condigles

s30 igualmente importantes na aplicagio de qualquer método estatistico usando fontes
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discretas. Porém, o papel das regras de selegio neste processo ndo tem recebido quase

nenhuma atenco nos estudos de topologia cédsmica.

3.2.3 Universos pequenos localmente euclideanos

Um universo é pequeno se as suas segles espaciais sdo multiplamente conexas, e existe
a possibilidade de detectar a sua topologia. Evidentemente, a qualidade de um universo
ser pequeno ou nao dependerd da capacidade observacional dos seus habitantes. Nesta
subsecdo analizam-se algumas condi¢des que determinam se um universo localmente eu-
clideano é pequenc quando as observagdes limitam-se ao uso de fontes césmicas discretas.

Num universo Einstein-de Sitter a relacao redshift-disténcia estd dada pela expressao
correspondente a £y = 1 em (3.55), com horizonte de particulas dado por (3.56), e redshift
para uma fonte a uma distancia co-mével d dado por (3.58). Considere agora trés modelos

de universo de Einstein-de Sitter cujas secdes espaciais sdo toros cibicos.

1. O primeiro modelo ¢ um toro ciibico com lado I; = due /6, € portanto raio de
injetividade 7i; = dpor/12. Este raio de injetividade corresponde a um redshift
Zum 72 0, 19. Isto significa que fontes com z > 0,19 sdo possiveis imagens miltiplas
de fontes com z < 0,19. Portanto catilogos de aglomerados de galdxias (Znaq = 0, 3)
ou quasares (Zmse ~ 4) sdo profundos. Segue-se que se as regras de selecdo para
estes catdlogos permitem a existéncia de imagens miiltiplas, um observador neste
mundo poderia, em principio, detectar a topologia do universo se fosse capaz de

extrair esta informacio dos catdlogos.

2. O segundo modelo é um toro ciibico com lado Iy = 3dp.r/2, e portanto raio de
injetividade ri; = 3dpor /4. Este raio de injetividade corresponde a um redshift
Zim = 15, e portanto um observador neste mundo nfo poderia detectar a topologia
usando fontes discretas, pelo menos até possuir tecnologia suficiente para construir
catdlogos com Zzmas > 15, e isto s6 se existirem fontes discretas com redshifts tao
altos. Hoje este observador teria que recorrer a algum outro tipo de predigdes dos
seus modelos cosmolégicos para tentar encontrar algum sinal da topologia do seu

universo. Poderia, por exemplo, usar a radiagio césmica de fundo.”

3. O terceiro modelo é um toro com lado I3 = bdp,,/2, € portanto raio de injetividade
Tinj = Sdpor /4 > dpop. Segue-se que toda a porgdo do universo causalmente conec-

tada com qualquer observador estd dentro do dominio de Dirichlet centrado neste

7Esta é uma linha de pesquisa muita ativa que, porém, nio é abordada nesta tese. Veja contudo a
seguinte lista (incompleta) de referéncias dos tltimos trés anos, onde se usa a radiacao césmica de fundo

com vistas & detecgio da topologia do nosso universo [5], [15]-[17], [24]-[28], [57], [66]-[68], [98] e [118].
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observador, e portanto a detecgio da topologia ndo seria possivel com técnicas de

detecdo baseadas na existéncia de imagens multiplas.

Os primeiros dois exemplos anteriores correspondem a modelos de universos pequenos,
e o terceiro exemplo corresponde ao que poderiamos chamar de modelo de um univer-
so grande. Por defini¢io, um universo grande ¢ observacionalmente indistinguivel de
um universo com topologia trivial. Mas um universo grande pode tornar-se pequeno,
pois em algum momento, algum observador pode conceber uma técnica que possibilite a
deteccio da topologia. Por exemplo, no terceiro modelo acima, efeitos quanticos no uni-
verso primordial podem ter deixado certas marcas que facam este universo distinguivel de
um universo com topologia trivial, e que, com modelos tedricos e técnicas de observagao

adequadas, possam ser detectadas.

Observagio 3.6 Dizemos que nosso Universo é pequeno se ele pode ser descrito por um
modelo de um universo pequeno, caso contrario dizemos que nosso Universo é grande. Que
nosso Universo seja grande ndo significa, portanto, que ele seja topologicamente trivial,
ou que ndo possa, no futuro, tornar-se pequena. De fato, podemos nos perguntar se nosso
Universo é pequeno ou grande, mas ndo podemos nos perguntar se ele é topologicamente
trivial; pois ndo temos nenhum critério para afirmar (nem ao menos teoricamente) que,

se nosso Universo for grande entdo ele é topologicamente trivial. H

Consideremos agora um modelo de universo localmente euclideano, mas com Qg €

{2p0 em geral ndo nulos. Como Qo + Qa0 =1, entdo a relacdo redshift-distancia é
¢ f7 dx

)= Fofo Vo + QoL + )3

E possivel inverter a expressao (3.66) em termos de funcdes elipticas para poder calcular

d(z (3.66)

z(d) e realizar sistematicamente andlises andlogas aos exemplos dados no inicio desta
subsecdo (veja por exemplo [30]). Porém, para fins ilustrativos, é mais simples utilizar
um procedimento numérico para resolver (3.66), e ¢ isto que foi feito para construir os
exemplos seguintes.

Consideremos os modelos com Qe = 0,3 e Qa0 = 0,7, e segoes espaciais iguais as

consideradas no inicio desta subse¢ao. Temos os seguintes casos,

1. Para o modelo com 75 = dhor/12 temos z(rin;) = 0,296, e portanto catdlogos de
aglomerados de galdxias (z = 0, 3) j4 ndo sdo mais adequados; porém catalogos de

quasares O 5a0.

2. Para o modelo com 7,; = 3dpor /4 temos z(1yn;) = 18,5, portanto as conclustes sao

as mesmas que para o caso de Einstein-de Sitter.
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3. Para o modelo com 74,; = 5dper/4 as conclusdes também permanecem inalteradas.

3.2.4 Universos pequenos localmente nao-euclideanos

Vamos estabelecer agora certas relagbes quantitativas que vao nos permitir determinar
quando um modelo de universo localmente hiperbélico ou esférico é pequeno, supondo
que estamos testando a topologia com catdlogos de fontes discretas. Suponhamos que
estamos interessados em estudar a regiio de nosso Universo até uma distancia py em
unidades do raio de curvatura. BEsta distincia ppr pode ser um mltiplo do raio de
injetividade de algum poliedro de Dirichlet, mas para nossa andlise ndo ¢ importante
como é escolhido este valor. Qual é o minimo valor de redshift necessdrio para poder
explorar esta escala de distincias? Como depende este valor de redshift das densidades
Q0 € Qao? Comegamos restringindo o estudo a universos contendo sé poeira cosmica,
para depois examinar brevemente o caso de poeira e constante cosmoldgica.

Em primeiro lugar, observemos que uma condigio necessiria para podermos explorar
esta escala de distincias é que a distincia do horizonte de particulas seja maior que pas.
A equagdo (3.57) implica que para que phor > pur, {lo deve se afastar de 1 uma quantidade

dada por
tan{ &L o > 1
1] > an( 1) se 0
tanh(2)  se <1,

(3.67)

No que segue vamos supor que a desigualdade (3.67) é satisfeita, pois de outro modo
qualquer fonte que dista pa do observador estd além da regido causal dele.

A relagiio redshift-distancia (3.55) é, em unidades do raio de curvatura, dada por

_ VIfzlp~1
tan 1 [\/414_—;;20—_1_'_"&—0\/ ﬂg —_ 1] se QO >1
o(z) =2 (3.69)

-1 VIiFz0e—1
tanh [W;Ufm\/ 1— Qg] se ﬂg <1,

Agora, usando a expressio (3.58), temos que para que um catdlogo com profundidade

Zmar Dermita explorar a escala de distancias dada por pyy, deve se satisfazer

omas > ( ylear)fho +1) ~1], (3.69)
(Par)

Qo [\ -1~y
com a fungdo y dada por (3.59).

Exemplo 3.8 Suponha Qg < 1, seja Ly 0 comprimento da menor geodésica fechada
de uma variedade hiperbdlica M, e considere um catélogo C com profundidade zmaz = 9.

Se z,... satisfaz a desigualdade (8.69) para py = lnin/2, entao C corresponderd a um
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Figura 3.1: Relagdo redshift-distdncia em unidades do raio de curvatura para modelos cos-
moldgicos com Qg = 0,34 € Qpg = 0,63. Claramente, qualquer modelo cosmolégico com segao

espacial compacta tal que o comprimento da menor geodésica fechada é I, < 0, 6 serd pequeno.

levantamento profundo, e um modelo de universo com M como segdo espacial sera pequeno
(veja a subsegio 3.2.2). Observe que no censo de Hodgson-Weeks o comprimento da
menor geodésica fechada de 2401 variedades hiperbélicas com volume menor que 5 possul
Lnin < 0,4, e 0 comprimento da menor geodésica fechada de 3428 destas variedades
possui Imin < 0,5 (veja a secio C.4). Agora, resolvendo a designaldade (3.69) obtemos
U < 0,972 para pyr = 0,20 e Qg < 0,956 para pyr = 0,255 Estes limites superiores
para Q sio compativeis com (3.67), portanto, se usamos catilogos de quasares, modelos
de universo localmente hiperbélicos guase planos sdo pequenos para milhares de segbes

espaciais compactas. H

Ao considerar modelos com §2,9 # 0 e §lyg # 0, o tratamento analitico ndo € mais
possivel e, em particular, ndo existe uma expressio fechada para a inversao da relagao
redshift-distancia z(p). Porém, por simples inspe¢io podemos determinar facilmente se
um conjunto de parametros cosmolégicos permite a existéncia de universos pequencs. De

fato, relacio redshift-distdncia em unidades do raio de curvatura é

p(z) = /1 - fuz (1 + 2)*Qump + Qa0 — (1 + 2)(o — 1)] g (3.70)

A figura 3.1 apresenta o grafico de (3.70) para modelos cosmolégicos de Friedmann com
Qo = 0,34 e Quo = 0,63. Observe que o valor da densidade correspondente, £y =

0,97, cabe comodamente dentro do intervalo experimental 0,8 < {p < 1,2 (veja a

8N3o apresentamos a expressao que resulta da solucao da desigualdade (3.69) pois ela é muito grande e
nao fornece nenhuma informacao interessante, a nio ser para o cdlculo destes valores de £2o. De qualquer

forma, estes valores de )y podem ser obtidos resolvendo (3.69) numericamente.
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observacio 3.1). Portanto, este grafico mostra claramente que os limites nos parametros
de curvatura admitem a existéncia de muitos modelos de universos pequenos quando sao

usados catdlogos com z,4, = 5.

3.3 Cristalografia césmica

O método de Cristalografia Césmica foi o primeiro método estatistico proposto para de-
tectar a topologia do nosso Universo usando fontes cédsmicas discretas. A cristalografia
césmica, proposta por Lehoucq, Lachiéze-Rey e Luminet [64], procura por correlagdes de
distancia entre fontes césmicas usando histogramas de separagdo de pares (HSP’s),
ou seja graficos que mostram o niimero de pares de fontes em fungéo da separagao (ou
alguma funcdo da separagdo) dos pares. Como vimos na se¢do anterior, estas correlagOes
de distancia, se existirem no nosso Universo, surgem por causa das isometrias do grupo
de recobrimento da variedade que modela as seces espaciais do espago-tempo, e podem
fornecer uma assinatura observével da forma espacial global do nosso Universo. Desta ma-
neira, a Cristalografia Césmica ¢ um método potencialmente interessante para investigar
o tamanho e forma do nosso Universo.

Quando o método foi proposto em [64] pensou-se que estas correlagoes manifestavam-
se como picos muito agudos chamados spikes. Adicionalmente, pensou-se que as posigdes
e amplitudes relativas destes picos eram uma assinatura inequivoca da forma do nosso
Universo, até que simulagdes feitas por [65] e [38] indicaram que HSP’s correspondentes a
variedades hiperbdlicas nfio apresentavam picos. Na mesma época, e de maneira indepen-
dente foi desenvolvido um método bastante geral para calcular a assinatura topoldgica
proveniente destas correlagdes de disténcia em Cristalografia Césmica {46]. Mostrou-se
que as correlacBes devidas a translagoes de Clifford manifestam-se como picos muito agu-
dos, de agora em diante chamados de picos topoldgicos ou simplesmente picos, enquanto
que as outras isometrias manifestam-se como pequenas deformacoes do HSP esperado
(HSPE) da correspondente variedade de recobrimento universal. Este resultado esclarece
de maneira simples as simulagdes descritas em [65] e [38]. De fato, como n&o existem trans-
lagdes de Clifford na geometria hiperbélica (veja o teorema A.8), nenhum HSP construido
com catalogos de fontes discretas num universo pequeno hiperbdlico pode apresentar pi-
cos de origem topoldgica. Segue-se que os HSP’s nio sio capazes de fornecer informagao
topolégica em modelos de universo com densidade de matéria menor que a critica, de vez
que a assinatura topoldgica de isometrias ndo translacionais aparece sempre coberta pelo
ruido estatistico. Na subse¢io 3.3.1 apresenta-se este método.

As implica¢des dos resultados tedricos obtidos em [46] para HSP’s correspondentes a
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variedades euclideanas e esféricas ficaram durante algum tempo pouco esclarecidas. Por
um lado alguns autores afirmavam que cada isometria euclideana que gerasse ['-pares em
algum catdlogo deveria se manifestar no correspondente HSP como um pico (veja por
exemplo [65] e [115]). Esta afirmagdo estd em clara contradi¢do com os resultados obtidos
em [46], segundo os quais somente as translagdes de Clifford geram picos topoldgicos.
Num trabalho posterior [47] apresentamos simulages que confirmaram nosso resultado
tedrico, e mostramos claramente a contribuigio & assinatura topolégica das isometrias
no translacionais apenas para a geometria euclideana. O estudo exhaustivo para as trés
geometrias de curvatura constante foi feito em [48] e [50]. Na subsecdo 3.3.2 apresentamos
algumas simulagdes reportadas em [47] que mostram que o énico sinal claramente visivel
da assinatura topolégica, em HSP’s correspondentes a modelos de universo localmente
euclideanos, sio os picos devidos as translagdes de Clifford. Nesta subse¢io apresentamos
também uma analise preliminar da sensibilidade do método de Cristalografia Césmica em
relacdo & precisio dos pardmetros cosmoldgicos.

Por tltimo, na subsecio 3.3.3 apresentamos simulagOes descritas em [47] que ilustram
a existéncia, em geral, de virios modelos localmente euclideanos com o mesmo espectro de
picos em HSP’s construidos com catdlogos comparaveis. Tsto se deve ao fato de que toda

forma espacial euclideana compacta ¢ recoberta por um tritoro (veja o teorema C.17).

3.3.1 A assinatura topoldgica

A primeira anglise tedrica do método de cristalografia cosmica foi realizada em [46], onde
clarificou-se a origem e a natureza das correlagdes de distincia. Neste trabalho foi deri-
vada uma expressio para o histograma de separagdo por pares esperado (HSPE)
para uma colegio de catdlogos comparaveis com o mesmo nimero de fontes, correspon-
dendo & mesma variedade que modela as segdes espaciais do espago-tempo. O HSPE ¢
essencialmente um HSP com o ruido estatistico suprimido, e mostrou-se que o HSPE de
uma variedade multiplamente conexa é, essencialmente, o HSPE do recobrimento univer-
sal correspondente mais a assinatura topoldgica, que consiste em contribuigdes individuais
de cada isometria de recobrimento. Como um corolério, provou-se que os picos de natu-
reza topoldgica em um HSP sdo devidos somente as translages de Clifford do grupo de
recobrimento da variedade, entanto que as isometrias nao translacionais manifestam-se
como pequenas deformacdes do HSPE do recobrimento universal correspondente. Segue
imediatamente deste resultado que as variedades hiperbdlicas ndo exibem nenhum pico
topolégico em seus HSP’s, desde que ndo existem translagdes de Clifford na geometria

hiperbélica (veja o teorema A.8). Além disso, segue-se também que ha variedades eu-
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clideanas que nao podem ser distinguidas pelos seus espectros de picos topoldgicos, pois
existem diversas variedades euclideanas que tém exatamente as mesmas translagdes em
seus grupos de recobrimento (veja o teorema C.17).

Seja M uma forma espacial, M (f) a secdo espacial de um modelo de universo pequeno
no instante 2, M o recobrimento universal de M , e T' o grupo de recobrimento de M. A
separacgao de um g-par {z,gz), com z € M e g € T, é simplesmente 6,(z), onde é; ¢ a
funcio distancia de g (veja a introdugdo do capitulo C). Para construir um HSP, avalia-
se simplesmente uma funcdo bijetiva apropriada f da separagdo r de cada par de fontes
césmicas de um catélogo dado C, e conta-se o niimero dos pares para os quais estes valores
F(r) se encontram dentro de determinados subintervalos. Estes subintervalos devem for-
mar uma particio do intervalo (0, f(D)], onde D €é o didmetro do universo observado que
corresponde ao catélogo. Geralmente, todos os subintervalos séo de igual comprimento.
O HSP nao é mais do que um grafico normalizado desta contagem. A fungdo f é consi-
derada geralmente como sendo a funcdo quadrado, mas para catdlogos muito profundos
pode ser conveniente tentar alguma fung@o hiperbélica, se estivermos considerando mo-
delos cosmoldgicos FL abertos (€2 < 1), ou alguma fungdo trigonométrica, se estivermos
considerando modelos cosmolégicos FL fechados (£ > 1).

E conveniente ter uma descricao formal do procedimento acima descrito. Dado um
catalogo C de fontes césmicas, seja 7(s) o nlimero de pares de fontes com separagao r, tal

que f(r) = s. Formalmente, n(s) é dada pela fungio

n:(0,f(D)] — [0,00)
1

s = g Card(A™!(s)), (3.71)
onde, como é usual, Card(A~'(s)) é o ntmero de elementos do conjunto A™'(s), e A éa
funcao

A:CxC — [0,f(D)
(p.q) — fodp,q).

O coeficiente 1/2 na definigdo de n é devido ao fato de que os pares (p,q) e {gq,p) sdo,
para efeitos da contagem, o mesmo par.

A etapa seguinte consiste em dividir o intervalo (0, f(D)] em m subintervalos iguais

de comprimento és = f(D)/m. Cada subintervalo ¢ da forma

Ji:(siw%ﬁ,si—k%i} : i=12,...,m, (3.72)

com centro



Finalmente, o HSP é obtido de

P() = 3Ry 75 2o .73

sed;

onde N ¢ o nimero de fontes em C. A soma em (3.73) é uma contagem, e o coeficiente

da soma € uma constante de normalizagao, de modo que
™m
D (si) ds=1. (3.74)
=1

FEmbora o HSP seja realmente o grafico da fungdo ®(s;), a prépria fungio ®(s;) pode ser
considerada como o histograma. Vamos nos referir a ®(s;} simplesmente como o HSP. No
que segue vamos considerar f(r) = r%.

Como mencionado na se¢io anterior, num universo multiplamente conexo a distri-
buigdo periddica das imagens em M (devida ao grupo de recobrimento) gera correlagdes
em suas posicoes, e estas correlagles traduzem-se em correlagoes nas distdncias entre pa-
res de imagens observaveis. Num catalogo C que possua imagens mdltiplas em ndimero
suficiente, estas correlacbes em posicOes persistem, e assim existem ainda correlagdes de

distancias entre pares de imagens observadas.

Exemplo 3.9 Considere um modelo de universo localmente euclideano cujas se¢des es-
paciais M(t) sdo variedades da classe Gs. Suponha que no tempo presente, M(tg) esta
parametrizada pelos valores ¢ = L, b = ¢ = L/+/2 (veja a subse¢io C.2.3). FEntdo o
poliedro de Dirichlet para M (%), com centro na origem de E* é um cubo de lado L e
faces perpendiculares aos eixos dados pela base (C.17). Suponha, para ser especifico, que
o universo observado é uma bola centrada na origem com raio R dado por L = 0,7RH, ¢

considere a isometria g = a~'3716~!. Usando (C.18) temos
g = (2Léy — &, Ay},
e portanto, para todo (z,y,z) € E® temos
g(z,y,2) = (& - L,—y+ 2L, —2).
O quadrado da separacio do g-par (p, gp), com p = (z,y, 2}, ¢
@ =L +4[(y—- Ly + 27, (3.75)
a partir do qual podemos concluir o seguinte:

1. g-pares vizinhos possuem separagfes proximas. Em termos mais técnicos, a sepa-

racio de um g-par é uma funcgio diferencidvel da posi¢io de qualquer uma das
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imagens que constituem o par. A separagio de um g-par é diferencidvel porque € a
composicao de duas fungdes diferencidveis da posigao: a métrica na geometria eu-
clideana e a isometria g. A diferenciabilidade da fun¢do distincia §, permite definir
dois g-pares (p, gp) e (g, gg) como distantes (vizinhos) se os pontos p e g, e portanto

os pontos gp e gg, sdo distantes (vizinhos).

2. Ezistem g-pares distantes com separagbes muito aprozimadas. Certamente, quais-

quer dois g-pares (p, gp) e (g, gq) tais que p e g estejam perto do cilindro

2 2 2
(y - L) + 27 =717
com 1 = cte, terfio separagdes proximas, ndo importando quio distantes elas sejam.

Portanto, existem correlagoes de distancias entre g-pares.

3. Nem todos os g-pares estdo separados pela mesma distincia. Isto pode ser observado
a partir da eq. (3.75), pois o quadrado da separagdo do g-par (p, gp) pode variar
de d2. = L2, se p estiver no eixo (z, L,0) dentro de U; até d2,,, = 4R?, para p =
R(0,7,4/207)/16. Note que dZ,, ~ 8d%,,; assim, as correlagdes de distincia de g-
pares (neste exemplo) ndo se manifestam como um pico, mas como uma distribuigio

larga.

Como a separacio de qualquer g-par na geometria euclideana é independente do par
somente quando g é uma translagio, a partir deste exemplo, pode-se esperar que, em
general, correlagbes de distincia associadas a translagdes manifestam-se como picos nos
HSP’s; porém, correlagdes de distancia associadas a outras isometrias (como a deste exem-
plo) nio se manifestam como picos, mas como desvios suaves do histograma devido aos

pares ndo correlacionados. Esta conjectura serd provada a seguir. |

Vamos usar agora elementos da teoria das probabilidades (veja por exemplo [91])
para mostrar que a descrigio qualitativa das correlagbes de distancia num HSP dada no
exemplo anterior é vdlida num contexto geral, deixando evidente que esta descri¢ao néo
depende das regras de construgio do catdlogo C. O pressuposto geral no qual baseamos
os calculos é a existéncia de um colecdo de catdlogos compardveis a algum catalogo C
dado (real ou simulado). Todos os catdlogos da colegio possuem 0 mesmo numero de
fontes, e correspondem & mesma variedade M (tp). Portanto, as regras de construgao de C
permitem o calculo de probabilidades e valores esperados de quantidades que dependem
das fontes em C. As quantidades necessdrias para o cdlculo do histograma de separag¢io

de pares esperado (HSPE) séo as seguintes:
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1. O numero esperado de pares de fontes observadas, separadas por uma distancia

quadrada em J;, com J; dado por (3.72). Este ndmero ¢ denotado por neg,(s;).

2. A probabilidade que um g-par observado esteja separado por uma distancia quadra-

da em J;, denotada por Fy(s;).
3. O niumero esperado de g-pares observados, denotado por N,.

4. A probabilidade que um par de fontes nao correlacionadas observadas esteja sepa-

rado por uma distancia quadrada em J;, denotada F(s;).

O nosso propdsito agora é calcular 7e.,(8:), pois o HPSE esta dado, em clara analogia

com (3.73), por
2 1

m 5s Neap(Si)

onde N é o nimero de fontes em C. O HSPE carrega toda a informagdo relevante sobre

q)emp(si) = (376)

as correlagdes de distancia entre imagens observadas devidas ac grupo de recobrimento
de M(ty), que em cada HPS individual encontram-se mascaradas pelo ruido estatistico,
pois
B(s;) = Peyp(s;) + ruido estatistico , (3.77)
onde ®(s;) é o HSP construido com € e dado por (3.73).
Considere agora K catdlogos C; compardveis com C, cada um com N fontes e corres-
pondendo & mesma variedade M. Como cada par de fontes em cada catdlogo é um I'-par
ou um par nao correlacionado, o nimero 7, (3;) de pares de fontes em € com separagoes

quadradas em J; é
Me(s:) = 1 (s4) an $i), (3.78)

gEI‘
onde 7%(s;) é o nimero de pares de fontes em C;, nao correlacionados (o indice u deve-se
a0 termo em inglés uncorrelated), com separagbes quadradas em Jj; e 7;(s;) € o nimero
b} Ty k T
de g-pares em C cujas separagoes quadradas estdo em J;. T é o grupo de recobrimento
T sem o elemento neutro, e o coeficiente 1/2 no somatdrio é devido ao fato de que, ao
considerarmos todas as isometrias de recobrimento nao triviais, estamos contando cada
P-par duas vezes, pois se (p,¢) é um g-par, entdo (g,p) é um (g~')-par.

Tomando o valor médio dos n(s;) sobre os K catélogos temos

<n(s;)>=<n(si) >+ Z<n 5:)> (3.79)
gEl"
onde «
1
Ve — o . 3.
<n(si) > K;m(sz), (3.80)
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e expressdes andlogas valem para < n*(s;)> e <n?(s;) >. Como os valores esperados sio os
limites dos valores médios quando o nimero de amostras K tende para infinito, segue-se
que 0 nimero esperado Neyp(s;) pode ser decomposto nas suas partes ndo correlacionada

e correlacionada como

newp(s) ne:r:p Znea;p 83 ! (381)

gEI‘
onde ni,,(s;) € o valor esperado dos pares néo correlacionados de fontes observadas com
separagdes quadradas em J;, e 1%,,(s;) é o nimero esperado de g-pares observados cujas
separagoes quadradas estdo em J;.

Por outro lado temos que

ngxp(si) - Ng Fg(si) y (382)
e
M5 = | NN =1) = 5 30 N, | Flsi). (3.83)
g€l

Como N, é proporcional ao N, escrevemos também
N, =Ny, (3.84)
com 0 < v, < 1. Usando (3.76) e (3.81)-(3.84) temos que

Fls)+ 5y 3 wlFyls) — (sl | (3.85)

gEf

1
Deap(si) = 5
onde a soma em (3.85) é uma soma finita pois v, é nio nulo somente para um nimero
finito de isometrias.

Observe que se M ¢ simplesmente conexo temos T = B, e o HSPE é entdo

1
Proplsi) = = F(s:) . (3.86)
ds
Porém, na presenca de isometrias (3.86) vale sé aproximadamente, como mostram simu-

lacdes reportadas em [48] [50], e portanto escrevendo

W00 = L F(s) e @)= 5o Faloi), (3.87)

temos

C 1 sC
(I’e-’f:p (S ) (I,:;p ( ) 7 N [q)e:np ( ) q):a:p( + N—_ri- Z Vg [(I)gxp (S% ‘I)eu:p ( ) ] ’
gel
(3.88)
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onde N, é o ntimero esperado de pares de fontes observadas ndo correlacionadas e v, =

2 N,/N. Definindo a assinatura topolégica como

(pr(s%) - VU[(I)e:z:p ( ) (p:gp I) ] + Z Yy [Q)g:ﬂp(si (ng:p( )} ’ (389)
gef

temos portanto uma expressio mais descritiva para o HSPE, que ¢

Beop(51) = B5y(5) + s #7(s2) (3.90)

Ou seja, o HSPE correspondente a uma variedade multiplamente conexa é o HSPE cor-
respondente ao seu recobrimento universal mais um termo proporcional & assinatura to-
polégica.

Agora, na aproximagio®

q):;p( ) ~ (p:a:p(si) ) (391)
o HSPE ¢
(pewp(si) (I):;p Z Vg [‘I’emp ‘I’z;:p( ) ] ' (392)
gEI‘

A relagio (3.92) evidencia que (i) somente I'-pares contribuem para a assinatura topolégica
em HSP’s; e garante que (ii) a assinatura topolégica surge no HSPE mesmo que existam
poucas imagens multiplas para cada objeto.
De (3.87) observamos que quando g é uma translacdo de Clifford temos
89, (s;) = ’ e ol ¢ (3.93)
(6s)71  se g|* € J;.

Segue-se de (3.89) e (3.90) que a contribuigio de cada translagio de Clifford g a assi-
natura topoldgica ¢ um pico de amplitude v [ (N — 1)§s]~" localizado no subintervalo
Ji,, menos um termo proporcional ao HSPE do recobrimento universal ®3; (s;) para to-
doi=1,...,m. Por outro lado, quando g n&o é uma translagdo de Clifford, a funcio
distancia d, depende da posicio do g-par de maneira suave porque ¢é a composi¢io de duas
funcdes suaves: a métrica e a isometria g (veja o exemplo 3.9). Mais ainda, os valores que
|g| assume espalham-se sobre um intervalo largo a partir de um valor minimo, portanto
F,(s;) ser ndo nulo para muitos subintervalos J;. Segue-se de (3.89) e (3.90) que os picos
em HSP’s se devem unicamente a translaches de Clifford. Observe que este resultado
continua valido independentemente da geometria ser euclideana, esférica ou hiperbdlica,
¢ independe também das regras de construgo do catilogo. Mais ainda, particularizando

a geometria obtemos dois resultados interessantes:

9Fsta aproximacdo é justificada a posteriors na figura 3.7 para o caso de um toro. Veja também a

observacao 3.10.
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1. Como existem variedades euclideanas que possuem as mesmas translacdes nos seus
grupos de recobrimentos, HSP’s destas variedades construidos a partir de catdlogos
comparéveis com o0 mesmo nimero de fontes, terdo o mesmo espectro de picos de
origem topolégica, ou seja picos topoldgicos com as mesmas posicdes e amplitu-
des. Portanto, os picos topoldgicos ndo sao suficientes para distinguir entre estas

topologias.

2. Como nio existem translacoes de Clifford na geometria hiperbdlica (além da trivial é
claro) segue-se que HSP’s correspondentes a variedades hiperbdlicas ndo apresentam

picos topoldgicos.

Vamos agora apresentar um método pratico para calcular, de maneira aproximada,
o HSPE de um catilogo C. De fato, como cada HSP individual possui flutuagdes es-
tatisticas capazes de esconder consideravelmente a assinatura topoldgica, uma maneira
simples de reduzir este ruido até niveis aceitdveis é usando o histograma de separagao
de pares médio (HSPM), que descrevemos a seguir. Suponha dados K catélogos com-
pargveis Cy (k = 1,2, ..., K), com aproximadamente o mesmo niimero de fontes césmicas

e correspondendo 3 mesma variedade M (to) e com HSP’s dados por

By(s;) = A Nk 5 an (3.94)

onde Ny = Card(C;) e ns(s) é dado por (3.71). O HSPM ¢ definido por

<@(s)> = Z‘I’k (3.95)

Lema 3.1 Sejam K catdlogos Cy, compardveis, com aprozimadamente 0 mesmo numero
de fontes césmicas e correspondendo & mesma variedade M(ty). No limite K — co, o
HSPM dos K catdlogos é aprozimadamente igual ao HSPE do colegcdo de catdlogos com

N fontes, ou seja
lim < ®(s;) > = Peup(si) - (3.96)

HK—oo

A aprozimagdo (3.96) torna-se uma igualdade guando todos os K catdlogos possuem o

mesmo nimero fontes.
Prova. Seja
N, =N+ ANy,

o ntimero de fontes no catalogo C,. Como AN} é pequeno, expandimos a constante

de normalizacio de (3.94) até primeira ordem em ANy,
11 2N 1
Ng(Ny —1)  N(N-1) [N -1)]?

ANkv
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de maneira que o0 HSPM reduz-se, nesta aproximacao, a

2 1 2N —1
(s;)> NN -1) o5 <n(s) > NN=T) <AN7](5)>] , o (3.97)
com
K
<AN n(s;)> = Z AN, p®
K=

Como as quantidades AN, e nl®)(s;) sfo estatisticamente independentes em um

considerdvel grau de aproximacio, temos
<AN n(s;) > = <AN><n(s;) >,

de modo que (3.97) é da forma

aN 1 2 1
B(s)>r~ |1 - S - D> .
<®(si)> N(N—1)<AN> N(N —1) s <nls:)> (3.98)

No limite K — oo temos que < AN >— 0 e <n(s;) > Nep(s;). Portanto, na

aproximacao de primeira ordem em AN; obtemos (3.96). M

Observacgao 3.7 O HSPM contém muito menos ruido que um HSP individual, e carrega
a mesma informacio topoldgica. De fato, por estatistica bésica, as flutuagdes no HSPM

sao reduzidas por um fator proporcional a 1/v/ K em relagdo a um tnico HSP. B

Observagao 3.8 Obviamente, é impossivel construir muitos catdlogos reals e com-
pardveis de fontes c6smicas. Por outro lado, é muito facil obter centenas ou até mes-
mo milhares de catdlogos compardveis gerados por computador, e portanto a construcao
de HSPM’s é facilmente implementdvel em simulagdes. Disto desprende-se que o HSPM
pode ser amplamente utilizado para estudar as caracteristicas estruturais dos HSP’s de
maneira rotineira, e é isto o que faremos a seguir. Cabe observar que de (3.90) resulta que
a amplitude da contribui¢io da assinatura topoldgica a um HSP decresce com o nimero
de fontes no catdlogo. Portanto ao construir HSPM’s é muito conveniente usar catdlogos
pequenos, ou seja catalogos com um nimero pequeno de fontes. A experiéncia com estes

graficos sugere que valores entre NV =2 100 e NV & 200 sdo recomenddveis. l

3.3.2 Identificando picos topolodgicos

Nesta subsecdo e na seguinte estudamos a assinatura topolégica das isometrias euclideanas
em HSP’s usando a técnica HSPM para reduzir o ruido estatistico inerente a HSP’s

individuais. Desta maneira é possivel distinguir entre picos de origem topolégica e picos
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Figura 3.2: HSP para a variedade M de tipo Gg descrita no texto, correspondendo a um universo
observado de raio R == v/2 centrado na origem. O catdlogo utilizado contém aproximadamente

240 fontes. O intervalo (0,4R?] foi subdividido em caixinhas de 0,01 de largura.

devido ao ruido estatistico. No que resta desta se¢iio vamos utilizar regras de construgao
triviais, ou seja, consideraremos que as fontes estdo uniformemente distribuidas no espago,
e que todas as fontes observaveis em U/ sdo registradas nos catdlogos; mais ainda, 0s
catélogos corresponderao a levantamentos cobrindo todo o céu, desde um zpy;, = 0 até
UM Zmes. Estes pressupostos sdo suficientes para ilustrar os resultados gerais encontrados
acima.

Vamos calcular HSPM’s para uma variedade de classe Gy, reduzindo o ruido estatistico
até um nivel que permita identificar o picos de origem topolégica. Mostraremos, desta ma-
neira, como (i) os picos estatisticos que poderiam ser confundidos com picos topologicos
sao removidos, e (i) os picos topoldgicos que ficam escondidos por causa do ruido es-
tatistico em HSP’s individuais sao revelados, mostrando que eles existem mesmo quando
h4 poucos I'-pares correspondentes. Além disso, ficard evidente a partir destas simulagoes,
que a amplitude das contribuigdes & assinatura topoldgica das isometrias ndo translacio-
nais ¢ extremamente pequena em relagio ao ruido, e portanto ela permanece inobservavel
no HSPM..

Seja M a variedade de classe Gg com grupo de recobrimento I' gerado pelas isometrias
(C.18) com parametros @ = 1 ¢ b = ¢ = 1/v/2. Esta variedade ¢ descrita em detalhe na
subse¢io C.2.3. Realizamos simula¢Ges para um universo observado U de raio R = /2.
Para cada simulacdo colocamos 20 objetos no poliedro fundamental, o que conduz a
catélogos com aproximadamente 240 fontes. Na figura 3.2 apresenta-se um HSP para um
destes catdlogos, para o qual subdividimos o intervalo (0,4R?] em caixinhas de largura
0,01. Na figura 3.3 mostra-se um HSPM construido com 50 catdlogos comparaveis ao
catilogo usado para gerar o HSP da figura 3.2, com aproximadamente 240 fontes em

cada um. Pode-se notar que, ao tomar a média sobre esta amostra de 50 catalogos o
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Figura 3.3: HSPM para uma variedade de tipo Gq correspondendo a um universo ohservado
de raio B = v2. O HSPM foi construido com uma amostra de 50 catdlogos compardveis ao
catdlogo usado para construir o HSP da figura 3.2, e com aproximadamente 240 fontes cada. O

intervalo (0,4R?] foi subdividido em caixinhas de 0,01 de largura.

ruido estatistico foi consideravelmente reduzido. Observe agora que a equagfo (C.24)
fornece a posigdo de qualquer pico topolégico potencial em HSP’s baseados em modelos
de universo com M como segdo espacial do espago-tempo. O que determina se um dado
pico vai aparecer ou nio é o tamanho e a forma do universo observado I correspondente
ao catdlogo usado para construir o HSP, ou seja a regifio explorada pelo levantamento de
fontes ao construir o catdlogo. Segue-se daqui que no existem picos de origem topoldgico
em posi¢bes com s impar, pois |p(2k, 2ks, n)|? e {1u(2k), 2k,, n)[? assumem sempre valores

inteiros pares.

Observagao 3.9 O método de cristalografia césmica estd baseado fortemente no pres-
suposto de que as distancias entre fontes césmicas podem ser determinadas com grande
precisio. Porém, em catdlogos reais as coordenadas de uma fonte discreta sio duas coor-
denadas angulares e o redshift da fonte. E o redshift é transformado em distancia por meio
da relagao redshift-distdncia. Os erros na determinacio das posigées das fonte césmica,

sao, portanto, de trés tipos,

1. Erros na medigdo dos pardmetros observacionais da posi¢io, ou seja na Posicao
angular ¢ o redshift. Estes erros séo inerentes ao processo de medicio, e nio vamos

discuti-los aqui.

2. Erros na conversao de redshift para distincia. Estes erros devem-se a imprecisio

nos valores dos pardmetros cosmoldgicos, principalmente as densidades Qg € Qa0

3. Erros devidos as velocidades peculiares das fontes.
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Figura 3.4: Erro percentual no quadrado da separagao de pares em fungéo do redshift, para
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duas fontes césmicas com 23 = z2 = 2z, e .4 = 0,99.

No que segue vamos discutir o efeito das incertezas nos valores dos parametros cos-
molégicos, na presenca de picos em HSP’s correspondentes a modelos cosmolégicos com

secbes espaciais localmente euclideanas. H

Considere um modelo de universo com se¢des espaciais M(t), e suponha que

1. A métrica do modelo é “quase” Einstein-de Sitter, ou seja Qg% ~1le QE{& = 0; onde

o indice (r) indica que os valores dos pardmetros sdo os “reais”.!®

9. () universo observado é o mesmo usado nas simulagOes anteriores, e a unidade de
comprimento é tal que dyor = 10. Em particular, da expresséo (3.99), é facil ver que

C/Ho S 5.

3. Foram feitas simulacdes de HSPM’s transformando redshift a distdncia usando a

“férmula correta”
) = c fz dx
Ho Jo \/1+Q£;2, [(1+ ) — 1]

de modo que os picos topoldgicos aparecem nitidamente nos histogramas.

d"(z (3.99)

Observe que a expressio (3.99) e a unidade de comprimento escolhida determinam o valor
Zmas DOS catdlogos utilizados. De fato se por exemplo Qﬂ, =0, 9 entdo zyqe, =~ 0, 369.
Suponha agora que um individuo realiza simulagdes usando os mesmos catalogos, e a

relagio redshift-distincia correspondente a um universo Einstein-de Sitter. Quao quase

10Vamos nos permitir, nas consideragdes a seguir, um certo abuso de linguagem, e chamar os parimetros

cosmolégicos exatos no modelo de “reais”.
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Finstein-de Sitter tem que ser o universo para que seus histogramas ainda apresentem
picos? Para responder esta pergunta, suponha que duas fontes césmicas com redshifts z;
e 29, e separagdo angular 6, formam um g¢-par, sendo g uma translagao. Pela figura 3.2
temos que s = di, = 2,4 ou 6, onde dy, é a separagio das fontes. Usando a lei dos cosenos

obtemos imediatamente

s = d*(z1) + d*(20) — 2d(21)d(z2) cos 8, (3.100)
e portanto

d ad

agi - =2[d(a) ~ d(z2) cos] %éilo) + [d(z2) — d(21) cos §] BKEZ) . (3.101)
Observe que, em primeira ordem em {2,,9, temos,
Js
(r) _ .ES {r)

s\ = g° — 1—00Y, 3.102
BQmO I ( mD) ( )

onde s0) e s¥5 sfo as separacbes do par calculadas usando os pardmetros cosmolégicos
“reais”, e os de Einstein-de Sitter, respectivamente. Como estamos interessados apenas em
estimativas do erro na determinacio da separagao de pares, vamos supor para simplificar
que z; = 7 = z. Entdo, usando (3.100), (3.101) e (3.102), temos que o erro percentual

na separagdo de pares pode ser escrito simplesmente como

As  2(1— 8 ad(z)

sBS T dPS(z)  O0molg,,.
1 (142" -1
= 2(1 -0 11— 2 3.103
( mﬂ){ T+2P(Vira—1)) (3103)

onde As = |s)—sP5|. A figura 3.4 & o gréfico deste erro para o caso 07} = 0, 99. Observe

que, como a largura das caixinhas nos histogramas das figuras 3.2 e 3.3 é s = 0,01, entdo o
erro porcentual para que a separagio do g-par ainda contribua para o pico correspondente

deve satisfazer
0, 0025 se ) =2

0,00125 se sM =4
0,00083 se s =6.

sES —

Agora, da figura 3.4 segue-se imediatamente que somente pares com redshifts z < 0,1
satisfazem esta condicdo. Mas uma fonte com redshift z < 0,1 estd a uma distancia
d < 0,46 do centro do dominio de Dirichlet de M (¢,), e portanto dentro dele. Assim, nao
existem g-pares com igual redshift que contribuam aos picos nos PSH’s se sdo usados os
paridmetros cosmoldgicos de Einstein-de Sitter. Os resultados desta andlise ndo mudam
apreciavelmente se considerarmos o caso em que as fontes possuem redshifts diferentes.
Em conclusio, um erro na determinagdo dos parametros cosmolégicos de 1% tem como

consequéncia a supressdo dos picos nos histogramas de separagdo por pares.
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3.3.3 HSP’s com o mesmo espectro de picos

Nesta subsecio vamos construir um HSPE para o toro minimal que recobre a variedade M
de classe Gg usada na subsegao anterior, e vamos produzir o grafico da diferenca entre este
HSPE ¢ um HSPM de M. Como os grupos de recobrimento deste toro e de M possuem
as mesmas translagdes, tem-se que os HSP’s a partir de catalogos comparaveis com o
mesmo niimero de fontes, para estas duas variedades, exhibem o mesmo espectro de picos
topolégicos. Segue-se que a diferenca entre o HSPE do toro minimal de recobrimento e
um HSPM de M fornece a assinatura topoldgica das isometrias ndo translacionais de M,
além, claro, do ruido estatistico devido ao uso de um HSPM de M no lugar do HSPE.
As simulagdes apresehtadas aqui mostram sem lugar a dividas que a identificagdo dos
picos topolégicos em HSP’s ndo permite uma determinagdo univoca da variedade que deu
lugar ao histograma. Mostramos também qual € a cara da contribui¢do das isometrias
nao translacionals & assinatura topolégica.

Vamos comegar complementando a teoria para este fim. Seja I'; C I' o subgrupo de
todas as translagoes de Clifford de I'. Para g € I['; temos
d;

iy (3.104)

Dlaplsi) = ds '

ecp

onde d;;, ¢ a delta de Kronecker, ds ¢ a largura dos subintervalos (3.72), e i, é a posigao

do pico devido & translagdo g € [, ou seja |g]* € J;,. Podemos entao escrever (3.90)

como
Deap(5i) m Biey(:) + @lhop(si) + hap(si) (3.105)
onde!!
Peaplsi) & N—l_—l B r/g[ég’;g — @75, (8) ] (3.106)
g€l

é a contribuicdo das translagdes de Clifford & assinatura topoldgica do HSPE, e
()~ g 3 v [Blgln) — @051 (3.107)
g€\
é a contribuicdo & assinatura topolégica associada &s isometrias nao translacionais de I'.
De (3.105) é evidente que variedades com as mesmas translagoes nos seus grupos de
recobrimento exhibirdo o mesmo espectro de picos dado por (3.106), sendo a diferenga
entre seus HSPE's a assinatura topolégica associada as isometrias ndo translacionais.

Mais ainda, devido a (3.105) podemos escrever

(Pgip(si) = (I)ea:p(si) - (I)?;rpus(si) . (3108)

g stas relacdes sio aproximadas pois estamos supondo a validade de (3.91). Este presuposto ¢ plena-

mente justifcado a posteriori pela figura 3.7. Veja também a observagao 3.10.
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com
B (51) ~ Segp(si) + Peap(si) (3.109)

sendo 7 (s;) o HSPE do toro minimal que recobre M.
Agora, usando o fato que < $(s;) >~ Peyp(s;) obtemos uma outra expressao aproxima-
da para a assinatura topoldgica das isometrias néo translacionais de modelos de universo

localmente euclideanos e pequenos,

phto(s:) m <B(si) > — B (si) - (3.110)

exp

Esta expressdo pode ser avaliada numericamente pois o HSPM ¢ obtido mediante simu-

lagdes por computador, e @i‘;’;‘”(si) é dado explicitamente por

prrus(s)m |1 - = Z vy | 85, (ss 550 e Yy, (3.111)

QEPt gEF:
No que segue usaremos (3.110) e (3.111) para identificar o aspecto da assinatura das
isometrias ndo translacionais de uma forma espacial euclideana. Usando resultados em
[14] podemos calcular facilmente $3¢,(5:) para o caso de regras de construcdo triviais e

uma bola de raio R como universo observado U, obtendo

B (5 = SV - Vpusr L)ep- L), (3112)

exp 32 R ‘R R R

onde © é a funcio de Heaviside. Os coeficientes v, podem ser calculados baseando-se em
argumentos geométricos simples. De fato, a isometria g transforma isometricamente a
bola g1 (i) na bola U, de modo que s6 as fontes em g~' (1) MU possuem um g-parceiro

em U e formam g-pares. Temos entao

Vol(g ) nU)

Vg:

Vol(U)
Uma conta simples mostra que
3 (d 1 {d,\°
—1-2{Zs {2 3.113
Yo 4(R)+16(R> ! (3:113)
onde
dg = 59(0’ gﬁ) )

ou seja, d, é a distancia do centro de U até a sua imagem pela isometria g. O HSPE
(3.111) pode entdo construido usando as expressoes (3.112) e (3.113).

O grupo de recobrimento I'; do toro minimal T que recobre M é gerado pelas trans-
lacdes a = a?, b=fF%ec= G716, e o poliedro de Dirichlet deste toro ¢ um paralelepipedo

de altura 2 e base quadrada de lado v/2. Como HSP’s correspondentes a modelos de
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Figura 3.5: A parte (a) ¢ um HSP e a parte (b) é um HSPM para o toro Ty que recobre a
variedade Gg correspondente as figuras 3.2 e 3.3. Todos os catdlogos utilizados sdo compdaveis
com dos utilizados nestas figuras anteriores, e possuem aproximadamente 240 fontes cada um.
Os intervalos (0,4R?] foi subdividido em caixinhas de 0,01 de largura. Observe que ndo existe
nenhuma diferenga relevante entre os histogramas da variedade Gg e 0s do toro que a recobre,

ilustrando o fato que o espectro de picos topolagicos néo é suficiente para diferencia-los.

universo que possuem as mesmas translagbes nos seus grupos de recobrimento exhibem
o mesmo espectro de picos topoldgicos, entao histogramas de M e de Ty nao devem ser
distinguiveis a partir de uma andlise do espectro de picos apenas. Isto estd ilustrado na
figura 3.5 onde é mostrado um HSP, e um HSPM construido com 50 catalogoes simula-
dos em Ty Todos os catdlogos usados para construir os histogramas na figura 3.5 séo
comparaveis aos usados nas simulagdes feitas na subsecio anterior, e possuem aproxima-
damente 240 fontes. Pode-se observar que nao existe nenhuma diferenca importante entre
os histogramas correspondentes a M e os correspondentes a Tar, mesmo depois de ter
reduzido o ruido tomando a média sobre uma amostra de 50 catdlogos.'? Assim, pela

mera inspeccdo dos pices nos histogramas das figuras 3.2, 3.3 e 3.5, ndo é possivel saber

12Uma inspecdo mais detalhada mostra que o nivel de ruido nos histogramas correspondentes a Ty
¢ menor que nos histogramas correspondentes a M. Porém, como nao podemos quantificar o ruide

estatistico num histograma, esta informagfo ndo é de muita utilidade.
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Figura 3.6: HSPE dado por (3.111) para toro T que recobre a variedade Gs correspondente
as figuras 3.2 ¢ 3.3. A comparacio entre o HSPE desta figura com o HSPM na figura 3.5(b)
mostra a exatidio da técnica HSPM.

se foram construidos com catdlogos em modelos de tipo Gg ou do tipo G;. Em sintese, os
picos de origem topolégica nao sdo suficientes para distinguir entre estas duas varieda-
des porque elas possuem o mesmo conjunto de translagoes de Clifford no seus grupos de
recobrimento.

Para examinar a assinatura topoldgica das isometrias ndo translacionais de M em
Cristalografia Cdsmica, e portanto, para poder distinguir entre M e Tyy, faremos uso de
(3.110) e (3.111). A figura 3.6 apresenta o grifico de ®7*(s;) dado por (3.111) para o
caso de um universo observado de raio R = /2. A comparagio entre este HSPE e 0 HSPM
da figura 3.5 evidencia o poder da técnica de HSPM. Nas figuras 3.6 ¢ 3.7 reduzimos o
numero de fontes de 240 a 120 para aumentar a amplitude da assinatura topoldgica das
isometrias nao translacionails, enquanto Incrementamos a largura das caixinhas de 0,01
para 0,02 para manter a amplitude dos picos topoldgicos igual as simulagdes anteriores.
As figuras 3.7a e 3.7b s&o grificos de (3.110). O primeiro grafico corresponde & diferenca
dada pela equacdo (3.110) com um HSPM para Ty, enquanto o segundo corresponde &
mesma diferenca, mas com um HSPM para M. Ambos HSPM’s foram construidos toman-
do amostras de 5000 catalogos. Como os HSP’s de ambas variedades possuem o mesmo
espectro de picos topoldgicos, as diferencas dadas por (3.110) e apresentadas na figura 3.7
fornecem a assinatura topolégica das eventuals isometrias nio translacionais mais algum
ruido estatistico remanescente. A figura 3.7a é essencialmente rufdo estatistico, como
esperado, pois um toro néo possui isometrias nao translacionais no seu grupo de recobri-
mento; j& a figura 3.7b mostra a assinatura topoldgica das isometrias ndo translacionais

de I

Observacao 3.10 Da figura 3.7b pode-se ver que a amplitude da assinatura topolégica

das isometrias ndo translacionais é de aproximadamente uma ordem de grandeza menor
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Figura 3.7: HSPM’s correspondendo as assinaturas topoldgicas das isometrias nao translacionais
dadas por (3.110). A parte (a) corresponde ao toro Ty das figuras 3.5 ¢ 3.6. Ambos HSPM foram
construidos com amostras de 5000 catdlogos com aproximadamente 120 fontes, e caixinhas de
largura 0,02. Enquanto (a) exhibe essencialmente sé ruido estatistico, (b) apresenta a assinatura

topoldgica das isometrias nio translacionais da variedade Ge.

que a amplitude e o ruido estatistico de um HSP individual, como mostra a figura 3.2, de
modo que esta assinatura dificilmente poderd ser extralda de um HSP individual cons-
truida com algum catélogo real. Tivemos sucesso em evidénciar esta pequena assinatura
topolégica nas nossas simulagdes, porque pudemos reduzir o ruido estatistico em duas
ordens de grandeza usando a técnica HSPM. Por outro lado, a outra componente da as-
sinatura topolégica dada pela expressio exata (3.89), para o caso do toro Ty, tem uma
amplitude, no minimo, trés ordens de grandeza menor que a amplitude do HSP, pois ela
nio se manifesta na figura 3.7a. Podemos esperar que esta componente corresponden-
te a M seja da mesma ordem de grandeza, e portanto desprezivel, justificando assim a

aproximagio (3.91). W

Podemos obter um melhor entendimento das caracteristicas estruturais exhibidas na
figura 3.7b, em particular a posi¢ao exata dos saltos da assinatura topolégica das isome-

trias ndo translacionais, observando que, como I' age livremente e de maneira discreta
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912 | Tipo | k1 [ ka4+n| n
PI | - | 01 | -
0.5 |IIp) | - - Joa
I{p} | - - |01
1 I[P |01 - -
PL | - | 12 | -
15 |[1(p) | - Y
IM(p) | - - 1,-2
9 IP 11,-2 - -
Pl - 2,-3 -
125 [1I(p) | - - 1-23
) | - - 2,-3

Tabela 3.1: Primeiros cinco valores para |g|2,,,,, e especificages do tipo de isometrias e valores

dos pardimetros que as definem.

no espago euclideano, existe uma separagdo minima nao nula entre todos os g-pares, pa-
ra cada g € T, e portanto os termos ®9..(s:), que aparecem na definigio da assinatura
topoldgica das isometrias ndo translacionais, equagao (3.107}, sdo zero até a i-ésima caixi-
nha dada por |g|2,, € J;. Como pode ser inferido do exemplo 3.9, estas fungdes comegam
bruscamente nesta i-ésima caixinha, portanto pode-se esperar que a assinatura topoldgica
das isometrias nao translacionais apresentem estes saltos em posigdes bem definidas, que
determinaremos no que se segue.

Observe que todas as isometrias ndo translacionais de I' podem ser catalogadas em
alguma das seguintes categorias, de acordo a se os parametros [ e m em (C.23) sio pares

(P} ou impares (I):

Tipo IP | =2k +1e m = 2k,

Tipo Pl I =2kiem=2k;+1, ¢

TipoIl =2k +1em=2ky+1,

onde k; e kp sdo inteiros. Um calculo simples, porém longo permite mostrar que

|p(2k1 + ]-a 2k2!n)la2nin = (2k1 + 1)2 )
|(2ks + 1, 2ka, )2, = (2k1 -+ 1)%,
|p(2ky, 26y + 1,0} 2 = 2(k2 4+ n+1/2)%,
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|4(2k1, 202 + 1) 5 = 2(k2 +n+1/2),

|o(2k1 + 1, 2k + 1,0)|%,, = 2(n—1/2)%,
|2k + 1,2k + 1, n) 2, = 2(n+1/2)2,

Destas equagoes é facil ver que as contribuigOes das isometrias ndo translacionais a assi-
natura topoldgica comegam bruscamente em s; = 0.5,1,4.5,9,12.5... (veja tabela 3.1).
Um universo observéavel correspondendo a um levantamento cobrindo todo o céu, e de
raioc B = +/2 da lugar a constribuicdes nio nulas de isometrias nio translacionais com
|92, < 4R? = 8, e portanto a sua assinatura topoldgica deve apresentar saltos somente

em s; = 0.5,1 e 4.5, conforme com a figura 3.7b.
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Capitulo 4

Conclusoes

‘Would you tell me, please, which way I ought to go from
here?’ ‘Thot depends a good deal on where you want to get
to’, said theCat. ‘I don't much care where...’, said Alice.
‘Then it doesn’t matter which way you go’, said the Cat.
‘So long as I get somewhere’, Alice added as an explanation.
‘Oh, you're sure to do that’, said the Cat, ‘If you only walk

long enough.’

Lewis Carroll

Every sentence I utter must be understood not as an affir-

mation but as o question.
Niels Bohr

Qual é a forma e o tamanho do Universo? As ferramentas matematicas necessarias
para uma formulagéo precisa e uma abordagem sistemética deste problema nao fazem
parte do acervo de conhecimentos que um fisico, em geral, possui. Por este motivo, nesta
tese apresentamos suscintamente e de maneira unificada os elementos da teoria do grupo
fundamental e dos espacos de recobrimento (capitulo 1), e a teoria dos espagos localmente
homogéneos e localmente isotrépicos, as chamadas formas espaciais (apéndice C}. A teoria
das formas espaciais é bastante técnica e sua leitura pode resultar bastante pesada, por
este motivo foi colocada em um apéndice.

As formas espaciais sio variedades riemannianas completas com curvatura seccional
constante. No caso tridimensional, uma classificagio completa das formas espaciais s6
pode ser feita em duas das trés geometrias de curvatura constante. No caso euclidea-
no (k — 0) existem classificacdes médulo difeomorfismos e médulo isometrias. No caso

esférico (k = 1) a classificagio isométrica evidencia que ela é também uma classificagao
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difeomorfa. J& no caso hiperbédlico (k = —1), devido ao teorema de Mostow, a clas-
sificagdo difeomorfa é também uma classificagio isométrica, porém ela permanece como
um problema aberto. Para o caso hiperbélico entio, fizemos somente alguns comentérios
sobre formas hiperbdlicas tridimensionais.

A maior parte do conteddo do capitulo inicial e do apéndice C encontra-se espalhada
em diversas publicagdes, livros e revistas, tornando laborioso o seu estudo para quem estd
querendo iniciar-se neste tema. A intenglo ao incluir nesta tese este material de natureza
puramente matemética, foi a de facilitar o processo de aprendizado destas ferramentas,
evitando que o leitor tivesse que recorrer a diferentes fontes de estudo, o que muitas
vezes implica em ter que mudar de estilo de apresentagio, notagdo, e muitas vezes, até
enfoque das teorias matematicas envolvidas. Por tanto, na se¢io 4.1 vamos nos restringir
essencialmente a uma revisdo critica dos resultados dos capitulos 2 e 3. Finalmente, na
se¢io 4.2 sugerimos algumas linhas de pesquisa que consideramos relevantes para a busca

da topologia do Universo usando fontes discretas.

4.1 Discusao dos resultados

Se o nosso Universo é pequeno o céu deve apresentar miltiplas cdpias de fontes cdsmicas.
Estas diferentes imagens de uma mesma fonte estao correlacionadas pelo grupo de reco-
brimento da variedade que descreve as segoes espaciais do espago-tempo, e sob condigbes
adequadas devem estar sendo registradas em catdlogos astrondémicos. Portanto, a busca
da topologia césmica usando fontes discretas se reduz (i) & construgdo de métodos para
extrair informacao topoldgica do Universo a partir destes catdlogos e, depois de desen-
volvidos e testados tais métodos, (ii) & sua aplicagdo a catélogos reais para tentar extrair
informacio sobre o tamanho e forma do Universo.

Nesta tese discutimos em detalhe um de tais métodos, a Cristalografia Césmica. Na
subsegio 4.1.1 apresentamos as conclusées que resultam desta tese relacionadas ao método
de Cristalografia Césmica. Na subsegao 4.1.2 apresentamos outros resultados paralelos

que surgem deste trabalho.

4.1.1 Resultados principais

A identificacio direta de imagens multiplas de um objeto cdsmico possui problemas de

ordem prética. Algumas das principais dificuldades sao:

1. Duas imagens do mesmo objeto a distancias distintas do observador correspon-

dem a diferentes estdgios na sua evolu¢io. Como o mesmo objeto pode apresentar
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uma morfologia diferente em cada um desses estdgios, a identificagao de imagens
multiplas é impossivel sem algum modelo adequado da evolugdo do tipo de objeto

em consideragao.

2. Duas imagens do mesmo objeto sio observadas segundo orientagdes diferentes, e o

objeto pode apresentar uma morfologia diferente de acordo ao angulo de visdo.

3. As regras de sele¢io em muitos casos podem impedir a observagdo de uma ou mais
cépias de uma mesma fonte, dificultando assim a identificagdo das isometrias do

grupo de recobrimento das se¢bes espaciais do Universo.

Estes problemas diminuem em grande medida se utilizarmos métodos estatisticos para
detectar as correlagdes de distancia que surgem devido & distribuigao {quase) periddica
das imagens observadas num catélogo que possua imagens miiltiplas.

O método estatistico estudado em detalhe nesta tese é o método de Cristalografia
Césmica, e estd baseado na busca das correlagdes de distancia usando histogramas de
separacio de pares a partir de um catélogo de fontes discretas. Este método, porém sofre

de duas limitagoes:

1. O método estd baseado fortemente no suposto conhecimento das distancias fonte-

fonte e fonte-observador,

9. O método s6 é capaz de revelar a existéncia e a fungdo distincia das primeiras
translacdes de Clifford do grupo de recobrimento da variedade que descreve as se¢oes
espaciais do nosso Universo. De fato, os gréficos de HSPM's apresentados na segao
3.3 indicam que a assinatura topoldgica das isometrias ndo translacionais ¢ muito

pequena para ser de utilidade pratica na busca da topologia do nosso Universo.

A segunda limitagdo faz este método inadequado para detectar a topologia no caso
que o Universo seja localmente hiperbélico, e além disso nao permite distinguir entre duas
variedades que possuam o mesmo subgrupo de translagdes de Clifford nos seus grupos de
recobrimento. J4 a primeira limitagio é fatal para as aplicagdes do método a catdlogos
reais no momento, pois a presenca de picos nos HSP’s é fortemente sensivel & precisdo
na determinacdo dos pardmetros de densidade usados na relagéo redshift-disténcia que
transforma o redshift observado de cada fonte em distancia da fonte ao observador.

Os valores mais provaveis para os pardmetros de densidade sao Qo =~ 0,3e Qa0 =0,7,
quando é imposto o vinculo Qg + Q40 =1 (veja por exemplo [92]). Como fol mostrado
na subsecdo 3.3.2, usando catélogos de aglomerados de galdxias (Zmar = 0,3) € necessdrio

atingir uma precisdo maior que 1% na determinagéo de ,,0 para poder observar picos no
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HSP, caso o Universo seja pequeno e localmente plano. Compare este valor com a precisio
atual para §lmg de aproximadamente 30%! [92]. E evidente que usando a relagio redshift-
distdncia com valores dos pardmetros cosmologicos atuais, os PSH'’s de catdlogos reais
dificilmente vio apresentar picos mesmo que nosse Universo seja pequeno e localmente
euclideano. Portanto, a auséncia de picos nestes histogramas nio implica na imposi¢io
de limites observacionais na forma e tamanho do nosso Universo. Em outras palavras,
desta tese desprende-se que a Cristalografia Césmica nio é capaz de descartar modelos

de Universo pequenos na escala de =~ 103 Mpc.

4,1.2 Outros resultados

Podemos mencionar alguns resultados secunddrios que se originam desta tese.

1. O poliedro de Dirichlet e as instrugdes de colagem de uma forma espacial que ndo é
globalmente homogénea dependem fortemente do ponto escolhido como centro. Na
subgsecdo C.2.3 apresentamos um poliedro fundamental e instrugdes de colagem para
uma forma espacial M de classe G, e as duas formas espaciais nio isométricas que
recobrem M e sdo, por sua vez, recobertas por Ty, 0 toro minimal que recobre M.
Mostramos que ambas as variedades sio da classe G,. Porém néo é trivial identificar
uma delas como sendo parte desta familia pois o poliedro de Dirichlet centrado na
origem e as instrugdes de colagem correspondentes ndo sio da forma candnica. A
sua identificagfio dentro da classificagio difeomorfa dada pelo teorema C.18 se faz
calcutando o primeiro grupo de homologia. Mostramos também como escolhendo
convenientemente o centro do poliedro de Dirichlet, as novas instrugdes de colagem

permitem a identificagio desta variedade dentro desta classificacio.

2. Existem sistemas fisicos muito sensiveis ao espago ambiente. Este tipo de sensibili-
dade, denominada de fragilidade topoldgica, foi estudada para um sistema formado
por um oscilador harménico acoplado a um campo escalar. Encontrou-se que a am-
plitude do oscilador aumenta assintoticamente de maneira exponencial com o tempo
quando o espago ambiente é localmente euclideano, mas multiplamente conexo; em
contraste com o decaimento exponencial da amplitude quando o espago ambiente é
0 espago euclideano. Este exemplo fornece uma li¢io: ndo devemos subestimar o
papel da topologia do espago ambiente mesmo que o sistema fisico em estudo seja

simples.

3. Foi apresentada uma formalizagio do processo de construgdo de catdlogos facil-

mente implementivel em um programa de computador. Este algoritmo leva em
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consideragao a regiao do céu explorada pela coleta de dados (o universo observado),
a distribuigdo das fontes césmicas no espago e as regras de sele¢io, que estabele-
cem quais das fontes observiveis sdo, de fato, observadas e portanto registradas no
catdlogo. Foram também determinadas as condi¢des necessirias para que um levan-
tamento seja profundo, de modo que existam imagens multiplas de fontes césmicas
no universo observado através do levantamento. E importante observar que para
que em um catdlogo existam pares de fontes correlacionadas, o levantamento que
deu lugar ao catdlogo deve ser profundo, e as regras de selecdo nao devem ser muito

restritivas de modo a suprimir o registro de muitas fontes observaveis.

4. A técnica HSPM empregada para reduzir o ruido estatistico em HSP’s individuais é
um método bastante apropriado para identificar assinaturas topolégicas de isome-
trias ndo translacionais somente em catalogos simulados. Além disso, esta metodo-
logia pode ser igualmente utilizada para modelos baseados em variedades esféricas

e hiperbdlicas (veja por exemplo [48]).

4.2 Perspectivas

O método estudado nesta tese para identificar a topologia do nosso Universo, a Cristalo-
grafia Cdésmica, nio é adequado para este proposito no momento. Nesta segdo sugerimos
algumas estratégias para desenvolver novos métodos, & primeira vista mais adequados,

para extrair uma assinatura topoldgica a partir de catdlogos de fontes discretas.

4.2.1 Conexao entre curvatura e topologia

A conexdo entre curvatura e topologia foi colocada num contexto cosmologico pela pri-
meira vez por Bernshtein e Shvartsman [10], e estudada com mais detalhe por Roukema
e Luminet [96]. A andlise feita em [96] é baseada na escolha de um candidato a se¢io
espacial do universo (SEU) e os métodos usados sdo, em principio, capazes de determinar
o0s parametros de curvatura com muita precisdo. Porém, os candidatos a SEU’s existentes
atualmente ndo sao robustos, pois estao baseados em identificactes de imagens individuais
[95], ou identificactes de configura¢des de quasares usando catdlogos necessariamente in-
completos [94] (para uma discussdo critica do uso de quasares em topologia cdsmica veja
a subse¢ao 4.2.3).

A conex3o entre curvatura e topologia sugere, porém, uma estratégia bastante interes-
sante esquematizada a seguir. Se desenvolvermos métodos para achar candidatos a SEU’s,

¢ acharmos alguns candidatos robustos, podemos usi-los para determinar valores preci-
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s0s nos pardmetros de curvatura como sugerido em [96]. Depois, com os parimetros de
curvatura determinados com os candidatos a SEU’s aplicarfamos algum método de busca
topoldgica baseado em correlages de distancia (Cristalografia Césmica, por exemplo) a
algum catalogo real de fontes discretas. A assinatura topolégica obtida pela aplicacao
deste daltimo método deve coincidir com a assinatura topoldgica predita pelo candidato a
SEU, desta maneira seria possivel eliminar varios dos candidatos, ¢ em tltima instancia
determinar a forma e tamanho do Universo.

Como os métodos para procurar candidatos a SEU’s baseados em identificagbes de
imagens ou configuragoes de imagens, e os métodos baseados em correlagdes de distancia
nao sio adequados, sugerimos desenvolver métodos baseados em correlagbes angulares
para determinar a estrutura algébrica do grupo de recobrimento I' do candidato a SEU, e
usar este grupo para determinar os parimetros de curvatura.! De fato, como foi apontado
por Bernshtein e Shvartsman em [10], a estrutura algébrica de I' determina o sinal da

curvatura espacial do espacgo-tempo no caso do candidato a SEU ser compacto, pois se

1. I' é finito, entdo k = 1. De fato, I'somS® = SO(4) é compacto, de modo que

qualquer subgrupo discreto de isometrias da esfera S* é necessariamente finito.

2. T possui um subgrupo comutativo com trés geradores independentes, entdo k = 0,

pois toda forma espacial euclideana compacta é recoberta por um toro.

3. T é infinito e gualquer subgrupo comutativo nao possui mais de dois geradores

independentes, entdo k = —1.

Devido aos teoremas de classificacao das formas espaciais euclideanas e estéricas, se
k = 0 a estrutura algébrica de I' permite identificar o candidato a SEU mdédulo difeo-
morfismo, e se k = 1 a estrutura algébrica de I' permite identificar o candidato a SEU
univocamente, exceto no caso de I ser ciclico, onde teriamos varios candidatos: os espagos
lente. Por tltimo, no caso hiperbdlico o teorema de Mostow e a extensa lista de varieda-
des hiperbdlicas contida no censo de Hodgson-Weeks permitiria a identificagio de vdrios
candidatos a SEU. Porém, a existéncia de sequéncias de variedades hiperbdlicas compac-
tas acumulando-se em variedades com pontas pode tornar muito dificil uma identificaco
univoca.

Nos casos k # 0 a desigualdade ppae < Pror, ONAE Prmg, é a maior distédncia em unidades
do raio de curvatura determinada por I, estabelece um limite superior ao raio de curvatura
do Universo (subse¢do 3.2.4). Por outro lado, um limite inferior ao raio de curvatura

existe devido aos valores observacionais dos parametros cosmoldgicos (observagio 3.2).

1Um método potencialmente 1til para este propésito é brevemente descrito na subsegao 4.2.2.
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Assim, se o nosso Universo é hiperbélico ou esférico, a determinagio dos pardmetros de
curvatura fica grandemente reduzido pela existéncia destes limites. J4 no caso euclideano,
0 espago de parametros é unidimensional (supondo, claro, que os pardmetros de curvatura
sejam apenas o € Q40), € portanto pode ser usado o método de Cristalografia Césmica

varrendo todas as possibilidades dentro do intervalo compativel com as observagdes atuais.

4.2.2 Correlagoes angulares

Toda a estratégia descrita na subse¢do anterior depende fortemente do desenvolvimento
de algum método capaz de determinar uma apresentagao combinatéria de I'. Vamos
sugerir agora como isto pode ser feito usando correlagdes angulares entre fontes discretas.
Os métodos de busca da topologia usando as anisotropias da radiagao cdsmica de fundo
estio baseados em correlacdes angulares. O método que propomos é uma mistura de (1)
a proposta de Cornish, Spergel e Starkman [26] que consiste em identificar circulos com
o mesmo padrio de anisotropia da radiagio na superficic do dltimo espalhamento, e (i)
uma modificagio do método de Coleta de Pares Correlacionados (CPC) sugerido em [115].
Vamos descrever primeiro a versdo original do método CPC para depois modifica-lo de
modo que seja capaz de revelar correlagdes angulares entre fontes discretas.

Seja C um catalogo de fontes discretas com N fontes, ¢ P = N(N —1)/2 o ndmero de

pares de fontes no catalogo. O método CPC consiste das seguintes etapas.
1. Computar as P distancias d(p,¢), comp,g € C e p #q.
2. Ordenar as P distancias numa lista {d; }1<i<p tal que

di < dir.

3. Criar uma lista de incrementos {As}i<icp-1, onde

Ai=dia—di.

4. Definir o indice CPC por
RN
S pP-1’
onde N = Card{s : A, =0}.

Numa situagio mais realista o indice CPC é substituido por

Ne
Rf = E
P-1
onde N, = Card{i : A; < ¢}, e ¢ > 0 é um parametro que quantifica erros na

determinagio das posigbes das fontes do catalogo.
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Se nosso Universo for grande, entdo a probabilidade de dois pares de fontes estarem
separados pela mesma distancia é nula, e portanto R == 0. J4 num universo pequeno, dado
g €T, se p e ¢ sido fontes no catilogo, e gp e gg também estdo no catélogo, entdo (i) os
pares (p,q) e (gp,gq) estio separados pela mesma disténcia, e (ii) se g é uma translagdo
de Clifford, os g-pares (p,gp) e (g,gq) também estdo separados pela mesma disténcia.
Segue-se que se o catdlogo C possui imagens miltiplas, entdo R > 0, ou seja o indice CPC
¢ um bom indicador da presenca de uma topelogia nao trivial no Universo.

Observe que o uso de parimetros cosmoldgicos falsos na passagem de redshift para
distancia implica na determinacdo de distincias diferentes das reais, e portanto destro: as
correlacdes de distdncia. Segue-se que usando pardmetros falsos obtemos R =~ 0 mesmo
no caso do Universo ser pequeno. J& o uso dos verdadeiros pardmetros cosmolégicos
fornece R > 0, e portanto o indice CPC permite, em principio, uma determinagao precisa
dos pardmetros cosmolégicos. A principal desvantagem do método CPC é que nao da
nenhuma informagio sobre a identidade do candidato a SEU, a nao ser a de que o SEU
tem topologia ndo trivial.

Suponha agora que o catdlogo C é decomposto em K subcatdlogos {C(z;,62;) }ica, . ks
onde cada C(z,62) é formado por todas as fontes de C com redshift no intervalo (2 —
%i, z + %], e a largura éz; de cada subintervalo é escolhida de modo a fornecer uma
largura na escala temporal aproximadamente constante (veja a subsecao 4.2.3). Aplicando
o método CPC a cada um destes catdlogos obtemos um fndice que depende de z, R(z;).
Mais ainda, como o universo observado correspondente a cada catdlogo é um casquete
esférico muito fino, podemos substituir as distdncias entre pares de fontes por separagoes
angulares, obtendo deste modo um método de busca da topologia usando correlagdes
angulares, e portanto independente dos parémetros cosmoldgicos, e vélido, em principio,
para qualquer geometria de curvatura constante.

Para catélogos C(z;,6z) correspondentes a levantamentos nao profundos temos que
R(z) =~ 0. J& para catdlogos C(z,0z;) correspondentes a levantamentos profundos,
R(z) > 0, e portanto a assinatura topolégica deste método, a fungéo R, é um grafico que
é nulo para os primeiros valores z;, e positivo a partir de um redshift zim,. Este valor de
Ziim 6 0 valor de redshift minimo para levantamentos profundos (veja a subsegéo 3.2.2).

Se para certo catdlogo C o indice R é positivo a partir de certo 2im, é possivel isolar
os pares correlacionados e desenhé-los sobre uma esfera. Mediante um ajuste de curvas,
entio, é possivel reconhecer os pares de circulos identificados de maneira andloga ao
método proposto por Cornish, Spergel e Starkman em [26], e a partir daqui podemos
utilizar alguma adaptagio do algoritmo de Weeks [118] para construir uma apresentagao

combinatéria de I', obtendo desta maneira um candidato a SEU robusto para ser usado
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no programa descrito na subsecao 4.2.1. De fato, a cada par de circulos identificados
corresponde uma isometria {elemento de I'). Com um nidmero suficiente de pares de
circulos é possivel iniciar uma busca de relagtes em I, e em 1ltima instancia determinar
sua estrutura algébrica (apresenta¢io combinatéria). Com esta apresentacdo de T' pode-se,

entdo identificar o sinal da curvatura e, possivelmente, a topologia do espago.

4.2.3 Catalogos com galaxias de nicleo ativo

As galdxias de nicleo ativo (GNA) sdo os objetos astrondmicos mais luminosos conheci-
dos no Universo. Existe uma grande diversidade de objetos césmicos classificados como
GNA’s: quasares, radio galdxias, objetos BL-Lac, galdxias de Seifert. Porém, no presente
acredita-se que todas elas (ou pelo menos uma grande parte) sdo manifestagdes do mesmo
tipo de objeto cdsmico, e a sua aparente diversidade deve-se & orientacio da GNA em
relacio & nossa linha de visfo (veja por exemplo [33, 117, 120]). Devido & sua alta lu-
minosidade intrinseca elas podem ser observadas a distancias muito grandes e, portanto,
com valores altos de redshift. Valores tipicos de redshifts de GNA’s variam entre z =& 2
e z &~ 3, embora tenham sido observadas também GNA’s com z > 5 [19, 39, 80]. Isto
faz das GNA’s fontes discretas interessantes para serem utilizadas na busca da topologia
do Universo. Porém, as GNA’s sofrem de um defeito, a primeira vista, devastador: elas
possuem um tempo de vida muito curto. De fato, o tempo de vida de uma GNA tipica é
estimado em 0, 05Gyr [33, 52, 71].

Para calcular o intervalo de redshift Az correspondente a um intervalo de tempo
equivalente ao tempo estimado de vida de uma GNA, derivamos a relagio redshift-tempo

retrégrado (3.47) em relagdo a z,

Ar = 7'(2)Az
= j—[ﬂ (1+2)* + Qa0 — (S — 1)(1+z)2]‘1/2~A—Z-
B, o A0 0 115

Tomando como pardmetros cosmologicos Hy = T0kms™ /Mpc, Qmg = 0,3 € Qy¢ = 0,6,

e considerando os valores tipicos z = 2 ¢ A1 = 0, 05Gyr para GNA’s, obtemos
Az=0,03. (4.1)

A interpretacio deste resultado é muito simples. Primeiro suponha que uma galdxia
possua duas imagens com redshifts z; = 1 e zg = 2. A primeira fonte emitiu a luz que
estéd sendo observada hoje hd 7(z;) = 8,07Gyr, enquanto que a segunda fonte emitiu a
luz que estd sendo observada hoje hd 7(z) = 10,66Gyr. Portanto, o intervalo de tempo

entre as duas emissdes de luz é A7 = 2,59Gyr. K claro que se a galdxia é observada
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como sendo uma GNA com z = 2, entdo ela serd observada como uma galdxia normal
com z = 1, pois o tempo de vida tipico de uma GNA é bem menor que 2,59Gyr. Assim,
uma das imagens (aquela com z = 1) ndo aparecerd no catdlogo de GNA’s. O intervalo
de redshift (4.1) é a maior diferenca entre os redshifts de duas imagens de uma mesma
galixia com z & 2 para que, se uma das imagens é uma GNA, a outra também o seja.
Em conclusio, ao usar GNA’s como fontes discretas na busca da topologia do Universo
devemos nos restringir a catdlogos correspondentes a universos observados com redshift
(quase) constante. Este é justo o tipo de catalogos utilizados no método de correlacbes
angulares sugerido na subsegao anterior. Deve-se observar, no entanto, que ao limitar o
universo observado a cascas esféricas o nimero de fontes em cada catdlogo C(z;,0z;) é
grandemente reduzido. De fato, assumindo, para fins ilustrativos, uma distribui¢ao ho-
mogénea de GNA’s no universo (ou seja uma distribuicio independente de z), e denotando
por N; o nimero de fontes no catdlogo C(z;,9z;), e por N o nimero de fontes no catdlogo

original C, temos

Vol (U,)
Vol(U)

d(z)

onde U; é o universo observado correspondente ao catdlogo C(zi, 8z;), e U é o universo

2|2

Q

observado correspondente ao catalogo C, e estamos considerando que o catilogo C foi
construido a partir de um levantamento cobrindo todo o céu. Adotando os mesmos
valores dos pardmetros cosmolégicos usados para calcular (4.1), obtemos que para z; = 2
e Az; = 0,03, N;/N »~ 2,5%. Ou seja, se o catdlogo C possui 1000 fontes, o catalogo
C(z =~ 2,62; =~ 0,03) possuird aproximadamente 25 fontes.

Os catdlogos atuais de GNA’s potencialmente titeis para topologia césmica possuem
menos de 2000 fontes [53]. O maior esfor¢o atual que estd sendo feito para construir um
catlogo de GNA’s é o Sloan Digital Sky Survey (SDSS), que pretende coletar espectros de
aproximadamente 10 GNA’s com reshifts de ate z 2 6 [70]. Porém o universo observado
deste catdlogo corresponde a somente 25% do céu, e portanto ndo ¢ claro se este catdlogo
serd de uso em topologia coésmica. Contudo, consideravel trabalho tedrico e computacional
serd necessario antes de podermos determinar (i) quais sao as limitagdes do método CPC
com correlacdes angulares usando GNA’s, e (i) que caracteristicas deve ter um catalogo

para poder ser utilizado no contexto deste método.
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4.2.4 Geracao automatica de catalogos simulados

Seria muito conveniente se pudéssemos contar com virios métodos que permitam detec-
tar a topologia do Universo para fazermos testes de consisténcia, caso aparegam varios
candidatos a SEU. Porém o desenvolvimento de cada método envolve muito trabalho
computacional. De fato, para testar algum método de busca da topologia do Universo (i)
seleciona-se um modelo cosmolédgico, ou seja um conjunto de pardmetros cosmolégicos e
uma variedade M (com grupo de recobrimento T') representando as segdes espaciais do
espago-tempo, (ii) selecionam-se regras de construgio e determina-se o universo observa-
do, (iii) geram-se catalogos segundo estas regras de construgdo, e finalmente (iv) aplica-se
o método que estd sendo estudado a cada um destes catalogos. E facil ver que as duas
tltimas etapas que envolvem muito célculo numérico.

Como a geracio de catalogos é essencialmente independente do método que estd sendo
testado, pode ser muito ttil e conveniente dispor de um programa de geragao automatica
de catdlogos. Num programa deste tipo os dados de entrada seriam os pardmetros do
modelo cosmolégico, um conjunto de geradores de T, a posigao do observador dentro de
M (quando néo for globalmente homogénea), um conjunto de regras de construgao ¢ uma
descrigdo do universo observado. O programa, por sua vez, darla como saida uma lista de
fontes césmicas fornecendo para cada uma delas (i) a posi¢do angular, (ii) a distancia da
fonte ao observador ou redshift (segundo convenha) e (iii) quaisquer outras caracteristicas
que o método que estd sendo estudado venha a precisar.

Contudo, a parte do processo de geragdo de catalogos de fontes discretas que independe
do método de busca topolégica, consiste na elaboragio da lista das posigdes das fontes

césmicas. Este processo consiste, esquematicamente, das seguintes etapas:

1. Construgio do poliedro de Dirichlet D com centro em uma imagem do observador

no recobrimento universal de M.

2. Construcio, usando as isometrias de recobrimento de M, das copias de D que in-

terceptam o universo observado. Chamemos estes poliedros de PF secundérios.

3. Geracio das imagens das fontes cosmicas em D segundo a distribuigdo de matéria

dada pelas regras de construgéo.

4. Geracio, usando as isometrias de recobrimento de M, das imagens que estdo na

interse¢io dos PF secundérios com o universo observado.

5. Geracdo do catalogo, registrando somente aquelas fontes que satisfazem todas as

regras de selegdo.
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6. Transformagdo da distincia radial, de cada fonte no catdlogo, em redshift usando

os parimetros cosmolégicos (Opcional).

E conveniente aclarar o que estamos querendo dizer com “construgdo” de um poliedro.
Devido ao lema C.3, a construgio do poliedro de Dirichlet D é equivalente 3 determinagio
das isometrias gp das instrugdes de colagem. Portanto, o problema algébrico a ser resol-
vido no item 1 é o de determinar o conjunto de geradores {gr € I : F é uma face de D},
ou geométricamente, por {C.9), o conjunto dos semi-espagos essenciais para D. Em re-
lacdo ao item 2, é possivel calcular as relagdes entre os geradores gp usando o lema C.4.
Os ciclos de arestas e as relagdes entre os geradores gp sfo usadas para construir uma
cobertura do universo observado com poliedros fundamentais (cépias de D). Finalmente,
a lista das isometrias ¢ € T que levam D em cada um destes PF secundarios é toda a
informacdo que se precisa para implementar posteriormente o item 4.

A implementagdo dos outros items é relativamente simples e néo serd comentada aqui.
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Apéndice A

As geometrias classicas

Se esta € uma linhe reta fmostrando ¢ audiéncie uma linha
reta desenhada com uma réguaj, entio necessariamente a
soma dos dngulos de um triangulo € igual a dois refos; e
reciprocamente, se a soma ndo € iguel a dois dngulos retos,
entdo o tridngulo nao € retilineo.

Aristételes

A Geometria nio € verdadesra, ela é vantajosa.

Henri Poincaré

Historicamente, a primeira geometria, e virtualmente a tinica em quase 5000 anos da
histéria da humanidade, foi a geometria euclideana que, formulada na sua forma sintética
ou axiomadtica, é baseada nos famosos cinco postulados de Euclides. Com o advento das
geometrias ndo euclideanas no inicio do XIX abriu-se uma nova era na matematica, e por
conseguinte, na formulagao de teorias fisicas.

As geometrias ndo euclideanas, na sua formulagdo sintética, estdo baseadas na subs-
tituigdo do quinto postulado de Euclides. Uma das muitas maneiras equivalentes de
formular o quinto postulado de Euclides é em termos de paralelas: por um ponto fore de
wma reta passa uma unica paralele a esta. Substituindo este postulado pela afirmagao
de que por um ponto fora de uma reta nao passa nenhuma reta paralela a esta, chega-se
4 geometria esférica. Por outro lado, substituindo o quinto postulado pela afirmacio de
que por um ponto fora de uma reta passam infinitas paralelas a esta chega-se & geometria
hiperbélica.

A formulagao sintética de uma geometria, baseada em axiomas e definigdes de con-

ceitos geométricos, é muito onerosa ¢ pouco pratica do ponto de vista das aplicacdes na
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fisica. A moderna geometria riemanniana permite a formulagio destas geometrias em ter-
mos algébrico-analiticos, uma heranga da formulagio cartesiana da geometria euclideana.
Esta formulagiio moderna estd baseada no conceito de distancia e de transformagoes que
preservam esta distancia, as isometrias, e é o ponto de vista adotado neste trabalho. As
segles A.2, A.3 e A.4si0 dedicadas a apresentar, seguindo este enfoque, as trés geometrias
cldssicas e alguns resultados relevantes para a cosmologia.

Uma caracteristica da formulacio métrica das geometrias classicas, e que constitui
uma clara vantagem do ponto de vista das aplicagdes em cosmologia, é que deixa evidente
a natureza limite da geometria euclideana em relagfo &s geometrias esférica e hiperbdlica.
Os conceitos de métrica e paralelismo em geometria riemanniana levam naturalmente
aos conceitos de curvatura, e particularmente ao de curvatura seccional. Acontece que a
geometria esférica é uma geometria com curvatura seccional constante positiva, enquanto
que a geometria hiperbdlica é uma geometria com curvatura seccional constante negativa.
Cada uma destas geometrias constitui, na realidade, uma familia de geometrias para-
metrizadas pelo valor da sua curvatura seccional. A geometria euclideana, sendo uma
geometria com curvatura seccional nula, é vista como caso limite das familias de geome-
trias nio euclideanas quando o valor da curvatura seccional se anula. Sob o pressuposto
que nosso Universo é localmente homogéneo ¢ isotrépico, a pergunta: Qual é a geometria
que descreve melhor o nosso Universo? pode ser reformulada como: Qual é a curvatura
(seccional} do nosso Universo?

Neste apéndice apresentamos uma breve introducio as trés geometrias clissicas: a
geometria euclideana, a esférica e a hiperbdlica. Na primeira se¢io revisamos algumas
definicoes relevantes sobre espagos métricos. Nas segdes A.2, A3 e A4 estudamos as
trés geometrias clissicas. Para cada geometria enunciamos teoremas que caracterizam o
seu grupo de isometrias, e suas geodésicas. O contetdo deste apéndice estd baseado no

livro [87], onde o leitor interessado podera encontrar detalhes e demonstragdes de todos

os enunciados apresentados aqui.

A.1 Espacos métricos

Antes de passar ao estudo das geometrias nio euclideanas, é conveniente lembrar algumas
defini¢ies sobre espagos métricos. Uma métrica num conjunto X ¢ uma fungio d :
X x X = R que é ndo negativa, nio degenerada, simétrica, e que satifaz a desigualdade

triangular, ou seja, tal que para todo z,y,z € X,

1. d(z,y) > 0.
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2. d(z,y) = 0 se e somente se z = y.

3. d(z,y) = d(y, z).
4. d(z, z) < d(z, y) -+ d(y, 2).

Um espago métrico é um par (X, d), onde X é um conjunto qualquer, e d € uma métrica
em X. Em muitos casos a métrica em X fica clara do contexto, e portanto chama-se o
préprio conjunto X de espaco métrico.

Seja (X, d) um espago métrico. Uma bola aberta com centro em a € X e raior > 0

é o conjunto
B(a,r)={zx € X : d(a,z) <7}.

A topologia métrica em (X, d) é a topologia gerada por todas as bolas abertas em X.
Sempre que consideremos um espago métrico vamos dota-lo com a sua topologia métrica.
Sejam (X, dx) e (Y,dy) dois espagos métricos. Diz-se que uma fungdo ¢ : X =Y

preserva distancias se para todo z,y € X vale

dy {(z), p(y)) = dx(z.y) -

Observe que uma funcdo que preserva distdncias é uma fungdo injetiva continua nas
topologias métricas. Uma isometria do espago métrico (X, dx) no espago métrico (Y, dy)
é uma bijecdo ¢ : X — Y que preserva distancias. Dois espagos sdo ditos isométricos se
existe uma isometria entre eles. Pode-se mostrar facilmente que a relagdo “é isométrico
a” é uma relacio de equivaléncia entre os espagos métricos.

Claramente, o conjunto de isometrias de um espago métrico (X, d) nele mesmo forma
um grupo: o grupo das isometrias de (X, d) que é denotado por Isom(X). O espago
métrico (X,d) é dito homogéneo se para quaisquer par de pontos z,y € X, existe
uma isometria ¢ € Isom(X) tal que p(z) = y; ou equivalentemente, se Isom(X) age
transitivamente em (X,d).! Também, dada uma isometria ¢ : X — X num espago

métrico (X, d), a fungdo distancia de ¢ ¢ a funcéo real

do: X — R
z — diz,po(z)). (A1)

Uma isometria é chamada de translagio de Clifford se a sua fungio distdncia é cons-
tante.
Sejam (X, dx) e (Y,dy) dois espagos métricos. Diz-se que uma funcdo ¢ : X — Y

preserva distdncias localmente se X possui uma cobertura aberta U = {Us}een

1{m espago homogéneo é chamado as vezes de globalmente homogéneo.
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onde .4 é um conjunto de indices, tal que para todo @ € A, |y, preserva distincias.
Agora, sejam a,b € R, com a < b; entdo, uma curva geodésica em (X, d) é uma curva
a : |a,b] = X que preserva distancias localmente. Por outro lado, uma geodésica em
(X,d) é uma curva a : R — X que preserva distancias localmente. O espago métrico
(X,d) é dito geodésicamente completo se e¢ somente se cada curva geodésica em X

estende-se a uma geodésica de maneira unica.

Observagao A.1 Habitualmente chama-se também de (curva) geodésica a imagem de
uma (curva) geodésica propriamente dita; esta pratica ndo costuma causar confusio, e nds
faremos uso dela com certa frequéncia, como por exemplo, nos comentarios que seguem.
Seja (X, d) um espaco métrico, e @ : R — X uma geodésica, a distdncia de um ponto
z € X a a é definida por
d(z,a) = yelil(f;{) d(z, y).

Por outro lado, a imagem de uma geodésica por uma isometria é uma geodésica, e se
@ € I'som(X) é uma translagao de Clifford em (X, d), e @ : R —+ X é uma geodésica em

X; entdo poa: R — X é uma geodésica tal que
d(z, poa)=d(y,poa)

para todo z,y € a(R). Isto significa que uma translagdo de Clifford leva cada geodésica

em uma geodésica equidistante. ll

A.2 Geometria euclideana
O modelo padrao para a geometria euclideana n-dimensional é o espaco vetorial
R"={(z, 2% ...,z") : '€ R,i=1,2,...,n}.

O produto interno definido por

ki)
(@9) = Yo'y,
i=1

para todo z,y € R", define uma distancia em R", dada por

d’E(mvy) = 1:3 - yl )

chamada de distincia euclideana, onde | | é a norma definida a partir do produto

interno segundo
ja = /T, 2).
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O par (R", dg) é chamado de espago euclideano n-dimensional, e ¢ denotado por E™.

Uma translagao em E™ é uma fungio

T, E* — E

z — z+a, (A.2)

onde a € E”. O conjunto das translagdes formam um grupo isomorfo a R", e sio isome-
trias em E™. Observe que uma translagdo em E” é uma translagido de Clifford. Agora,
uma transformacgao ortogonal é uma fungio ¢ : E® — E™ que preserva o produto

interno, ou seja que para todo z,y € E®,

<{p(=), p(y)) > =<(z,¥) > .
Uma matriz real n x n A é dita ortogonal se a transformacéo linear associada

A:E* - E"
x — Az,

é ortogonal.? Uma transformacio ortogonal também é uma isometria euclideana, porém
nio é uma translagdo de Clifford. O grupo das matrizes ortogonais, O{n), chama-se
grupo ortogonal n-dimensional.

O seguinte teorema caracteriza as isometrias euclideanas.

Teorema A.1 Caracterizacio das isometrias euclideanas. Uma fungdo ¢ : B —
E™ € uma isometria em E™ se e somente se ¢ = 7,0 A, onde a € E" e A € uma

transformagdo ortogonal.

Este teorema afirma que toda isometria euclideana pode ser decomposta numa trans-
formacio ortogonal seguida de uma translagao. Assim, se ¢ : E® — E™ é uma isometria,

entio existem a € E™ ¢ A € O(n) tal que para todo = € E®,
plz)=Ar +a. (A.3)

Mais ainda, o teorema A.l nos assegura que esta decomposi¢ao é tinica. Para a isometria
¢ dada por (A.3) escrevemos ¢ = (a, A). E fécil ver que ¢ é uma translagéo de Clifford se
e somente se A = I, portanto as Gnicas translages de Clifford em E™ sdo as translagoes

(A.2).

2Para associar uma matriz a uma transformagcio linear fazemos uso da bhase candnica em R®. Também,
denotamos a transformacéo linear associada & matriz A pela mesma letra devido a esta identificagao

candnica, e porque isto nio deve causar nenhuma confusio no que segue.
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Sejam «, 8 € Isom(E™), pelo teorema A.1 existem matrizes A, B € O(n) e vetores

a,b € E™ Gnicos, tais que para todo z € E™,

a(z) = Az +a,
B(z) = Bz +b.

A lei de composi¢do em Isom({E™) é dada por
oo fB(z)=ABz + Ab+a,
ou equivalentemente, escrevendo o = (a, A) e 8 = (b, B),
(a,A) o (b, B) = (a + Ab, AB). (A.4)

Como I'som(E™) = O(n) x E™, no sentido de variedades, entdo I'som(E™) é uma varie-
dade diferencial. Por outro lado, a lei de multiplicagao (A.4) é uma operacio diferencidvel,
portanto Tsom(E™) é um grupo de Lie. Observe que a estrutura de grupo de Isom(E™)
é a de um produto semi-direto de E™ com O(n) (veja o exemplo B.12). O grupo das
isometrias euclideanas age transitivamente em E", portanto E™ é um espago homogéneo.
Além disso, por construgdo, a agdo de Isom(E™) em E™ € efetiva.

Seja 4 um vetor unitirio em E™ e r um nGmero real ndo negativo. O (n — 1)-plano

ortogonal a @ e que estd a uma distancia r > 0 da origem é
Pa,ry={ze E" : (i,z)=r}.

Esta representac@o de um hiperplano é inica salvo quando r = 0, pois neste caso P(#,0) =
P(—1,0). No que segue, vamos nos referir a um (n — 1)-plano simplesmente como plano.

Uma reflexao no plano P(&,7) é uma isometria de E” que tem como conjunto de
pontos fixos o plano P(4,r). Seja p: E* — E™ uma reflexdo no plano P (4, r), se mostra

facilmente que para todo z € E™,
plz)=z +2(r —{d,z)) 4. (A.5)

Claramente, p?> = I.

O lema a seguir serd utilizado no estudo dos poliedros de Dirichlet (veja a secdo C.1).

Lema A.1 Sejam k,s € E™ com |k| < |s|; entdo o conjunto dos pontos equidistantes de

sek éP(ff’;—l,r), onde
_(S—H'c s—k

i (A.6)

Ou seja (veja a figura A.1)

p(s"“ ):{:ceE“ - dg(z,k) = dp(z, $)}.

_—, T
s — K|
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Figura A.1: O plano P(%:—’,:[, 7} é o lugar geométrico dos pontos que equidistam de & e s.

s—k
[s—k|?

plk) = 5. (A7)

Além disso, se p é a reflexdo em P( ), entdo

Para concluir esta subsecio enunciamos para referéncias futuras um resultado familiar.

Teorema A.2 As geodésicas em E™ sdo as linhas retas.

A.3 Geometria esférica

O modelo padrio para a geometria esférica n-dimensional é a esfera unitaria em Ertt
St ={xc E" . |z| =1}, (A.8)

com a métrica em S" induzida pela métrica euclideana dg em E**.
Sejam z, y € 5™ e denotemos por 8(z, y) o dngulo euclideano entre z e y. A distancia
esférica entre x e y ¢
ds(z,y) = 0{z,y) . (A.9)
Observe que para todo z,y € 5%, 0 < ds{z,y) < m, e ds(z,y) = = se ¢ somente se
T = —y; ou seja, a distdncia é maxima somente para pontos antipodas. Esta métrica em
57 é a métrica induzida pela métrica euclideana em E™*!, e portanto o espago (S™,ds) ¢

chamado de espago esférico n-dimensional.
Observacgio A.2 A esfera n-dimensional de raio R > 0 é o conjunto
Sz = {z € E™ . |z| = R}.
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Q difeomorfismo

ag:S" = Sp

r +— Rz (A.10)

é uma transformacio de escala quando as esferas S™ e S estdo munidas com as métricas
induzidas pela métrica euclideana dp em E™''. Esta transformagio de escala permite
uma passagem direta da geometria em S% & geometria em S™. Assim, o estudo do modelo
padrio da geometria esférica dado por (A.8) é suficiente para os nossos objetivos. O

difeomorfismo (A.10) induz a métrica

ds,(z,y) = RO(z,y) (A.11)
= Rdg(%,%) (A.12)

em S%. Desta forma, a geometria em S} esté relacionada & geometria em S™ pela trans-

formacao de escala (A.10) e por (A.11). W

Como as transformacoes ortogonais em E™'! presservam os angulos entre vetores, o

seguinte resultado é intuitivamente ébvio.
Teorema A.3 O grupo Isom(S™) € isomorfo a O(n+1).

Um k-plano em S*, com k < n, é a interse¢do de S™ com um subespago vetorial
de E™*! de dimensdo k + 1. Vamos nos referir a um (n — 1)-plano simplesmente como
plano. Um plano é entdo determinado por um par de pontos antipodas em S™, ou equi-
valentemente, por um ponto em RP". Denotemos por Q(z) o plano determinado pelo
par {z, —z}, com & € S™. Observe que Q(z) = Q(—z), e que Q(z) = Q(y) se e somente
se 7 = =y. Como Q(z) = P(x,0) N S", e a reflexdo p no plano P(z,0) é uma transfor-
macio ortogonal que tem P(z,0) como conjunto de pontos fixos, segue-se que a restricao
p = plgn é uma isometria em S™ com Q(z) como conjunto de pontos fixos. Esta isometria
chama-se reflexdo no plano Q(z). Se p é uma reflexdo no plano Q(z), entdo p(z) = —=.

Devido & identificacio de Isom(S™) com O(n + 1), o lema A.1 da lugar ao seguinte

resultado:

Lema A.2 Sejamk,s € S*, entdo o conjunto dos pontos equidistantes de s ek é Q(ﬁ)’

0ou seja
k—s
“ (m) ={res™: ds(r,s) =ds(r,k)}.
Além disso, se p é a reflexdo em Q(Iﬁ:zl), entdo
plk) =s.



Um circulo maximo em S™ é um 1-plano, ou seja a interse¢do de 5™ com um pla-
no bidimensional de E™' que passa pela origem. O seguinte teorema é um resultado

caracteriza as geodésicas nos espago estérico.

Teorema A.4 As geodésicas em S™ sao os circulos mdzimos.

A.4 Geometria hiperbdlica

Vamos exibir dois modelos para o espago hiperbélico n-dimensional. Estes modelos sao
conjuntos de pontos essencialmente distintos que, quando munidos de métricas adequadas,
viram isométricos. O primeiro é um subconjunto do espago de Minkowski, portanto
comegamos com um breve resumo da geometria minkowskiana.

O conjunto R® munido com o produto escalar definido por
(z,y)= Y oy —a"y", (A.13)
é chamado de espago de Minkowski, e denotado por E. Um vetor v € ET é dito do
tipo
1. espacial se {v,v) > 0;
2. luminoso se {v,v) = 0;
3. temporal se (v,v) < 0.

O conjunto de todos os vetores de tipo luminoso em B ¢ chamado de cone de luz, e
é denotado por CT. O conjunto de todos os vetores de tipo espacial é um aberto de B}
chamado de exterior de C7, ¢ o conjunto de todos os vetores de tipo temporal é um
aberto de EP chamado de interior de C7. Um vetor tipo luminoso ou tipo temporal é
dito positivo (resp. negativo) se e somente se " > 0 (resp. z" < 0). A categoria na
qual se enquadra um vetor é o seu carater causal.

Uma funcéo ¢ : B! — E7 é uma transformagdo de Lorentz se preserva o produto

escalar (A.13), ou seja, se para todo z,y € £7,

(p(z), 0(y)) = (z,y) .

Uma base & = {eq, €3, .., .} de ET é dita ortonormal se

(i ei) = Mg
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onde

+1 se t=j7j=1,...,n—1
;=4 —1 se t=7=n
0 se tF# ] .
A base canénica de E} é uma base ortonormal. Uma vez escolhida uma base ortonormal,
a cada transformacdo de Lorentz A : E} —» E} corresponde uma tnica matriz, que

denotaremos simplesmente por A, tal que
ATpA =n. (A.14)

Uma matriz que satisfaz (A.14) é chamada de matriz de Lorentz em E7. O grupo das
matrizes de Lorentz em E? ¢ denotado por O(n—1, 1). De (A.14) segue-se imediatamente
que (det A)? = 1, e portanto det A = L1, Denota-se por SO(n 1, 1) o grupo das matrizes
de Lorentz com det A = 1. Note que SO(n — 1,1) é um subgrupo de indice dois em
O(n —1,1), e é chamado de grupo de Lorentz especial.

No espaco de Minkowski acontece um fato peculiar. O conjunto de vetores tipo tempo-
ral é desconexo, uma componente conexa é formada pelos vetores de tipo temporal positi-
vos, e a outra componente pelos vetores de tipo temporal negativos. Uma transformacao
de Lorentz é dita positiva se ndo muda o sinal dos vetores de tipo temporal. O grupo das
transformacdes de Lorentz positivas, PO(n—1,1), € um subgrupo de O(n—1,1) de indice
dois, e é chamado de grupo de Lorentz positivo. Por dltimo, o grupo PSO(n—1,1)é
o grupo formado por todas as transformagoes de Lorentz positivas e com determinante 1.
PSO(n—1,1) é um subgrupo de SO(n—1,1) de indice dois, e um subgrupo de O(n—1,1)
de indice quatro. PSO(n — 1,1) é chamado de grupo positivo especial de Lorentz.

Mostra-se facilmente o seguinte resultado.

Lema A.3 Sejam z,y € E} vetores distintos de zero e ortogonais. Se um deles € de tipo

temporal, entdo o outro € de tipo espacial.
Seja agora V um subespago vetorial de ET. Diz-se que
1. V é um subespaco do tipo temporal se V' contém um vetor de tipo temporal;
9. V é um subespaco do tipo espacial se todo vetor de V' é de tipo espacial;
3. V é um subespaco do tipo luminoso em qualquer outro caso.

Por um processo de ortogonalizacio de tipo Gramm-Schmidt mostra-se que se Vi e V4 séo
dois subespagcos de tipo temporal de E7, entdo existe uma transformagao Ae PSO(n—

1,1) tal que A(Vy) = VA,
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Sejam z,y € B} dois vetores de tipo temporal positivos. Como PSO(n—1,1) age tran-
sitivamente no conjunto dos subespagos vetoriais bidimensionais de tipo tempo, podemos

supor que r = z"e,. Segue-se portanto que {z,y) < 0. Defina

2=z —ay,
cOom
o= (:1:,32/).
|y}

Tem-se que (y,z) = 0, e portanto z é de tipo espacial, ou seja |z|? > 0. Entéo

lz|* = (z+oay, z+ay)
o o+ el

> Pyl
e portanto
(z,y) < |zllyl, (A.15)
onde a igualdade ¢ satisfeita se e somente se z e y sdo paralelos. Como |z| e |y| s@o
imagindrios, entdo |z||y| < 0, e portanto
(2, v}] = =] jyl]- (A.16)
Logo, existe um nimero nao negativo n(z,y) tal que

(z,4) = lzlly| coshn(z, y) (A17)

Este ndmero é o dngulo lorentziano entre os vetores de tipo temporal positivos z,y €
E7. Claramente n(z,y) = 0 se e somente se ¢ e y sdo paralelos.

Agora, os dois conjuntos que vio nos servir como modelos do espago hiperbélico sao:

1. O hiperboléide unitdrio positivo de E}'. Em analogia com o modelo pa-
drio da esfera n-dimensional, definimos o modelo padrdo do espago hiperbdlico

n-dimensional como a folha positiva do hiperboléide |z|* = —1, ou seja

Fr={z e BV : |z?=~1 e 2™ >0}. (A.18)

2. A bola unitaria de Poincaré. Usando uma adaptagio da projegdo estereografica

de F" a partir do pdle s = (0, —1), obtemos o difeomorfismo

p: F* — B"

n+1 &
(ﬂ'),ﬂ') + ) — W’ (A].g)
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com inversa

$:B* o P

2 1 2
T = ( ad = +|$[f). (A.20)
1— |z 1 lz|%

Nesta projecio estereogréfica identificamos R**! = R" x R, e B" é a bola unitdria
em R" (com a métrica euclideana). Observe que estamos usando a notagao || para

a norma euclideana em R™.

Vamos comegar descrevendo a geometria hiperbélica usando o modelo do hiperboléide
unitério positivo de EF™'. Observe que cada ponto z € F é um vetor temporal positivo

em E7*!. Portanto dados z,y € F*, a distncia hiperbdlica entre z e y ¢ definida por

De (A.17) temos entdo que
coshdg(z,y) = —(z,¥) - (A.22)
0 espago (F™,dy) é chamado de espaco hiperbolico n-dimensional, e é denotado por
H™,
Observacio A.3 O hiperboldide n-dimensional de raio R > 0 é o conjunto
Fi={ze B} : jaf = -R}.
O difeomorfismo

O:R:Fn — Fg

r — Rz (A.23)

é uma transformacéo de escala quando os hiperboldides F™ e F§ estdo munidos com as
métricas induzidas pelo produto escalar (A.13) em E™'. Esta transformagio de escala
permite uma passagem direta da geometria em Fj & geometria em F™. Assim, o estudo
do modelo padric da geometria hiperbdlica dado por (A.18) é suficiente para 0s nossos

objetivos. O difeomorfismo (A.23) induz a métrica

diy(z,y) = Ru(z,y) (A.24)
- Rdg(%,%) (A.25)

em F2. Desta forma, a geometria em Fg esta relacionada & geometria em F" pela trans-

formacao de escala (A.23) e por (A.24). W
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Usande a identidade
1
coshdy(z,y) =1+ 3 iz — yl?, (A.26)

valida para todo z,y € F"*, é imediato verificar que toda transformacéo de Lorentz positi-
va de Bt restringe-se a uma isometria em A", e que toda isometria de /7™ estende-se de
maneira Ginica a uma transformagao de Lorentz positiva de E{‘H. Esta correspondéncia

estabelece o seguinte teorema.
Teorema A.5 O grupo Isom(H") € isomorfo a PO(n,1).

Vamos agora estudar as reflexdes hiperbélicas. Um k-plano em H™ ¢ a intersegao

de H™ com um subespago vetorial de tipo temporal de EM1 de dimensdo & + 1. Um

(n — 1)-plano serd chamado simplesmente de plano. Seja @ € E? um vetor unitério de

tipo espacial, entao o subespago de E}'! ortogonal a 4,
P(t) ={z e B} : (4,2)},

¢ um subespago de tipo temporal de dimensdo n. Denotemos por Q(%) a intersecdo de

H™ com P(@), e por p a reflexdo no plano P(ii); temos que para todo y € ET™! vale

ply) =y — 2(i,y) @.
E facil ver que p € PO{(n, 1), de fato
{p(y), p(v)) = (yv—2(&y)t,y — 2(d, i)
= (y,y) — Ha,y)* + 4(d,y)°
= {y,y),

para todo y € BT, e adicionalmente, se y ¢ um vetor de tipo temporal, entao

(o)) = {y—2(kyi,y)
{

logo p(y) e y possuem o mesmo sinal temporal. Segue-se que p restringe-se a H" e
denotamos = p|u~ a reflexdo em Q(#).
Apresentamos agora um lema andlogo aos lemas A.1 e A.2 que serd Gtil no estudo dos

poliedros fundamentais e das instrugdes de colagem na secio C.1.

Lema A.4 Sejam k,s € H", entdo o conjunto dos pontos equidistantes de s e k é

Q(V':—:—z—l), ou seja

Q (l%:—j_i) ={re 0" : du(r,s) =du(r,k)}.
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Além disso, se p ¢ a reflexdo em Q(ﬁ:

Uma linha hiperbdélica ou reta hiperbdlica ¢é a intersecio de H" com um plano
bidimensional de E7*" que passa pela origem, gerado por um vetor de tipo temporal e

outro de tipo espacial. O seguinte teorema caracteriza as geodésicas em H™.
Teorema A.6 As geodésicas em H™ sdo as linhas hiperbdlicas.

Passemos agora a estudar o segundo modelo do espago hiperbélico. Ele resulta mui-
to conveniente para caracterizar as translagbes de Clifford hiperbélicas. A métrica hi-

perbélica em B™ esta definida pela expressao

dg(z,y) = du(¥(z), ¥(¥)), (A.27)

para todo z,y € B", e onde ¢ é dado por (A.20). A expressdo (A.27) ndo somente define
uma métrica em B, como também estabelece que os espagos (B",dg) e (F™, dy) sdo
isométricos, com as isometrias canénicas dadas por (A.19) e (A.20). O espago métrico
(B, dg) é também chamado modelo da bola conforme do espago hiperbdlico.

Qbserve que para todo z,y € B",

coshdg(z,y) = coshdu(¥(z),¥(y))

= —(¥(x),¥(y)
4z, y)E L |l2|%)(1 + |yl%)
T A-lzB)A -yl =R ylE)
1+ |zlg + [z + 2k v — 4z e
(1— 2[5 — [yl%)
21z —yl%
L R - ) (4.28)

O seguinte teorema caracteriza os (n — 1)-planos em B™.

Teorema A.7 Um conjunto P C B™ é um (n — 1)-plano hiperbélico se e somente se P

é a intersegao de B™ com
1. um subespaco vetorial (n — 1)-dimensional de E", ou

2. uma (n — 1)-esfera em E™ ortogonal a dB™.

Levando em conta que um k-plano hiperbélico é a intersecdo de n — k planos hi-

perbélicos, temos o seguinte coroldrio.
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Figura A.2: Asretas £; e £y sdo retas paralelas. Existe uma disténcia minima elas, porém elas
nio sio equidistantes, pois a distincia de um ponto da reta £2 que esta fora do eixo vertical a

reta £ é malor que a minima.

Corolario A.1 Um conjunto P C B" é um k-plano hiperbdlico se e somenie se P ¢ a

intersegdo de B™ com
1. um subespago vetorial k-dimensional de £, ou

2. uma k-esfera em E™ ortogonal & fronteira topoldgica 8B™.

Observagao A.4 Este corolario assegura que toda geodésica em B"™ ¢ a interse¢ao de

B" com uma reta que passa pela origem, ou com um circulo em E" ortogonal a 8B". |

Considere agora duas retas hiperbdlicas coplanares em B", £; € L3, e sejap € £, um
ponto qualquer. Escolha qualquer isometria que leve p ao centro de B", entao o 2-plano
de B™ que contém £, e L2 é a intersegio de B"™ com um 2-plano de E™ que passa pela
origem. Escolhendo adequadamente os eixos em E™ podemos supor que este 2-plano de
E™ é gerado pelos vetores €, e é;, e portanto o 2-plano hiperbélico que contém as retas
L1 e Lg, é o disco unitdrio em F2.

Se as duas retas £, € £2 ndo se interceptam podemos supor que £, é a reta horizontal

que passa pela origem, e

1. £, é a intersecdo de 8B? com o circulo com centro em (0, a), e 1aio r = a®—1,

sendo a > 1 (veja a figura A.2), ou

2. L, é a intersecdo de #B% com o circulo com centro em (1,7) e raio 7 > 0 (veja a

figura A.3).

Em qualquer caso, é ficil ver que a distdncia entre as retas £, e £y ndo permanece
constante, ou seja, retas paralelas no espago hiperbélico ndo sdo equidistantes. Isto da

lugar ao seguinte teorema.
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Figura A.3: As retas £; e La sdo retas paralelas que se tocam num dos extremos infinitos.

Claramente, estas retas ndo sao equidistantes.
Teorema A.8 A inica translacdo de Clifford no espago hiperbolico € a identidade.

Este teorema tem consequéncias fundamentais na topologia césmica, particularmente
no que respeita ao método de Cristalografia Césmica, pois, como veremos na sec¢ao 3.3,

este método sb é sensivel as translacdes de Clifford.
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Apéndice B
Teoria de Grupos

A teoria de grupos permeia a matemdtica da topologia césmica. Este apéndice é uma
apresentacdo concisa de alguns aspectos da teoria de grupos relevantes no estudo e clas-
sificacdo das formas espaciais. Para uma exposicio mais detalhada o leitor pode consultar

o texto bdsico de dlgebra [29]. Os livros [93, 104] sdo altamente recomenddveis.

B.1 Grupos e subgrupos
Um grupo (G, 7) ¢ um conjunto G, junto com uma operagdo bindria,

T:GxG = G
(a,b) ++ w(a,b) =ab, (B.1)

chamada produto, que satisfaz as seguintes condicoes

1. Associatividade. Para todo a,b,c € G, (ab)c = a(be).

2. Existéncia do elemento neutro. Existe um elemento e € G tal que para todo a € G,

aec = a = ed.

3. Existéncia da inversa. Para cada elemento a € G existe b € G tal que ab = e = ba;

este elemento é denotado por a™1.

Observacao B.1 As vezes escreve-se eg para denotar o elemento neutro de G. Isto
acontece quando faz-se necessario especificar o grupo, por exemplo quando estdo sendo
considerados dois ou mais grupos simultaneamente. Quando se trata de grupos de ma-
trizes, o elemento neutro costuma ser denotado por I, e quando se trata de grupos de
nimeros (reais, complexos ou quatérnios) o elemento neutro é denotado simplesmente

por 1. Em certas situagdes, por exemplo ao trabalhar com grupos de transformacdes,
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0 elemento neutro costuma ser chamado de elemento identidade, ou simplesmente de
identidade. H

Exemplo B.1 Seja A um conjunto e denote por B(A) o conjunto de todas as fungdes
bijetivas f: A — A. B(A) junto com a composigiao de fungdes é um grupo, chamado o

grupo das permutacgoes de A. l

Um grupo (G, #) é dito comutativo ou abeliano se o produto for comutativo, oun
seja se para todo a,b € G, ab = ba. Neste caso é comum chamar a operagao de grupo de
soma, escrever a + b no lugar de ab e denotar o elemento neutro por 0.

No que segue denotaremos o grupo (G,w) simplesmente por G a menos que seja
estritamente necessdrio nos referirmos 3 operagio produto de maneira explicita. Se G
possui um nimero finito de elementos entdo G é um grupo finito, neste caso o niimero
de elementos de G é chamado ordem de G, e denotado por o(G). Adicionalmente, se
para algum elemento @ € G existe um nimero natural n > 0 tal que a” = e, entdo a € G
é um elemento de ordem finita; a ordem de a € G, denotada por o(a) é o menor n > 0
para o qual a® = e. Claramente, se G é [inito, entdo todo elemento de G é de ordem
finita. Um grupo que nfo possui elementos de ordem finita é dito grupo sem torgao.

Seja (G,7) um grupo. Um subconjunto H C G é chamado de subgrupo de G se
(H,m) é um grupo. Observe que, aqui, a notagio (G, ) para denotar um grupo é muito
conveniente pois exprime que a operagdo de grupo deve ser a mesma tanto em G quanto
em H. Claramente {eg} € G sdo subgrupos de G. Seja H um subgrupo de G, se H # {ex}
entdo H é um subgrupo nao trivial de G, e se H # G entdo H é um subgrupo préprio
de G. Evidentemente, se H é um subgrupo de G entao ey = eg.

O seguinte lema é extremamente conveniente para identificar subgrupos.

Lema B.1 Seja G um grupo e H C G um subconjunto qualquer. As sequintes afirmacées

sto equivalentes:
1. H ¢ um subgrupo de G.
2. As duas seguintes condicdes sdo satisfeitas:

(a) Se a,be H, entdo ab € H.

(b) Seac H, entdoa™' € H.
8 Sea,be H, entdoab™! € H.

Mais ainda, se H € finito, entdo no item 2, a condi¢do (a) ¢ suficiente.
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Os seguintes exemplos de subgrupos sio bastantes gerais e de muita utilidade ao longo

desta tese.
Exemplo B.2 O centro de um grupo. Dado um grupo G, o conjunto
Z(G)={z € G : ax = za, para todo a € G}
é chamado de centro de G. Z(G) é um subgrupo de G. B
Exemplo B.3 A tor¢do de um grupo. Dado um grupo G, o conjunto
T(G) ={a € G : ofa) ¢ finito}
é chamado de torcio de G. Se G é abeliano, entdo T(G) é um subgrupo de G. B

Exemplo B.4 O centralizador de um elemento. Seja G um grupo e considere um
elemento ¢ € G. O centralizador de a em G é o conjunto de todos os elementos de G

que comutam com a € G,
Cgla) ={z € G : ax =za}.
Cg(a) é um subgrupo de G. M

Exemplo B.5 O centralizador de um subgrupo. Seja H C G um subgrupo de G,
o centralizador de H em G é o conjunto de todos os elementos de G que comutam com

cada elemento de H,
Co(H)={z €G : ar =za, paratodoa ¢ H}.

E claro que Cg(H) é um subgrupo de G e, se a € H, entio Cg(H) ¢ também um
subgrupo de Cg(a). Além disso, para qualquer subgrupo H C G tem-se que Z (G) =
Co(G) C Co(H). M

B.2 Homomorfismos

Um homomorfismo do grupo (G, ) ao grupo (H,p) é uma fungdo f : G — H que
respeita as operagdes 7 e p. Formalmente, f ¢ um homomorfismo se o seguinte diagrama

comuta
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Em termos mais comuns, € evitando a mengdo explicita das operagoes de grupo, temos

que f é um homomorfismo se para todo a,b € &

flab) = f(a)f(b). (B.2)

Observe que o lado esquerdo de (B.2) corresponde ao caminho fom do diagrama anterior,
o lado direito ao caminho po (f x f), e a igualdade & comutagdo do diagrama. O conjunto
dos homomorfismos de G em H ¢ denotado por Hom(G, H).

Um homomorfismo injetivo é chamado de monomorfismo, um homomorfismo so-
brejetivo é chamado de epimorfismo, e um homomorfismo bijetivo é chamado de iso-
morfismo. Dois grupos sio isomorfos se existe um isomorfismo entre eles. Se G e H s&o
grupos isomorfos escreve-se G = H, ou G L H, onde f: G — H é um isomorfismo. Esta
ltima notacio é utilizada quando é relevante especificar o isomorfismo f em particular.

Um caso de particular importancia se d4 quando G = H. Um homomorfismo de G
em G é chamado de endomorfismo de GG, e um isomorfismo de ¢ em G € chamado
de automorfismo de G. O conjunto dos endomorfismos de G € denotado por End(G),
e o conjunto dos automorfismos de G é denotado por Aut{G). Claramente Aut(G) C
End(G). A composigao de dois endomorfismos é um endomorfismo, ¢ como Aut(G) é
um subconjunto do grupo das permutagdes de G, segue-se que Aut(G) é um subgrupo de
B(G). Um grupo de automorfismos de & é qualquer subgrupo de Aut{G).

Seja f : G — H um homomorfismo, o nicleo de f é o conjunto
Kerf={ac G : f(a)=en}
e a imagem de f é o conjunto
Imf={be H : f(a)="bpara algum a € G}.

Kerf e Imf sao subgrupos de G e H respectivamente, e se f é um monomorfismo entao

Kerf é o subgrupo trivial de G e G L Imf.
Exemplo B.6 Automorfismos internos. Seja G um grupoe a € (G. Defina a fungao

6, G — G

b — abal,

chamada de conjugacao por a. E imediato verificar que 8, ¢ um automorfismo com
inversa 8,1 = 6,-1, e portanto
6:G — Aut(G)

a — 0O,
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¢ um homomorfismo com niicleo Ker@ = Z(G). Cada automorfismo 6,, com a € G,
chama-se automorfismo interno de &, e o conjunto de todos os automorfismos internos
de &, In(G), é a imagem de 6. W

Sejam f: G — H e ¢g: H — K homomorfismos, a sequéncia curta de homomorfismos
¢-Lr Lk
é dita exata se Imf = Kerg. Uma sequéncia longa de homomorfismos
N ; JEUANY QRIS S
é dita exata se cada subsequéncia curta é exata. A afirmacio de que a sequéncia
1G-Sk 1 (B.3)
é exata equivale a dizer que f é injetiva e que g é sobrejetiva. Também, a sequéncia
1— G- H—1

f
é exata se e somente se G ~ H.
Quando existe uma sequéncia exata (B.3) diz-se que H é uma extensdo de G por K.

Se f(G) C Z(H), entho H é uma extensao central de G por K.

B.3 Subgrupos normais e grupos quociente

Seja H um subgrupo de 7 e defina a relagao ~ por
a~beablc H, (B.4)

para todo a,b € G. E claro que esta é uma relacio de equivaléncia, e as classes de

equivaléncia
[a] ={be G : a~b}

sao chamadas de co-conjuntos pela direita de H. O termo pela direita é colocado
devido a que se b € [a], entfo existe z € H tal que ba™! = z, e portanto b = za. Isto da

lugar & notagdo malis convencional
[a] = Ha.
Definindo uma outra relagio de equivaléncia ~, por
a~obealtbc H,
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tem-se
o] = aH,
onde
[a={beG : a~yb}.

Estas classes sio chamadas de co-conjuntos pela esquerda de H. Os conjuntos I, Ha
e aH, qualquer que seja a € G, tem a mesma cardinalidade.

O conjunto quociente pela relagio ~ é denotado por G/H, ou seja
G/H ={[a] : a € G}.

O indice de H em G, denotado por (G : H), é a cardinalidade de G/H, ou seja, a
quantidade de co-conjuntos pela direita de H em G. Se (G : H) é finito entao diz-se que

H é de indice finito em G. Estas consideragdes ddo lugar ao seguinte teorema.

Teorema B.1 Teorema de Lagrange. Seja H um subgrupo de wm grupo finito G.
Entao

_ o(@)

(G: H) o)

Um subgrupo H de G é dito subgrupo normal de G se para todo a € G vale
oH = Ha. Em particular, todo subgrupo de um grupo abeliano ¢ normal. Outros

exemplos mais interessantes sdo:

Exemplo B.7 Se H é um subgrupo de {ndice dois em G, entdo H é um subgrupo normal

deG.

Exemplo B.8 Z(G) é um subgrupo normal de G. Mais ainda, todo subgrupo de G

contido em Z({G) é um subgrupo normal de G. B

Exemplo B.9 Seja f:G — H um homomorfismo, entdo Kerf é um subgrupo normal

de G. 1

Exemplo B.10 O normalizador de um subgrupo. Seja A um subgrupo de G, o

normalizador de H em G ¢ o subgrupo
Ng(H)={a € G : aha™' € H, para todo h€ H}.

E facil ver que H é um subgrupo normal de Ng(H), de fato, Ng(H) é o maior subgrupo
de G no qual I é normal. W
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Exemplo B.11 Considere a sequéncia exata
1-—HL 65 K—1.
Entdo Imf é um subgrupo normal de G. W

Se H ¢ um subgrupo normal de G, entdo o conjunto quociente G/H adquire uma

estrutura de grupo com operagao produto dada por
allt] = [at].
Este grupo é chamado de grupo quociente, e 0 homomorfismo

p:G — G/H

a — [q]

é chamado de projecio canbdnica, ou simplesmente projecao.
Podemos agora complementar o exemplo B.11 e dizer que H é um subgrupo normal
de @ se e somente se existem um grupo K e um homomorfismo g : G — K tais que a

sequéncia
1 vH-56-5HK—1,

onde i : H — @ é o monomorfismo inclusio, ou seja i(a) = a para todo a € H, ¢ exata.
Neste caso tem-se K = G/H.
Sejam H C G um subgrupo e T' C G um subconjunto de G tais que

1. Se a,b € T entdo a # b, onde a relagio de equivaléncia é definida por (B.4).

2. G = Uyer Ha

Entio T ¢ dito transversal direito de H em G. Para construir um transversal direito
de H em G simplesmente pegamos um elemento de cada co-conjunto pela direita de H
em G. Analogamente define-se um transversal esquerdo de H em G. Agora, seja H um

subgrupo normal de G e considere a sequéncia exata
1—H-56 5 G/H—1. (B.5)

Escolher um conjunto transversal a H em G equivale a definir uma fungdo 7 : G/H —» G
tal que po T = tdgyy. Esta fungio chama-se fungao transversal a H em G. Se a
sequéncia (B.5) admite uma fungio transversal que seja um homomorfismo, diz-se que a

sequéncia se divide.
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B.4 Produto semi-direto
Sejam H e K dois grupos, e

0:H — Aut(K)

h — Gh
um homomorfismo, onde escrevemos
K — K
k — h{k).

Entdo o conjunto K x H junto com a operagao produto definida por
(k, h)(m,n) = (kh(m), hn) ,

para todo k,m € K e h,n € H, forma um grupo chamado de produto semi-direto de
K e H, e denotado por K x4 H. Observe que quando # ¢ o homomorfismo trivial, ou seja
quando 8, = idg para todo h € H, entdo K xg H é simplesmente o produto direto de

KeH.

Exemplo B.12 Considere o caso H = O(n), K = E™ e f4(v) = Av, paratodo A € O(n)

e v € E™ Entdo temos que
Isom(E") = E™ x4 O(n) .
Veja a secao A2.

Exemplo B.13 Considere o caso H = Z; = {t; 1), K = Z, = (s ; s"), com n < 00,

e o automorfismo 8;(s) = s~*. Entao

Zn X0 Zy = {8,t;8" t* stst)
-~ D,

Ou seja, o grupo diedro D, é o produto semidireto de Z, ¢ 7.
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Apéndice C

Espacos de curvatura constante

Man: Hello, my boy. And what is your dog’s name?
Boy: I don’t know. We call him Rover.
Stafford Beer

Euclides escreveu em 300 a.C. seus Elementos, um compéndio de treze volumes onde
apresentava, entre outros temas, toda a geometria conhecida. aquela época. Este trabalho
tornou-se a referéncia basica de geometria durante dois mil anos, até o aparecimento das
chamadas geometrias nao euclideanas no século XIX (veja [75] para uma breve intro-
duciio histérica das geometrias nao euclideanas e o seu desenvolvimento até os tempos
atuais). Durante todo esse tempo, e até finais do século XIX, o pensamento generali-
zado era que o espago “real” era euclideano. Poucos pensadores tiveram a audécia de
sugerir que as relagdes métricas no espaco fisico correspondessem a uma geometria nao
euclideana.! Além dos criadores destas geometrias como Gauss, Bolyai, Lobachevky, Rie-
mann e Poincaré, entre outros, também houve fildsofos como Pierce [31] e astronomos
como Schwarzschild [102] que, inclusive, propuseram métodos capazes de, em principio,
determinar qual geometria ajustava-se melhor ao nosso Universo.

Com o aparecimento da teoria da relatividade geral, e posteriormente de outras teorias
geométricas da gravitagao, chegou-se ao consenso quase que unanime de que ndo existe
nenhum motivo a priori pelo qual a descricdo do nosso Universo tivesse que supeditar-se
exclusivamente ao uso da geometria euclideana. A escolha da melhor geometria deveria
ser decidida com base em medigGes e observagdes astronomicas.

Em 1929 Edwin Hubble [55] observou que as galdxias distantes possuem uma veloci-
dade de recessio que é maior quanto mais distantes elas se encontram de nos. Hubble

também determinou que, dentro da precisao das suas medidas, a distribuigao das galdxias

1De fato, o préprio Lobachevsky chamava de “imaginaria” & geometria hiperbélica criada por ele.
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e suas velocidades de recessio ndo dependiam da diregao de observagado, estabelecendo
entdo que o Universo observavel é isotrépico.? Por outro lado, apelando ao chamado
principio cosmoldgico, segundo o qual a nossa posi¢do no Universo ndo ¢é privilegiada, e
portanto um observador em qualquer outro lugar do Universo deveria também observar
uma distribuicio isotrépica de galaxias, e de velocidades de recessdo de galaxias. Sob estas
condigdes pode-se provar que, (i) a distribui¢io de galéxias ¢ homogénea, (ii) a velocidade
de Tecessido das galaxias ndo se deve a seus movimentos préprios, mas a uma ezpansao do
Universo, e (iii) esta expansdo é homogénea e isotrépica [61].

Estas observacdes astronomicas determinam entdo que a geometria que descreve nosso
Universo deve ser uma geometria localmente homogénea, localmente isotropica, ¢ deve
apresentar uma taxa de expansao global isotrépica. No apéndice A estudamos as geo-
metrias com curvatura seccional constante, que s3o exatamente as geometrias localmente
homogéneas e localmente isotrépicas: a euclideana, a esférica e a hiperbdlica. Estas trés
geometrias, no caso tridimensional, servem de base para a construcdo de possiveis mode-
los do nosso Universo. Na verdade, cada uma destas trés geometrias pode fornecer uma
quantidade infinita de modelos para o nosso Universo, estes modelos sao chamados de
formas espaciais; e todas as formas espaciais, com excegdo de uma para cada geometria,
possuem topologia no trivial. O estudo geométrico da expansdo do Universo, assim como
a dindmica geradora desta expansao, sao deixados para o préximo capitulo.

Na secio C.1 estuda-se com detalhe um método geral para contruir e descrever de
maneira eficiente estas formas espaciais. Nas segdes C.2 e C.3 desenvolve-se a teoria
das formas espacials para duas destas geometrias, classificando todas as formas espaciais
euclideanas (se¢io C.2) e esféricas (segdo C.3) tridimensionais. A classificagéo das formas
espaciais hiperbélicas é um problema matemdtico ainda nao resolvido, e em intensa fase
de investigagdo. Portanto na segao C.4 apresentam-se unicamente elementos da teoria das

formas espaciais hiperbélicas e alguns exemplos.

C.1 Poliedros fundamentais e instrugoes de colagem

Nesta se¢do iniciamos o estudo das variedades riemannianas de curvatura seccional cons-
tante e topologia ndo trivial. Na subsegdo C.1.1 estuda-se como fornecer uma estrutura
riemanniana a um recobrimento, definindo desta maneira um recobrimento riemanniano.
Nesta subsegdo também ¢ introduzido o conceito de homogeneidade local. Na subsegdo

C.1.2 apresentamos uma técnica extensivamente utilizada em topologia césmica para des-

2Estas observacdes foram confirmadas com grande precisao em [56], e até o presente nio foi encontrada

nenhuma discrepancia observacional.
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crever as segdes espaciais dos modelos de universo com topologia nio trivial: a técnica

dos poliedros fundamentais e instrucdes de colagem.

C.1.1 Recobrimentos riemannianos

Nesta subsec@o comecamos apresentando um lema que permite introduzir uma estrutura
riemanniana numa das variedades de um recobrimento (M, p, N}, dada uma métrica na
outra variedade (uma apresentacao da teoria dos espagos de recobrimento encontra-se no
apéndice 1). Posteriormente, nos teoremas C.1 e C.2, este lema é particularizado para o
caso em que uma das variedades possui curvatura seccional constante. A prova do teorema
C.1 é longa e complexa, mas encontra-se em varios textos de geometria riemanniana, ja
a prova do teorema C.2 é, essencialmente, uma aplicagéo direta do lema C.1.

Dadas duas variedades riemannianas M e N, um recobrimento (M, p, N} é dito reco-
brimento riemanniano se a aplicagdo de recobrimento p : M — N ¢ uma isometria
local, ou seja, se N pode ser coberta por abertos admissiveis U C N tais que p restrita a
cada componente conexa de p~(U) é uma isometria. O seguinte lema é frequentemente

usado para construir e estudar recobrimentos riemannianos.

Lema C.1 Sejam M e N wvariedades diferenciais, (M,p, N) um recobrimento, e denote

por T' = Deck{M,p, N). Valem as seguintes afirmagoes:

1. Dada wma méirica riemanniana em N, existe uma unica mélrica riemanniana em

M tal que (M, p, N) € um recobrimento riemanniano.
2. Se o recobrimento (M,p, N) é riemanniano, entdéo T’ C Isom(M).

3. Se (M,p, N) é um recobrimento regular, e M € uma variedade riemanniana tal
que I' © Isom(M), entdo existe wma tnica métrica em N tal que (M,p,N) € um

recobrimento riemanniano.

Vamos agora enunciar dois teoremas clissicos em geometria riemanniana. O primeiro
caracteriza o recobrimento universal de uma variedade de curvatura constante e pode ser
enunciado como segue {veja por exemplo [23, 79, 122]). J4 o segundo teorema ¢ reciproco

ao primeiro.

Teorema C.1 Se M é uma variedade riemanniana completa n-dimensional conexa com
curvatura seccional constante k, entdo o seu espago de recobrimento universal M, com a

métrica de recobrimento, é isométrico ao espago
1. euclideano E™ se k =0,
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2. esférico S se k=1,

3. hiperbolico H® se k = —1.

Teorema C.2 Seja Mo espago euclideano, esférico ou hiperbolico n-dimensional, e T
um grupo de isometrias de M. Entdo o quociente M = ﬁ/I‘, com a métrica induzida
pela aplicagio de recobrimento p : MM /T, é uma variedade riemanniana completa,
conexa e com curvatura seccional constante se e somente se I' € discreto e age de manetra

livre em M.

Uma forma espacial é uma variedade riemanniana completa, conexa e com curvatura
seccional constante. O seguinte teorema permite identificar e classificar formas espaciais

isométricas.

Teorema C.3 Seja M o espago euclideano, esférico ou hiperbdlico n-dimensional, e
n,oL,cil som(ﬁ) grupos discretos agindo livremente em M. Entdo M/Ty =~ M/T,

se e somente se Ty e 'y sdo conjugados em Isom{M).

Observacao C.1 Como consequéncia dos teoremas C.2 e C.3, o problema de construir
todas as formas espaciais n-dimensionais com curvatura constante & (para algum n dado)
torna-se um problema em teoria de grupos: classificar todos os grupos de isometrias
discretos e que agem livremente em M médulo conjugacao. Este problema ja foi resolvido
para o caso esférico em todas as dimensdes, e para o caso euclideano nas dimensdes
n < 4 {veja [122] para uma apresentacio matemética detalhada). As segdes C.2 e C.3 sao
dedicadas A apresentacdo desta classificacdo para o caso euclideano em dimensdes 2 € 3
(Sec.C.2) e o caso esférico em dimensdo 3 (Sec.C.3). O caso hiperbdlico permanece sem

solugio inclusive no caso bidimensional [87, 112]. W

Os teoremas C.1 e C.2 combinados fornecem um procedimento pratico para construir
formas espaciais que passamos a descrever. No que segue M é o espago euclideano, esférico

ou hiperbélico de dimensio n > 1.3

1. Escolha um subgrupo discreto I' de isometrias de M agindo livremente em M.

2. Defina a relagdo de equivaléncia em M dada por © ~ ¥y se e somente se existe ¢ € I’
tal que (z) = y, e considere o quociente M = ﬁ/[‘ O grupo I" é uma imersio

(uma representagao fiel) do grupo fundamental de M no grupo I som(ﬁ ).

30 cason = 1 é trivial pois M® = E, ¢ neste caso a tinica variedade com topologia nao trivial é o

circulo S'.
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3. Defina no quociente M a distancia
d([2], [y]) = min {d(e(z),%(y))}-
@, pel

Como T é discreto e age livremente sobre M, esta distancia estd bem definida, e
o elemento de linha em M é o mesmo que o elemento de linha em M e, como
consequéncia, a curvatura seccional em M coincide com a curvatura seccional em

—

M.

Vamos generalizar agora o conceito de homogeneidade (ou homogeneidade global)
apresentado na se¢io A.1, e estabelecer quando é que uma forma espacial é homogénea.
Um espaco métrico M é dito localmente homogéneo se para todo par de pontos p,q €
M existem vizinhancas abertas U, e U, de p e ¢, e uma isometria ¢ : U, — U, tal que
¢(p) = ¢. Um espaco métrico completo, simplesmente conexo e localmente homogéneo é
(globalmente) homogéneo.

Denotemos por X um espago homogéneo e simplesmente conexo, € seja I um subgrupo
discreto de Isom(X) agindo livremente em X. Seja A o centralizador de I' em [ som(X),
e suponha que A seja transitivo em X. Como g € T’ mapeia fibras em fibras, entao A
induz um grupo transitivo de isometrias em X/T', e portanto X/I' é homogéneo. Temos

entdo o seguinte teorema que resulta muito wtil para identificar variedades homogéneas.

Teorema C.4 Seja X um espago homogéneo simplesmente conezo, I' um subgrupo dis-
creto de Isom(X) agindo livremente em X, e A o centralizador de I' em Isom(X). Entao,

X/T € um espago homogéneo se e somente se A ¢ transitivo em X.

Suponha que X/I' seja um espago homogéneo. Dados ¢ € Fez,y € X, seja A
o centralizador de T em [som(X). Como A ¢é transitivo em X, existe a € A tal que

afz) = y. Segue-se que

8o(z) = d(z,p

(

afz)

a(z), pa(z))
(

(
(
(
(y: (y))

I
e

Y, ¥
= d,(y).

Portanto ¢ é uma translagio de Clifford. Temos ent&o a seguinte caracterizacio de espagos

homogéneos em termos de translages de Clifford.
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Teorema C.5 Seja X um espago homogéneo simplesmente conexo e I' um subgrupo dis-
creto de Tsom{X) agindo livremente em X. Se X/T' é homogénea, entdo I' consiste sd de

translagées de Clifford.

Observagido C.2 Segue-se deste teorema que se I' contém uma isometria que nio ¢
translagao de Clifford, entdo X/T nfo é um espago homogéneo. No entanto deve se
observar que X/T' é localmente homogéneo. Nio se sabe se a reciproca do teorema C.5
vale quando X é uma variedade homogénea, porem Wolf [122] tem provado que vale

quando X tem curvatura seccional constante. ll

C.1.2 Poliedros de Dirichlet e instrugoes de colagem

O conceito de dominio fundamental fornece uma descri¢io bastante util das variedades
quocientes. Vamos descrever um tipo particular de dominio fundamental denominado
dominio de Dirichlet [7, 87], que é suficiente para os nossos propdsitos nesta tese. B
importante observar também que este procedimento é algoritmico e portanto pode ser
implementado num programa de computador. O dominio de Dirichlet de I' com centro

zeMéo conjunto
D,={yeM : d(z,y) < dlp(z),y), Vp €T} (C.1)

Observagiao C.3 Fixado um z € M. , observe que cada isometria ¢ € T' define um
(n — 1)-plano
Pf={yeM : d(z,y) = dle(x).y)}, (C.2)

tal que
1. se p é a reflexdio em P, entdo p(z) = ¢(z).
2. o(PY ) = P?.

De fato, a primeira afirmacio é imediata a partir das defini¢Ges de reflexao num plano em
cada uma das geometrias de curvatura constante (veja os lemas A.1 A.2 e A.4). J4 para
a segunda afirmagio, note que y € P ¢ equivalente & igualdade d(z,y) = d(o ™" (), v);

mas entao

dlz. p(y)) = d

e portanto ¢(y) € P?. A
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Agora, um (n — 1)-plano P em M gera dois semi-espacos Hq, Hy C M , tais que
H,N Hy; = P e p(H) = H,, onde p é a reflexdio em P. Temos entdo que cada isometria
@ € T define um semi-espago HY C M , que é o semi-espaco gerado por P¥ que contém o

ponto x € M. Observe que

Hf ={ye M : d(z,y) < d(p(z),v)}, (C.3)

e portanto o dominio de Dirichlet centrado em z € M é

D, =[] H¢. (C.4)

pel

Segue-se que o dominio de Dirichlet (C.1) é um poliedro convexo, ou seja, a intersegao
de uma familia localmente finita de semi-espagos de M4

Seja P um poliedro convexo em M, e 8P a sua fronteira. Um subconjunto ¥ C 8P
tal que F' = PN L, para algum (n — 1)-plano L de ]\’Z, chama-se face k-dimensional,
ou k-face, se estd contido em algum k-plano de M , com k < n, e ndo estd contido em
nenhum (k — 1)-plano de M. Um poliedro convexo é totalmente finito se para cada
k < n, o nimero de k-faces de P é finito. Embora o seguinte resultado seja intuitivamente

4bvio, a sua demonstragao é bastante técnica.

Teorema C.6 Seja M wma forma espacial, M o seu espaco de recobrimento universal e
I' c Isom(Mw) o seu grupo de recobrimento. Entdo M € compacta se e somente se para
qualquer x € M . 0 seu dominio de Dirichlet é um poliedro compacto. Além disso, se M

¢ uma forma espacial compacta, entdo D, é um poliedro convezo totalmenie finito.

Observagio C.4 Um resultado bem menos ébvio é o seguinte: se a forma espacial
M nio é globalmente homogénea, a forma do poliedro de Dirichlet depende do ponto
escolhido como centro. Isto é uma manifestacdo da inhomogeneidade global de M, em
contraste com a homogeneidade global do seu recobrimento universal M. O lema C.2

fornece uma justificativa parcial desta observagio. Hl

Os trés lemas seguintes formam a base para uma construgéo algoritmica do poliedro
de Dirichlet de uma forma espacial M (veja subsecdo 4.2.4). Observemos que, se¢ A e B

sio dois conjuntos, entdo A4\ B denota o conjunto diferenca de A e B.

¢Que uma familia 7{ de semi-espagos de M seja localmente finita quer dizer que cada ponto de
y € H, onde H é um semi-espago de 7, possui uma vizinhan¢a que intercepta um ntimero finito de

fronteiras de semi-espagos de . A familia de semi-espagos
ML ={H? : pcT} (C.5)

é localmente finita porque I é um grupo discreto de Tsom(M).
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Lema C.2 Semi-espagos essenciais. Seja M = R/f/I‘ uma forma espacial, HL a

Jomilia de semi-espacos dada por C.8 e C.5, comx € M , €

Mo=CHyeH, Dot () Hy. (C.6)

HcHIN{Ho}

Fntao

1. D, é a intersecio dos elementos de ML, ou seja

D,= () H. (C.7)

HeME
2. ME gera todas as faces de D,, ou seja

ML ={He#. : D,NBH éuma (n— 1)-face de D,}. (C.8)

3. ML depende de z € M.

Os elementos de ML chamam-se semi-espagos essenciais do poliedro D, de vez
que qualquer semi-espago H € HL \ ML nao é necessirio para construir o poliedro de
Dirichlet com centro em z € M. Porém se retirarmos um semi-espago de ML, a intersegdo
dos semi-espagos restantes ja nio fornece D,.

No restante desta segio vamos nos restringir aos casos bi- e tridimensionais, porém
cabe observar que todos os enunciados a seguir podem ser convenientemente generalizados
para dimensdes arbitrarias [36]. Ao trabalhar com poliedros tridimensionais ¢ usual se
denominar as faces com nomes especiais de acordo com a dimensdo. Assim, uma face
0-dimensional é chamada de vértice, uma face 1-dimensional é chamada de aresta, e
uma face 2-dimensional é chamada simplesmente de face. Adicionalmente, um poliedro
bidimensional é chamado de poligono, mas para evitar repeti¢des fiiteis, no resto desta
secio, a0 tratar o caso bidimensional, vamos chamar os poligonos de poliedros, as arestas
de faces, e os vértices de arestas.

O seguinte lema segue-se facilmente a partir da observagéo C.3 e do lema C.2.

Lema C.3 Instrug¢des de colagem. Seja M = M/I‘ uma formae espacial e D, um
poliedro de Dirichlet para M, com z € M. Entéo, para cada face F' C D, existe uma

oulra face F' C D,, e uma isometria pp € I' tal que
1. (,OF(F) = F’,
2. Yr = 9§,
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3. pr leva rigidamente o interior de D, para fora de Dy,
4. {pr : F éuma face de D,} é um conjunto de geradores de I'.

As ternas (F, gp, F') definidas no lema acima sdo chamadas de instrugoes de cola-
gem do poliedro D, e a forma espacial M = M /T é descrita como sendo o poliedro D,
com as faces F' e F' identificadas (coladas) sob a agdo de ¢p, ou seja um ponto y € F' é
identificado com um ponto z € F' se e somente se pp{y) = 2. O poliedro D, é chamado,
por simplicidade, de poliedro fundamental de M, e o conjunto dos semi-espagos essenciais

para D, é construido usando estritamente as isometrias ¢z, ou seja
ML = {P#r : F &uma face de D}, (C.9)

onde P#r é dado por (C.2).

O lema C.3 nos fornece, no seu item 4, um conjunto de geradores para o grupo de reco-
brimento I. As relacdes necessarias para uma apresentacdo combinatéria de I' sao dadas
pelas consideragdes a seguir. Como cada aresta de D, é compartilhada por exatamente
duas faces, podemos realizar a seguinte sequéncia de operagdes: escolha uma aresta C) e
uma das faces Fy que contém C, e seja Ff = pp (F1). Pegue C; = ¢p (C1) e Fy a outra
face contendo C, diferente de F!, seja Fi = wp,(Fs). Pegue C5 = ¢p,(Cy) e continue

desta maneira. Constréi-se desta forma a seguinte sequéncia de faces e arestas
RC F BCFFCFRF ..., (C.10)

associada & qual temos asequéncia de instrugdes de colagem ¢r,, ¢r,, @py, - - -, cOM a qual
formamos a seguinte sequéncia de isometrias de recobrimento
PR, PROYR, PROYROPR ., .. -

Lema C.4 Ciclos de arestas. Para cada sequéncia do tipo (C.10) existe um numero

inteiro r > 0 tal que

1. Cr+1 =(), e

2. ¢r, 0...0 QR 0 pp = idj,
e portanto a soma dos dngulos diedros em torno das arestas da sequéncia (C.10), tomados

de F!_, a F;, € 2w,

As relacdes entre os geradores dadas pelo item 2 do lema C.4 formam um conjunto
completo de relacGes, portanto os lemas C.3 e C.4 fornecem uma apresentagao para I'
em termos de geradores e relagdes. Observe que se M = M /T é compacto, entdo a

apresentacdo de ' obtida é finita.
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Observagdo C.5 Existe uma versio reciproca dos resultados descritos pelos lemas C.3
e C.4, conhecido como teorema do poliedro de Poincaré [84], que garante que se um
poliedro P em M possui as propriedades mencionadas nestes lemas, entdo (i) o grupo
I gerado pelas isometrias ¢p's é discreto, (ii) age livremente sobre M, e portanto (iii)
M = ﬂ/I‘ ¢ uma forma espacial. Relaxando o segundo item do lema C.4 ao exigir
que a soma dos dngulos diedros de algum ciclo de arestas seja 27 /m para algum inteiro
positivo m, resulta que o grupo I' continua sendo discreto, mas nao age mais de maneira
livre sobre M se m > 1. Nesta caso o quociente M /I' ndo é mais uma variedade, mas
o que Thurston denomina de orbifold [36, 44, 72, 87, 112]. O teorema do poliedro
de Poincaré foi implementado algoritmicamente num programa de computador para o
caso hiperbdlico tridimensional por Riley em [90], e posteriormente por Jeffrey Weeks no

programa SnapPea (veja por exemplo [1]). H
O seguinte teorema ¢ intuitivamente dbvio.

Teorema C.7 Seja M wma forma espacial. Entio todos os dominios de Dirichlet de M

possuem ¢ mesmo volume; isto €, se x,y € ]Tf, entao
Vol(D,) = Vol(D,) .

Este teorema permite definir o volume de uma forma espacial M como sendo o volume

de qualquer um dos seus dominios de Dirichlet. Em particular temos o seguinte coroldrio.

Coroldrio C.1 Se M; e M, sdo formas espaciais isométricas, enlao

Vol(My) = Vol(Mj) .

C.2 Formas espaciais euclideanas

As seces espaciais nos modelos cosmolégicos de Friedmann-Lemaitre com densidade de
matéria igual & densidade critica p, (veja a equagdo (3.38) na secdio 3.1) sdo formas
espaciais euclideanas tridimensionais. Nesta se¢do sdo estudadas com detalhe as formas
espacials euclideanas bi- e tridimensionais.

Na subsecio C.2.1 sao apresentados dois teoremas de classificacdo das formas es-
paciais euclideanas bidimensionais. O primeiro é um teorema que classifica estas formas
médulo difeomorfismos, ja o segundo teorema refina esta classificacdo a uma classificagdo
isométrica. Estes dois teoremas sdo utilizados para apresentar uma classificagdo médulo

difeomorfismos, ¢ outra médulo isometrias, das formas euclideanas tridimensionais nao
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compactas na subsegiio C.2.2. Nesta subse¢io apresentam-se também classificagdes difeo-
morfas e isométricas das formas espaciais euclideanas compactas. A classificagdo mddulo
difeomorfismos das formas espaciais compactas é apresentada em forma tabelada para
facilitar o seu uso posterior. As formas orientdveis encontram-se na tabela C.2, e as néo
orientdveis na tabela C.3. Finalmente, na subsecao C.2.3 estuda-se com detalhe, e a
titulo de exemplo, uma variedade de tipo s e alguns recobrimentos desta. Esta segao
estd baseada nas segdes 2.5 e 3.1-3.5 de [122].

Antes de passar ao estudo destas classificagdes, é conveniente fazer as seguintes obser-
vagdes técnicas. Seja a = (a, A) € Isom(E™), entdo a ndo tem pontos fixos se e somente
se a & (A— I)E™. De fato, a existéncia de um y € E™ tal que a(y) = y, é equivalente &
existéncia de um y € E™ tal que a = (I — A)y, ou seja, & condigao a € (A — I)E". Por
outro lado, como o subespago (A — I)E™ é ortogonal ao autoespago de A com autovalor
+1, entdo o possui pontos fixos se e somente se a é ortogonal a este autoespago. Segue-se
que e a ndo possui pontos fixos, entdo o grupo gerado por « é ciclico infinito.

Suponha agora que I' C Isom(E™) é um subgrupo fechado. Para qualquer a € E"

Stab, = {g€Tl : ga=a}
= TN (- 0(n) 77%),

e como O(n) é compacto, entdo Stab, também o €. Segue-se que I' age livtemente em
E™ se e somente se I' ndo tem elementos de ordem finita, ou seja se [' ¢ um grupo sem
torgao.

Resumindo os resultados acima temos o seguinte teorema:

Teorema C.8 Formas espaciais euclideanas. Seja I' C Isom(E"), entdo E"/T €

uma forma espacial euclideana se e somente se T ¢ um grupo discreto e sem torgdo.

Portanto, o problema de classificar todas as formas espaciais euclideanas de dimensao
n reduz-se a encontrar todos os subgrupos discretos e sem tor¢ao de Isom(E™). Mais
ainda, para classificar todas as formas espaciais euclideanas mddulo isometrias é necessario

classificar as classes de conjugacio destes subgrupos discretos e sem tor¢do em [ som(E™).

C.2.1 TFormas espaciais euclideanas bidimensionais

O principal interesse na topologia césmica estd nas formas espaciais tridimensionais.
Porém, devido ao teorema C.13 adiante, as classificagdes das formas espaciais euclideanas
nio compactas, e a classificagio isométrica das formas compactas euclideanas tridimensio-

nais, é possivel s6 depois de ter obtido classificagtes andlogas no caso bidimensional. Esta
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subsecao, portanto, é dedicada a apresentagio das classificagdes difeomorfas e isométricas
das formas espaciais euclideanas bidimensionais. A aplicagdo do teorema C.8 ao caso

bidimensional d4 lugar ao seguinte teorema.

Teorema C.9 As formas espaciais euclideanas bidimensionais sdo o plano euclideano,

os cilindros, as faizas de Mdébius, os toros e as garrafas de Klein. Mais ainda, quaisquer

dots cilindros sdo difeomorfos,
duas faizas de Mébius  sdo difeomorfas,
dois toros sao difeomorfos,

duas garrafas de Klein sdo difeomorfas.

Vamos descrever as formas espaciais dadas pelo teorema C.9 em termos de subgrupos
de isometrias do plano euclideano. A prova que estas sdo as dnicas formas espaciais
euclideanas bidimensionais consiste em mostrar que estes grupos sdo os nicos subgrupos
discretos e sem torcao de Tsom(F?). Esta prova ndo é complicada, porém ¢ longa e pode
ser encontrada na secio 2.5 de [122]. A prova do teorema C.9 estd baseada nos seguintes

dois lemas que enunciamos para seu uso posterior.

Lema C.5 Seja T' um grupo de isomeirias agindo livremente em E? escjaly CT o
subgrupo que consiste em todas as iranslacées em T'. Entdo ' =Ty ou I =T} U~Ty, onde

(com uma escolha apropriada da origem e de wma base em E?)

v = (b, B) B= e Bb=b+#0. (C.11)
Reciprocamente, um grupo I' = Ty U~T; age livremente em E? se e somente sey = (0,1),
ou « estd dado por (C.11) e 2b # (B 4+ I)a para todo (a,I) € Ty

Lema C.6 Um grupo U; de translagdes age de maneira propriamente descontinua em E™
se e somente se existem m vetores linearmente independentes v; € ™, com 0 <m < n,

tal que as translagées 7, geram L.

A prova do lema C.6 é uma aplicagdo direta dos teoremas C.2 e 1.2, ja a prova do
lema C.5 envolve um pouco de dlgebra linear e pode ser encontrada em [122].

A descricio das formas espaciais planas bidimensionais é como segue:
Plano euclideano. T = {(0,1)}, e portanto £?/T' = E*.

Cilindro. T' =T, = <{a,1)>, com a # 0.
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Faixa de M6bius. I' = < v >, com « dado por (C.11). Neste caso ' = <+v* > = <«
(2b, 1) >, e portanto E?/T" pode ser construido a partir do cilindro E?/T cortando-
o longitudinalmente pela metade, ¢ colando uma destas metades pelos bordos com

orientagoes revertidas.
Toro. ' =Ty = <(a,I)> & <(b,I)>, com a e b linearmente independentes.

Garrafa de Klein. I' = <a,v; ayay !>, onde o = (a,]) e v vem dada por (C.11),
com a ortogonal a b. Além disso, [} = <a> & < 7% >, ¢ portanto a garrafa de
Klein E?/T' pode ser obtida cortando o toro E? /T’y a0 longo do gerador vertical, o,

e colando os extremos de uma das partes com orientacdes revertidas.

Até este ponto as formas espaciais euclideanas bidimensionais tem sido agrupadas em
familias de formas difeomorfas. Porém, com exegio do plano euclideano, em cada uma das
familias restantes podem ser encontradas formas espaciais de diferentes tamanhos, ou seja,
nio isométricas. ¥ conveniente entio proceder a um refinamento desta classificagdo para
poder identificar formas espaciais isométricas. A classificagfo isométrica dos cilindros,
faixas de Mobius e garrafas de Klein é imediata e 6bvia, ¢ estd resumida no seguinte

teorema.

Teorema C.10 Classificacio isométrica das formas espaciais bidimensionais

(exceto o toro).

o As classes de isometria dos cilindros e das faizas de Mobius esti@o parametrizadas
pelos nimeros reais positivos. Por convengdo, a classe de E?/ < a > estd carac-
terizada pelo nimero |a|, ¢ a classe de E*/ < v > estd caracterizada pelo nimero

9\b.

o As classes de isometria das garrafas de Klein estdo parametrizadas pelos pares or-
denados de mimeros reais positivos. Por convencgio, a classe de E* /T estd caracte-

rizada pelo par (2]b], |al).

Este teorema diz que dois cilindros sdo isométricos somente se as geodésicas fechadas
correspondentes aos geradores dos seus grupos de recobrimento sdo do mesmo comprimen-
to, ou seja, enmuncia o resultado intuitivamente ébvio de que dois cilindros sdo do mesmo
tamanho somente se tem a mesma largura. O mesmo aplica-se para as faixas de Mdbius,
porém, neste caso cabe observar que o parametro usado para caracterizar uma faixa de
Mobius é o tamanho do cilindro que o recobre. No caso das garrafas de Klein, como

as translages que entram na defini¢do do seu grupo de recobrimento sao ortogonais, a
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classificacdo isométrica se da também somente em termos de comprimentos de geodésicas
fechadas.

A classificagio isométrica dos toros é um pouco mais problemética, pois um toro tem
mais graus de liberdade do que apenas os comprimentos de geodésicas fechadas. De fato,
os geradores do grupo de recobrimento de um toro podem ndo ser ortogonais, e esta
possibilidade é a origem das dificuldades na sua classificagdo isométrica. A classificagdo
isométrica dos toros de dimensdo m é feita a partir das seguintes consideragoes. Um
reticulado em E™ é a érbita da origem sob a agdo de um grupo discreto de m translagdes
linearmente independentes em E™. Escolhendo uma base ¢ = {ej, e3,...,en} C E™
constréi-se um reticulado fazendo agir o grupo pelas translacdes 7., ¢ = 1,...,m, sob a

origem. Este reticulado é o conjunto
A, ={n'e; : n' € Z}.

Agora, nem sempre bases diferentes produzem reticulados diferentes. De fato, considere

o subgrupo de GL(m, R) com entradas inteiras e determinante 1,
SL(m,Z) = {A=la;} € GL(m,R) : det(A) =1, a; € Z};

entio o reticulado Ay, onde f = A-e, com A € SL(m, Z), é igual a A.. Isto segue-se
da seguinte observacio; cada f; é uma combinagdo linear inteira da base e, e portanto
Ay C A.. Reciprocamente, e = A7'. f eportanto A, C A;. Segue-se que A, = Ay, ou
seja, se duas bases em E™ estdo relacionadas por um elemento de SL{(m, Z) entdo elas
produzem o mesmo reticulado. Porém duas bases podem produzir o mesmo reticulado
sem estar relacionadas por um elemento de SL(m, Z), um exemplo simples é dado pelas
bases e = {e1,ez,...,em} € f = {—e1,€2,...,6n}, que estdo relacionadas apenas por
uma transformacao ortogonal. Isto da lugar & seguinte generalizacéo: dois reticulados em
E™ gdo equivalentes se as bases que os geram estdo relacionadas por uma transformagao

ortogonal. Temos portanto o seguinte lema.

Lema C.7 Duas basese ¢ f de E™ geram reticulados equivalentes se e somente se existem

Ae SL(m,Z) e B € O(m) tais que f = A-e- B®

Observando agora que na passagem ao quociente para construir o m-toro E™/T',onde T’
é o grupo gerado pelas translagdes definidas pela base e = {e1,€2,...,€em}, todos os pontos
do reticulado A, sdo equivalentes, e que dois m-toros E™/T'; e E™ /T sao isométricos se e

somente se os seus reticulados associados sdo equivalentes, chegamos ao seguinte teorema:

5Denotamos A - B o produto de duas matrizes A e B, e uma base é considerada como uma matriz

quadrada cujas filas estio formadas pelos vetores que a compdem.
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Teorema C.11 As classes de isometria dos m-toros estdo parameirizados pelo espago
quociente duplo SL(m, Z)\GL(m, R)/O(m} da seguinte maneira: seja T™ = L™ /T um
m-toro com T’ gerado pelas translagées definidas pela base e = {e1,eq,...,en}, este toro
é determinado pela classe de equivaléncia [A(T™)] = SL(m, Z) - A(T™) - O(m), onde

- -

€1

€2

AI™) = | | € GL(m,R).

| Em ]

Apliquemos este teorema ao caso bidimensional. Seja e = {e1, 2} uma base em E?
A, o reticulado associado a e, T o grupo gerado pelas translagdes definidas por A, ¢ 7, o
toro correspondente. Mediante uma transformacao ortogonal conveniente podemos supor
que e; = 79 e ey = si+tj, com r,t > 0 e |es] > |e1|. Identificando E? com o plano

complexo temos a seguinte correspondéncia
e, «— reR'
ey —— s5+ti, seR, te R e i=+-1.
Usando esta correspondéncia o reticulado A, é
A = {r(n* +n%2) : n',n% € Z},
onde z = (s +ti)/r. Portanto T} fica caracterizado pelo par (r,z) € R x C, com |z] > L.
Observe, porém, que o par (r,w) com w = mr + 2, m € Z, também caracteriza o mesmo
toro, pois a base f = {e1, me; + e} gera o toro Ty isométrico a L.
Para obter uma parametrizacio univoca do toro T, considere a agdo de SL(2, R) em
H? dada por®
a b az+b
TEZ /s,
c d cz+d

e os reticulados L, e L,,, onde

L,={n+mz : n,me Z},

com z € H%
a b
Se w ~ z pela acdo de SL(2,Z) em H?, entio existe ; € SL(2, Z) tal que
c
w = 2 e portanto
maz + mb
n+mw = marr ™
cz+d

= czi— d[(nd + mb) + (nc + ma)z].

SQbserve que estamos usando o modelo do semi-plano superior para I 2,
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Segue-se que L, = ;'5L.. Suponha agora que L, = BL, para algum 8 € C. Como

L, w € L, entdo existem inteiros a, b, ¢, d tais que

1 = Bd+c2),
w = B{b+a2),
e portanto
w az-t+b
w=—= :
1 cz+d
-1
- Lo a b .
Por outro lado, a condigao L, = EL‘” implica que também tem entradas
c

a b
inteiras, e portanto € SL(2, Z). Em particular tem-se que Im(w) = |B]2Im(z).
¢ d

Agora, dois reticulados A, e Ay geram o mesmo toro se A, = e“’Af, e portanto
H?/SL(2, R) parametriza os toros bidimensionais médulo dilatagao, ou seja E?/T, e
E*/T; so equivalentes sob a agdo de SL(2, R) em H? se e somente se £2/I é isométrico

a E%/rT; para algum r > (. Temos portanto o seguinte teorema:

Teorema C.12 Classificagao isométrica dos toros. As classes isométricas dos toros
bidimensionais estGo parametrizadas pelos pares (r*,[w]) € Rt x H?*/SL(2,Z). O par
(r?,[w]) corresponde ao toro gerado pelo reticulado Ly, = {nr + mrw : n,m € Z}, com

r > 0.

C.2.2 Formas espaciais euclideanas tridimensionais

Nesta subsec¢io sao discutidas com detalhe as formas espaciais euclideanas tridimensionais.
Em particular, apresentam-se classificagdes difeomorfas e isométricas para as formas eu-
clideanas nao compactas (teorema C.14) e compactas (teoremas C.18 ¢ C.19). Adicional-
mente obtem-se, a partir de umn teorema de Bieberbach, um resultado com consequéncias
importantes para a topologia csmica, e em particular para o método de cristalografia
cosmica: toda forma espacial euclideana tridimensional compacta € recoberta por um
tritoro.

Seja. N C M uma subvariedade riemanniana de M, N ¢é dita totalmente geodésica
se toda geodésica de M tangente a N em algum ponto esta totalmente contida em N.
Tem-se que uma subvariedade N < M é totalmente geodésica se e somente se toda N-
geodésica é também uma M-geodésica. Se F é uma segho plana de 7, N, para algum

p € N, entdo a superficie riemanniana Sg = ezp,(F) é a mesma em M ouem N, e a
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sua curvatura gaussiana é a curvatura seccional K(p, E), seja ela computada em M ou
em N. Em particular se M é de curvatura constante, entdo N também o é. Agora, a
classificagdo das formas espaciais ndo compactas estd baseada no seguinte teorema cuja

prova encontra-se em [122].

Teorema C.13 Seja M uma forma espacial euclideana, entdo existe uma retracdo por

deformacao diferencidvel de M sobre uma subvariedade compacta totalmente geodésica.

Exemplo C.1 Considere o cilindro S x E!, quociente do plano E? pelo grupo < e, >,
com e; = (1,0). Todo ponto do cilindro é da forma ([z],y), onde z,y € R, e [z] = {u €
R : u=2x+ 2mn, para algum n € Z}. A retragao

f:S'xE = St
(2] ) = [a]
mostra que o circulo é um retrato por deformagdo do cilindro. O circulo é uma variedade

totalmente geodésica do cilindro pois é o quociente do subespago do plano E! = {(z,0) :

z € R} pelo grupo <7y, >. W

Considere a isometria sem pontos fixos o = (a, A) € Isom(E®). Se A € SO(3) entdo
A = I ou A possui autovalores {1, e e=®} com 0 < § < , e é portanto uma rotagio
de um angulo +f em torno do eixo & formado pelos autovetores de A com autovalor 1.
Logo o« é uma rotacido em torno do eixo & seguido de uma translagio numa dire¢fio nao

ortogonal a &. Podemos portanto decompor
a=a +V,
onde Aa’ = a' # 0, e b’ ortogonal a & Como existe um inico b € E? ortogonal a & tal
que (I ~ A)b = ¥V, tem-se que para todo = € E3
a(z) = Az+d +V

= Az+a + (- A

= Afz)+d,
onde Ay =noAoT, 1 ¢ uma rotagio de um angulo +6# em torno do eixo & deslocado até

b, n(&), seguido de uma translagao a’ paralela ao eixo &. Segue-se entao o seguinte lema

Lema C.8 Movimentos de parafuso. Toda isometria o = (a, A), sem pontos fizos e
que preserva a orientagdo, é um movimento de parafuso, ou seja uma rotagao ao longo
de algum eizo (ndo necessariamente passando pela origem) seguida por uma translagdo

ndo nula paralela a esse eixo.
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Considere agora a isometria sem pontos fixos a = (a, A) € Isom(E?), com det(A) =
—1. A transformacio ortogonal A deve possuir pelo menos um autovalor +1, logo os
autovalores de A sdo {—1,1,1}, e portanto A ¢ uma reflexdo no plano ortogonal ao eixo &
formado pelos autovetores de A com autovalor —1. Adicionalmente, a € uma translagao

nao paralela a este eixo @, e portanto podemos escrever
a=a +2b,
com Ab' = —¥ ¢ a' # 0 ortogonal a & Como &' = 1(I — A)Y tem-se que para todo z € E3

alz) = Az+d +20
= Az+(I—-AY +d
= Abl (GL') +a ,

onde Ay =7y 0 Ao, ! é uma reflexdo no plano ortogonal ao eixo & que passa pelo ponto

b’. Temos entdo o seguinte lema.

Lema C.9 Reflexdes com deslizamento. Toda isometria a = (a, A) sem pontos fizos
e que reverte a orientagio é uma reflexdo com deslizamento, ou seja ume reflexdo
num plano (ndo necessariamente passando pela origem) seguida de uma translaggo ndo

nula paralela a este plano.

Constdere agora uma base {a,b,c} em E3 com c ortogonal a a e b, e as seguintes

rotagoes
-1 0 0 cosfl —senf 0
B = 0 1 0 : Se= | senf cos@® 0 |, (C.12)
0 0 -1 0 0 1
e reflexdes
10 0 -1 0 0
E=|01 o . F=| o0 101, (C.13)
00 -1 0 01

escritas nesta base. Temos a seguinte classificacao das formas espaciais euclideanas tri-
dimensionais ndo compactas, a qual estd baseada no teorema C.13 e na classificagao das

formas espaciais euclideanas compactas de dimensdo menor que trés.

Teorema C.14 Formas espaciais euclideanas tridimensionais nio compactas.
As formas espaciais euclideanas tridimensionais ndo compactas $Go dadas na tabela C.1.

Valem as seguinites afirmagoes:

1. Duas formas espaciais sdo difeomorfas se e somente se pertencem G mesma classe.
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Classe | Geradores de I Diregdes das translagoes Retrato
E3 (1,0) - Ponto
S? (a,Sp) Se(a)=a Circulo
Sy {(a,F) E(a) = Circulo
T a, b aebli Toro
T (a,E), (b,F) E(a)=a, E(b)=b,ae bl Toro
K1 a, (b,B) Bla)=-a, B(b)=b Garrafa de Klein
Ka a, (b,F) F(a)=-a, F'(b) =10 Garrafa de Klein
Ks (a,F), (b,B) | E(a) = a=-B(a), F(b) =b= B(b) | Garrafa de Klein

Tabela C.1: Classes difeomorfas de formas espaciais euclideanas ndo compactas. 0 <8 < .

2. Duas formas espaciais difeornorfas sdo afim-difeomorfas, ou uma delas € do tipo «Sfl

e a outra do tipo 8%, com 6, # 6.

3. Duas formas espaciais afim-difeomorfas sdo isoméiricas se e somente se as subva-

riedades compactas as quais estas sdo retraidas sdo isométricas.

Observacio C.6 As formas espaciais B3, S, 71 e K sdo orientdveis; as formas espaciais

S, Tz, Ko e K3 sdo ndo orientdveis. H

Consideremos agora a classificagio das formas espaciais compactas. Um grupo dis-
creto I' C Isom(E") é um grapo cristalografico n-dimensional se o quociente E"/I" é
compacto. Os grupos cristalograficos estdo totalmente caracterizados pelos teoremas de
Bieberbach que passamos a enunciar [87, 112, 122]. Dada uma isometria @ = (a,A) €

Isom(E"), a transformagio ortogonal A é chamada de componente ortogonal de a.

Teorema C.15 (Bieberbach) Seja ' um grupo cristalogrdfico n-dimensional. Entdo
T, = [N E™ é um subgrupo normal de indice finito em I', e todo conjunto mintmal de
geradores de T'y € uma base de E™ relativa @ qual as componentes ortogonais dos elementos

de I’ sdo matrizes inteiras.

Teorema C.16 (Bieberbach) Para cada inteiro n > 0 eziste um nimero finito de clas-
ses de isomorfismo de grupos cristalogrdficos n-dimensionais. Dots grupos cristalogrdficos

sdo isomorfos se e somente se sdo conjugados em E™ por uma transformagdo afim.

Como, em particular, as formas espacials compactas n-dimensionais sao quocientes de
E" por grupos cristalograficos sem tor¢ao, os teoremas de Bieberbach déo lugar aos resul-
tados resumidos no seguinte teorema que tem consequéncias fundamentais na topologia

cosmica.
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Teorema C.17 As seguintes afirmagdes sao verdadeiras:

1. Toda forma espacial euclideana compacta n-dimensional admite um recobrimento

riemanniano regular por wm toro n-dimensional.

2. Para cadan > 0 existe um nimero finito de classes de difeomorfismo afim de formas

espaciais euclideanas compactas de dimensao n.

2. Duas formas espaciais euclideanas compactas sdo afim-difeomorfas se e somente se

possuem grupos fundamentais isomorfos.

A classificacio das formas espaciais euclideanas compactas tridimensionais fornece dois
invariantes topolégicos adicionais: o grupo de holonomia e o primeiro grupo de homologia.
Os grupos de homologia, H,(M, Z), de uma variedade M ndo tem sido apresentados nes-
ta tese pois possuem definigbes extensas demais para serem incluidas, e s6 serd utilizado
marginalmente o primeiro grupo de homologia H; (M, Z) que pode ser calculado abelia-
nizando o grupo fundamental de A (veja por exemplo o teorema 3.4 em [18]). Exemplos
deste procedimento encontram-se na préxima subsecao.

Passamos agora a descrever o grupo de holonomia de uma variedade afim, ou seja uma
variedade diferencial munida de uma conexio afim (veja, por exemplo, [122]). Dados um
ponto p € M e a: I — M um lago seccionalmente diferencidvel com base em p, considere
o transporte paralelo 7, : T,M — T, M de vetores tangentes ao longo do lago a. O produto
de lagos em p € M induz um produto nos transportes paralelos 7,, 0s quais formam um
grupo ¥, de transformagoes lineares em 7, chamado grupo de holonomia linear em

p. Como M é conexa, dado um outro ponto ¢ € M, a fungédo
n:¥, = Y,
T Y TpeT-Tg1,

onde §: I — M é um caminho de p a g, é um isomorfismo entre ¥, e ¥,. Hsta equi-
valéncia entre os grupos de holonomia de cada ponto numa variedade conexa permite falar
do grupo de holonomia linear ¥ de M. Se a, §: I — M sao dois lagos com base em
p € M homotopicamente equivalentes, entdo a homotopia entre o e § estabelece um cami-
nho entre 7, ¢ 75 em ¥,. Portanto os transportes paralelos ao longo de lacos homotdépicos
est?o na mesma componente conexa por caminhos de ¥,. Denotando por \Ilg a compo-
nente conexa por caminhos & identidade em ¥,, temos entdo o seguinte homomorfismo

sobrejetivo

h: Tfl(M,p) — \I’/\I’g

la] +» |7a] -
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Observe no entanto que este homomorfismo nao é um isomorfismo, ¢ portanto m (M, p)
e U, sao grupos diferentes.

Agora, se M é uma forma espacial euclideana compacta com grupo de recobrimento
I' C Isom(E™), entdo pelo teorema C.17 o toro minimal que recobre M é T™ = E™ /1%,
com Iy =[NE" Se G =TI/Ty, entio M = T™/G. Vamos agora caracterizar o grupo G
em termos da holonomia de M. Observemos que ¥° ¢ trivial pois M é quociente de £,
e o espago euclideano tem holonomia trivial, logo o homomorfismo b : m (M) — ¥/ o
vira um homomorfismo h : m (M) — ¥, e portanto ¥ é totalmente desconexo. Por outro
lado, identificando T' com 7, (M), interpretamos (a, A) € ' como representante do lago
em M que é a projecio do caminho que vaide 0 € E" a a € E™. E claro que h(a, A) = A,

ou seja o grupo de holonomia linear da forma espacial E"/T" é
T ={AcO0(n): (q,A) €T}.

Em particular, a holonomia de um toro é trivial. Também tem-se que a seguinte sequéncia

de homomorfismos € exata,
; h
1>, —Ir-5¥—1,

e portanto ¥ &~ T'/T',. Segue-se que se ¥ é a holonomia de M = E™/T', entao M =T/ ¥;

ou seja (veja o teorema 1.12)
U = Deck(T",p, M),

onde p : T" — M é a projegéo de recobrimento de M por T™.

Considere agora uma base {a,b,c} em E?, e as seguintes rotagdes

1 0 0 -1 0 O -1 0 O
Ai=10 -1 0 ; A= 0 1 0 ; A= 0 -1 0
0o 0o -1 0 0 -1 0 0 1
(C.14)
1 0 O 1 0 0 1 0 0O
B=100 -1 ;. C=100 -1 ;. D=1 0 0 -1
01 -1 01 0 01 1
e reflexces
1 0 0 1 0 1
E=101 0 ; F=101 1 ; (C.15)
0 0 -1 0 0 -1

escritas na base {a,b,c}. Temos a seguinte classificagao das formas espaciais euclideanas

tridimensionais compactas.
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Direcdes
Classe | (GGeradores de T T das H(M,Z)
translagoes
r
Gt a, b, c idgs — L XTXL
i Ai(a) = a,
Go (5.A1), b ¢ Zy A (b) = —b, Z X 2y X Zo
Ai(c) = —¢ B
B(a) = a,
Gs (§.B), b, c Z3 B(b) = ¢, Z x Zy
Ble)=-b-¢ |
Cla) = a,
Ga (5,C), b, c Z4 C(b) =c, Z x Zy
Clc)=—b
B D(a) = a,
Gs (8,D),b,c Zs D(b) = ¢, Z
D(c)=c—b ]
(5.41), Ayfa) = —Az(a) = —As(a) = q,
Gs (HTC,Az)a Zy X Zy | —A1(b) = Ay(b) = —A3(b) = Z4 X 24
(55, 4s), —Ay(e) = —As(c) = As(c) =

Tabela C.2: Classes difeomorfas de formas espaciais euclideanas compactas orientiveis.

Teorema C.18 As classes afim-difeomorfas de formas espaciais euclideanas compactas

tridimensionais orientdveis sao dadas na tabela C.2, e as ndo orientdveis sdo dadas na

tabela C.3. Sejam M e N duas formas espaciats euclideanas compactas de dimensdo trés,

as seguintes afirmacoes sio egquivalentes:

1. M e N sao homeomorfas.

2. M e N sao afim-difeomorfas.

3. m(M) ~ m(N).

Além disso, se Hi(M, Z) ~ H (N, Z) entdo valem as afirmagies anteriores, ou uma das

formas € de classe Gy e a outra de classe Bs.

168



Diregoes

Classe | Geradores de T’ v das H{(M,2Z)
translagdes
E(a) =a,
By (2,E), b, c Zs E(b) = b, Z X Z X Zy
E(c) = —c
F(a) = aq,
B, (2,F), b, c Zy F(b) = b, ZxZ
Fle)=a+b—c
Ai(a) = E(a) = a,
Bs (2,41), B,E)sc | Zax Zo | —Ai(b)=E(d)=b, | ZX Zy x 2,
~Ai(c)=-Elc)=c¢
Ai(a) = E(a) = a,
By |(24), (BSE),c| Zyx Za| —Ai1(b) = E(b) =b, Z X 74

3 —Ai(c) =—E(c)=c

Tabela C.3: Classes difeomorfas de formas espaciais euclideanas compactas nao orientaveis.

A classificagio isométrica das formas espaciais euclideanas tridimensionais compactas
segue-se de uma inspecdo das tabelas C.2 e C.3, e utilizando a classificagao isométrica
das formas espaciais bidimensionais. A classifica¢do isométrica dos toros ji foi feita no

teorema C.11.

Teorema C.19 A classificagdo isométrica das formas espaciais euclideanas tridimensio-

nais compactas é como segue:

1. A classe G, ¢ parametrizada pelas classes de equivaléncia SL(3, Z) - A(T?) - O(3),
onde A(T3) ¢ a matriz cujas filas sdo formadas pelos vetores de alguma base de F3

que gera 0 grupo de recobrimento do toro,

2. A classe G, € parametrizada pelas ternas (Ja|,r2,[w]), onde o par (r?,[w]) parametriza

o toro bidimensional gerado pelos vetores b e c.
3. As classes Gs, Gy e G5 sdo parametrizadas pelos pares ordenados (|al,|b).
4. As classes Gg, By e By sdo parametrizadas pelas ternas ordenadas (lal,|b|,lc]).

5. As classes By e By sdo parametrizadas pelas ternas {r?,[w],|¢]), onde o par (r2,[w])

parametriza o toro bidimensional gerado pelos vetores a e b.
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Figura C.1: Na figura é mostrado um ciclo de arestas de ordem dols, o que mostra que este
poliedro fundamental e as instrugbes de colagem correspondem a um orbifold. Seguindo as

instrugdes de colagem pode-se ver que, de fato, todos os ciclos de arestas sao de ordem dois.

C.2.3 Poliedros fundamentais de formas espaciais euclideanas

Os poliédros fundamentais e as instrugdes de colagem para um exemplar de cada uma das
classes das formas espaciais euclideanas tridimensionalis orientéveis e compactas tem sido
descritos em diversos trabalhos de topologia césmica (ver por exemplo [63]). Porém, a
descrigio dada para o exemplar da classe Gg nio corresponde a uma variedade. De fato,
o poliedro fundamental apresentado para esta variedade é descrito como sendo um cubo
unit4rio (de lado igual a 1) com instrugdes de colagem como as ilustradas na figura C.1.
Como pode-se observar por simples inspegio da figura, cada ciclo de arestas é de ordem
dois, o que mostra que, de acordo ao teorema do poliedro de Poincaré, esta descrigao
corresponde a um orbifold (veja a observagio C.5).

Nesta subsecio é apresentado um poliedro fundamental e instrugdes de colagem para
uma forma espacial M de classe Gs. Esta descri¢ao fol obtida pela primeira vez em
[45], e utilizada no contexto da topologia cdsmica em [37] e [47] (veja a subsegdo 3.3.2).
Adicionalmente, apresentam-se aqui as duas formas nao isométricas que recobrem Me
sao, por sua vez, recobertas por Ty, o toro minimal que recobre M. A primeira destas
formas é facilmente reconhecivel como sendo da classe G, a partir da inspegao dos seus
geradores. J4 ndo é trivial reconhecer a segunda forma como sendo da classe Gp, pois o
poliedro de Dirichlet centrado na origem e as instrugdes de colagem correspondentes nao
sio da forma candnica. A sua identificagio dentro da classificacido difeomorfa dada pelo
teorema .18 se faz calculando o primeiro grupo de homologia. Finalmente, mostramos
como escolhendo convenientemente o centro do poliedro de Dirichlet, as novas instrugoes
de colagem permitem a identificagio desta variedade dentro desta classificagao. Este

exemplo ilustra claramente como o poliedro de Dirichlet e as instrugdes de colagem de
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uma forma espacial dependem fortemente do ponto escolhido como centro do poliedro.
Os geradores do grupo de recobrimento I', de uma forma espacial de classe Gg, dados

pela tabela C.2, sdo

x = (C_I,Al)
8 = (b+c A) (C.16)
v = (@+b+¢As),

onde {a, b, 2} 6 uma base ortogonal de E®, e as matrizes Ay, Ay e A; estdo dadas por (C.14).
Denotemos o quociente B3 /T por M. Escrevendo entdo a = ai, b="bjee = cfc, com a,
b e ¢ nimeros reais positivos, temos pelo teorema C.19 que a terna ordenada (2a, 2b, 2¢)
identifica médulo isometrias a variedade M de classe Gg, com grupo de recobrimento

gerado por (C.16). Resulta conveniente substituir o gerador -y pela isometria

§ = 7'

= (B—E,Az)

Observagiao C.7 Denotemos por X o eixo que passa pela origem e é paralelo a @, e
por ¥ o eixo que passa pela origem ¢ é paralelo a b. Entdo, observe que a isometria
o é o movimento de parafuso que consiste na rotagio de 7 radianos em torno do eixo
X, seguido da translagio 7;. A isometria § é o movimento de parafuso que consiste na
rotagao de 7 radianos em torno do eixo paralelo a Y e que passa pelo ponto ¢/2, seguido
pela translacdo 7. Por ultimo, § é o movimento de parafuso que consiste na rotacdo de
x radianos em torno do eixo paralelo ao eixo Y que passa pelo ponto —&/2, seguido pela
translacio 75. Isto segue-se imediatamente ao aplicar a construgio usada para provar o

lema C.8. B

Os geradores de I' adquirem uma forma bastante simples se introduzimos um novo

sistema de coordenadas em E3. De fato, efetuando a mudanca de base

e - i
1 .
6y = %(bj+ck),

com L = Vb2 + ¢2, os geradores e suas inversas assumem as seguintes expressoes

a=@@A4) ; o= (—&,El)
B=(Lés, A2) 3 B =(—Lés, A) (C.18)
§=(Léy,As) ; 6= (—Lés, As) ;



A

=

Figura C.2: Instrugdes de colagem para a variedade de tipo Gg com parametros (2,2/+/2, 2/ V2).

As faces denotadas com L sao identificadas pela isometria ¢, as faces denotadas com K sdo

identificadas pela isometria 3, e as faces denotadas com F sdo identificadas pela isometria 4.

onde as componentes ortogonais das isometrias sdo calculadas uasndo a expressio A; =

PA, P! comi=1,23, e sendo P a matriz de mudanca de base

10 0
P=lot
05 %
com inversa
1 0
Pl=10 5 %
0 - &
Explicitamente temos
1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
A=|lo-1 0 |;A=[0o01]; 4=]0 0 -1
0 0 -1 0 10 0 -1 0

Estas expresses dos geradores de T’ sdo bastante simples, porém esto escritas numa
base, em geral, ndo ortogonal de E*. Contudo, para os valores dos parametros ¢ = 1 e
b= c=1/4/2, a base (C.17) §, de fato, ortonormal, pois L = 1. Vamos construir um
poliedro de Dirichlet para M correspondente a estes parametros tomando a origem como
centro. Com efeito, os geradores , 3 e 4, junto com as suas respectivas inversas, levam
a origem de E® a pontos localizados nos eixos coordenados a uma disténcia igual a 1.
Segue-se que o poliedro de Dirichlet é o cubo mostrado na figura C.2, onde também séo

mostradas as instrucdes de colagem, enquanto que a figura C.3 mostra os ciclos de arestas.
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Observe que cada ciclo de arestas é de ordem quatro, e portanto o poliedro fundamental
e as instrugoes de colagem correspondem a uma variedade euclideana.

Como verificagdo, calculemos o grupo de homologia Hi1(M, Z). O primeiro passo é
calcular o grupo fundamental de M usando o teorema de Seifert-van Kampen (veja a

figura C.3). O resultado é
m(M) = <a,b,c; ac” e, 0?72, ache> . (C.19)

Agora, o primeiro grupo de homologia ¢ calculado abelianizando m(M) (veja [73]). Abe-
lianizar m; (M) significa adicionar 3 lista das relagbes na apresentacao (C.19), relagtes de

comutacio entre todos os geradores. O primeiro grupo de homologia de M é entao
Hi{(M,Z)=<a,bc; ac tbe ',a%7 2, ache,aba b7 Jaca™lc L beb et > . (C.20)

Usando as relagoes de comutagio temos que a primeira e terceira relagbes na apresentacao
(C.20) podem ser escritas como abc? e abc? respectivamente; e como estas palavras sio
iguais 3 identidade, temos ¢* = 1. Por outro lado, da primeira relagio é ficil ver que
b =a"'c?, e portanto o elemento b pode ser eliminado da lista de geradores. Fazendo isto,

a segunda relagio em (C.20) reduz-se a a* = 1. Temos portanto que

H(M,Z) = <a,c; a* c acatc' >

=~ Z4 x Z4 . (021)

Comparando (C.21) com a tabela C.2 verificamos que, de fato, este poliedro fundamental

e instrugoes de colagem correspondem a uma variedade de tipo Gs.

Observacao C.8 O poliedro de Dirichlet obtido no exemplo anterior é um cubo de
volume 1, e a variedade correspondente pode ser denominada de variedade Gg padrdo,
em analogia ao toro padrdo cujo poliedro de Dirichlet é também um cubo de volume
1. Observe, porém, que escolhendo um outro ponto como centro obteremos, em geral,
um poliedro de Dirichlet e instrugdes de colagem diferentes para a mesma variedade Gg
padrao. Este fenémeno, que se manifesta nas formas espaciais que ndo sao globalmente

homogéneas, serd ilustrado a seguir para o caso de uma forma da classe G,. B

Vamos agora construir o toro minimal T que recobre M. QObserve primeiro que o?
3% = 62, 36 e 63 sdo translagdes, e portanto comutam. Observe também que as seguintes

relagdes sdo satisfeitas

Ba=a 6t ; Bal=adt ; fla=ald ; fla'=ab. (C.22)

173



Figura C.3: Identificagdo das arestas no poliedro fundamental para a variedade de tipo Je
da figura C.2. Observe que os ciclos de arestas sdo de ordem quatro. Adicionalmente, estas
identificactes de arestas servem para calcular o grupo fundamental da variedade correspondente,

e com isso, verificar que a variedade descrita pelas intrucoes de colagem é de tipo Gs.

+

As translagdes e as relacoes dadas em (C.22) permitem transpor a isometria a™! 4 esquerda

de uma isometria 3% ou §*! quando se encontra do lado direito, e reduzir qualquer palavra
em a, 3 e d a uma forma canénica. Por exemplo,
Baféa = a4 'Baip!

= a8 tas gt

= a talpsT'g!

= aH(d7l8)ps

= o' (88)(8)
a~2571(86)(45)
= a 2715717 (8P)
= a60),

il

Desta forma, qualquer isometria de recobrimento de M pode ser escrita em uma das duas

seguintes formas candnicas
p(l,m,n) = (B8, wp(l,m,n) = agm(8p)", (C.23)
onde I, m e n sdo inteiros, e n > 0. Para todo I e m temos que p(l,m,0) = u(l,m, 0),
enquanto que para n # 0, p(l, m, n) # pu(l,m, n).
As translaces em I' sdo as isometrias com [ e m pares, independentemente do valor
de n. Na base (C.17) temos explicitamente que
p(2k1, 2kg,m) = T2k ko kat2n) 5

M(le,ka:n) = T(2ky,ka2-+2n,k3) »
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ky | ka | n el =yl
0 [+1]0 V2
0 |-1]1 V2
+1] 0 |0 2
0011 2
0|-2]|1 2

Tabela C.4: Valores da funcio distancia para as primeiras translagdes do grupo de recobrimento

de M.

onde k; e ks sdo inteiros. Portanto, denotando por || para a fungio distdncia da trans-

lagao ¢ temos
|0(2k1, 2k, m)|? = |(2k1, 2k, n) 2 = 2 [2K2 + (k2 4+ n)® +n7] , (C.24)

Na tabela C.4 mostram-se as translagdes de ' com os menores valores da fungio
distancia. Daqui obtem-se facilmente os geradores de Iy, o grupo de recobrimento do toro
minimal Ty Estes geradores sio o?, 3% e §714. O poliedro de Dirichlet do toro minimal
é, portanto, um paralelepipedo reto de base quadrada de lado V2 e altura 2.

Podemos agora passar a construir todas as formas espaciais que recobrem M e sao
recobertas por Ty. Denotemos por M; uma destas formas, e por I'; o seu grupo de

recobrimento. Temos entdo que todo I deve satisfazer a relagao
IN<T; <1, (6.25)

onde A < B significa neste caso que A é um subgrupo de B. Como I' é gerado pelas
isometrias a, 3 e 8, e I'; é gerado pelas isometrias o, % e 714, é claro que os Unicos
grupos (médulo conjugagio) que satisfazem a relagdo (C.25) sdo T'y gerado por «, 3 e
5718, e Ty gerado por a?, 3 e 6.

E facil ver que M; é uma variedade de tipo G,, pois 0s seus geradores sdo duas trans-
lacdes em diregdes independentes (52 e 3716) e um movimento de parafuso com rotagao
de 7 radianos em torno de um eixo ortogonal ao plano formado pelos dois geradores
anteriores. Agora, os geradores de M, sio dois movimentos de parafuso (B e &) e uma
translaciio, e portanto néo é imediata a sua identificacio dentro da classificacio difeo-
morfa das formas espaciais euclideanas (veja a tabela C.2). Na figura C.4 apresentam-se
o poliedro de Dirichlet centrado na origem de E® e as instrucdes de colagem de M, e
os ciclos de arestas correspondentes a estas instrugdes de colagem. Mais uma vez, nao é

evidente, a partir da inspecio deste poliedro, a qual classe G; pertence M,.7

7Observe que M é orientével, portanto é suficiente considerar a tabela C.2.
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() (b)

Figura C.4: Em (a) mostram-se as instrugdes de colagem para M;. As faces denotadas com L
sio identificadas pela translacio a?, as faces denotadas com K sfo identificadas pela isometria
3, e as faces denotadas com F' sdo identificadas pela isometria 4. Nao é evidente que M3 é da
classe Go, porém isto é rapidamente verificado calculando o seu primeiro grupo de homologia

com ajuda dos ciclos de arestas dados em (b).

No entanto, podemos identificar a classe a qual M, pertence calculando o seu primeiro

grupo de homologia. Da figura C.4 obtemos para o grupo fundamental de M,
m(My) = <a,b,c; a®b% aca e, beb"e> (C.26)
e 0 primeiro grupo de homologia de M; é entdo
Hi(M3,Z) = <a,b,c; a®b 2, aca™ e, beb te,aba "0t aca e beb el > . (C.27)

Usando as relagdes de comuta¢io temos que a segunda e terceira relagoes de (C.27) se
reduzem & tinica relagio ¢ = 1. Por outro lado, a primeira relagiao de (C.27) é %' =

ab~1)2. Logo, substituindo b pelo gerador d = ab~?, temos que
g

H(M,y, Z) = <aed; & d aca e ada™d ™ ede P d ! >

S 7 X Ty X Do, (C.28)

Segue-se imediatamente que M, ¢é da classe Gs.

Para encontrar um poliedro de Dirichlet para M, com as identificagdes de faces padroes
vamos escolher o centro no ponto —/2 (veja a observagido C.7). Neste caso, o gerador
§ é uma rotacio de 7 radianos em torno de um eixo paralelo a Y que passa pelo centro
do poliedro, seguido da translagio 73. Por outro lado, o gerador o é uma translagdo
ortogonal a Y. Agora, substituindo o gerador 3 pela translagio 716 = 7y, temos como

2

terceiro gerador uma translagio ortogonal a Y e independente de a®. As isometrias a,
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8718 e § geram T3, e o poliedro de Dirichlet de T'; centrado em —¢/2 possui claramente

instrugdes de colagem padroes.

C.3 Formas espaciais esféricas

As secdes espaciais nos modelos cosmoldgicos de Friedmann-Lemaitre com densidade de
matéria maior que a densidade critica p, (veja a equagao (3.38) na secao 3.1) sdo formas
espaciais esféricas tridimensionais, e nesta segdo estudam-se com detalhe estas formas
espaciais.

A classificacio das formas espaciais esféricas de dimensio n pode ser encontrada em
[122], porém os métodos empregados nesta classificagao sao complexos e ndo serdo apre-
sentados aqui. Existe, no entanto, uma maneira de obter a classificagdo das formas
espaciais esféricas tridimensionais baseada numa afortunada coincidéncia entre os grupos
50(4) e SO(3) x SO(3). Esta conexdo é estudada em detalhe na subsegao C.3.1, onde
se mostra que estes grupos sdo localmente isomorfos. Este isomorfismo local relaciona
a classificagio dos grupos discretos de SO(4) com os grupos discretos de SO(3), e na
subsecio C.3.2 apresenta-se a classificagdo das formas espaciais esféricas tridimensionais.
Detalhes da classificagio apresentada nesta segio encontram-se em [103].

Diferente do caso euclideano, a classificagio das formas espaciais esféricas bidimensio-
nais é de pouca ou nenhuma ajuda para a classificagdo das formas esféricas tridimensio-
nais. Todavia, antes de particularizar para o caso tridimensional vamos estabelecer dois
resultados gerais.

Seja M = 52%/T' uma forma espacial esférica de dimensdo par, entao I' € um subgrupo
discreto e livre de O(2n +1). Se g € " possui determinante 1, entdo g possui pelo menos
um autovalor +1, logo para algum ponto p € §%" gp = p. Como I' é um grupo livre
segue-se que g é a identidade. Seja agora g € I' com determinante —1, entdo ¢* tem
determinante 1, e portanto g = I. Segue-se que g s6 pode ter autovalores +1 e —1, mas
se algum autovalor fosse +1, entdo vy ndo seria livre, logo g = —1I. Portanto temos que

T = {I} ouT = {I, —I}, o que estabelece o seguinte teorema.

Teorema C.20 As dnicas formas espaciais esféricas de dimensao par sao as esferas S°"

e 0s espagos projetivos RP™.

Consideremos agora uma forma espacial esférica de dimensao impar M = S 1T
Como T' é um subgrupo discreto e livre de O(2n), entdo o Gnico elemento g € I’ com
0 ,—if

autovalor +1 é a identidade. Qualquer outro elemento terd autovalores da forma e, e

e —1, com 0 < # < m. Além disso, se e” for autovalor de g, entao e~ também o é pois g
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é essencialmente uma matriz definida nos reais. Segue-se que g € S0O(2n), o que da lugar

a0 seguinte resultado.

Teorema C.21 Seja M = S5**~1/T" wma forma espacial esférica. Entdo I' é um subgrupo
discreto de SO(2n) no qual o dnico elemento com autovalor igual a +1 € a identidade.
Duas formas espaciais esféricas M = S™ /' e N = S™ /A sao isométricas se e

somente se A € conjugado a I' em SO(2n).

Observacao C.9 Em particular este teorema afirma que todas as formas espaciais
esféricas de dimensdo impar sio orientaveis. Segue-se que o problema de encontrar todas
as formas espaciais esféricas tridimensionais se reduz a identificar todos os subgrupos
finitos de SO(4) nos quais todos os elementos, exceto a identidade, possuem autovalores

diferentes de +1, e a classificar estes subgrupos mddulo conjugagio. H

C.3.1 Os grupos SO(4) e SO(3) x.SO(3)

Vamos proceder agora a estudar a relagio entre os grupos SO(4) e SO(3)xSO(3). Estes
dois grupos sio localmente isomorfos, e SO(3) x SO(3) ¢é identificado com o grupo das
isometrias do espago projetivo RP? que preservam a orientagdo. Assim, o problema de
encontrar todos os grupos discretos de SO(4) que agem livremente em S? se traduz a
um problema em termos da conhecida classificagdo dos subgrupos discretos de SO(3) em
grupos ciclicos e poliédricos (veja o lema C.11).

No que segue é conveniente olhar para S° de maneiras diferentes da convencional

SS: $1,$2,$3,$4)6R4 s $2+$%+$2+.’L‘§:1 .
1 3

Escrevendo z; = &1 +1i%y € 23 = T3 + 1%y, cOm i = /1, temos uma segunda descri¢do de

5% em termos de pares de nimeros complexos,

= {(m, ) € C* : VIal +[af = 1} . (C.29)

Por outro lado, o grupo SU(2) é definido como

SU@R2)=K A= “ ? eGL(2,C) : AlTA=T e detA=1
v
a . 1
Agora, se A = 5 € SU(2), entdo Al = A™1 mas
v
At — ot . Al § —p |
pgr & -y o«
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logo § = o™ e vy = —(*. Alem disso, como detA = 1 segue-se que |af? + |3]*> = 1, e
portanto a funcio
0: 5% = SU2)

Z — 2
(21,22) +— b

é uma bijecao. Segue-se que
1. SU(2) possui uma estrutura diferencidvel tal que ¢ é um difeomorfismo.
2. 83 possui uma estrutura de grupo tal que ¢ é um isomorfismo.

Mais ainda, estas duas estruturas sio compativeis de forma que S* e SU(2) sio grupos
de Lie isomorfos.

Por ultimo, uma quarta descrigio de S3 ¢é obtida em termos da algebra de quatérnios
reais. Esta algebra, denotada por @, é o espago R* com base denotada por {1,%,7,k} e

tabela de multiplicacdo dada por

2==-1 ij=k ik=—j
ji=—k j2=-1 jk=i
ki=j kj=-i kK>=-1,

e 1¢g = ¢ = q¢l, para todo ¢ € Q. Uma correspondéncia entre C? ¢ @ é dada por
z = {z1,%2) — 21 + 22, onde a ordem do produto z;j tem que ser respeitada, pois
@ nio é uma algebra comutativa. A operagio de conjugagdo em ¢ € definida como

z v 2¥ = zF — jz3, e com isto é facil mostrar que para todo z € @
lz| = Vzz*
= Vial?+|z.
Segue-se que a esfera 53 é o conjunto dos quatérnios de norma 1, ou seja
$*={qeq@ : lg=1}. (C.30)

Mostra-se apds um pouco de dlgebra que, na representacio quaterniénica, o produto

interno de R* é dado por
<z,w> = Re(zw"),
e portanto as agdes A esquerda e & direita de S® em @,

Lo:Q — @

g +— aqg,
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Re:Q — @Q

¢ — qa,
sao elementos de SO(4). Em particular, dados a,b € S, a fungao
Fla,b):Q — Q
g — agb!
é um elemento de SO(4), e portanto é possivel definir o homomorfismo
F:53x8 » S0(4)
(a,b) — F{a,b).

Com um pouco de algebra mostra-se que o nticleo deste homomorfismo consiste de
{£(1,1)}. Como F é uma fungao continua entre compactos de mesma dimensao, segue-se

que F é sobrejetiva, e portanto

5%x g3

SO(4) ~ E T

Vale o seguinte lema:

Lema C.10 Seja I' C SO(4) e T*=F~YT'). Entdo T’ age de maneira livre em S° se e

somente se para todo (a,b) € T'*, a e b ndo sdo conjugados em S°.

Considere 0 homomorfismo
TS5 = SO(4)
a — Fla,a);
tem-se que Ker¥ = {*1}, e portanto
Im¥ =~ 3/ Ker¥ =~ SO(3).

E facil ver também que Im¥ consiste de todos os elementos de SO(4) que tem o centro

de S como pontos fixos. A agdo por conjugacao de S® nela prépria é

he 8% — Isom(S®)
a — ¥(a),

e as 6rbitas desta acdo sio esferas S? centradas em +1. E facil ver que o quociente S3/T

é o semicirculo de S' com parte imagindria nido negativa. Segue-se portanto que dois
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quatérnios unitarios sio conjugados em S* se e somente se tem a mesma parte real. Por
outro lado, como um quatérnio unitirio é de ordem quatro se € somente se a sua parte
real é zero, segue-se que todos 0s quatérnios unitdrios de ordem quatro sio conjugados.

O diagrama comutativo

S¥x 83

N xg/

define o homomorfismo ¢ : SO(4) — SO(3)xS50(3), mencionado no inicio desta subsegao.

E imediato ver que Ker ¢ — {I,~I}. Além disso, como SO(3) tem centro trivial, segue-se
que {I, I} é o centro de SO(4). Agora, {I,—I} age livremente em S° com quociente

RP?, ¢ portanto o homomorfismo ¢ pode ser identificado com a transformagao natural
® : Isom(S®) — Isom(RP?),

pois cada elemento de SO(4) desce por ¢ a uma isometria de RP?.

C.3.2 As formas espaciais esféricas tridimensionais.

Passamos agora a classificar as formas espaciais esféricas tridimensionais. Como SO(3) =~
$3/{41}, podemos identificar RP* com SO(3), e portanto a a¢do natural de SO(3)xS0(3)
em RP%, g: 8O(3)xSO(3) — Isom(RP?), é definida pelo diagrama comutativo

S0(4) h Isom(S?%)
v U
S0(3)x50(3) p Isom(RP?) |

onde a agio h : SO(4) — Isom(S?) é definida pelo homomorfismo F : §%x §% — SO(4).
Segue-se que (u,v) € SO(3)x SO(3) age em SO(3) segundo a lei (u,v) : & — uzv™.
Portanto uma isometria (u,v) em RP? possui pontos fixos se e somente se u € v 580
conjugados em SO(3). Como as rotagdes em SO(3) sdo conjugadas se e somente se
possuem o mesmo ingulo de rotagdo, este critério para determinar acdes livres de grupos

de isometrias do espago projetivo resulta extremamente conveniente.
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Lema C.11 Se um grupo finito G C SO(4) age livremente em S° entdo H = (G) C
SO(3)x S0O(3) age livremente no espaco projetivo.

Seja H C SO(3) x SO(3) um grupo finito agindo livremente em SO(3). Denotemos
por p; : SO(3)x SO(3) — SO(3) a projecio sobre a j-ésima componente, e H; = p;(H).
Tem-se que H C H; x H,, onde cada H; é um subgrupo finito de SO(3). Desta maneira, a
classificacao dos subgrupos finitos de SO(4) que agem livremente na esfera esta fortemente
relacionada com a classificaciio dos grupos finitos de rotacdes tridimensionais fornecida

pelo seguinte teorema.

Teorema C.22 Grupos finitos de rotagdes. Seja G um subgrupo finito de SO(3),

entdo vale uma das sequintes efirmacdes,
1. G = Zy, com N inteiro.
2. G =~ Dy, com N inteiro.
3. G € isomorfo ao grupo poliédrico T, O ou 1.

O teorema a seguir descreve as formas espaciais esféricas que sdo recobertas pelo espago

projetivo RP3.

Teorema C.23 Seja H um grupo finito de SO(3)x SO(3) agindo livremente em RP°, e

H, ¢ H, as projecées de H em cada fator, entéo vale o seguinie,
1. Hy, ou H, € ciclico.
2. Se um dos fatores ndo € ciclico, entdo uma das seguintes afirmagoes € valida:

(a) H = Hy x Hy, onde Hy e Hy tem ordem co-prima.

(b) O fator ciclico tem ordem 3n, com n fmpar; o fator ndo ciclico ¢ isomorfo a

T: e H é um subgrupo diagonal de indice trés em Hy X Hs.

(c) O fator ciclico tem ordem 2m; o fator ndo ciclico € isomorfo a Dy, com n
émpar; m e m 8Go co-primos; e H é um subgrupo diagonal de indice dois em

Hy x Hs.
3. Se H, e H, sio ciclicos, entdo H € ciclico.

Considere agora a inclusdo

f:S1 - 5

2 = (z0),
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onde a esfera $* esta sendo descrita como conjunto de C2. Por simplicidade vamos escrever
51%S5% no lugar de f(S1)x $3, e analogamente S*xS' no lugar de 53 x f(S'). Suponha que
G & um subgrupo finito de SO(4) agindo livremente em S3, entdo pelo teorema anterior
H = p(G) C SO(3)x SO(3) é um subgrupo de H, x Hy, com H;, H, € SO(3) e H; ou

H, ciclico. Suponha que H; é ciclico e denote por
G = F Y™ (H, x Hy)) C §*x5%.
Observe que
G=9"1(H)x v I(H)),

e que G C F(G). Seja ¢ € S® tal que ¥(g) é um gerador de H;. Conjugando em $*
podemos supor que ¢ € S', mas entdo ¥1(H;) é um subgrupo de S' consistindo de
poténcias de g e —¢. Segue-se que G é conjugado em S3x $3 a um subgrupo de S'x S

Como G C F(G), isto implica no seguinte lema:

Lema C.12 Seja I', = F(S*x5%) e I'y = F(53x 5. Se G C SO(4) é um grupo finito

agindo livremente em S°, entdo G é conjugado em SO(4) a um subgrupo de I'y ou T's.

Seja agora I' um grupo finito de SO(3), e T' = ¥~(T') a sua pré-imagem em S°.

Tem-se que T é uma extensio central de Z, por ', ou seja que a sequéncia

é exata. Esta sequéncia se separa somente quando I' tem ordem impar e ¢, portanto,
ciclico. Podemos agora enumerar todos os grupos finitos de SO(4) que agem livremente

em S° médulo conjugagdo.

Teorema C.24 Classificagdo das formas espaciais esféricas tridimensionais. Se-
jo G um subgrupo finito de T'y = F(S*x S3) agindo livremente em S*. Entao uma das

sequintes afirmacdes é vdlida:
1. G ¢€ ciclico.

2. H, é isomorfo a T, O, I ou D, e Iy € ciclico de ordem coprima d ordem de Hy.

Também G = F(H, x Hy) ~ Hy x Hy.

8 Hy ~ T e H; € ciclico de ordem 3n, com n {mpar. Também G € um subgrupo

diagonal de indice trés em F(H, % ).

4. Hy~ D,, comn impar, e Hy € ciclico de ordem 2m, com n e m coprimos. Também

G ¢ um subgrupo diagonal de indice dois em F(H, x H)).
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Por ultimo, vamos caracterizar as formas esféricas tridimensionais homogéneas. Seja
G C SO(4) um subgrupo finito agindo livremente em S3, e suponha que Hj é trivial. O
centralizador de Ker¥ x ¥~ (H,) contém S3 x {41} e portanto a sua imagem em SO(4)
age transitivamente em S3. Segue-se que 5%/G é homogénea. Reciprocamente, para
que um subgrupo prépio de S* x 5% aga transitivamente em S°, este deve ser da forma
5% x Gy ou Gy x 5% e como Z(S3) = {1}, segue-se que os tinicos centralizadores agindo
transitivamente em S°% s80 S3 x {£1} e {1} x §% mas um destes grupos ¢ centralizador

de F~1(G) somente se Hy ou H, é trivial. Temos portanto o seguinte teorema.

Teorema C.25 Seja G C Ty (Ts) um grupo finito agindo livremente em S%. Entdo S*/G

¢ homogénea se e somente se Hy (Hs) € trivial.

Exemplo C.2 Espacos lente. Supenha G C SO(4) ciclico de ordem p > 2 e agindo
livremente em S*. Entdo H ~ ¢(G) C SO(3)xS0O(3) é ciclico, do mesmo modo que H;
e H,. De fato, seja a = F(a,b), com a,b € 5% um gerador de G, entdo of = I, o que
implica que a? = b = +I. Agora, conjugando em S* x §* podemos supor que a,b € 5%,

onde estamos identificando
SIZ{(Zl,Zz)ng . 212:0}.
Portanto, para qualquer (21, 22) € 53,

alz,2) = {(a,0)(z1,2)(671,0)

= (ab ™'z, abz).

Como a tem pontos fixos se e somente se ¢ = b = £, entdo nio existem restricoes sobre

a e b. Uma escolha adequada destes pardmetros é
ab = 2P e ab 1 = e¥mia/p
com 0 < g < p. Estes sio os espacos lente L(p,¢). Os espagos lente homogéneos sio

aqueles com b = +7, ou equivalentemente a = +I. Por exemplo, tomando b = £ temos

g = 1, e portanto L{p, 1) é homogéneo. M

Observacao C.10 Pelo teorema C.25, as formas espaciais esféricas homogéneas sao os
espacos de lente L(p, 1), e os quocientes S%/G com G = D,.,T,0oul. As formas espaciais

esféricas tém sido estudadas com detalhe em [121]. W
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C.4 Formas espaciais hiperbdlicas

As secBes espaciais nos modelos cosmolégicos de Friedmann-Lemaitre com densidade de
matéria menor que a densidade critica p. (veja a equagdo (3.38) na segdo 3.1) sio formas
espaciais hiperbélicas tridimensionais. Ainda ndo existe uma classificagdo das formas
espaciais hiperbélicas, nem sequer em dimensao dois,® portanto nesta se¢ao limitamo-nos
a apresentar alguns comentérios sobre formas hiperbélicas tridimensionais.

Um resultado fundamental na teoria das formas espaciais hiperbélicas que tem profun-
das consequéncias em topologia cdsmica é o teorema de Mostow, que pode ser enunciado

da seguinte maneira:

Teorema C.26 Teorema de rigidez de Mostow. Duas formas espaciais hiperbolicas
de volume finito e dimensdo n > 3 que possuem grupos fundamentais isomorfos, sdo

isoméiricas.

Observacgdo C.11 Observe que duas variedades com grupos fundamentais isomorfos
néo sio necessariamente homeomorfas (um exemplo disto sdo os espagos lente). Porém,
no caso hiperbélico, duas variedades de dimensdo n > 3, volume finito e com grupos fun-
damentais isomorfos 30 nfo apenas homeomorfos, mas também isométricos. Isto significa
em particular que duas variedades hiperbdlicas com a mesma forma tem necessariamente
o mesmo tamanho.® Este surpreendente resultado foi provado por Mostow [76] para o
caso compacto, e por Prasad [85] para o caso ndo compacto; e segue-se imediatamente
dele que invariantes geométricos como volume e comprimentos de geodésicas fechadas,

sa0 também invariantes topoldgicos. M

As variedades hiperbélicas podem ser facilmente construidas e estudadas usando o
programa SnapPea (veja [1]).1 De fato, Hodgson e Weeks tem compilado uma lista de
11031 variedades hiperbélicas compactas ordenadas por volume crescente. HEste censo
encontra-se na pagina da Internet mencionada no pé de pagina 10. A forma espacial
de menor volume nesta lista é conhecida como variedade de Weeks, e tem volume

Viveers = 0,942707.11 A lista termina com uma forma espacial com volume V' = 6,453529.

8Para o caso bidimensional existe uma classificagdo das formas espaciais hiperbélicas bidimensionais
médulo difeomorfismos baseada na teoria das superficies de Riemann, mas nao existe ainda uma clas-

sificagfo isométrica.
9No que segue desta tese por variedade hiperbélica entenderemos uma forma espacial hiperbdlica

tridimensional orientavel de volume finita.
10 O programa SnapPea pode ser obtido na pégina http://www.number.northnet.org/weeks/ da

Internet.
1A compilacio de Hodgson-Weeks fornece vérios invariantes topoldgicos das variedades na lista, entre
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Figura C.5: Histograma que mostra o nimero de variedades hiperbélicas em fungao do com-
primento da menor geodésica fechada. O grafico foi construido a partir das 4451 variedades
com volume V < 5 na compilagio de Hodgson-Weeks, e a ultima variedade da lista possui

lnin = 1,369226. O intervalo [0, 1.4] foi subdividido em caixinhas de largura 0,01.

Agora, ordenando a compilagio de Hodgson-Weeks segundo o comprimento da me-
nor geodésica fechada encontra-se que existe um valor infimo para este comprimento
liny & 0,3. De fato, a variedade com geodésica fechada de menor comprimento possui
V = 5,680928 ¢ I, = 0,300009. A figura C.b apresenta um histograma que mostra o
ndmero de variedades hiperbélicas de um subconjunto da compilacdo de Hodgson-Weeks
em funcio do comprimento da menor geodésica fechada. O conjunto considerado consiste
das 4451 variedades com volume V < b; a ultima das quais possui V = 4,626565 ¢ [ =
1,369226. Para construir este histograma subdividimos o intervalo [0, 1.4] em caixinhas de
largura 0,01. Deste modo, na caixinha correspondente ao intervalo [0.30, 0.31] encontram-
se 348 variedades, na caixinha correspendente ao intervalo [0.31, 0.32] encontram-se 340
variedades, a assim por diante. Nesta lista existem 2401 variedades (54% da lista) com

Lnin < 0,4, e 3428 (77%) com lnin < 0,5.

Observagio C.12 O teorema C.26 garante, entre outras coisas, que o volume e o com-
primento de geodésicas fechadas numa variedade hiperbélica sdo invariantes topologicos.
Isto significa que se duas delas possuem volumes diferentes ou comprimentos de menor

geodésica fechada diferentes, entio ndo sdo homeomorfas. Porém, existem variedades hi-

eles 0 volume e o comprimento da menor geodésica fechada. Nesta lista, o valor do volume de cada
variedade é dada com uma precisao de 16 algarismos decimais, enquanto que o comprimento da menor
geodésica fechada é dado com uma precisao de 12 algarismos. Nesta subsegfio porém, nos utilizaremos os

valores correspondentes com uma precisio de somente 6 algarismos decimais.
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perbdlicas que possuem o mesmo volume e comprimento de menor geodésica fechada, e
no entanto ndo sio homeomorfas. Evidentemente, elas possuem outros invariantes to-
poldgicos que permitem diferencid-las. Na compilagao de Hodgson-Weeks encontram-se
numerosos destes casos. Por exemplo, existem duas variedades hiperbélicas, que chama-
remos de M; e M, tais que Vol(M;) = Vol(M,) = 2,343017 € lpin(M1) = lnin(M2) =
0, 307484, porém elas nio sio homeomorfas pois H1(M,, Z) ~ Z/58 ¢ H\(Ma, Z) ~ Z/70.
|

Em uma direcdo oposta ao teorema de rigidez de Mostow, Thurston provou um teo-

rema que pode ser denominado um teorema de ndo rigidez [111].

Teorema C.27 Teorema de nio-rigidez de Thurston. Seja M = H*/T uma vo-
riedade hiperbdlica orientdvel nao compacta e de volume finito. Entdo existe uma se-
quéncia infinite de variedades hiperbdlicas orientdveis e compactas M; = H 3/h;(T), tais
que Vol(M;) < Vol(M;) < Vol(M) se i < §, e que se acumulam em torno de M no sen-

tido que, na topologia de convergéncia pontual, o limite da sequéncia de homomorfismos
hi: T — Isom(H?)
é o inclusdo T C Isom(H®). Mais ainda, lim Vol(M;) = Vol(M).

Este teorema garante a existéncia de variedades hiperbélicas muito parecidas, e tém

motivado o emunciado de um problema de indecidibilidade topoldgica [110].

187



Bibliografia

[1] Adams, C., Not. Am. Math. Soc. 37, 273-275 (1990).

[2] Aichelburg, P. & Beig, R., Ann. Phys. (N.Y.) 98, 264 (1976).
[3] Aichelburg, P. & Beig, R., Phys. Rev. D 15, 389 (1977).

4] Anderson, J.L., Gen. Rel. Grav. 16, 595 (1984).

5] Aurich, R., ApJ 524, 497-503 (1999).

[6] Balachandran, A.P., Classical Topology and Quantum States, quant-ph/0002055
(2000).

[7] Beardon, A.F., The geometry of discrete groups, GTM 91, Springer-Verlag, New
York (1983).

8] Beig, R., J. Math. Phys. 19, 1104 (1978).

[9] Bennett, C.L. et al., ApJ 464, L1-L4 (1996).
[10] Bernshtein, [.N. & Shvartsman, V.F., Sov. Phys. JETP 52, 814-820 (1980).
{11] Bernui, A., Appl. Anal. 42, 157 (1991).

[12] Bernui, A., Ann. Physik 3, 408-421 (1994).

[13] Bernui, A., Gomero, G.I, Rebougas, M.J. & Teixeira, A.F.F., Phys. Rev. D 57,
4699 (1998).

[14] Bernui, A. & Teixeira, A.F.F., Cosmic crystallography: three multi-purpose func-
tions, astro-ph /9904180 (1999).

[15] Bond, J.R., Pogosyan, D. & Souradeep, T., Class. Quantum Grav. 15, 2671-2687
(1998).

[16] Bond, J.R., Pogosyan, D. & Souradeep, T., Phys. Rev. D 62, 043005 (2000).

188



[17] Bond, J.R., Pogosyan, D. & Souradeep, T., Phys. Rev. D 62, 043006 (2000).
[18] Bredon, G.E., Topology and Geometry, GTM 139, Springer-Verlag (1993).

[19] van Breugel, W., The Highest Redshift Radio Galaxies, 0006238 (2000).

[20] Brill, D.R. & Deser, S., Commun. Math. Phys. 32, 291-304 (1973).

[21] Burke, W.L., Applied Differential Geometry, Cambridge University Press (1994).
[22] Burke, W.,L., J. Math. Phys. 12, 401 (1971).

[23] do Carmo, M.P., Geometria Riemanniana, Projeto Euclides, IMPA (1988).

[24] Cornish, N.J. & Spergel, D.N., A small universe after all?, astro-ph/9906401v2
(1999).

[25] Cornish, N.J., Spergel, D.N. & Starkman, G., Phys. Rev. D 57, 5982-5996 (1998).

[26] Cornish, N.J., Spergel, D.N. & Starkman, G., Class. Quantum Grav. 15, 2657-2670
(1998).

[27] Cornish, N.J. & Turok, N.G., Class. Quantum Grav. 15, 2699-2710 (1998).

[28] Cornish, N.J. & Weeks, J.R., Measuring the shape of the universe, astro-ph/9807311
(1998).

[29] Crown, G.D., Fenrick, M.H. & Valenza, R.J., Abstract Algebra, Marcel Dekker Inc.,
New York {1986).

[30] Damido Soares, 1., The Angular Size Distance-Redshift Relation for a Flat Accele-
rating Universe, preprint CBPF-NF-022/00 (2000).

31] Dipert, R.R., Isis, 68, 404-413 (1977).

[32] Donaldson, S., J. Diff. Geo. 18, 269-316 (1983).

[33] Dunlop, J., Contemp. Phys. 38, 409-427 (1997).

(34] Ehlers, J., Geren, P., & Sachs, R.K., J. Math. Phys. 9, 1344-1349 (1968).

135] Ellis, G.F.R., Nel, $.D., Maartens, R., Stoeger, W.R. & Whitman, A.P., Phys. Rep.
124, 315-417 (1985).

[36] Epstein, D.B.A. & Petronio, C., Enseign. Math. 40, 113 (1994).

189



[37] Fagundes, H.V. & Gausmann, E., Phys. Lett. A 238, 235 (1998).

138] Fagundes, H.V. & Gausmann, E., Cosmic Crystallography in Compact Hyperbolic
Universes, astro-ph/9811368 (1998).

[39] Fan, X. et al., The Discovery of a Luminous z=>5.80 Quasar from the Sloan Digital
Sky Survey, astro-ph/0005414 (2000).

[40] Felten, J.E. & Isaacman, R., Rev. Mod. Phys. 58, 689-698 (1986).
[41] Freedman, M.H., J. Diff. Geo. 17, 357-454 (1982).

[42] Freedman, M.H. & Feng Luo, Selected Applications of Geometry to Low-
Dimensional Topology, University Lecture Series 1, Amer. Math. Soc. (1989).

[43] Freedman, W.L., Phys. Rep. 333-334, 13-31 (2000).
[44] Gomero, G.1., O teorema do poliedro de Poincaré, Tese de Mestrado, IMPA (1996).

[45] Gomero, G.I., Fundamental Polyhedron and Glueing Data for the Sixth Euclidean
Compact Orientable 3-manifold, preprint CBPF-NF-049/97 (1997).

[46] Gomero, G.I., Teixeira, A.F.F., Reboucas, M.J. & Bernui, A., Spikes in Cosmic
Crystallography, gr-qc/9811038 (1998).

[47] Gomero, G.I., Teixeira, A.F.F., Rebougas, M.J. & Bernui, A., Phys. Lett. A 275,
355-367 (2000).

[48] Gomero, G.I., Rebougas, M.J. & Teixeira, A.F.F., A topological signature in cosmic
topology, gr-qc/9911049 (1999).

[49] Gomero, G.I., Rebougas, M.J., Teixeira, A.F.F. & Bernuj, A., Int. J. Mod. Phys. A
15, 4141-4162 (2000).

[50] Gomero, G.L, Rebougas, M.J. & Teixeira, A.F.F., A Topological Signature for the
Shape of the Universe, aceito para publica¢do pela International Journal of Modern

Physics D.
[51] Gompf, R., J. Diff. Geo. 18, 317-328 (1983).

[52] Haiman, Z. & Hui, L., Constraining the Lifetime of Quasars from their Spatial
Clustering, astro-ph/0002190 (2000).

[53] Hewitt, A. & Burbidge, G., ApJ Supp. Series 43, 57-158 (1980).

190



[54] Hoenselaers, C. & Schmids, B., Class. Quantum Grav. 6, 867 (1989).
[55] Hubble, E. & Humason, M.L., ApJ 74, 43-80 (1931).

[56] Humason, M.L., Mayall, N.U. & Sandage, A.R., ApJ 61, 97-161 (1956).
[57] Inoue, R., Glass. Quantum Grav. 16, 3071-3094 (1999).

[58] Isham, C.J., Class. Quantum Grav. 6, 1509-1534 (1989).

[59] Islam, An introduction to mathematical cosmology, Cambridge University Press

(1992).
[60] Jorjadze, G. & Piechocki, W., Phys. Lett. B 461, 183-188 (1999).
[61] Kokubun, F., Rev. Bras. Ens. Fis. 21, 311-313 (1999).

[62] Kuga, M., Galois’ Dream. Group Theory and Differential Equations, Birkhauser
(1993).

163] Lachitze-Rey, M. & Luminet, J.-P., Phys. Rep. 254, 135-214 (1995).

[64] Lehoucq, R., Lachiéze-Rey, M. & Luminet, J.-P., Astron. Astrophys. 313, 339-346
(1996).

[65] Lehoucq, R., Luminet, J.-P. & Uzan, J.-P., Astron. Astrophys. 344, 735 (1999).

[66] Levin, J., Scannapieco, E., de Gasperis, G., Silk, J. & Barrow, J.D., Phys. Rev. D
58, 123006 (1998).

[67] Levin, J., Scannapieco, E. & Silk, J., Phys. Rev. D 58, 103516 (1998).
[68] Levin, J., Scannapieco, E. & Silk, J., Class. Quantum Grav. 15, 2689-2697 (1998).

[69] Maran, S.P., Ed. The Astronomy and Astrophysics Enciclopedia, Cambridge Uni-
versity Press, (1992).

[70] Margon, B., Phil. Trans. R. Soc. Lond. A 357, 93-103 (1999).

[71] Martini, P. & Weinberg, D.H., Quasar Clustering and the Lifetime of Quasars,
astro-ph/0002384 (2000).

[72] Maskit, B., Kleinian groups, Springer-Verlag, New York (1988).

[73] Massey, W.S., A Basic Course in Algebraic Topology, GTM 127, Springer-Verlag
(1991).

191



[74] Milnor, J., Annals of Math. 64 399-405 (1956).
[75] Milnor, J., Bull. Ann. Math. Soc. 6 9-24 (1982).
[76] Mostow, G.D., Proc. Internat. Congr. Math., Vol.2, 187-197 (1971).

(77] Nakahara, M., Geometry, Topology and Physics, Institute of Physics Publishing,
(1990).

[78] Nilsson, U.S., Uggla, C., Wainwright, J. & Lim, W.C., ApJ 522, L1-L3 (1999).

[79] O’Neill, B., Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity, Academic
Press, London (1983).

[80] Osmer, P.S., Searches for Quasars at z ; 5, astro-ph/0005540 (2000).
[81] Overduin, J.M. & Cooperstock, F.I., Phys. Rev. D 58, 043506 (1998).
[82] Perlmutter, S. et al., ApJ 517, 565-586 (1999).

[83] Piechocki, W., Topology of the Universe, gr-qc/9910055 (1999).

[84] Poincaré, H., Acta Mathematica ITI, 49 (1883).

85] Prasad, G., Invent. Math. 21, 255-286 (1973).

[86] Quinn, F., J. Diff. Geo. 17, 503-521 (1982).

[87] Ratcliffe, J.G., Foundations of Hyperbolic Manifolds, GTM 149, Springer-Verlag,
New York (1994).

[88] Rebougas, M.J., Tavakol, RK. & Teixeira, A.F.F., Gen. Rel. Grav. 30, 535-543
(1998).

[89] Richtmyer, R.D., Principles of Advanced Mathematical Physics. Voll, Springer-
Verlag, New York (1978).

[90] Riley, R., Math. of Comp. 40, 607-632 (1983).

[91] Rohatgi, V.K., An Introduction to Probability Theory and Mathematical Statistics,
John Wiley & Sons, New York (1976).

[92] Roos, M. & Harun-or-Rashid, S.M., Astron. Astrophys. 329, L17-L19 (1998).

[93] Rotman, J.J., An Introduction to the Theory of Groups, GTM 148, Springer-Verlag,
New York (1995).

192



[94] Roukema, B.F., Mon. Not. Ray. Soc. 283, 1147-1152 (1996).

[95]

[96]

197]

(98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]
[106]
[107)
[108]
[109]
[110]
[111)

[112]

[113]

Roukema, B.F. & Edge, A.C., Mon. Not. Roy. Soc. 292, 105-112 (1997).

Roukema, B.F. & Luminet, J.-P., Constraining curvature parameters via topology,
astro-ph/9903453v2 (1999).

Sahni, V. & Starobinski, A., Int. J. Mod. Phys. D 9, 373,443 (2000).

Scannapieco, E., Levin, J. & Silk, J., Temperature Correlations in a Finite Universe,

astro-ph/9811226v2 (1998).
Schlesinger, K.G., J. Math. Phys. 39, 1441-1450 (1998).

Schutz, B., Geometrical Methods of Mathematical Physics, Cambridge University
Press, (1985).

Schwalb, F. & Thirring, W., Ergeb. exakten Naturwiss. 36, 219 (1964).

Schwarzschild, K., Vierteljahrschrift d. Astronom. Gesellschaft., 35, 337-347 (1900).
Tradugo ao inglés por John M. Stewart e Mary E. Stewart, Class. Quantum Grav.
15, 2539-2544 (1998).

Scott, P., Bull. London Math. Soc. 15, 401-487 (1983).

Simon, B., Representations of Finite and Compact Groups, GSM 10, American
Mathematical Society (1996).

Stadowski, J., Exotic smoothness and particle physics, hep-th/9604137 (1996).
Stewart, J., Gen. Rel. Grav. 15, 425 (1983).

Starkman, G.D., Class. Quantum Grav. 15, 2529 (1998).

Stoeger, W.R., Maartens, R. & Ellis, G.F.R., ApJ 443, 1-5 (1995).

Strauss, M.A., & Willick, J.A., Phys. Rep. 261, 271-434 (1995).

Tavakol, R.K., comunicagio privada (2000).

Thurston, W.P., Bull. Am. Math. Soc. 6, 357-381 (1982).

Thurston, W.P., Three-Dimensional Geometry and Topology. Vol.1, Edited by Silvio
Levy, Princeton University Press (1997).

Torretti, R., Stud. Hist. Phil. Mod. Phys. 31, 171-186 (2000).

193



[114] Unruh, W., em Gravitational Radiation, Les Houches 1982, Eds. N. DeRuelle &
T. Piran, North-Holland, Amsterdam (1983).

[115] Uzan, J.-P., Lehoucq, R. & Luminet, J.-P., A New Crystallographic Method for
Detecting Space Topology, astro-ph/9903155 (1999).

[116] Visconti, A., Introductory Differential Geometry for Physicists, World Scientific
(1992).

[117] Wall, J.V. & Jackson, C.A., Cosmic evolution and unified model for radio AGN,
astro-ph/9907441 (1999).

[118] Weeks, J., Class. Quantum Grav. 15, 2599-2604 (1998).

[119] Weinberg, S., Gravitation and Cosmology, John Wiley & Sons (1972).
[120] Wills, B.J., Introduction to Unified Schemes, astro-ph/9905093 (1999).
[121] Witt, D.M., J. Math. Phys. 27, 573-592 (1986).

[122] Wolf, J.A., Spaces of Constant Curvature, fifth ed., Publish or Perish Inc., Delaware
(1984).

194



“Busca da Topologia do Universo usando Fontes
Cosmicas Discretas”

German Ignacio Gomero Ferrer

Tese apresentada no Centro Brasileiro de
Pesquisas Fisica, fazendo parte da Banca

examinadora os seguintes Professores:

Marcelo José Rebougas — Presidente/CBPF

Helio Vasconcelos Fagundes — [FT/USP
Valdir Barbosa Bezerra — UFPB

Antonio Fernandes da Fonseca Teixeira - CBPF

fvano Damido Soares - CBPF
Suplente: Sebastido Alves Dias- CBPF

Convidado especial: loav Waga - UFRJ

Rio de Janeiro, 01 de dezembro de 2000



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30
	Page 31
	Page 32
	Page 33
	Page 34
	Page 35
	Page 36
	Page 37
	Page 38
	Page 39
	Page 40
	Page 41
	Page 42
	Page 43
	Page 44
	Page 45
	Page 46
	Page 47
	Page 48
	Page 49
	Page 50
	Page 51
	Page 52
	Page 53
	Page 54
	Page 55
	Page 56
	Page 57
	Page 58
	Page 59
	Page 60
	Page 61
	Page 62
	Page 63
	Page 64
	Page 65
	Page 66
	Page 67
	Page 68
	Page 69
	Page 70
	Page 71
	Page 72
	Page 73
	Page 74
	Page 75
	Page 76
	Page 77
	Page 78
	Page 79
	Page 80
	Page 81
	Page 82
	Page 83
	Page 84
	Page 85
	Page 86
	Page 87
	Page 88
	Page 89
	Page 90
	Page 91
	Page 92
	Page 93
	Page 94
	Page 95
	Page 96
	Page 97
	Page 98
	Page 99
	Page 100
	Page 101
	Page 102
	Page 103
	Page 104
	Page 105
	Page 106
	Page 107
	Page 108
	Page 109
	Page 110
	Page 111
	Page 112
	Page 113
	Page 114
	Page 115
	Page 116
	Page 117
	Page 118
	Page 119
	Page 120
	Page 121
	Page 122
	Page 123
	Page 124
	Page 125
	Page 126
	Page 127
	Page 128
	Page 129
	Page 130
	Page 131
	Page 132
	Page 133
	Page 134
	Page 135
	Page 136
	Page 137
	Page 138
	Page 139
	Page 140
	Page 141
	Page 142
	Page 143
	Page 144
	Page 145
	Page 146
	Page 147
	Page 148
	Page 149
	Page 150
	Page 151
	Page 152
	Page 153
	Page 154
	Page 155
	Page 156
	Page 157
	Page 158
	Page 159
	Page 160
	Page 161
	Page 162
	Page 163
	Page 164
	Page 165
	Page 166
	Page 167
	Page 168
	Page 169
	Page 170
	Page 171
	Page 172
	Page 173
	Page 174
	Page 175
	Page 176
	Page 177
	Page 178
	Page 179
	Page 180
	Page 181
	Page 182
	Page 183
	Page 184
	Page 185
	Page 186
	Page 187
	Page 188
	Page 189
	Page 190
	Page 191
	Page 192
	Page 193
	Page 194
	Page 195
	Page 196
	Page 197
	Page 198
	Page 199
	Page 200
	Page 201
	Page 202
	Page 203
	Page 204
	Page 205
	Page 206
	Page 207
	Page 208

