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Resumo

A energia do vécuo de um campo escalar sem massa submetido a condigoes de contorno
suaves e semiduras é calculada. A energia do vacuo de win campo fermidnico sem massa
no interior de duas placas paralelas também ¢ calculada. Em ambos os modelos o nimero
de dimensdes do espaco-tempo é tomado como parametro livre e sdo usadas regularizagdes
dimensional e da fungao zeta.

Em outro capitulo caleula-se a producio de particulas escalares gerada pela variagao do
espaco-tempo na presenca de uma corda césmica com moniento angular variavel, fazendo-
se uso das transformacdes de Bogolubov.

Por ltimo quantiza-se um campo escalar num referencial girante que se obtém de
um referencial inercial pelas transformagdes de Trocheries-Takeno. Compara-se as quan-
tizacoes nos dois referenciais através das transformagoes de Bogolubov e mostra-se que o
vicuo de Minkowksi contém quasi-particulas de Trocheries-Takeno. Investiga-se a taxa
de excitacio de wn detector de Unruh-DeWitt em trajetdrias mercials e girantes na pre-
senca dos estados de vdacuo de Minkowski e de Trocheries-Takeno e discute-se 4 esta luz

o Principio de Macl e o conceito de Espago Absoluto.
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Abstract

It is calculated the vacuum energy of a massless scalar field subjected to soft and
semihard houndary conditions. It is also calculated the vacuum energy of a massless
fermion field confined in the interior of two parallel plates. In both models the number
of space-time dimensions is left as a free parameter and it is used both dimensional and
zeta-function regularizations.

In another chapter it is calculated the scalar particle production cue to the varlation
of the space-time metric around a cosmic string with variable angular momentum making
use of the Bogolubov transformations.

Finally a scalar field is quantized in a rotating frame, obtained from an inertial one
through the Trocheries-Takeno coordinate transformations. The quantizations in both
frames are compared using the Bogolubov transformations and it is shown that the
AMinkowski vacuum contains Trocheries-Takeno quasi-particles. It is calculated the ex-
citation rate of an Unruh-DeWitt detector in inertial and rotating trajectories in the
presence of the Minkowski and Trocheries-Takeno vacuum states and in the light of that

it is discussed the Mach’s Principle and the concept of Absolute Space.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta tese abordaremos alguns temas particulares gue dizem respeito & estrutura e com-
portamento do vdcuo de campos quanticos. E fato aceito hoje em dia que o estado de
menor energia de um campo quantizado. o estado de vdcuo, apresenta propriedades que
nio $30 triviais e que a nocao de que o vdcuo é a auséncia de qualquer coisa deve ser
abandonada. Nesta visdo ja ultrapassada estd se levando em conta que a entidade fisica
fundamental que forma o conteido do espago é a matéria, a cuja menor porgao se dd
o nome particule. Desta forma, se for possivel, numa certa regido finita do espaco, ir
retirando gradualmente toda a matéria nela existente. particulas uma a wma, chega-se
A situacao final em que nio hd mais particulas nesta regidgo. O nimero de particulas é
agora zero nesta regiao, e diz-se que foi criado ali um vdcuo. Vegmos gue a nogao de vicuo
como auséncia de qualquer coisa estd intimamente ligada com a visao de que a matéria é
a quantidade essencial no universo.

Numa visdo moderna, a entidade ¢ue é considerada como fundamental e gue preenche
o espaco, ou melhor, forma o contetido do espago, nao € mals a matéra mas os campos.
Exigindo-se que os campos respeitem as regras da Mecanica Quantica ao quantiza-los,
encontra-se que os niesmos, em cada justante, podem ocupar qualquer um de varos
estados possiveis. A este conjunto infinito de possivels estados em que o campo pode
ser encontrado dé-se o nome de Espaco de Fock. Estes estados podem ser arranjados
em ordem crescente de emergia e o estado de mais baixa energia denomina-se estado
de vicuo. Os estados de energia mais alta podem ser obtidos deste tltimo atraves de
operacoes adequadas e, sob certas condigoes, pode-se Interpretar estes estados excitados

como particulas de um determinado fipo que o campo descreve. Vemos entdo que o que



se chama de particulas, ou a prépria matéria, sio manifestacoes de uma entidade mais
fundamental, os campos.

Quando pensamos em vdcuo, a primeira imagem que vem & mente € a de espago vazlo,
isto é, uma regiao do espaco completamente desprovida de matéria. Esta é a visao do
vacuo que os fisicos chegaram nos séculos XVII e XVIII com os trabathos de Torricelli
e von Guericke e isto em principio pode ser alcancado: basta para tanto que se retire
desta regido todos os sélidos, liguidos e também gases. Mas restard ainda, nesta regiao,
algo que, se nio pode ser identificado como matéria nas formas cescritas acima, ainda
assim contém energia: radiagao ecletromagnética. Para entendermos melhor, tomenios
como exemplo um pistao perfeitamente acoplado a um recipiente cilindrico. Imaginemos
wma situagio inicial em cue entre o pistao e a hase do cilindro ndo haja espago nenhum,
e que num instante posterior puxa-se para fora o pistao, mantendo-o a uma distancia fixa
da bage por um certo intervalo de tempo. Claramente, no espaco entre o pistdo e a base
do cilindro nao ha matéria nenhuma, pelo menos na forma de sélidos, liquidos e gases,
mas ainda assim o pistdo niao voltard & sua posicao inicial mesmo que se aplique uma
forca nesse sentido. O que acontece é que durante o tempo em que o pistao fol mantido
distante da base do cilindro, as paredes do cilindro estavam emitinco radiagao térmica a
temperatura ambiente para seu interior, e sabe-se que a radiagao térmica responde a uma
compressdo de maneira analoga & de wn gas: ambas, femperatura e pressao, tendem a
crescer. Isto faz com que a radiacdo comprimida exerca uma forca contraria a forga de
reinsercao do pistdo, rdo permitindo a este ultimo voltar & posigao inicial.

Desde que Einstein mostrou a equivaléncia entre matéria e energia (E = mc?), passou-
se a descrever a radiacdo eletromagnética em termos de particulas, os fdtons, e portanto
a0 estes que estdo presentes no cilindro e que exercem a pressaoc de radiacao descrita
acima. Em principio pode-se também retirar todo o contetdo de fétons desta regiao.
bastando para 1sso que se resfrie as paredes do cilindro a temperatura de zero absoluto.
Chega-se entdo a situagdo em que ali nao ha sélidos, liquidos, gases e nem radiagao
térmiica {zero fétons). e portanto o ndmero de particulas - no sentido de FEinstein - é
zero nesta regido. FEsta é a visao do vdcuo a que se chegou no inicio do século XX, e
finalmente pareceu ter-se vislumbrado uma situagao onde uma regiao nao confivesse “colsa

alguma”, e, portanto, seria desprovida de qualidades. Entretanto existe nma componente



da radiacéo eletromagnética, & parte a radiagdo térmica, que nao pode ser removida e
que parece ser uma caracteristica inerente ao vacuo. Mesmo que a temperatura possa ser
abaixada ao zero absoluto, ainda assim persistira nesta regiao um padrio de flutuagoes do
campo eletromagnético. Nesta linha, hoje em dia os fisicos definem o conceito de véacuo
como o que quer que sobre numa regiao do espago depois que se tenha removido dela toda
e qualquer coisa que possa ser removida por meios experimentais [1].

No contexto da Fisica moderna a palavra vacuo possul um senticdlo mais amplo, signi-
ficando o estado de energia minima de um sistema. Mas, pode-se perguntar, como pode
o espaco vazio ter energia? Uma resposta qualitativa é a de que, segundo a Mecanica
Quantica, todas as quantidades fisicas tendem a flutvar, ¢ em particular isto ocorre
também para o estado de vacuo. A teoria indica que, no estado de vécuo, pares de
particulas e antiparticulas virtuals aparecem e desaparecem no espago, contribuindo as-
sim para sua energia. De fato, embora possan nao estar presentes, a energia do vacuo
dependle das particulas reais existentes.

Este comportamento quéutico tem origem no Principio de Incerteza, isto é, existe
uma limitacdo na determinacio simultinea da posigao € momento de uma particula.
Assin. por exemplo. a determinacgio precisa da posi¢do de uma particula implica numa
indeterminacio absoluta em sua velocidade e vice-versa. Devido a este mesmo Principio
¢ que aparece wma energia nao nula para o estado de vacuo, ou seja, existe wma “energia
de ponto-zero” . O resultado é que a energia minima de mn oscilador harménico quantico
nao € zero e sim igual a £y — éfu onde w = y/k/m é a freqiiéncia do oscilador dada em
termos da constante eldstica b e de sua massa m e i é a constante de Planck.

Uma das teorias mais bem sucedidas ji elaboradas ¢ o chamado Modelo Padrao da
Fisica e Particulas. O Modelo Padrao é, na verdade, nm conjunto de teorias que des-
crevem (até o limite de energia acessivel nos modernos aceleradores de particulas) as
particulas elementares conhecidas assim como suas interagoes. O sucesso desta teoria
decorre da sua comprovada capacidade em descrever corretamente os resultados experi-
mentais. bem como de ter feito previsdes que foram confirmadas posteriormente. Sendo
uma Teoria Quantica de Campos, o modelo padrio descreve as particnlas elementares
(elétron, quarks. fotons. etc.) e suas interagdes por melo de campos quantizacos. E

possivel mostrar que todo campo sem interagao. associado a wna particula elementar,



pode ser considerado como uma colecao de osciladores harmoénicos quanticos. Assim,
cada particula elementar dard uma contribuicdo para a energia do vacuo, que sera a soma
da energia de ponto-zero desses osciladores. Em principio, o que ocorre é gue esta energla
(densidade de energia) é infinita, pois hd infinitas freqiiéncias (modos) que entram nessa
soma, mas na pratica o que é felto é estabelecer-se, com base em argumentos fisicos, uma
freqiiéncia de corte (cutoff). |

E um fato notavel que existam efeitos passiveis de observagao associados a energia
do vécuo. Um exemplo disto é o “Efeito Casimir” [2]. O fisico holandés H.B.G. Casimir
mostrou que a existéncia de flutuagdes quanticas do campo eletromagnético no vacuo entre

duas placas condutoras sem carga, paralelas e separadas de uma distdncia d, gera uma

forca atrativa por unidade de area (pressio de ponto-zero) entre elas igual a ;J‘UZQ =1,3x
10~ Bdyne cm?/d*. Esse efeito fol comprovado por Sparnaay [3] em 1957 e muitos outros
e mais recentemente por Lamoreaux [4] em 1997, que obteve uma excelente concordancia
com a teoria. O Efeito Casimir [5] € essencialmente a polarizagao do vacuo de campos
quantizados. polarizagio esta causada pela variacdo no espectro das flutuagoes do vdcuo
quando o campo interage com campos externos, com fronteiras fisicas, ou ainda quando
a topologia do espago em questdo nio é Euclideana. No caso acima, tratado por Casimir,
o efeito aparece devido a presenga das placas condutoras que Impoem certas condigoes
fisicas que o campo deve satisfazer sobre elas.

Nesta tese apresentaremos dois trabalhos em que estudamos o Efeito Casimir. O
primeiro trabalho trata de um campo escalar sein massa e tratamos o nimero de dimensoes
do espaco-tempo como uma varidvel. A diferenca deste para outros trabalhos da literatura
é que ao invés de impormos condigoes de contorno usuais, vamos supor que dentro de
uma determinada regido o campo interage com um potencial crescente gue vai simular
uma fronteira fisica que confina o campo. Consideramos desta forma o relaxamento das
condicoes de contomo usuais e sua influéncia na energia do vdcuo. No segundo deles
estudaremos o Efeito Casimir de uni campo fermiénico sem massa confinado ao nferior
de uma sub-regido do espago-tempo de Minkowski e novamente trataremos o nimero de
dimensoes do espaco-tempo como uma varidvel. As condicdes de contorno escolhidas sao
de fluxo nulo do campo fermidnico para fora de uma regiao que ¢ finita enm apenas uma das

direcdes espaciajs, e foram ditadas com vistas ao modelo do MIT para hadrons conhecido



como bag-model. Nestes dois trabalhos calculamos a Energia de Casimir corresponcente.

Umna outra linka de pesquisa desenvolvida nesta tese foi Teoria Quantica de Campos
em Espacos Curvos. Suponhamos que haja um canipo, a ser quantizado, definido em todo
espaco-tempo. Consideremos ainda que tal espago-tempo seja plano assintoticamente no
passado e no futuro, mas gue na regido intermediaria ¢ espaco seja curvo. Ao realizar-se
a quantizacio candmica do campo nas duas regides assintéticas encontra-se dois estados
de vacuo, wn em cada regido, que podem em principio nao ser equivalentes assin como
os espacos de Fock correspondentes. Essa nao equivaléncia leva a uma ambigiidade
no conceito de particulas, pois o que se define como particulas numa regiac perde este
sentido em outra. Como trabalharemos na visao de Heisenberg para descrever a dinamica
quantica, uma vez escolhido o estado do campo como o vacuo definido no infinito passado,
durante toda a evolugio subsegiiente do espaco-tenipo o estado do campo permanecera o
mesmo. Ainda assim detectores inerciais podem acusar a presenga de particulas no mfinito
futuro neste estado de “vacuo”. Pode-se desta forma dizer que particulas foram “criadas”
pela variacao do campo gravitacional externc. Neste sentido realizamos o célculo da
producdo de particulas escalares devido ao campo gravitacional varidvel de uma corda
césmica que perde seu momento angular inicial com o passar do tempo. Em ambos
casos limites, que correspondem a corda césimica com momento angular (¢ — —oc) e sem
momento angular {(t — oo), as geometrias geradas sao planas e resolvemos a equagao de
Klein-Gordon nas duas regioes, obtendo assim os modos solugoes. Os calculos da producao
de particulas foram feitos através das transformacoes de Bogolubov entre ambos conjuntos
de modos.

Por tltimo tratamos de Teoria Quantica de Campos em referenciais nao inerciais.
Existem trés clagses de referencials que merecem especial atengdo: referenciais inerciais,
referenciais com aceleracao linear prépria constante, e referenciais com aceleragao radial
prépria constante. A quantizagdo realizada num referencial inercial ¢ a quantizacao usual
no espaco de Minkowski. A construcao de uma Teoria Quantica de Campos em um
referencial com aceleracao uniforme é conhecida como quantizagio de Rindler, e acaryeta
que um observador que siga esta linha de universo acelerada mede particulas mesmo
com o campo no vacuo de Minkowski. Na verdade a idéia de particulas como enticades

dependentes do estado de movimento do observador leva ao conceito de “quasi-particulas”,



e pode-se mostrar que o vacuo de Minkowski contém essas guasi-particulas de Rindler.
Apesar de ainda restarem questoes a esclarecer, a quantizagéo no espaco de Rindler é bem
conhecida na literatura. Ja o caso de observadores com movimento circular uniforme, isto
é, com aceleragao radial propria constante, apesar de ser mais facil de reproduzir em
condicoes de laboratério, nao recebeu amnda um tratamento adequado no que toca as
transformacdes de coordenadas que relacionam os referenciais inercial e girante. E neste
sentido que propomos um outro conjunto de transformagoes entre as coordenadas nos
dois referenciais e realizamos entdo a quantizacdo de um campo escalar no referencial
girante. Novamente aqui encontra-se utilidade nas transformacoes de Bogolubov: neste
contexto estas sdo usadas para comparar-se as quantizacoes nos dois referencials, e conlo
resultado mostramos que no vacuo de Minkowski estao presentes quasi-particulas girantes,
chamadas de quasi-particulas de Trocheries-Takeno. Este resultado nos permitiu amda
discutir questoes que remontam ao tempo de Mach e também de Newton sobre a existéncia

do Espaco Absoluto e sobre a validade do Prineipio de Mach.



Capitulo 2

Teoria Quantica de Campos na
presenca de Fronteiras

2.1 O Efeito Casimir

Quando se utiliza o formalisio candnico para quantizar um campo livre obtém-se uma
guantidade divergente para o valor esperado da Hamiltoniana no estaco fundamental, ou
meihor, a energia do vdcuo é formalmente divergente. Pode-se mostrar, por exemplo, que

a seguinte expressio para a energia de ponto-zero de um campo escalar livre é encontrada:
1 3
(0] H10) :izwka (2.1)
k

onde wy. ¢ a energia do modo com momento k. Uma 1aneira de resolver o problema da
divergéncia da energia de ponto-zero é redefinindo a Hamiltoniana através do ordenamento
normal de Wick. O argumento usado é que ndo se poce medir diretamente o valor absoluto
da energia. mas apenas diferencas ou variaces de energia tém relevancia lisica. De acordo
com o ordenamento normal, o valor esperado da Hamiltoniana assim modificada é igual a
zero. implicando que o estado de vdcuo de umn campo livre apresenta agora as propriedades
esperadas: energia zero, momento zero e momento angular zero.

Entretanto devemos ter em conta que campos livres sao wna idealizagao e que numa
sitnacdo real os vampos existem na presenca de vinculos externos, ou seja. 0s canipos
estAo sempre em inferacao com a matéria ou com outros campos externos. A presenga de
vinculos externos modifica o espectro das freqiiéncias wy, e. conseqiientemente, a energla
de ponto-zero é modificada também. Qualguer variagao dos vinculos externos induz uma

variacao na energia do vacuo, que é agora considerada como uma quantidade observavel.

-
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Somos levados desta forma a calcular a energia do vacuo, ou energia de Casimir, de um
campo coin respetto a sua interacdo com os vinculos externos. A principal conseqiiéncia
deste concetto de vacuo, chamado agora de vacuo fisico ou vicuo de Casimir, é que
este estado ndo mais é um estado com propriedades triviais. Ao contrario, possiveis
efeitos caracteristicos do vacuo podem ser vistos como a resposta do vacuo a preseuca
dos vinculos externos. Na configuracao de Casimir, onde efetua-se a quantizagao do
campo eletromagnético na presenca de duas placas condutoras, pode-se dizer que as placas
metalicas distorcem as flutuacdes do vacuo do campo eletromagnético e o efeito disso é
que aparece uma forca de atragao entre as placas.

Um caso de particular interesse para nés é quando o campo em questao esta confinado
a uma regiao determinada do espago, e uma descricdo idealizada desta situagao ¢ obtida
nnpondo que o campo satisfaca a determinadas condicoes de contorno. A presenca das
fronteiras que confinam o campo causam uma varia¢ao no espectro das flutuagoes do vacuo
e modificam assim a energia de ponto zero. Novamente o efeito disso é o aparecimento de
uma for¢a entre as fronteiras, mas se esta forca é atrativa ou repulsiva depende crucial-
mente tanto do campo considerado quanto da configuracio geométrica das fronteiras que
o confinan.

A seguir estudaremos a interagao de campos quantizados com diferentes tipos de es-
truturas cldssicas. Na secao (2.2), ao invés de considerarmos as condigoes de contorno
usuais de Dirichlet para o campo escalar, vamos considerar a interagdo deste campo com
um potencial dado. A interacdo do campo com este potencial visa simular a mteragao do
campo com uma fronteira efetiva que confina 0 mesmo. Na secao (2.3) vamos calcular
a energia de Casimir de um campo fermidnico sem massa confinado a unia reglao que

apresenta tamanho finito em apenas uma direcao espacial.

2.2 Energia de Ponto-Zero de um Campo Escalar na
presenca de Fronteiras Suaves e Semiduras em D

dimensoes

Fan muitas situacdes em Teoria Quantica de Campos supde-se que 0s campos estejam

confinados em uma regiao por alguma cavidade de forma que sejam submetidos a alguma
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condicao de contorno “cldssica”. Em grande parte da literatura em que se discute o Efeito
Casimit as fronteiras onde impomos condi¢oes de contorno tém uma localizagido espacial
hem precisa assim como uma forma geométrica bem definida (fronteira “dura”™), apesar
de estas serem inquestionavelmente uma idealizacao. Neste contexto pode-se perguntar
até que ponto os cdlculos sobre o Efeito Casimir dependem deste tipo de hipotese. Em
alguns trabalhos estas condigdes de contorno foram relaxadas [6, 7, 8, 9, 10].

Nesta secao vaimos aprofundar nosso conliecimento a respeito de como a energia de
Casimir de um campo escalar sem massa, definido num espacgo-tempo planto D-dimensional.
depende das condicdes de contorno e do ntmero de dimensdes. Com este proposito,
trés diferentes tipos de fronteiras “classicas” serao consideradas: “duras”, “semiduras” e
“suaves”. O significado desta terminologia serd esclarecido mais acdiante.

A questao da determinacao do valor esperado de um observavel fisico estd relacionada
com a seguinte pergunta: como implementar um esquema de renormaliza¢ao em uma
dada situagio? Em 1948 Casimir apresentou um esquema para a obtencao de um resul-
tado finito a partir da energia de ponto-zero divergente do campo eletromagnético [2].
Apesar de formalmente divergente, a diferenga entre as energias de ponto-zero de con-
figuracoes fisicas diferentes pode ser finita. Se supormos que uma destas configuragoes
apresenta energia de ponto-zero nula, entéo a diferenca entre as energias do vacuo de duas
confignracoes é a energia renormalizada. Conseqiientemente a definigao formal da energia
de Casir é:

L0 (002) = Eg(99) — Ey(0), (2.2)
onde Ey(9Q) e Ey(0) sdo, respectivamente, as energlas de ponto-zero na presenga e na
auséncia das fronteiras. No caso de campos escalares, a abordagem de Casimir pode ser
resmitiida nos seguintes passos: acha-se um conjunto completo de modos solugoes para a
equacio de Klein-Gordon comt condices de contorno apropriadas e as respectivas aut-
ofreqiiéncias: a energia de pouto-zero divergente ¢ regularizada introduzindo-se um cutoff
ultravioleta: e, finalmente, a parte polar da energia regularizada é removida através do
procedimento cle renormalizacao descrito acima da subtragao de configuragées diferentes.

Antes de apresentarmos alguns calculos bastante instrutivos, vamos discutir uma -
portante questio relacionada com a definicao da energia renormahizada. E fato conhecido

que existem duas quantidades que podem representar a energia total renonmalizada de
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campos quanticos [11]. A primeira ¢ a energia dada pela soma dos modos (E)mok
mode et 1 : r
(E)pen = /0 dw 5w (N (w) = No{w)), (2.3)

onde %w é a energia de ponto-zero de cada modo, N{w)dw é o numero de modos com
freqiiéncias entre w e w + dw na presenca das fronteiras e Np{w)dw ¢é a quantidade corres-
pondente calculada no espago vazio, isto é, na ausencia de fronteiras. A equagao (2.3) nos
d4 a soma renormalizada das energias de ponto-zero de cada modo. A segunda quanti-

dade que pode representar a energia total renormalizada de campos quinticos é a integral

vol
ren’?

no volume da densidade de energia renormalizada, (E}.. , obtida através do método das
fungdes de Green [12]. Neste iiltinio método, para calcularmos a energia renormalizada
de qualquer campo, um certo operador diferencial de segunda ordem ¢ aplicado a fungao

de Green renormalizada G (2,2}, ou seja,
(T;{Whm = ‘lill}' DW’ [G(.‘lﬁ, ‘l,f) — Gylr, ;l-’)} . (2.-1)

onde G{x,2') é a funcio de Green na presenca da fronteira 9§ e Gylz.2') € a fungao de
Creen na auséncia de fronteira. Deutsch e Candelas [11] se referem a quantidade entre
colchetes como a funcao de Green renormalizada, j4 que ambas as fungdes de Green,
Gix.2") e Gy(x, '), ddo origem a mesma divergéncia ultravioleta quando ¥ — a'. Se o
ponto r pertence & frouteira 92, o tensor energia-momento renormalizado (T,,,) . pode
divergir & medida em que se aproxima desta superficie. Entretanto, como for enfatizado
por estes autores, o argumento acinia nao é wma prova de que o tensor energia-moniento
renormalizado (7},,),,, vai divergir a0 1108 aproximarnios de 31, mas apenas sugere (ue se
o tensor energla-momento ¢ finito perto de 6 um certo cancelamento deve ter ocorrido.
No caso do campo eletromagnético presente tanto no interior como no exterior de uma
casca esférica perfeitanmente condutora ocorre um cancelamento entre os modos TE e TM,
dando origem a uma energia rotai finita [13].

E importante salientar que para o campo escalar minimalmente acoplado tal cancela-
mento nao ocorte, o que leva a um conceito ambiguo da densidade de energia de ponto-zero
No entanto, sabe-se que a energia total do vdcuo renormalizada

renormalizada {Tpo),., -

associada a um campo escalar minimalmente acoplado, obtida através do método da
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made
ren

soma dos modos, (£ , tem que ser 1igual aquela no caso de acoplamento conforme pois

ambos os campos satisfazem & mesma equacgao de onda e possuem a mesma densidade
de modos. Nao obstante, as energias de ponto-zero totais renormalizadas obtidas pelo

, ~ ral ;. . N .
método das funcoes de Green, (E).° | para os acoplamentos minimo e conforme, sao dife-

mode
ren

0 !’ l ~ .
rentes. Qual destas duas quanticades, (£ ou {(E)'7 | portanto, corresponde 4 energia

renormalizada “fisica” do campo escalar minimalmente acoplado?

Alguns autores tém sugerido que um tratamento quéntico completo das condigoes
de contorno pode resolver o problema mencitonado acima. Recentemente Ford e Svaiter
[10] confirmaram esta expectativa trabalhando com fronteiras flutuantes. Ao tratar-se as

placas confinantes como objetos quénticos com distribuicao de probabilidade para suas

mode

posicoes [(q)]?, fol mostrado que esta abordagem resolve a discrepancia entre (£).77

(E)*! para o campo escalar minimalmete acoplado.

Existem outras abordagens diferentes com o intuito de relaxar-se as condigoes de
contorno classicas. Investigando o modelo de bag, alguns autores discutiram corre¢oes
quanticas a este modelo ao quantizarem as flutuagdes ao redor da solucao da bag classica
(14]. Indo na mesma dire¢ao, Creutz [13] estudou os efeitos de se considerar diferentes
configuracoes de Dag utilizando-se de integrais de caminlio em uma teoria com campos
escalares com massas diferentes para as regides mterior e exterior a bag. Golestanian e
Kardar [9] também se utilizam das integrais de caminbo para investigarem o problema
de cavidades perfeitamente condutoras que sofrem uma deformacio dindmica arbitraria.
Estes autores conseguem calcular o comportamento da fungao resposta mecanica (isto €. a
razao entre a forca induzida e o campo de deformagao no regime linear). Alguns autores,
por outro lado. aplicaram uma abordagem alternativa mais simples, que permite hdar
com situacoes fisicas mais gerais que as condicoes de contorno cldssicas “duras” utilizadas
na literatura. Supoe-se uma fronteira confinante “suave” modelada por um potencial que
cresce suavemente, e que representa alguma distribuigao de matéria gque interage com o
campo quantico [6, 7). Utilizando-se esta abordagem é possivel recuperar as fronteiras
“duras” em wm dado limite. Este ponto ficard mais claro adiante.

O objetivo desta secao é discutir o Efeito Casimir para campos escalares sem massa
sujeitos nao apenas a condicoes de contorno “duras” nmu espago-tempo D-dimensional

mas tamhém condicoes “semiduras” e “suaves” numn espaco-tempo plano D-dimensional
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[16].
2.2.1 A Energia de Casimir em uma Caixa Classica bi-dimensional

Com o objetivo de aprofundarmos nosso conhecimento no problema de como extrair quan-
tidades renormalizadas de quantidades divergentes associadas a camypos confinados, vamos
rever, nesta secio, um exemplo bem conhecido. Uma das situagoes mais simples que se
pode imaginar é a de mn campo escalar com acoplamento minimo satisfazendo condicoes
de contorno “duras” em um espaco-tempo 3D. Queremos ressaitar que neste exemplo
aparece um fato bastante interessante: o sinal da energia renormalizada fica dependente
da razao entre os comprimentos caracteristicos da cavidade.

Desta forma vamos considerar um campo escalar sem massa, livre, confinado numa
caixa retangular bi-dimensional que satisfaz condigbes de contorno de Dirichlet nas paredes
da caixa. Queremos enfatizar que este modelo com arestas fol usado por Peterson, Hansson
e Johuson [17] no estudo de diagramas de Feynman de um campo escalar coufinado numa
caixa retangular.

Um campo escalar real sem massa e livre, @¢{z), definido em um espago-tempo piano,
satisfaz A equacio de Klein-Gordon homogénea. Se restringirmos o campo ao interior
da caixa. os modos do campo serdo enumerdveis e as partes de freqliéncias posifivas
e negativas formam um conjunto completo ortorormal. A energla renormalizada pode
ser obtida depois de wm procedimento de regularizagio e renormalizag¢ao convenieute da
soma infinita das energias de ponto-zero de cada modo do campo. Pelo fato de nao haver
diferenca entre a densidade de modos dos campos escalares com acoplamento minimwo e
conforme, o exemplo abaixo serve nos dois casos. Nesta se¢do iremos seguir os passos de
[18].

Ein um espaco-tempo 3D as autofreqiiéncias do campo sujeito as condigoes de Dirichlet

nos lados da caixa sdo dadas por:

nym\ 2 (72.27r>9) _ _ o
- — 1 + ny,ne =1,2,..., 2.0
e (( L ) Ly b (29)

onde L; e L, sdo os comprimentos dos lados da caixa. A energia de ponto-zero é dada

(M)

por:

P =

E(LlLB) = Z Whyngs (26)
1

ny.a=
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onde w,, ., é dada pela equacao {2.5). Esta expressao ¢ divergente e pocle ser escrita como:

ELiLos) =5 Y wi, (2.7)

ny,no=1

N

N [~

para s = —3.
A equacao (2.7) é analitica para Re(s) > 1. Um método de regularizacao analitica

consiste em calcular-se a extensao analitica da funcac zeta acima ao ponto s = —

b=

Manipulagoes algébricas com a equagdo (2.7). usando a equacgao (2.9). nos dao:

et = ((E) (2)1) - () 4 (2) Yo

onde {(2s5) é a funcao zeta de Riemann

e Alay. ey, 8) é a funcao zeta de Epstein. definida como:

fee}
Alay, o, 5) = Z’ (ayni + agnﬁj)*?
=00

Try.7

A linha no somatdério significa que o termo ny = ny = 0 deve ser excluido. Desta forma

E(Ly. Ly s) € analitica emn todo o plano complexo s com excegao dos pélos simples

5 = % 1. e o caleulo de Fo(Ly, Ly, —%) fornece a energia de Casimir U( /L1, Lo ):
. il 1 1 LlL-)_ Sl 50 5 9._3
Ul L2) = _ﬁ(M _) T e "L+ L) TR 2.10
(Ll =l v 5) Mgw (p°Li + ¢ L3) (2.10)

Em vez de implenentar-se a regularizacao analitica da energia de ponto-zero pode-se
obter a energia de Casimir introduzindo-se um cutoff. Para detalhes destes cdlculos no
caso de hiper-placas num espaco-tempo D-dimensional veja a referéncia [19]. e para uma
discussio geral sobre métodos de regularizacao analitica nsados para obtengio da energia
de vacuo renormalizada de campos livres em um espaco-tempo ultra-estético arbitrario,
ver a referéncia [20]. A expressao (2.10) dd o seguinte comportamento para a energia
renormalizada; o sinal da energia de Casimir depende da razdo entre Ly e Ly, e seu
comportamento é mostrado na ﬁgura 2.1 (veja, por exemplo, [211). Nas préximas seqoes
vanios estender estes calculos a um espaco-tempo D-dimensional iimpondo nao apenas

condicdes de contorno de Dirichlet mas também outras categorias de frontelras.
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0.057

-0.0571

-0.1

-0.157

Figura 2.1: Energia de Casimir '{L;, L) de uma caixa cldssica bi-dimensional como

funcao de @ = fl

2.2.2 A Energia de Casimir de um Campo Escalar sem massa
na presenca de Fronteiras Duras em ) dimensoes

Considere um canmpo escalar sem massa, livre, (2 ), definido em wn: espago-tempo de
Minkowski D = (d 4+ 1)-dimensional. Se mupormos condicées de contorno de Dirich-

let em uma caixa (D — 1)-dimensional com lados de comprimento Ly, Ly, ..., Lp 1. as
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autolreqiiéncias serao dadas por:

N> nom\ ? n 2142

JK 2T\ © D17

Wy maempy = || = _— . 2.11
M2 D—g (Ll) + ( LQ) + + ( LD-]_ ( 1 )

No limite em que umn dos lados da caixa for muto menor que os outros, ¢ = Lp_; <

Li,i=1,2,...,D — 2, a energia do estado de vicuo terd a forma:

1[5 1
ED(LI',(I') = E(H Li W
2 Wi} 4

b |

—_—
]
i
]

o

0 o< o0 ) Y nm\ 2
/( diey ... L dkp_s Z ()" 4.+ (kp_2)” + (—)

n=1 a

O somatério comega em n = 1 pois para o campo escalar nao se deve incluir os modos para
os quais todos os inteiros my,ny, .. .,np ) se anulam. Como discutido na dltima segao,
existem duas maneiras diferentes de obter-se a energia de Casimir usando o método da
soma dos modos. A primeira é usar regularizacao dimensional nas variaveis continuas
na equacao (2.12) e estender analiticamente a funcao zeta de Epsteln que aparece apds a
regularizacao dimensional. Uma ouira fonua é introduzir um cufoff que atenue os moclos
de alta freqiiéncia e depois remové-lo. Por questdes didaticas usaremos este segundo
método neste caso. Para fronteiras “suaves” e de outros tipos, é itil considerar-se ambas
regularizacdes, dimensional e analitica.

A parte angular da integral sobre o espaco & (D — 2)-dunensional pode ser calculada,
e se definirimos a energia por unidade de area como ep = ﬁ% parat=1.2.....D -2,

teremos entao:

onde

A energia por unidade de drea ¢é divergente e deve ser regularizada. Vamos mtrocuzir, na

equacao (2.13), um fator de convergéncia, isto é, um regulador ultravioleta

exp {4/\ (7-2 n (%)) } , (.

N
—
ot
—
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onde devemos assumir Ke(A} > 0. A densidade de energia regularizada ep{ ), @) (energia

regularizacda por unidade de drea) é finita contanto que Re(A) > 0, e é dada por:

R

ep(A,a) = F(D} i fom rPI e 4 (B’j)? exp {—/\ r? (ﬁf %} : (2.16)

—_ a a
Como devemos remover o cutoff, um procedimento de renormalizacao deve ser utilizado.
Este ¢ naplementado subtraindo-se a energia regularizada de diferentes configuragoes iso-
volumétricas e de mesma area. Além disso para que a energla das configuragoes auxiliares
nao sejam contadas, devemos introduzir o segundo limite na expressdao abhaixo. Desta
forma, a energia de Casimir {energia renormalizada do vacuo por unidade de drea) fica

definida por

Uplay=_Hm  [ep(Aa)+ep(A R—a) —ep(AnR) —ep(A (1 — )R], (2.17)

A—0. =~
onde 1 é wn numero real entre zero e unl.

E importante salientar que na ahordagem de Casimir a contribuicao dos modos exte-
riores deve ser levada em conta (ver equacao (2.17)). A energia renormalizada é obtida ao
somar-se as energias de pouto-zerc do campo dentro e fora da cavidade. Como a regiao
de fora das placas é a soma de dois dominios simplesinente conexos, a contribuigao dos
modos exteriores é cancelada no procedimento de renormalizacdao. Note ite na ener-
gia regularizada temos termos divergentes proporcionals ao volume e a drea da caixa;
conseqilentemente a subtracio de confipuragdes isovolumétricas e de mesma 4rea total
resultard nuina energia de Casimir finita.

Continunando nosso calenlo, pode-se mostrar [19] que:

1 T(E)(D
[.-—'D(a.):w(%m)% ({;L))E(l }. (2.18)

Assim a energia de Casimir € negativa para qualquer D nesta configuracao. Este resultado

esta de acordo com Ambjorn e Wolfram [22] e Caruso ef ol [23]. Apds uma revisao
esquentatica destes casos hem conhecidos, estamos agora em posicao de investigar dois
tipos diferentes de fronteiras: ~semiduras™ e “suaves’. Enfatizamos novaniente que, como
estamos empregando o método de soma dos modos. ambos os casos do campo escalar
com acoplamentos minimo e confornie estdo sendo levados em conta. Como discutido
anteriormente, isto é decorréncia do fato de que nao ha diferenca entre a densidade dos

nioclos nos dols casos.
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2.2.3 O efeito de Fronteiras Suaves e Semiduras na Energia de
Casimir
Nesta segao vamos investigar o Efeito Casimir de um campo escalar seimn massa na presenga
de fronteiras “senuduras”™ e “suaves” em um espaco-tempo D-dimensional. A idéia é
substituir as paredes “duras” de Dirichlet por algum potencial confinante V/(F) na diregao
xp-1 [6] (as condigoes de contorno de Dirichlet correspondem ao caso particular em que
V() é nulo no interior da cavidade e abruptamente se torna infinito na parede). Neste caso
a equagao de Klein-Gordon para o campo leva a que os modos espaciais do campo escalar
satisfarao uma equacio do tipo Schrédinger, com espectro denotado por 2. Este potencial
confinante pode ser interpretado como representando una distribuicao de maténa com a
qual o campo quantico interage. Como o potencial age como placas efetivas, é importante
deixar claro que a for¢ca de Casimir resultante ird agir sobre a distribuicao de matéria
modelada por V(7). Na situacio em que todos os modos do campo sao completamente
suprimicos pelo potencial apenas quando ¥ — oc, esta fronteira efetiva recebe o none de
fronteira suave. Pode-se também imaginar uma situagao intermediaria entre as fronteiras
duras e suaves - a qual chama-se semidura -, onde a completa supressao de todos os
modos do campo acontece para algumn valor finito de ». Neste caso o potencial V(T)
decresce suavemente de um valor infinito na superficie da fronteira 9§ para um valor
finito (que pode ser 17 = 0) longe de J§). Neste sentido, Actor e Bender [6] atribuem uma
espécie de “textura” a fronteira efetiva, onde foi tratado o caso do potencial de oscilador
harménico em uma direcio particular, por exemplo rp_j, em D = 4 {ver também [7]).
Nosso objetivo é determinar qual influneia terd na energia de Casimir de um campo
escalar sem massa a substituicio das condigoes de contorno de Dirichlet por um potencial
confinante. Como na secdo passada, trabalhareimnos num espaco-tempo D-dimensional,
em D — 2 das quais manteremos as placas de Dirichlet, e em apenas uma diregao espacial
trocaremos as placas de Dirichlet por um potencial arbitrario. Supondo que as condigoes
de contorno na direcdo rp_; =  sejam ditadas pelo potencial genérico V(r.a). onde a
é um comprimento caracteristico do potencial, a energia do vacuo pode ser escrita como
(ver Eq.(2.12)):
-2 1
Ep{L;.a) = - (1_[1 L;) (—7;@
o 2

i

RV
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T

[Om dk; - foo dkp—zz [(kl)z + .o+ (kpoo)? +V2]
- L(H” Z/f” % K2+ 02 (2.19)

onde k? = (k)2 + ... + (k]_)_g)z. Esta tltima integral estd na forma apropriada para

efetuarmos o bem conhecido resultado da regularizaciao dimensional [24]:

d*u v k 1 N
[ =Tt (5 o0

daonde obtemos, finalmente, a energia do vacuo por unidade de 4rea dividindo a expressao

por LY~

(e

1 1—-D\N& 5 b

ED(a.):—_ D_.__]I‘( 5 )Z(y;) 3

2('—171') 2 n

(2.21)

A primeira situagao que gostarfamos de discutir é a de um potencial que seja semiduro
perto da origem e suave para grandes valores de . Um exemplo de tal situacao pode ser
dado pelo seguinte potencial:

-y 2
Vie,a,b) = V2 (;J;) , (2.22)

onde a ¢ b tém dimensdo de [comprimento] e Vp tem dimenséao de [comprimento] >, A
solucio da equacao de Schrodinger no caso b = @ é conhecida [25]. Entretanto. o potencial
na forma acima é mais adequado para investigarmos alguns limites e na verdade apenas
pequenas mudancas sio necessarias para chegar-se a solugao no caso b # a. Neste caso,
portanto, pode-se mostrar cue os niveis de energia que resultam da equagao de Schrodinger

sao dados por:

. /32V0\? 1 1 —
- (3;“) {n+§+g(\/81‘5(12—1—1—\/81'0(:3)]. n=01.2,..  (2.23)

Substituindo a equacao (2.23) na densidade de energia do vacuo dada pela equagao (2.21),

onde ¢ é cdado por
(\/81 0([" +1-— \ISI [}CI ) (22:))

obtemos:

»l—-li—‘

1,
¢=3t
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Realizaremos agora a extensao analitica da funcao zeta de Hurwitz

que é analitica em principio para Re{z) > 1. Primeiramente usaremos a seguinte repre-

sentagao integral da fungao gama:
)= k/ dt = e ™, Re(z), Re(k) > 0: (2.26)
0

fazendo & = n + ¢ e somando em n vemos que:

((zq) = Z

n

j dtf‘f—}. ZE, {n-t+gqht

n+q 7’]_.

=0
1 e“i g)
= T 2.27

f( / it et — 1 (2.27)

Como ¢ > 0, ointegrando acima é hemn comuportado parat — oc mas apresenta divergencia
para t — 0, de forma que vamos separar o intervalo de integracédo em: [0,1) e [1,00). A
segunda integracao é, como vimos, convergente, e para realizarmos a integral no primeiro

intervalo usaremos que:

xrt DG o
te Balt) g < lt| < om. (2.28)

(s passos a seguir sdo trocar a ordem do somatério com a integral e calculd-la termo a

termo. Tudo isso leva, no presente caso, & seguinte densidade de energia do vacuo:

1 1 3215 Eu
epla.b) = —5(4~)D§1 ( h? )
o0 {14 D) E’ﬂl_q} had (—1)”3-”(([) 1
-8 —| . 2.29
[/1 dtt 4_6"' 1 +?§} nl n— 1);1 ( )

Na equacao acima B,(g) sdo os polindmios de Bernoulli [26]. Fica claro que mesmo se
levarmos em conta os modos externos, nio conseguiremos lidar com a parte divergente da
energia regularizada referente aos modos no interior da cavidade. Nao obstante, o termo
divergente pode ser absorvido através de uma renormalizacao adequada. Para obter-se a

energia de Casimir deve-se subtrair a parte polar da equacio acima, que € um inico termo
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do somatdrio, ja que a integral tem valor finito. Cabem aqui dois comentarios: o primeiro
é que o procedimento de renormalizacdo é necessario apenas para espagos-tempos com
dimensao impar (D = 2m —1,m =1,2,...), pois a equagao (2.24) ja é finmta para D par.
Isto nao é uma surpresa porque em alguns casos, quando se regulariza uma expressao, o
resultado ja é finito, ou seja, ja é renormalizado (ver, por exemplo, [22, 27, 28] e também
a se¢do (2.3})). O segundo comentario é que as fronteiras suaves modificam a estrutura

polar do modelo, 1sto €, o residuo da parte polar é dado por {D é um inteiro impar):
Res(epla, b)) = ——=—0B

Dois limites siao de interesse (manteremos b fixo de agora em diante): (i) «® < (Vp)*
e, portanto, ¢ — 3/4, caso em que o potencial se comporta como uma parede dura
impenetravel {Dirichlet) para @ — 0, enquanto que se comporta como um potencial de
oscilador harménico restrito a regiao x > 0, e (i1) a® > (Vo)™* (¢ — 1/2). No formalismo
de Actor e Bender [6], é possivel obter-se o limite (i) do resultado do oscilador harmoénico
(OH) ao simplesmente descartar alguns dos autovalores na fungao zeta, e podemos chamar
este de o limite de meio oscilador: OH.

Investiguemos primeiro o limite a® < (14)7*. Com o intuito de compararmos a energia
de Casimir com o valor obtido em [6], onde o caso D = 4 foi tratado, precisamos do valor
particular da funcao zeta de Hurwitz ¢(—3/2:3/4) = 0.02093. Ademais, podemos defin:r
ainda A = (V5 /0%) 744, com dimensao de [comprimentol, e interpretar A como a “distancia
de separacio caracteristica” entre a parede dura em « = 0 e a “parede suave” em r = A.

Assini, da equacgao (2.24), obtemos mmediatamente:

2774
es{a.b) = 5 AT3(—3/2:3/4), (2.30)

i

e €, é a metade do valor achado em [6]. No entanto, deve-se notar que este valor encontrado
em [6}. para o caso bem conhecido da energia de Casimir em D = 4 entre duas placas de
Dirichlet, como um lmite do resultado deles para o potencial de oscilador harménico, €
também o dobro do valor encontrado em {22, 23]. No limite de grandes separagoes entre
as “paredes” (A — o0}, recobra-se o resultado para o espaco livre (restrito a x > 0):

£ — ()
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Examinemos agora os valores da densidade de energia do vacuo dados pela equagao
(2.29), para D = 2, 3,4, em ambos casos limites a® > (Vo) ' e a® < (V)7 (¢ — 1/2
e ¢ — 3/4 respectivamente). Encontramos uma caracteristica interessante para espagos-
tempos de baixa dimensio , ie., para D = 2 e D = 3: de fato, quando a® > (Vy)™!

as flutuacoes do vdcuo dio origem a forgas repulsivas que correspondem a densidades de

elnergia;
lim  efa,b) = [+0,072427! (2.31)
a‘2>>(v0)—l
e
li 4{a.b) = [+0.0160]A 77, 2.32
pdim esfab) -+ ] (2.32)

respectivamente, enquanto que no limite a* < (Vp)~! a forca se torna atrativa, corres-

pondendo a densidades de energia

Clm eya,b) = [-0,0562]A7" (2.33)
a2 (Vo)1

[§
lim  e3(ab) = [—0,0108]A7% (2.34)

a?{Vp)?
Assim. para D = 2,3 devem existir valores finitos de a para os quais a energia de Casinnr
se anula. O mesnio comportamento foi encontrado no caso da caixa bi-dimensional com
paredes duras na seciao 2.2.1, onde mostramos que o sinal da energia de Casimir depende
da tazio entre os lados da caixa. E importante enfatizar que polos simples aparecem
em ambos os limites apenas para D = 3. No caso D = 4, em ambos os limites, encon-
tramos que a forca de Casimir é sempre atrativa, com valores para a densidade de energla

correspondendo a:

lim  eqle.b) = [—0,0059)A (2.33)
a?»(Vo) ™

e
Clim eq(a b) = [-0,0073)A72, (2.36)
0:3<<('|—'b)_1

e este dltimo resultado é exatamente o valor da equagao (2.30), obtida ] diretamente
da Eq.(2.24). Apenas no limite ¢? < (V5)™! a energia de Casimir tem o mesmo sinal

(negativo) que para D) = 2,3, enquanto que no limite ¢ > (14)"! o sinal da energia de
g { | g
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Castmir para D = 4 tem sinal oposto a aqueles para D =2 e D = 3. Listamos abaixo os
valores das densidades de energia do vacuo do campo escalar submetidos &s condigoes de
Dirichlet entre placas separadas de distancia a [22, 23], nos casos D = 2, 3,4, para simples

5 = [=0,024])a"2,

n

comparacio com os valores das Egs.(2.31)-(2.36): &5 = [0, 065]a™ !,
g9 = [—0,0069)a .

A segunda situacao que gostariamos de discutir € o caso de um potencial crescente na
dire¢io x que se torna infinito paraz =0e 2 = ¢. Para representar esta situacao vamos
traballar com um potencial da seguinte forma:

Viz) = 1_,01/2 cot? (21‘) : (2.37)

Usando a terminologia de Actor e Bender [6], pode-se dizer que esta situagio é equivalente
a ter duas pareces semiduras, uma em x = 0, e a outra em = = a. Podemos reparar que,
neste caso, o campo fica confinado no interior de uma regiao finita. 0 < @ < «¢. Pode-se

mostrar que os valores de 12 sao dados por:

2 -
2= dn = 28), n=1,2,... (2.38)
a?
onde a clefini¢io de 3 é:
1
H=- 2.39
5= (2.39)
Segue-se que a densidade de energia do vacuo tem agora a forma:
D—1
w2 1 X 1 - D o 9 - D1 A
epla) = — 5D aD_lI‘( 5 );(n +4dnd —23)7 . (2.40)

Aqui torna-se necessario estender analiticamente a fungio zeta de Epstein modificada.
Isto foi feito por Ford e também Birrell e Ford [29]. Neste caso a expressao da extensao
analitica para a densidade de energia do vdcuo é muito complicada e nao vamos escreve-la
aqui. mas uma diferenca importante entre o primeiro potencial e este segundo é que em
alguim limite é possivel Teobter exatamente as paredes de Dirichlet, isto é, placas planas
paralelas perfeitamente condutoras separadas de uma distancia a. Este caso ¢ obtido no
limite ¥y, — 0: quando ¥ — 0 também ocorre que JF — @ e a energla de Casimir reduz-se
novanente a {ver equagao (2.18)):
1 T(5)(D)

epla) = —-(47{_)% (;Dfl . (2.41)
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apés o uso da férmula de reflexdo da fungio zeta (1 — D),
: -D —1
F(D/E)TFD/ZC(D) =T (1—2—) C'TDQ_C(I — D).

No outro limite, ¥, — oo, hd wm regime para o qual se obtém o potencial de oscilador
harménico. De fato, neste linite teni-se que 3 — oo, e considerando-se apenas os niveis
de mais baixa energia, 7.e., n < /3, obtém-se o seguinte espectro:

: 1
v =wln + 5), (2.42)

onde w = Z+/8Vp. Este hmite é conmpletamente andlogo ao caso do potencial de oscilador
harménico estudado nas referéncias {6, 7] e pode ser obtido ao expandir-se o presente
[4)

potencial ao redor do ponto z = § e desprezando termos de ordem mais alta que a

segunda ordemni.

2.2.4 Condicdes Suaves e Semiduras em mais de uma diregao
espacial

Na secao passada estudamos a situagao em que o campo escalar estava confinado em uma
hiper-caixa onde em apenas uma diregao as placas duras de Dirichlet foram substituidas
por um potencial confinante. Nesta se¢do vamos analisar diferentes situacoes nas quais,
de todas as D dimensdes do espago-tempo, em um nauero p destas o campo satisfaz
a condicoes de contorno de Dirichlet, enquanto que nas restantes D —p — 1 direcoes
o campo estd sujeito a potenciais confinantes (uma das dintensoes € o tempo). Como
estamos trabalhando com um sistema de coordenadas cartesiano, este formalismo 1rd nos
permitir escolher potenciais diferentes agindo sobre o campo em cada uma das restantes
D —p— 1 direcoes.

Nas direcoes x', i = 1,2,....p. vanos impor que 0 campo se anula em placas paralelas
localizadas em ' = 0. L;,i = 1,2....,p (condigdes de contorno de Dirichlet): nas diregoes
i =p+1l.p+2....D -1 escolhemos D —p—1 potenciais Vj(w;.¢;). cada um
dependendo de diferentes comprimentos caracteristicos a;. Repare que os D —p—1
potenciais podem ent principio ser diferentes em cada direcdo. A energia do vacuo pode

enta0 $er escrita Como:
1/2

T T 2 T 2 D—1 ,
1 p

1y D—1 j=p+!

EL) =

(RN
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. - D) ~ oo
onde as fungoes v, {a;) representam os espectros dos autovalores da equagao de Schrodinger
correspondente. Agora, se todos os L; forem muito maiores que os a;, podemos entao
substituir os primeiros p somatorios por integrais:

1/2

D-1
B4 vile)] (2.44)
j=p+1

1/ - Pk
Fo =3 \LLL > (2m)

Nptl-entp—1

onde % é o comprimento do vetor (ky, .., k,). A integral acima esta mmma forma conveniente

para aplicarmos a regularizacao dimensional, com o resultado:

Ep = #ﬂj—)— (ﬁL) r (J '2“”)

raF—
-

i i=1

S [I{EP+I(G.]J+1)—|—...+V2D7](GD_1)] . (2.45)

Nptise--t D1

Ao invés de estudar o caso genérico, trabalharemos em dois casos especificos num
espaco-tempo 40, Em uma direcao espacial, por exemplo z, vamos impor condigoes de
contorno de Dirichlet com placas separadas por uma distancia L; desta forma p = 1.

Além disso vamos sujeitar o campo ao mesmo potencial nas diregoes x e y:

Vit =1p (¢ ) (2.46)
TEET e b '
€ 9
Vig.a,b) = 173" (5‘4 E) _ (2.47)
y b

Os respectivos espectros da equacdo de Schrédinger ja sao conhecidos por nos:

. (3210\®

Ve = ( bgo) (n - q) (2.48)
e 1
_ 2V

V2= (3b2 ”) (m + q). (2.49)

onde o valor de ¢ ¢ dado pela equacio (2.23). Explorando a simetria nas direcoes & e y,
o somatdério que aparece na equacao (2.49),
[}

> in+m+2q], (2.50)

n.m=0
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pode ser colocado numa forma mais tratével (ver [30]):
o0

Z m+m+c ™ =((s—1Lic)+ (1 —ec)(s:ic) (2.51)

=0

Do resultado geral da equacio (2.45), derivamos os limites ¢® > (15) ! e @ < (15)7!
(respectivamente ¢ — 1/2 e ¢ — 3/4). No limite o? » {¥5)7! a euergia do vdcuo fica

dada por:

= > B, 1

+2

n=>0

(2.52)

a2 (bp)! nln—23

lim  Ey(a,b) =1 ( )% l

E simples obter daqui a densidade de energia, isto é, a energia por unidade de Area.
Primeiro divide-se a expressio por L. Apesar de as placas nas direcoes x e y terem sido
substituidas pelos potenciais, pode-se ainda assim atribuir a essas diregoes “distancias
caracteristicas” entre as “paredes”, como explicamos na secao passada, dadas por A =
(%})“1/4. Asgsim, para obtermos a densidade de energia €, dividimos ainda a equagao

(2.52) por A, o que resulta em:

-3 o) 1
lim  egla.b) = A0 = U dtf +Zi (2.53)

(1'1>>('-b)“1 —nln—3
onde a integral é finita e a parte polar, dada pelo quarto termo do somatorio, ¢ ident1-

camente nula jd que By = 0 (sendo seria descartada como de costume). Desta forma, a

energia de Casimir neste limite tem o valor:

lim  eyla.b) = [=0,0069]x, (2.54)

a?p(vp)!
que é um valor préxinio do obtidoe na segao passada. equacao (2.35), para o caso do
potencial agindo em apenas uma diregao.
No outro limite «? < (Vy)~!. a densidade de energia do vécuo fica dada por (ver

equacao (2.51)):

lim  eq{ahy = AT7—

v — -3 ,-t/2 oG ¢ N ;
_:;\/EK/ dtf ot +Z( 1)"B,(3/2) 1 )
Al

a?g (1)t T et —1 = nl n—3
1 -G 1,726}—;1-/2 o (fl)ﬂi B, (3/2) i
+ 4 (/1 2 et — 1 + -r;o m! m—=2/1"

(2.55)
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s - - . — 3/2 _
onde cada somatério contém um pélo, com residuos correspondentes a: B 3é3 ) = Tl e
B3(3/2) _ 11 Ad idade d ‘wia d < . . - 5
=222 = 24 A densidade de energia do vdcuo regularizada, ou. simplesimente, a energia

de Casimir neste caso tem o valor:

lim  efa b) =[-0,0310]A7%, (2.56)
a? (V)

também negativo, dando origem a uma for¢a de Casimir atrativa. Este valor deve ser
comparado com a equagao {2.36). Assim, nestes casos, a substituigao de duas placas
de Dirichlet pelo potencial em uma diregdo extra, em comparagao com o caso da secao
passada, faz com que o valor absoluto da energia de Casimir aumente.

Para completar, vamos calcular a energia de Casimir na situacao en que este mesmo
potencial age em todas as trés dire¢des espaciais, de novo para D = 4; asstm, p = 0. Pode-
mos obter, neste caso, a densidade de energia do vicuo da equagio (2.45) simplesmente

. . -\ —L1/2
ao dividi-la por A? = (z—%) :
o

eg(a,b) = 420 N [n+m+14 3], (2.

n,mi=0

o]
-
—

Novamente este somatério pode ser simplificado [30] se fizermos uso da relagao:

>

Yoo ndm4l+dt = ;C(s —2:¢} -l—('E — (s —-1l.e)+ %((’ — 1) —2)(s:¢). (2.08)

a.m =10

No limite « 3> (15)7! a energia de Casimir fica dada por:

lim  es{a, by =[-0,0132)A73 (2.59)

a3 (Vo) !

e no limite ¢ < (13)7! ela fica como:

lim  eq(a,b) = [+0,0255| 27" (2.60)

a?&(Vn) 1

Para esta nova configuracdo o resultado é qualitativamente diferente da situacao com
.. - ~ . . > - , . . )

potenciais e apenas duas diregoes. No limite a® > (15)7L, &4 é ainda negativa e o dobro

do valor da equaciao (2.34}: no outro limite, a? <« (Vo). ey muda de sinal nmias seu valor

ahsoluto é menor do que o valor da equacio (2.56).
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2.2.5 O caso de um potencial central tipo Oscilador Harménico
em D=1

Passaremos agora a estudar o caso em que o campo escalar esteja confinado por um
potencial esfericamente simétrico, ou seja, com simetria radial. Calcularemos a energia de
Casimir para o caso particular em que este potencial é o potencial de oscilador harménico,

no caso especifico de D = 4. Entdo, na equacao de Schrodinger:

2 e Y — 2 = ;
=V V()] () = W), B (D), (2.61)
vamos tratar o caso em que V{(¥) = V(r) = A%?, onde A tem dimensaode [comprimento] 2.
A equacdo de Schrédinger, no caso de um potencial central, separa nas coordenadas
(r,0.0). mas nao vamos apresentas aqui os detalhes de sua solugao (ver [31]). Vamos

apenas usar que os niveis de energia neste caso se apresentamn como:

ropm

3
wyp = |2A02n + 1+ 5) , (2.62)

onde i representa o nimero quantico principal, e I é o valor do momento angular orbital.
Os niveis de energia sdo degenerados, pois existem (2] + 1) estados com energia wy.
Desta forma o método da soma das energias de todos os modos fornece, para a energia

de ponto-zero ou energia do véacuo, a seguniute expressao :
OH0) = 5
= ‘ 9 (-L/,L

P4
0 %0

n=01=0
= i(u%)iw. (2.63)
=0 n=0
o, finalmente, )
(0| H|0) = (2;\)%i(z+%)i [‘2-n+l+gr, (2.64)

1=0 n=0
de onde, apés regularizagéio, obtém-se a energia de Casimir. Usando-se a definigao da

funcao zeta de Hurwitz,
ad 1
i) = _ 2.65
(=g Z(n+g)—‘ (2.65)

n=0
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chega-se a:
i 1 17t 3
0| H10 A I+ ===+ =)
(OIH|0) =283 2+ ) ¢{=5i5 + )

Usamos entao a seguinte representacao integral da fungao zeta de Hurwitz:

og) = = tt ;
(=) r(;)/n e — 1

em termos da gqual a expresao (2.66) fica:

1 1 I‘(l 4)
OIFI0) = 203 S0 4 £ )=y f e
i=0 2 [(-3) ‘

Apds algumas manipulagdes algébricas a equagao acima toma a forma:

0.9

T -L(+1)
dtt 12 3),

) /o =0

W=
|.‘:|....

2A
(-

[T

(0| H]0) =

[T

Vamos n0s concentrar primeiro no somatdério. Vé-se claramente que:

3 Lotuedy — 9 |5~ tard
] }
0 [ o3&y
- gl
B a el
) _e§-1]
1o e+l
BERGEEE

Az g s e e 41
(O|H|0) = [ dt 3 ‘
4 5 g

28

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.71)

O integrando acima diverge para t — 0. de forma que separamos o ltervalo de inte-

gracio em [0,1) e [1.0c). Chamando a segunda integral de g, e recorrendo ao Maple para

calcula-la, encontramoes o valor:

3
4+

/m pei €
g = dtt™ —/———
d J1 (ez — 1)

= +2,138082.
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Vamos agora desenvoiver o integrando com o intuito de calcularmos a integral no

intervalo [0.1):

3 € 5
] =2t 7 A(t)B(t),
Ea ()5 (1)
onde
Lot
At) = -2
) ez — 1
e 1
e
Blt) = —
(e -1
De

com r = %) enicontramos a expansao em série para A(t):

Alt) = i B3t

n={)

nl  on’

Para B(t) usamos a equacao (2.76) com = = 0, e denotamos By, (0)
nameros da Bernoulhi: com 1sso:

o] B $m= 1

- Z m! 2m—

-1 =0

[RE

€

Derivando a expressio aciina comn relagao a %, encontramos:

e podemos agora derivar a equagao (2.78) termo a termo, obtendo:

> B,m-—1

H = _ : tmv?
bi) mz=:0 m! 2m=2
Com isso tudo voltamos agora a equagao (2.71):
A\% [ 1 5
OlHI0) = == |o 2/ dfr"sA(f)B(r)]

,\% [ > = B m m—1 /'l _
— - _ : df 1uz.+m 5
]_"(____ ) -(j Z Z Q?H--mAJ Jo }

l
n=0 m=0 H e

B, 3B, m—1 1

= B')’H .

_ ; __V J_. s =) fe )
r(_é) 'ng—%}r;l

n‘ m’ ndm=3 5 4 g —

me=1

|

(2.73)

(2.74)

N2
~1
it
—

(2.76)

(2.77)

que $ao oS

(2.80)

(2.81)
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Recorremos novamente ao Maple para calcular o somatério ) acima, tendo considerado

até o termo n = m = 50, que é da ordem de 107'%; o resultado do somatério é:

Yy o= -+2,110217. (2.82)
Finalmente usamos que 1"'(—%) = 23, chegando a:
Az
olH1) = ——xlg—Ii
2wz
= —AZ[0,007861]. (2.83)

Para completar, comparamos este valor com o encontrado em [6]. Tomamos a forma

para ¢ potencial 1{r) = A%*r?, enquanto que em [6] a forma do potencial de oscilador

[

A s . - D] - .
harménico para D = 4 é V{r) = -7 assim as constantes se comparanl da seguinte

o

forma: A¥ = 5 de manteira que o valor por nds encontrado fol:
(0] H]0) = —al0, 0055) (2.84)

e o encontrado em [6] é:

(0] H0) 40, = —a[0, 0111]. (2.85)

actor

Novamente aqui encontramos a metade do valor obtido por Actor e Bender.

2.3 Energia de Ponto-Zero de Férmions sem massa
em uma slab-bag

Nesta secio calcularemos a emergia de Casimir numa situacdo um pouce diferente da
estudacla nas secoes anteriores. Queremios estudar um modelo onde os campos estao
confinados numa sub-regido do espaco-tempo. Um modelo que se adeqiia a esta hipGtese
é a Cromodinamica Quantica.

A Cromodinamica Quéantica é uma teoria de campos de calibre ndo abeliana que des-
creve a dinamica dos quarks. A ndo observacao de quarks isolados, ou seja. o fato que
apenas estados sem cor sao fisicamente realizados ua natureza. introduzin a idéia de con-

finamento. O mecanismo através do qual este confinamento ocorre é ainda desconhecido,
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e o modelo de bag [32] é uma tentativa de conciliar o sucesso do modelo de quarks com
o confinamento e sen ponto chave é a aproximacao de que a bag ¢ uma cavidade estérica
cldssica com quarks e gluons confinados. Fim uma primeira aproximagao os quarks e glu-
ons se movem livremente dentro da bag, mas sido absolutamente confinados ao seu terior.
Como todo campo quantico dd origem ao efeito Casimir [2] quando subnretido a condigoes
de contorno cldssicas, é de se esperar que o confinamento dos quarks e gluons de origem a
energia de Casimir dos mesmos [33]. Durante os tltimos anos muitos autores calcularam
a energia de ponto-zero renormalizada de diferentes tipos de campos no modelo de bag.
A energia do vacuo renormalizada de um campo escalar neste modelo for calculada por
Bender ¢ Hays [34] e mais recentemente por Romeo [33] e também Bordag et al [36]. O
calculo para o caso do campo gluénico foi feito por Milton [33] e também por Romeo [37],
e para o caso do campo fermioénico Milton [33] ¢ Bender e Hays [34] obtiveram a energia
de Casimir no modelo de bag.

No programa de renormalizagao, onde se deve extrair quantidades finitas, duas situagoes
fisicamente diferentes aparecem. A primeira é aquela na qual campos satisfazem condigoes
de contorno classicas em superficies e estes campos existent enl todo o espaco-tempo: a se-
gunda é aquela na qual os campos satisfazem condicdes de contorno classicas e superficies
mas esses campos $6 existem numa sub-regido do espaco-tempo [32]. Este segundo é o
caso do modelo de bag. Neste caso, como nao ha modos dos campos na regiao exterior, se
tsarmos o método das funcoes de Green ou o método de cutoff para regularizar a energia
de ponto-zero, aparecerdo divergéncias que nao poderao ser absorvidas por meio de um
procedimento de renormalizacdo. Existem muitas tentativas para resolver este problema,
mas parece que esta questdo ainda esta aberta na literatura. Usando o teorema de eyl
[38] nao é ditfcil mostrar que a distribuicao assintética dos autovalores do operador —-V?
agindo num canpo escalar confinado em um volume finito vai apresentar termos diver-
gentes proporcionais ao voluie, A drea e aos outros pardmetros geoméiricos da regiao a
qual o campo esti confinado. Milton, ao considerar que o campo fermiénico existe tanto
dentro quanto fora de uma cavidade esférica [33]. mostrou que ha nm cancelamento destas
divergéncias. Fica claro entao que se considerarmos férmions apenas no interior da esfera,
a principio serd necessaria a introdugao de termos de contato na densidade lagrangeana

original para lidar com as divergéncias da energia de Casimir regularizada.
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O propodsito desta secao € calcular a energia de ponto-zero de férmions sem massa
confinados A regiao interior de duas placas planas, paralelas, em um namero qualquer de
dimensoes do espaco-tempo [39]. A mesma idéia foi usada por Chodos e Thorn [32], onde
o campo fermionico é confinado entre duas placas separadas por uma distancia L - a tal
configuracido geométrica atribui-se o nome de slgb. Trataremos o nimero de dimensoes
do espaco-tempo como um parametro continuo e com o intuito de regularzar a energia de
ponto-zero faremos uso da regularizacao dimensional nas variaveis continuas (relacionadas
com os lados da caixa de comprimento infinito) e depois faremos a extensao analitica da
funcao zeta de Hurwitz que aparece depois da regularizacao dinmensional. Resulta que
provamos que a densidade de energia de ponto-zero regularizada é finita para qualquer
nimero de dimensdes do espaco-tempo. Em outras palavras, nao é necessaria a introducao
de contratermos na lagrangeana original, 1sto é, temos uma situacao onde ha regulanzacao
que ja é uma renormalizacdo. Como discutido acima, este resultado nao é esperado.
Facamos alguns comentarios. Nas referéncias [18. 40], Svaiter e Svaiter provam, para um
campo escalar real sem massa, que o método da fungao zeta é equivalente ao método de
cutoff depois que se subtraj os termos polares. A idéia bdsica empregada por Casimir &
de que, apesar da energia de ponto-zero divergir, mudancas na configuracao geométrica
acarretam uma variacao finita na energia total. Empregando-se wm cutoff exponencial
a energia total é regularizada antes da subtracdo da energia de uma coufiguragio de
referéncia. Esta energia total ¢ obtida ao somar-se as energias regularizadas do campo
dentro e fora da cavidade. Esta abordagemn é bastante razoavel se estivermos lidando com
um sistema em que hé campo no mtertor bem como no exterior da cavidade. Entretanto,
no caso de uma bag. onde é suposto que o campo exista apenas dentro da cavidade. esta
abordagem nido nos serve. e entdo seguiremos a conclusao de Svaiter e Svaiter de que a
energia de Casimir calculada usando a extensdo analitica da fungao zeta elimma estes
termos divergentes.

As condicées de contorno de bag para campos de spin meio, ou seja, a premissa de
que ele existe apenas no interior de uma regidao, sé pode ser implementada 1o caso onde
ha apenas uma direcio com tamanho finito, pois a presenca de arestas impede solucoes
para a equacao de Dirac para hipercubos em dimnensoes mais altas [22]. A situacdo para

campos fermiénicos massivos é ainda pior pois, neste caso, nao existe solugao neni no caso
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de uma direcao apenas com tamanho finito [41].

A apresentacao desta secao estd estruturada da seguinte forma: primeiro discutire-
mos brevemente a quantizacao de campos de Dirac em um espago-tempo D-dimensional
e entdo calcularemos a energia de ponto zero regularizada na slad-bag. E encontrado que,
tanto para nimero par quanto impar de dimensdes, esta energia ¢ finita, porque o residuo
da parte polar que aparece nos casos de dimensao impar se anula identicamente. Pos-
teriormente efeitos de temperatura serao discutidos, onde obteremos o limite de baixas

temperaturas. Estaremos usando o sistema de unidades onde h = c=kp = 1.

2.3.1 O VAacuo de Dirac e a Energia de Casimir para a slab-bag

Counsideremos uma variedade plana D-dimensional. Definamos unm sistema de coorde-
naclas cartesianas 2 = {z% 2!, 2%, ..., 29} e constderemos um campo fermionico sem massa

livre {@(x). ¥(a)}, descrito pela acao:
53,7 = ] dt T, = / AP T(2)id¥ (). (2.86)

onde @ = ~"9, e v* sdo as matrizes de Dirac. Variando-se esta acao com respelito a W
i It li

resulta na equagao de Dirac livre. sem massa:

[
co
-1
—

P () = 0. (;

Os campos podem ser expandidos em termos de ondas planas de energia positiva e negativa
w(ple™ P e v(ple’™, solucdes da equagdo (2.87), onde u{p) e v(p) sdo espinores em D

dimensoes. A expansao toma a forma:

2/ ) f, 2, [bf(p)u"(p)f""”"l#fi'l(p) (p)e”“] (2.88)
e
d .
Z/ 9;(1})2 [53(p)‘u-”(p)e"f”""+d-f(p)r”(p)f_””]- (2.89)

Para quantizar a teoria necessitamos impor as regras de anti-comutagao a tempos iguals,

apropriacda para férmions:

(0,08, ), Ol a1)} = 8a56F — 27).
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[ (t, ), Wa(t,a")} = {Th(2,7), Tht, )} = 0. (2.90)

Desta forma os campos U(a) e U{x) ou, equivalentemente, I¥{x), sho agora operadores.
Acima, ¢{D)} é o ntimero de estados diferentes de helicidade, ou spin, em um espago-
tempo D-dimensional. Um espinor possui, em wm espago-tempo [D-dimensionat, 2072
componentes se D é par, e 275" componentes se [ é iimpar. Em ambos os casos metade
destas componentes estao relacionadas a particulas {energia positiva) e a outra metade a
anti-particulas {energia negativa}. O ndmero de estados diferentes de spin ¢, portanto,
igual 2 metade do nimero de componentes do espinor, isto é, ¢(D} = e , para D par e
¢o(D) =27 para D impar.

Nas equacoes (2.88) e {2.89) acima, os coeficientes bi(p) e bl(p) sdo operadores de
aniquilacioe de criacao de férmions, ao passo que d;(p) e d}L (p) sao operadores de aniquilagao
e de criacdo dos anti-férmions. Em vista da equacdo {2.90}), as regras de anti-comutagao

para estes operadores ficam:
{05V} = {di(B), dj(P)} = 2y 85,605 — ), (2.91)

sendo todos os outros anti-comutadores nulos. Em termos destes operadores é possivel

escrever o operador hamiltoniano:

d
p 1 (P)ulp) + di(p)di(p) — 2] (2.92)

d
H = Z /
O estado de vacuo de Dirac em teoria de campos é o estado |0) do espago de Fock para

o qual:

bilp)]|0) = di{p} |0y =0, Vp, ¢ (2.93)

10) é o estado com nenhum férmion ou anti-férmion de energia positiva. Os estados de
muitas particulas podem ser obtidos através de sucessivas aplicacoes dos operadores de
criacio no estado |03. A relagio de Einstein entre a energia w e os monienta nas d dire¢oes

espacials, para 0 Caso sem massa, se escreve:

wh = pLb s+ + o+ (2.94)
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O valor esperado no vacuo do hamiltoniano, equacao {2.92), levando em conta a
equacao (2.93), resulta que a energia de ponto-zero do campo de Dirac é obtida somando-
se a energia de ponto-zero — %wp de cada estado de particula com energia w, com a energia
de ponto-zero de cada estado de anti-particula com mesma energia. O sinal negativo na
energia de ponto-zero do campo de Dirac ¢ uma conseqgiiéucia do cardter fermidnico das
particulas que este campo descreve. Isto significa que a energia de ponto-zero, ou energia

do vacuo. do campo de Dirac pode ser escrita como:

4 1
(01 H0) = *Z/ r] wp(pmhculas)
ct D)
p
- Z/ d2 wy (anti — particulas)
(D)

d.
_ fo ”’ (2.95)

Observando que a energia de cada estado é independente do spin, a tltima igualdade pode

ser escrita na seguinte forma:

ld
(0|10} = —c(D)/ %w]p. (2.96)

Passemos agora ao calculo da energia de ponto-zero do campo de Dirac ua configuragao
de wuma slab D-cdimensional, ou seja, na presenca de duas placas paralelas presentes em
uma das d dimensoes espaciais (por exemplo, na dire¢io d), nas posicoes vy =0 e vg = L.
Desta maneira estaremos considerando que o campo estd confinado a uina regido fimta em
apenas mna direcao, a dire¢ao d, enquanto que em todas as outras o campo esta presente
desde &; = —oc até x; = oo, para i = 1,2,....,d — 1. A condicdo de contorno que sera
imposta é a de corrente nula através das paredes, e conseqilentemente chamaremos esta

coufiguracao de slub-bag. Em forma covariante de Lorentz temos:
!'_.-\, — : -
iy, P = 0, (2.97)
onde 77 é o vetor unitdrio normal a superficie direcionado ao interior da slab.
Considere agora
U TAY. [ T L 1 ; PR TR 7
(”),u H ) - 7”,‘.!-”1’:’ [ _5??“”.':{ TR }

= ¢ == [(F) =] =1 (2.98)
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Assim, i, 7 deve ter autovalores 11, de maneira que vamos supor que:
(.inﬂfy“)lll(;r) = {x) sobreas superficies. (2.99)
Temos também que o complexo conjugado da equacao acima fornece:
iUytn, = —U  sobreas super ficies, (2.100)

de forma que

in, i =, Ut = —~T¥ = 0¥ = 0. (2.101)

Conseqiientemente. se quisermos ver satisfeita a equacao (2.97), € suficiente que (2.99) se
cumpra. Para acharmos as autofrequéncias, consideremos a fung¢ao de onda de energia

positiva na forma [32|:

F(r) = erpl—wt)o(l)
= erp{—wt ezp( Zp,r,) [mp ipgy) + y° E’lp(—lpdld)] u(p).

(2.102)

onde u(p) é um espinor de energia positiva. As condicées de contorno iy9p(0) = o{0) e

ivo(L) = —&( L) serdo satisfeitas por (2.102) se
nd [e.z‘p(rﬁde) + 'i’}'de;t?j)(—i])dL)] ulp) = — [e:z?p(i]JdL) + iﬂ,f‘ie:z?p(—'ide)] ulp), (2.103)

au

exp(—ipgl) = —exp(ipaL), (2.104)

o que significa que os valores permitidos para o momento na direcdo d serdo dados por
[12]
1.7

pa = paln, L) = (n+ 7)L n=01223 .. {2.105)

A energia de ponto-zero do campo de Dirac nesta configuragdo, fevando em couta as
equacoes (2.94) e (2.105), e também que as integra¢des nos momenta na equacgao (2.96)

neste caso correspondem a d — 1 integracoes e um somatdrio, é dada por:

d—1 L, o0 = = L
{0|H|0) = —c{D) H (§> /dpl / dp ... [(l;)d 1 z (pl b i P, L))'
=1 27T 0 0 n=

(2.106)
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Definindo a energia total de ponto-zero por unidade de area das placas, ou seja, a densi-

dade de energia do vacuo, por meio de:

01H|0
o= S8 ), (2.107)
chegamos a:
oD e . /2
ep(L) = (}_—)JEZ/O da’2p (p2+p3(n.L)) , (2.108)
n n=0

onde p? = pf +...+p5_;. A expressao acimia é claramente divergente, tanto nas integragdes
como no somatério. Para regulariza-la faremos regularizacao dimensional nas varidveis
continuas e entdo faremos a extensdo analitica da fungéo zeta de Hurwitz advinda da
regularizacio dimensional. Usando o resultado Eq.(2.20), € facil mostrar que a energia do

vacuo por unidade de 4rea fica dada por:

A DY P2 1 — DN\ & 1., .
D)= T ( . ) Z{)(n £ )P (2.109)
Podemos definir f(D) = M)?T;D——TL . e, notando que
Clz:q) i ! (2.110)
i) = —_ }
n=0 ('H + Q')‘

é a funcio zeta de Hurwitz, podenios escrever a densidade de energia do vacuo do campo

fermionico sem massa na configuracio da sleb-bag na seguinte forma:

eplL) = E(Lf?if(lgp)C(l—Dé). (2.111)

Vamos tratar os dois casos, a saber, D impar e D par, separadamente a principio, para
mostrarmos exatamente aonde aparecerao as divergéncias, ou seja, para quais nimeros de
dimensdes do espaco-tempo a expressao diverge. Depois faremos um tratamento unificado
para as duas situacoes.

Exaninentos primeiro o caso em que D é par. Neste caso a fungao I nao apresenta

polos e pode-se usar que:

. . - _Bm-l-l('l‘) )
C(—m.v) = 1l m

It

N

1.2.3. .. (2.112)
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e também a relacio entre os polindmios de Bernoulli e os nimeros de Bernoulli {26]:

BD(%) = —(1 — 2=P\Bp, para obter-se a densidade de energia do vicuo:
= f(D) . 1 - D 1—D BD . c
ep(l) = ~ b r ( 5 ) (2 — 1)3 para 1) par. (2.113)

Como conclusao, a equacao (2.113) mostra que a densidade de energia do vacuo, regu-
larizada, do campo de Dirac sem massa, na configuracdo de uma slab-bag em ntumero de
dimensoes par é finita. Em particular, avaliando a expressao acima em ) = 4, acha-se o

valor:
~_9
s

— e, 2.114
2880L% ( )

54(L) -

em acordo com [43].
No caso em que [ é fmpar, pode se comegar com a formula de duplicagho para as

fungoes gama:

. 5 _ ﬁ23+1 N ‘ -
T (—5) e I(~s), (2.115)

entao defimir .
g(D) = M (2.116)

()

em termos da qual a densidade de energia do vacuo se d4 por:

g(D)
701

r-(1-D)g(1—D;é-)_ (2.117)

cp(L) =
A segnir escreve-se a representacao integral da fungao zeta de Hurwitz:

1 > N_let(l_q) 9
(o) = g [T (2118)

e separa-se o intervalo de integragao em: [0.1) + [1,0c), com o intuito de usar-se a ex-

pansao:

=

a ()

n!

", 0 < |t < 27 (2.119)

A integral no segundo intervalo {1.00) é uma fungao regular de =, j4 que o integrando
diverge para t pequeno apenas, e esta vai ser denotada por

pttd—a)

. 2.120
- (2.120)

1’11(,:,9{):/i dt 1
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Integrando-se termo a termo no primeiro intervalo, e usando-se a equagao (2.120), temos

que:

o0 (71)?1Bn(q) 1 ] . (2121)

1
((ziq) = ) lhl(:?Q) +2. n 40— 1

onde foi usado que B,(1 —¢) = (=1)"B,{g). Juntando tudo, re-escreve-se a equagao

(2.117) como:

9(2) ( 1) = (et =18, 1
splly="" 1 (1—-D, < , 2.12:
o) Lo-1 [11 2 +7§J n! n—D (2.122)
onde usou-se novanente Bn(%) = —(1 — 21"")B,. Vemos da equacao (2.122) que existe
um pélo no somatdrio para n = D, com residuo:
~NPP-nB
Res[zp(L)] = (D )5p. (2.123)

D!

Entretanto, repare que para D impar, D # 1, By, = 0, e o residuo da densidade de energia
do vacuo se anula neste caso. Apesar de ) = —% a equacao (2.123) mostra que o residuo
se anula tamnbém para D = 1.

A equacio (2.122) é geral e valida também para o caso D par. Apesar de aparecer um
pélo no somatério para neste caso, este é cancelado pela fungao gama do denominador da
equacio (2.116), e a equagao (2.113) é o resultado, como pode ser facilimente mostrado.

Desta forma provamos que a densidade de energia do vicuo regularizada para férmions
sem massa na configuracio de uma slab-bog D-dimensional é livre de divergéncias.

A partir da equacio (2.111) poderia-se tomar outro caminho e usar que ((s: %) =

(2° — 1)((s) e também a formula de reflexao:

r(3)cts =mter (F52)ct . (2.124)

valida para todo s, para encontrar-se:

({1 — 28 r (D

T LD/ D1 ) ¢(D). (2.125)

ep(l) = 9

O aparecimento de termos potencialmente divergentes fica escondido automaticamente

a0 usar-se a formula de reflexiio para as fungdes zeta. O resultado acima € finito para
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todo D > 0, sendo sempre negativo, como mostrado na figura 2.2 (ao tracar o grafico,
deixamos de lado o fator de spin ¢{D)). Tende a —o¢ tanto para D — 0 quanto para
D — oc, tomando o valor maximo de —4.9 x 107% emn D = 26.1. Para D = 4 o resultado
(2.114) é obtido, e este valor é 7/2 do valor da energia de Casimir de um campo escalar
satisfazendo condicdes de contorno de Dirichlet em duas placas paralelas. A energia de
Casimir de um campo escalar com condigdes de contorno de Dirichlet é obtida em [22]
como funcao de D; esta é também sempre negativa e seu maximo ocorre também para o

mesmo valor de 7.

-0.0171

~0.03

-0.0471

Figura 2.2: Energia de Casimir do campo fermiémeo para pequenos valores de D, & parte
o i ol T _ ep(L)Lb?
o fator de spin «(D}: (D) = 55—
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A pressao que o vdcuo exerce sobre as placas é igualmente negativa, o que significa

gue ela age tendendo a fazer com que as placas se aproximem. A pressao é dada por:

o __c(D)(Dél)(lATD)F(D

9D 1;D/2] D j) ¢(D). (2.126)

Deve-se notar que a regularizagao através da continuagao analitica no parametro
continuo D usada acima implica numa energia nula para placas muto distantes uma
da outra (L — oo). Isto significa que o resultado (2.125), obtido ao impor-se condigoes de
contorno de bag. ou seja, considerando que o campo 6 exista dentro das placas, também
seria obtido se fosse considerado que o campo existe em todo o espago mas satisfazendo
a condicao de fluxo nulo através das placas, ja que a energia do campo no espago exte-
rior é nula. Em outras palavras, campos exteriores a apenas um par de placas paralelas
nao influem na energia de Casimir associada com as placas [22]. E importante ressaltar
que no método usual de cutoff a inclusdo dos modos exteriores é crucial para o cance-
lamento das divergéncias que aparecem na energia regularizada do vacuo (teorema de
Wevl). Considerando-se campos para os quais pode-se implementar condigoes de con-
torno do tipo bag em mais de uma direcdo, a inclusao do campo do lado de fora se torna
importante quando se considera mais de una dire¢ao com tamanho restrito.

Devemos notar que Dolan e Nash [27], ao usarem w procedimento de continuagao
analitica para calcular a energia de Casimir de campos escalares sem massa em esteras
SV encontram que, para o caso de acoplamento conforme, a energia de Casiniir se anula
para esteras em wimero de dinensoes par, ndo apresentando nenhunra divergéncia, e para
esferas em nimero de dimensoes impar o residuo da parte polar é automaticamente nulo,
dando como resultado um valor fintto para a Energia de Casinur.

Na préxima se¢io. calcularemos corregoes de temperatura a energia de Casimir. Re-
pare que a imposicio de fluxo nulo através das placas é formalmente equivalente a situacao
em que o campo fermidnico estd em equilibrio térmico com um reservatdrio a tempera-
tura 371 = £ {veja Eq. (2.103)). A inclusao de efeitos de temnperatura transforima o
problema em wma teoria quantica de campos com duas dimensoes compactificadas, isto
é. em1 um espaco-tempo nio simplesmente conexo S x R x Af D=2 onde 5 tepresenta a
varidvel temporal identificada periodicamente, R representa a diregao espacial na gual o

campo estd confinado, e A7P7% é o espaco de Minkowski nas outras divegoes espacials.
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2.3.2 A Energia de Casimir a temperatura finita

Até aqui consideramos que o campo de Dirac estd no seu estado de vacuo. Vamos agora
Jevar em conta que o campo de Dirac estd em equilibrio termodin&dmico com um reser-

vatério & temperatura T = 1/J. Tal sistema ¢ descrito pela fungao de gran-partigao:
Z = tr (e7?H=0 D) | (2.127)

onde I é o hamiltoniano do sistema e u é o potential quimico associado & carga conservada
(). O traco é tomado no espago de Fock. Com a funcdo de particao em maos, pode-se
extrair todas as propriedades termodindmicas do sistema em equilibrio, como pressao,

ntmero de particulas, entropia e energia livre:

OlnZ dlnZz HTInz)
= N ‘T\Tz T 4 S ==
v It aT

=Yz (2.128)

O hamiltoniano do campo acima contém também a energia de ponto zero, ou seja, H =
Ey+: H :, onde : H - denota o ordenamento de Wick. Consegiientemente, a fungao de
particao pode ser fatorizada da seguinte forma: 2 = ZoZ, em que Z, contém a energia
de ponto-zero e Z se refere a todos os estados excitados ocupados, isto é, esta é a parte
dependente da temperatura. Desta maneira a energia livre total (2.128) ¢ a soma da

energia de ponto-zero Ey com a parte que depende da temperatura:

F = FO+T

Que o termo independente da temperatura Ey € realmente a energia de Casimir calculada
na tdltima secio. apds a remocdo dos infinitos, pode ser visto ao considerar-se a funcao de
pran-particao para férmions a temperatura finita [44]:

dp

[Bw + In(1 + e #==m) 4 In(1 + et (2.130)
(2m )

InZ =DV [
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Acima, i é o potential quimico para particulas de spin 1/2 e —p o das anti-particulas,

d—1
_ (H L?) x L (2.131)
i=1

é o volume espacial e c(D) novamente ¢é o fator de degenerescéncia de spin. As equagoes
(2.94) and (2.103) permanecem validas. Desta forma fica claro que a primeira integral
acima da origem & energia cle ponto-zero calculada na tiltima secao @ £y = —5—)8 In Zy.

A funcao de particao, Eq. {2.130), pode ser separada em trés partes:

mZ = I(3.D.0)+ Ly, 3,D. LY+ Is(y, 3.D, L) (2.132)
— L(3.D,L)+ L(, 8, D, L) + I(—p, 3, D, L),

onde reconhecemos (3, D, LYy =nZy e L{p. 8, D, LY+ L{—p, 3,D. L) = InZ. A seguir,
vamos nos concentrar no caleulo de In Z. Para a configuragao da sleb, como mencionado

anteriormente, tem-se d — 1 integracoes e um somatorio, levando a:

[dﬁ oG
Litw 5.D, L) = ¢ / LS In(1 4+ e ki), (2.133)

'n[)

Pode-se usar a formula:

|.:“'/“

N ' . 271‘— o N-1 :
[d [ F(l) = r-(%')./o dl YV FLD. (2.134)

vélida se o integrando for uma fungdo apenas do médulo de {, para se re-escrever (. 5. D, L).

na seguinte forma:

L+, 3.D, L) = a(D Z/ dp pP= In(1 - e Pl (2.133)

n=0

onde definimos «( D) por
c(D)V

QD_:;WQ_,‘—? T (Q:}_g) : (2.130)

a( D) =

No caso || < w. pode-se expandir o logaritmo da seguinte forma:

ot ' )k+1

In(1 + 2} Z

k=1
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de tal forma que I fique:

oo o0 (ml)]"'i'l
Lk, 3.0, L) = (D) 3_ 3 ~—

eik‘a”] dp pPPexp (—ﬁk(p2 + a.i)l/z) ,
n=0k—1 0

(2.137)
onde foi definido que a2 = {n+ %)2 Z—q A integral resultante pode ser calculada em termos
das funcoes de Bessel modificadas A, (), com ajuda da férmula [45] (veja também [46])

Hr—1/2

"oe O . N N b B
[ ayyly? =y e = o P D) o).

s

Juntando todos os resultados chega-se a:

— D)V 1 & (1) )
lnz = - — —— cosh{k &
2%‘[/1)2 1 .BQT }; kDE (kD)
o 1 -1 7 i 1
> (n+ _—)92— Kb ﬁt(n + —)) : (2.138)
= 2 L 2

Com o intuito de obter a densidade de energia livre, ou seja, a energia livre por unidade
de 4rea das placas, usa-se as equagoes (2.129) e (2.131) e divide-se a fungao de particao

acima pelo fator (H?';ll Li). Obtemos assim que a densidade de energia livre f é dada

por:
F.3.D.L) = +
(Hf:l I‘?)
dD) (-1 = 1 b
= =3 ——cosh{kfu) > (n+ <)
(203)% 2 2

D—-3 . ko 1
{ 3 Ix%( 7 (n+§)>

kit 5) [, (BT, 4 L (k3w 1
ﬁ_(—‘[;ﬁ) [f\%( L (Jl-+2)>+f\_[%_1( L (”_}_§))]}

(2.139)

onde foi usado que 2K, (z) = K,—1(z) + K1 (2)

Como o tnico pardmetro dimensional da teoria € a separacdo entre as placas L, os
efeitos a baixas temperaturas sio obticos no limite J 3 L. A seguir calcularemos o limite
de baixas temperaturas da funcao de particao In 7. da qual se pode obter a densidade de

energia livre com o uso das Egs. (2.129) e (2.131).
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Obtém-se facilmente o limite de baixas temperaturas expressando-se cosh{k ) através

de exponenciais e usando-se o comportamento assintdtico das funcgoes de Bessel modifi-

cadas:
_ . 42 — 1
lim K (z) = — e (1+—%—+..,>, (2.140)
levando a
_ — DYV 1 & (=1t
]. l Z = a b
Fro 2P 2 35 ?_;_1 =
Z(”+.£)D2 [e—kﬁ[n+2)L il 4 ol nh)ﬁu]]_ (2.141)

E facil também de ver que no caso de potencial quimico nulo, por causa das exponenciais,
}1;11 InZ = 0. isto é, a parte dependente da temperatura da densidade de energia livre vai
a zero. Isto significa que, neste limite, a energia interna total tende ao valor da energia
de Casimir a temperatura zero da secao (2.3.1).

Dos resultados aciina pode-se ir wm pouco alémi e inverter a ordem dos somatorios e

usar as fungoes poli-logaritmicas, definidas por:

o] :1 k
=> — (2.142)
k=1 'IL
em termos das quais a equacao (2.141) fica:
. _ D)V s 1
}1;1}41112 = —A——Q%Lg pyee Z +§ =
[LPE( e—,d[(n—%g)%f ) (_675'3[(-n+%)%+,na])] )
(2.143)

A expressao acima. apos o uso das equagdes {2.129) e (2.131), fornece o liite a baixas
temperaturas da parte dependente da temperatura da densidade de energia livre de um
campo fermionico sem massa dentro de uma slab-bag.

Em conclusao, na secao (2.3) discutimos questdes abertas a respeito das partes diver-
gentes da energia de ponto-zero regularizada de um campo fermidnico confinado numa

regiao finita. Mostramos que a energia de ponto-zero regularizada de férmions sem massa
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no interior de duas placas paralelas é finita em qualquer nimero de dimensoes do espago-
tempo. Para tanto fizemos uso da regularizacao dimensional nos momenta continuos,
relacionados com as d — 1 direcdes transversais de comprimento infinito, e entao estende-
nos analiticamente a funcao zeta de Hurwitz que resulta da pruneira. Para niimero par
de dimensoes a energia de ponto-zero é finita; no caso {mpar, fol mostrado que o residuo
da parte polar se anula e, portanto, a subtragido usual da parte polar de uma quantidade
divergente nao se faz necessaria. Estudamos ainda os efeitos de temperatura e obtivemos
as corregdes de haixas temperaturas a este modelo. Como nosso interesse é o modelo de
bag para os hadrons, isto é, a suposicdo de que o campo esteja confinado a uma reglao
finita e se anule fora desta, ndo estudamos as correcoes de altas temperaturas; 1sto porque
é esperado que a altas temperaturas haja o desconfinamento dos campos, ou seja, existe
uma temperatura critica de desconfinamento a partir da qual o proprio hadron deixa de

existir, resultando num plasma de quarks e gluons.



Capitulo 3

Teoria Quantica de Campos no
espacgo-tempo gerado por Cordas
Coésmicas: um exemplo de criacao de
particulas

3.1 Producao de particulas no espago-tempo de uma
Corda Cdsmica com momento angular variavel

Neste capitulo analisaremos a variacio de momento angular de uma corda césmica girante
devido & emissdo de particulas escalares. Calculamos a taxa de produgdo de particulas
entre os dois espacos-tempos assintéticos: o espago-tempo de uma corda cosmica girante
no infinito passado. e o espaco-tempeo de uma corda césmica estdtica no infinito futuro.
Analisaremos também as propriedades do fluido que gera o espago-tempo de uma corda
cosmica girante cujos casos limites sdo espagos-tempos planos, correspoudendo a uma
corda césmica com momento angular constante no infinito passado e a numa corda cosniica

sem momento angular no infinito futuro.

3.1.1 Introdugao

Existe um grande niimero de predicoes de vérios modelos em Teorias de Grande Unificacao
(GUT). entre as quais a de que transicoes de fase 1o universo primordial podem ter resul-
tado na formacio de cordas césmicas [47]. Tal tipo de estrutura representa tubos delgados
de wm falso vécuo com uma grande densidade linear de massa p e que podem também

apresentar momento angular intrinsico J. Estes objetos constituem o que se chama de de-

4
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feitos topolégicos e sao objetos extensos em uma s6 dimenséo, e de tamanho infinite nesta
dimensdo. As cordas cdsmicas sdo comumente chamadas de defeitos topologicos pois a
secio t = cte, - = cte tem uma estrutura conica para a regido espacial onde a corda esta
definida, e esta topologia conica pode acarretar uma série de efeitos gravitacionais, pois
elas podem agir, por exemplo, como lentes gravitacionais [48], e também podem produzir
particulas devido ac campo gravitacional varidvel durante sua formagio [49]. Apesar de
defietirem a luz, cordas cdsmicas estaticas ndo afetam particulas massivas ao seu redor
na aproximacio de campo fraco [50]. Existe uma extensa literatura abordando o estudo
de processos quanticos no espaco-tempo de uma corda cdsmica. As que sao de especial
interesse para nés sio as seguintes: [51], onde a produgéo de pares no espago-tempo de
uma corda césmica extensa é investigada; [52] onde a taxa de transi¢do de um sistema de
dois niveis acoplado a um campo escalar na presenca de uma corda cdsmica é analisada;
e [53], onde investiga-se o espaco-tempo de wma corda césmica girante.

Neste capitulo estamos interessados em dois cdleulos: primeiramente analisar a dis-
tribuicao de energia-momento de um espaco-tempo de uma corda coésmica cujo momento
angular varia com o tempo através de uma fungdo particular, e segundo calcular a
producio de particulas devida & variagdo do campo gravitacional na situagao da perda

gradual do momento angular da corda cdsmica [54, 53]. Usaremos b = kg = ¢ = L.

3.1.2 REspagos-tempos genéricos gerados por Cordas Cdsmicas
girantes

A equacdo de Einstein da Relatividade Geral é dada por:
G = —rT . (3.1)

em que a constante x é definida de forma a dar o limite newtoniano correto, resultando

11l

=876, (3.2)

G na equacao acima represenia a constante gravitacional de Newton.
Para obtermos a geometria gerada pela corda cosmica girante procedemos da seguinte

maneira. Primeiramente escollemos um sistema de coordenadas cilindricas (a# = {f,r. ¢, =H)
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no qual estd presente uma corda césmica infinitamente longa e delgada ao longo do eixo
2. Consideraremos uma corda cosmica com densidades lineares de massa j¢ e de momento
angular 7,. A densidade de massa é proporcional a uma funcao delta de Dirac em dnas
dimensodes, enquanto que a densidade de momento angular é proporcional a dervadas de
funcoes delta. As componentes Ty, e Tg,; do tensor momento-energia associado serao pro-
porcionais a funcao delta e a suas derivadas, respectivamente. Desta maneira a equagao

de Einstein conduz & seguinte geometria:

1 0 4G T, 0
0 —1 0 0
] = 4GT, 0 —(b*? —16G*T2) 0 (3.3)
0 0 0 —1
onde
hb=1-4Gu. (3.4)

De posse destas componentes da métrica pode-se construir o elemento de linha associado:
3 2 5 i . t) v -
ds? = (dt + 4G T, di2)” — dr? — br?dyp® — d=”. (3.9)

Como foi ohservado por Deser e Jackiw [56], o tensor métrico dependente dos dois
parametros (i; J,) mostrado acima representa uma solugio geral independente do tempo
das equacdes de Einstein na regido exterior a qualquer distribui¢ao de matéria finita no
plano com simetria rotacional. Neste capitulo estamos considerando apenas a reglao ex-
terior a corda césmica.

De ua forma anéloga, a métrica exata de wir espago-tempo que representa a solugao

de vacuo das equacdes de Einstein para uma corda césmica sem rotagao ¢ dada por [57):
2 2 : 227 2 2
ds’ = di* — dr? = br2de® — d=°. (3.0)

Claramente se vé ¢ue esta métrica é um caso particular da equagao (3.5), com densidade
nula de momento angular.
Cabem aqui as seguintes perguntas: como o espago-tempo pode evoiulr de um espago-

tempo de uma corda césmica girante para o de uma corda cosiica estatica? E tambén,
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qual a taxa de producdo de particulas entre estes dois limites? Deixemos a segunda
pergunta para a iiltima se¢éo deste capitulo e nos concentrenios por ora na primeira.
Em primeiro lugar, vamos admitir que a corda cdsmica é gerada de tal forma que
haja perda gradual e espontanea de energia associada a mudanga em sua velocidade de
rotacao. ou seja, sen momento angular. Quantitativamente tal processo corresponderia
a uma geometria nao-estaciondria que pode ser descrita pela métrica (3.5) mas com un

momento angular dependente do tempo J(f) ao invés de Ji:
2

ds? = (dt + 4G T ()dp)” — dr? — b*2d? — d:?, (3.7)

acrescida das condicoes assintéticas

lim T = T, (3.8)
Jim T(t) = 0. (3.9)

Uma escolha particular para o momento angular como fungio do tenipo que satisfaz as

duas condicoes acima é:

T = %?[1——tanh(ﬂ}. (3.10)

Na secio seguinte vamos procurar qual o contetido material responsavel por gerar tal
geonietria do espago-tempo.
3.1.3 Distribui¢io de Energia e Momento

Comto se pode notar, o espaco-tempo entre os dois limites assintoticos é um espaco-tempo
curvo. Das equacoes de Einstein pode-se mostrar que o fluido que caracteriza tal geometria

é representado pelas seguintes componentes do tensor energla-nomento:

0 0 0 0

2G T, 0 Lhp(n) 1 0
| = ———— r 3.11
[T rrcosht | 0. 1 0 . 0 ( .;,)

0 0 0 2l p(t)
com a funcao F(t) definida por:
3 + sinh(2¢) — 2 cosh’(t

Fi) = 3 + sinh(21) cosh (1‘). (3.12)

cosh®(1)
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Analisemos agora as propriedades do fluido caracterizado acima. Primeiramente defi-

nimos o campo vetorial de quadri-velocidade 17#
VE — gl (3.13)

e o tensor de projecao h,z

hop = Gag — Va Vs (3.14)

De maneira padrdo, podemos expressar o tensor energia-momento em termos de suas

partes irredutiveis da seguinte forma:

T;ul/ = (,0 + p)ITuT; _pg,uu -+ Q(y":/) + H,m/; (315)

onde introduzimos as seguintes quantidades relacionadas com o fluido: densidade de ener-

gia. pressao isotrépica, fluxo de calor e pressao anisotrépica, dadas respectivamente por:

7= -T;uu Ve (3-16)

1
p = *gT#vh#w (3.17)
g = T V"Rh*, (3.18)
M, = Tash®, b’ + pho. (3.19)

No caso que estamos analisando as inicas quantidades que ndo se anulam sao a pressao

isotrépica e a pressao anisotrdpica. que sdo dadas por:

plt.r) = _s& (tanh'2 t—1) (3tanh’t — 2tanht ~ 1) (3.20)
AR WICRY -
e
0o 0 0 0
opitr) 01 A 0 5
[H,uy] - 2 0 '.':i' _"2 0 (3’-1)
o0 0 1
onde _
P ( - ) . (3.22)
2G 7, \3tanh”t — 2 tanht — 1
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Dos cdlculos acima vé-se que ndo ha densidade de energia de matéria, mas apenas
fluxo de energia que aparece como pressdo. Das equacoes de Einstein pode-se obter a
relacdio entre o traco do tensor energia-momento e a curvatura do espago-tempo R = £T,

que resulta em:

R = —3rp(t.r). (3.23)

A geometria do espago-tempo é plana nos dois limites assintoticos correspondentes ao
infinito passado e ao infinito futuro. Vale a pena entao analisarnios o comportamento da
curvatura na regiio intermediaria. Na figura 3.1 tragamos a curvatura R como fungao do
tempo ¢ ¢ da coordenada radial r, distancia do eixo z da corda césmica . Para t <0, o
espaco-tempo é aproximadamente plano para todos os valores de 7, e para grandes valores
de 7 o espaco-tempo é também plano para qualquer valor de ¢, como se poderia esperax
pelo fato de se estar muito afastado da corda cdsmica. A medida que o tempo t vai de
valores negativos para valores positivos, a curvatura decresce até atingir seu valor minimo
para t = —0.926. Apds este ponto a curvatura comeqga a crescer, se torna positiva e atinge
setl valor maxinio em ¢ = 0.233. Pinalmente a curvatura vai assintoticamente a zero. A
inica diferenca entre os dois espacos-tempos planos assintéticos € que parat — —o¢ a
corda cosmica tem rotacio com densidade de momento angular Jy, enguanto que para
t — oc a corda cosmica tem momento angular zero,

Comio resultado geral desta analise obtivemos que a perda de momento angular da
corda césmica acarreta uma variacao unas propriedades métricas do espago-tenipo . E
fato conhecido que variacdes mo espago-tempo podem acarretar producao de particulas
[58]. de tal forma que devemos investigar a criagao de particulas e de radiacao resultante
da variacao do campo gravitacional ao longo do tempo em que a corda césmica perde
sen momento angular inicial. Trataremos deste problema na proxima segao através dos

calculos das transformagoes de Bogolubov.
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Figura 3.1: Escalar de curvatura R como funcao das coordenadas t e r da geometria
gerada por nma corda cdsmica com momento angular variavel.

3.1.4 Producao de particulas escalares entre os espagos-tempos
limites

Da geometria geral dada pela equagao {3.7) e das condicoes {3.8) e (3.9). nas duas regioes

assintéticas —infinito passado e infinito futuro - a métrica do espago-tenipo da-se por:

ds? = (dt + 4(,?.]0(199)2 —dr? — V2 det — d?, (3.24)

— oo

d.sioo = dt — dr? — Pridy” — dt (3.25)
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As meétricas acima representam a estrutura do espaco-tempo na regiao exterior a uma
corda césmica com momento angular e sem momento angular, respectivamente.

Nesta secdo vamos calcular a taxa de produgao de particulas escalares que resulta do
campo gravitacional varidvel representante da evolucdo no tempo de uma corda cosmica
que perde seu momento angnlar. Uma idéia similar foi usada por Bernard e Duncan
[59] a0 estudarem um modelo de Robertson-Walker em duas dimensdes onde o fator de
escala conforme tem a mesma dependéncia funcional no tempo que a equacgio (3.10). Nos
dois limites assintdticos o espago-tempo se torna Minkowskiano, e estes autores obtén os
modos solucoes da equacio de Klein-Gordon nos dois limites. O célculo dos coeficientes
de Bogolubov entre os modos nos dois limites (in e out) fornece a taxa de produgao
de particulas escalares durante a expansao do universo. E importante salientar que tal
método foi primeiramente introduzido por Parker [60] com o objetivo de calcular a criagao
de particulas devida a expansao do universo.

Vamos entao considerar um campo escalar real com massa, minimalmente acoplado,
H(t.r, 0, 2), definido em todo o espago-tempo dado pela equacdo (3.7). A equagao de

Ivlein-Gordon nesta métrica é dada por:
¢ DDy + M?| ¢lt.r, 0,2} =0, (3.26)

onde o simbolo D, denota a derivada covariante com respeito & métrica g,;, e A € a
massa do cammpo escalar.

Com o objetivo de mantermos a energia das particulas produzidas em uma reglao
limitada, vamos impor que o campo satisfaca condigoes de contorno de Dirichlet em
r=R:

olt.rop.=)|,_p =10, (3.27)

¢ tamhém condicoes de contorno periddicas com perfodo L na direcao z.

Sabe-se que o espaco-tempo de uma corda césmica girante apresenta curvas do tipo
tempo fechadas na regiao r < 4(.J/b e, portanto, para contormannos este problema, vamos
impor uma condicio de contorno de Dirichlet adicional em 7 = Ry > 4G J[b. Desta forma
o campo fica restrito a regido Ry < r < R da coordenada radial. Pode-se consultar [61]
para um estudo cuidadoso de como construir Teoria Quantica de Campos em espagos-

tempos com curvas do tipo tempo fechadas, mas deixaremos de lado aqui este problema.
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O mesmo problema aparece em gravitacio em (2 + 1) dimensoes, pois o espago-tempo
gerado por uma corda cosmica girante é exatamente a solugao das equagoes de Einstein
em {2+ 1) dimensoes de uma fonte pontual massiva girante [62].

A equacao de IKlein-Gordon escrita no espaco-tempo no infinito passado (espago-tempo

da equacao (3.24)) é dada por:

l_16G2,L;—’ f?iﬁlﬂ ANER 9?
b2r o2 v Iar b2r2 Pp? 922

8GJE & 5
M olt,r,p,2) =0
Pode-se mostrar que os modos solucoes u; tém a forma:
ot ibe ime | Jular) Yular)
w;(t, %) =Nye bt giks pimee [ : - . (3.29
: ! TaR)  YulaR) )
conl
m + 4G
= ‘_’”_'F__““'l_' (3.30)
b
q = (3.31)
e
270
> (3.32)

Nas equacoes acima. m,n = 0,21, £2, ..., J, sdo as fungoes de Bessel e ¥, sao as funcoes
de Newmann. Escolliemos a constante de normalizacao Ny de forma que o conjunto seja

ortonorial segundo o produto escalar de Klein-Gordon, o que resulta em:

[ eRY YR [JudeRe)  YilaRa)] |
=) ‘{1 [’3 ’ﬁ(qm] ‘”lji,(qm s-‘;AqR)] } 35

I3

Sl

oncle definimos os volumes 1" = drLR% e 1y = br LRE. Os valores que o pardmetro ¢ pode
assumir serao dados por uma equacdo trauscendental que vem clas condicoes de contorno,

ou seja:

e as infinitas raizes desta equacao sao indexadas por [ =1,2.3.....
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O conjunto de modos {u;(t, ¥),uj(t,7)} forma uma base completa no espago das
solucdes da equacao de Klein-Gordon e sao usados para expandir o operador de campo

da seguinte forma:

i@ 1) = 3 {oju(t, 7) + alu (. 7)), (3.35)
7
onde introduzimos o indice coletivo j = {I,m,n}. Os operadores de criagio e amquilagao

t

de particulas. a; e «;, satisfazem a relagao de comutagao:

e definimos o estado de vacuo in através de:
@;|0.in) =0 ¥V 4. (3.37)

De maneira interiamente andloga pode-se implementar a quantizacao candnica do
campo no espaco-tempo do infinito futuro. A equacdo de Klein-Gordon no espago-tempo
da corda cosmica estatica se escreve como:

3 10 { 0 1 & & o]
[ﬁ T or (70_,) T 02002 922 + sz] ot r,0,2) =0, (3.38)
\fz ey

0Os modos solucdes v; sao dados por:

" it ik e | ol@r) Yulgr)
(T = N ipt ik s iy o . 3.30
bl T) = Aze e luqﬁ) Y, (7F) 959
com
/]
= —, 3.40
1% ) ( }
g = .\ﬁ]}-’,—i{rzmﬂﬁ, (3.41)
e
)= 270 (3.42)
L

Escolhendo a constante de normalizacio Na de forma que o conjunte completo {v;. v}

seja ortonormal, resulta em:

1

v = ot Ly @) YuaR)] o TR Y (aRo) 3.43
oot {1 [0 -S| e S Saml) o e
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e os valores possiveis de ¢ sao dados por uma equacdo transcendental do mesmo tipo que
a de antes.

Como dito acima, os modos out, solucdes da equacio de Klein-Gordon, também for-
mam um conjunto completo e podem ser usados para expandir-se o operador de campo
COMo:

Goutlt,¥) = Y {byv;(t, F) + bl (2, x)}. (3.44)

J

Os operadores de criagao e aniquilagao bj e b; satisfazem a regra usual de comutagao:
[, B1] = 6, 1, (3.45)
e o estado de vacuo out é definido por:
b; 10,0ut) =0 V 5. (3.46)

Nos célculos seguintes seguiremos a idéia de Parker [49], e vamos calcular a taxa de
producao de particulas escalares que resulta do campo gravitacional variavel entre og dois
limites assintéticos: o espaco-tempo de uma corda cdsmica girante no infinito passado e
o0 espaco-tempo de uma corda cdsmica esttica, ou sem rotagao, no infinto futuro.

Um ponto importante a salientar é que neste modelo de evolu¢ao do espago-tempo
nao precisanos lidar com os problemas das condigbes de jungao entre os dois limites,
pois aqui nao fizemos uso da aproximacao sibita, como o faz Parker. Este autor calcula
a producio de particulas devida & formagao instanténea de uma corda cosmica, 1sto é,
para t = 0 o espaco-tempo é o de Minkowski (ausencia de corda cosmica), e em { = 07
instantaneamente aparece uma corda cdsmica (no caso de Parker, sem rotagado). No
presente caso a métrica evolui continuamente entre os dois casos limites, pols a corda
césmica perde gradualmente todo seu momento angular. Atribuimos a perda do momento
angular da corda a produgde de particulas. A guantidade fundamental que devemos
caleular é o coeficiente de Bogolubov entre os modos in e out. O ntunero medio de
particulas out no modo j = (I.m.n), presentes 1o vacuo in, produzido por este processo

é dado por:
(in,0]blb; 0,60y = > 135 (3.47)
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Usando a definigio dos coeficientes de Bogolubov §;; dada por:
,"j’jj, = *(‘lbj,’t’;r), (348)
onde o produto escalar de IKlein-Gordon € definido por:

(0.\) = —i [ d9V7 [0~ VO] (3.49)

Sl

com dSH = n*dS, em que n* ¢ um vetor unitarto, ortogonal & hiper-superficie ¥ e orien-

tacdo para o futuro, temos que

f;jjj’ = _Zﬂ-bL(Ql’ - Wl)iy\rlj\i2§(R~RO)ém,—m'én,—ﬂ‘a (350)
onde
A Jular)  Yulgr) | [ Adar) - Ygr) .
R.R z/ oy | - . _
S Ro) = [ lJﬂ_(qR) V.qR)| | 7(qR) ~ Yu(qR) (8-

Substituindo {3.30) na equacio (3.47), e usando as definicoes das constantes de nor-
malizagio N e Ny, o niimero médio de particulas produzidas no modo j = (I,m,n) fica

dado por:

13—

|
PN
I
S’
|
| P |
()

' ot p r o 2y —1
e {,]N(QR) si,mmr . {Jp(qRo) - 1“(qRU)1
. ¥, "1 7.¢R)  Y.l¢R) |

(3.52)

A expressio acima ¢ bastante complicada, e algumas simplificagoes feitas por Mendell
e Hiscock [49] nao podem ser usadas aqui. O ponto chave é que no trabalho de Parker
foi feito uso da aproximacio sibita, explicada acima. Mendell e Hiscock generalizam o
traballic de Patker considerando alguns modelos diferentes mas ainda fazendo uso da
aproximacao subita. Se At representar o tempo de formacao da corda, a produgao de
particulas nos modos com freqiéncias grandes em comparagao com At~ sera suprimida.

No nosso modelo o processo de producao de particulas causado pela perda do momento
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angular da corda leva um tempo infinito, ja que ltemos dois espacos-tempos assintotica-
mente planos e um espaco-tempo curvo entre os dois limites. Mesimo assim podemos obter
algumas conclusées. Note que a parte da expressdo acima que vem entre chaves nao de-
pende da energia {2 da particula produzida. Disto fica claro que o niimero de partfculas
produzidas diverge para os modos com frequéncias muito baixas e também muito altas.
Este comportamento é esperado para os modos de baixas energias, mas nao para os de
altas energias. Uma forma de avancar neste modelo é supor um tempo finito Ay ao longo
do qual a corda perde o momento angular, introduzindo desta forma um cutoff natural
pois nesta situagao os modos cujas energias sao grandes em comparagao com Aty serao

também suprimidos. como 10 caso da aproximagao subita.



Capitulo 4

Teoria Quantica de Campos num
referencial girante

4.1 O Véacuo girante

Neste capitulo compararemos a quantizacdo de um canipo escalar real sem massa em
um referencial inercial com a quantizacao em um referencial girante. Usaremos as trans-
formacoes de Trocheries-Takeno para relacionar as coordenadas adaptadas a ambos os
referenciais. Uma solucao exata da equacao de Nlein-Gordon escrita em termos das co-
ordenadas girantes é apresentada, de forma que as transformagoes de Bogolubov entre os
modos inerciais e girantes pode ser calculada [63]. Céleulos mostram que os coeficientes J;;
sao diferentes de zero. Isto implica que um observador givante define um estado de vacuo
unitariamente nao equivalente ao vacuo de Minkowski, chamado vécuo de Trocheries-
Takeno. Em contra-partida a estes cdlculos que envolvem apenas a quantizagao canonica
clo campo escalar neutro no referencial néo nercial, introduzimos wn sistema quantico de
dois niveis acoplado ao campo escalar capaz de medir as flutuagoes do vacuo do campo.
Este sistema é conhecido na literatura como detector de Unruh-DeWitt e usando teoria
de perturhacoes calculamos a fungao resposta do detector acoplado ao campo em diversas
situacoes. A principio quando o campo é preparado no vdcuo de Minkowski e o detector
gira uniformemente e quando o campo ¢ preparacdo no vacuo de Trocheries-Takeno e o
detector segue uma trajetéria inercial. Por completeza calculamos também a fungaoe re-
sposta do detector quando este gira uniformemente interagindo com o campo preparado
no vacuo de Trocheries-Talkeno.

O ponto chave da Relatividade Especial é que o grupo de Poincaré é o grupo de

60
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simetria de todos os sistemas fisicos. A definicido dos grupos de Lorentz e de Poincaré ¢
de que estes grupos de transformacdes deixam invariantes a métrica plana. A consequencia
natural diste é que uwm observador inercial atribul a cada evento do espago-tempo uma
localizacdo espacial e temporal através de réguas rigidas e reldgios. Para obter-se uma
interpretacao fisica das transformacgoes de Poincaré deve-se achar relagoes gerals emtre
quantidades medidas por observadores em diferentes referenciais inerciais.

Neste momento podemos perguntar como observadores nao 1ercials relacionam suas
medidas aquelas medidas obtidas por obhservadores inerciais. Dols exemplos cldssicos
destas situacoes sao observadores com aceleragio prépria coustante e observadores gi-
rando uniformeniente. A literatura acerca da primeira situagao € bastante extensa, en-
quanto que deixa a desejar no caso da segunda. Podemos entao perguntar como comparar
quantidaces medidas por observadores que giram uniformenente com aquelas medidas
por observadores inerciais. Em outras palavras, com o objetivo de comiparar-se medi-
das realizadas por observadores inerciais e nao inerciais (por exemplo, um observador
girante), devemos apresentar as transformacdes de coordenadas que relacionam os pontos
do espaco-tempo entre estes dois observadores.

Num contexto galileano é possivel relacionar-se as medidas de tempo e espaco entre o

referencial girante e um inercial através da seguinte transformagao de coordenadas:

t =t (4.1)
ro= 1, (4.2)
6 = 0 — O, (4.3)
r = 3, (4.4)

onde © ¢ a velocidade angular constante ao redor do eixo =’ do referencial mercial, cotn-
cidente coni o eixo - do referencial girante. Acima, o sistema de coordenadas cilindricas
2= {1 0 ') estd adaptado ao referencial inercial e o sistema de coordenadas gi-
rantes % = {t.r 0.2} estd adaptado ao referencial'girante. Nao ohstante o esforge de
vArios autores de tentar construir a contra-partida destas transformacoes incorporaudo a
Relatividade Especial [64], a resposta para esta questdao ainda se encontra em aherto.
Em dois trabalhos recentes [63], foi usada a premissa de que as transformagoes de

coordenadas que relacionan as coordenadas adaptadas aos referenciais inercial e girante
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sao cdadas por:

t = 1 coshQr’ — '8 sinh O/, (4.5)
ro= 1, (4.6)
g8 = & coshQr' — i—: sinh (7', (4.7)
P (4.8)

Tal grupo de transformagdes foi apresentado hd muitos anos por Trocheries e também
por Takeno [66]. No desenvolvimento de Takeno, trés hipéteses foram feitas: (i} as les
de transformacio devem constituir um grupo; (ii) para valores pequenos de velocidade
angular deve-se recuperar a lei usual de que a velocidade linear de um ponto a distancia
r do eixo de rotacio é proporcional a 7 v = (r; (i1i) a lei de composigdo de velocidades
deve estar de acordo também com a Relatividacde Especial. De fato, das transformagoes
de Trocheries Taleno resulta que a velocidade linear de um ponto a distancia r do eixo
de rotagio é dada por v{r) = tanh({r).

O nosso propésito neste capitulo é duplo. Primeiro efetuar a quantizagao canonica de
um campo escalar real semi massa no referencial girante utlizando as transformagoes de
Trocheries-Takeno. Obteremos que além do vacuo de Minkowski, adaptado a observadores
inerciais, e do vacuo de Rindler, adaptado a observadores com aceleragao linear constante,
existe um terceiro vacuo, adaptado a observadores girantes; este estado é chamado de
vécuo de Trocheries-Takeno. Segundo é introduzir um sistema quéantico de dois niveis
acoplado ao campo escalar capaz de medir as flutuagces do vacuo do campo. O conceito
de particulas escalares medidas por observadores girantes serd amplaniente discutido.

A quantizacdo canénica do campo escalar em um referencial girante, tomando como
base as transformacoes de coordenadas {4.1-4.4). foi realizada por Denardo e Percacct e
também por Letaw e Pfautsch [67]. Para comparar as quantizagoes realizadas nos referen-
ciais inercial e girante, os autores calcularam as transformagoes de Bogolubov [58] entre
os modos inerciais w5 (', +' . 8, 2"} e 0s modos adaptados ao referencial girante, w(tr 8,z).
Como foi encontrado que os coeficientes de Bogolubov 4;; sdo nulos, eles concluem que
o vacuo girante. ou nrelhor, o estado de zero particulas como definido pelo obhservador

girante, é exatamente o vicuo de Minkowski |0, A7),
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Uma outra forma de comparar-se diferentes quantizacdes é estudar a atividade do
vacuo de um campo quantico, o que pode ser realizado troduzindo-se um sistema
quantico que seja acoplado ao campo via uma lagrangeana de interagao. (No que segue
estaremos considerando o modelo de detector de Unruh e DeWitt [68, 69].) Fazendo-se
uso de teotia de perturbagdes em primeira ordem, é possivel calcular-se a probabilidade
de excitacio por unidade de tempo (tempo préprio do detector) de tal sistema (quando
este segue uma dada linha de universo), de efetuar uma transi¢do do seu estado fun-
cdamental para seu estado excitado. A esta probabilidade de excitacao por unidade de
tempo chama-se taza de excitagio [70]. Considere que o detector segue uma linha de
universo inercial e que o campo estd preparado no estado de vacuo de Minkowski. Nesta
situacao. o detector ird4 permanecer no estado fundamental, e portanto a taxa de excitagao
é nula. A interpretacio ébvia deste resultado é a de que no vécuo de Minkowski nao ha
particulas inerciais, ou melhor, o detector esta medindo zero particulas inerciais no vacuo
de Minkowski. Por outro lado, se o detector seguir uma linha de universo uniformemente
acelerada e se o campo for preparado no vdcuo de Minkowski, h4 uma probabilidade nao
nula do detector ser encontrado no estado excitado. Esta probabilidade é exatamente
igual & probabilidade de w detector inercial preparado no estado fundamental ser encon-
tracdo no estado excitado se este interage com um banho térmico. Este é o chamado efeito
Unruli-Davies, e o resultado quantitativo estd em acordo com o fato de que o vacuo de
Vinkowski é “visto” como um estado térmico por um observador acelerado. com tempera-
tura proporcional & sua aceleragdo propria [68]. A construc¢do de uma teoria quantica de
campos com a respectiva implementagao de um espago de Fock na variedade de Rindler
acarreta a definicao de um estaco de vacuo, o vdcuo de Rindier |0, R). Por completeza,
na situacio em que o campo ¢ preparado em tal estado e o detector percorre uma linha
de universo uniformemente acelerada, o detector nio se excita. Esta situagio ¢ esperada
devido ao fato que no vécuo de Rindler ndo hé particulas de Rindler que possam ser
detectadas por um ohservador acelerado.

Entretanto. nio existe acordo entre as respostas de um detector e dos coeficientes de
Bogolubov em situagoes mais gerais. B outras palavras, nao hé a correlacao direta entre
a funcao resposta de um detector que segue uma determinada trajetdria e a quantizacao

candnica construida por um observador que segue a mesma linha de universo. De fato,
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como fol mostrado por Letaw e Pfautsch, se o detector seguir uma linha de universo
circular uniforme e se o campo for preparado no vacuo de Minkowski |0, M), encontra-se
uma taxa de excitacio nao nula. Este resultado estabelece um paradoxo pois podemos
substituir o vdcuo de Minkowski pelo vacuo girante {lembremos que os coeficientes de
Bogolubov entre os modos inerciais e os modos girantes sao nulos). Temos entao uma
situacio onde um detector de particulas girando uniformemente mede particulas mesmo
quando interage com o campo preparado no vacuo girante. Este resultado nao é esperado
e é conhecido na literatura [71] como o problema do detector girante.

Recentemente Davies et al [72] {ver também [73]) tentam resolver este paradoxo. Estes
antores consideram as transformacoes de coordenadas de Galileu (4.1-4.4) entre os referen-
ciais inercial e girante. Em primeiro lugar é inportante salientar que a linha de universo
de um observador em repouso no referencial girante é uma curva integral do vetor de
Killing £ = (1 — 522?2)—%%, que é do tipo tempo apenas para {1r < 1. Consegilentemente,
para uma dada velocidade angular 2, haverd um valor maximo para a coordenada ra-
dial rpee = % (cilindro de luz), para o qual um observador que esteja a uma distancia
P> Ponee €stara se movendo com uma velocidade superior a da luz. O coeficiente de
Bogolubov 7;; é dado por um produto escalar sobre uma hiper-superficie do tipo espago.
em que a coordenada radial assume valores no intervalo 0 < » < oo, e a prépria 10¢ao
de transformacoes de Bogolubov se torna obscura para uma regiao exterior ao cilindro
de luz. Com o intuito de contornar este problema, Davies et ¢l introduzem um cilindro
feito e um condutor perfeito, cujo raio € a < Tyep. € CORSEGUEIN assim mostrar que a
taxa de excitacio do detector se anula gquando este é colocado a uma distancia » < a
do eixo de rotacao. Eles concluem que “wn detector de particulas girantes, interagindo
com o estado de vdcuo girante {definido apenas dentro do cilindro), registra a auséncia de
particulas”. e obtém assim acordo com a guantizagao canonica implementada por Letaw
e Pfautsch: o detector girante nio se excita no vacuo de Minkowski pols para um obser-
vador girante o vécuo de Minkowski é um estado.de zero “particulas girantes”. Devenios
ressaltar o fato de que estes aitores ainda consideram o vacuo de Minkowskl como o
estado de zero particulas para nm observador girante, pois eles trabalbam num contexto
galileano, usando as transformagées (4.1-4.4).

A seguir efetuaremos a quantizacao de um campo escalar sem massa nos referenciais
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inercial e girante, respectivamente. A equivaléncia unitaria das duas quantizagoes sera
checada através dos cilculos dos coeficientes de Bogolubov. A grande diferenga entre
o que fazemos no momento e 0s traballios anteriores de Letaw e Pfautsch. Denardo e
Percacci e de Davies et al, € que agora estamos usando que o grupo de transformagoes
que relacionam um evenio 10 espago-tempo medido por um observador inercial e medido
por um ohservador girante é dado pelas transformagoes de Trocheries-Takeno. Como ja
enfatizamos, mostraremos que ¢ possivel encontrar um conjunto completo de modos, hase
1o espaco de solucoes da equagao de Klein-Gordon, escrito em termos das coordenadas
girantes. O rtesultado fundamental é que os coeficientes de Bogolubov entre os modos
girantes e inerciais niao sao nulos, de modo que o vacuo de Minkowski e o vacuo girante

nao sao unitariamente equivalentes.

4.1.1 Quantizacao Canodnica nos referenciais inercial e girante

Para iniciar vamos comparar a quantizacdo do campo de Klein-Gordon sem massa re-
alizada no referencial inercial dquela realizada no referencial girante. Voltamos a insis-
tir que nao estamos assumindo as transformactes de Galileu e sim as transformacoes
de Trocheries-Takeno para comparar medidas efetuadas por observadores nos dois refe-
renciais. A quantizacio canonica efetuada por observadores inerciais ¢ implementada
introduzindo-se coordenadas cilindricas 2 = {t'.+/,#, 2"} sobre hipersuperficies t’ = cte
e escrevendo-se a equagao de Klein-Gordon em termos destas. Como isto foi feito em [67],
apenas citaremos os resultados obtidos. Modos de freqiiéncia positiva (com relacdo ao

tempo inercial '), solucoes da equacao de Klein-Gordon, sao dados por:
. el L imt e it |
?-’q'n1’l\"{f,~ _?_." (_')I« -.vl) = AF\‘:l (Jzk imd e’ ¢ er(q"]"), (—_LQ)

onde 2 = ¢'2 4+ K2 J(g'v') sdo funcoes de Bessel bem comportadas na origem e

!

1o

Ny = ¢7[2r(2)%7F € um fator de normalizacdo. Acima, m’ = 0,41,£2,£3... .,

0 < ¢ < oce—oc <k < oo Assim o operador de campo € expandido da seguinte forma:
Gl)(il\w) = Z / dql CH‘J [bq’m’k’ 'l'q*'m’k’(;rl'“) + bl’m'k’l';'ﬂ#k’ (_QI'JH )] ) (410)

onde os coeficientes bypmi € b(’:,m, w SA0, respectivamente, os operadores de aniquilagao e

de criacio dos quanta de Minkowski do campo e satisfazem a regra usual de comutacao
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[bi,b}] = &;;. Acima, os modos v; and ] sdo chamados, respectivamente, de modos
de freqiiéucia positiva e negativa com respeito ao vetor de Killing 8/9t". E importante
salientar que em geometrias estaciondrias, tais como o espaco-tempo de Minkowski, a
definicao de modos de freqiiéncia positiva e negativa nao apresenta ambigiidades. O

estado de vdcuo de Minkowski é definido por:
bq.',m.'k-' I(Lﬂ/[) = U7 Vq’,m’,k". (411)

Consideremos agora a quantizacao efetuada por observadores que segiem uma linha de
universo uniformemente girante.

Partindo da hipétese de que as transformagoes (4.5-4.8) sdo as que relacionam eventos
medidos por observadores inerciais e girantes, com as respectivas coordenadas adaptadas
aos referenciais inercial e girante dadas por a'* = {t', 7', 8, '} e = {t, 7,0, 2}, 0 elemento
de linha escrito em termos das coordenadas girantes assume uma forma nao-estacionaria
[63]:

ds? = dt? — (1 + PYdr? — v2d6? — d=* + 2Qdrdf + 25 dtdr, (4.12)

em que P, () e S sao dados por:

P = (3—) + 406¢) sinh® Qr — i—?(# + 26%) sinh 20 + Q7Y (4.13)
Q = v6 sinh?® Qr — %I‘ sinh 200 + Qrt, (4.14)
S = isinhz Qr — ;QsiuhZQ?‘—Q?‘é‘, (4.13)
onde Y = (#2 — 126%). Note que esta métrica nao apresenta horizonte de eventos. A

implementacio da quantizacio canénica se da apds ser resolvida a equacao de INlein-

Gordon escrita no sistema de coordenadas de Trocheries-Takeno:
Oet,r,8,z) = 0. (4.16)

Pode ser mostrado que wm conjunto completo, base no espago de solugdes da equagao de

Klein-Gordon, é dado por {ugmk. ti,, . onde

Ugmilt, 1.0,7) = Ny e exp [i (m cosh Qr + wrsinh Qr) &)

X exp [—i (E sinh Qr + wcosh SI?‘) f] T lgr). (4.17)
’
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em que w? = ¢+ k% e Ny é um fator de normalizacdo. Novamente, m = 0, £1,+2.+3...,
0<¢<oce—00<k<oo Véseque estes modos sdo bem comportados em toda a
variedade. Fazendo-se uso das transformacoes (4.5-4.8) pode-se mostrar que estes modos
sao os modos de freqliéncia positiva segundo o critério de di Sessa [74]. que diz que
um dado modo é de freqiiéncia positiva se este se anula no lmite (¢) — —ioc, onde
t' é o tempo inercial, enquanto que u? sao modos de frequéncia negativa. Expande-se,

conseqgilentemente, o operador de campo como:

Gy =3 / Ak (@qmptigmi( @) + @hpitpl2)) (4.18)

mo"
onde os coeficientes agmi € agmk sdo, respectivamente, os operadores de aniquilagao e de
criacio dos quanta de Trocheries Takeno. O estado de vacuo definido pelo observador

girante é entdo o vdcuo de Trocheries-Takeno |0,T) e é dado por
a'qﬂlk|0’T> - 07 VQ’* ?n’k" (-119)

Os estados de uma e mais particulas de Trocheries-Takeno podem ser obtidos atraveés de
sucessivas aplicacoes dos operadores de criagao neste vdcuo assim definido.

Neste momento podemos comparar as duas quantizacoes através do cdlculo dos coefi-
cientes de Bogolubov [58]. Pelo fato de ambos os conjuntos de modos serem completos,
pode-se expandir os modos inerciais (4.9) em termos dos modos (4.17) e vice-versa, onde

os coeficientes desta expansio sio chamados de coeficientes de Bogolubov: a propasito:

w,{x) = Z avi(r) + Bijei () (4.20)
j
ou. por outro lado:
vila) = Za;}ui(;r) — Fyui(x), (£.21)
ent que os coeficientes do Bogolubov sao dados por a; = (uj.vpe) e djp = — (uj. t';f.),

onde o produto escalar é definido por:

N
[RN]
~—

(o) = —i [ a= V=g [00,\" = 0,0 (4.
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com dS# = nfdl em que n* é um vetor unitario, ortogonal & hiper-superficie X e ori-
entado para o futuro. Escolhemos para ¥ a hiper-superficie ¢ = 0, em que ¥ é o tempo
mercial. O coeficiente relevante para nossa andlise é o coeficiente 3,;/, pois este é o que
fornecerd o contetdo de particulas de Trocheries-Takeno presentes no vacuo de Minkowski,
e pata prosseguirmos o cdleulo precisamos expressar os modos girantes u;{x) em termos

das coordenadas inerciais usando as transformacoes (4.5-4.8). Procedendo desta nianeira:

Ugmilt' 7, 0. 2") = Ny ™' exp (40’ [m cosh 202" + wr’ sinh 2Q7])
X exp (—'it’ [w cosh 207" + ?—?j- sinh QQT’D T (gr') (4.23)
N

e o coeficiente de Bogolubov 4,; toma a forma:

. A I = I 2 1 at""(l") du '(Ir)
B = +i A 7 dr f_ dz / aeo ['ztj(x’)ﬁr — vjr(;zr’)‘—(.;}j_
= NN, / PRI

X / rdr’ [;u — weosh 20" — —smh2ﬂr] () T (g7
Jo

27
P ] d@’ exp (16" fm’ + m cosh 20" + wr’ sinh 202']) . (4.24)
0

A primeira integral é calculada facilmente, fornecendo a fungao delta 2xé(k-4"), enquanto

que a terceira nos da:

27 \
/ d0" exp (10’ A, p{r.w)) = (A (7w )) 7 Jexp (2708 A e (1, w0)) — 1]
Jo

onde
Ao (1,w) = m +mcosh 200" 4+ wr'sinh 20" (4.23)
Obtemos finalmente:
;fj)j_j! = 27N Ny (S(I'{ + i\'l)
o { ! mo. v ! it A
X / »'dr’! (u) — wcosh 20" — — sinh ZQT) T () T (")
0 r
X (?.A-m.'m’ (7‘~ u"))_l [EX]) (Zri"’_lm-m'(?“ "‘))) - 1] : (426)

E dificil calcular a dltima expressao de forma fechada, mas de qualquer maneira esta

¢ diferente de zero e no resto desta secio daremos uma prova indireta deste fato. Isto
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significa que os dois estados de vacuo nao sio equivalentes, ou seja, {0, M) # |0,7), com o
significado de que o vacuo de Minkowski |0, M) contém quanta girantes, isto é, particulas
de Trocheries-Takeno [58].

Estamos interessados no ntmero de particulas de Trocheries-Takeno em um dado
estado j = (¢.m. k) que estdo presentes no vicuo de Minkowski. Este nimero ¢ dado em

termos dos coeficientes de Bogolubov, segundo a expressao [58]:
(0, M| ala; [0,M) =3 [3;017. (4.27)
jl

Vemos que este nimero é dado pela soma dos quadrados dos médulos dos varios coefi-
cientes. Se for possivel mostrar que pelo menos um destes coeficientes € nao nulo, entao
mostra-se que o vacuo de Minkowski apresenta um nimero nao nulo de particulas de
Trocheries Takeno. Daremos a seguir uma prova indireta de que um destes coeficientes
de fato é diferente de zero. Os cdlculos no texto mostram que:

3., =

N

(]

"(_'\"'vl.-"\"'g (3(}1 -+ rr\’)
X [ iy’ (w’ — weosh 200" — n—j sinh :ZQ-J") Tt (g VT (")
Jo 7

X (A (1 w)) e (278 A e (o)) — 1] (4.28)

onde

Apw(row) = m’ -+ m cosh 20r" + w’ sinh 200" (4.29)

Estudemos o limite de altas velocidades, {3 — oo, do coeficiente Fyy. que denota m =0 e

m’ =0
Gy = —2miN(m' = 0)No(m = 0)6(k + &)
0 W — weosh(207) i sin 20
X rdr Tolgr)Jol(g/r) [e2morsinzon) 1 4.30
./u - sinh(20) olgr) Jolgm) [ ] ( )
Ja que S.mlhr —0e %:— — 1 no limite » — oc. encontra-se:

S_}Lm Jee = 2N (m = 0)Na(m = 0)d(k + k')

X /0 dr Jolgr).Ty(q'r) [1 — ezﬁi“""“illil(zﬂ")] . (4.31)
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Chamando de K(q,q.w,Q) a integral acima, note que:
Kgd 0. 9) = R{K{q, ¢ w0, )} +iS{Klq, ¢, )}, (432)

onde as partes real e imagindna sao dadas por:

R{N(q. ¢ .w,Q)} = /0 drJo(qr)Jo(qd'r) {1 — cos [2mwr sinh{202r)]) (4.33)
&
S{N(q. ¢ .w, )} = /Oo dr.Jo(qr)Jo(¢ v) sin [2mwr sinh{(2Q)] . (4.34)
Jo

Note que na equacio (4.33). asegunda integral nao é capaz de fazer anular R { K'{q.¢'.w,Q)}
se a primeira for ndo nula. E este é realniente o caso, ja que se pode encontrar a primeira

delas em [45], e termos das funcoes hipergeométricas:

o 1 11 dqq’ y
drJolgryJolq ) = Fl=: =1 —— 4.3
[anin-—e[l ]

e esta é diferente de zero.

Uma outra maneira de mostrarmos que J é diferente de zero é a seguinte: comegamos

y Ae (2 DRV ¢ STa T — 1 — . T A of s N S
pela equacao (4.28); como para m = m’ = 0 os infegrandos tém o comportamento ;s-5e-,

; diverge para r — 0, calculemos o1, denotando m =0e m' = 1:

, 1
€ colnoe sinh(20r

Foy = —=2miNy(m' = )No(m = 0) bk + &)
oo (W — wcosh2Qr) ,
. l’ - EI - J .
" /0 T (1+ rwsinh 20r) olgr)J1¢)
% [exp {(2mi(1 + rwsinh 2Qr)) — 1]. (4.36)

Chamaremos de [ & integral acima:

00 w' —wcosh2{r . )
= ‘/0 "d"'i1 +-;-J,~Z;‘:EZQ':‘; Jolgr)Ji(¢'r) [exp (27i(1 + rw sinh 2Q) ) — 1] (4.37)

A primeira integral é a tnica que é fun¢do de &'; se conseguirinos provar (ue esta é
diferente de zero, mostraremos entdo que Jg; # 0, j& que a segunda integral nao é capaz

de fazer anular a expressio toda. Chamemos esta de [{w'):

> Jolqr)Jilg'r) 3 SR
; ) T . r s . _ E
H{WYy=w /0 i T+ ro sinh 207) lexp (2mirw sinh 200r) 1] (<.38)
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E possivel separar I{w') em suas partes real e imaginaria e, nsando o mesmo raciocinio
usado para a equacao (4.33), podemos nos concentrar na segunda integral acima, a que
chamamos de I7(w’):

Jo(gr)di{gr)
(1 + rwsinh20r)

L) = - /0 rdr (4.39)

Nao hd uma expressao analitica para I1{w’), mas fazendo uso do Maple pode-se calcular

valores particulares, como por exemplo:

o o(r)h(r) ,
]0 ey = 0183096 (4.40)

provamos entio, através de uma forma indireta, que 3 # 0.

4.1.2 Taxa de excitagcao de um Detector de Unruh-DeWitt

Passaremos agora a considerar a probabilidade de excitacao de um detector que se move
numa trajetéria circular ao redor de um ponto fixo, com velocidace angular constante 2
e distante R, do eixo de rotacdo, quando este interage com o campo escalar. Tomaremos
em conta que o estado inicial do detector de dois niveis € o estado fundamental e que o
estado micial do campo pode ser tanto o vacuo de Minkowski como o vacuo de Trocheries-
Takeno e calcularemos a taxa de excitacio para ambos os casos. A Interagao com o campo
pode induzir transicdes entre os nivels de energia do detector de maneira que ele pode
ser encontrado, apds um tempo finito, num estado excitado. Usando as idéias de Sciama,
Candelas e Deutsch [75] diz-se que o detector mediu o espectro das flutuagées do vacuo
do campo.

A discussao segninte tomard como modelo de detector o sistema proposto por Unruh
e De Witt 68, 69], que é um sistema ¢ue apresenta cois auto-estados internos de energia.
Este sistema permite a transicio de wm destes estados para o outro: em outras palavras, a
matriz do operador de monopolo deste detector apresenta elementos fora da diagonal néo
nulos. Este dltimo fato torna possivel transicoes entre os estados internos do detector,
ou seja, processos de excitagio e de decaimento. De acordo com a literatura [70]. a
probahilidade de excitacio por unidade de tempo préprio do detector (sem levar em

conta a seletividade do detector), ou, simplesniente, a taza de excitagdo, é dada por:

R(E) = fm dAt e EAGT (p ), (141)

-0
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em que At =1 —t'. F > 0 é a diferenca entre as energias dos estados excitado e funda-
mental do detector e G (2,2} é a funcdo de Wightman de freqiiéncia positiva calculada
ao longo da trajetéria do detector. A fungao de Wightman de frequéncia positiva é dada
por:

GHa,2') = {0]a{x)e(2)]0) (4.42)

onde |0) é um estado de vacuo do campo, que pode ser tanto |0, M) quanto [0,7). Con-
sideremos primeiramente esta nltima possibilidade.

Separando-se o operador de campo em suas partes de freqiiéncias positivas e negativas
com respeito a coordenada temporal de Trocheries-Takeno ¢, na forma ¢{x) = ot (x} +
¢~ (x), onde ¢*(x) contém apenas operadores de aniquilagao e ¢~ (x) contém apenas
operadores de criacio (ver a equagao (4.18)), e ademals se considerarmos |0) como o

vécuo de Trocheries-Takeno (10) = |0, 7)), entao , usando a equacio (4.19), encontra-se:
Grlw,y) = 3 uileuily), (4.43)

onde o indice T denota a funcao de Wightman calculada no vacuo de Trocheries-Takeno.
Considere agora os modos dados pela equagao (4.17), e que estamos interessados na
situacao em que o detector estd em repouso no referencial de Trocheries-Takeno, que

significa que # = constante, = = constante e r = R, = constante: encontra-se assinu:

G+ l J Z [ dq/ A \_ —'t[;;—z::.lnhﬂRo—hpCObl}QIﬁ()]A? m( R()) (444)

m=—2c

Substituindo a expressao acima na equagao (4.41), encontra-se:
RUE R = Z / dg [ dk N2 T2 (qRy)
v, [ dAf e 7[E+—~.1nhQIi’g+w cosh QHU]‘—\I. (445)

(O indice T denota o vicuo de Trocheries-Takeno e o indice () denota a linha de universo
girante seguida pelo detector.) A ultima integral fornece 276 (E + == smh 1Ry + wcosh QRU)\
para a qual o argumento ¢ nao nulo apenas se m < (: tomamos entéo o indice da soma

assumindo os valores m = 1,2.3, ..., resultando em:

R(E.Ry) = Zrz/ rlq[ dk N3 T2 (qRy)

m=

X 6 (E — & 311111 QR) + wcosh QBU) (4.46)
0
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A expressio acima indica que assintoticamente o detector sera encontracdo no estado exci-
tado, e depende de uma maneira nfo trivial de sua distancia Ry ao eixo de rotagdo. Repare
que novamente encontramos o desacordo entre a quantizacio canénica e o formalismo de
detectores, apontada por Letaw e Pfautsch e também por Padmanablan: como é possivel
um detector girante ser excitado na presenca do vdcuo girante! Entretanto, mote que
existe nma diferenca crucial entre os traballios acima relacionados e o presente trabalho:
nés estamos afirmando, como mostramos na ltima se¢do, que o vdcuo girante nao é igual
ao vacuo de Minkowski, isto é, o vacuo de Minkowski contém particulas de Trocheries-
Takeno. Analisarenios agora as duas causas que contribuem independentemente para o
resultado nao nulo da equagido (4.46).

A possibilidade de um detector de Unruh-DeWitt posto a girar no vécuo girante se
excitar. deve ser contrastada com os dois casos seguintes: de fato, este mesmo modelo de
detector ndo se excite. tanto quando ele percorre uma linha de universo inercial e interage
com o vacuo inercial (Minkowski) [58, 70], quanto no caso em que ele estd uniformemente
acelerado e interagindo com o campo preparado no vacuo de Rindler [76]. Porém, note
que ambos espacos-tempos de Minkowski e de Rindler sao estdticos, diferentemente da
métrica de Trocheres Takeno, e também da métrica girante obtida fazendo-se uso das
transformacoes de Galileu, que sido exemplos de métricas nao-estaticas. Lembre-se que
mesmo 1o cago da transformacio de Galileu para um referencial girante também foi en-
contrado por Letaw e Pfautsch uma taxa de excitagdo nao nula para o detector girante
no vacuo girante, estado este considerado por estes aufores como o préprio vacuo de
Minkowski |0, Af). Conseqiientemente a excitagao no presente caso pode ser atribuida a
nao-estacionariedade da métrica de Trochenes-Takeno .

A outra orngem paré assintoticamente encontrarmos o detector no estado excitado pode
ser atribuida ao modelo de detector que usamos [77]. Note que separando o operador de
canipo em suas partes de freqiiéncias positivas e negativas com respeito ao tempo de

Trocheries-Takeno t na equacao (4.42). pode-se expressar a funcao de Wightman como:

) = (0|C’)(;t‘)®(.l‘f}l0>
= (le*()e* ()oY + (vle* (1o (+)]0)
+ <(J|¢)_(‘r)é+(;z")|0> + <0\@#(;z‘)o‘(;z")|(]> i (4.47)
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No caso em que {0) = |0, T}, por causa da equagdo (4.19) apenas o segundo termo acima
é nao nulo, e este corresponde & emissao (criagao) de uma particula de Trocheries-Takeno
com a simulténea excitagao do detector e este € o termo responsavel pela taxa diferente de
zero, equacao (4.46). No contexto da Otica Quantica, a foto-deteccio corresponde apenas
a processos de fotoabsorgio [78, 79], de forma que um detector sé pode ser excitado
quando absorve {aniquila) um quantum do campo. Assim, sempre que aparecerem termos
do tipo acima estes serdo descartados, e apenas consideram-se termos do tipo do terceiro
acima. A tal procedimento deuse o nome de aproximacéo de onda girante [79]. Com
hase nesta discussao, detectores que puderem ser excitados exclusivamente através da
absorcao de particulas dardo sempre como resultado uma taxa nula quando calculada
1o estado de vacuo do campo. Fica claro entdo que o modelo de Glauber de detectores
nio serd excitado quando forcado a seguir uma linha de universo girante na presenga do
campo no vacuo de Trocheries-Takeno. Um outro contexto em que a inclusio dos termos
anti-ressonantes (do tipo do segundo termo acima) tem um papel fundamental € o de
observadores acelerados, em que o carater térmico do vécuo de Minkowski como visto
por um observador de Rindler nao se manifesta se for usada a funcio de correlagio de
Glauber, mas apenas se for usada a de Wightman. Com efeito, a funcéo de correlagao de
Wightman contém o termo das flutuagdes do vicuo que sio deliberadamente omitidas na
funcao de Glauber e exatamente a estas flutuagoes do vacuo pode ser atribuida a taxa de
excitacao nao nula, equacdo (4.46). Por causa desta caracteristica o modelo de Unruh-
DeWitt, que leva em conta a funcio de Wightman, é tamhém chamado de flutudmetro
[75], pois este é sensivel as flutnacdes do vacuo.

Vamos discutir agora o caso em que o detector estd numa trajetéria circular e o campo
foi preparaco no vécuo de Minkowski. Escrevendo [0, M) por {0) na equagao (4.42}, vé-se

que a funcio de Wightman de freqiiéncia positiva fica dada por:
Gl y) = Y v () (4.48)

onde o fndice M denota o vdcuo de Minkowski. Conlo a taxa de excitacao, dada pela
equacao (4.41), esta escrita em termos do tempo préprio do detector, devemos expressar a
equacio (4.48) em termos das coordenadas girantes, usando a mversa das trausformacoes

de Trocheries-Takeno. Comecemos com G, (2. y'). escritanas coordenadas inerciais, com
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as identificacdes apropriadas 1] = r5 = Ry e 2] = z3:

B~

o oo >0 TR f oty o
G:t] (;17", U’) — Z /0 dq [m (lk]\rfef-z;.,:(t]ftz Him(8| -0, )'Jﬁl(qR())- (449)

A inversa das transformactes de Trocheries-Takeno é dada por:

t = tcoshr 4 résinh Qr, (4.30)
o= (4.51)
¢ = #cosh{r+ ?E sinh S, (4.92)
4= (4.53)

Fazendo-se uso das equacdes acima na equagdo (4.49), e notando-se o fato que o detector
estd em repouso no referencial girante, ou seja, 8, = f, vé-se que a funcao de Wightman
para o vécuo de Minkowski é funcdo da diferenca no tempo préprio At = ¢ — 6. 0
que permite calcular-se a taxa de excitagao do detector girante na presenga do vacuo de

Minkowslk1:

RUN(ERy) = zwz/o dq/o:odlsA-’fJi(qu)

m=1"

6 (E _ i;— sinh 2R + w coshQBU) | (4.54)
0

O resultado acima é similar & equacio (4.46), s6 que agora aparece a nomalizagao dos
modos inerciais A} em vez de Na. Repare que o resultado R&'}) # () ja podia ser antecipado,
pois na dltima secio mostramos que o vicuo de Trocheries-Takeno nao é unitariamente
equivalente ao vacuo de Minkowski, o que implica que o vacuo de Minkowski é descrito
como uma superposicao de estados de muitas particulas de Trochernes-Takeno: era entao
de se esperar que um detector girante se excitasse na presenca do vacuo de Minkowsla,
pois este estado, para o observador girante, contém particulas. Mais uma vez lemmbramos
que. no contexto das transformacoes galileanas (4.1-4.4), nao era esperado que um detector
girante se excitasse na presenca do vacuo de Minkowskl porque o resultado da quantizacao
candnica do campo escalar no referencial girante apontava que o vdcuo de Minkowsk era

visto por um observador girante como wim estado sem particulas.
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Para aprofundarmos o nosso conhecimento deste estado fisico, o vacuo de Trocheries-
Takeno, vamos supor que seja possivel preparar o campo neste estado. Colocande o de-
tector numa linha de universo inercial, consideraremos a taxa de excita¢ao nesta situagao,
que é dada por:

RV(E, Ry) = [_m dAY eTEA GI (2 o), (4.55)

onde o indice (i) denota a trajetéria inercial seguida pelo detector, At' é a diferenca no
tempo préprio no referencial inercial, e GF(2', 7/ ) é dada pela equacao (4.43). Escrevendo-
se GT{2',y') em termos das coordenadas inerciais e usando-se o fato de que agora o
detector nio estd em repouso no referencial girante, chega-se ao resultado:

RYMNE.Ry) = 27 Y L dq/ A NG Tn(aFo)

m=—oG

pad

& (E — (wQH() — }i:—) sinh(2QRy) — (mfl — w) 00511(2SZR())) )

0
(4.36)

Ao estudarmos a atividade do vdcuo de Trocheries-Takeno, nés calculamos a taxa de
excitacao de um detector de Unruh-DeWitt interagindo com o campo neste estado. em
duas diferentes situacoes: quando o detector segue uma trajetéria circular e uma trajetora
inercial. regpectivamente as equagoes (4.46) e (4.56). A equacao {4.46), que representa
a taxa de excitacdo de wn detector uniformemente girante na presenga do vacuo de
Trocheries-Takeno, 6 diferente de zero e, como ja discutido, este é um resultado nao
esperado. Deixaremos de lado este problema e vamos considerar esta taxa nao nula como
wnia espécie de “ruido” inerente ao vacuo de Trocheries-Takeno. De acordo conisso vamnos
admitir que o vacuo de Trocheries Takeno produzird o mesmo “ruide” em um detector,
independentemente do estado de movimento deste dltimo: em outras palavras, quando
caleularmos a taxa de excitacao de um detector que se mova em qualquer trajetdria na
presenca do vacuo de Trocheries-Takeno, este “ruido”, equagao (4.46), ja estard sendo
automaticamente levado em conta. Conseqiienteniente, 16s escolhemos normalizar a taxa
de excitacio de um detector que segue uma dada linha de universo #(7) na presenca do

. . R
" considerando a diferenca entre R[II e

- . =i
vacuo de Trocheries-Takeno, ou seja, R(If tr
“ruido”™ {4.46):

tr#(r)) . plat(r)} {7
RN = g Rl
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De acordo com esta re-definicao, um detector girante ndo mais serd excitado no vacuo
de Trocheries-Takeno. Ao procedermos desta maneira, resulta que a taxa normalizacla de
excitacao de umn detector inercial na presenca do vacuo de Trocheries-Takeno fica dada

por:

RU(E Ry = RY—RY

= 20 3 /Owdq/ dk N2 % (qRy)

M=-—0<

[é (E — (;L)QRO - Rﬂ) sinh(2QR,) — (m — w) cosh(QQRo))

0

-6 (E — :;i sinh QR + w cosh QRD)] . (4.57)

2

Resta ainda esclarecer porque aparece a distancia Ry na taxa acima, pols que o detector
se encontra em repouso num referencial inercial. Ao estudar-se a quantizagao do campo
no referencial gitante. deve-se primeiro fixar qual a linha de universo que o observador
girante vai seguir. e esta é parametrizada por duas quantidadaes: a velocidade angular
() e a distancia Ry ao eixo de rotacao. O estado de vacuo que resulta da quantizagao
feita desta forma sera comseqiientemente indexado tamhém por estes dols parametros e
esta é a origem da dependéncia em Ry na equacao acima. Uma dependéncia similar da
taxa de ex.cita.g:-cio de um detector sobre parametros geométricos acontece, por exemplo, no
caso conhecido do efeito Unrub-Davies: um detector uniformemente acelerado interagindo
com o campo no vicuo de Minkowskl vai absorver particulas da mesma maneira gue se
ele estivesse inercial e interagindo com um hanho térmico, com tuma temperatura que se

pode relacionar com a aceleragio propria softida pelo detector no caso anteror.

4.2 Relagoes com o Experimento do Balde de New-
ton e com o Principio de Mach

Nesta tltima secio usaremos os resultados obtidos na secio anterior acerca da definicéo
do vacue girante {vacuo de Trocheries-Takeno) e iragaremos mma discnssao [80] que tem
paralelo com questoes antigas que rentontam ao tempo de Mach e até de Newton para as
(uais até hoje ndo foram encontradas respostas satisfatorias.

Usaremos o fato de gue é possivel definir, para wn campo quantizado. um estado

de vacuo diferente do vdcuo de Minkowski adaptado a um observador girante, chamado
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de vdcuo girante ou vacuo de Trocheries-Takeno [63, 65|, para estudarmos um detec-
tor interagindo com o campo escalar quantizado. Estamos interessados nas seguintes
situacoes: o detector numa trajetéria circular uniforme interagindo com o campo no
vécuo de Minkowski e o detector inercial interagindo com o campo preparado no vacuo
de Trocheries-Takeno. Q estudo da interagdo do detector com o campo nestas duas
situacdes distintas nos permite levantar questoes analogas aquelas que Mach discutiu no
experimento do balde de Newton. Tomaremos este sistema quantizado como um anélogo
do experimento do halde de Newton e tragaremos uma discussao paralela a de Mach neste
novo arranjo. Trabalharemos num espaco-tempo plano e, portanto, estamos considerando
um andlogo do Principio de Mach na auséncia de matéria. Vamos também trabalhar num
nivel quantico, pois estamos considerando um campo quantizado. Estes pontos serao es-
clarecidos no decorrer do texto. Trabalhos importantes acerca do problema classico do
disco girante estio listados em [66, 81], e acerca da definicio de um estado de vacuo
adaptado a um observador girante, ver [63, 63, 67, 71, 72, 73].

Comecemos conl uma breve exposicao do experimento do balde de Newton, realizado
por ele com o tuito de demonstrar os efeitos da rotagao com respeito ao Espago Absoluto;
tal conceito era considerado por ele como um dos principios de sua Mecéanica. Encha
um balde com dgua e observe como a forma da superficie da dgua é aproximadamente
plana. Entao ponha-o a girar ao redor de seu eixo de simetria: as paredes do balde vao,
gradativamente, comunicando seu movimento de rotagao a dgua, até que se alinge unia
situacio de equilibrio: tanto o balde como a dgua estao agora girando juntos. Observe
que nesta situacao a forma da superficie da dgua ¢ wm paraboldide de rotagao. Newton
considerava que a mudanca na forma da superficie da agua quando o balde esta girando
acontece em decorrencia do fato de que a dgua nao estd em repouso em relagiao ao Espaco
Absoluto, mas encontra-se agora em rotagao. Consegue-se distinguir desta forma se o
balde estd girando ou ndo: se a dgua estd plana, ndo ha rotagdo: mas se a agua tem forma
parabélica, entdo o balde estd girando. Neste sentido. & rotagao ¢ wm concgito ahsoluto.
Por outro lado, Mach afirma que a inércia nao é relativa ao Espaco Absoluto, um conceito
dispensavel segundo ele, mas sim em relagao a toda a massa do universo, o que implica
que pode-se ignalmente manter o balde fixo e fazer girar todo o resto do universo ao redor

do eixo do balde que se obtera o mesmo resultado: dgua com a superficie parabolica [82].
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Para Mach o que importa é o movimento relativo entre as massas. Repare que, segundo
Mach. na situacdo em que o balde e as outras massas do universo estiverem girando juntas,
de forma que nio haja rotacdo relativa entre eles, a forma da superficie da agua volta a
ser plana, enquanto que para Newton, nao importa se ha ou nao movimento relativo entre
as massas da dgua e do resto do universo, pois se ambos estiverem, mesmo que juntos, em
rotacdo com respeito ao Espaco Absoluto, a forma da superficie da dgua sera parabolica.

A possibilidade de se definir para um campo quantizado um estado de vacuo girante
nos permite discutir perguntas andlogas as de Mach. Consideraremos a inferagao entre
um detector de Unruh-DeWitt cont um campo de Klein-Gordon real sem massa, sendo
esta interacao responsivel pelas transigoes entre os estados internos do detector. Uti-
lizaremos dois resultados basicos para a discussao futura: primeiro, como ja salientamos,
a possibilidade de se definir um estado de vdcuo girante diferente do vacuo de Minkowski,
e, segundo, que a taxa de excitagio de unl detector se movendo em uma linha de universo
genérica é dada pela transformada de Fourier da funcio de dois pontos de Wightman
de freqiiéncia positiva. A idéia é entdo comparar-se as duas situagoes seguintes, sempre
admitindo que inicialmente o detector se encontra no seu estado fundamental: o detector
girante interagindo com o campo preparado no vacuo de Minkowski, e o detector inercial
interagindo com o campo no vacuo de Trocheries-Takeno. Na analogia que estamos con-
siderando entre este sistema quantizado e o experimento do balde de Newton, o detector
faré o papel do balde com agua, de forma que seu estado fundamental corresponderd a
forma plana da dgua e seu estado excitado a forma parabélica da mesma. Isso porque
o efeito da rotacio, que se manifestava como a forma parabdlica da agua, se fara sen-
tir 110 sistema quantizado como a excitagao do detector. Por outro lado, o papel que
desempenhavam as outras massas do universo no experimento do balde, segundo Mach,
serd desempenhado agora pelo estado de vacuo que podemos escolher para o campo, da
seguinte maneira: o vacuo de Minkowski corresponde i situacdo em que as oufras massas
do universo estao fixas, e 0 vacuo de Trocheries-Takeno pode ser pensado como o analogo
de se colocar todo o universo para girar. Estaremos desta maneira investigando a rotagao
relativa entre o campo e o detector, ao invés da rotagio relativa entre massas, como faz
Vach. Calculamos entiio a taxa de excitacao do detector, ou seja, a probabilidade por

unidade de tempo préprio do detector se excitar devido & interagao com o campo, nestas
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duas situagdes . O fato de o detector se excitar nos dois casos claramente significa que,
também no nivel quantico, um observador pode distingiir se hd ou nao rotagao relativa en-
tre o campo e o detector, mas nosso concernimento aqui é ge as taxas de excitagao nos dois
casos $a0 iguais ou ndao. Pode-se ver daqui que a discussao acima encontra paralelo claro
com as questdes de Mach a respeito do experimento do balde de Newton, con: a ressalva
que 1o presente caso estamos trabalhando num nivel quantico e num espago-tempo plano,
ou seja, sem matéria.

De passagem, devemos notar que existe uma clara contradi¢io entre o Principio de
Mach levando em conta as transformagoes de Galileu entre os referencials inercial e girante
e as leis da Relatividade Especial. De fato, se o Principio for valido, no caso do movintento
de rotacao da Terra tanto faz se é a Terra quem gira em relagdo ao resto do universo, ou se
as outras massas do universo é que giram ao redor da Terra imével. Mas se levarmos em
conta as transformacoes de Galilen entre os referenciais, que predizem que a velocidade
linear de uma massa que esteja a distancia r do eixo de rotagdo se da por ¢ = {Ir, neste
segundo caso esta lel de velocidade prevé que as estrelas mals distantes estao animadas
de velocidades maiores que a da luz, o que vai contra a Relatividade Especial. Entretanto
sabemos que a origem deste problema é que as transformagoes de Galileu levam em conta

que corpos rigidos existam realmente, e nao que sejam apenas uma aproxXinacao.

4.2.1 A Questio Mach vs Newton e as relagoes com o Vacuo
girante

O estudo do movimento, iniciado por Galileu, Descartes e Giordano Bruno, culiminou com
a proposta da Mecanica de Newton. Suas trés leis de movimento estao intimantente ligadas
3 existéncia de uma classe especial de referenciais, os chamados referencials inerciais.
Mas cabe de inicio a seguinte pergunta: qual propriedade determina, dentre todos os
referencials possivels, aqueles que sao inerciais? Dizer que um referencial inercial é aquele
onde um corpo sobre 0 qual nio age nenhuma for¢a externa segue um movimento retilineo
uniforme é wn arguimento que pode ser revertido, pols precisa da definicao tanto de
forca externa (que pode ser entendida como a agao externa que tira o corpo deste estado
uniforme de movimento visto nun referencial inercial) quanto do que € um movimento

retilineo uniforme (que pode ser entendido como o estado de movimento que © cOrpo
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vai seguir visto de um referencial inercial se nao agirem forcas externas). Ve-se que
as definicoes dos conceitos de referencial inercial, forca externa e movimento uniforme
recorrem wmas as outras e é facil ver que nio hd saida sem apelar para um conceito
externo. I exatamente a isto que recorre Newton quando ele postulou a existéncia do
Espaco Absoluto. Segundo suas palavras:

“Espaco Absoluto sem relacio com qualquer coisa externa, permanece sempre imutavel
e imével. Espaco relativo é alguma dimensao ou medida mével do Espaco Absoluto, a qual
nossos sentidos determinam por sua posigao com relagdo a outros corpos e € comumente
tomado como o Espaco Absoluto.”

O conjunto de todos os referenciais inerciais seria composto desta maneira pelo proprio
Espaco Absoluto e mais todos aqueles que estivessem num estado de movimento uniforme
com respeito a este. Newton nao encontrou nenhuma maneira de estabelecer qual dos re-
ferenciais inerciais corresponderia ao Espaco Absoluto e postulon que ele deveria coincidir
com o centro de 1nassa do Sistema Solar, mas fica ébvio que qualquer outro referencial
inercial se prestaria ao mesmo papel.

Uma conseqiiéncia natural da existéncia do Espaco Absoluto é que as forcas inerciais,
do tipo das forgas centrifugas, devem aparecer quanclo o referencial propric de um corpo
nao estiver em movimento uniforme relativamente ao Espaco Absoluto. Por exemplo,
as leis de movimento dos corpos no referencial de um observador situado na superficie
terrestre tém que conter termos ce forga centrifuga e de forca de Coriolis. Essas forcas
inerciais, que recebem também de Newton o nome de forgas ficticias, sO precisail ser
levadas em conta pelo observador na Terra, pois para um observador inercial sttuado
fora da Terra as forcas ficticias nio aparecem. Para Newtorn, portanto, as forgas ficticias
aparecem exclusivamente porque o observador terrestre nao é inercial, ou seja. nao estd
num estado de movimento uniforme com respeito ao Espago Absoluto.

Mach, ao contrario de Newton. nao podia aceitar a idéia da existéncia do Espago
Absoluto: ele. achava que a forma como um corpo vai respouder a determinada forga,
em outras palavras, sua inércia, erva determninada por todos os outros corpos existentes,
Apareceria entao, segundo Macly, um unico referencial onde todas as massas do universo
estarian em repouso, ou seja, um referencial onde as estrelas pareceriam fixas. Os outros

referenciais inerciais seriant aqueles que se movessem uniformemente em relagao a este.
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Conseqlientemente Mach acreditava que as forgas inerciais devem aparecer sempre que
um corpo for acelerado com respeito a todas as massas do universo. Para ele:

“..apeuas movimentos relativos existem... Quando um corpo gira em relacao as es-
trelas fixas, forcas centrifugas serdo observadas, mas quando este gira relativamente a uin
outro corpo e nao com relacio as estrelas fixas, nenhuma forga centrifuga é sentida.” [83]

Como observado por Weinberg [84], Mach substituiu o que Newton descrevia como
aceleracdo absoluta {ou seja, em relagio ao Espaco Absoluto) por uma aceleragio relativa
a todas as outras massas do universo. Assim, as forgas centrifugas, que para Newton
sio cansadas pela rotagio com respeito ao Espago Absoluto, sao consideradas por Mach
como forcas gravitacionais verdadeiras pois que estas aparecem do movimento refativo
entre todas as massas do universo. As propriedades inerciais de um corpo sao entao
determinadas pela massa de todos os outros corpos, tanto os distantes como os proximos,
o que resulta em wina possivel anisotropia ou relatividade da inércia (ver [83]). Em suma,
todos os corpos que nio estiverem submetidos & agdo de forgas se encontram animados
de velocidade retilinea e uniforme, ou em repouso, em relagio ao centro de gravidade das
niassas que preenchem o universo, e as aceleragdes a que sao submetidos quando agidos
por alguma forga, devem ser referidas a este centro de massas universal.

A resposta obtida por Einstein a estas questoes, apesar de ele ter se guiado nas ideias
de Mach, nao aponta nem na direcio de Newton nem na de Mach. O seu Principio de
Equivaléncia aponta numa diregao intermedidria. Se tivermos o tensor energia-momento
renormalizado de todos os campos nao gravitacionals, entdo é possivel encontrarnos o
tensor métrico via as equacées de Binstein. Com os potenciais gravitacionals poclemos
achar as conexdes e resolver a equacio da geodésica, encontrando assim um referencial
inercial ou referencial em queda livre. Neste referencial a forma como sao escritas as leis
da Fisica sdo as mesmas da Relatividade Especial.

O leitor pode se questionar se o Principio de Mach é valido na Relatividade Geral.
Fxiste um grande nimero de tentativas de incorporar-se o Principio na Relatividade Geral,
como por exeniplo em [83], em que o autor sustenta que o espago-tempo de Minkowski é
Machiano. Por um lado, é sabido que a Relatividade Geral admite solugdes nao Machianas,
tais como, por exemplo, a solucdo de Godel [86], mas esta tem o problema fundamental de

apresentar curvas do tipo tempo fechadas. O comportamento nao Machiano deste modelo
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reside em que hd rotacio da matéria mesno relativa ao referencial inercial local. Um
avanco no nmodelo cosmolédgico de Godel é o modelo de Ozsvath-Schiicking [87]. que admite
constante cosmoldgica nio nula. Este modelo ndo apresenta o problema das curvas do tipo
tempo fechadas pois admite uma foliagde por uma seqiiéncia de hipersuperficies do tipo
espaco, Porén apreseitta o mesmo comportamento ndo Machiano. Ademais, estes modelos
sao geralmente desconsiderados por estarem em desacordo com a expansao observada do
universo, pois que eles sao estiticos. Concluimos que o Principio de Mach ndo é satisfeito
nestas solucoes das equacoes de Einstemn.

Ainda hoje é uma questio controversa dar um singificado preciso ao Principio de Mach
e se a Relatividade Geral inclui o Principio de Mach on se precisa ser modificada para ser
consistente com ele. Mesmo assin hd um consenso que o arrasto de referenciais inerciats
por massas girantes, predita pela Relatividade Geral, é um efeito Machiano. O primeiro
autor a fazer os cdlculos de tais efeitos, sugeridos por Einstein numa carta a Mach de 1913,
foi Thirring [88]. Usando-se do limite de campos fracos das equagoes de Einstem, este
autor encontrou que una casca esférica girando lentamente pode arrastar os referenciais
inerciais dentro dela. Ainda estudando cascas esféricas girantes, Brill e Cohen e também
Orwig encontram esses efeitos de arrasto [89]. O Pendulo de Foucault € um mstrumento
til para entender-se o arrasto de referenciais inerciais de que temos falado [82]. Os
tinicos pontos da Terra que nao tém movimento de rotagao com relagao as estrelas fixas
sdo 0s polos. Portanto € sabido que exatamente sobre os pélos a precessao, relativa a um
observador situado préximo do pélo e fixo na Terra, do plano de oscilagao de um péndulo,
alcanca seu valor méaxino: para este ohservador, o plano de oscilagao da uma volta a cada
vinte e quatro horas. De acordo com Newton, dirla-se que o plano de oscilagao do péndulo
estsd fixo em relacio ao Espaco Absoluto ¢ que é a Terra que esta girando abaixo deste e
POT 1880 O obser\fédor fixo na Terra vé o plano de oscilagao do péndulo precessando. Mas
seguidores das idéias de Mach sustentariam que o movimento do plano de oscila¢ao do
péndulo é completamente determinado por toda a massa do universo, incluindo. é claro,
a Terra. Pode-se agora supor um gedanken experiment: suponha que exista apenas a
Terra no universo. Neste caso a (nica massa determinante das propriedades inerciais do
péndulo seria a da propria Terra. Assimn, 0 plano de oscilacdo do péndulo deveria estar

em repouso em relacao & Terra, esteja ela girando ou nao (alids esta é wma questao que se
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poe no contexto das idéias de Mach: pode uma massa que esteja sozinha no universo ter
movimento, de rotacdo ou qualquer que seja?). Ao contrario, para Newton nada mudaria
na situacdo em que a Terra estd sozinha no universo: o péndulo continuara a estar em
repouso com respeito ao Espago Absoluto e a Terra estaria girando abaixo deste. Ao
introduzir-se de volta, gradualmente, toda a massa restante no universo, estas cada vez
mais influiriam nas propriedades inerciais do péndulo, superando pouco a pouco o “poder
de influéncia” da Terra. Mas repare que este “poder de influéncia” da Terra jamats
desaparece por completo. Conciuimos assim que a Terra deve estar arrastando consigo
os referencials inercials a sua volta, segundo Mach, por menor que seja esta influéncia em
comparacio com a influéncia de todas as outras massas do universo. Estd-se tentando
medir estes efeitos atualmente, mas ainda sem resultados definitivos [83].

Do ponto de vista experimental existem algumas tentativas de se elucidar estas guestoes.
Ser4 que a presenca de grandes massas proximas afeta as leis de movimento? Porque se
Mach estiver certo entdo uma grande massa poderia produzir pequenas mudangas nas
forcas inerciais observadas a sua volta, enquanto que se Newton estiver certo, tais efeitos
muca ocorreriam. Cocconi e Salpeter [90] fazenl notar que existem grandes massas a0
nosso redor e que é possivel realizar-se experimentos para testar se estas massas afetam
a inércia de pequenos corpos na Terra. Hughes, Robinson e Beltran-Lopez 191] real-
izam uma extensa série de medidas com o propésito de testar o Principio de Mach. De
acordo com Mach efeitos inerciais sao devidos & distribuicdo de massas 1o universo: desta
maneira deveria ser detectavel wma pequena anisotropia nestes efeitos inerciais devida a
distribuicao das massas em nossa galaxia. O micleo de Litio 7. L1 " 1no estado fundamental,
ten1 um spin de 3/2. de forma que na presenga de um campo magnético os quatro nivelis
de energia se espacam igualmente e as linhas espectrais do nicleo de Litio teriam assim
wn dnico pico pronunciado se as leis da Fisica Nuclear forem invariantes sob rotagoes.
Mas se a inércia apresentar alguma anisotropia, como sugerido pelo Principio de Mach,
entdo apareceriam espagamentos desiguais entre os niveis de energia do ntcleo de litio e
as linhas espectrais apresentariam trés picos diferentes. Os resultados dos experimentos
foram em direcio oposta ao que diz o Principio de Mach, mas mesmo assim alguns au-
tores sustentam que isso nao contradiz o principio, porque as forgas nucleares exibiriain

também esta anisotropia e esperaria-se encontrar mesmo estes resultados nulos”. Em
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outras palavras, ambos o sistema medido € o aparato experimental seriam afetados da
mesma forma pelo Principio de Mach. A seguir vamos discutir algumas questoes similares
a estas, mas num espaco-tempo plano, utilizando-nos de resultados recentes acerca da
definicio de um vdcuo girante. Trataremos de um sistema quéantico de dois niveis em in-
teracdo com um campo escalar quantizado num espago-tempo plano, ou seja, na ausencia
de matéria. |

Pode-ge perguntar qual o significado do Principio de Mach na auséncia de matéria,
ou até mesimio como formular o principio em tal situagdo. Devemos ter em mente que
o Principio de Mach, da maneira como foi formulado por ele e por outros, nao leva em
conta a possibilidade de que o espago pode estar preenchido por campos, e sua propria
formulacio num contexto mais moderno nao estd clara ainda. No contexto da Teorla
Quantica de Campos sio os campos que sao considerados como as entidades fundamentais,
de tal forma que eles constituem o conteido fisico do espago. Considera-se comumente
que os campos quanticos das particulas elementares ocupam todo o espago-tempo e, de
fato, a matéria pode ser considerada como uma pequena perturbagao dos campos. Como,
entio, deve ser formulado o Principio de Mach admitindo que os campos preenchem o
espaco? Quando pensamos na quantizacio de campos, imediatamente vem a mente o
espaco de Fock dos possiveis estados que o campo pode ocupar; como na Fisica Classica
diz-se. segundo Mach, que o que determina as propriedades inerciais dos corpos é toda a
distribuicio de matéria no universo, podemos nos perguntar: em que sentido a escolha de
mn estado de um campo quantico pode determinar um estado de movimento? Como um
caso particular, até que ponto a escolha de um wdcuo quantico determina quais $erao o8
referenciais inerciais? NAao é nossa intencao ir nesta direcdo, mas apenas apresentar um
sistema quantizado em que se pode levantar perguntas relacionadas com as de \Mach a
respeito do experimento do balde de Newtoun.

A seguir, vamos nos utilizar de alguns resultados obtidos na ultima secao e explorar
a analogia entre o sistema campo escalar/detector de Unruh-DeWitt estudado 14 e o
experimento do balde de Newton. Nao apresentamos aqul nenhum resultacdoe novo, mas
por comodidade do leitor repetiremos algunias expressoes obtidas no Gltimo capititlo e

vaios manter a mesma notacgao.

O fato de que é possivel definir um vécuo quantico girante diferente do vacuo de
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Minkowski foi provado em [63, 65| e também no ultimo capitulo. Nestes frabalhos wm
campo escalar é quantizado nos referenciais inercial e girante, cujas coordenadas sao
relacionadas pelas transformacdes de coordenadas de Trocheries-Takeno. Em [65] foi
usado o limite de baixas velocidades mas em [63] uma solugao geral e exata da equagao
de Wlein-Gordon no referencial girante foi encontrada e a construcao do espaco de Fock
dos estados do canipo para o observador girante foi implementada. Utilizando-se dos
modos solucdes da equacao de Klein-Gordon nos referenciais inercial e girante, pode-se
comparar as dnas quantizacbes por meio das transformagoes de Bogolubov. O célculo
dos coeficientes de Bogolubov J;; entre os modos inerciais e girantes dd wm resultado nao
nulo, o que implica que, para um observador girante, o vacuo de Minkowski é visto como
um estado de muitas particulas de Trocheries-Takeno. Este é o resultado principal da
quantizacio candnica do campo escalar efetuada no referencial girante levando em conta
as transformacoes de Trocheries-Takeno.

Por outro lado, estudamos também no ultimo capitule a interagao entre o campo
escalar e o detector de Unruh-DeWitt, que ¢ um modelo de detecior sensivel as flutuagoes
do vacuo. Estndamos 14 a resposta do detector nos dois casos de interesse no preseute
coutexto da (ompalagao com a experiéncia do balde de Newton: primeiro. o detector
girante 111te1ag1ndo com o campo no vacuo de Minkowski. &4 qual chamamios Ru segundo,
o detector inercial interagindo com o campo no vacuo de Trocheries-Takeno. a cuja taxa
de excitagao chamamos de ’Rm R(z Réf). Explicamos no ltimo capitulo o porqueé da
nornalizacdo (subtracao) da taxa de excitagao nesta situagao. Uma pergunta que surge
de toda a discussio acima é: serdo os valores destas duas taxas ignais? Tendo em mente
a analogia com o experimento do balde de Newton, esta pergunta & analoga a: “Serd
a forma da dgua no balde a mesma. tanto faz se pusermos o balde ou todo o resto do
wiiverso para girar, mantendo o outro fixo?”

Passemos imediatamente a considerar os resultacos obtidos no tltimo capitulo acerca
da interacao entre o campo escalar e o detector de Unrubh-DeWitt. A taxa de excitagao

deste modelo de detector é dada por:
R{E) = / CdAte TEAGE (o), (1.58)

em que At =t —t', E > 0 é a diferenca entre as energias dos estados excitado e funda-
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mental do detector e G (x, 2’} é a funcio de Wightman de fregiiéncia positiva calculada
- a0 longo da trajetéria do detector. A fungio de Wightman de freqiiéncia positiva é dada
por:

Gz, a") = (0lg{z)o(x")]0) , (4.59)

onde |0) é um estado de vdcuo do campo.
Na primeira situacio de interesse, onde o detector estd num movimento circular uni-

forme e o campo se encontra no vicuo de Minkowski, encontramos a seguinte taxa de

excitacao:
RUNE,Ry) = 2r2[ dqj dk N2 J2 (qRy)
x (E _ E;sthRO + wcoshQRu) . (4.60)
0

No contexto da experiéncia do balde de Newton a situacio acima seria analoga a colocar
o balde para girar com relacao as estrelus fizes; repare que o fato de que RE{P(E JRo)#0
traduziria-se 14 como dgua com superficie com forma parabolice.

A segunda situacdo de interesse toma em comta que é possivel preparar o campo
no estado de vacuo de Trocheries-Takeno e que o detector segue uma linha de universo
inercial. Ja levando em consideracio a normalizacdo explicada no ltimo capitulo para a

taxa de excitacio no presente caso, ficamos com a taxa de excitagao normalizada:

RV(E Ry, = RY — R}
P /Dodq/ di: N2 T2 (qRy) X

=020

[5 (E _ (u;S)RU _ J’:) Snh(20Ry) — (mQ — w) c.osh(QQRo))
()

— (E - ;—? sinh QR + qJCO%hDRO)] . (461)

0

Voltando & analogia com o experimento do balde de Newton e com as perguntas
de Mach a tal repeito, esta tltima situagao é andloga a “colocar o resto do universo
para gitar” enquanto se mantém o balde fixo. O fato de que R&{)(E, Ry) # 0 traduz-se
novamente como dgua com superficie com forma parabdlica, mas repare que 0 fato de

que RY(E.Ry) # RUM(E.Ry) significa que num nivel quantico estas duas situagoes sao
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diferentes, apesar de nao podermos concluir nada no nivel classico, sendo possivel que a
conjectura de Mach a respeito do experimento do balde seja verdadeira.

Como as equacoes {4.60) e (4.61) nao sdo iguails concluimos que colocar o detector
numa trajetéria circular com o campo no vacuo de Minkowski ndo ¢ uma situagio equi-
valente a manté-lo inercial e interagindo com o campo no vécuo de Trocheries-Takeno.
Mostramos desta forma que, levando em conta as transformagées de Trocheries-Takeno
entre um referencial inercial e outro girante, um anélogo quantico do Principio de Mach

nao é valido num espaco-tempo plano.



Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese abordamos diferentes aspectos de Teoria Quantica de Campos todos relactona-
dos com situacdes ndo usuais, a saber, perda de invaridncia translacional espacial, perda
de invaridncia translacional temporal e finalmente quantizacao em referencials nao iner-
ciais. No primeiro capitulo investigamos aspectos da interacao de campos guantizados
com diferentes tipos de estruturas classicas. A modificacao das fhutuagoes do vacuo cau-
sada por estas estruturas leva ao aparecimento de uma energia conhecida na literatura
como energia cle Casimir. No primeiro trabalho estudamos quais modificagoes se obser-
vam quando trocamos as tradicionais condicdes de Dirichlet para o campo escalar por
fronteiras que nupdem outros tipos de restricoes ao campo. Os tipos de fronteiras agui
estudacos sdo una aproximacao nais realista de materiais com os quais o campo interage
1o que toca & penetrabilidade dos modos de mais alta freqiiencia, pois espera-se que estes
sejam atenuados sé depois de terem penetrado dentro do material. No segundo trabalho
voltamos ao caso de fronteiras duras. As condicoes de contorno gue usamos de fluxo nulo
para o campo fermionico foram ditadas pelo modelo do MIT para hédrons, o modelo de
bag. Neste niodelo a premissa é gue o campo esteja confinado a uma sub-regiao do espaco,
tendo valor nulo fora desta. Nosgso concernimento agui foi com o método de regulanzacao
empregaco, e encontramos que o valor da energia de Casimir regularizada através da
continuacio analitica é finita para qualquer ntimero de dimensées do espago-tempo. Isso
significa que o procedimento de regularizagao ja funciona como wma renormalizacao.
Uma continuacéo natural do primeiro trabalho e que estaria ainda mais de acordo
comt a atenuacao dos modos de alta fregiiéncia é considerar a Interagao com um potencial

(ue seja transparente para estes mas ¢ue a0 mesmo tempo conline os modos de baixa
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fregiiéneia. De fato, nm condutor para o campo eletromagnético sé exibe a propriedade
de condutividade para freqiiéncias até sua freqiiéncia de plasma, dada em funcao da
distancia interatomica do material de que é feito. Para comprimentos de onda menores
que o determinado pela freqiiéncia de plasma, espera-se que os modos do campo nao
sintam a presenca do material. Isto pode ser alcancado considerando-se a interagao com
um potencial que apresente um conjunto de estados ligados para auto-freqiéncias menores
que um determinado valor, e que acima deste apresente um espectro continuo.

No segundo capitulo abordamos um aspecto diferente da Teoria Quantica de Campos,
asaber, a producio de particulas escalares devida a variagbes nas propriedades métricas do
espaco-tempo entre dois limites: inicialmente (t — —oc) um campo escalar é quantizado
no espago-tempo gerado por wina corda cdsmica com momento angular, e na situagao
final (t — o) 0 éampo é quantizado no espago-tempo gerado por uma corda cosmica
com momento angular zero. Pelo fato de estarmos trabalhando na representacao de
Heisenberg, uma vez escolhido o estado do campo como o estado de vécuo no infinito
passado, ele permanecera neste estado durante toda a evolugao que se segue, mas o0s
operadores, especificamente o operador energia dado em termos do operador numero de
particulas, é que evoluem no tempo. No infimito futuro encontra-se uma quantizacao
que nao é equifalente 2 do infinito passado, o que foi demonstrado pelo cédlculo dos
coeficientes de Bogolubov. Isto implica que os operadores e todo o espago de Hilbert dos
estados 110 infinito futuro sio diferentes daqueles no infinito passado. Consequentemente
o operador nimero de partfculas no infinito futuro da um valor esperaco diferente de zero
quando calculado no estado de véacuo relativo ao infinito passado, ou seja, ha produgao
de particulas e por conseguinte, de energia.

Uma outra continuacio deste traballio, além da apontada no final do capitulo. € for-
mular a lei de conservacio de energia, ou seja, mostrar se ha um balango de energia entre
a energia total das particulas criadas e a energia associada a perda do momento angular
pela, corda. Isto pode ser alcangado.comparando-se o valor esperado no vécuo do ten-
sor energla-momnlento do campo Niassive 10s espacos-tempos da corda girante e da corda
estatica.

No tltimo capitulo, comparamos a quantizacio candnica de um campo escalar sem

massa efetuada por um observador inercial aquela implementada por um observador nao
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inercial girante. Ao invés de usarmos transformagoes nao relativisticas para comparar me-
didas nos dois referenciais, utilizamos as transformacées de Trocheries-Takeno. A guan-
tizacao canodnica no referencial girante é implementada seguindo-se os seguintes passos:
(1) uma solugao exata da equacio de Klein-Gordon € encontrada; (ii) uma expansao de
Fourier para o operador de campo utilizando este conjunto completo de modos é obtida;
(ii1) por 1ltimo os coeficientes de Bogolubov entre os modos inerciais e girantes sao calcu-
lados. mostrando que o observador girante define um estado de vicuo e, conseqientemente
todo o espaco de Hilbert, unitariamente nao equivalente a aquele definido por observadores
inerciais. Finalmente, introduzindo um detector de Unruh-DeWitt, analisamos a fun¢ac
resposta deste em diferentes situacoes, a saber, percorrendo linhas de universo inerclais
ou girante, interagindo com o campo preparacdo no vacuo de Minkowski ou no vicuo de
Trocheries-Takeno. O estudo dessas quatro situagdes nos permitin formular um analogo
quantico da experiéncia do balde de Newton. As relagdes com o prineipio de Mach também
foram discutidas. A continuacdo natural destes trabalhos seria wm maior entendimento
do vacno girante, isto é, vicno de Trocheries-Takeno. Célculos do valor esperado no vacuo
de Trocleries-Takeno do tensor energia-momento renormalizado associado a um campo

escalar apontam nessa diregao.
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