N

TESE DE
DOUTORADO

Aspectos algébricos e geométricos
dos modelos de Toda

GUILLERMO SANTIAGO CuBA CASTILLO

CENTRO BRASILEIRO DE PEsQuUisas Fisicas-CBPEF
R10 DE JANEIRO, SETEMBRO DE 2000



Dedicatoria

a Pamela Cristing, aos meus pais, irmaos e amigos



Agradecimentos

Ao povo Brasileiro.
Ao CNPq, pela bolsa concedida.
A Roman Paunov, meu orientador.

Aos profesores que contribuiram a minha formagio académica, tanto no CBPF como em

outras instituigdes.

Aos meus amigos, e conhecidos que fizeram agradavel a estadia no CBPF.

il



Resumo

Estudamos a relago entre o formalismo grupo-algébrico e a simetria de vestimento
para as solugdes soliténicas da teoria de campo de Toda A em dimensdo 1+ 1. Sélitons
nos modelos de Toda afim t&m sido encontrados originalmente por Olive, Turok e Un-
derwood. Monossélitons sdo criados por exponenciais de elementos que ad-diagonalizam
a subdlgebra principal de Heisenberg. Alternativamente Babelon e Bernard exploraram
a simetria vestimento para reproduzir as expressdes conhecidas para as funcdes tau fun-
damentais no modelo sine-Gordon. Nesta tese mostramos a equivaléncia entre estes dois

métodos para construir sélitons nos modelos A,(,,l) Toda.

Estudando a geometria Riemanniana interna das superficies de curvatura escalar cons-
tante negativa, obtemos um mapa natural entre as equactes de Liouville e sine-Gordon.
Considerando imersdes isométricas no plano de Lobachevski, obtemos uma expressio uni-
forme para a solugdo geral (localmente definida) de ambas as equagées. Provamos que hé
uma transformacio de Lie-Bicklund que mapeia Liouville em sine~-Gordon e vice-versa.

Derivamos também uma auto-transformacio de Bécklund para a equacio de Liouville.

i



Abstract

We study the relation between the group-algebraic approach and the dressing symme-
try one to the soliton solutions of the AL’ Toda field theory in 141 dimensions. Originally
solitons in the affine Toda models has been found by Olive, Turck and Underwood. Single
solitons are created by exponentials of elements which ad—diagonalize the principal Hei-
senberg subalgebra. Alternatively Babelon and Bernard exploited the dressing symmetry
to reproduce the known expressions for the fundamental tau functions in the sine-Gordon
model. We show the equivalence between these two methods to construct solitons in the
A Toda models.

By studying the ¢nternal Riemannian geometry of the surfaces of constant negative
scalar curvature, we obtain a natural map between the Liouville, and the sine-Gordon
equations. Considering isometric immersions into the Lobachevskian plane, we obtain
an uniform expression for the general {locally defined) solution of both the equations.
We prove that there is a Lie-Bécklund transformation interpolating between Liouville
and sine-Gordon. We also derive an auto-Bicklund Transformation for the Liouville

equation.
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Introducao

Solucdes localiziveis exatas de uma teoria relativistica do campo com energia finita sao
conhecidas na literatura dependendo da dimensio do espago—tempo como sélitons (kinks)
ou monopolos [1}. Tais solugdes tém um papel importante, j4 que elas sio interpretadas
como novas particulas que aparecem no espectro da teoria. Como foi discutido em 1, 2],
as particulas que correspondem aos sélitons (ou aos monopolos) sio de natureza nio
perturbativa. (Gieralmente, os sélitons (monopoles) sdo caracterizados também por cargas
topolégicas nao triviais. Isto fornece uma conexao entre a teoria do campo e a geometria
[3]. Existe [4] uma dualidade notavel que relaciona o modelo sine-Gordon com o modelo
massivo de Thirring. Sob esta transformacio de dualidade as particulas perturbativas
sao mapeadas em solitons e vice versa. A dualidade troca também correntes de Noether
com as correntes topolégicas. Recentemente [5], Seiberg ¢ Witten mostraram que existem

teorias de campo supersimetricas em quatro dimensdes as quais exibem dualidade exata.

No contexto do método de espalhamento inverso (MET) [6] é requerido que as equagdes
soliténicas admitam uma representa¢ao de Lax ou de curvatura zero. Esta representacio
garante que o espectro do operador de Lax seja constante no tempo. A idéia principal
do MEI é considerar a evolugao temporal como uma evolugao dos dados de espalhamento
do operador Lax correspondente. Em vista da condi¢do de curvatura zero, as equagdes
do movimento para os dados de espalhamento associados podem ser encontradas expli-
citamente. No contexto do MEI, os sélitons correspondem a potenciais sem refiexio.
Impondo-se esta condigao, a transformagio espectral inversa reduz-se a um sistema linear
algébrico. A integrabilidade (no sentido de Liouville) assegura também que a interacao

entre um séliton e outro seja eldstica. Esta intrigante propriedade sobrevive a quanti-



zagao e € usada para calcular exatamente as matrizes S quanticas para vdrios modelos

integraveis [7].

A propagacio das ondas em redes unidimensionais com interacido exponencial entre os
vizinhos mais préximos foi estudada por Toda [8]. Nesta tese estudamos também solugoes
soliténicas exatas. Asequagdes da rede de Toda admitem uma teoria de campo analoga em
14-1 dimensdes [9] a qual exibe tanto integrabilidade quanto relagio com as 4lgebras de Lie.
Devido & iltima seqiiéncia de trabalhos, tornou-se claro que as matrizes (generalizadas)
de Cartan podem ser usadas para construir interagdes exponenciais integraveis em duas
dimensées. Mostrou-se também que as equacdes do campo admitem uma representagio de
curvatura zero da conexdo de Lax, cujas componentes pertencem a certa dlgebra de Lie.
Uma relagfio profunda entre hierarquias integraveis e as dlgebras de Kac-Moody (ou afim)
Lie dlgebras [10] foi esclarecida por Drinfeld e Sokolov {11]. No tltimo artigo foi também
explicada a importéncia das subdlgebras de Heisenberg e das graduagdes relacionadas a

elas para construir equages de evolugio integriveis [12, 13].

Solugdes soliténicas do modelo sine-Gordon sio conhecidas desde os primeros dias do
MEI [6]. Solugdes N-solitdnicas nos modelos AY) Toda sio encontradas usando o método
de Hirota em [14]. Tornou-se também claro que os observaveis fisicos, quando avaliados
nos sélitons, assumem quantidades reais finitas para valores imagindrios da constante
de acoplamento. Estes resultados foram estendidos usando métodos grupo-algébricos
[15, 16], os quais fornecem também uma ponte entre os modelos integriveis e as dlgebras
de Kac-Moody. Em particular, as funcdes tau soliténicas que correspondem a um estado

de peso maximal |A > da &lgebra de Lie afim admitem a representacio

=< AIH(1+X='F"(N=-))IA> (1)

i=1
onde ®; ¢ a solugao do vicuo, X; sio fatores numeéricos dependendo exponencialmente das
coordenadas do cone de luz e F™ s3o elementos da 4lgebra de Lie afim que diagonalizam
a a¢io adjunta da subdlgebra principal de Heisenberg (para detalhes veja {10, 15]) e N
¢ o ntimero de sélitons. A express@io acima € analoga & representacio obtida pelo grupo
de Kyoto {17] para a fun¢io tau da hierarquia KP. Os modelos integriveis possuem a

simetria de vestimento [18]. O grupo de vestimento age através transformacgdes de calibre

2



sobre a conexdo de Lax preservando sua forma. Uma propriedade importante da simetria
de vestimento é que esta é um grupo de Lie-Poisson. As aplicactes desta simetria as
teorias de campo de Toda foram feitas em [19]. Usando a simetria vestimento, se obtém
uma expressao alternativa para as funcdes tau soliténicas

TA((I’)
TA (‘I’@)

=< AlgZ'(z¥, 27 ).g4(z¥, 27)|A > (2)

onde g e g, sdo elementos triangulares do grupo afim que geram sélitons do vécuo.
Babelon ¢ Bernard demonstraram que as expressdes (1) e (2) sio equivalentes, a0 menos
para sélitons do modelo sine-Gordon afim. No trabalho [21] os autores obtém expressoes
explicitas para os elementos g, (2). Nesta tese, usando os resultados de [21], mostramos
que a representacdo mediante operador de vértice das fungdes tau (1) que correspondem
as respresentacdes fundamentais da dlgebra de Lie afim é uma consegiiéncia da CXPressao

do grupo de vestimento (2) para sélitons arbitrarios A Toda.

Até aqui temos tratado os aspectos algébricos de algums modelos, mais como é canheci-
do na fisica tedrica, o fato de se ter uma realiza¢do geométrica destes ajuda 3 compreensdo
e talvez uma solucao exata dos mesmos. Um exemplo disto sdo os campos de Yang-Mills
(YM), os quais se descobriu ter uma interpretagio geométrica bem definida: eles definem
uma conexdo no “fibrado principal”. Desta maneira o campo de YM encontra seu lugar
natural junto acs campos de origem geométrica, como o campo eletromagnético (que é
um exemplo particular para a carga unidimensional) e o campo gravitacional de Einstein,

0 qual tem relagdo com o “fibrado tangente” da variedade de Riemann espago -temporal.

Um outro exemplo importante é dado na teoria das cordas: se mostra num contexto
classico que as equacoes de movimento destas, sdo equagdes de superficie minima num
espago bersalho de curvatura constante negativa com fronteira prescrita, sendo a acdo a
drea desta superficie. Pode-se demonstrar [40] que as equagoes de movimento escritas
num contexto geométrico revelam ser integraveis, j4 que podem ser escritas via um par
de Lax com um pardmetro espectral, podendo—se aplicar os métodos ja conhecidos para

resolvé-las como o MEL

Isto também acontece em particular com varias equagdes diferenciais parciais nao li-

neares em (1 + 1) dimensdes, como por exemplo: sine-Gordon, Liouville, Korteweg-de



Vries (KdV), Korteweg-de Vries modificada (mKdV), e ndo linear Schrédinger, os quais
encontram um grande numero de aplicagdes em fisica e mateméatica. Estes modelos exi-
bem estruturas matemdticas muito ricas por detras deles, tais como existéncia de pares
de Lax, mapas de Miura, transformagdes de Béicklund, niimero infinito de leis de conser-
vagao, estruturas bi-Hamiltonianas e possuem solucio exata pelo MEL Associadas a estas
equagoes existem as hierarquias integrdveis. Um exemplo bem conhecido disto é dado pela
hierarquia KdV, a qual é um conjunto infinito de equagOes néao lineares integraveis com

as propriedades citadas acima [41].

Estamos interessados no aspecto geométrico destes modelos e exploraremos algumas
das conseqiiéncias deste ponto de vista. Para isto, consideraremos o problema de imersio
de uma variedade Riemanniana em uma variedade de dimensdo maior (no trabalho [56]
Savaliev faz um tratamento geral disto). A variedade imersa (uma supeficie) é cons-
truida mediante equagGes diferenciais que sdo determinadas pelas tangentes e normais &
superficie: sdo as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci [50] [58]. Estas formam um conjun-
to sobredeterminado de equagdes, que devem cumprir condi¢des de integrabilidade para
ter uma solugdo. Quando falamos em integrabilidade, queremos dizer que as equacdes
de imersdo sdo equivalentes & condigdo de curvatura nula de certa conexdo (par de Lax).
Estas equagoes s@o, em geral, ndo-lineares e por isto mesmo dificeis de resolver. Algumas
imersoes especiais no espago tri-dimensional afim tem sido consideradas em [59] em re-
lagdo a geralizagdo Wj da gravitagio de Polyakov [55]. O par de Lax candnico do modelo
Ay, Toda foi derivado estudando-se a geometria extrinseca de superficies, as quais sdo

“quiralmente” imersas em CP™ [60].

A segunda parte desta tese é dedicada a um estudo dos modelos sine-Gordon e Liou-
ville. Ambas as equagdes foram obtidas no século passado estudando a geometria de
superficies em R® [50, 38]. O significado geométrico destas equagbes é similar, pois a
equagdo de Liouville descreve superficies de curvatura média constante [69] (superficies
minimais), aparece também quando se estudam imersdes em R® de superficies de curvatu-
ra escalar constante negativa que sio “localmente isométricas” ao plano le Lobachevski,
enquanto que a equacgao sine—-Gordon descreve superficies de curvatura escalar constante

negativa, imersas num espago R®. Na verdade, a equagio sine-Gordon forma parte de um



conjunto mais geral de sistemas integraveis devido a Bianchi, o qual descreve uma classe
de superficies hiperbdlicas, equivalentes via uma transformagio de calibre & equagio de
Frnst no contexto da relatividade geral. A equagio de sine-Gordon pode ser considerada
como proveniente de uma redugio do sistema de Bianchi correspondente a superficies de

curvatura constante negativa chamadas superficies pseudo—esféricas.

A importancia do modelo quintico de Liouville para a Fisica é motivado por sua relagio
com a Teoria de Cordas, Teoria do Campo Conforme em duas dimensdes e em Gravitacio
bidimensional [55]. A equagio cldssica de movimento de uma corda em um espaco bersalho
plano descreve uma superficie de cuvatura média constante. Fm contraste 3s equagoes
cldssicas de movimento, dentro da teoria quintica, a a¢do de Liouville aparece como umna
anomalia (Weyl) da integral de caminho de Polyakov apés integrar sobre a métrica da

“world sheet” no gauge conforme.

A equagdo sine-Gordon, e as relacionadas a ela (tais como sinh—Gordon, sine—Gordon
eliptica, sinh-Gordon eliptica) tém uma enorme variedade de usos em &reas muito di-
versas. Exemplos disso sfo: o estudo de superficies de curvatura constante negativa,
também chamadas de superficies integraveis [50] , que se remonta ao século 19; a Fisica
de Particulas Elementares [42]; Otica Quantica [42]; uniBes de Josephson {42]; excitacdes
nio lineares em Fisica da Materia Condensada [43]; estruturas de vértices em fluidos e
plasmas [44] e em conexdo com procesos de redugiio de integrais Abelianas sobre curvas
hiperelipticas a fung@es elipticas [45]. Em particular, ela representa um bom exemplo de
sistemas Hamiltonianos infinito dimensionais completamente integraveis com varidveis as-
sociadas de dngulo a¢8o no caso de dispersdo [6] . Além disso temos a redugio dimensional

das equagdes de YM auto-duais & equagdo (eliptica) de sine-Gordon [46].

Uma propriedade de todas as equagdes nio lineares integraveis é que elas tém transfor-
mada de Bicklund (TB). Historicamente, a origem das T'B reside na tentativa de extender
o trabalho pioneiro de Lie sobre transformagdes de contato. Lie salientou a questio da
existéncia de transformagdes para as quais a condi¢io de tangéncia de ordem superior é
uma condi¢do invariante. Bécklund estudou este problema independentemente, fazendo
contribui¢des importantes & teoria de transformagoes tangentes, mas além disso ele in-

troduziu uma segunda classe de transformacgGes de superficie, as quais, junto com suas



modernas extensdes, sio conhecidas como TB. As TB siio muito usadas na construgio de
solugdes de sistemas de equacdes niio lineares. Por exemplo, uma TB pode ser utiliza-
da para relacionar um sistema de equagles ndo lineares a uma equagio nao linear mais
simples, cuja solucio pode ser usada para construir solucdes do sistemna mais complicado
mediante uma TB. Ou uma TB pode relacionar diferentes solucoes de um mesmo ststema.
Quando isto acontece, entio é chamada de auto—transformada de Bécklund (auto-TB)
para este sistema e pode ser usada para construir solugdes complicadas do sisterna a par-
tir de solucdes simples. Assim pois, as TB nos dae um principio de superposicao para
equacdes nio lineares. Em particular, solugdes multisoliténicas podem ser geradas com
procedimentos puramente algébricos baseados no teorema de permutabilidade, que tem
sua origem no fato que as auto-TB dependem de um parimetro. A transformacao de
Bicklund para a equacio de sine—Gordon é associada com uma construgao geométrica

simples que pode ser visto em [53].

Foi notado por muitos autores a interrelagio entre as TB e a Representagao de Curva-
tura Nula (RCN) para os modelos integraveis. Esta relagao € estabelecida mediante uma
transformacio de calibre que relaciona diferentes TB’s e representa o grupo de calibre
(o chamado grupo de vestimento [68]) que estd dentro da estrutura da RCN e em geral

expressa a nio linearidade sobre um espago funcional infinito dimensional.

Na realidade pode—se mostrar que o MEI, as transformagdes de Bicklund, e a existéncia
de um ntmero infinito de leis de conservaciio, estio intimamente relacionados. Em [47]
se mostra que as TB podem ser reduzidas as equagdes fundamentais do método de espa-
Thamento inverso. Também se mostra que as leis de conservagéo sao obtidas de um jeito
simples partindo das equagdes do MEI escritas na forma de Ricati. Além disso, Lamb e
Scott, Chu e Mclaughlin [49] propoém um esquema para escrever as leis de conservagio

partindo das tranformadas de Béicklund.

Nesta tese consideramos a geometria Riemanniana interna de superficies de curvatura
escalar constante negativa R = —2 . E conhecido que fixando coordenadas conformes
sobre a superficie podemos derivar a equagao de Liouville, enquanto que nas coordenadas
geralizadas de Tschebysheff aparece a equagéo de sine-Gordon. Esta simples observacao

nos leva A conclusio de que deve existir (localmente) uma transformagio inversivel que



relaciona a equagio de Liouville com a equagdo de sine-Gordon. Esta relagio pode ser,
em principio, derivada solucionando a equacio de Laplace-Beltrami associada 3 métrica
de Tschebyscheff. Para dar espressdes explicitas consideraremos imersdes isométricas no
plano de Lobachevski (existe um teorema padrio que garante que tais imersdes sempre
existemn localmente e sdo fixados a menos de uma transformacio de isometria no plano de
Lobachevski). Estas imersdes produzem naturalmente solucdes das equacdes de Liouville
e sine-Gordon. Em coordenadas conformes recuperamos a famosa férmula de Liouville
62, 63]. Usando a RCN, mostramos que a imersdo isométrica mencionada anteriormente &
expressa em termos de uma solugdo especial do problema linear subjacente. Posteriormen-
te estudamos as transformacdes isométricas no plano de Lobachevski fixando coordenadas
conformes ¢ de Tschebyscheff sobre uma superficie de curvatura escalar negativa. Isto nos
fornece uma mudanca local de coordenadas dependentes do campo nio localmente (isto é
dependendo das derivadas do campo numa ordem arbitriria), a qual produz uma trans-
formagao de Lie-Bécklund entre as equagdes de Liouville e sine-Gordon. Em seguida

fazemos um estudo da imagem dos sélitons de sine-Gordon no plano de Lobachevski.

Finalmente mostramos que existe uma auto-TB para a equacio de Liouville que leva
uma solu¢io dela numa outra solugio da mesma equacio. Encontramos esta transfor-
magdo mediante um procedimento simples, usando para isto a simetria de vestimento que

atua sobre a conexio de Lax.

A tese esta dividida em duas partes, a primeira trata dos aspectos algébricos dos
s6litons nos modelos AY’ Toda, e inclui os treis primeiros capitulos. Na segunda parte
se estuda os aspectos geométricos das equactes de Liouville e sine-Gordon, e inclui os
capitulos restantes. A tese contém dois apéndices, o apéndice A se refere a um resumo
dos fatos basicos da teoria de dlgebras de Lie, e o apéndice B é dedicado & realizacio das

dlgebras de Lie em termos de osciladores harmdnicos.



Parte 1

Aspectos Algébricos



Capitulo 1

Solitons no modelo AS) Toda e as
transformacoes de vestimento

relacionadas

Sélitons nos modelos AS) de Toda foram encontrados por Hollowood [14] usando as
equagoes de Hirota. As solugdes fisicamente relevantes aparecem para valores imagindrios
da constante do acoplamento, ndo obstante os componentes do campo de Toda sio com-
plexos. Teorias de campo de Toda afins e suas solugdes soliténicas sao estudadas também
do ponto de vista do MEI [22]. As solugdes subjacentes de Jost [6] assim como os elemen-
tos da matriz da transigdo, perdem em general, suas propriedades de analiticidade. Um
fenémeno similar acontece quando se consideram os dados de dispersio relacionados a um
operador diferencial linear de ordem n > 3 {23] . Em [21] se desenvolve um método elegan-
te para calcular sélitons no modelo A" de Toda. Nesse trabalho se explora fortemente o
fato de que a conexdo de Lax pertence 3 3lgebra de Lie Al ) na graduacdo principal (para
um sumdrio das dlgebras de Lie, veja o apéndice A). As varidveis dinimicas que usamos
para descrever a dindmica do séliton, aparecem previamente no estudo das solucoes pe-
riddicas da equagdo KdV e as cadeias periédicas de Toda [24]. O mesmo procedimento
aplicado aos séliton de sine-Gordon, foi recentemente usado para calcular os fatores de

forma na teoria quéntica [25].



Para obter as equagdes AP de Toda, impomos a condi¢ado de curvatura zero
O+A- —0_A, +[A;,A]=0 (1.1a)
sobre a conexdo de Lax

A:l: = :I:Bi‘@—i—meiaﬁgi

9y = o (1.1b)

Ozr+

a qual pertence & algebra de lacos de Lie G = S’I(n +1); onde z¥ = z £ ¢ sdo as
coordenadas do cone de luz do espaco de Minkowski bidimensional (as nota¢des e os fatos
bdsicos da teoria de dlgebras de Lie sdo resumidos no apéndice A). Os elementos £, = £,

sdo geradores de grau +1 da subdlgebra principal de Heisenberg (A.7), (A.23)

Ex=X Y |p><p+kl (1.1c)
pGZn+1
e ¢ é uma matriz diagonal
o=1 > pE* (1.1d)
2.
1EZn+1

Os modelos A% de Toda tem uma extensio conformalmente invariante {26} conhecida
como modelo Conforme de Toda Afin A,. Este admite também uma representagdo de
curvatura zero (1.1a) para uma conexio da forma (1.1b) na &lgebra de Lie afim G =
sl(n+1) = A [10]. A slgebra de Lie afim andloga a (1.1d) é

& - &+nd+ ¢ (1.2)

2(n +1)

onde (ver o apéndice) d e & sdo a derivagdo e o elemento central respectivamente. As

equagles do modelo A, CAT sao

a+3_(p,- ES mzezﬂ(e%—wwl — 699571—90{)
34.3_17 = 0
a+3_(; = m2e?h Z eviTPitt

1€ n41

(1.3)
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A primeira das equages acima coincide com as equagoes Aﬂl) de Toda contanto que n = 0.
Como foi notado em [20], os sélitons do modelo de Toda afim aparecem apés ter imposto

a ultima restri¢do . Em tal caso (1.3) admite uma representagio bilinear de Hirota [14]

O.TO_T — 70, 0_Tp = mz(Tk_;_lTk_l — Tkz) (1.4a)
e = ke T (1.4b)
Te-1
g0 = H T (1.4¢)
kEZn.H_
onde
G =(n+1mPzte (1.4d)

O valor anterior do campo ¢ junto com ¢; = 0,k € Z,., corresponde 3 solugio do
vécuo do modelo CAT. O vicuo ALY de Toda é obtido ignorando o campo adicional €.
Em [21] se usa um procedimento alternativo para calcular os sélitons ALY de Toda. O
procedimento usado por nds usa os resultados do trabalho [27] onde diversas equacBes
soliténicas, incluindo a equac¢io sine-Gordon, foram estudadas. A dinimica dos sélitons

AV de Toda ¢ governada pelas seguintes equacdes algebricas

N . )

JJ e yritiw e(w" ;)

PR T o T ’ els;)

-

e(A) = exp{m{dzt + —/\—)} (1.5a)
N

e =[], keZun (1.5b)
el
J.._A

onde o inteiro N indica o nimero dos sélitons; uj,j =1, ..., N sio pardmetros (comple-

xos) relacionados s velocidades do séliton e r; s3o parimetros discretos que tomam valores
ndo nulos no grupo ciclico Z,4;. Estes dltimos sio conhecidos na literatura [14, 15, 16]
como “séliton species”. [28, 29]. A relagio entre os sélitons e os sistemas relativisticos
integriveis de N corpos foram estudados em detalhe (28, 29]. A fim de simplificar nossa
analise, somente sélitons com |u;| # |u;| (¢ # 7) serdo considerados. Determinadas so-
lugGes particulares que violam esta restrigio também sio conhecidas [30]. Notemos que

em contraste com [14, 15, 16], n6s estamos trabalhando com um valor real da constante
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de acoplamento. Isto quer dizer que as solucdes (1.5a), (1.5b) s@o os sélitons no sentido

algébrico.

Os grupos de transformagdes para equagdes soliténicas foram introduzidos em [17].
Aqui foram estudados com relagio ao problema subjacente de Riemann [31] e s@o conheci-
dos também como grupos de transformacées de vestimento. Nesta tese ndo comentaremos
as propriedades de Poisson—Lie [18, 19] dos grupos de vestimento. Para elementos do gru-
po de vestimento que crfam solu¢des monossolitonicas do vicuo no modelo sine-Gordon
este problema foi discutido em [32]. Acredita-se que os sélitons formam um conjunto
denso no espago das solu¢des. Entdo, demonstrando que os sélitons estdo na orbita do
vicuo com respeito ao grupo de vestimento, a soluciio da teoria classica, assim como a

quantica seria reduzida a um problema da teoria de representacio.

Para introduzir o grupo de transformacdes de vestimento nés recordamos primeira-
mente que a condi¢ao de curvatura zero (1.1a) pode ser escrita equivalentemente como a

condi¢ao de compatibilidade do sistema linear
(0 + AT =0 (1.6)

Impomos também a condigdo de normalizagdo T|,+—,-—o = 1. Um elemento do grupo
de vestimento ¢ representado por um par de elementos triangulares (g, (z),g (z)) do
grupo de lagos (ou afim) de Lie correspondente. Isto quer dizer que gi(z) = eelN+
onde H ¢ a subdlgebra de Cartan ¢ N, contém todos os elementos de grau positivo
(negativo). A gradagdo é introduzida pela derivagio d da lgebra de Lie afim (ou 4lgebra
dos lagos) (A.18), {A.19). O grupo de vestimento age nas componentes da conexio Lax

por transformagoes do calibre

Ay — A = —8,9297" + g1 Augy’ (1.72)
ou equivalentemente

T(z) = T(z)? = ga(z)T(z)g3"(0) (1.7b)

Os fatores independentes das coordenadas espago—temporais g;'(0) sao adicionados pa-

ra assegurar a condicdo de nmormalizagado T'|;+—,-_¢ = 1. As transformacdes de calibre
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sao requeridas também para preservar a forma da conexio Lax (1.1b). Conseqiientemen-
te, as transformagdes vestimento formam um grupo da simetria das equagdes do campo
correspondentes (1.3). Desde que os elementos do grupo g, e g. produzem o mesmo

resultado (1.7a), resulta que eles sio solugdes do problema de fatorizagio (ou problema

de Riemann—Hilbert)

9= (z)g+(z) = T(z)g-*(0)g+ ()T (z) (1.8)
Comparando (1.1b) com (1.7a), observamos que g, e g_ tem componentes opostas no
toro de Cartan e”. Conseqgilentemente, a solugio de (1.8) é Gnica. A multiplicacio no
grupo vestimento € a mesma que no grupo dos lagos [18, 19]. Em particular, 0 mapa

(9+,9-) — g 'g, ndo é um isomorfismo dos grupos de Lie.

Nos modelos CAT baseados em &lgebras de Lie simples arbitrrias, se associa uma

fungdo grupo-algébrica tau a cada vetor de peso maximal |A >
72 (@) =< Ale™?®|A > (1.9)

Suponhamos que uma solugio ¢ (1.2), (1.3) com 5 = 0 est4 relacionada & solugio de vicuo
o = m72$+$—é pela transformagédo de vestimento (gy,g_). A seguinte relagio [19, 20]

TA(‘I))
7a(¢o)

entre as fungoes tau das duas solugtes é valida. Em [20] observou-se que, apés fatorizar

=< Alg~!(z)g+(z)|A > (1.10)

a contribuicdo que pertence ao centro do grupo afim, podemos executar o célculo do

elemento g4 no grupo dos lagos correspondente:

9. (z) = e HRTDG, (z) (1.11)
onde g, considerado como elemento do grupo dos lagos, gera as solucdes ALY de Toda
® = 3> icn,,, wili >< 4| do vicuo @9 = 0. Recordamos que a identidade acima foi
estabelecida em [20] para a 4lgebra de Lie afim AlY = sl(2). Entretanto, é f4cil certificar-

se de que a prova pode facilmente ser generalizada para uma &lgebra de Lie afim arbitréria.

A representagao (1.5a), (1.5b) das solugdes N-solitonicas foram usadas em [21] para
calcular os elementos g (1.7a) que geram estas solugdes do vicuo. Resulta que os ele-

mentos do grupo de vestimento g fatoram-se em um produto de fatores monossolitdnicos
G = g+ (N)ge(N ~1)...9:(1) (1.12)
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onde

G (1) = X FI+R W) (1.13a)

Na expressio anterior, F;, K (F;) e P; sio matrizes diagonais de traco nulo

1
> fulk><kl P= 5 D Pulk ><E]

keZnin k€Znt1

Z Ky (F)|k >< k|

k€Zny

Do =Y =Yy Ki(F)=0 (1.13b)

kReZ it k€Zni1 k€Z i1

As quantidades K} (F;) obedecem as relactes

Ki(F) — Ken(F) = &%ﬂ (1.13¢)

as quais concordam com a propriedade de periodicidade K (F;) = K r+ns1{F;) desde que

F; tem trago nulo. Os elementos da 4dlgebra dos lagos W4 (i) sdo dados por:

Wali) = —K(F) + ) fuSk(u:)
k=1
St () = Bi () — By ()
(%)Iwki(ﬂ-ﬁ-l)

. 1 (I)i(n+1) o .
B (u) = + §+_"_“1_(.3)i(n+1) E :FZ_M_l_(A)i(nH)

12k Bi

il

)I—k

ki
¢Z ByeT S~ S (1.13d)

2k

Nas expressoes anteriores A é o pardmetro dos lagos {ou pardmetro espectral) (veja o
apéndice A). Note que os elementos B (1;), em contraste a S (y;), ndo estdo na algebra
de lagos sl (n 4+ 1). Devido & contrubui¢do da diagonal (A-dependente) com trago ndo

nulo, B (u;) esta na 4lgebra dos lagos gl (n+1). Tendo en conta o andlogo da lgebra
dos lagos (A.13) junto com {A.23) temos que

Shw) = + ) ww™ - —+Z— (1.14)

TEZ,‘.HL p>0 'u‘i
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Os elementos da subdlgebra de Cartan K (F}) (1.13b), (1.13c) podem também ser expan-

didos na base alternativa (A.13). Conseqiientemente, de (1.13d) ¢ as expansées anteriores,

obtemos
Z FiWE (1) (1.15a)
kZnt
onde
b1
1— —-rk Fr
We(w)=—-Y" (1—w;F'g +wf(1"°)zw%) (1.15b)
r=1 B p2l Hi
n 1— r(1—k)
W () = Z ————F‘" + w"1k) Z (1.15¢)
r=1 1- p<—1 #

Note que nem W#(y;) nem W?*(i;) contém contribuicdes que pertencem 2 subdlgebra

principal de Heisenberg. Além disso, as identidades

W () — W Zw’“ RbIEA (1.16)

ez %4

sao validas. A expressio acima junto com (1.15a)-(1.15¢) fornece uma sugestio de como
relacionar o formalismo do grupo de vestimento aos métodos grupo-algébricos, desenvol-
vida em [15, 16]. Esta relagio foi conjeturada para as hierarquias integriveis gerais que

admitem uma solu¢do de vicuo [13].

Até agora nos discutimos as propriedades dos fatores gu.(k) (1.12) que produzem mo-
nossolitons sem especificar sua relagao a solugaio N—soliténica (1.5a), (1.5b). Esta relacio
foi discutida detalhadamente em [21]. Aqui mencionamos somente 0s resultados. Primei-
ramente de tudo, mostrou-se que as matrizes diagonais f7, { = 1,..., N (1.13b) satisfazem
as identidades

.
Z WTE) (Pm(w Hit1) _w_rwfﬁ) Bi(Fit1) = brrpa(1 — ) x
k€Z it pkl(lulﬂ) Pr+ul i)

y H W41 — e Hit1 + €1q
- r
a4 Hi+1 ~ fo 3 W41 T €1q

< X (14 sy 0 L)) Al ) (1.172)

kEZn+1
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No sistema acima r é um parametro discreto que pertenge a Zy,4q; r; = 1,.. ., nindicam a
espécie do séliton (1.5a), (1.5b) relacionado ao séliton com pardmetro de rapides u; para
¢=1,..., N. Foi notado em [21] que (1.17a) é um sistema de equagoes algébricas que

determinan as variiveis
f
Bu(Fy) = "o (1.17b)

As quantidades Kx(F}) e fx que aparecem na definigio acima sio introduzidas por (1.13a)
e (1.13c). As fungGes py (1.17a) em A, a € Z,,y, [ = 1,..., N podem ser consideradas
como componentes de um vetor coluna n+ I-dimensional g(A). As seguintes relagies sio

validas

p(A) = DY) e (N)
pa(d) = DI a(N) (1.17c)

onde D1 () e DU-1D()) sdo matrizes de ordem (n + 1) x (n + 1)
D(Il_l)(A)D{Iml l)(A) =1.

Cujos elementos sdo dados por

- F) A — wlelu 7
Pl 1) A) — Y18 Fy {a—b)
ab ( ) (n + l)pbz_1(,u1) qegn:.n A— Wiy
- . A — w‘Ie_fbi ,'Ll
pl-11) A) = Pat-1 (1) L(e=b)
o = D@ 2 T Ao
i
= JI po-a(m)) (1.17d)
PELnt1
A primeira relagdo (1.17¢) junto com
A) = 1 (1.17¢)
Pio(A) = n+1 '

determina univocamente os vetores g(A). As componentes diagonais das matrizes sio
fixadas pelas equagdes [21]

Ka(Fio)+oiet _ Paca(k) (1.17f)
M
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Conseqiientemente, as equagdes (1.17a)-(1.17f) fornecem um método recursivo para obter
a expressio fatorizada (1.12) para um elemento do grupo de vestimento no grupo dos
lagos, 0s quais geram solugdes N—soliténicas (i.5a), (1.5b) do vdcuo. Em vista da relacio
(1.11) entre os elementos do grupo de vestimento no grupo afim € no grupo dos lacos, a
decomposicao (1.12) junto com as relagdes de recurréncia (1.17a)-(1.17f), terd um papel
crucial na obtencio da representagio de operador de vértice para a funcao tau solitdnica.
Notemos também que em vista de (1.13c), as quantidades Gy(F;) (1.17b) satisfazem a

relacio

o Fut _ Bi(F7) (1.18)

Br-1(F)
a qual se assemelha com (1.4b). Porém S, como se pode ver de (1.17a) e (1.17c), (1.17d),
em geral ndo satisfaz &s equagdes bilineares de Hirota (1.4a). Isto quer dizer que os campos

F; (1.13b) néo satisfazemn as equacdes ALY de Toda para valores arbitrdrios de [.

As componentes p,(A) dos vetores p(A) (1.17a), (1.17¢), (1.17d) satisferm 4s equacdes
diferenciais e algébricas que serdo importantes no que segue. Primeiramente de tudo,
combinando (1.17¢) com (1.17d), temos

?‘(G"—ﬂ) J— r ﬁfaf
A—wiy \ A—wiy WO(F)  paa(pu)

G, rEhny1

para qualquer @' € Z,.,. Da identidade anterior e da equagio (1.17d) deduzimos as

relagoes

d'inu) Part—1\ M) .u'l w" () ( pal()‘) Pai-1(A) )
e A oA o — 1.20
——d/\ ( )P 1( ) Z A= W i "ﬂ)@a(FZ) pal—l(.u'l) ( )

acZny1 a,r€lny1

Em vista de {1.17c), a seguinte representacio
pi(X) = DUID [ D053 (1.21a)

tem lugar. Diferenciando a identidade anterior com respeito a A e levando em conta que

po(A) (1.17e) ndo depende do pardmetro spectral, obtemos que
dp; 6 (5 d D(” Y
= ZD ———Naa(N) (1.21b)
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onde as matrizes DYY(X) para j > | sio dadas por

DU = D(jjﬁl)(,\)mp(iﬂl)(,\)
pi(A) = DIIN)p(N)
DY) = 1 (1.21¢)

>

Desde que DU-t) & o inverso de DU-1) podemos reescrever (1.21b) como segue

dps \\ _ . TIIIPAN- 3>
K(A)—“gp (A) o Aad) (1.21d)

introduzindo (1.20) na identidade acima obtemos

d Pi; 1 W@y ( Pai(A) Pai-1(A) )
—(A) =~ —— DT (A — 1.22
dA ( ) n+ 1 ; a Z ’\ - wr)u'l ka ( ) 'YIJBG(-FI) palfl(ﬂl) ( )

1aJ?rEZn+1

Este resultado serd usado num capitulo posterior para demonstrar a equivaléncia entre as

expressdes (1) e (2) para as fungdes tau N-solitdnicas.
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Capitulo 2

Representacao através de operadores

de vértice da solugao monossolitonica

Neste capitulo focalizaremos a atengdo na equivaléncia entre as representagdes (1) e (2)
para a solu¢do monossolitdnica das equagdes A, CAT. A existéncia de monossélitons,
isto €, ondas solitarias que propagam sem mudar sua forma, ndo é uma propriedade
exclusiva das equagdes de evolugdo integraveis. Como um contra exemplo, podemos citar
a existéncia da solugio chamada kink no modelo de ¢* em 1+ 1 dimensdes [1]. As solucdes
monossolitonicas das equacdes de Toda afim baseadas na 4lgebra de Lie arbitraria simples

também sio conhecidas [26, 36).

De acordo com (1.5a), (1.5b) a evolucdo de um tinico séliton é ditada pelas equacdes

ok — 1+ X;
1+ Xy
rk
e
X, =Y (1) (2.1)
¢ e(wp)
onde y ¢ um pardmetro relacionado & rapidez, r = 1,...,n é a “séliton species” e ¢ é

a constante que aparece no lado direito de (1.52). Das identidades acima segue que as

fun¢des tau correspondentes (1.4a), (1.4b) estao dadas por
Neste capitulo demonstraremos que as representagées (1) e (2) para as fungdes tau do
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monosséliton associadas is representagfes fundamentais da 4lgebra de Lie A s30 equi-
valentes. Denotemos por gy (u) os elementos do grupo de vestimento que geram a solugao
monossoliténica (2.1) do modelo AS de Toda a partir vécuo. Levando em conta (1.12) e

(1.13a) chegamos & expressao

G = 52T () = e (®) )

= Y @tk (2.3)

k€Zpni1

onde g 540 08 componentes do campo A de Toda e

We(®) = > eWh(u),

kEZn.H_

conforme (1.15a). As expresbes W.(u) foram introduzidos em (1.15b), (1.15¢c). No que

segue usaremos as representacoes

=k
2) =Y Wi ()
k=1

T () = W) — W () (2.4a)

n —rk r
k), o\ l-w f{ dA wA—p .
w. = —_— - FT{A 2.4b
P == S s T (2.4b)
onde
/\Pd/\
P _— 2
ZP SO ﬁ ominl N (2.4c)

Para calcular o elemento (2.3) na representagio fundamental (B.11), (B.13) da 4lgebra

de Lie afim AY introduzimos primeiramente a notagao

h(a) — e-—aW,(lI')_eaW_i_(@)

o0 i
) = %%h(o) (2.5a)
=0
i-1 -1
a(f—;;h(ﬂ) —W_ (@)a%mh(()) + %hm).mm) _
= i(”)k ' wr@wie) (2.5b)
k=0 k
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Usando-se (2.4a), (2.4b) e desde que a matriz (1.1d) é de traco nulo, podemos escrever

também

2 5 dh W' —
W (®) = L j{ : Fm(\ 2.6
; 1 —wr P\E§IHF 27I'ZA )\ -~ i ( ) ( )

onde introduzimos a transformada de Fourier discreta @, (¢x = @rins1) de acordo com

as expressoes

Z w o op = n—l—l (2.7a)

k€Znt1 r€nt1

Lembremos também a identidade

37 W) = (o 4 1)l (2.7b)
k€Zny1
onde 51.(3?“) ¢ o simbolo de Kronecker no grupo ciclico: este se anula para

i—j#0mod{n+1)eds™ =1sei—j=0mod(n+1).

Prosseguimos calculando explicitamente a expansdo de Taylor (2.5a). Primeiramente

de tudo, notamos que

R dA WA —p

- - Fr A =
Zl—w"ﬁ“QwiA A—u (A)

== G F(u) (2.8)
r=1

As identidades acima estao de acordo com (1.15a), (1.16). Para calcular as derivadas

superiores de h(a) (2.5a) observamos que devido a (B.6) temos

w. (‘I’)V"( = V()W

1 s(k+1) dX W'l — ©“. ., .
- — (f f ) s ALy v () =
”+1 @ =1 \is - Spiciu/ 2mid A —

_ 1 s(k+2){p (j{ f ) dX A—w" "y . (B (N4 () .
n -+ 1 w& — 1 Ai;"““ﬁ Ai<|l“ 27]'3)\ A - wr.u'

1 e wolhtl)

TRt 14— w1
=1

@svrﬂ(,u), k€Znpia (2-9)
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(1)

na representacio fundamental de A’ com peso maximal |Ax > (B.11)-(B.13). Usando a

identidade acima junto com (2.5b), é ficil provar indutivamente que

Jh
(0 Z HII’ @) yertta(y,) (2.10a)

81,...,8i=1 j=1
1 ws(k+1)("§s

n+1 w—1

1I’s(q)) = (2101’))

onde a dependéncia no pardmetro k € Z,y) que etiqueta as diferentes representacies
fundamentais da dlgebra de Lie afim, foi omisso. Substituindo o dltimo resultado na

expansdo de Taylor (2.5a), resulta que (2.3) é dada pela seguinte expressio intermedidria

G(u) = h(1) = Z Z Hw% ). Vo () (2.11)

=0 Bl,..,8y=1 j=1

A fim de escrever a parte direita da identidade acima numa forma mais conveniente,

recordemos que em vista de (B.3b) e (B.5), os operadores de vértice sdo periddicos,
V() = Vo), VOo(u) =1.

Esta observagio sugere-nos introduzir a dlgebra commutativa associativa 7 de dimensio
(complexa) n + 1. Esta é gerada pelos elementos V®, s € Zy,1;. A multiplicagdo x em F
¢ definida por

VTV =yt (2.12)

Devido & condicéo de periodicidade, o elemento V? = V™! ¢ a unidade de F. E importan-
te notar que (2.12) descreve os “fusion rules” de uma classe de teorias do campo conforme
racional [37]. Estas correspondem a uma teoria de um campo escalar sem massa livre em
duas dimensges o qual é compactificado no circulo com um valor racional do quadrado do

raio. A 4lgebra F pode ser dotada com uma forma simétrica bilinear invariante

<a,b>r = <ba>r
<a,bxc>r = <axbc>r
abec € F (2.13a)

a qual é fixada univocamente por
<V V> p= 80t (2.13b)
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A élgebra F junto com a forma bilinear acima € um exemplo de uma lgebra de Frbenius.
As 4lgebras de Frobenius e suas deformagdes aparecem no estudo da teoria topoldgica do
campo [38]. Vamos voltar para o problema de simplificar a expressio (2.11). Usando as

regras da multiplicacdo (2.12) podemos reescrever (2.11) na seguinte forma
§=Fep{-)_ V. (2)V'} (2.14)
s=1

onde o simbolo JF indica que o exponencial é feito na lgebra de Frébenius (2.12)-(2.13b).
Na expressao acima a dependéncia em p dos elementos V?, s = 1,...,n foi omitida.

Notemos que a transformagao de Fourier (2.7a) diagonaliza os “fusion rules” (2.12)

Vi Ve = WP iyp
VPV = (n+ 1)5Iye (2.15)

Substituindo a expressdo acima em (2.14) obtemos

1 " N
T = - i W (B) P
g o Z € vV
PEZnt1
1 - r
= — 3 wrnee®y (2.16a)
pir€hnti
Xp(q’) = —prs\lls(@), PE Ly (2'16b)
=1

devido & identidade (2.7b), as quantidades acima satisfem a restrigao
Y xp(®) =0 (2.17a)
PELn+1

Além disso, levando em conta (2.10b), obtemos as relacdes de recorréncia

Xp(®) — Xp+1(P) = Ppri+1 (2.17b)

onde k € Zn,; € o pardmetro de que etiqueta as n + 1 representagdes fundamentais
inequivalentes de AY’ (B.11), (B.13). Comparando (2.17a) e (2.17b) com a defini¢io
(1.42)-(1.4c) da funcao tau de Hirota, temos que
Tp+k(®)
1
(Hzez,,_H Tl(@)) nt
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Substituindo a expressio acima em (2.16a) e levando em conta (2.1) assim como a reali-

zagdo do operador de vértice da lgebra de Lie afim AP (B.5), (B.11), (B.8), concluimos

que
1 '
alu) = —or’ xp(&)yr —
pr€lnyy
_ 1 — Z (w—pr' +wp(r%r')+rkX0Fr(‘u’)) —
(n+ 1) HIEZ(H.H) Tlu+1 (®) pricta
1
= : (1+ (n+1)(w" — 1) XoF (1)) (2.19a)

HIEZ(",_HL) ‘rl"+1 (¢,)

Da, identidade acima, (1.10), (1.11) e (1.4c) derivamos a relagao

Tae(®) _
TA.&((I’O)

n—¢
e nt1

(A [G- () g+ (0)] Ax) =

I A+ (n+ 1){w" = DXoF (1)l Ax) =

Hlez(n+1) Tlnﬂ (@)
= (A |1+ (n+ (" = 1) X F" (1)) Ax) (2.19b)

Conseqiientemente, as representagdes (1) e (2) sdo equivalentes no caso monossoliténico.
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Capitulo 3

A funcao tau N-solitonica e os

operadores de vértice

A existéncia de solugdes N-soliténicas é uma propriedade peculiar das teorias de campo
integraveis. De um outro ponto de vista [29], as solugdes soliténicas fornecem uma relacio
entre classes de solugbes de equagdes diferenciais parciais, nao-lineares, integriveis com
determinados sistemas dindmicos com um nimero finito de graus de liberdade. Este
tltimos sdo conhecidos como sistemas integriveis de N-corpos (para uma revisdo, veja
(28]). As solugdes N-solitdnicas, nos limites “in” e “out”, resultam ser asintoticamente
uma superposi¢ao dos monosélitons separados no espago. Além disso, a transformacio
das varidveis “in” para as varijveis “out” é candnica. A funcio subjacente geradora desta
transformacao é conhecida como a matriz S classica [6]. Uma propriedade intrigante da
matriz S cldssica, é que ela é representada como uma soma de termos, cada um deles
representando a colisio de duas particulas. Sabe-se bem que a wltima propriedade admite
uma generalizacdo valida dentro da teoria quintica: a matriz S quéntica, que descreve a
colisao dos sélitons em um modelo quantico integrével, é dada por um produto de fatores
que descrevem a interacio de duas particulas [7]. As solu¢des N—soliténicas das teorias

de campo de Toda foram obtidas usando tanto o MEI [22], como o metodo de Hirota [39].

Recordemos que as solugdes algébricas N-soliténicas, (1.5a) e (1.5b), nos modelos A

de Toda sao geradas a partir do vicuo pelos elementos do grupo de vestimento, (1.12)-
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(1.15¢). Devido & expressiio fatorizada (1.12), podemos também escrever:

g = 970 =92"(1).. TNV EN) g () =
= (1) . Ad 9+1(1)( ( ) Ad(g (D). §THNV — 1)).(g(V)),
9(1) = §(3)3:(0). (3.1)
Na expressio acima, e no que segue, suporemos que os pardmetros u;, 1 = 1,...,N

correspondentes aos fatores (1.13a)-(1.13d), sdo radialmente ordenados, |ui| > |uo| >

. > |pun|- Em vista de (2.16a) e (2.16b), a construgio para o operador de vértice da
4lgebra de Lie afim, A% (B.5), (B.8), (B.11), para calcular (3.1) nas respresentagdes
fundamentais, primeiro temos que obter uma expressio para a agio adjunta de 94(%)
sobre os elementos da base alternativa (A.22). Para fazer isto, primeiramente notamos
que as matrizes diagonais (n 4 1) X {n+ 1) de traco nulo D = > kez,,, Aklk>< k| sdo
escritos na base alternativa (A.13), (A.15) como segue,

D= )" w'd,F; (3.2)

SEZ 41

onded,, 5 € Zpy1, éa transformag8o discreta de Fourier, (2.7a), dos elementos (diagonais)
de D. Notemos que Fj nao é um elemento da algebra de Lie A,,. Entretanto, desde que
D é de trago nulo, é claro que o coeficiente d que multiplica Fy desaparece. A expressio
acima pode ser considerada como um elemento da dlgebra de Lie classica A,, ou da dlgebra
afim AY). Levando en conta as relagbes de comutagio (A.21), junto com (A.23), é facil

mostrar que:

[F"(u), D] = : ] > i%—ﬂiﬁ‘g“, (3.3a)

de onde chegamos a:

oo i
1 k1
= ik Z il H wsjw d's,- F;+s1+...+81_ (3.3]3)

O lado direito da equagiio anterior tem a mesma forma que (2.11). Isto sugere usar

o procedimento desenvolvido no Apéndice B para escrever explicitamente (3.3b) como
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uma combinagao linear dos elementos da dlgebra afim. Com o intuito de fazermos isto,

primeiramente introduzimos a seguinte representaco (redutivel) da dlgebra F (2.12):
Ve ( FZ‘) — F]:_H,
78 € Zpy , ke (3.4)

Em completa analogia com a derivacio da expressio (2.14), concluimos que:

w? sk __
e PF(w)e” = Z ——}‘exp( Z wiw™ ~ 1) i d, V) (FY). (3.5)
kEZn+1 8€E&n41 i
Como no Apéndice B, diagonalizamos os operadores V' (3.4);
V(F?) = WPt F?
FP =) wPE] Fr o= > W E? (3.6)
r p

Combinando (3.5) com (3.6) obtemos:

r

T LT

n+l keZ H
PELnyr
1 wP(r—2) P eO4pt1 E?

‘-dp 8 p(r 3) k(n+1)+l .

nil Z ,uk g%k +p+17"Gp+1 Fk Z w e Z ﬂk(n+l)+l =
s 81523 o 1,p,s EZn41 kecZ
- L ST R 7
~ (n+1)2 edp+1 #- '
iLp.g,8 eZﬂ‘i‘l

Como consequéncia da identidade acima e (1.17f), obtemos:

e P UKFI+RI (8 )) = Z U (3) F*(w?X) (3.8a)

8,JCLn 41

onde K(F;) e P; sio matrizes diagonais de traco nulo (1.13b), e

U @) = MIZENG (),

Mr( ) Wt T wplr—e)
F.] i = L 3!
n+1 pEZ " Ppi(Hit1)
N;(z) = n4+1 Z WPl )ppt(”‘i-Fl) (3'8b)
pEZn+1
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No que segue necessitaremos também os comutadores (Wh(w), F *(A)], onde os elementos

da dlgebra afim W¥(u;) e F*()) sdo dados por (1.15b) e (2.4c) respectivamente. Usando
(A.21) com & = 1 temos que:

. 1 (1-w —TR) -Hw"(l—w’"(l L) N
[Wf(ﬂi)’F (/\) T 41 Z W) (s — w?A) Fris(a) +

1 (1— w""k),ui — w (1 — w1k )
Z (=) (s —w)

Fro(w ) —

v +1)
n + ]_ 2 Z (‘u _ w—r; 2 !{1301 Ilu’l.l > I’\I (398.)
Da expressao acima, (1.13b) e (1.15a) derivamos também o comutador

W@, F* ] = Y fus (W), FP (V)] =
k€Zn 4
. 1 - fm’ (ﬂz’ — W't
T n+1 p— 1—wr
_ f—sz‘ A
(m+1)2 (i —wer)2

P — A
r+5 A _ #’l Fr+s —1"/\ ) _
Bi — wiA F) Bi —wTTA @)

il > (A, € Zpq (3.9b)

onde £,; é entendido como a transformacédo discreta de Fourier (2.7a) de fi; , k € Zn,1.

Usando (3.9b) provamos indutivamente:

ad'W, (3) F*()) = ._ws,\z ( )x

i — wr1+...+rk+3A ) Fitendrits P
X Z ;"’1 — w—f'k+1r~...—f'(/\ H¢rP‘ F (w A) +

Flyee,rr=1 p=1

-1
Au'zﬂ'z—’\ -1
X
+(n+1 ’)\Z ( k )

=0

il

Aw TR ~Ti-1 R
Z (I‘l’l — w—‘."k+1—-...-1"1_1 A)(“z —_ wr1+...+r;€+3A) . f—"l"l...—'l"i—l—si

FiyegTi—12=1

i
x [[¥ri » 121,
p=1

fri
n+1)(1—wr) ’

- r=1,...,n (3.10)



Notemos que apés a mudanca f,; — @;, as quantidades 1, ; coincidem acima de uma fase
com (2.10b). Para escrever o lado direito da identidade acima numa forma compacta,
consideramos a &lgebra comutativa associativa A = F x 7. Recordemos que F é a
algebra de Frobenius (2.12)—(2.13b), enquanto 7 é gerado pelos elementos T" |7 € Z,,,1.

A multiplicagdo em A € introduzida por:
VisV? = Yyt T xT =T
VisT = T xV". (3.11a)
Necessitaremos também das respresentac¢oes especificas de .A. Estas sdo definidas pelas
relagoes :
Vi(g(WMF*(A) = gV (#*(A) = g(A)F(N),
T(gANF(A) = glw "NT(F(N) = glw A (w™"A), (3.11b)
onde g é uma funcio na varidvel complexa A. Supdem-se também, que a dlgebra A, atia

trivialmente em g; (3.10). Usando-se (3.11a) e (3.11b), é facil certificar-se que (3.10) pode

ser escrito como:

(—)'ad' W, ()F°()) =

Hi — A ” /T I#"I'Fs()\) 8 - r T i )\Fs()\)
o ((Z;%bmv (T — 1))*_;&;-——)\ —w (;w Ui V(T = 1))5 . )\) +
#i(#i - )\) F - T _ I—1178
(n+ 1)2(; — w') <PQZZH+1]‘,,,VP, (; iVLer T T er hL Y >f "
1 A

X (3.12)

® ;
pi — WA i — A
onde {, ), é a forma bilinear invariante na algebra 7, de Frobenius, (2.12)-(2.13b).

Usamos também a notagio :

(P =Px. . *P, (3.13a)

para indicar que a poténcia [—esima de P € T é tomada com respeito a multiplicagéo

(3.11a). No que segue usaremos os operadores:

o0 i
Texp(P)=_ (7;)* :
=0
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TEPV T2 (p )~ 1 =3 P § (3.13b)

=1
Notemos que o segundo operador tem autovalor um quando aplicado nos modos zero de

P. Levando em conta (3.12) junto com (3.13a) e (3.13b) obtemos:

6-—adW+(i) Fs(/\) —
A T e(Sn v -1 K7 () — W T e (i @ e V(T -1 )’\Fs(’\) +
Hi ~— WoA Hi— A — A
pi(pss = A) P ¥V (187 T — T ®7 1)) - 1
ve, 7E = Vi) x
(ﬂ. -+ 1)2([1,.,' — W) <pEZ¥4.1 fp' Zr:l YV (1@ T — T @ 1) -
1 A

Xp-—wsf\@’,u-—/\' (3.14)

Em vista da equagio acima, necessitaremos das respresentages (redutiveis) (3.11b) de
7 (3.11a), geradas pelos vetores g(w"A\)F*(w"A), 7,5 € Znyq, sendo g uma funcio me-

romorfica arbitraria em A. E facil verificar que:

GPI(A) = Y wPg(WT A (W), (3.15a)

T,SEZH+1

s30 0s autovetores de 7T,
VEGPI(A) = wP*GPI()), THGPY(N) = whGPI(A). (3.15b)
Devido & identidade (2.7b), a inversa de (3.15a) é dada por:

(W A F* (W) (n+1 D wpsregra() (3.15¢)

P9€Zny1

Notemos também que,
ey, = do K (F, 3.16
Zw ’lpri——T— o(F), (3.16a)
r=1

onde as matrizes diagonais de trago nulo, F; e K(F;), foram definidas por (1.13b). Para
obter a identidade acima usamos as relagdes (1.13c). Levando em conta (1.17b) podemos

esCTever,
e Tr1 @i = g (), (3.16b)

30



substituindo (3.15a)—(3.16b) em (3.14) temos que:

e*adW.F(i) Fs(/\) _ Mi — A

(n+1)? (u W)
X Z wp(‘ #)+r'e Hi — e A BP( ) Fa’(wr'A) +
P»q,f".s'eszl # —w’ A 6P+Q( )
/\#i(ﬂi — A) f Bstpe+r' (7' +1)
] X
4 . L) ai L ) . i
(n+ 1)*(p: — w*A) S e st (1 — wPHa XY (s — wP' )
ﬁﬂ Q(F) 6a+q (F) .
6a+q (F )(lnﬁa Q(F) ln)ﬁa+q‘ (R)

Em conseqiéncia, a ag¢ido adjunta do elemento do grupo afim e~

(3.17)

W+ na dlgebra afim,

pode ser escrito como:
O R WA = Y WRTF(EA) F(wX) + 2°(F](, ),

qvEZ

para sl > A (3.18a)
Devido a (1.15a), W, (%) é linear nas componentes f; das matrizes diagonais F; (1.13b}.
Isto quer dizer que as relagdes,

Z sc[F] Z )\ W’g[v[_ﬁ;](z) A) — 6£1+1)6((::;+1)

‘Lvezn'l'l

> WEIF)EG N Z2[-Fl6N) + Z€[Fl(2) = 0, (3.18b)

qVEL g1

sio vilidas. Comparando (3.17) com (3.18a) obtemos:

WEIFRI5X) = KRG NVLEE]G A

. 1 p;—wiA
KOF|(;0) = = F-D5 (F
q'[ ]('l ) n+1ﬂi“w8Ape;+l ﬁp(
i 1 i — wCA v_c
LR = — 1'“_ —5 > WO (-F) (3.18¢)
i PEZny1
€
ac . cA,Ub, i — ratp-a)v+(b+1-p)e' +e(a—b-1)
x Bu(F) — () (3.18d)

Bo(F;)(InBa (F;) — InBy(Fy))
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Levando em conta que as matrizes F (1.13b) s8o de traco nulo e a identidade

(p—a)r
D T——hi = —(n+DImA(R),

PEZ 4y
1<r<n

concluimos que (3.18d) pode alternativamente ser escrita na forma:

. Al — W) wHeretu)-blote) g ()
Zse F;(i, Ay = ’ T
[ ]( ) (n + 1)3(1_‘“ - ws-}-cA) a,b,vEZZn-H A — wvy; ﬁb(E)
Awes{HY) (3.19a)
-13a

(0 F 1) (s — wirex)
Apds algumas manipulagbes algébricas triviais que envolvem o primeiro termo da ex-

pressdo acima, e usando (1.18) e ( 1.17d), chegamos ao resultado:

Z w(s+c}a—bcD$i—1} ()\) Pb'iwl(lu'i) n
a,beEZ ﬁa (Fz )
ni1

Zsc[_Fi](i, A) = I (n + 1)2(ws+c - ‘u,

Aw cd'(ﬂ'l'l}
(n+ 1)(p; — wed)’

onde <; sdo as constantes definidas por (1.17d).

(3.19b)

As equagdes (3.8a), (3.8b) e (3.18a) fornecem uma expressio para a acio adjunta do

elemento (1.13a) na 3lgebra de Lie afim,

Gy OF (@G () = Y (Re(i AF (W"A) + U() 27 F(5; A) =
rvEdngl
= 3 REGN (FTWY) — 27— F(i: )
rvcdaqy
sl > 1A, (3.20a)

onde R0(4; A) sdo os elementos da matriz R(j; i) = U(5)W (5; ;) que atua no produto
tensorial C**! @ C*tt,

Re(i0) = Y Us(@)WEI(i; A) = PE(iy \) QU (i; A),

PgEZnq1

1 > A= wVe I p; o)
LYES - (p—1}(v—c) 1 Mpi +1
PU(Z, A) n+1 t )\—-w“’,u,- ,Bp(F.l) '

PELnt1
Qs(i; A) —_ Hi — W' A Z w(ﬂ—l)s—br ﬂb(F’) Z w—_(b'*l‘“};’. (320b)
r (‘n, + 1)2 v Pai(l—‘iﬂ) PeTmer i — pr
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Notemos que a segunda identidade (3.20a) é uma conseqiiéncia de (3.18b). Comparando

as equagdes acima com (1.17d), e levando em conta (1.18), obtemos as seguintes expressoes

alternativas:

Bi(iN) = —T— 37 wle el DS (N pui(s 1),

n+ 1 abEZn+1 pai—l(ﬂ'i)
Qi A e DR N (), (3.21
( ) (n + 1 a bél:n.u pm(;”fi-l—l) ab ( 1( 2) ( )

a qual junto com (2.7b), (1.21c) dio:

(P(; ) ... Pk N))e = T

n-i-l
X o Do=(-1)e __ * k 15) N
ab§+1 Pak— 1(,uk) (M) pes (1)
1
7)\ k,/\ :: .~
QG A) ... Q(k; M) . +1) =

x Z wa—Da—(o-1)r =

G bCZr 1 :Oag (PLJ+1
para k < 7. (3.22a)

) Dﬁk_n ()\)Pbkq(ﬂk)

Entdo, como consequéncia de (3.20b), (1.21c), (3.18c), e as identidades acima, obtemos:

1 ! I
. Cap PO _ (a—1)v-(a' —1)p— (b -1)(r+v)
(R(J)IJ'J'I"I)"'R(kﬂﬂj'e'l))rv - (n+1)2 Z wa v P X
a,a WV EZni1
Pak—x(ﬂjﬂ) (7 k—1) Pyk—1{pk)
x LR LRI plik=D(y, ) PR-1 ) 3.29b
Pakq(ﬂk) ¥ ( ﬁl) pa’j(ﬂj+1) ( )
por outro lado, usando (1.17d) e (1.21c), nio ¢ dificil mostrar que:
DY) = wlehplih(y),
Introduzindo esta identidade em (3.22b) e levando em conta (1.17¢) obtemos:
5(ﬂ+1 ) Paj (w 23] +1)
R(j; pis1) - R(1; g0, wle o) UL
( ( 341 ( 7+ GEZZEH ,OGJ(MJ+1)
e portanto
> WO (RO ) o RO pga) o = 0 ORGP ) (g g,
o Pt 1)
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Usando argumentos similares, e (1.17b)—(1.22), provamos também a identidade

~ ‘ ir1 dlnpg;
D PEUIRG 1) - R pyaa) 2~ B pga0) P = —,,—l:%ll d;)k’ (1js1), (3.23b)
1<

PGZH+1
onde as fun¢Bes Z°¢[+ F] foram definidas por (3.18a), (3.18b).

Agora estamos prontos para calcular o produto (3.1). Inserindo (3.18a) e (3.18b) em
(3.1) obtemos

Ad(@ (1. 3G D) FP(w) = > (R(i— L) . R(L )™ F™(w”ps) —

3 (Rl Vi) . RUG ) 21 B )P (3.24)

Por outro lado, podemos repetir o procedimento desenvolvido no Capitulo 2, e obtemos
um resultado andlogo a (2.16a), (2.16b):

0) = 50 G = oL

mil T > (WP = DB(F)FP (), (3.25)

PEZny
onde Bi(E;), k € Znyy, ¢ a transformada discreta de Fourier, (2.7a), de Gy (F) (L.17b).
Substituindo a expressdo acima em (3.24) ¢ levando em conta (3.23a), (3.23b) e (1.17a)

concluimos que:
Ad (1) B = D) 56) = Y (14 XoF™ ()

. N
ri w i — Hi + €
Xi=(n+1)(1-w )|[ml~#“ w’”*ju--%-;
aFi + % a=1 : a

1 d Pri—1 )
Y= 1+ i In 257 000 ) Bu( ). 3.26
(14 252 ) () (3.260)

Notemos que devido a (1.5a), as quantidades X; dependem exponencialmente das varidveis

do cone de luz z* ¢ z~. Combinando (3.26a), (1.10) e (1.11), deduzimos a relagéo:
a(®)
TA, ((I’())

para qualquer representagio fundamental com vetor de peso maximal |A >, da Algebra

N
=i [[ Y < AL+ X0 F™ () - (1 + Xn F™ (un))|A >, (3.26b)
i=1

de Lie do afim AY. Conseqilentemente, as respresentagdes (1) e (2) coincidem desde que

N
et = [[% (3.27)
i=1

34



Parte 11

Aspectos Geométricos
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Capitulo 4

Superficies pseudoesféricas em R?, e
origem geométrica das equacoes de

Liouville e sine-Gordon

O objetivo desta secio é revisar a interpretagio geométrica das equagdes de Liouville e
sine-Gordon. E bem conhecido que ambas equagbes aparecem no estudo da geometria
Riemanniana de superficies de curvatura escalar constante negativa. Estas tltimas sao
conhecidas também como superficies pseudoesféricas. Dentro da geometria diferencial
classica, superficies de curvatura escalar constante s3o consideradas habitualmente como
variedades imersas (com métrica Riemanniana induzida) no espago euclideano tridimen-
sional R®. A estrutura Riemanniana subjacente da subvariedade (neste caso a superficie)
é determinada pelas equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci {54, 58]. Aqui, em contraste
ao tratamento cldssico, vamos centralizar nossa atencao na geometria Riemanniana in-
terna das superficies pseudoesféricas. Estas ltimas admitem (localmente) uma imersio
isométrica no plano de Lobachevski H. O estudo dessas imersdes, nos permite construir

explicitamente solucdes das equagodes de Liouville e sine-Gordon.

Nesta se¢ao faremos uso do escalar de curvatura, que é dado pela seguinte expressio:

R = g*¢"' Riju, (4.1)
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onde g¥ é o inverso do tensor métrico g¥g; = 4} e ¢ invariante sob mudancas locais de

coordenadas.

Agora estamos em posicdo de estudar superficies de curvatura escalar negativa. Na
presente andlise, estamos interessados em estruturas Riemannianas induzidas por uma

métrica da seguinte forma:
ds? = gi1(da')? + 2g15da’ da? + gep(da?)?,

onde as coordenadas locais z* ndo siio necessariamente reais. Em vista de que estamos

trabalhando com conexdes sem torgio
T(X,Y)=0, (4.3)
temos a seguinte identidade
V18, =Va0;, V;=V,. (4.4a)
De outro lado, as componentes diagonais da métrica (4.2) gz =< 8, &; > sdo constan-
tes. Desta maneira, se a conexio é de Levi-Civite, podemos concluir que:
Vid; =V;0,=0 i1#£7. (4.4b)

As identidades anteriores admitem uma interpretagio geométrica clara: o campo vetorial
coordenado 8, (8,) é paralelamente transportado ao longo do campo vetorial & (0;) com
respeito 4 conexdo de Levi-Civita V. Também levando em conta (4.2) e as identidades

anteriores, nio ¢ dificil chegar A seguinte expressio [38]
1
V1o = p (—G1281912 01 + 9110112 32)

1
Vs = 5(9‘2232912 O — ;1202912 62) )
g = det (gi) = gu1922 — G- (4.4c)

Além disso, usando as definicoes dos tensores de curvatura, tor¢io e as identidades

anteriores, temos

Ris1o = 0182012 + %6191232912- (4.5)
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Devido as simetrias do tensor de curvatura associado  conexdo de Levi-Civita: Ry, =
—Rjint = — Rijie, Rijii = Ry [38, 58], em duas dimensdes, o tensor de Riemann tem sé
uma componente independente: Rjss. Em particular, o escalar de curvatura pode ser

escrito como
2
R = —Ryns. (4.6)
)
Fixemos agora coordenadas conformes na superficie 8. Inserindo z' = z, 2 = Z onde

z e Z sao coordenadas complexas, a métrica é a seguinte:
ds? = e*?)dzdz. (4.7)

E um fato bem conhecido na teoria de superficies [50, 38] que qualquer métrica Rie-
manniana em S é conformalmente plana. Isto quer dizer que mediante uma adequada
mudanga local de coordenadas, esta se reduz & expresdo anterior. J4 que a métrica confor-
malmente plana é um caso particular de (4.2), podemos usar {4.5) para calcular o escalar

de curvatura (4.6). O resultado é [38]:

R = —4e~*#%38 (2, 7),

d = 0
= — = — 4.
0 3 0 35 (4.8)

QOutra escolha possivel é considerar as coordenadas generalizadas de Tschebyscheff em
S

ds® = X {(dxt)? + A 3(dx™)* + 2 cos Ydztdz, (4.9)

onde z* sdo coordenadas locais, ¥ = ¥(z¥,2™) é uma fun¢io real e A é uma constante
real. Substituindo novamente as expressdes gerais (4.5) e (4.6) em (4.9) concluimos que
o escalar de curvatura da métrica geralizada de Tschebyscheff é:

0+0_7 5 0

Rzmzsin@b’ 7 9p=

(4.10)

Impondo a condigdo que S é uma superficie de curvatura escalar constante negativa
R = —2 deduzimos de {4.8) a equagdo de Liouville

3 = %e‘”, (4.11)
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enquanto que (4.10) nos dé a equagdo sine-Gordon

8.0 ¢ =siny. {4.12)

Assim concluimos que as duas equagdes anteriores admitem uma interpretacio geométrica,
clara. Mals precisamente, elas aparecem quando fixamos sistemas de coordenadas locais

especiais sobre superficies pseudoesféricas.

Nesta altura, a questdo da existéncia de uma superficie “privilegiada” H de curvatura
escalar constante negativa £ = —2 ainda permanece. Por “privilegiado” entendemos que
qualquer outra superficie & de mesma curvatura escalar admite, ao menos localmente,
uma imersdo isométrica S & H. Em particular, a métrica sobre S é um “pull-back” da
métrica em H. A resposta a pergunta anterior € positiva e é dada pelo seguinte teorema

[38]:

Teorema. Uma superficie num espago R® e com métrica ds® = g(z,%)dzdZ e com

curvatura escalar constante R € localmente isométrica a:

(i) o esfera se R > 0;
(#3)  ao plano Buclideano se R = 0;

(#41)  ao plano de Lobachevski se R < 0.

Prova. De (4.8), assumindo R constante, temos
0= _g __Ri — g efW_a_Qf_ ,_e*-(ﬂ is.(p__a_(p 62(’0
Pz \ 2/ Bz 8202 ) 0220z 0z 020z
— e_(’og ?E..(E — l ..6£ ’
Oz \ 822 2\ 0z

Po 1 (dp\’
53 a) v

é analitica e ¢ proporcional & parte quiral do tensor de energia momentum do modelo de

assim a fungio

Liouville. Sob uma mudanca de coordenadas z = f(w), a métrica toma a forma

2

af dwdw = §{w, )dwdd.

2 _ —
ds” = g(2,7) | o~
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se definirmos @(w, @) por g(w,®) = e?, segue-se que:

L _ df df
- Y o m& :
Plw, @) = ¢(2,2) +1In =~ +In -, (4.13)

j& que @ é definida completamente andloga a ¢, a fungéo g;% -1 (g%)z = p(w), também

é analitica (como fungdo de w). Disto e da equagdo (4.13), obtemos
= s L2 (1Y,
dw) = w7+ L -2 EY

onde f' = d%%. Podemos escolher f de tal maneira que (w) se anule identicamente, isto

é f é uma fungio analitica que satisfaz a seguinte equacao diferencial:

U (fT) = P (419

Mostra-se dentro do contexto das equagbes diferenciais que a equacdo (4.14) tem solucio

analitica.

Escolhendo f tal que satisfaca a equagio (4.14), temos que 9%(w) = 0 de onde

Pe % 1 8% 1(65\°
G - 3 é’u?‘i(%) =0 (4.15)

Se colocarmos w = u+ v, entdo a equagao (4.15) escreve-se:

H%e2 8e~2  Hle %

Budv 8P B
pode-se ver facilmente destas equacoes que

e~ % = a(u? + v2) + fungdes lineares de u e v, (4.16)

a qual na notagao complexa toma a forma
e % = aww + bw + bw +c,

onde a e ¢ sdo reais. Em termos de nossas novas coordenadas w e w, nossa métrica é

dada por: p
dwd®
d 2 == — . 4-17
* T (awd + bw + b + )2 (4.17)
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Daqui e da expresao (4.8) (com g substituido por @), e (4.16), segue que a curvatura
escalar é R = 4(ac — bb). Mediante transformagdes de Mé&bius, a expresdo (4.17) pode ser

escrita nas formas seguintes:

. AR'dzdz _
(Z (T—W se R=4(ac—bb) >0,
() dzdz se R = 4(ac — bb) = 0;
4R*dzdz

(i42) A= e se R = 4(ac—bb) <0,

(4.18)

as quais sdo as formas familiares da métrica da esfera, plano Euclideano, e o plano

hiperbélico respectivarnente.

Por H podemos escolher o plano de Lobachevski
H = {uz € C|Imu > 0}

munido da métrica

du di
ds’ = —4—— 4.19
s (‘U. _ ﬂ)Q ( )
Em vista de (4.8), H é uma variedade de curvatura escalar constante negativa R = —2.
Mais ainda, a expressao
_ 4
w(u,n) N 4.20
¢ (uw —w)?’ (4.20)

satisfaz a equacio de Liouville (4.11) com respeito s varidveis complexas v ¢ @ (Imu > 0).
Vamos supor agora que S é uma superficie pseudoesférica e que (z, Z) sdo coordenadas
conformes nesta. De (4.19), notamos que u tem que ser uma fungio holomorfa ou an-
tiholomorfa em z. Desde que a métrica Lobachevskiana é invariante mediante a mudanga

u + i, podemos assumir u = u(z), & = @(Z). Portanto, de (4.19) segue-se que a métrica

induzida em & é dada por:

ds? = e?=A dzdz,

O VR UL W v (4.21)



A expressio anterior para o campo de Liouville é a famosa férmula de Liouville [62]. Ela
implica em particular que e¥ é uma (1,1) forma com respeito a mudangas holomérficas
(ou conformes) de coordenadas locais. Como conseqiiéncia, recuperamos a invariancia
conforme da equacgao de Liouville

22 =2(2), z-7Z=7(3),

&
w(2,2) > (2, 2) = p(2,2) +1n % + In E; (4.22)

Consideremos agora o caso de sine-Gordon. Vamos supor que a métrica geralizada de
Tschebyscheff (4.9) na superficie S de curvatura escalar constante negativa é um “pull-
back” da métrica de Lobachevski em H (4.19). Em particular, isto quer dizer que a
aplicacio S +» H satisfaz as equacdes

Ot Bﬂl
(v—u)*’
A:b2

Byu 01U = —-T(u—ﬁ)Q, w=u(zt,x7,A), @=1u(zt,z",AN), (4.23)

et = 4

as quais sfo a contraparte sine—Gordon da férmula de Liouville (4.21). E instrutivo
verificar diretamente que as expressoes anteriores nos dio uma solucao da equacio sine-

Gordon. Para isto, observemos que as equagoes

. . Oyud_u\ 0 - 0iud.u\ 0
V+3_ —V_5+ = (3+6_u—2 A ) a‘{* (3+5_u+2 P ) a_ﬂ’ (424)
9 (Bru)*\ @ o (Baw)? B 4
_ _ 9 A=) 9 2
Vaeds (aiu 2u—ﬁ)6u+ 6iu+2u—ﬁ ou’ (4.25)
sao vdlidas. Para derivar estas identidades usamos (4.23), assim como as derivadas cova-
riantes
0 2 0 0 2 0
Veou T Tu—wow “oon  u—aow
0 0
— = Ce = 4.
Vg =0 Vaz =0, (4.26)

as quais de acordo com (4.4c) definem a conexao de Levi-Civita no plano de Lobachevski.
Devido a (4.4b), a derivada covariante (4.24) se anula identicamente. Levando em conta
esta observagao e usando (4.23) temos que:

Pu_, o

0.1 =

-}

O, U u~1u
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3a i
=20 49 08
o_i u—1u

(4.27)

Usando novamente (4.23) e o fato que (4.24) se anula, concluimos que o sistema, anterior

¢ integrdvel e 7 satisfaz a equagio sine-Gordon (4.12).

Para fechar esta secdo vamos remarcar o seguinte: como vimos de (4.21) e (4.23), uma
imersao isométrica de uma determinada superficie pseudoesférica (com curvatura escalar
R = —2) nos proporciona solugdes das equacbes de Liouville e sine-Gordon. Por outro
lado, uma imersdo isométrica & %> H ¢ fixada acima de uma transformacio isométrica de
H. E bem conhecido que o grupo de isometrias da métrica (4.19) coincide com PSL(2, R).
Este atua no semiplano complexo superior mediante transformacdes projetivas (ou de
Mébius)

ou+ 3

yu+4’
a:ﬁ:’YJde R: Otd-—ﬂ’y:]. (428)

Fazendo um cdlculo simples mostra-se que as equagdes (4.21) e (4.23) sio invariantes com

respeito as transformacdes acima.
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Capitulo 5

Solucoes gerais das equacoes de

Liouville e sine—Gordon

Este capitulo ¢ dedicado ao estudo das solugdes gerais das equagdes de Liouville (4.11) e
sine-Gordon (4.12). Nosso objetivo é mostrar que as expressées (4.21) e {4.23) preenchem,
ao menos localmente, o espago de solugdes de (4.11) e (4.12) respectivamente. Em vista da
analise apresentada anteriormente, pode-se concluir que qualquer solu¢io das equagoes de
Liouville e sine-Gordon pode ser descrita como imersio isométrica de uma superficie de
curvatura escalar constante negativa no plano de Lobachevski H. Neste capitulo adotare-
mos uma terminologia emprestada da teoria das cordas: chamaremos u e @ (Imu > 0) de
variaveis de “espago bersalho”; as coordenadas locais (z, Z) as quais aparecem na equacao
de Liouville (4.11), assim como z* relacionadas A equagio sine-Gordon serdio chamadas

de varidveis da “world-sheet”.

Para mostrar que (4.21) e (4.23) nos fornecem (a0 menos localmente) solucdes gerais

das equacdes diferencias correspondentes, usaremos a representagac de curvatura zero.

A equagdo de Liouville admite uma representacio de curvatura zero
F,;=[D,, Ds} =0
para uma conexao que pertence a algebra de Lie s{(2)
D, =8+ 4, D;=308+A4;,
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1 _
A, =080 + 5ead°1’E+, A; = —0% + %e*M§E_, d = %@H. (5.1)

Nas expressbes anteriores H ¢ E* sio os geradores de s/(2)
[H,E*] =x2E*, [E*,E"]=H. (5.2)
Uma representagio similar é vilida para a equacio sine-Gordon
F,_=[D,,D.]=0.
As derivadas covariantes D neste caso estdo dadas por:
Dy=08. +A,, Ay =+i0, 0+ %eﬁad“’si,
¥ = %qu, E.= Ail(E+ + E7). (5.3)

Devido & condigdo de curvatura zero, existe uma solucio das equagdes de transporte

paralelo
Db = (0, + A,) 0 =0, (5.4)

onde @ = z,Z para (5.1) e & = = para (5.3). No contexto do método do espalhamento
inverso {(MEI) [6], as equagdes acima sio conhecidas como o problema linear auxiliar.
Podemos também referir-nos a elas como o sistema linear relacionado 2 correspondente

equagio diferencial integrdvel. Trataremos aqui com a seguinte representaciio de si{2):

1 0 01 00
H= , Et= , E- = . (5.5)

0 -1 00 10
Entao, a solugao do sistema linear (5.4) 6 ¢ uma matriz de 2x 2 cujas componentes depen-
dem do parametro espectral A no caso de sine-Gordon (5.3). Desde que 4, (6.1), (5.3)
sao matrizes de trago nulo, é claro que o determinante de # ndo depende das coordenadas

do “world-sheet”

d,detd = 0. (5.6)
No que se segue vamos precisar das seguintes notagdes:
911 021
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onde 6;;, i,7 =1,2 sdo as componentes da matriz 6.

Vamos considerar primeramente a conexdo de Lax

8 £ i]
1{ F ez 1{ =2 ¢
Az = 5 i W ) AZ = 5 _.: Fy (58)
0 — 3 €2 B
Inserindo-as em (5.4) e levando em conta as notagdes (5.7), temos o sistema:
9A = i 5p -
514 — 0 gB — ez'gletﬂ
21
(5.9)
Das expressoes anteriores, vemos que o campo de Liouville pode ser €XPresso como:
- 3B(z
eoled) — _y 0A2)0B(z) (5.10)

(A(z) - B(2))"
que é semelhante & férmula de Liouville (4.21).

Para tratar a equagdo sine-Gordon, vamos escrever a respectiva conexao (56.3) na

representacdo fundamental de si(2),

%2 it 1 %t Atemit
AJr = 1 2.3& ea H A_=_ 2311 a (511)
2\ ety 0¥ 2\ Alefz (%Y
Usando (5.4) e (5.11) concluimos que as quantidades (5.7) satisfazem as equagdes
+i¥ e
4 €2 detd ez detd
= - B = —_— A2
0, A A T 0y A 262, (5.12)
Usando estas equacdes (5.12) é facil reconstruir o campo de sine—Gordon
(A~ B)’
Ai2 9

As expressOes anteriores aparecem como uma generalizagdo da solucio geométrica (4.23).

Comparando (5.10) com (5.13), vemos que existe uma expressio uniforme para as

solugbes gerais das equacdes de Liouville e sine—Gordon. Em particular, ambas equacbes
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sdo solucionadas em termos das fungbes 4 e B (5.7). No entanto, estas dltimas sdo restritas
por diferentes condigdes. No caso de Liouville A, é uma fun¢io holomorfa de 2, enquanto
B ¢ anti-holomorfa. Quando consideramos o modelo sine-Gordon, estas condicdes devem
ser mudadas por (5.13). Notemos também que come¢ando das equagdes (5.9) e (5.12) e

levando em conta (5.7), assim comno a relagio algébrica

detf ,
911 921

A-B=— (5.14)

temos que a matriz quadrada de ordem 2 6 é uma solucgao do correspondente problema
linear. B fcil verificar que as expressdes de (5.13) sdo suficientes para mostrar que v é
uma solugdo da equagao sine—Gordon. Para provar isto, primeirc temos gue observar gue

as identidades
9, A5_A 0,Bd B

A--B’ A—-B"’
seguem de (5.13). Aqui salientamos que as identidades anteriores sdo andlogas a (4.24).

8.5_A =2 8,0_B =—2 (5.15)

Ao derivar a expressio (5.15) usamos unicamente a representagdo de curvatura zero. A
solugdo da equacdo sine—Gordon subjacente depende de uma varidvel adicional A. Esta
varidvel ndo deve ser confundida com o parametro espectral o gual aparece na conexdo

(5.3), (5.11). De fato (5.13) n3o é suficiente para provar que % nio depende de A.

Agora iremos a discutir as simetrias das equacdes (5.9) e (5.12). K claro que as
translagdes a esquerda
8 — 49 = g0

atuando nas solugdes de (5.4) induzem uma transformacio de calibre

Ay — Al =— .99+ gALg

As fungbes A e B (5.7) permanecem invariantes por agdes a esquerda dos elementos
diagonais g € SL(2). Por outro lado, é ébvio que uma multiplicacio a direita § — fg
por um elemento g o qual ndo depende das varidveis do “world—sheet”, onde g € GL(2)
para o modelo de Liouville e g estd no correspondente grupo de lagos m para o caso
sine-Gordon, mantém o sistema linear (5.4) invariante. Fazendo

6 f

g= . ad-pBy#0, (5.16)
Y o«
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podemos ver que aplicacoes a direita induzem transformacbes de Mébius

aA+ 3 aB 4+ 3

Y B TP

- vA+ 4§’ - vB+§’
detf — detf detg, (5.17)

a qual obviamente preserva as equacdes (5.9) e (5.12).

Até agora nao impomos a condic¢io de realidade dos campos ¢ e . Para implementar
isto primeiro observemos que a algebra de Lie s/(2) tem um automorfismo involutivo
(reflexdo de Weyl)

INH =~-H, NE*=E7, (5.18)

a qual na representa¢do fundamental é implementada pelo elemento o

0 1
INX=0¢Xo, o= , X €sl(2). (5.19)
1 0

Portanto, de (5.1) e (5.8) segue-se que o campo de Liouville ¢ é real se as seguintes
equacoes sio satisfeitas:
/'Iz == HA"Z', /‘Iz = HAZ, (520)

onde a barra significa conjugagao complexa. Assumimos que os geradores da dlgebra s{(2)
sdo reaiss H = H, E* = E*. Em vista de (5.19) e (5.20), temos a seguintes regras de

conjugacio complexa na representacao fundamental:
Az = O’Azﬂ', A:z = O'AZU. (521)

Relagbes de involugdo similares acontecem com a conexio sine-Gordon (5.3) para valores

reais de 9

AL () =TA:()), AeR (5.22)

Na representacido fundamental, temos que
Ar(N) =cAL( Mo (5.23)

Levando em conta (5.20) e as equacoes anteriores, observamos que sempre que a matriz 6

cumpre (5.4) com A, dada por (5.8) ou (5.11), o elemento f o é sempre uma solugio do
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mesmo sistema linear. Em vista desta observacio, temos as seguintes regras de conjugagio

complexa:

#=06C, CC=1, (5.24)

onde C ¢ independente das coordenadas da “world-sheet”. E claro que o elemento C
é fixado Unicamente pela condicio inicial imposta sobre 8. Por exemplo, vamos supor
primeiro que em certo ponto da “world-sheet” 6(P) = 1. Portanto, de (5.24) segue-se
que C = ¢ e assim .

A:E. (5.25)

Devido a (5.6) e a condigdo inicial imposta sobre 8, conclufmos que detf = 1. Mais ainda,

levando em conta (5.14) e a equagio anterior, vemos que A pertence ao disco unitério
D={AeC A4 < 1}.

Notemos também que substituindo (5.25) na solugio geral da equagio de Liouville (5.10),

recuperamos a métrica de Poincaré em D [38]

il dA
d32 — e"’(z"‘)dz dz = 4(3“@, |AI2 < 1. (526)

Outra possivel escolha da condigio inicial é §(P) = T onde

1 -1 -3

F=_
2\ 1 —

(5.27)

Levando em conta (5.19), verificamos facilmente que a matriz [ satisfaz a relagdo de
comutagao

Tol=1 (5.28)

e daqui

D1

=ab. (5.29)

Portanto, as quantidades A e B sio conjugadas complexas uma da outra

~

A=58 (5.30)
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Combinando a identidade anterior com (5.17), (5.25) ¢ fazendo u = A, & = B chegamos

a seguinte relagao:
A+1 2
—f—— Af <1 31

o qual nos proporciona um isomorfismo analitico entre o disco unitdario ID e o semi-plano
complexo superior H [66). Em particular de (5.10) e (5.13) segue que as expressoes (4.21) e

(4.23) nos dao solugdes (locais) das equagdes de Liouville e sine—-Gordon respectivamente.

U =
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Capitulo 6

As Transformacoes de Lie—Backlund

Transformagoes que envolvem coordenadas locais, campos e suas derivadas, tem sido ex-
tensivamente estudadas na literatura [53, 6, 54] em relagdo ao formalismo de Lie para
equagoes diferenciais. Como um exemplo simples, podemos pegar as transformagcdes tan-
genciais de Lie de ordem finita (aqui seguimos a defini¢io adotada em [53]). Sob a supo-
sicdo de inversibilidade, um resultado classico devido a Bécklund, estabelece que qualquer
transformagéo tangencial de ordem k é uma prolongagdo de uma transformagio tangen-
cial de Lie (de primera ordem). Portanto, as transformagdes tangenciais de Lie podem ser
usadas unicamente no estudo das equacdes diferenciais de primeira ordem. Existem duas
alternativas que estdo relacionadas, elas podem ser usadas para estudar transformacdes
entre equacoes diferenciais de ordem superior. A primeira esté relacionada com a teoria
de grupos das transformacoes de Lie-Béacklund, os quais sdo geralizac¢Oes infinito dimensio-
nais (sdo incluidas derivadas de ordem arbitraria) das transformacdes tangenciais de Lie.
De outro lado, é possivel considerar transformagdes multivaloradas. As transformacoes
de Bianchi-Lie e suas geraliza¢bes devidas a Bicklund e Darboux [50, 52, 53, 54] sao
um exemplo particular das transformacdes (de superficies) multivaloradas. A aplicagao
considerada por Backlund tem interpretacdo geométrica: ela transforma uma superficie
dada 8§ em R? numa outra superficie &’ em R®. Uma propriedade importante da transfor-
magio mencionada anteriormente & — &’ é que para assegurar a integrabilidade, ambas

superficies S ¢ & devem ter a mesma curvatura constante negativa. Este procedimento
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permite que, comegando por uma dada solu¢io de uma equa¢io diferencial parcial fixa, (a
qual no nosso caso particular é a equagio sine-Gordon) possamos construir uma familia
de solugdes da mesma equacdo diferencial parcial. A geralizagio desta prévia construcio

geométrica nos leva i nogio geral de transformacio de Bicklund.

6.1 A transformada de Lie-Backlund entre as equacoes

de Liouville e sine—-Gordon

O objetivo deste capitulo é construir uma transformacio de Bicklund que relacione a
equacgao de Liouville com a equacao sine-Gordon . Para introduzir a no¢io de uma trans-
formacao de Lie-Backlund neste caso especial, consideremos dois conjuntos infinitos de
varidveis L = {z, z, @, By, Op,...} e S={z*, z—, ¥, 8,4, 8_%, ...}, (0s pontos signifi-
cam que sdo levadas em conta derivadas de ordem arbitrdria). I e S estdo relacionados
as equagdes de Liouville e sine-Gordon respectivamente. Entdo de acordo com [53] uma
transformacao de Lie-Bicklund é uma aplicacdo inversivel L + 8, que preserva a con-
digao de tangéncia de ordem arbitriria, e tal que ¥ (@) satisfaz a equagio sine-Gordon

(Liouville) se e somente se ¢ (1) é uma solu¢do da equacao de Liouville (sine-Gordon).

Comegcaremos introduzindo algumas notagdes. Denotemos por 6(z,7) e T{z™, 2", \)
as solucbes dos sistemas lineares (5.4) de Liouville e sine-Gordon respectivamente. As
componentes das correspondentes conexdes de Lax sio dadas por (5.8) e (5.11). Vamos
assumir que ambos os campos, tanto de Liouville quanto de sine-Gordon sao reais. As

matrizes quadradas de ordem 2, 8 ¢ T, sdo fixadas impondo a condigao inicial
6(0,0) =T(0,0,A) =T (6.1)

onde a matriz I' é dada por (5.27). Da expressdo (5.30) pode-se ver que as quantidades A e
B (5.7) sdo complexas conjugadas uma da outra. Também, foi mostrado na sec¢io prévia
que a expressdo (6.1) implica que u(6) = A(f) (4(6) = B(F)), assim como u(T) = A(T)
(u(T) = B(T)) estio no semiplano superior complexo H. Podemos posteriormente supor
que @ e P sao tais que

u(f) = u(T) (6.2)



A restri¢io anterior pode ser removida pelo requerimento mais fraco de que u(#) e

u(T) estio relacionados através de uma transformagio PSL(2,R) (ou transformacao de
Mobius) .
ou
w(f) = '}quT; i?’
A razdo desta liberdade é que as solugdes § ¢ T (sem fixar as condig¢es iniciais (6.1)) sdo

ad—fy=1 (6.3)

determinadas a menos de uma multiplicacio a direita por um elemento do grupo SL(2, R).
Em vista de (5.17), que atua mediante transformacdes de Mébius sobre as varidveis u e
%. Como foi comentado anteriormente, a interpretacdo geométrica da ambiguidade (6.3),
é baseado no fato que uma imersao isométrica é determinada a menos de uma isometria
do “espago bersalho”, o qual em nosso caso é o plano de Lobachevski H. Devido a
invaridncia de (5.9) e (5.12) sob uma transformagao de Mébius (5.17), podemos restringir

nossa atengao unicamente a (6.2).

Comparando (5.7) e (5.30) com (6.2) junto com as identidades detf =detT = —1

21

as quais sio uma conseqiiéncia da condi¢do inicial (6.1) imposta sobre f e T, temos as
seguintes relacgoes .
7

B11821 = tigter = ——— 6.4

11921 i1to1 2(u ) ( )

estas s40 compativeis com as identidades 81; = 6y;; 1 = tai, % = 1,2. Tais identidades

se seguem de (5.27)-(5.30). Como um resultado das rela¢des anteriores deduzimos que as

fracoes %f e %1 sao fases puras conjugadas complexas uma da outra,
; 011 ; 021
e = = eTW=l weR (6.5)
tn tan

Substituindo (6.2) em (5.9) e (5.12) temos como resultado

At EF2 ) lo-i%+2iv
D(z, Z
( ) ) xe_%
D(z*,z")
—i% -2 —1,i% -2
Ae 32 1 A 622 £ 175
” ) . /\-16%—2&“ _A_ie—iglniu
Dz, z” ez

D(z,2)  2Zising (6.6)

e~ ¥ 2w Ae'l 2w
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onde a quantidade w foi introduzida através de (6.5) e usamos também a nogio cldssica
de matriz Jacobiana: consideremos, digamos uma aplicagio C®, y* = y¥(z!,z?), i = 1,2.

Entao a matriz Jacobiana é definida pela expressio

& 1 & 1
D y?) _ [ ser o
2y b 2
D(z?,z?) B, &y
Esta obviamente obedece a relacio ggi;:; gégig:)) = ggii;g A mudanca (z!,z?%) —
1,2
(3}, %?) é localmente inversivel se e somente se o Jacobiano associado J = det%ﬂ—l’z% nao
se anula. Entdo as matrizes (6.6) ndo sdo degeneradas desde que
D(z,z)
J = det =21 = 2ie¥ si 6.7
etD(:m“,a:—) 2te ¥ sin ¢ (6.7)

é diferente de zero: 1 # 0(modn). E conveniente discutir o significado geométrico da
transformacao (z, %) < (z*,z7). Uma conta imediata baseada em (6.6) nos mostra que
(2, z) sdo coordenadas conformes locais sobre a superficie § (4.7) se e somente se (z¥,z7)
sao coordenadas de tipo Tchebyscheff (4.9) sobre a mesma superficie. Foi demonstrado em
[38] que as coordenadas complexas z e Z, consideradas como fungbes de z*, satisfazem a
equacdo de Laplace-Beltramni associada a métrica de Tchebyscheff. Vejamos um pequeno
esbo¢o do que acabamos de estabelecer. Primeiro, temos a nosso favor que os fatores de

fase (6.5) podem ser eliminados. Em particular, come¢ando de (6.6), temos que:
B,z = Ne¥d z (6.8)

o qual com a ajuda das identidades

1 F icotgy = Fi et (6.9)
sin ¥
pode ser reescrito alternativamente como
/\:!:2
6;;;2 = :Fz (COtg'l,[Jai — Sin'l,[}a:F) z (610)

Da integrabilidade deste sistema resulta a equagao

Lz =Lz =0
L= X%,

1 |
iy, - 11
o ¢8+ + X0 . ¢3_ O, cotgpd. — 8_ + cotgyd.  (6.11)
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O operador L ¢ proporcional ao operador de Laplace-Beltrami A, associado 4 métrica de

Tchebyscheft geralizada (4.9):

1
A= _sinq,bL

Portanto, 2 e Z sdo 0s modos zero de A. Em particular, impondo a condigdo que a curva-

tura escalar de § é B = —2, resulta que ¢ 6 solucio da equacio de Liouville e Y satisfaz
a equagdo sine-Gordon. Contudo, dentro da geometria diferencial, a relaciio entre estas
duas equagdes é completamente implicita. A razdo é que para estabelecer coordenadas
conformes em & partindo das coordenadas de Tchebyscheff, temos que resolver (6.11);
a qual € uma equagdo diferencial parcial de segunda ordem. De outro lado, é possivel
trabalhar com as matrizes Jacobianas (6.6) para obter uma aplicagio de Lie-Bicklund

entre os modelos de Liouville e sine-Gordon. Para isto primeiro introduzimos os vetores

6 t
Y ow= | ™ (6.12)
921 t21

cujas componentes estdo restritas por (6.4) e (6.5). O nosso primeiro enunciado é o

seguinte:
Vamos supor que v € uma solucdo do sisterna linear
Ov+A,v=0 Ouv+Aw=0 (6.13)

onde A, e Az foram introduzidas por (5.8). Em particular, a condigio de integrabibidade
da equacdo anterior ¢ equivalente & equacdo de Liowville. Consideremos a mudanca de
varidvess (z,z) < (¢*,27) definido por (6.6). Entdo o vetor (6.12) é uma solucdo do
sistema

onde Ay sdo dados por (5.11). Entdo concluimos que ¢ (6.6) é uma solugdo da equagdo

sine—Gordon.

Para provar a afirmacao anterior, devemos notar que as identidades
0.20,2=XNe¥  0_20 7= X%"? (6.15)

sdo conseqiiéncia de (6.6). Diferenciando a primeira das equagfes anteriores com respeito

a r~ e a segunda com respeito a z*, e assumindo que 8,0_z = 8_8,z chegamos ao
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seguinte sistema linear algébrico,

D(z,z MN0_
(3+6LZ, 8+8,z) * }T%;ZFL =e ¥ 2 v (616)
(‘T 1 ) A— 3+<p

0 qual tem uma idnica solugdo dada por:

z'e—%—i%+2£w " )
6_5_87.2' = m (E 8+go — A 8_.99)
0,07 = Ty o YD 6.17
+0-2 = m(e +¥P JP) (6.17)

onde o jacobiano (6.7) em nenhum momento se anula. Notemos que a expressdo ante-
rior tem sido derivada sem impor nenhuma restri¢o sobre os fatores de fase (6.5), ou

equivalentemente, sobre os vetores (6.12).

As derivadas 0.0,z e 3,0, Z podem ser calculadas alternativamente usando as ma-
trizes jacobianas (6.6), o sistema linear (6.13) e as relagdes algébricas (6.4) e (6.5). Para

isto primeiro temos que observar que as expressdes:

pE= AElptidy
o) - gt (6.18)

a
sin 'Z,L’ 2t11

se verificam. Em vista da identidade 6y = 61, as derivadas 8. In 6, sio obtidas da

8y 1nbyy = ii (cotg'e,baigo -

equagdo anterior por conjugacio complexa. Levando em conta (6.18) e derivando as

componentes da matriz jacobiana pa(j’zl) (6.6) com respeito a @* obtemos as equagGes:

L i )£2 D¢
_ AT, - &Fif+2uw . € 3 : S — 9
3:|:3:FZ Aten (iEQSin’w i(p:F32SiH¢ ¥ t11
. . Fiy AE2 Doty
0.0z = 2\Fle558 2w (1 & 5 4y " 5 -9 T2 6.19
+07% ¢ ZFEQS:.[II’QD =¥ ZQSiI]’qD i ta1 ( )

onde D. sdo as derivadas covariantes associadas ao modelo sine-Gordon (5.3), (5.11);
D.t;; = (DiT),.j, i,7 = 1,2. Devido & identidade Dit;; = Dityn a qual se segue de
(5.29) pode-se ver que as duas equaghes anteriores sdo consistentes com a conjugagdo
complexa. Comparando (6.17) com (6.19) concluimos que D¢y, = D_ty = 0. Portanto
o vetor w satisfaz a equagao (6.14). Isto quer dizer que ¥ definido por (6.6) e (6.7) ¢ uma

solucdo da equagao sine-Gordon.

O oposto é também verdadeiro:
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Suponhamos que a mudanca das coordenadas locais (z,z) + (x*,x7) ¢ dado pelas

matrizes Jacobianas (6.6). Entdo, impondo as equagioes (6.14) sobre as componentes
611

ta, t=1,2 dovetorw (6.12), temos que v = ¢ uma solugcdo do sistema (6.13).
f21

Portanio, ¢ satisfaz a equagdo de Liouwille.

Facamos um esboco da prova. Primeiro, como ja foi mencionado anteriormente, as
equagdes (6.17) s3o derivadas diretamente de (6.6) sem ter usado (6.13) e (6.14). Por outro
lado, as derivadas 8.0z e suas complexas conjugadas podem ser calculadas a partir de
(6.6) usando o sistema linear (6.14). Como resultado recuperamos a expressio (6.18) e

seus complexos conjugados. Usando uma vez mais (6.6) obtemos as seguintes identidades
+2

sin ¢

as quais quando substituidas em (6.18) levam as expressoes

cotgpdip — O = ziXtle ¥ (ei"%”"‘”ago — e*i%‘z‘-‘”ggo) (6.20)

tl-% +1, 4%
3:;: In#), = ""/\ ¢’ (ei"%”"“’acp - e*‘%‘gi‘“ép) - ﬁA €2 f?2_1
M™% 1 Ly e AtleFit g
OxInby = — (8 TR — et ‘2""390) -5 (6.21)
21

A equagado anterior nos permite calcular D,v e D;v onde D, e D; sao as derivadas co-
variantes associadas & conexdo de Liouville (5.1) (5.8). Em vista de (6.6), podemos ver
que D,v = D;v = 0. Portanto o sistema (6.13) assim como a equagio de Liouville se
verifica. Entdo concluimos que uma mudanga de coordenadas em § induzida por (6.6)
nos leva a uma transformagio de Lie-Backlind; a qual relaciona as equacdes de Liouville
e sine-Gordon. Vamos lembrar que as transformagoes de Lie-Bicklund formam um grupo
de Lie §. Neste capitulo temos construido um elemento especial v € § o qual é induzido
por (6.6). De qualquer maneira nossa andlise ndo dd resposta & seguinte questdo: estdo
v e o elemento identidade na mesma componente coneza de G 2. E 6bvio que a existéncia
de uma deformacgio continua que relaciona a equacio de Liouville & equagao sine—-Gordon

é reduzida a uma resposta afirmativa para a questio anterior.

Notemos que a observagio que (6.6) gera uma transformacio de Lie-Backlund entre

(4.11) e (4.12) pode ser derivada também da condi¢io de integrabilidade do sistema
i 1 B
iBiw = i}laﬂ/) ~ £ (8220 - 0,.70¢) (6.22)
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A equacao anterior se segue da matriz Jacobiana (6.6) e (6.17) as quais podem ser escritas

na forma

040z =—08,20_z0p (6.23)

Como resultado de um calculo imediato, pode-se deduzir que a integrabilidade da equagao

(6.22) é equivalente 3 relagdo
040 %
sin ¢

a qual por (4.8) e (4.10) estd de acordo com a invaridncia da curvatura escalar sob uma

= 2e %88y (6.24)

mudanga de coordenadas locais (z,2) +» (z+,27).

E interessante notar que existe um caminho alternativo para obter as transformacoes
de Lie-Backlund, as quais construfmos nesta seccio. Para fixar a idéia, vamos comecar
com a conexao de Liouville (5.1). Sob a a¢ao de um difeomorfismo arbitrario (z,z) —

z*,z7), onde z¥ sdo varidveis reais, esta se transforma como uma 1-forma Dy =84+ U,
1 ]

onde Uy = 8424, + 8,.2Z4;. A curvatura é uma 2-forma e portanto F,_ = D,,D_]e
F,z = [D,,D;] sao relacionadas pela equacio F,, = detD—Z%)T}F+_. Denotemos por g

o elemento g = ", w € R, e consideremos a transformagao de calibre Dy — Df =
9" 'Dig. Entdo I, coincide com a conexio de sine-Gordon (5.3), usando o fato que a
matriz Jacobiana da mudanca (z,2) — (z*,z7) ¢ dada por (6.6) e w satisfaz (6.22). O
dito anteriormente, nos sugere que uma transformacdo de Lie-Backlund entre equacdes
diferenciais parciais integraveis, sio induzidas por uma composi¢do de uma mudanca das
varidveis independentes, e uma transformagio de calibre especial que atua sobre a conexao

de Lax subjacente.

6.2 Auto—transformada de Bicklund para a equacao
de Liouville
Agora vamos construir uma transformada de Bécklund que relaciona uma solucio da

equagdo de Liouville com uma outra solu¢ao da mesma equagdo. Para isso partimos da,

conexao de Liouville (5.8) e dos elementos do grupo de vestimento .. dados pelas seguintes
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expresoes:

e?_;g 0 e?%"a‘ Meia—i-g
W= e ps | Bilw)= roe (6.25)
pe s e 0 e 4

onde u = w(z,Z) e o= ji(z, £); @ e ¢ sdo duas solugdes da equagao de Liouville. Sabemos
que a conexao de Liouville

A=A,dz+ Azdz

satisfaz a involugao

A = ¢gAgp,
como consequéncia disto 8 e 6_ est@o relacionados pela seguinte expresdo
8, = of_g,

onde ¢ ¢ dada pela equagio (5.19). Como é conhecido os elementos do grupo de vestimento

atuam sobre a conexdo de Lax mediante uma transformagao de calibre da seguinte maneira
A(p) = —df 07" + 0. A(p)63" (6.26)

substituindo nesta expressdo a matriz #_ dada por (6.25), temos apés algums calculos,

para que nao mude a forma da conexdo de Lax, devem ser cumpridas as seguintes equagdes

Bp - 8¢ = e, (6.27)
s s 2 fp— @) i

dv + 0p = — sinh (—— -2= 6.28
_tp b= 5 7 (6.28)
Ou=0a=0.

Estas sdo as equagdes de transformagao de Bicklund para o modelo de Liouville. Os
elementos 6 s8o elementos do grupo de vestimento s6 ¢ 56 quando se cumprem as equagées
(6.27) e (6.28). Cabe aqui fazer uma observagiio muito importante: a dependéncia de T
em z e i em Z pode ser removida mediante uma transformacdo conforme, apds a gual o

pardmetro y vira uma constante.

Pode-se mostrar que analogamente ao caso sine-Gordon, existe para o modelo de
Liouville, um principio de superposi¢ao nio linear (chamado também teorema de permu-

tabilidade). Esta permutabilidade é expressada no seguinte diagrama:
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¢,
/ \
(p' '(P:s
\ /
.(?2

Comegando de uma solugdo ¢ geramos as solugdes ¢; € , através de uy e up (aqui
e pp sdo independentes de z) em (6.27-6.28) respectivamente; entdo existe uma solugao
3 que é gerada de 1 através de u, e também de ¢ através de ui. Das equacdes (6.27) e
{6.28) podem ser escritas expressdes analiticas para estas solugdes, € pode-se demonstrar
que estas sao relacionadas por a expressao

tanh (“’3 — “") = B ook (fl_—“"z) (6.29)
2 H1— 2 2

que é o teorema cldssico de permutabilidade. O conhecimento de trés solucdes, ¢, @1, ©a,
nos perimite gerar recursivamente uma seqiléncia infinita de solugbes particulares da

equacdo de Liouville.

De outro lado o objeto fundamental do problema de Riemann-Hilbert é:

=% e
. e 2 e
g=0-"0. = _ e ele 9 £1@

—pez e 7 —|uf’es

g satisfaz a seguinte expressao g(z,z) = T'(z, 2)g(0,0)T(z, Z) daqui usando as equagoes
de compatibilidade chegamos a dg = —[A4, g, de onde é facil ver que d,trg = 0, onde

i = 2, Z, assim temos que trg = 2a onde « é uma constante.

trg = 2 cosh (50—;(‘3) - |p?%e " = 2a (6.30)
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as solug¢des desta equagio sdo:

€T =at+/a?—1+|uPer (6.31)

e 1" =at /o — 1+ |uPed (6.32)

substituindo estas expressdes em (6.27) e (6.28) obtemos:

Op +0Inp) =+/a? — 1 + |ul2e¥ (6.33)

O+ O0lnf) = ++/a? — 1 + |ul2e” (6.34)
resolvendo estas equactes obtemos:
o -1
¢ = 2 1pz d¢ | L (% d (6.35)
w(z)(z) sinh? a2 — 1 (5 fzo ORI %)
definindo X (2) = ¥25=2 [* #& temos que:
2 _ 1 —2X -2X
e = 4% c °f (6.36)

se além disso definimos:

w=e2X =2k (6.37)
podemos escrever )
o — 4 Owow (6.38)
T (1 - ww)? ‘
Substituindo a expressdo (6.35) em (6.31), e fazendo sinh § = v/a2 — 1, temos que:
N 2_1 2 _ —2X—-2XT6
e 4L el e i (6.39)
pisinh(X + X + 6) pi (1 — e-2X-2X+6)2

lembrando das expressdes (6.37), podemos ver que uma Transformacio de Bicklund atua

no disco I da seguinte maneira:
-~ __ _TFP N . g
Wy —ew, W =elw. (6.40)

Observemos aqui que esta Transformada de Baklund preserva as componentes do

tensor de energia momento

~

1 i,,.. .
T =3(0¢) ~ 8 =5(00) - ¢ =T.
_1.- _ 1,-. o
T =5(0p) - Pp=5(09)" —¢=T
Em particular, a Transformacio de Backlund para a equagdo de Liouville, preserva a

densidade de energia, coisa que nao acontece por exemplo com o modelo sine-Gordon.
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Capitulo 7

Superficies Solitonicas

O objetivo deste capitulo é estudar uma subclasse de superficies pseudoesféricas, que estio
relacionadas a solugdes N-solitdnicas da equacdo sine—-Gordon. Geralmente se conside-
ram superficies soliténicas como variedades imersas em R®. Na literatura siao conhecidos
poucos exemplos explicitos de superficies soliténicas. Entre elas podemos citar as pseu-
doesferas de Beltrami e de Dini [38, 52, 69]. Estas tltimas sio realizacdes geométricas
das solugoes estdtica e mével do monosséliton respectivamente. Superficies N—-solitdnicas
genéricas foram calculadas em [69] usando transformagdes apropriadas de Bianchi-Lie
[52, 53, 54]. Neste capitulo consideraremos as superficies solitonicas como superficies
vmersas no plano de Lobachevski H ~ D em vez de superficies imersas em R®. De acordo
com a andlise apresentada no capitulo 5, para realizar um mapeamento no semiplano
complexo superior, temos que construir solugdes especiais do problema, linear subjacente,
que obedecam a regra de conjugacio complexa (5.29). Para obter solucdes matriciais do
sistema linear (5.4) relacionadas as solucdes N--soliténicas do modelo sine-Gordon, usa-
remos o procedimento proposto em [70]. A vantagem deste é que pode ser generalizado
para tratar solugdes quasi-periddicas. No que segue, por brevidade usaremos as notagdes

f(z) = flz*,27) e f(0) = f(0,0) para qualquer fungio nas coordenadas z*.

Primeiramente observemos que dentro do propésito de obter solucdes matriciais do
problema linear (5.4), (5.11), é suficiente conhecer somente uma solugdo vetorial do pro-

blema linear correspondente. Para provar esta proposi¢ao, observemos primeiramente que
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a conexdo de Lax para o modelo sine-Gordon (5.11} satisfaz as relagGes:
Ai(ﬂ:, —A) = HAi(-T, A) H, (71)

Conseqiientemente, se w(zx, A) for uma solucio do problemalinear (84 + Ay (z, A)) w(z, A) =

0, entdo Hw(z,—A) também é uma solucio. Desta observagio concluimos que

é uma solugao matricial do problema linear (5.4), (5.11) a qual é relacionada 4 equagio
sine-Gordon. Para valores genéricos complexos do parimetro espectral A, w(z, A) e H -
w(z, —A} sdo independentes, e portanto, podem ser escolhidos como solugdes fundamentais
do sistema linear (6.14). Seguindo [70], vamos supor que para certos valores uy,. .., uy
de A, a matriz de 2 X 2 W (7.2) é degenerada. O inteiro N coincide com © niimero dos
s6litons. As condi¢des de degenerecéncia, impostas sobre W(z, A) significam que existem

constantes ¢;, 7=1=1,..., N tais que as identidades
w(mﬁuj) = ¢;H - w(m, _Ju'.?') (7'33')
se verificam. Podemos escrever (cf. (6.12)) em componentes

wy(z, ) = (—)k_lcjwk(-’c: —H3),

k=12, j5=1,...,N (7.3b)
As equagbes acima tém a solugdo tinica contanto que fagamos

[0+ e15(@))
[T (O + e25(2))
e(z,A) = (=7 +50) (7.4)

wy(z, A) = e(z, —A)e' )

Notemos que introduzindo o “ansatz” acima em (7.3b), obtemos as relacbes algébricas

[ L4 i ),

o €ki(2) — 1
k=12 j=1,...N (7.5)
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Provou-se em [70] que wy(z, ) é uma solugdo do sistema linear (6.14) com A, dado por
(5.11) desde que:

N
0.9 = Z(3+Eu — 9y ea)

=1
N

e = H 2 (7.6)

=1 €u
A consisténcia destas equagbes pode ser provada facilmente usando-se (7.5). Notemos que

um procedimento similar se aplica igualmente bem aos sélitons A4, de Toda afim [21].

Proseguimos impondo a condigao de realidade do campo de sine—Gordon, ¥. Em vista

de (5.23) e do “ansatz” (7.4) concluimos que
w(z,A) = o w(z,A) (7.7a)

onde o elemento o foi definido por (5.19). Comparando a equagio acima com (7.3a) e

(7.4); concluimos que o campo de sine—Gordon é real se e somente se

Hi = a5y G = ~Cr(j)
Elj = 521:’(_‘})5 J = 1: s :N (77b)

onde 7 e 7' sdo duas permutagdes involutivas (provavelmente diferentes) dos nimeros

1 N.

Yt

Conseqiientemente, podemos escrever a matriz (7.2) como segue

Wiz, ) = ¥ H%l(ﬁl(m) + Ae(=2) TN, (alz) — Ae(A)
[Lo(@(z) + Ne(=A) — I, (&) — Ne(N)
&(z) = en(r) (78)

a qual por construgdo satisfaz ao problema linear associado & equacdo sine~-Gordon. Par-
tindo da matriz acima, é ficil obter a solugio normalizada
;P (E) - (0 ¥y () (0)
TN(»’C} }\) = WN(-T% A)Wﬁl(o? A) = ( ’ ¥ (xjw (()D)){-N({) e‘.‘b ((J:;‘/’ (O)Yi\r()\2 )
MY (5) MO g )

I O+ a(@)(h —&0))e(=2) + (A & —2A)
Al = 2T (¥ — 12)
II, (2 + al@) (A —a(0))e(—A) + (A > —A)
2 Hfil(A2 - ru’l2)
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do problema linear associado & equagdo sine—Gordon. Em vista de (5.25) e (5.26), a
quantidade A(T) (5.7) estd no disco unitario D. Usando o isomorfismo analitico (5.31)

entre ) e o semiplano superior H obtemos:

- ¥y (0)
Xy(z, A+t 1 Yy(z, A
un{z,\) =1 n(@ ) NG v ) (7.10)
)f]\,r(ﬂ'l,A)—e‘l 4 YN(JC,A)

A expressio acima dd (até uma transformagio de isometria de H) uma imerséo isométrica

de uma superficie N—soliténica Sy no plano de Lobachevski.

Para terminar, vamos consideram alguns exemplos. Primeiramente, suponhamos que

tratamos com a solugdo do vdcuo ¥ = 0 da equacio sine-Gordon (4.12). Neste caso

)ﬁ.’E+ T )ﬁCC+ 7
Xo()\) - Ch(T + ﬁ): Y(.)(A) = —Sh(T + 5}")
e portanto
uo(x, A) = ie™ % (7.11)

esta é uma linha geodésica no plano de Lobachevski. Recordamos que as geodésicas no
espaco de Lobachevski sao linhas retas parelelas ao eixo imaginirio ou semicirculos que
terminam no eixo real. Notemos que qualquer outra geodésica em H pode ser obtida de

(7.11) mediante uma transformacio PSL(2,R) apropriada (4.28).

Para obter superficies monossolitonicas observemos primeiramente que, de acordo com

a expressio geral (7.5), a dindmica (do monosséliton) estd governada pelas equagoes

1+ ce?(u)
g=u, €=—c (7.12a)

Das equagdes acima junto com (7.6) obtemos

. 1 2
et = 1reen) (7.12b)
g 1—ce*(p)
a gual concorda com a expressdo padrio de uma solucio soliténica da equagio sine-
Gordon [6]. Substituindo a solugio acima nas férmulas gerais (7.9) e (7.10) obtemos

A+ p (A= peh(AN) + Alp) + Ina) +ix(X + pish(A(N) — A(u)
BTN T L O p)eh(AD) — Alw) — ma) — in(X — p)sh(A(N) + Ay)
Art T

A(N) = IS + Ix (7.13)
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onde ¢; = ¢ = ik, @ = |¢| ¢ kK = 1. Dependendo do valor de , as solugdes (7.12a),
(7.12b) s8o chamados sélitons (para x = 1) e antisélitons (para x = —1). Conseqiiente-
mente, concluimos que a superficie Sy que corresponde & solugdo de vicuo de sine-Gordon,
¢ mapeada em uma vnica linha geodésica. Isto ndo é estranho desde que a métrica em
Sy é degenerada em toda parte. De outro lado a imersio isométrica S; %> H (7.13) é ndo

degenerada exceto nos pontos em que siny se anula.
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Conclusoes

() Nesta tese se mostrou que a representa¢io mediante operadores de vértice das

funcdes tau
(%)
TA ((I)O)

que correspondem as representacoes fundamentais da dlgebra de Lie afim, é consegiiéncia

N
=< A JT(+ X ()2 >
i=1

da expressio do grupo de vestimento

TA(CI’)
T4{®p)

=< Alg Yz, 27 )9, (2T, 27)|A >

para solitons arbitrarios Ag) Toda.

(ii) Observagao técnica: apareceu a algebra 7 ~ Zy. Relacdo com a teoria confor-
me: JF, aparece na teoria conforme de um campo gaussiano compactificado num cfrculo
com raio R = /N [37]. Em relagio a isto seria interessante estudar a correspondéncia

(2) para modelos afins de Toda baseados numa. algebra de Lie simples.

(iii) Como uma perspectiva possivel de desenvolvimento, cabe lembrar que as dlgebras
de Frébenius aparecem naturalmente na teoria Topoldgica de Campo [38]. Neste sentido
é interessante estudar detalhadamente uma possivel relacio entre os séliton nos modelos
de Toda e a teoria topolégica de campo. Um forte argumento para a existéncia desta
relago é que os modelos de Toda, assim como a teoria topolégica possuem estrutura
integrdvel. Mais precisamente, a estrutura integrdvel das teorias topolégicas é codificada

nas equagoes de Witten-Dijgraaf-Verlinde-Verlinde [38].

(iv) A relagiio (2) que é vélida para representa¢des fundamentais sugere também

relagdo com a teoria do campo conforme em duas dimensdes. Mais precisamente, devido
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a presenca da algebra afim, seria importante estabelecer a relagao entre os sdlitons nos
modelos afins de Toda e 0s modelos de Wess—Zumino-Witten. As fungdes de correlagio
nestes modelos obedecem a equacio de Knizhnik—-Zamolodchikov. Em relag¢io a isto
cabe observar que a andlise feita nesta tese admite generaliza¢io para solucdes algebro—
geométricas, e neste sentido os sélitons sao relacionados com teorias conformes definidas

sobre a curva espectral subjacente.

Com respeito a geometria, nossa analise permite descrever uma transformacio de Lie—
Bécklund entre duas equacdes nio lineares integraveis de notavel aplicacdo em fisica e
matematica: a de Liouville e a equacao sine-Gordon. Embora a origem geométrica da
transformada de Lie—Backlund seja bastante dbvia, os modelos de Liouville e sine-Gordon
possuem caracteristicas bastante diferentes. Em primeiro lugar, o modelo de Liouville,
originalmente introduzido na matematica, em relagio a teoria de uniformizacéo, como
teoria de campo possui propriedades bastante patolégicas. Por exemplo Liouville é uma
teoria sem um estado estdvel (vacuo). Por outro lado, sine~Gordon possui um niimero
infinito de vacuos 1 = 27ik, k € Z, e solugoes solitonicas que interpolam entre os vacuos
da teoria. Para analizar mais profundamente as conseqiiéncias fisicas da correspondéncia
entre Liouville e sine-Gordon, é preciso estudar a transformada de Lie—Bécklund, obtida
no capitulo 6, na vizinhanga das singularidades, da troca entre as varidveis conformes e
as varidveis de Tchebyscheff. Cabe lembrar que a correspondéncia entre Liouville e sine-
Gordon foi estudada por L. Dolan [64] em relagao as solugbes autoduais de SU(2) Yang—
Mills '. Os resultados obtidos no capitulo 6 podem ser considerados como generalizacio
do resultado de L. Dolan [64] onde se considera somente a relagio entre uma solugio

especifica de Liouville e a solugdo monossolitdnica de sine~Gordon.

De outro ponto de vista, Liouville e sine~Gordon s30 os modelos de Toda baseados na
dlgebra de Lie A; = sl(2) e na dlgebra afim Agl) = 5l(2) respectivamente. E interessante
estudar uma possivel relacio entre os modelos de Toda A, e 0s correspondentes modelos
de Toda afins. A geometria dos modelos de Toda A, foi estudada por Gervais e Matsuo
[60] em relagdo & gravidade W, bidimensional. Conforme [60], os modelos A, de Toda

aparecem na geometria de superficies quiralmente imersas em C'P". Dai surge o problema

lagradecemos R. Jackiw por ter direcionado nossa atengao ao artigo (64]
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de obter uma interpretacio geométrica clara dos modelos afins de Toda.

A auto-transformada de Bicklund para o modelo de Liouville obtida na segunda se¢ao
do capitulo 6 é um resultado desconhecido na literatura 2 . Em particular, duas obser-
vaches merecem atencido . Primeiro a lei de superposi¢do nio linear (6.29) é idéntica a lei
de superposi¢io para a equagdo sinh—Gordon. Observemos que {6.29) pode ser considera-
da como o andlogo discreto da equagdo subjacente [71]. Por outro lado, a transformada de
Bicklund (6.27), (6.28) admite generalizagio para os modelos A, de Toda. Este estudo,
cuja importancia é relacionada a estrutura das dérbitas do grupo de vestimento esta em

andamento [72]

?agradecemos a C. Rogers pelas discussdes sobre o assunto
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Apéndice A

Fatos basicos da teoria das algebras
de Lie

A finalidade deste apéndice é resumir alguns fatos bésicos da teoria das dlgebras de Lie.
Nés focalizaremos nossa atengdo nas dlgebras de Lie simples A, e nas slgebras de Lie afins

sem torcdo AS). Uma exposigdo mais detalhada pode ser encontrada em [10, 15, 16].

Nds recordamos que, a dlgebra de Lie si(n +1), n =1 é formada pelo conjunto de
matrizes de (n+ 1) X (n+ 1) e com trago nulo. Dentro da classificagdo de Cartan sio co-
nhecidas como A, Lie dlgebras. A subdlgebra de Cartan consiste em todas as combinagoes
lineares elementares de matrizes diagonais de trago nulo B = i ><i| (i=1...n+1). O
sistema da raizes pode ser encaixado no espago euclideano (n - 1)—dimensional. Fixando
uma base ortonormalizada e;, as rafzes 530 a;; = ¢; —¢;, & # § (,j=1,...,m+1). A
cada raiz se associa um operador E% = E¥ = [{ >< j| (i # j) o qual é um autovetor
da agdo adjunta da subdlgebra de Cartan . Como raizes simples escolhemos os vetores
@; = € — €1, t=1,...,n. Os operadores de passo relacionados satisfem as relagdes de

comutacao

[He, %] = 0y - £ B™™ = (& — &) E™
[Eai? E—aj] = (‘)'inai
He=> &li><il (A1)
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Os operadores de passo genéricos sdo obtidos pelos comutadores sucessivos de E™ e

pelo seu transpostos £~

Na teoria das algebras de Lie é importante estudar seus automorfismos internos de
ordem finita. A teoria geral foi desenvolvida por Kac [10] e revista em [12]. Nesta tese
nds usaremos somente um automorfismo interno especial o da dlgebra de Lie simples A4, de
ordem n+1 (¢™* = 1). Antes de introduzi-lo, nds recordamos que os pesos fundamentais

estio dados por

% i n+l

k=1 k=1
- N )
2=, ii=1,...,n (A.2)
Q¥ - (¥

Nés também fazemos p = Y_" ; A; e definimos [10, 11]

o(X) = SXS5°1

para um elemento arbitririo X da dlgebra de Lie A,. Notemos que na respresentacio

definitiva, o elemento que implementa o automorfismo ¢ tem a seguinte forma

n+tl
5 = w%E :wl—kEkk
k=1

Ww = gentl (A4)

Das relacoes da comutacdo (A.1) e da identidade anterior, se conclui que ¢ age trivialmente

nos elementos de H e como uma multiplicagdo por uma fase nos operadores da passo:
o(He) = H;
g( E"”"‘) = Ok EOR Wt F Eek

(A-5)

A &lgebra de Lie ¢ = A, junto com o automorfismo o é uma algebra graduada Z, 1

G = @rez...%
o(Gr) = WG
Gr, Gl € Grwi (A.6)
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E um fato conhecido que para uma dada algebra de Lie simples G, sua subdlgebra de
Cartan estd fixada acima de uma conjugagio por elementos que pertencem ao grupo de
Lie correspondente. Em particular, em vez de H, podemos introduzir uma subslgebra de

Cartan alternativa H , preenchida pelos geradores mutuamente comutantes:

nt+l—q i

Ez‘ — Z Ekk-i-i + ZEn+1+kfik —
k=1 k=1

= 3 lk><k+i (A7)

kEZn+1
Para mostrar que os elementos acima geram realmente uma certa subslgebra de Cartan,

basta notar que a matriz com entradas

Q‘l] — w(‘i_l)(j‘l)
—(i-1)(5-1)
W
pt e — A8
& n+1 (A8)
diagonaliza &; (A.7)
n+1
QEQ =) Wik g (A.9)
k=1

E importante notar que os geradores da subdlgebra de Cartan alternativa sio autovetores

do automorfismo interno o
o(&) = w'& (A.10)

Para dlgebras gerais de Lie simples, é sabido [10, 15] que os autovalores do automofismo
correspondente ¢, quando restritos & dlgebra de Cartan alternativa, estio em corres-
pondéncia com os nimeros de Betti. Para completar a base alternativa da dlgebra de Lie

Ay, introduzimos os geradores
Fr=QEYHQY =1 .. ..n
(&, F7] = (w¥ — 1)F? (A.11)

devido & decomposicio graduada (A.6) e is relacdes de comutacio dadas acima temos

que

Fi= 3 F

kEZn+1
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o(F}) = w*F}
[g,', Fg] = (w’j - l)FJ

i (A12)

Obtemos assim uma base que é formada pelos geradores alternativos de Cartan &; (A.7) e
Fi, i=1,...n,, k€ Zpyy. Devido a (A.8) e (A.11) a transformacao que nos faz voltar
a base de Cartan—Weyl é

; Er-i
i — [—i r(1-4) pr P
n+1+§ w i <

it = Enatats ’+Zw’”(1 VBT i i

E En+1 n+l _ Z W' ﬁm r (A13)

As relagoes de comutagio na base alternativa sao completadas, por
sk r

& i &
(17, FY) = (A4

Introduzindo a notagao

FTo= (A.15)
gk r=20 k?-].,...,ﬂ

n+1

vemos que as relacoes da comutagdo na base alternativa assumem a expressio uniforme
(A.14).

As dlgebras de Lie A4,, sdo equipadas com o produto escalar invariante nao degenerado
(X,Y) =tr(X.Y). O traco ¢ feito na representagio definitiva. Na base alternativa (A.15)
este produto escalar é dado por

(7, 57) = sy (A.16)

onde 6k : ) éa fungdo delta no grupo ciclico Z, 1. Para tratar equagdes de evolugao inte-
graveis, temos que estender as dlgebras de Lie cldssicas introduzindo o parametro spectral

(ou parametro de lago ) [11]. Isto quer dizer que a conexdo de Lax pertence i algebra de
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lagos de Lie G = C[A, A7t]®G. Ou seja a algebra de lagos é o conjunto de séries de Laurent
com coeficientes na correspondente dlgebra de Lie (classica) G. Conseqiientemente Gé

preenchido pelos elementos X; = A*X, k € Z, X € G. O bracket de Lie é
[Xk#Yl] = [X: Y]k+1 (A'IT)

As 3lgebras de lago G possuem uma extensio central [10], conhecida como 4lgebras afins
(ou de Kac-Moody) 6 =G & Cé @ Cd

k
[Xk) YE] = [X; Y]k.H + mé 6k+1,0 (X? Y)
[a'i, Xk] = kX,
[é, G] =0 (A.18)

O fator de normalizagdo que multiplica o elemento central é é escolhido por conveniéncia.
A derivacao d pode ser usada para definir uma graduacio Z em G:

A~

G = EBkeZGk
[,Gk] = k Gy (A.19)

Como o é um automorfismo da dlgebra de Lie cldssica subjacente § = A,, = sl (n+1),
estd claro que os comutadores (A.18) junto com a restri¢do
X(wA) = o X)X =Y NXoX(X) =Y o(X3) (A.20)
IeZ !
definem ainda uma algebra de Lie. Na literatura [10, 12, 15] é conhecido como 4lgebra
de Lie afim AY na graduagio principal. Levando em conta (A.14), (A.16), (A.18), junto

com as restrigées acima, obtemos as relagdes da comutagio

r 8 w _wﬂ r+s kwrl ~ goln+4l
[F5, Bl = WF"L + i C ‘5£+-:,o) Ok+1,0
7§ €Zny1; klcZ (A.21)

Notemos que os geradores Fy com k = Omod(n + 1) nfio estdo na dlgebra de Lie afim

1 . . . .
AL Terminamos assim com a seguinte base alternativa

Fr, r=1,...,n keZ
R, keZ, k+0mod(n+1) (A.22)
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da lgebra de Lie AS;I) na graduagio principal. Os geradores Fy, k # 0(mod) formam uma
base da subdlgebra de Heisenberg na graduagio principal [10, 11, 12, 15]. Em analogia
com (A.15), nés usaremos também os seguintes geradores

Ee.&l=(n+1) kbrpp kF#0(modn+1) (A .23)

Das relacoes de comutacgdo anteriores concluimos que £.4, £ = 1 formam um conjunto

infinito de osciladores bosonicos nio interagentes.
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Apéndice B

Realizacao de campo livre das

(1)

algebras de Lie A;,” na graduacao

principal.

A realizag8o de dlgebras de Lie de dimensdo infinita em termos de osciladores harménicos
tem um papel crucial na teoria das representagdes. S&o também importantes nas apli-
cagOes em teoria de cordas e a modelos conformes bidimensionais (para uma, revisio, veja
[33]). No caso mais simples da 4lgebra de Lie afim A" = s[(2), a construcio do campo
livre (ou operador do vértice) foi obtida em [34]. Este resultado foi generalizado para as
dlgebras de Lie afins G na graduacio principal [35] quando as dlgebras de Lie classicas
subjacentes G s@o “simply laced” e o nivel da representacio correspondente é ym. A
generaliza¢io da realizagio de operador de vértice de G com G que nao é “simply laced”,
€ também conhecido [15, 16]. Neste apéndice nds limitaremos nossa atencio as algebras
de Lie A na graduagdo principal somente. Uma discussio bastante detalhada do caso

geral é dada em [10].

Como ¢ visto de {1.10), as solugdes gerais dos modelos (1.1a), {1.2), {1.3) podem
ser escritas usando as representacdes de peso maximal das &lgebras de Lie afins G. Os
espagos da representacio sdo gerados pela agio de produtos arbitrdrios dos elementos de

grau negativo {A.19) sobre o estado de peso maximal |[A > . O tltimo ¢ aniquilado pelos
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clementos de grau positivo da dlgebra de Lie afim
FilA>=0,
k>1, 1r€Znn (B.1a)

onde nés usamos a notagdo (A.22). Nds recordamos também que F;?(n +1y = 0, peZ

desde que estes elementos ndo estdo na édlgebra afim. O estado de peso maximal é um
autovetor da subslgebra Gy dos clementos 7 de grau zero (A.18), (A.19)
FyiA >=A(F5)IA >,  dA>=A(d), &A>=A@)A>
(B.1b)
Em vista de (A.23), os geradores £ = (n+ 1)FY (k # Omod(n + 1)) formam uma
subdlgebra de Heisenberg. Esta ¢ conhecida como subdlgebra de Heisenberg principal.
Como & s8o osciladores bosdnicos, eles admitem uma representa¢io no espago de Fock,
construida sobre o vacuo de Fock
£l0>=0, k<1
<0l& =0, k>-1 (B.2)
Sabe-se que quando o valor da carga central é é 1, todas as representacdes irreduziveis
de peso maximal das dlgebras de Lie A sip expressadas em termos dos elementos da

subalgebra de Heisenberg (principal) unicamente [10, 34, 35]. Neste apéndice nés damos

uma demonstracdo elementar desta indicacio

Comegaremos introduzindo as notacdes

sw= Y & (B.32)

kez 'u,k
k£0mod(n+1)
, w1 £

=i Y YTl A

keZ ,U,
k#0mod{n+1)

6"(#’) = (I)r-l-n-I-l(lu') ’ 90(!”’) =0 (B3b)
onde ¢ é a unidade imagindria i = —1. As expressdes acima estdo relacionadas pela
identidade

i d
E(u) = — ) B.
(u’) n + lju'd‘U; TEZZ+1 l‘()u’) ( 3C)
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Definimos também o produto normal bosénico :: na maneira usual: £ com k > 1 movidos
para a direita, enquanto que & com k& < —1 sfo movidos para a esquerda em cada
mondémio com ordenamento normal que contém geradores da subdlgebra de Heisenberg
somente. Desde que a subdlgebra de Heisenberg nfo contém elementos da grau zero,
resulta que cada mondmio com ordenamento normal de grau positivo (negativo) aniquila
o vicuo de Fock [0 > (< 0f) (B.2). Levando em conta (B.2) e as relagdes da comutacio

de Heisenberg (A.23) chegamos s identidades de contracio

01-(1“’1)03(.“2) =< 91'(“’1)05(“2) >+ gr(.ull)gs(lu'?) :
E(pin)0s(2) =< E(11)bs(pi2) > + 1 £ ()B4 pi2) :
L] > {un] (B.4a)

Os correspondentes valores esperados para o vdcuo sio dados por

(1 — w ) (pr — wWua)
(11 — pi2)(py — w3 * i)
(1 — w" 2 ) iy o
(1 — p2) (1 — w™iiz) (B.4b)

< 0:(111)65 (42) >=In

< E(p)b(p2) >= i

Para obter uma realizacio das representacdes bdsicas das dlgebras de Lie afins ALY

introduzimos os operadores de vértice

l-w

Vr('u’) = W = ez"‘fg1 k %eszII-—k_ fil

r = 1,..,n (B.5)

Usando o teorema de Wick deduzimos os seguintes produtos de operadores:

V) = SV ) V)
ot - BT o

Em vista de (A.23) e (B.2) obtemos

E()E() = P (i) BT )
(1 — p2) (ptt — upth
] > |pel (B.7)
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Usando a nogdo de ordenamento radial [33] que é andlogo ao ordenamento temporal padrio
na teoria do campo, podemos estender os produtos de operadores (B.6) e (B.7) & regido

|ti1| < |u2| de acordo com as relagdes de comutatividade “locais”
A{p)B(uz) = Blpa)A(m)
] #

para A(u), B(u) sendo £(u) (B.3b) ou V(i) (B.5). Isto permite-nos usar as expansoes

de Laurent

Vi) =>" L =j£ GV () (B:8)

o7, ;U:‘ gt 27TZ,LL

Note também que os termos com ordenamento normal que aparecem no lado direito
de (B.6) e (B.7) tem elementos de matriz finitos quando sio avaliados entre estados

normalizados do espago de Fock bosdnico.

Para calcular a dlgebra dos comutadores dos modos de Laurent &, & € Z\(n+1)Z
e Fy usamos a técnica de deformagdo de contornos [33]. Vamos lembrar rapidamente:
suponhamos que A(u) e B(u) sdo operadores meromérficos avaliados como fungdes em
p 0s quais comutam localmente A(u,)B(uz) = A(u2)B(u1) para (|| # [pe|). Entdo o

comutador entre os coeficientes de Laurent

prdp pdu
* j{u 2rip () B fiﬂ Imip (1) (B.9a)
é dado por
e B = (f - f )”f St 82 gy B) (B.9b)
|psaf> |z (2] <2 2mipy 2 2wy

Usando a identidade acima, o teorema de Cauchy e considerando (B.6) temos que

disy dite
£ Vil= f _.f ) k : i 2 £ vr _
[ * I] ( 22| > gz | [ |< e # 2t & 2734 k(‘ul) (Mz)

i bz g d V() i
= ¢ Uy pht L — 1) -
278 Cus Curay 2w (1 — p2) (1 — W™ its)

= (W - 1)V, (B.10a)
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onde C, se entende por um contorno orientado no sentido anti-hordrio o qual cerca o

ponto y. Similarmente da segunda equacio (B.6) obtemos os comutadores

royr8 W~ 1){w’ —1 8 r r+s
Ve, vy = & o e v
T+ s # 0 mod(n + 1) (B.10b)

Vi Vi = =0 (1 —w )2 ((w™™ = w™) &y + kw ™ 640) (B.10c)
Para derivar as equactes acima usamos também a identidade

O (W) = Opyr (1) — Oplue)

o qual é uma conseqiiéncia direta de (B.3b). Usando a técnica de deformagio de contorno
concluimos também que (B.7) é equivalente aos comutadores de Heisenberg (A.23). Con-
seqilentemente concluimos que &, k € Z\(n+ 1)Z juntocom V], r =1,..,n, k € Z
formam uma &lgebra de Lic. Este ltimo é isomorfo A algebra de Lie AV na graduacio
principal. Para ver isto é suficiente fazer

) Sy

Fl=, <"k
T n+ D(wr —1)
leZp,r=1,..,n

(B.11)

¢ para verificar que (B.10a)—(B.10c) junto com (A.15) coincide com (A.21). Na equagio

anterior, { € Z,.; é um parametro adicional. Note que o mapa

gk—-'-)gk

Vi — SV ,r=1.,n (B.12)

6 um automorfismo de ordem (n + 1) da 4lgebra de Lie (B.10a)—(B.10c), (A.23). E claro
que este automorfiso é exferno, e conseqilentemente as representacoes de A que cor-
respondem a valores diferentes do pardmetro adicional ! (B.11) sdo inequivalentes. Devido
a (B.2), (B.5) e (B.11) nés obtemos as representagdes de peso maximal caracterizadas por

rl

72
r = A
Byl > (n+1)(w"—1)' s
= A >= A >, dA>=0 (B.13)
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onde o estado de peso maximal coincide com o vdcuo de Fock (B.2). Como ¢ = 1, con-
cluimos que as representagdes construidas por nés sio as n+1 representagdes fundamentais

2

inequivalentes [10] da dlgebra de Lie Ar’ na graduagdo principal

Prosseguimos calculando as fungdes tau (1.9) em termos das componentes do campo
(1.1d), (1.2) com 5 = 0. Considerando também a tdltima identidade (A.13), obtemos

1 ¢
$ = rO-Rlpp By + ———C B.14
k€EZy1
Combinando a expressio anterior com (B.13) derivamos
¢ 1 T +1-k)
NPA)=—"———+ —— — B.15
(As|2] A 2(n+1)  2(n+1) 1§n w1 ¥ (B.15)
kEZni1
Conseqiientemente as fungdes tau grupo-algébricas (1.9) satisfem as identidades
TAk(Q) 0k
k=T k€ X, B.16a
TAk—l((I)) i ( )
IT (@) =c* (B.16b)
kEZn-H

Comparando as identidades acima com a defini¢do (1.4a)-(1.4¢) das fungbes tau de Hirota,

obtemos as relagtes
S0

7, (®) = e 7 (P) (B.17)

onde (o é o valor no vicuo (1.4d) do campo ¢ (1.2).
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