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Resumo

Regularizamos e renormalizamos, através do método de integracio funcional, o mo-
delo de Schwinger anémalo (MSA) e o quiral (MSQ). A renormalizacio ¢ feita tanto
semi-perturbativamente (em termos de uma expansio envolvendo o propagador exato do
féton) quanto exatamente. Estudamos a blindagem e confinamento de cargas de pro-
va (usando as teorias regularizadas), confirmando os resultados pela analise do loop de
Wilson. Encontramos a solugao operatorial do MSA, usando a técnica de bosonizagio, e
revelamos a estrutura do espago de Hilbert e dos observaveis fisicos. Analisamos o com-
portamento de fungdes de correlagio de condensados quirais e correntes fisicas no MSA,
no que diz respeito a propriedade de cluster e comportamento infravermelho, e mostramos
a preservacao da simetria de calibre quantica (para qualquer valor de a, > 1), de modo
similar ao que ocorre no MSQ. O conjunto dos nosso resultados mostra a consisténcia
de teorias de calibre andmalas em duas dimensdes, no minimo para algumas classes de

regularizacoes.
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Abstract

We regularize and renormalize, by functional integral techniques, the anomalous (ASM)
and the chiral Schwinger model (CSM). The renormalization is done both semi-pertur-
batively (in terms of an expansion involving the exact photon propagator) and exactly.
We study the screening and confinement of test charges (using the regularized theories),
confirming our results by a Wilson loop analysis. We find the operator solution of the
ASM, using the bosonization method, and we reveal the structure of the Hilbert space and
the physical observables. We analyze the behaviour of the chiral condensates and physical
currents in the ASM, in what concerns cluster properties and infrared behaviour, and we
show that gauge symmetry is preserved at the quantum level (for ¢, > 1), in a similar way
to what happens in the CSM. All our results show the consistency of anomalous gauge

theories in two dimensions, at least for some classes of regularizations.
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Introducao

As teorias de calibre sdo os principais instrumentos utilizados atualmente para uma des-
crigdo da natureza no seu nivel mais fundamental. Trés das quatro interacdes sdo descritas
por teorias de calibre perturbativamente renormalizdveis, com um sucesso impressionan-
te. Um dos requerimentos fundamentais para que estas teorias sejam perturbativamente
renormalizdveis é o de que a simetria de calibre seja preservada no nfvel quintico (em
todas as etapas de cdlculo intermediarias, desde a regularizacio, e no resultado final). A
preservacao desta simetria implica no estabelecimento das identidades de Ward, as quais
relacionam constantes de renormalizagdo e ajudam a cancelar divergéncias. O descobri-
mento do gquark top, e o conseqiiente cancelamento da anomalia de calibre do modelo
padrdo, ¢ interpretado por muitos fisicos como uma forte evidéncia de que a preservacgao
da simetria de calibre deva ser tomada quase como um postulado adicional, no mesmo
nivel ou levemente abaixo da preservacado da simetria de Poincaré ou do requerimento de
unitaridade para a matriz S.

Contudo, dentro de um ponto de vista tedrico, apareceram fortes evidéncias, desde
meados dos anos 80, de que eventualmente poderia ser possivel uma convivéncia pacifica
com as anomalias de calibre. O trabalho pioneiro foi o de Jackiw e Rajaraman {1] que
analisaram a Eletrodindmica sem massa em duas dimensoes com acoplamento minimo
entre férmions quirais e o campo de calibre, para concluir que poder-se-ia obter uma
teoria unitdria e consistente, a despeito do fato da simetria de calibre ser violada (a0 menos
em passos intermedirios, posteriores & quantizagdo dos graus de liberdade fermidnicos,
mas anteriores & quantizagio completa do campo de calibre). Em seguida, Faddeev e
Shatashvili {2] observaram que a anomalia de calibre podia ser cancelada pela introdugao
de graus de liberdade quénticos, os campos de Wess-Zumino. Fechando o circulo, Babelon,

Schaposnik e Viallet {3] e Harada e Tsutsui [4] observaram que estes campos ji estavam



presentes, implicitamente, na teoria, podendo ser revelados por meio de uma adaptacio,
para teorias anémalas, do procedimento de Faddeev-Popov. O contexto onde tais idéias
foram explicitamente comprovadas continuou sendo o de duas dimensdes, dada a auséncia
de métodos poderosos o suficiente para investigar teorias de campo nido perturbativamente
em dimensdes superiores a dois.

Entretanto, mesmo em duas dimensdes, certas questdes importantes fugiram do foco
principal. Chamamos a atencéo para duas destas questdes nesta tese. A primeira aparece
inicialmente no contexto da Eletrodindmica Quiral (o0 modelo foi proposto e analisado em
[1] e & conhecido como modelo de Schwinger guiral (MSQ)). O modelo exibe divergéncias
ultravioletas em suas fungdes de correlacdo fermidnicas, observadas desde as suas primei-
ras andlises [5, 6]. Sua renormalizacdo foi considerada em [7], mas, embora os autores
tenham achado fortes evidéncias de que a teoria podia ser renormalizada, nenhum esque-
ma sistematico para fazer isto foi proposto. Como veremos mais adiante (nesta tese),
esta é uma questdo sutil, pois a natureza das divergéncias apresentadas pelo modelo é
inacessivel por meio de métodos perturbativos. E preciso que se mostre, na pratica, de
que maneira a regularizacio e a renormalizacio podem ser feitas. Se isto n&o acontecer,
o modelo tem que ser tomado apenas como exatamente solivel em potencial (qualquer
fungao de correlagdo parece poder ser calculada exatamente, mas ninguém sabe comol).

A segunda questao é menos pratica, mas envolve consideragdes profundas em relagio
A interpretagdo fisica do procedimento de renormalizagdo. A Eletrodindmica Vetorial
em duas dimensdes (proposta em [8] e conhecida como modelo de Schwinger (MS)) foi
um dos primeiros exemplos do mecanismo de geragao dindmica de massa para bdsons
vetoriais. Este modelo é totalmente livre de divergéncias ultravioletas, contanto que
seja utilizado um procedimento de regularizacio invariante de calibre para a funcdo de
Green de dois pontos da teoria. O modelo é famoso, também, por permitir a visualizagio
explicita do confinamento de férmions, quebra de simetria quiral global pela anomalia
U (1) e existéncia de vacuos - , entre outras caracteristicas (veja [9)-[18]). No entanto,
se empregamos um método de regulariza¢io ndo invariante de calibre [19, 20], o modelo
aparentemente passa a exibir um comportamento desconfinante para os férmions. A
interpretagio corrente € a de que o procedimento de regularizagao deve ser fornecido junto

com a Lagrangeana, para definir completamente o modelo. Diferentes procedimentos de



regularizagio levariam a diferentes modelos, com propriedades quénticas completamente
diferentes. O modelo, estudado desde este ponto de vista, ficou conhecido como “modelo
de Schwinger nao confinante”. Preferimos, no entanto, chama-lo de modelo de Schwinger
anémalo (MSA), por razdes que ficardo mais claras adiante.

As divergéncias ultravioletas, que compareciam no MSQ, também se fazem presentes
no MSA. Na verdade, como veremos na tese, a estrutura é praticamente idéntica. No
entanto, 0 MSA é bem menos estudado que o MS(Q). Na nossa interpretagio, isto deve-
se a acomodacgdo natural ao ponto de vista de que a simetria de calibre é uma simetria
fundamental da natureza. O raciocinio seria o seguinte: ji que, no caso vetorial, existe
uma classe de regularizagoes invariantes de calibre, isto torna desnecessdrio considerar os
outros tipos de regularizagio. A nosso ver, para que este ponto de vista faga sentido, dever-
se-1a provar que todas as regularizagoes conduzem aos mesmos resultados fisicos, o que
estd longe de se conseguir. Por outro lado, se as outras regularizacoes sao rejeitadas por
serem nao invariantes de calibre (e, portanto, ndo fisicas), o MSQ ndo deveria sequer ser
considerado, ja que, para este modelo, ndo existem regularizacoes invariantes de calibre!
Esta situagao € suficientemente intrigante para justificar uma andlise cautelosa do MSA.

Colocaimos, nesta tese, os dois modelos dentro do mesmo panorama: o das teorias de
calibre anémalas. Inicialmente (capitulos 1 e 2) enfrentamos a questao da renormalizagio,
semi-perturbativa e ndo perturbativa, das duas teorias, sem a resposta da qual estariamos
impedidos de seguir em frente, na andlise das propriedades nao perturbativas das teo-
rias. Em seguida (capitulo 3), investigamos as propriedades de blindagem e confinamento
dentro do ponto de vista do potencial estatico entre quarks e do loop de Wilson. A es-
trutura do espago de Hilbert do MSA ¢é extensivamente discutida no capitulo 4 (para o
MSQ esta discussao ja foi feita anteriormente [6]}. Finalmente, no capitulo 5, analisamos
algumas fungoes de correlagio especificas (de condensados quirais e de outros operadores
compostos) tentando nos aproximar das amplitudes “fisicas” (as aspas referem-se ao fato
de estarmos em duas dimensdes). Apresentamos nossas conclusoes em seguida e, poste-
riormente, incluimos trés apéndices, com nossas convengoes e identidades teis (apéndice
A}, uma discussio das identidades de Ward para as teorias renormalizadas (apéndice B)

e uma revisao do procedimento padrdo de bosonizagdo em duas dimensdes (apéndice C).



Capitulo 1

A Eletrodinamica Quéantica semmassa

em (1+1) dimensoes: andlise

semi-perturbativa

Neste primeiro capitulo, comegaremos o estudo da Eletrodindmica sem massa em (1+1)
dimensbes, quantizando-a através de prescrigbes néo invariantes de calibre. Como se
conhece na literatura, o modelo vetorial quase sempre foi estudado desde o ponto de vista
da preservagdo da invariancia de calibre local no nivel quantico. Por outro lado, no modelo
quiral ndo existe nenhuma prescri¢io que mantenha esta invaridncia. O fato de apresentar
os dois modelos quantizados de modo néo invariante de calibre (local), ilustra um método
desenvolvido por ndés que permite renormalizar, ao menos em (1+1) dimensdes, teorias

com anomalia de calibre local.

1.1 O modelo de Schwinger anémalo

1.1.1 Funcgoes de Green divergentes

O modelo de Schwinger ¢ definido pela seguinte densidade de Lagrangeana!®

Cle, 5, A] = —%FWF"" +B(iP + e ). (11)

1Em todo o trabalho dz significa d®z. As nossas convengoes s3o dadas no Apéndice A



A agdo efetiva W([A,] é definida por

WA — / dipdr) exp [a / dz 9( i@+ ed )4 =deti(i@ + e4 ).

Calculamos o determinante fermiénico usando uma prescricio nio invariante de cali-
bre {21, 22]. Esta prescrigao sers responsivel pelo aparecimento de um parametro a (no
caso do modelo de Schwinger quiral [1], o parametro de Jackiw-Rajaraman) o qual serd
uma manifestacdo da ambigilidade no processo de regularizagio das divergéncias ultravio-
letas, ou de curtas distancias, que aparecem durante o calculo do determinante fermiénico.

O célculo de W[A,] fornece

1 , erordr
WIA,] = /dm EA“(m) [mf g’ — pa— A {z), (1.2)
onde m? é
2 62 1
mu - ﬂ(au + ) (13)

Podemos verificar que a agio efetiva W[A,} nfo é invariante sob uma transformagao de
calibre; mf ¢ uma massa gerada dinamicamente depois que os campos fermidnicos sdo
quantizados e a, ¢ um parametro arbitrario que surge devido & necessidade de regularizar
as divergéncias de curta distancia que aparecem no calculo do determinante fermidnico.
Existe um valor especifico do pardmetro, ¢, = 1, que faz a agdo efetiva W[A,| invariante
de calibre. E este o valor geralmente considerado na literatura. Um calculo explicito
da agdo bosonizada, com uma prescrigao de regularizagao arbitraria produz o pardmetro
indeterminado. A teoria é aparentemente consistente [20] para a, # 1.

Da equagao {1.3), podemos obter um limite inferior para os possiveis valores de a,. A
exigéncia de que a teoria nao tenha tdquions implica em mf = 0, ou seja, a, = 1.

O funcional gerador ¢
Zn,n,J] = N|[dA,dvdy exp [z/d:r (E[q,b,iﬁ, Al + T + i + J A" )] . (1.4)

Integrando nos campos fermidnicos obtemos

20701 = [dy exp i fdo (GA7 A+ 0,8) =i [ddy m@)Glo, s )],

onde T'*¥ é \
lo.ats
W o (O 4 m?) — O — & . 1.
T g™ (O +m?) — 8*8 — (1.6)




A funcdo G(z,y; A) em (1.5), é a funcio de Green de dois pontos fermidnica sob agio

do campo externo A, isto é, (i@ + e4)G(z,y; A) = &(x ~ y). Esta fungio de Green é

calculada exatamente, e dada por
G(z,y; A) = exp [—ie fdz A#(z)jf(z,:c,y)} P Gplz—vy) + (1.7)

+ exp [—ie fdz Ap(z)jﬁ(z,m,y)} P.Gr(z ~ y),

onde G satisfaz i@, Gp(x —y) = d(x —y), e j* é
j¢(z,3,y) = (8% — € 04)[Dr(2 — ) — Dr(z —y)] , (1.8)

come=+, e ODp(z —y) =é(z —y). Pr = (1= )/2slo os operadores de projegio
nas quiralidades direita e esquerda e 5# = €, 0",

Todas as fungGes de correlagio da teoria podem, em principio, ser calculadas exa-
tamente no espago de configuragio, embora o mesmo nao possa ser feito no espago de
momenta, onde nao se sabe como bosonizar diretamente a teoria.

O propagador foténico, Gu.(z — y) = (0|TA.(x)A.(v)|0}, é diretamente calculado

desde (1.5) e, no espaco de momenta, é

. A 1 k.k, 2w kuk,
?,G#y(k) = _—_k2 —? (gw, —_ 22 ) — 6’2(0, . 1) ;;2 . (1.9)

Observamos que o propagador foténico tém um pélo simples em m?, o que indica que
o féton ganha massa depois que a teoria ¢ quantizada. Podemos também ver uma de-
pendéncia explicita no parametro o, da massa do féton, que a deixa indefinida. No
entanto, o propagador foténico ¢é livre de divergéncias. O seu comportamento em altas
energias é similar ao da teoria de Proca.

Agora calculamos o propagador fermiénico, G(z — ¥) = (0|T%(z)¥ ()]0, que é dado

pela seguinte expressao

Glx—y) = iexp {iezf(—g% k) [1— e'fk'(x_y)]} Grlz —¥), (1.10)

com f(k) dado por

27 1 1

f®) = -G e R —m?) (1.11)

O propagador fermiénico (1.10), tem divergéncias ultravioletas, e ¢ livre de divergéncias

infravermelhas. Esta divergéncia é melhor entendida no espago de momenta. Embora
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amda nao possamos calcular exatamente a transformada de Fourier, podemos escrever a

equagdo de Schwinger-Dyson satisfeita pelo propagador fermiénico

(7o + & [ 2 s e #D) 6o —1) = 6(e ). (112)

A equagdo (1.12) pode facilmente ser expressa no espago de momenta, onde permite que

se encontre uma equagao integral para o propagador do férmion G'(p)

= b i [FE ]
Clr) = 5 ~ ie* [ £ 5

Podemos expandir a equagao acima para é‘(p) em poténcias da fungdo f, e mostrar que

KGp—k). (1.13)

obtemos uma expansado em loops usando o propagador exato do féton, com a n—ésima
ordem de loops associada a A" [23], como no caso usual. Escrevendo h explicitamente,

obtemos

1. L afdk 1, 1
LC) = L+ he f o 1) 5 + (1.14)
1

o, a [ dk  ds 1, 1
-0 [ e SO gy

Uma andlise por contagem de poténcias da expansio (1.14), mostra a presenc¢a de uma

divergéncia logaritmica ultravioleta no propagador do férmion. Esta divergéncia é similar
aquela presente em uma teoria de Proca com férmions, devido ao mau comportamento
em altas energias do propagador exato do f6ton. Entretanto, é possivel renormalizar a
teoria neste contexto, porque o setor bosénico ¢é apenas quadrdtico no campo A, apés
a integracao dos férmions. Até onde podemos ver, a renormalizacao do setor fermiénico
pode ser feita sem problemas, uma vez que reconhegamos que temos que usar o propagador
exato do féton, em vez do mesmo calculado em nivel de drvore (devido a ser ele indefinido
neste setor). Isto é o que chamaremos de uma aprozimacdo semi-perturbativa.

Vale lembrar que, para ¢, = 1, nao aparecem divergéncias ultravioletas no propa-
gador fermiénico. Isto aparentemente contribuiu para que a questdo da renormalizacio
do modelo vetorial tenha sido praticamente esquecida na literatura. Como veremos, ao
considerar valores gerais para a,, nos deparamos com um problema de renormalizagio
completamente similar ao do caso quiral. O fato de que a anomalia, neste caso, possa ser
removida pela adigao de contratermos, nao influi em nada na construcio do procedimento

de renormalizacdo



A funcdo de Green de trés-pontos G*(z,y, z) = (0jT(z)¥(y) A#(2)]0), é

dk

G*(z,y,2) = iefw g(k) [e7* o) el Gz —y), (1.15)

com ¢g* dado por

ke s ot
H =
g“(k) ISR 2 —ma)’ (1.16)

No espaco de momenta, G‘“(p, —p—q,q) = G*(p, q), entdo

G*(p,q) = ie g*(q) [C‘(P+q) —~ G‘(p)]- (1.17)

Observamos que a divergéncia nesta funcio é devida somente ao propagador fer-
midnico. Pode-se facilmente ver que somente as fun¢des de Green com pernas fermiénicas
terao divergéncias ultravioletas. Uma andlise cuidadosa conduz A conclusdo de que estas
divergéncias ndo tém uma origem perturbativa [24].

Damos aten¢io ao fato de que podemos escrever a funcio de 3-pontos quase inteira-
mente em termos da fungio de 2-pontos. Isto, certamente, nio é um simples acidente.
Recentemente Adam [25] e Radozycki [26] mostraram, no contexto da quantizagao inva-
riante de calibre do modelo de Schwinger convencional, que esta propriedade esta ligada
a redugdo de um conjunto infinito de equagdes de Schwinger-Dyson, de modo tal que po-
demos expressar cada fun¢ido de Green de n-pontos em termos de fungdes de Green com
nimero de pernas menores que n. Em [26] usa-se crucialmente o fato de que a invariancia
de calibre foi preservada (identidade de Ward ndo an6émala para a fun¢io de 2-pontos
foténica). O fato de que as mesmas equagdes sdo ainda validas para modelos anémalos
sugere que este fato ndo depende tanto da preservagio da invaridncia de calibre local
intermediaria, como poderia parecer a primeira vista. Esta “fatorizacio” é, de fato, uma
conseqiiéncia da preservagao das outras identidades de Ward, e serd muito importante

para a renormalizacdo do modelo

1.1.2 Regularizagao

Na presente se¢io estudamos como regularizar as divergéncias UV que existem no setor
fermiénico da teoria. Para isso, usaremos o ponto de vista do formalismo ndo invariante
de calibre [27] onde ndo introduzimos um campo de Wess-Zumino para restaurar a si-

metria de calibre [2, 4]. Entretanto, ao menos para o caso deste modelo, os resultados
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sdo coincidentes [23]. No formalismo nao invariante de calibre, o campo vetorial A, é

decomposto em suas partes longitudinal e transversal,
eAy =80 — 8,6 . (1.18)

Substituindo a decomposigio (1.18) na agao notamos que, devido & invariincia de calibre
classica, ndo ha termo cinético para o campo p (a parte longitudinal do campo AL
Fazemos uma mudanga de varidveis fermidnicas, com a finalidade de desacoplar a parte

longitudinal do campo A, dos campos fermiénicos,
=€y | P=yle (1.19)
No entanto, a medida fermiénica nao é invariante sob (1.19),
A 1Ty z'(a, - 1)
dpdip = dif'dy’ exp | ——— [dv 9up0"p |, (1.20)

0 que gera um termo cinético para o campo p. Inserindo no gerador funcional (1.4),

obtemos

Zin,7J) = [dpdoapds exp i [ae ( o649 - Bo - L0064

(0. =1),

+47r #

. — . 1
pd p + ety + he Py 4+ EJﬁa“p )J .

Notamos que a tentativa de desacoplar os férmions nio foi bem sucedida, mas gerou um
termo cinético para o campo p. Este campo é ainda acoplado aos campos fermidnicos,
de modo mais complicado, através das fontes fermidnicas. Este detalhe, em geral, nao
¢ notado, pois costuma-se trabalhar com as amplitudes vacuo-vacuo, onde as fontes sio
igualadas a zero. Este acoplamento induz o aparecimento das divergéncias ultravioletas
nas fungoes de Green envolvendo férmions. Para calcular a fungdo de 2-pontos fermignica,
temos que tomar duas derivadas funcionais sobre Z, em (1.21), com respeito as fontes
fermibnicas n e 7. Fazendo isto e, em seguida pondo as fontes a zero, chegamos & seguinte

expressao para o propagador fermidnico,

Glz—y) = f dodgdyd (z)P(y) (1.22)
exp (1 fdz [$¢>Dz¢+ (i@ — 3(,{))1,[) + (a"dl—;l)@#pa“p + pj(z, x, y)}) ,



onde j(z,z,y) = §(z — 2) — (2 — y). Notamos a dependéncia quadritica desta expressio

em p, o que nos permite realizar exatamente a sua integracio. Ao fazer isto, encontramos

o [ 2mi /dk 1 — e~ (zy) 193
PU o =1/ @y k2 ’ (1.23)

que vem antes do propagador livre do férmion, e é logaritmicamente divergente. Esta

o fator

divergéncia tem uma natureza essencialmente nio perturbativa, o que pode ser visto
pelo célculo perturbativo da fungéio de 2-pontos fermionica (ndo hd nenhum gréfico de
Feynman induzindo o aparecimento desta divergéncia) e tem o seu paralelo no assim
chamado formalismo invariante de calibre, onde pode-se ver que a mesma divergéncia
surge depois da integragio exata sobre os campos de Wess-Zumino [24].

Tendo identificado a origem da divergéncia, o préximo passo é, naturalmente, a sua
regularizagio. A observagao fundamental aqui é que tudo poderia ser finito se tivéssemos
um comportamento ultravioleta melhor do propagador do campo p. Podemos obter este
comportamento por meio da regularizacdo de Pauli-Villars. Adicionamos ao gerador fun-
cional um novo campo § que tenha uma massa grande A? [28] (A% — +o0), seguindo a

receita usual: a) adicionar o termo

- (“—"4;—1)5(13 + A3 (1.24)
a ag@o; b) modificar os termos de interagiio de p mediante a substituicio p — p+ 3; ¢)
realizar a integrac&o funcional no campo § (imediatamente antes deste passo, realizamos a
mudanga de varidveis, p — p— ). Isto define o gerador funcional regularizado Z" [, 7, J],

o qual se reduz a Z{7, 7, J] no limite de A — +o0. Apds manipulagdes no gerador funcional

(1.21), obtemos a seguinte expressao,

20,7, J) = [dodgaap exp [ Jas (21?@:% YU~ Fo - TBer  (129)

-1 ) - 1
_Mpﬁ(ﬂ + ADp et 4 pe P+ =J-8p ).
4 A2 e

Agora, o propagador do campo p tem um melhor comportamento ultravioleta (=~ k=,
para A? finito). Contudo, estamos interessados na maneira pela qual a acio original muda
depois do processo de regularizacio feito acima. Entdo, voltamos aos campos originais da

teoria, mediante as seguintes transformacgoes inversas,
p=ety =g
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O Jacobiano desta transformagao é o inverso do Jacobiano aparecendo em (1.20)

dipdy = dyfdy’ exp [J-(“h—_l) fdm 3pp3"p] ,

e, realizando as transformacées inversas,

O

o gp
GD y

bl

pze%A“ @

e, introduzindo tudo isso em (1.25), obtemos o gerador funcional regularizado em termos

dos campos originais da teoria (1.1),
Z'n,5,J) = fdA#dde/S exp (z / dr L[, %, Ay + JA + 7 +Zb‘n) . (1.26)

onde £y, ¥, A,] é a densidade de Lagrangeana para a teoria regularizada

e’(a, — 1)

S (0-A (1.27)

L%, A = ‘iFy»F“" + P(if + e )y —

Observamos a presenga de um termo novo na densidade de Lagrangeana, equivalente a
uma condigao de “fixagdo de calibre” do tipo Lorentz com um pardmetro de calibre que
¢ dependente de a, e proporcional a A~2, Este termo novo permite que regularizemos
completamente a teoria.

E preciso, neste ponto, recordar que ndo temos o direito de fixar um calibre, porque
a teoria é anémala. Isto nio é o que estd sendo feito. E, de fato, bastante curioso e
inesperado que a regulariza¢do possa ser feita de uma maneira que seja similar a uma
condigao de fixa¢do de calibre.

De (1.26), podemos agora calcular as fungdes de Green regularizadas. O propagador
regularizado do féton é dado por

a1 ks 9w A2 ks
ZG“”(k) Tk — m? (g'w k2 ) + e2(a, — 1) k2(k? — A2)’ (1.28)

o propagador regularizado ¢ finito quando A? — 400, como na teoria nio regularizada.
O comportamento em altas energias do propagador regularizado (= ¥72) ¢ melhor do que
no caso nao regularizado, Isso permite a regulariza¢do do propagador fermiénico e das
outras fun¢oes de Green envolvendo férmions, como veremos a seguir.

O propagador regularizado do férmion é dado por
d ,
G'(z —y) =1 exp {ie2/(2—ﬂk)i fA(k) [1- e_'k'(x_y)] } Gr(z —y), (1.29)

11



f -~ A
onde definimos a fun¢do f~ como

A 21 A? 1 1
f (k) = ez(au _ 1) kz(kz _Az) - k2(k2 _mf) .

(1.30)

O propagador (1.29) qual também satisfaz a equagio de Schwinger-Dyson (1.12). No es-
pago de momenta, o propagador regularizado do férmion G* (p) também satisfaz a equacao
(1.13) e, portanto, tem uma expansio aniloga a (1.14). Uma anilise por contagem de
poténcias da equagio para G (p) mostra que agora temos controle sobre as divergéncias

logaritmicas. Definimos a funcdo I1P de 2-pontos fermidnica f‘A(p), que satisfaz a equacio,

G () (p) =1 (1.31)

Assim, a fungdo I1P de 2-pontos fermi6nica pode ser expressa por

. dk  a 1
(p) = [1—!—3'?162] FRYE— + O . 1.32
(v) = e B E ) (132)
Em seguida, calculamos a fun¢do de 3-pontos regularizada,
: dk —ik-(z—z ~ik(z—
G:(x,y,z)zzefwg:(k)[e e (1.33)

A . -~
com g, dado pela seguinte expressao

A 2T AZ kp 75]:"#
9u (k) = _ez(au — 1) k2(k? - A2) + k2(k? —m?)

(1.34)

No espago de momenta C;‘z (p,—p—q,q) = C"}:: (p, ¢) também satisfaz (1.17). A funcdo [1P
de 3-pontos regularizada f‘: (p,q) é

Fh(p,q)=e % [f‘A (p+a)— I‘A(P)] : (1.35)

Assim, mbstramos que a fungdo I1P de 3-pontos é regularizada se a fungdo de 2-pontos
I1P fermi6nica é regularizada, como esperado. E f4cil mostrar, de maneira similar, que
todas as funcOes de Green com pernas fermiGnicas também sdo regularizadas. Assim,
necessitamos somente renormalizar a funcdo de 2-pontos fermiénica, como veremos nas

proximas segoes.

1.1.3 Identidades de Ward

Nesta se¢@o, obtemos as identidades de Ward usando a densidade de Lagrangeana regulari-

zada L (1.27). Como é usual, no gerador funcional regularizado, fazemos a transformagio

12



de calibre para o campo A,
1
A, — A+ 26#)\(:6), (1.36)

e a transformacao de varidveis fermidnicas
oYMz, Yo P - (@)Y, (1.37)

onde a fun¢do A(x) é infinitesimal e somente consideramos termos de ordem A(z). Lem-
bramos que a medida fermidnica nao é invariante de calibre, mudando como diydy —

J[Auldpdip. J é o Jacobiano da transformagdo (1.37), e é dado pela seguinte expressio

InJ= -*-T"z—f!}—l—) /da: eXd-A+ O . (1.38)

Fazendo isto, é ficil obter a identidade de Ward fundamental satisfeita pelo gerador

funcional das funces I1P, I'* [, 9, A,], a qual é

o’ vt — 1, 6T e D
;o I _Aar . - _ — I
‘5o g 53 ¥+ . 7, A 2grr(au 1) (1 + A2) o*A, . (1.39)
Assim, a fun¢do I1P de 2-pontos fotdnica satisfaz (no espago de momenta),
= A L e? K v

Vemos a nao transversalidade do propagador foténico, a qual é o sinal da existéncia da
anomalia de calibre local (exceto para a, = 1, o que indica que a anomalia ndo é um
caciclo ndo trivial, podendo ser removida pela adi¢io de contratermos de renormalizacio
adequadamente escolhidos). A seguir, obtemos uma outra importante identidade de Ward,

envolvendo a fungdo I1P de 2-pontos fermidnica e a de 3-pontos,

%q“‘ L pg)=T"(p+a)~T"(»). (1.41)

Esta identidade pode ser obtida pela manipulagio direta da equagdo (1.35). Por outro
lado, ela s6 repete o resultado encontrado pelo calculo explicito da fungio I1P de 3-pontos,
estabelecendo, assim, a origem do resultado mencionado previamente. Esta identidade de

Ward serd importante para a andlise da renormalizabilidade da teoria.

1.1.4 Renormalizagao

Na maneira usual, expressamos a densidade de Lagrangeana regularizada (1.27) em termos

de quantidades renormalizadas e suas respectivas constantes de renormalizacdo,

A 1 e Ze2 62(a1J — 1) #\2 —. —_
L= —g2aFuFY — Z,%W—(BMA Y+ Zy Yid +eZop 4 (1.42)
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Definimos os campos ndo renormalizados A* e 1),, e a constante de acoplamento nao

renormalizada e, como
Le
Al = 2R | o= Zg) o= ——ze. (1.43)
' 2y 2 4

O procedimento de renormalizacio visa determinar as constantes Zy, Zae Z, que

tornam todas as fungdes de Green da teoria finitas. As possiveis ambigiiidades na escolha

destas constantes, sfo parametrizadas com a imposi¢io de condigdes de renormalizacio.

As fungdes de Green foténicas puras ndo tém divergéncias ultravioletas. Entio nio

necessitamos de contratermos para renormaliza-las, o que significa
Za=1. (1.44)

Lembramos a identidade de Ward (1.41) satisfeita pelas funges I1P ndo renormaliza-

das

é T (pg) = o+ q) - T () . (1.45)

Substituindo nesta equagdo a relacio entre as fungdes I1P renormalizadas e nfo renorma-

lizadas,
M) = 2,0) (1.46)
) = Z.T)(,9), (1.47)

obtemos
*Tp.q) = e(2.2,7) [M"(p+9) - ()] - (1.48)

Por outro lade, podemos verificar que as fungdes renormalizadas satisfazem também a

identidade de Ward
Ti(pq) = e 22,7 [+ ) - ()] . (1.49)
Das equagoes (1.48) e (1.49), obtemos que
Ze = Zy, (1.50)
Voltando & equagio (1.43), vemos que
e, =€ . (1.51)
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Vemos que a constante de acoplamento da teoria néo é renormalizada, mesmo quando a
teoria é quantizada de maneira nao invariante de calibre. Isto mostra que a universalidade
da interagdo eletromagnética, expressa geralmente por eA# = e, A%, pode ser preservada
num esquema de renormalizagdo nao invariante de calibre. Em particular, vemos que a
constante de acoplamento nao dependera da escala p de energia selecionada para impor as

condigoes de renormalizagdo. Temos, entdo, uma fungdo beta de Callan-Symanzik nula,

ﬁzp%e(ﬂ) = B=0. (1.52)

1.1.4.1 Anadlise semi-perturbativa

Iniciamos nossa andlise com a densidade de Lagrangeana £ [, 1, A,] (1.27),

e?(a, — 1)

L1, Au) =~ Fu P = 2= (0.7 1 569 + e (153)

Tendo em mente um calculo perturbativo, podemos calcular o propagador livre do féton
a partir do Lagrangeano regularizado mostrado na equagdo acima. Temos, assim,

o 1 Kok, A kuk,
iG (k) = = (gJW - ) + o —1) K (1.54)

O propagador (1.54) diverge quadraticamente no limite A — 4+00. Se o introduzirmos
no calculo perturbativo das fung¢des de correlagdo, faremos com que o comportamento
ultravioleta dos graficos individuais fique pior a cada ordem perturbativa consecutiva,
implicando numa aparente nao renormalizabilidade da teoria.

Notamos, contudo, que escrevendo explicitamente a expansio (1.14) para o propagador

fermibnico regularizado, temos

Lancy = 8y per [0
R0 = e o

s 4 [ dk ds a A 31 1 )
| ~ie [y £ O O
= S+ RGP A) + B GalpiA) + ... (1.55)

¢

Mostraremos que as expressoes (1.55) e (1.32) sdo equivalentes 4 expansio em loops usando
o propagador exato (regularizado) do féton e, como mencionamos anteriormente, uma

poténcia (f")" corresponde a A", ou n-loops.
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Tomainos o segundo termo na expressio (1.55) e definimos

G = ¢ [o SCH TS (1.56)

Vamos mostrar que

k
Gi(pih) = ——LC o 2 (1.57)

onde

denota o propagador regularizado exato do foton. O grafico em (1.57) é expresso, no

espaco de momenta, como

- d " A
Gi(piA) = & f . :)2 %7‘“ pi o ( - _9;;3 R AL k,,k,,) % (1.58)

O primeiro termo, proporcional ao tensor métrico 9, € cancelado devido 3 identidade

em 2-dimensdes, y#v¥y, = 0. Assim, temos

Grm ) = [ 100 kb
Usando a identidade,
1 1 1 1
HEET BT E (1.59)

e o fato que ¢pf¢ = ¢bd, obtemos

= dk 1.1 1,1
Gioi ) = ¢ [z £ (55 - -_)
H e T O Gh s
A integral do primeiro termo entre parénteses é nula, devido ao integrando ser uma fungio
impar de k. Mudando de k para —k chegamos & expressio (1.56).

Continuando com a ordem seguinte na expansdo (1.55), definimos

Ay = gt [BE ds a1 1
G2(p:A)"‘ € /(27T)2(2?1')2f (k)f()fﬂkﬁ_#’éﬁ_k_# (160)
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Mostraremos que,

G’Z(p; A) = M;— +

P p+k P p+k P

k
k
+ + "‘%E
it ———— e e T
P ‘o D P (‘ { p
s

s

(1.61)

Computando o primeiro grifico em (1.61), obtemos

k k
Gu(pA) = —»—&1 - @7 —

P p+k P p+k P

_ a4k ds a1 111
= e [y I W UL

[k ds o a (1 111
= e /(2w)2(2w)2f(k)f()(¢ FiF rs+ﬂ¢+¢)' (1.62)

O segundo grifico é,

égg(p; A) = ‘—['%%tl.' P

g

= et [ P WSO bk

(27)% (27)? P p+E p+E+E b+ D
4 [ dk ds A 1 1 1 1 1
= ¢ [y £ 0T (z‘m *B”M#H”E)’ (1.63)
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e o terceiro grafico é,
Gas (mA) =

. dk ds a1 1 1 L
= [ OO B e

_ _1_64/ dk_ds o (_1+_1_ P (1.64)
1 i 1 i
i F m‘#rw}'

Somando as equacdes (1.62), (1.63) e (1.64), obtemos

= dk d 1 1
S ,a A ( 1 (1.65)

) 1
Galpit) = —ie' [ P06 (G- g ss)
Finalmente, aplicando duas vezes a identidade (1.59), obtemos o que queriamos mostrar.

O teorema é facilmente estabelecido por inducao finita para todas as ordens. Esta
expansao do propagador exato do férmion em termos do propagador exato do féton foi
considerada anteriormente na literatura {7, 25, 29]. No entanto, o papel fundamental
que ela desempenha na renormalizacio de teorias de calibre em 2-dimensdes nio foi pre-
viamente notado ou utilizado. A andlise de contagem de poténcias da expansao (1.55),
mostra a presenga de uma divergéncia UV logaritmica (por exemplo, tente computar o
mesmo grafico usando f em vez de fA) em cada loop que apareca na expansao do propa-
gador fermiénico. Como veremos a seguir, a renormalizacio do setor fermidnico pode ser
feita sem problemas, uma vez que reconhecamos que devemos usar o propagador exato
do féton, em vez daquele no nivel de arvore.

O propagador exato do féton nio exibe a divergéncia do propagador em nivel de
arvore, que é cancelada quando somamos os termos da série geométrica que o define. Isto
mostra que, numa teoria an6mala, o propagador exato ou completo do féton tem que ser
considerado em vez daquele no nivel de arvore. O nivel de arvore do setor bosdnico é,

portanto, indefinido. Chamaremos este tipo de aproximagio de semi-perturbativa.
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1.1.4.2 Renormalizagdo na ordem de 1-loop

Agora, podemos calcular as fungdes I1P na ordem de 1-loop (no sentido semi-perturbativo)
e impor condigdes de renormalizagio, para determinar a parte finita das constantes de
renormalizagio.

A fungdo I1P de dois-pontos fermidnica (1.32) I** em 1-loop é

I (p) = p 1+Wh—1)ln (~A—2) —%ln (1— T;z) +O(h2)J (1.66)

p? a, +1

A funcio I renormalizada é dada por
' =2Z,T", {(1.67)

onde Zy é a constante de renormalizagdo do campo fermibnico. A etapa seguinte é a
imposigao de condigoes de renormalizacido que fixem a parte finita das constantes de

renormalizagao. Isto pode ser feito requerendo que

f‘*(p)\ﬁzﬂ =4, (1.68)

onde u? é a escala de energia escolhida para impor as condicdes de renormalizagdo. Usando

1.68), encontramos Z,; na ordem de 1-loop,
P

Zy =1~ -ML_Uln (—g) + %F—:ﬁln (1 - T;z) O (169)

- R
Nesta ordem, obtemos I'" como

I (p) = [1 + a}h— - In (’;-j) + z(auhﬂ) (pj - z) + O(rﬁ)] . (70)

Todas as demais fungdes de Green renormalizadas podem ser calculadas nesta ordem,

uma vez que a funcio de dois pontos j4 o foi.
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1.2 O Modelo de Schwinger quiral

1.2.1 Funcgoes de Green divergentes

O modelo de Schwinger quiral é definido pela seguinte densidade de Lagrangeana
_ 1 _
L0, %, A) = = FuF™ +5(if + AP, ). ()

onde 9 é um férmion bidimensional de Dirac. A agao efetiva W_[A,] é definida por

etWelAu] fdwda exp {z'fdma(z'@+e4p+)¢] = det i (i@ + e4P,).

Como ja sabemos, a invariancia de calibre local é quebrada devido a nfo existir nenhuma
prescri¢io que preserve a simetria de calibre no nivel quéantico. O célculo do determinante

fermidnico, mostrado na equagio acima, nos leva, entdo, a acio efetiva W_[A,],
e? 1 .
W= [, agn-@-i@ -2 ae o
Novamente, o pardmetro a_, aparece como conseqiéncia da ambigiiidade na regularizagao
das divergéncias ultravioletas, durante o calculo do determinante fermidnico.
O gerador funcional do modelo é definido como em (1.4) e, depois da integragao

fermidnica, torna-se

1
Z_[n,7,J] ———fdA,u exp [z /d:r (EAPI‘T’A,, + JL,A“) — z'fd:z: dy 7(z)G_(z, y; A)n(y)] ,

(1.73)
onde " ¢ a fungao I1P de 2-pontos do campo de calibre, dada pela expressao
e’a e? =\ 1 .
T = g (D ¥ 47;) — 04— — (62 - &) = (a” - aV) . (1.74)

A funcdo G, (z,y; A) em (1.5), é a fungdo de Green de dois pontos fermidnica sob agio do
campo externo A, isto é, (i@ + e 4P, )G, (z,y; A) = §(z — y). Esta fungio de Green pode

ser calculada exatamente,

G.(z,y; A) = exp [—ie /dz Au(z)i (2, , y)] P,Gp(z—y) + P_Gr(z ~ y).

Como no caso vetorial, podemos calcular os propagadores exatos do féton e do férmion.

0O mesmo ocorre com todas as fungdes de correlacdo no espaco de configuracio.
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O propagador fotonico G, (z — y) = (0|TA,(x)A,(y)]0) é facilmente calculado desde

(1.73), e é dado por (no espago de momenta)

1 k.k, [4n 2 koky, + k. k
Gk = = g Fuly (AT 2 Kk + Kk, _
G (k) k2 — m? l:g” a‘:_l(e2 k2) (ac—l)kz]’ (1.75)
onde a massa m? é definida como
2.2

m? = E 0
°  4n(a, —1)

Observamos que este propagador tem um pélo em m?, o que indica que o féton ad-
. q

(1.76)

quire uma massa depois da quantizacio da teoria. Notamos, novamente, que hd de-
pendéncia explicita da massa do féton no pardmetro a_. O propagador acima é livre
de divergéncias e seu comportamento em altas energias é similar aquele da teoria de

Proca, como no caso vetorial. Calculamos, agora, o propagador fermiénico completo,
G, (z —y) = (0|T(2)¥(y)]0),

. : dk k(o :
G.(z—y)=1exp {z 82/‘(—2 F.(k) [1— g lew] } P,Gr(r—y) + it P.Gp(z—y).

2m)
(1.77)
Notamos que o férmion esquerdo permanece livre. A funcio [, é dada pela equacio
47 1
L) = - . (1.78)

e(a, — 1) k? — m?
De (1.77) vemos que o propagador do férmion direito tem divergéncias ultravioletas, porém
¢ livre de divergéncias infravermelhas. Como no caso vetorial, visando trabalhar no espago
de momenta, vamos escrever a equacio de Schwinger-Dyson que ele satisfaz. A equagao
de Schwinger-Dyson neste caso pode ser escrita separadamente para os férmions direito e
esquerdo, pois eles tém propagadores diferentes. A parte direita do propagador, P.G =

G7, satisfaz

Bt e [5 (ME ) G @ y) = P3a - y) (1.79)
(27)? c
A equagdo acima, no espago de momenta, é escrita como,
- i dk
Grp)=P, > - Grp—k 1.80

De maneira similar ao caso vetorial, a equagio (1.80) define uma expansio em poténcias

de f.. Assim, temos

- dk 1
Grp) = P+1r5 + het P, f( (k) Bkﬁ—k (1.81)
iR P, (2“’:) ooy FOL b
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A parte esquerda, P_G, = G, satisfaz a equagéo livre
P.G (x—y) = Pro(z —y) . (1.82)

A funcdo de 3-pontos, G¥(x,y, z) = (0T (z)d(y) A*(2)|0), & facilmente computada,

. dk —ik(z—2 —ik{z—
GH(z,y,z) = Ze/(27r)2 g*(k) [e ko(z=2) _ gik y)] Gtz —y), (1.83)
com g* sendo
4 k" a k* — k-
gi(k) = . . (1.84)

e(a, 1) k2—m? a -1 k2 (k% — m?)

No espago de momenta, a equagdo acima é expressa de modo mais elegante. Definindo

G*(p,—p — q,q) = G*(p, q), temos

G(p, q) = ie g¥(q) [@j’(p+ q) - @f(p)] : (1.85)

Novamente, vemos que a divergéncia da funcio acima é somente devida as divergéncias
presentes no propagador fermidnico. Podemos ver, também, que todas as fungdes de
correlagdo com pernas fermibnicas terdo as mesmas divergéncias ultravioletas [7]. Uma
analise detalhada leva-nos & conclusdo de que essas divergéncias UV nio tém um carater

perturbativo [24].

1.2.2 Regularizacao

Novamente, trabalhamos no contexto do formalismo ndo invariante de calibre [27]. De-

compomos ¢ campo A, em suas partes longitudinal e transversal,
eA, = 8,p— 8,6, (1.86)
e, como antes, efetuamos a transformacio
Y=ePPry | Y =geitt- (1.87)

visando desacoplar os férmions. Neste caso, a medida fermidnica nunca é invariante sob

(1.87), e muda como

a —1

dypdyp = dy'diy exp [é; /d:c ( 9,.p0"p + Bppc’)‘”qb)] , (1.88)
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gerando, assim, um termo cinético para o campo p. Pondo tudo isso no gerador funcional

(1.4), temos

Z.in,m,J) = N |dpdpdydi exp [i / dz (2%2@% + P(id — B P )y — éJﬂéﬂ*d) + (1.89)

(e, — 1) L 1 M — ipPy - —ipP_ 1 M
+-8ﬂ—3y,03 p—l—aypa ¢+ e Y 4 e n+ng6p .

Notamos o acoplamento de p aos férmions, por meio das fontes fermidnicas. Como ji
mencionamos no modelo vetorial, este acoplamento induz a existéncia de divergéncias
ultravioletas, nas fungbes de Green envolvendo férmions. Mostraremos explicitamente
isto neste modelo. Para calcular o propagador fermidnico, devemos tomar duas derivadas
funcionais com respeito as fontes fermidnicas n e % no gerador funcional Z_ em (1.89).
Fazendo isto, e pondo as fontes a zero, obtemos a expressdo para o propagador fermidnico
da teoria

Gzx—y)=Gl(z—y)+iP.Grlz —y) (1.90)

onde vemos que, como era esperado, os férmions esquerdos permanecem livres, e os

férmions direitos carregam os efeitos da interagao

Gl (@ =) = N' [dpdsavii 4. (@b, (v (191)
)

exp (z / a2 [%dﬂzd) + 560 - oy + C Mo, p00p 1 0,006 + pia.c y)D ,
onde ¢, = Py e definimos a corrente de contato j(z,z,y) = §(z — z) — §(z — y). Como
podemos ver em (1.91) a dependéncia somente quadritica no campo p permite a sua
ntegragao exata. Fazendo isso, ficamos com a seguinte expressio para o propagador dos

féermions direitos,

dmr i / dk 11— e =)

+ - - _
Gole=y) exP{ a, —1J (27)? k?

}@Hm—w. (1.92)

Vemos novamente o aparecimento do fator (1.23) logaritmicamente divergente no UV,
multiplicando a integragao funcional restante, _ij (x — y), a qual d4 um resultado finito,

como se pode ver de modo explicito, na expressao mostrada a seguir
Cllo-y) = N'[dsayal o, @) exo [z [a= %09 do P+)¢] (1.93)

2

[4
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Na integral funcional acima, na agéo efetiva que rege o cdlculo do propagador do férmion
direito, o campo ¢ (a parte transversal do campo A,) tem um propagador muito bem
comportado no regime de altas energias ( £7%), o que elimina toda possibilidade de que
existam divergéncias UV em quaisquer ordens perturbativas ou de loops. Portanto, vemos
mais uma vez que as divergéncias UV que aparecem no propagador fermidnico sao devidas
somente a0 mau comportamento em altas energias do propagador do campo p (a parte
longitudinal do campo A,). Neste contexto, a divergéncia UV encontrada acima tem um
carater ndo perturbativo, pois ela no aparece quando tratamos a teoria no sentido usual
da teoria de perturbacdes.

Passamos, como antes, & regularizagdo da divergéncia encontrada. Isto pode ser feito,
novamente, por meio do método de Pauli-Villars. Seguindo os mesmos passos do caso
vetorial obtemos o gerador funcional regularizado Z: [7,7, 7], 0 qual se reduz a Z {n,7, J]

no limite de A — +-o00,

20,7 J) = N | dodgdpdp exp | i [do - 0%+ (P — Jo P )w — 2786+ (1.94)
2e €

(a. — 1) 2 1 “ = ipPy = _ipP_ 1

O propagador do campo p tem agora um melhor comportamento ultravioleta (k=%, para
A? finito). Novamente, vamos observar a maneira pela qual a agao original muda depois
do processo de regularizagao feito acima. Voltamos, entio aos campos originais da teoria,

mediante as transformacdes inversas,

w . e*‘ipP.g.w! , 'l,[) w 1pFL
o, 04
o o

‘®~

p=e

Introduzindo as equagdes acima no gerador funcional regularizado (1.94), obtemos a sua
expressao em fungdo dos campos originais da teoria, tais como aparecem na Lagrangeana

(1.71),
Z'[n,7,J) = fdAudzde exp (i/d:v L2, 9, A+ JA + T + %) , (1.95)
onde E: [,%, A,] é a densidade de Lagrangeana para a teoria regularizada

e’la. - )(3 A2 (1.96)

A — 1 .
L [y, A = ”ZFWFW + (i@ + e AP )Y — Az
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Observamos, mais uma vez, um novo termo na densidade Lagrangeana, equivalente a
uma condigao de “fixagdo de calibre” do tipo Lorentz, com um pardmetro de calibre que
¢ dependente de a e proporcional a A~?. Este novo termo também permite a completa
regularizagao da teoria sob andlise, tal como acontece no caso vetorial j4 analisado.

De (1.95), podemos agora calcular as funcdes de Green regularizadas. O propagador
regularizado do féton é

G (k) = - S (K =AY LR (bR k)
(R -w2) R —wl) e, -1 k2(k? — w2 )(k? — w?)

¢ HV

(1.97)
Kk, arA? (k2 — A2)? A%/(a, —1)?
TR 82 (o, —1) T (B - B )R —w?) | (B = R (R = w2

O propagador acima ¢ finito quando A*? — +o0, reduzindo-se a (1.75). Também vemos que
o comportamento em altas energias do propagador regularizado (para A finito) agora é do
tipo k2, muito melhor do que no caso nfo regularizado. Isto permite a regularizacio do
propagador fermionico e das outras fung¢oes de Green envolvendo férmions, como veremos
a seguir.

As constantes w? e w? satisfazem as seguintes equacdes

wi + w?n = A4 —“82(a£1r+ D ,
wiw? = Am?. (1.98)
Resolvendo estas equagoes para A — +oo, temos
o2
wi ~ A% - In(e, = 1) + O(A™?)
w m miP+ OAT?). (1.99)

O propagador regularizado do férmion direito é dado por

Gz —y) = iexp (i62 /(;:)2 £ (k) [L— e—"’“'(“—y)]) P, Gp(z —y), (1.100)

a~ A,
onde a fungdo f é expressada por

2 2

A (Azac—l - wi) 1 (Azacﬁl - wrzn) 1
£ =- + .
c wWiw? —w?) (k% — A%)(k? — w?) w2 (w? —w?) (k2 —A?)(k? — W)

(1.101)
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O propagador regularizado do férmion direito (1.100), satisfaz as equagOes de Schwinger-
Dyson (1.79) e (1.80), e a expansio (1.81).

Como esperado, o propagador do férmion esquerdo permanece o mesmo, ndo sendo
afetado pelo processo de regularizacio, G‘:‘(:r:—y) =1iP_Gp(z—y). A funcio de 3-pontos

regularizada é

G H(z,y,2) = ie f dak g(k) [e ) _emiku] g

com gf“ dado por

A

g, “(k) = —k* fc“(k) _ (k* — k*) [¥* — a A?/(a, - 1)]

K2 (k? — w2 )(K? — w?)

(1.103)

No espago dos momenta a equagio acima é expressa de modo mais esclarecedor. Primeiro

definimos @:“(p, -p—q,q) = (i":“(p, q) e podemos, entdo, escrever
Gi*(p,q) =ieg “(q) [éf+(p +q)— G‘f*(p)] . (1.104)

Em seguida, computamos a fungdo T1P de 3-pontos regularizada, a qual é dada pela

eXpressao

L (p.q)=e (Q'Lq_gq—”) [P— Il(p+q) - f’f(P)PJr] : (1.105)

Assim, encontramos mais uma vez, neste modelo, uma relaciio similar s achadas no
modelo vetorial anémalo. Ou seja, basta regularizar a fungiio I1P de 2-pontos fermiénica

para ter a fungdo I1P de 3 pontos completamente regularizada. E facil generalizar isto

para todas as fungées de correlagiao contendo férmions.

1.2.3 Identidades de Ward

Nesta se¢do, computamos as identidades de Ward usando a densidade de Lagrangeana
regularizada E:, (1.96). Como é usual, fazemos a transformacio de calibre no gerador

funcional regularizado (1.95) para o campo A,
Ao A+ éau)\(:c) , (1.106)
e a transformagio fermidnica seguinte
Yo Y HiIN2)Py, Y — @ —iNa)Y P, (1.107)
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com A{z) infinitesimal, o que implica em somente tomarmos os termos lineares em Alz).

Levando em conta o Jacobiano da transformagio (1.107),
InJ, = —ﬁ /dx er(a, —~ 1)0-A+5 4] +o), (1.108)

obtemnos a identidade de Ward fundamental satisfeita pelo gerador funcional das funcées
I1P, Ty, ¥, A,), a qual é

A

§T ST 1 _ 8T e O <
| —= Poap— i P —=£ - —= =— -1+ 0" H . .
zé@b i — 1P 5¢¢+eaaA# 47Tl(a” )(+A2)6‘ +8]Au (1.109)
Assim, a fungdo I1P de 2-pontos foténica satisfaz (no espago de momenta),
2 2
) = & (= RN
kL2 (k) yoe [(ac 1) (1 Az) k" + k } : (1.110)

Como era esperado, neste modelo, a identidade acima mostra a ndo transversalidade do
propagador fotdénico para qualquer valor de a_, 0 que indica a anomalia de calibre local
(e a sua ndo trivialidade como cociclo, o que revela a impossibilidade da sua remocio
pela adigdo de contratermos locais). Para a fungdo I1P de 3-pontos e a I1P de 2-pontos

fermidnica obtemos, de modo andlogo ao caso vetorial,

1 . - .
—¢ L) =P-T(p+9) - T ()P . (L.111)

1.2.4 Renormalizacao

Novamente, expressamos a densidade de Lagrangeana regularizada (1.96) em termos de

quantidades renormalizadas e suas respectivas constantes de renormalizagio,

1,
L. =3 ZyFuF™ ~

Z? e*a, — 1)
fo 8rA2

A"V + Z,Giy + e ZLTAPH . (1112)

Definimos os campos n@o renormalizados A*® e v,, e a constante de acoplamento ndo

renormalizada e, como

/e g Z,
Ag = ZAA'u s ‘l,[)o = Zu)‘l/) , €y = W e . (1113)
¥ A

As fungées de Green fotonicas puras nado tém divergéncias ultravioletas, como antes.

Isto implica em
Z,=1. (1.114)
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Recordamos a identidade de Ward (1.111) satisfeita pelas funcdes I1P nio renormalizadas
1 ~ A ~A ~A

= ' L) =T (p+q) -T,"(p). (1.115)

Pode-se mostrar que o propagador fermiénico e a sua respectiva funcio I1P, podem ser

escritos como

Clp) = P 3+ Gl P § = G+ G (),
() = pP- + = p Py = T () + T4 () | (1.116)

G!(p)
onde G: (p) é uma fungao escalar. Usando as relagbes acima chegamos, da equagdo (1.111),
a (1.115).

Substituindo, na equagéo (1.115), a relag8o entre as funcdes I1P renormalizadas e ndo

renormalizadas
M4 p) = Z, T (), Tu(pa) = Z.T,(p0), (1.117)
obtemos
1 ~ R Z:Z "R+ "'R+
¢ P =c5 [I‘c (p+q) —T, (p)] : (1.118)
P

Por outro lado, podemos verificar que as funcdes renormalizadas satisfazem também a

identidade de Ward

Lol

. 75 . _
¢ (pg)=e 7 [Ff“‘(p +q) - Ff+(p)} : (1.119)
"

Das equacdes (1.118) e (1.119), obtemos novamente
Z, = Z,, (1.120)
O que, mais uma vez, implica em
e =e€. (1.121)
Isto mostra que a universalidade da interacao eletromagnética é preservada mesmo na
presenca de nma anomalia “auténtica” (uma que ndo pode ser removida pela adigio de
contratermos, considerando A, classico). Isto j4 tinha sido encontrado antes no contexto

do modelo vetorial, mas poderia ter sido atribundo a um “acidente”, devido ao fato da

teoria ndo ser genuinamente andmala. Como antes, obtemos uma fun¢do 3 nula,

3}
B. = u%e(u) = fB.=0. (1.122)
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1.2.4.1 Analise Semi-perturbativa

Considerando a densidade de Lagrangeana [l: [v, 9, A,] (1.96),

Ap, — 1 ., €Xa.—1)
L:c [I,D,I,D,AF] =——F, - T 8wAZ

1 (0-A) + 9(id + e A Py )y, (1.123)

podemos calcular o propagador livre do féton,

| kuk, 4w A’k k,
16 (k) = (gw 17 )+ P D) K (1.124)

Este propagador (1.124) diverge quadraticamente no limite A — +00. Se o introduzirmos
no célculo perturbativo das fungdes de correlagdo, faremos com que o comportamento
ultravioleta dos gréaficos individuais fique pior ainda em cada ordem perturbativa conse-
cutiva, da mesma forma que no caso vetorial. Entretanto, podemos mostrar [23] que a
expansao (1.81) para o propagador regularizado do férmion direito é equivalente a uma
expansao em loops usando o propagador exato (regularizado)} do féton e, neste caso, uma
poténcia ( f:)“ corresponde a A", ou n-loops, tal como sucede no caso vetorial. A anélise
semi-perturbativa d4 exatamente o mesmo resultado que a j4 feita para o caso vetorial
(vide subsegdo 1.1.4.1), os graficos a serem analisados s30 0s mesmos e usa-se as mesmas
identidades. As duas diferencas sdo o uso de f: e o fato de que cada grafico é multiplicado
por um projetor P, , tal como aparece na equacio (1.81). Fazendo as considera¢des acima,

mencionadas, passamos a renormalizar a teoria na ordem de 1-loop.

1.2.4.2 Renormalizagdo na ordem de 1-loop

Podemos agora calcular as fung¢oes I1P na ordem de 1-loop (no sentido semi-perturbativo)
e impor condi¢bes de renormalizagio, para determinar a parte finita das constantes de
renormalizacao.

Definindo a fungio I1P de 2-pontos para o férmion direito como f‘:+ = fj P, (ver

equagao (1.116)) e restringindo-nos a 1-loop, temos

- dk s 1
™(p) = pP [1+z‘h:e2f——f k) — + O(R } 1.125
c (p) ?5 + (2,”_)2 C( )kﬁ_k ) ( )
Recordamos que ch é dada pela equagao (1.101),
2 2
Y (A2 - u2) I (W) !
o wiw? —w2) (k% — AZ)(k% - u?) wi(w?—w?) (k% —A%)(k? —w?)
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O modo como a fungdio acima é expressa, ou seja, mostrando a fatorizacio em polindmios
de k? do tipo k% + cte, facilita muito o calculo das integrais em (1.125). Com isto,

conseguimos o seguinte resultado na ordem de 1-foop

f':+(p) = pPy [1 - &—Llln (;j,\;) + ﬁ i In (1 — T—I:;) + O(hz)] . (1.126)
A fungdo I1P de 2-pontos renormalizada para o férmion direito pode ser expressa como
f‘f* = Z;+I~’:+. Usando uma condigéo de renormalizagéo stmilar & do caso vetorial (1.68)
mas, neste caso, restrita ao setor direito da fungéo I1P de 2-pontos renormalizada do
férmion,
()| _ = 4Py, (1.127)
=i
obtemos, na ordem de 1-loop, a constante de renormalizag¢ao de fun¢io de onda do férmion

direito,

. R A2 E u?
+ = — Rl [ n{1-2= E2). 1.12
Z, 1+a_11n(m3) a—ln( )+O( ) (1.128)

E a fungdio I1P de 2-pontos renormalizada do férmion direito, é entdo

) = pP, {1 +- h - In (11 :zZZZ) +O(h2)] : (1.129)

c
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Capitulo 2

Renormalizacao exata da
Eletrodinamica Quantica sem massa

em (14+1) dimensoes

No capitulo 1, conseguimos regularizar os modelos de Schwinger andémalo e quiral e,
assim, efetuar a sua renormalizagio numa abordagem semi-perturbativa. Isto era o que se
podia fazer sem um calculo explicito da transformada de Fourier da fungao de dois pontos
fermidnica. Neste capitulo, n6s mostrareinos como calcular exatamente esta transformada,

0 que vai propiciar a renormalizagio exata de ambos os modelos.

2.1 O modelo de Schwinger anémalo

A densidade de Lagrangeana regularizada (1.27) do modelo é !

1 e*(a, — 1) 9 =/ .
-3 (O A+ (P +ed )b (2.1)

Como j4 vimos, no capitulo 1, o propagador do férmion é calculado exatamente (1.29)

E: [@D,E, A] - FquﬂV -

no espago de configuracao
d*k .
Gf (z — y) = iexp (i62 f(zT)? ff(k) [1— e”“'(m-y)]) Grlz —v), (2.2)
onde a funcéo f: é dada pela equagio (1.30),
(k) = om A? s
f, (k) = e2(a, — 1) k2(k? — A?)  K2(k? —m2) ’

(2.3)

1() subindice v ser4 usado para denotar o modelo vetorial e o subindice ¢ para o modelo quiral.
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e Gp{z — y) é o propagador livre do férmion, i@ Gr(x — y) = é(z — y). O propagador

fermibnico satisfaz a equagdo de Schwinger-Dyson (1.12),

d?k , |
(zg? + de? /(21?)2 f:(k) ke‘k'(w-*y)) G: (z —y) =10z —¥), (2.4)
ou (1.13) no espago de momenta. Escrevendo explicitamente a dependéncia em A, temos
- ' d’k a1 =a
G‘p—i—ihezf kG —k). 2.5
OB B ACET IR (25)

Py sA e e A
Isto nos permitiu expressar o propagador fermiénico como uma série em f ou em A,

. = o]
~ 12 o
o)==+ &), (2.6)
IS n=1

onde consideramos o propagador do férmion livre como

= i

GOp) = -, (27)

2

e onde G‘: ("} & a contribuicio em nivel de n—loops ao propagator do férmion e lembramos
que usamos o propagador exato do féton para calcular estas contribuicdes no espago de
momernta, no sentido semi-perturbativo.

Inserindo a equacgdo (2.6) em (2.5), e igualando os coeficientes das poténcias de A em

ambos os lados da equagdo (2.5), temos

2
L [ A I 28)

Da equagéo (2.8), e usando a forma explicita do propagador livre do férmion e a identidade

(1.59), obtemos, termo a termo, os elementos da série em (2.6). O primeiro termo seré,

G0 = —iet | (‘2”7’3 AOH TR

) 2k a4, 1 1
= [ Ly

=i [Em o - )

Gi) =i [0 1[0 -6V b)] (29)

Seguindo a mesma estratégia mostrada acima, obtemos o segundo termo da série

2
GO (p) = —ie? f (‘57’; ff(k)% E G0 (p— k)

. 242 d’k  d’s A A 1 Afp Ao
- [ w6 Sk [0 -0 - 6O k-]

/2
2
(‘;ﬂ’; £ (k) [Gf‘” (p) ~ G-V (p - k)] . (2.10)

G’f(z) (p) = ié
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Podemos provar facilmente, por indugdo, que os termos C;‘f(“) satisfazem a seguinte

equagio de recorréncia [29] 2

Grr) = S [ 2 [0 ) - 60 - )] (211)

No primeiro termo acima, a integral em k pode ser feita sem problemas. Definindo-a como

A ’
I elaé

I: - /% f:\(k) - 262(ai -1) In (i\;e) B 262(aj +1) o (infe) (212)

onde € — 0 é um cut-off infravermelho, o qual vem da prescri¢io ie . Podemos agora

A . en
escrever cada termo G| () somente em termos do propagador livre fermidnico, tendo

2
G D) = ie? [IUA G:(m(p)_f(;iﬂi;z k) GROp - k)] , (2.13)
a0 = S (1) o e £ ) GO k) + (214)

Eﬁ’ﬁz_ﬁ’& Ay gt MOy _ p
- /(%)2(%)2 f (kl)fu(kz)c., o=k

. 9v3 ,
G:(3)(;0) = (7’ ;) l:(]:\)?' G:(O)(IO) -3 (I‘:\)zf(i:)12 f:‘(ki) G:(O)(p _ kl) n (215)
d*k, &k, . A .
s £ 0)F () G0k, — k) +
Pk, &k, Pk, A o oa
- /(27{')12 (271.)22 (27?)32 fu (kl)f" (kz)f“ (ks) Gu (0)(p - k1 - kz - ka):l .

Desde as equagdes (2.13)-(2.15), podemos generalizar indutivamente a expressio para o

+30

termo geral Cﬂr‘:(") (p) em fun¢do do propagador livre do férmion,

G (p) = (éez)ni (1) (I) | /d2’“12 fu“(kl)f% k). (2.16)

= 3t (=) S (2r)
d*k
i Oy _ 1 —k _ -
"/(zﬂ)z (k) GO — b, —ky— ...~ k).
Tendo conhecimento do termo geral da série (2.6), podemos soma-la. Obtemos, assim,
AN gAY (—ie2)"/d2ki A /dzkz A
Gl(p) = exp(ie 1)§ e W) [ £ R (2.17)
d%k N
/( s ) OO~k — k= k),

2Em [29], o autor chega a uma equagio similar no casc vetorial ndo anémalo, supondo que as identi-

dades de Ward sao satisfeitas ordem a ordem na série que define o propagador fermiénico.
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Agora, usamos a parametriza¢io de Schwinger (A.16) nas funcoes f:(k,,),

2
: W/ do f* (o) ik —ea | (2.18)

~ A,
onde a fungdo f &

1— efz'od\2 1 - e—iamz

f, (o) = P e (2.19)

Usando a seguinte representacgio do propagador do férmion livre
i w0 (7B gty

1
P—F 2i Bprfy B

pondo as equagdes (2.18) e (2.20) em (2.17), ¢ realizando a integragio nas varidveis k,,

GOp k)= (2.20)

chegamos & seguite expressao

&) = pew (i) s [T fla) / T Py (2.21)
n=0 ) !

2

-2
“do, “dB (1 =1
../G o U(a")/o E(E—F;CX—J) exp{ﬁ+zjli—eﬁ—62a}.

=1 §

A integrac¢io na varidvel J pode ser feita exatamente

fu g ::p (ﬂ+2)) - 53 (1 - e*’f’”z) . (2.22)

Usando o resultado da integral acima na equagao (2.21), obtemos

A i . A it 1 oodozl A oodaz <A
0 = e () g [ e [ fe) e

oy

Q,

“da za 1 p2 -
. = v (Ofﬂ) 1-—- exp —n 1 exp —€ aJ. .
-/0 an Z:j:l % ;

Neste ponto, usamos a seguinte identidade, que é valida para z > 0 [30]

1—e 14z = / dn Ji(n) e 7, (2.24)
0

onde a fungio J1(n) é uma fungio de Bessel de primeira classe. Com ajuda desta identi-

dade em (2.23), chegamos & seguinte expressao
= A B 1 .5 oA =1 d_a ~A o in? n
G, (p) = y exp (ze IU) nzzo T [/ [ (a) exp ( £ 4p2a)] ,

34




] . o e d -, T2 2
Eexp (zezfj) / dn Ji(n) exp {5/ —af:(oz) e "‘] : (2.25)
0 0 «
(2.26)

G, (p) =
P
A seguinte integral ajudard a fazer as integragdes que aparecem na exponencial acima,
(1 _ ptam ) e—fa—iﬁ2/4“ — 2K0 ( /2'67]2) . 2K0 ( _mznz) ,

/ ® da
— e
0
onde a fungdo Ky(z) é a funcio de Bessel modificada de segunda classe. Recordamos o

ou,

Q

comportamento da fungdo K, para vérios limites do seu argumento,
quando n -+ 0,

Ko(n) = —In(n/2) =, ,
Ko(n} — 0, quando n— oo,
onde 7, é a constante de Euler. Com isto, podemos escrever o propagador fermiénico
como sendo
s i/ A2\ V21-a)
= - | — G, (p* 2.27
6w = (73) ), (2.27)

Z .

onde a fungio Gv ¢ independente do cut-off A,
_ o0 Th2n2 1/(1_“3) m2n2
G,(py=] dnJ —— _m
(7%) /0 n 1(71)[ sz &P 7, Ko
Definimos m? = m2e?s /4. O propagador renormalizado é definido como C;‘UH = Z;_léj.
Podemos, entdo, calcular Z;“l impondo uma condigio de renormalizagio na fungio I1P

renormalizada f‘f = Z, f‘:. A condigio imposta ¢ a j4 utilizada em 1-loop (1.68)
(2.29)

I (p ] =
JOIREY:
onde u? é a escala de energia escolhida para impor a condicdo de renormalizacio. A

constante de renormalizagdo de funcio de onda fermidnica Z;, é, entio,
ARV
7= (%) e (2:30)
As fungoes fermionicas de dois pontos renormalizadas sao expressas, de modo compacto,
como
G, (¢ . G, (i
(P ), ou I (p) = ¢ _(ﬁz) . (2.31)
G, (7*)

35



O comportamento assintético do propagador fermibnico renormalizado na regiio in-

fravermelha é

. . 2 1/(0.371)
G'p) ~ 2 {p ] . (2.32)

2
O propagador do férmion, para a, > 1, tem no maximo um pélo de residuo nulo em
p? = 0, indicando a nfo existéncia de estados de uma particula, como acontece no modelo
de Thirring [31, 32]. Este fato ocorre também no modelo de Schwinger invariante de
calibre [33] e também no modelo de Schroer [34]. Como veremos no capitulo 4, o campo
fermidnico é um operador fisico. Isto, entdo, implica que o campo fermidnico ndo gera
estados fermidnicos assintéticos de uma particula.

No intervalo @ > 1 o comportamento infravermelho da teoria é similar ao do modelo

de Thirring sem massa, definido pela seguinte densidade de Lagrangeana
-— J— 2
Lon=Bidw— 2 (r9) | (233)

onde a constante de acoplamento g > 0 nédo tem dimensdo. Usando o método desenvolvido

nesta segdo, encontramos o propagador fermiénico renormalizado (exato) deste modelo,

g2/(1+29)
] . g=gfom. (234)

: 2
~R i |p
Gu (p) = l:””z
Podemos relacionar os comportamentos infravermelhos do modelo de Schwinger andémalo

e do modelo de Thirring se mapearmos a, e § através de satisfazem a seguinte relacio

1
a, =1+4=. 2.35
5 (2.35)

Neste intervalo de valores de a,, o limite infravermelho do setor fermidnico do modelo de
Schwinger anémalo corresponde ao modelo de Thirring sem massa. Também neste setor
a estrutura infravermelha lembra a andlise feita para a QCD, por Harada [35].

No intervalo —1 < a, < 1, o propagador fermidnico renormalizado também nao tem
umm polo simples, implicando na néo existéncia de estados assintéticos de uma particula.
Porém, ele tem pélos de ordem maior que 1 em p? = 0, apresentando divergéncias infra-
vermelhas [36]. Este fenémeno é conhecido como escraviddo infravermelha, e é um forte
indicio de que, possivelmente, os férmions sejam confinados neste setor .

No caso a, = 1, o propagador fermionico tem a seguinte estrutura infravermelha

(33, 37, 29]

(2.36)

62/71':| 14

() ~ 5 [ -
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E facil ver que, em p* = 0, o residuo ¢ zero, indicando o resultado conhecido de que
neste modelo ndo existem estados assintéticos fermidnicos. Uma observagio: neste caso,
os operadores fermidnicos ndo sdo observiveis fisicos.

Queremos, agora, conhecer a expressido do propagador fermidnico renormalizado, no
espago de configuragio. Para isso, é melhor passar ao espa¢o Euclideano, py = tpa, Yo =

ty2. O propagador fermidnico renormalizado Euclideano ¢, entéo,

. . 1 o0 ﬁl2n2 1/(1-a2) 1 m2n2
Gt olp) =% = f dn J [ : } K . .
uE(p) ]6 Gv(p,z) R n 1(77) p2 exp 1+au 1] p2

(2.37)

Fazemos a seguinte mudanca de varidveis: 7= zp, p= \/DuPs = v/ P?. Dai

. _ip 1 oo Lo o1/(1-ed) 1 5 2
GUE(P) = EJ“ é,,(,u?)/n dzx Ji(xp) [m,,x ] exp 1+GUK0 (\/mua:) .
(2.38)

Usando a seguinte identidade

Yu ai.]g(:vp) = —2 ;—j Ji(zp), (2.39)

M

=R i g [, J(zp) 1.4 5100 1 o2
G, glp)= év(ﬂvz)% 8%/0 dz " [mvx ] exp 1+GUKO (Mm“a: ) o
(2.40)

A seguinte representacao da fungdo Jy serd muito 1til

2
Jo(zp) = o /0 dp etepcosé-a) (2.41)

Escrevendo z) = xcos @, x; =axsinf e¢ p, =pcosa, p; = psina , obtemos

zpcos(@ — a) =x-p. Assim,

- R _if2r d [, [ ewmP[_, 2]1/(1—03) 1 -~

’ (2.42)

Mudamos, agora, de coordenadas (z,8) — (zy,23). O Jacobiano da transformacgio é 1/x,
T = ,/T,Z,. Realizando a derivada, temos

- 1/27 _ 1/{1~a2) 1 —in
G.,RE(P) = é/(ﬁz) /dz-": “gg” [mfg;?] eXP{1+a Ku( mfaﬂ)} e tTP . (2.43)

v

37



Voltando ao espaco de Minkowski,

) gl [ & [t o (L (o) o

(2.44)

Podemos, entao, ver claramente a forma do propagador renormalizado no espaco de con-

figuracao

Gf(a:) = é,;&z) exp{l —laf In (— T”nfxz) + 1 _:au Ky (d—mfaz?)} Grp(z), (2.45)

onde z* é um vetor tipo-espago. Para o caso em que z* é um vetor de tipo-tempo, fazemos

a continuacdo analitica [38] do logaritmo e da funcio K,
Ko (J-m2a?) = THP (fm2e) , 2?>0 (2.46)
In (—m’z?) — —im+In(@ls®), >0 (2.47)

onde Hgl) ¢ a funcao de Hankel de primeira classe, cujo comportamento, para alguns

limites do seu argumento é

0i
HY@) ~ = [n(Z)+x]+1, 20,
HY(z) = 0 ,z-3+o0. (2.48)

O comportamento similar de ambas as fun¢des nos limites acima garantem que podemos
fazer a anélise do propagador sem nos importarmos se z# é do tipo-espago ou do tipo-
tempo®.

De (2.45) segue que Gf nao tende assintoticamente a G p, sendo reescalado com uma
dimensao anémala, como pode ser observado do comportamento em curtas distancias do

propagador renormalizado G f:

1/2(1-a,)

G z) — [~ 'ﬁzuazz] Gr(z) = |z]*/0-o) | (2.49)
220
No limite a, — +o0,
1
Por outro lado, o comportamento em longas distancias é
1/(1-a?) 2
Glle) —— [-m| " Gele) waft DO (251)
22— -0

Neste limite, para -1 < e, < 1 o propagador diverge em relagiao a Gp(z). Isto,

possivelmente, indique confinamento dos férmions neste intervalo de valores de a, [39]%.

30 mesmo serd valido na andlise do modelo de Schwinger quiral, na secao seguinte.
4Vide equagio (2.53).
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Para g, > 1 (a outra faixa de valores permitida, pois @, < —1 implica na presenca de
taquions) o propagador decresce muito mais répido que G r(z), de modo consistente com
(2.32) .

Vamos verificar a manuten¢io ou nao da propriedade de cluster. Para isto, escrevemos

o propagador fermiénico renormalizado como

Gl = g e =] e { Sk (om0  erte-n)

(2.52)

Fazemos, entdo, z — r + An, mantendo y fixo (1 é um vetor tipo-espac¢o), e A — +00.

Usando o fato de que a fun¢io Ky(€) — 0 quando £ — oo temos

ea N i (1+a?)/(1—a?) - g 5| V0-a)
. (Z+2n,y) P = A ~ My Gr(m)
ou seja,

R o , ~1<a<l
G (z+ A,y — . (2.53)

A= 400 0 , a>1

Logo, no intervalo —1 < a < 1 a propriedade de cluster é perdida [39, 40], enquanto
para a > 1 ela é mantida. Este resultado seria impossivel de ser obtido sem a renormali-
zagdo exata da teoria, que abriu a possibilidade de consideragio detalhada destes limites,

especificando com clareza a dependéncia em a, .

2.2 O modelo de Schwinger quiral

A densidade de Lagrangeana regularizada foi obtida no capitulo anterior (eq.(1.96)),

1
4

e*(a — 1)

A — _ pv
Ec W, 11b> A] - Fqu 87TA2

(8-A)® + (i + e APy ). (2.54)

Como vimos, neste modelo também podemos calcular exatamente todas as funcbes de
Green, ao menos no espago de configuragao. Estamos interessados no propagador regula-
rizado do férmion, devido a necessidade de renormalizar as divergéncias apresentadas no

seu setor direito (1.100),

2
G;\ (z —y) = iexp {z'32 f(;l:):z f: (k) [1 - &= } PiGp(z —y)+iP_Grlz — ) .
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. -~ L . e . -~
a constante de renormalizacao Z,, impomos, novamente, uma condigo de renormalizacio

similar a (2.29),

Fid

Ny +(p)|ﬁ:¢ — 4P, . (2.60)
Desta equagao conseguimos calcular 7,
. A2 1/(1'—00) - 2
Z = (ﬁ) G (1) . (2.61)

As fungles fermidnicas de dois pontos renormalizadas sdo, entio,

i G (p Sy -(6?)
P Gy W= G.(p?) (2.62)

Novamente, neste ponto, voltamos ao espago de configuracio. Fazer isso é relativamen-

—
i
]
~

te simples se observamos o que jd foi feito na sedo anterior para o modelo de Schwinger
anbémalo, ou seja, os passos percorridos entre as equagdes (2.37) e (2.44). Seguindo isso,

temos o propagador renormalizado do férmion direito no espago de configuragio,

?

Gf+(:z:) =& 5 exp {ac 2_ 1K0 (\ /—mfxz) } P,Gp(x) (2.63)

onde o vetor z# é do tipo-espaco.

Novamente, vemos que o propagador renormalizado ndo tende assintoticamente a
PG, reescalando com dimensao anémala, como pode ser visto do seu comportamento

em curtas distdncias [5]:

lj(l_a'c)
GI7(2)) — |- m%?]
220

Por outro lado, o comportamento em longas distincias é

G *(z)) —— P,Gp(x) (2.65)

[+
22 5—00

o que mostra que o férmion existe assintoticamente. Além disso, de (2.65) podemos ver
que a funcdo Gf*(a:) mantém a propriedade de cluster [5]. Portanto, no modelo quiral,
o pardmetro a, ndo interpola entre dois regimes diferentes, representando apenas uma

ambigiidade na massa do f6ton.
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Capitulo 3

Blindagem e confinamento

O propdsito do presente capitulo € estudar as propriedades de blindagem e confinamento
de cargas de teste, devidas a interagdo com o campo eletromagnético em (1+1) dimensdes.

Faremos este estudo para os dois modelos j4 vistos nos capitulos anteriores.

3.1 O modelo de Schwinger anémalo

Vamos considerar a densidade de Lagrangeana regularizada (1.27)

e*(a, — 1)

£, 5, A, = _%F#VF#V — S8 D04 1T + e (3.1)

O segundo termo surge como conseqiiéncia da regularizacdo nao perturbativa das di-
vergéncias ultravioletas que aparecem nas funcdes de Green fermidnicas (ver capitulo 1).
Como j4 vimos, a integracao fermidnica pode ser feita exatamente e fornece

2 grov
2 pro i
[m"g n O

WA = [ds 34,0 Afz), (32)

com m? dado pela equacio (1.3). Juntando as equagdes (3.1) e (3.2), definimos o La-

grangeano efetivo L.;¢[A,] para o campo de calibre A4,

et orp

e*(a, — 1) . m
D N ) —v A4 A* _ -
(6-A)* + 5 s A ZWA,, =

1 12
Legs[Au] = _EFWF“ T dgA2?

A, (33)

O terceiro termo pode ser interpretado como uma versdo bidimensional do fenémeno de
Higgs: a for¢a de Coulomb é substituida por uma forga de alcance finito, com uma escala
de massa dada por m, = ey/(a, + 1)/27. As conseqiiéncias deste fenémeno podem ser

sondadas introduzindo uma distribui¢io de carga estitica externa J°(z') e uma corrente
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estdtica J* (). Isto adiciona o termo J,A* ao Lagrangeano efetivo £, sf[As)- A equacdo

de movimento é
A 174 - v
M A, +JF =0 ,Awmzﬁ@mﬁm%mjwy (3.4)

onde I‘:“" ¢ a funcio I1P de 2-pontos regularizada do féton,

2 apav
PApu — ,uv D 2 ( ) 1 Yigaty
, (+m)+—IF—GW P~ ——5-,
sendo a sua inversa, no espago de momenta, dada por f‘f;vl(k) = —j éfﬂy(k) com

-” ] )
G, (k) sendo o propagador regularizado do féton (1.28). Usando o fato de que a fonte
J# s6 depende da coordenada espacial z!, realizamos algumas integracdes em (3.4), o

que nos leva as seguintes equagbes

dk' et -y
= - [ [ 5 G ). (35)
2 A2 dk! etk (= -v")
17,1 1r,..1
Al(z!) = a—Uf f G T (3.6)

Realizando a integragio em k' nas equagdes acima, temos os campos expressos em funcéo

da corrente estdtica arbitraria J#(z!),

e_mvlmlgyll
Ag(.’l)l) = —“fdyl Qmu Jg(yl), (37)
no_ 27N , e M-l ’
A]_(:E ) - 62(av . 1) dy 2A Jl(y ) M (38)

Vamos estudar a natureza da for¢a mediada pelo campo de calibre entre dois quarks.
Primeiro, na presenca de dois quarks estdticos externos (um par ¢7) de carga Q, uma

carga —@ no ponto z' =0, ¢ outra +@Q em ! = L. A densidade de carga adicionada é
2"y =—Qé(z")+Qé(=z" - L) , JzH)=0. (3.9)
Resolvendo a equagio (3.7), com J° dado acima, obtemos o potencial estdtico Ay,
Ag(z') = -2—7% (eﬁmv”ll - e‘mvl""l_LI) . (3.10)

Substituindo o potencial A, calculado acima no L4 € integrando em !, encontramos
que a energia potencial de duas cargas de prova separadas por uma distincia L é
Q2 (1

u

V.(L) =

—e ™Iy (3.11)
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Embora V(L) cresga linearmente para pequenas distancias L, ele satura-se no valor
@*/2m, para longas distancias. Isto indica a presenca de um fenémeno notivel: toda
carga () ¢ blindada por cargas elementares (cargas dindmicas) [41}, tal como acontece na
versac usual do modelo de Schwinger

Se escolhermos a, = —1, a massa do féton sera zero e a simetria quiral seré preservada

no nivel quantico. Computando o limite quando m, — 0 para o potencial (3.11), obtemos

~&

V(L) =5

v

(3.12)

O resultado acima mostra um fenémeno mais notdvel ainda: qualquer carga @ € confinada

quando o féton é nao massivo.

3.1.1 Amnalise do loop de Wilson

Retornamos & determinacao das propriedades de blindagem no modelo. A maneira usual
de estudar isto é o calculo do loop de Wilson. O loop de Wilson para uma particula de

prova com carga arbitraria @ ¢ definido por [27, 41]

u[Cw] = exp {z’Q fgw A(2) dz"] , (3.13)

onde Cw é um caminho fechado que inclui o ponto onde @ estd localizada. O valor
esperado no vacuo do loop de Wilson é calculado considerando a acao efetiva (3.3) para

o campo de calibre A,

(0 |ulCw]|0) = /dA,, p[Cw] exp (z /d:c ﬁeff[A,,]) : (3.14)
Reescrevemos a integral de linha (3.13) como [27]
j’( A(z)dz = / dz I*(2) A(2) | (3.15)
Cw
onde
L) = § d o). (3.16)

Pomos (3.15) na integral funcional (3.14), e obtemos

(0|p[Cw]|0) = exp [ ?2 /da:dy I*(z) G‘:W(m - y)I”(y)] (3.17)

= exp [fgz jgd:r‘“ }dy” G:,,(.'L‘ — y)] , (3.18)
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onde G:,,(a: — ) é o propagador fotdnico (1.28), calculado a partir de £, £1[A,]

Gh(z—y) = [(g’% G (k) e (3.19)

Restringir-nos-emos ao caso em que a carga total é nula e a corrente é conservada.
Consideramos o loop de Wilson como uma trajetoria retangular de largura (do tipo espago)

R e de comprimento (do tipo temporal) T, T >> R. Neste caso, a corrente I, pode ser

escrita como

- 1 , se z esta dentro de C
L,=8,8, ®()= v (3.20)
0 , se z esta fora de Cy
Calculamos o expoente na equagéo (3.17) no espago de momenta. Usando (3.20), expres-

samos (3.17) como

(O |ulCw]|0) = el (3.21)
onde €[Cy] é
Q[ T 2
€lCw] = 7/(%)2 B(—k) b i GO (k) B B(k)
R / &er - k2 .
= - )2 o(—k) fcfzﬁ——mf (k) (3.22)
e ®(k) é a transformada de Fourier da funcio ®(2),
T/2 L2 ' (L ikoT/2 _ ,~ikoT/2
f f d.’L‘l ezk-a: = —-9 SIII(A,]_L/Z) [B € ] ) (323)
T/2 ~L/2 k1 ko

Agora, realizando a integral na equagao (3.22), obtemos

€[Cw] = — QZT(I e™E) +im / iy S L/2) [L = e T (3.24)

2 3 1
ki Wy

onde w; = (/ki+m? , € — +0. Fazemos, agora, o limite T — +co, com I fixo,

obtendo a expressio seguinte

sin?(k,L/2) 1
TR =R (3.25)

QZ [o2]

onde V, (L) é o potencial mostrado na equagio (3.11).
Também podemos calcular explicitamente o loop de Wilson (3.18) sem nenhuma

hipétese sobre a corrente, usando a mesma trajetéria mencionada acima. Em (1 + 1)
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dimensoes, as contribui¢des vindas do propagador fotdnico Gf“, (1.28) proporcionais a

kuk, séo canceladas, e s6 contribui a parte proporcional ao tensor métrico G- Temos,

assim,

fd:g# j{dy“ Gz —y) = i / IR YL Y% (3.26)
(27)2 k? — m?

onde a fungio ®(k) é dada por (3.23).

Este é um resultado importante: a conservagdo da carga é implicita no operador do
loop de Wilson, o que é uma conseqiiéncia da invaridncia de calibre global da teoria.

Mostramos que, no modelo de Schwinger anémalo, existe também o fenédmeno da
blindagem de cargas de prova, induzida pela polarizagdo do vdcuo quando o féton é
massivo ¢ > —1. Entretanto, quando a massa do féton se anula, ¢ = ~1, o potencial
entre as cargas de teste torna-se confinante. Ambos os resultados s3o confirmados pele
calculo do loop de Wilson.

A equagdo (3.25), mostra o potencial estdtico entre cargas de prova. No caso, em
que o potencial cresce linearmente em grandes distancias, V(L) = cte L, corresponde
a0 famoso comportamento da lei de drea do loop de Wilson. O outro termo em (3.25) é

completamente finito.

3.2 O modelo de Schwinger quiral

Nesta se¢do estudamos o potencial estdtico produzido por duas cargas de teste. Novamente
partimos da Lagrangeana regularizada (2.54) do modelo,

e?(a, — 1)

A — 1
= —ZF, M
Ll ¥ A= =30 8 A?

(8-A)* + (i@ + ed PL)y. (3.27)

O segundo termo, que é do tipo de fixagdo de calibre, na verdade é a regularizacao
mntroduzida para ter controle sobre as divergéncias ultravioletas que surgem nas funcoes
de correlagdo fermidnicas. Realizando a integragio fermidnica, encontramos a acao efetiva

dada pela equacio (1.72),

2 . 1 .
W [A] = -86; fdx A, [acg“” ~ (0" + 6“)6(6" + 6")] A, . (3.28)
11
Pondo, a equagio (3.28) em (3.27) obtemos a Lagrangeana efetiva L.;;
1 e?(a, — 1) , €%a e? <1, s
=—- W~ e (P — A A —— A (0*+0M) = A, . (3.29
Legy 4FWF Y (8-A)+ r— o 4 (04 +0 )D(a +38") (3.29)
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A presenca de um termo de massa para o campo de calibre, sugere que a interagio entre
cargas seja de alcance finito. Seguiremos a mesma estratégia de andlise da secio anterior.
Adicionando & Lagrangeana (3.29) o termo J,A” (onde J, é uma corrente arbitréria

estatica), obtemos as seguintes equacdes de movimento para o campo de calibre,

07 — g(ac + 1)) Ap(z") + g Ai(zh) = Jo(zh) (3.30)
@ ~ M)A - g Aele) = (e (3.31)

As solugbes para correntes estaticas arbitririas J; e J;, sdo

A2 = w? ewmlziowll AT _ 2 gmwpleiowl)
Ap(z) = — ]dyl( Y € - S ) h(y') + (3.32)

wi Wl 2w, wi—w? 2w,
Az/(a — 1) e—wmlwl—yll e—w,\lrl—yl!
—— e T iyt — Ji (v
w? —w? f 4 % %, 1y,
A ( 1) Az/(ac — 1) d 1 e Wm |t~y e wa ot~y J L 47TA2 233
- Lt~ L. 4 _ v .
e w? — w? / Y 2w? 2uw? oly’) + e2(a, — 1) (3.33)
v /dyl wi — 62(ac o 1)/47]. e~ wm |z -yt ~ Wi _ ez(ac + 1)/47]_ e—walet—1| y (yl)
w? — w? 2w, w? —w? 2w, ! ’

onde w, e w, sdo dadas em (1.98) e (1.99).
Fixamos, agora, uma carga externa —(} no ponto z! = 0, e outra carga +Q em z! = L.
Resolvendo as equagdes acima com Jo(z!) = ~Qd(z')+ Qd(z! — L) e J;(z!) = 0, obtemos

(previamente tomando o limite A — +00),

RS S —— as
A = _:gg_(:ml_l)_ (3.35)

De maneira similar ao caso vetorial, substituindo os valores do campo estdtico A, achados
acima no Lagrangeano efetivo (3.29), e integrando em !, calculamos a energia potencial

entre duas cargas de prova —@Q e -+ separadas por uma distancia L, e obtemos
2
— Q (1

 2m,

V(L) —e ™) (3.36)

Podemos observar claramente o fendmeno de blindagem da carga de prova produzida, pela
polarizacéo do vacuo para todo valor de a, > 1, quando a distadncia L — +c0.

Notamos que, para a, = 1, o potencial entre as cargas de prova é nulo, V(L) = 0
e, portanto, as cargas nao experimentam a interacio eletromagnética, e aparecem como

cargas livres. Este resultado estd de acordo com o que se encontra na literatura [42, 5].
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3.2.1 Anailise do loop de Wilson

Como ja vimos na secio 3.1.1, a contribuigdo ao calculo do valor esperado do loop de
Wilson do propagador fotdnico vem somente do termo proporcional ao tensor métrico g#*.
No modelo que estamos considerando nesta se¢do a situagio se repete. Por conseguinte,

o cédlculo direto do valor esperado do loop de Wilson é feito usando a equagio (3.18)

- f(da:‘“ f(dy" G:W(x - y)} , (3.37)

onde G:W (¢ — y) é o propagador fotbnico exato regularizado dado na equagio (1.97).

Olulewli0), = exp [

Realizando a integragio na trajetoria retangular de largura (do tipo espago) R e de com-
primento (do tipo temporal) T, onde T' >> R, exatamente como no caso da subsecio
3.1.1, chegamos a uma expressdo similar & equagio (3.26) (neste ponto o limite A — oo

ja foi tomado),
iQ* [Pk kK.

oy HM () ) = o ielCwl) - (339
onde a fungio t‘13(k) ¢ dada por (3.23). Realizando a integragio que aparece no expoente
de (3.38), obtemos

2 k L/2Y[1l — —tw, T—eT
e[CW]CH—2Q— (1=e™™") +i%m / a5 : /)[ - ], (3.39)

[+ wl

O lulCw ] 0). = exp(

onde w, = \/k} + m?, € — +0. Agora, fazendo o limite T — +o00, com L fixo, obtemos

a expressio seguinte

(kyL/2
€lCw| = =TV (L +z——m / dk, M 3 (3.40)

Wy

onde V(L) é o potencial mostrado na equagdo (3.36). Assim, os resultados obtidos na
subsecéo anterior para a energia potencial entre duas cargas de teste, sio reobtidos pelo
método de loop de Wilson.

Observamos um contraste entre os modelos: no modelo vetorial anémalo, existe a
possibilidade de confinamento para um valor especifico {e finito) do pardmetro, a, = —1;
no caso quiral, esta possibilidade nio existe. Em contrapartida, a possibilidade de ter uma
teoria com cargas livres, é latente no caso quiral quando a massa do féton é infinita, para

um valor finito do parimetro a, = 1; no entanto, isto nio é praticavel no caso vetorial.
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Capitulo 4

A estrutura do espaco de Hilbert do

modelo de Schwinger andémalo

Vamos, agora, analisar a solugdo operatorial do modelo de Schwinger anémalo, determi-
nando as excitagoes fisicas, os observdveis e as condicbes de definigao de estados fisicos.
Tal analise ¢ bem conhecida para o caso quiral e para o modelo de Schwinger convencional,
mas nao havia sido feita para o caso anémalo. Como vamos ver, defini¢des cuidadosas do
espago de Hilbert devem ser dadas, dependendo do intervalo de valores que o parametro

a, possa tomar.

4.1 O espaco de Hilbert

Apés a integragdo sobre os férmions, obtemos uma Lagrangeana efetiva nao local (eq.
(3.3)). Podemos obter uma expressao local se introduzirmos um campo auxiliar x. Usando

este campo, obtemos a expressio bosonizada,

e*(a, — 1) . €
47 A2 (6-4) *

1 Y 1 € =
ﬁbos - _ZF#VF# — —7;(&“ — I)AuA“+§6yxé‘“x+ﬁA“6“x . (41)

As equagbes de movimento obtidas da Lagrangeana em (4.1) sfo

e ~
a —0*A, = 0, 4.2
X+ﬁ H ( )
e?(a, — 1)
ity v 1 . 124 — 43
OuF t 0"0-A+el 0 (4.3)
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onde J¥ é a corrente eletromagnética bosonizada

— 1 -~
JV -=. 'l,b"yy’gb = ﬁaux -+

Desde que esperamos que a invaridncia de calibre seja perdida (ac menos em estdgios

€

5 (@ — 1)A%. (4.4)

intermediarios), a parte longitudinal do campo de calibre pode adquirir dinimica. Para
compreender isto, exploramos o fato de que, em 1 + 1 dimensdes, podemos escrever o

campo A, como

1
eA,=08,p— 0,6 , FW=

€

e®De¢ . (4.5)
Sob uma transformagio de calibre

1
Ay = Au+ -0,
e
p — pta, (4.6)

¢ — ¢.

Em termos dos campos p e ¢ a Lagrangeana (4.1) é

Lo = 300 + 55 00~ 2D @094 o+ @)
e V@ Y (g2

Para obter a Lagrangeana acima diversos termos de supetficie foram eliminados. A La-
grangeana (4.7) pode ser expressa em termos de campos livres, por meio da diagonalizacio

dos termos mistos, usando as seguintes transformacées

x=xX-—=29o, (4.8)

1 2
¢51:em e ¢z=e:n O+m?)é , o= GII (2 — 1) , (4.9)

v v

1 1
PlZFDP : Pzzﬁ(D+A2)P v P=p2pr, (4.10)

com m, dado pela equagdo (1.3). As transformagoes (4.9) e (4.10) sao tipicas de teorias

com derivadas superiores [43].
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A densidade de Lagrangeana escrita em termos de x', ¢1, ¢, p1 € pz é

1 1 1
Lios = OV + 3(0uta)? — 36!~ 2(06)" + (411)
—1 —1
"(G'T"z [(Bup1)” — A% (p1)?] + ——““:m ! @

A Lagrangeana em (4.11) exprime vérias caracteristicas quinticas do modelo. Primeira-
mente, lembrando que p é o campo que muda sob transformagées do calibre, voltamos
a observar que somente para ¢, = 1 a teoria torna-se invariante de calibre local, sendo
neste caso o usual modelo de Schwinger (invariante de calibre). Para a, < —1 j& vimos
que a teoria tem excitac¢les taquidnicas e py € quantizado com métrica negativa. Para
—~1 < a, <1 o0 campo p, ainda é quantizado com métrica negativa mas a teoria tem
excitacoes fisicas. Para ¢, > 1, o campo p; é quantizado com métrica positiva e, 0 campo
p1 passa a ser quantizado com métrica negativa. Independente do valor de o, observa-
mos que ¢ campo ¢, tem que ser quantizado com métrica negativa ¢, conseqilentemente,
o espago de estados terd métrica indefinida. O campo ¢, estd também presente na so-
lugao operatorial covariante do modelo de Schwinger invariante de calibre, encontrada
por Lowenstein e Swieca [9]. O campo p também estd presente no espaco de Hilbert do
modelo de Schwinger quiral, como obtido por Boyanovsky [6].

Devido ao fato da métrica dos campos p; e p; depender dos valores do parametro a,,

separamos a andlise do espago de estados do modelo nos casos a, > 1e -1 < a, < 1.

4.1.1 Casoa, >1

Comegamos da Lagrangeana (4.11),

1, 5, 1 1 1 1 1
Lpos = E(apX )2+ 5(3;:‘?51)2 - 5'”13‘?5% - §(a#¢2)2 ) [(Bpnl)z - A ("?1)2] + 3 (3;:"72)2 )
(4.12)
onde fizemos uma redefini¢ao adicional
a —1 2w
= ., p= —m). 413
m; 5 P p=4l———7(m—m) (4.13)

u

Todos 0s campos aparecendo em (4.12) sdo candnicos. Neste caso, o contéudo da teoria
original é de trés campos bosinicos livres sem massa (X' que é um singleto de calibre

quantizado com métrica positiva; ¢, um singleto de calibre quantizado com métrica
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negativa; e 72, que transforma-se sob transformacdes de calibre e é quantizado com métrica
positiva}, o campo ¢;, um campo bosdénico massivo, quantizado com métrica positiva e o
campo 71, massivo, quantizado com métrica negativa (sua grande massa é nada mais que
o cut-off necessario que regulariza as divergéncias UV presentes no setor fermidnico; ele
desaparece da teoria).

O espago de estados da teoria é de métrica indefinida e é dado pelo produto tensorial

dos espagos de Fock individuais dos campos x', ¢, @2 € 10,
H = H(K) @H(d1) @ H(d2) @ Him) . (4.14)

Entretanto, como no caso da solucdo covariante do modelo de Schwinger invariante de
calibre, esperamos que o espago de estados #H, dado por (4.14), seja grande demais [9],
admitindo, entdo, estados ndo-fisicos. Assim, como veremos depois, o subespago de Hil-

bert fisico serd

a>1

thys = H(qbl) & Ha>1(772: X': ¢’2) - (415)

Primeiro, expressamos a corrente eletromagnética (4.4) em termos dos campos livres,

a,+1 5, a,—1
& (g1 — ¢2) + o

1 -
JV:_ ot
ﬁax-i- o

Reescrevemos a equac@o de movimento (4.3) em termos dos campos livres, obtendo

& (m—m) . (4.16)

v 82 G v v ’G, +1 v
BFFP"F“—(ZW‘—)B&A‘FEJ = 3¢2+€ T]2‘+‘
——a”m¢2+—a” O+ m?)¢, .
= BJ:: — m—uaqub:z - EBV(D + mu)qbl s (417)

onde a corrente JYé

vo__ 1 5 r_ fau+1 Av fau_]' 1

Usando em (4.17) as equagdes de movimento tanto para o campo ¢; como para ¢,

encontramos que
O +eJ” = eJ; (4.19)

Conseqiientemente, para que as equagdes de movimento (4.3) que definem a teoria fisica

sejam satisfeitas, a imposi¢do de um vinculo aparece naturalmente na representagio de
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campos livres. Esta situacdo é muito parecida com a que ocorre no modelo de Schwinger
ivariante de calibre, como mostrado por Lowenstein e Swieca [9]. Se tentarmos ajustar
J¥ = 0, para definir o subspago fisico, isto poderia impedir a existéncia do estado de vicuo
da teoria, ao estabelecer uma identidade operatorial forte. Contudo, observando que Jy
€ uma combinagdo linear das derivadas dos campos livres, o vinculo a ser imposto pode
ser do tipo de Gupta-Bleuler. Selecionamos, assim, os estados fisicos da teoria impondo
a seguinte condigao

JUH Py =0, (4.20)

onde | P) é um estado fisico arbitrario e J*(+) é a parte de frequéncia positiva (aniquilagio)
de J}. A condigio quantica (4.20) define o subespago fisico Hypys dentro do espago de
estados total dado pela equagao (4.14).

Por um calculo direto mostramos que
(e @), O] =0 Vmvay. (421)

Portanto, a corrente J cria estados de norma zero quando aplicada ao estado de vécuo.
A componente temporal de J7 ¢ identificada como a lei de Gauss da teoria. Conseqiiente-
mente, a equagdo (4.21) implica que o operador da lei de Gauss comuta consigo mesmo em
todos os pontos do espago-tempo, embora seja um vinculo de segunda classe, no sentido
de Dirac,

(), J2(w)] = -~

Como conseqiiéncia, os operadores fisicos sdo aqueles que comutam com J ;’(H, criando

s(z' — ).

excitagoes fisicas quando aplicados ao vacuo.

4.1.1.1 Os campos fermidnicos: renormaliza¢iao de fung¢ao de onda

Para encontrar os campos fermidnicos em func¢do dos campos livres achados acima, resol-

vemos a sua equacdo de movimento,

it +edyp =0, (4.22)

usando a expressdo (4.5) para o campo de calibre A,. Assim, o férmion pode ser expresso

formalmente como

Pa = exp|~icad +ip] Yy (4.23)
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com a = R,L denotando a componente direita ou esquerda, e = 1, g, = —1,
(0) .. ’, . . .
1, representando as componentes direita e esquerda do férmion livre, que satisfazem
e (0]
gy =0.
Se substituimos a equagdo acima na equagio de movimento (4.22), ela é satisfeita. O
campo fermidnico livre pode ser expresso em forma bosonizada, usando o campo bosonico

sem massa x' (vide apéndice 3 para uma discussio geral e a definicéo de X}, e X)), como

(0} iV x|
e R
¢(0) _ ":bR ~ . ' ' (4.24)
w(o) e VAT X
L

Passando, agora, & descrigdo quéntica, precisamos introduzir o ordenamento normal
com respeito aos quanta dos campos bosoénicos na equacio (4.23). Definimos os campos
fermidnicos quinticos ndo renormalizados como

~9 \ 1/2(a® -1 1/4(t-a
s2\ V2a2-1) /a2y 1/40-a,) | @
Yo = | =3 — cexpl—icg 0 +ipl: ¥, (4.25)
m m
v u
onde na equacio acima, 7 é um regulador infravermelho e A é o regulador ultravioleta
de Pauli-Villars (que aparece na regularizacao feita no setor fermidnico no capitulo 1). O
simbolo : - : define o0 ordenamento normal com respeito aos quanta dos campos bosdnicos
. -~ - . - 0
livres em funcio dos quais os campos da teoria ¥ e A, sdo expressos. O campo ¥& em
I

(4.25) é o campo fermidnico livre quantizado,

(0) = . VAT X .

(0) UJR T . € R
P = = 1/2_ o : (4.26)

fgbL m : e—z\/4rr XL -

Nas expressOes acima a seguinte férmula foi usada,

(WH(2) _ 00T (@+00T () beT ()bt (@) 16 (=) ()] (4.27)

- +
. ttlw) . — pbd (2) e (2)

E importante lembrar a métrica de cada campo envolvido em (4.25), porque definird o
comutador que aparece em (4.27).
Retornando & equagio (4.25) que define o campo fermidnico, podemos expressi-lo em

termos dos campos bosbnicos livres,

Py VAT X
= = C(1,A,m,) , (4.28)
¥, ceWVATXy
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com a constante C(7, A,m ) dada por

F 2 1/2(a} ~1) A2 H/4Hi-ay)
C(r,A, = 4/— | — N )
cam - EEE
e com as fungdes X, sendo definidas como as componentes direita e esquerda para o campo
X,
X :X;_Qb“.ﬂ :X; 4’51 ¢2
R B 2/ v2(a, +1) v2(a, —1
/ ¢+p N 1 — o T — M

Xp = XL - 2\/7_1' - \/m 2(@0—1) . (430)

De (4.25) definimos os férmions renormalizados ),

e = \/Z o (4.31)

onde Z; é a constante de renormalizacao de fungao de onda fermidnica dada por (2.30).
Analisamos a consisténcia da solu¢do, computando, em particular, Golz—y) =

{0 |T¢;(:::)¢;T(y)| 0), o propagador fermidnico renormalizado que &

G, alz-y) = & ' [f e (z — y)z] v exp [ajzfl Ap(z —y;m )J Gralz—y),

(4.32)
onde Gr(z) é o propagador livre do férmion sem massa e iAp(z;m?) (C.9) é o propagador
livre do béson massivo. Este resultado esta de acordo com o obtido usando o método de
integracdo funcional (2.45). O propagador serd formado das partes direita e esquerda,
dadas em {4.32), isto é

Glz—y) = | Calz=v) | (4.33)

4.1.1.2 Propagator do féton

O propagador do féton, Gz — y) = (0|T'A,(z)A,(y)]|0) é expresso no espago de mo-
menta, como

v

) Guv 271” k ku kpklf
1G (k) = 2 _i‘mz T (a _#1) k2 kR2(kE—m?)

Podemos ver que o propagador do f6ton é livre de divergéncias ultravioletas, o que implica

(4.34)

na trivialidade de sua constante de renormalizacdo de funcio de onda, Z, = 1.
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4.1.1.3 Renormalizacao de vértice

Calculamos também, a fun¢do de 3-pontos G¥#{z,y;z) = (0 IT@D(:L‘);/;(y)A“(zH 0) ndo

renormalizada,
m -2 d’k i —ik-(z—z) —ik-(z—y) A2 1/2(1_%)" 2 r
Gh(z,y;2) = ie AR le —e J{—= G, ()G (z-y),
’ (4.35)
onde )
2 ky
gulk) = o D@ B =) £ ) (4.36)

Podemos, também, calcular diretamente a funcio de 3-pontos G:“(:c, Y¥; 2) renormali-
zada, fazendo uso dos campos fermidnicos renormalizados dados em (4.31). O campo de

calibre, como ja vimos, ndo precisa renormalizacao. Temos, entdo,

G ¥z, y;2) = i€ /(3’32 g"(k) [e‘ik'(z“”) - e*"k'("‘y)] G(z—y). (4.37)

Sabendo que a relacdo entre as func¢des renormalizadas e nio-renormalizadas é Gt =

Z.G*, onde Z, ¢ a constante de renormalizagio do vértice, e comparando as equacdes

(4.35) e (4.37), obtemos
" A2 1/2(1_"(1”)‘-
Z-(4) G0, (438)

m2
com G, (p?) dada pela equagdo (2.28), e u? sendo a escala de energia onde impomos a con-
digao de renormalizagdo (2.29) para o propagador fermiénico renormalizado. Neste nivel
podemos confirmar que a constante de renormalizacao de onda fermidnica e a constante

de renormalizacao do vértice sfo exatamente iguais:
v
Ly = 2o (4.39)
Concluimos, uma vez mais, que a carga elétrica nio ¢ renormalizada (funcio 8 nula).
A carga ndo-renormalizada é a carga fisica e tem cardter universal.
4.1.1.4 Operadores fisicos

Observamos, na subsecio 4.1.1, que o espago de estados da teoria é de métrica indefinida,
mas que existe um vinculo quantico que define um subespago fisico, no qual as equagdes

de movimento (4.22) e (4.3) sdo satisfeitas.
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O vinculo que define o subespago fisico é dado por (4.20). Define-se [9, 6] um operador
fisico O(y) como sendo um operador local que comute com J¥+), dado pela equagio

(4.18),
[J¥H)(z), O(y)] = 0 Vr,y, v=0,1. (4.40)

A condigdo (4.40) assegura que os estados fisicos obtidos ao atuar O sob o vacuo sio
aniquilados por JF”(+) e, conseqlientemente, satisfazem o vinculo (4.20).

Podemos verificar que o campo bosénico massivo ¢, é um operador fisico, 0 que implica
que o campo f#” também €. As componentes do campo , X, e X, 520 operadores fisicos.
Dai os férmions direitos e esquerdos 3, e ¥, sfo operadores fisicos também. O campo
de calibre A, é um operador fisico, mas ndo representa graus de liberdade independentes,
devido & equagdo (4.5). A corrente eletromagnética J* =: ¥y : e a corrente axial
J¥ = :Pysy#ep: sdo operadores fisicos.

Podemos obter a Hamiltoniana restrita ao espago fisico gerado pela imposicio do

vinculo (4.20). Partimos da Lagrangeana bosonizada (4.12), obtendo

1 1, ., 1 1 1 1 1
= /dml : ‘2‘”; + —(QX )+ ‘ifjl + 5(‘19‘51)2 + Emz(ﬁ’bl)z - 5’”32 - 5(31052)2 +
1 1 1
—§7T,,1 (3 m)* — §A2(U1)2 + 2“,?2 +5 (f9 )’ ;. (4.41)

Usando, agora, o vinculo (4.20), temos o campo 7, e 0 seu momentum candnico x

"y

expressos em termos dos respectivos ' e ¢
r = ax+, %t g, (4.42)

o a, — 1 = X a, — 1 2, .
a, + 1
a, ml

Substituindo as equagdes (4.42) em (4.41), obtemos

0, = —

77

HJF:/d:clz = (a ¢1) +1m 2(¢1)? %“ +5(8,h) — ‘1‘“21‘1(32’71)2*”\2(771)2 D

onde definimos o campo bosbénico sem massa, h,
a,+1 f
h =
a, — 1 qb
T, = { 1/ (4.45)

b
.
[1u
e
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e 0 campo h € candnico e quantizado com métrica positiva, pots satisfaz
Bt 2t m e ] =i 6 -9t L [R 7@, W )| =A% @y, (440)

Mostramos facilmente que [J;_’ (), h(y)] = 0, o que implica que k& é um operador fisico.
Vemos, entdo, que hi somente dois graus de liberdade fisicos associados com os Campos
¢ e h (pois o campo 7, no limite de A — 400, desaparece do espago de estados fisicos).

A Hamiltoniana restrita ao subspago fisico é

1 1 i
Ihwszfﬁﬂzgm,+ (ym)+ 3 &+- ?amf;. (4.47)

Observamos que, no subespago fisico, o campo que depende do calibre 75 {(ou equivalen-
temente p) desaparece. O espaco fisico é definido, entio, pelos campos ®,, ¢, e x¥' que
sao singletos de calibre, sendo composto totalmente por estados invariantes de calibre.
O espago de estados é gerado a partir do vicuo definido pelos operadores ¢, e h, com
as condicoes
#M0Yy=0, rY0)=0. (4.48)
O espago de Hilbert fisico serd, entdo,

a>1

thys = H(le) ® H(h) (449)

A corrente eletromagnética, J* =: ¢y*e 1, restrita ao espaco fisico é

a, +1 =
Jphys = 27 a#qbl . (450)

Como ¢ esperado, a corrente eletromagnética é conservada. Confirmamos, assim, a
auséncia de anomalia (mesmo aparente) ao efetuarmos a quantizacio da teoria de modo
nao invariante de calibre.

A corrente axial JL =: WysyPep -, restrita ac espaco fisico é

a +1

J5phys = 0271_ a'uqbl . (451)

A corrente axial ndo é conservada, portanto a sua divergéncia proporciona a anomalia
quiral,
efa, + 1)

8 J;phys = _'&ﬂ'— E.uuF'uy . (452)

Podemos observar que, quando a, = 1, obtemos o resultado conhecido na literatura para

a anomalia quiral do modelo de Schwinger invariante de calibre.
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De (4.63) definimos os férmions renormalizados v,

Yray = A2y Yr) (4.65)

onde Z; € a constante de renormaliza¢do de fungdo de onda fermibnica dada por (2.30),
tal como no caso a, > 1.

Pode ser mostrado facilmente que as fungdes de Green s3o as mesmas que as encon-
tradas no caso a > 1, isto ¢, as funcdes de Green calculadas em (4.32), (4.35), e (4.34).
As constantes de renormalizagio de funcao de onda fermiénica e a constante de renor-
malizagdo do vertice sdo iguais, Z, = Z, e também Z; = 1. Tudo de acordo com os

resultados encontrados nos capitulos 1 e 2 usando o método de integracio funcional.

4.1.2.2 Os operadores fisicos

Como ja sabemos, o espago de estados completo é de métrica indefinida. Porém, existe um
vinculo quantico que restringe o espaco total a um subespago fisico no qual as equagdes
de movimento (4.22) e (4.3) sdo satisfeitas. Este vinculo é dado pela equagdo (4.61).
Novamente, definimos wm operador fisico O(y) como aquele que satisfaz a relagdo de
comutagao

170, 0)1=0 Ve y v=01 (4.66)

Pode-se mostrar facilmente que alguns dos operadores que satisfazem a condigio (4.66)
a0 0 campo massivo ¢, o tensor eletromagnético F#, 0s campos xg € X1 €, portanto,
os campos fermidnicos ¢, e .. O campo de calibre A, também é um operador fisico
mas ele ndo representa graus de liberdade independentes devido a (4.5). As correntes
eletromagnética : ¥y*y : e a corrente axial : Py57*y : também sio operadores fisicos no
modelo.

Podemos calcular o Hamiltoniano no subespago fisico gerado pelo vinculo (4.61). A

Hamiltoniana completa é obtida desde a Lagrangeana bosonizada (4.53),

1 1 1 1 1 1 1
' R B ne 1 a9 b 2  f 2,02 Lo 1 2
W [dets St 4 SOX + 57 + (0.6 + Jmd(an) - 3, — 5(0.60)° +
1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2.

Usando, agora, o vinculo (4.61), temos o campo & € 0 seu momentum candnico e,
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expressos em termos dos respectivos x’ e ¢,

f 2 , 1+a,
7r€2 = - 1 a azX + 1 _ a, ax@’)z 3 (468)
f 2 1+4+a,
a:fz = 1 — a, ﬂ-xf + 1 — a, Mgy -

Substituindo as equagdes (4.68) em (4.67), obtemos

1 1 1 1 1 1 1 1

o 1, 2,2 = 2,2 2 2+, 2 * ne ;o2 2 A2 N2,
HJF_fdw F ey T (Gd) +omi(61)" - om, 2(3:h) + 5, +5(8.8) +oAN&)"
(4.69)

onde definimos o campo bosdnico sem massa, h',

1+a 2
[ v F_
h, = ]_—'au X ].—au ¢2) (470)
i+a, 2

L Ty Ty Ty L (4.71)

O campo h' é candnico e quantizado com métrica negativa, pois satisfaz
[Wtah),m, )] =i 8 —y) B 7@K )] =-aT @ -y @)

Mostramos facilmente que [J:H) (z),k'(y)] = 0, o que implica que h' ¢ um operador
fisico. Portanto, embora este campo apare¢a na Hamiltoniana (4.69) como um grau de
liberdade, ele cria estados de norma negativa quando atua no vicuo. Eliminado o grau

de liberdade £;, o Hamiltoniano torna-se

1
_m2 qbf —

, 1 1 1 1,
thyszfdxlz§W£1+§(8m¢1)2+2 o = Ok (4.73)

2

A Hamiltoniana néo é positiva definida. Porém, isto ndo implica em que a teoria neste se-
tor seja descartada. A introducdo da métrica negativa leva a existéncia de operadores com
singularidades infravermelhas, os quais sao fundamentais na descri¢cao do confinamento de
férmions [44]. Como veremos no capitulo seguinte, mesmo que os valores esperados destes
operadores entre estados fisicos possuam divergéncias infravermelhas, existirdo fungdes
de correlagao relevantes que serdo livres delas (vide (5.21) ou (5.28)). Em [45] Carey e
Wright abandonam a positividade da Hamiltoniana no espago de Hilbert que fornece uma

representacao da dlgebra completa dos campos, mantendo, no entanto, a positividade no
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espago onde os observaveis estdo representados. Recentes estudos na quantizacao em es-
pagos com métrica indefinida [46, 47] ¢ a construgdo de representacbes nio limitadas de
*-algebras num espago de métrica indefinida (ou dlgebras de operadores lineares ilimitados
no espago de Hilbert) tem sido investigados em conexio com teoria quintica de campos €
algebras envolventes de uma dlgebra de Lie, em particular, as associadas com as relagoes
de comutagdo de Heisenberg e as suas representagdes num espago de Krein 48, 49]. A
introdugao de espagos de Krein [36], dentro de todas as possiveis estruturas de espagos de
Hilbert, estd intimamente relacionada a vérios fenémenos importantes, em particular, 3
ocorréncia de singularidades infravermelhas e & existéncia de vicuos 6, um fenémeno que
nio é governado, em geral, pela propriedade de cluster, como no caso de métrica positiva.
A investigagio da teoria, dentro do ponto de vista dos espacos de Krein, poderia fornecer

uma interpretagdo fisica para 0 MSA neste setor. Este estudo esta sendo feito atualmente.
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Capitulo 5

Densidades quirais no modelo de

Schwinger andémalo

O estudo da preservacdo ou nio da propriedade de cluster mostrou-se fundamental para
as previsoes sobre confinamento no modelo de Schwinger quantizado de modo invariante
de calibre [9]. Neste contexto, fun¢bes de correlagio envolvendo operadores compostos es-
pecificos {chamados de condensados) desempenham um papel importante, dada a relacio
entre 0s condensados e os estados fisicos observados numa situagio de confinamento. Nes-
te capitulo, vamos analisar a propriedade de cluster através dos condensados, procurando,
ao final, realizar previses sobre possiveis observédveis “fisicos” da teoria. Este estudo serd

conduzido dentro do contexto operatorial desenvolvido no capitulo 4.

5.1 Densidades quirais

Uma classe importante de condensados ¢ dada por ¥(z)¥(z) e ¥(z)y,%(z). Expressos
em fungdo das componentes direita e esquerda de ¢ (note-se que o campo fermiénico, a
ser usado na construgao dos condensados, ¢ 0 ndo renormalizado, pois, como um tipo de

operador composto, ele poderia ter a sua propria constante de renormalizagdo) sio,

s(z) = P(@)y(z) 1= ) (2)Ya(2)  +: 9} (@), (x) ¢, (5.1)
ss(z) = (e y(a) 1 = Y (@)s(a) 1 — 9 (2)9, (2) : (5.2)
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Agora, definimos as densidades quirais como

p+ =:Y(x)Pey(z) : (5.3)
onde Py = li—;i Ou, em termos das componentes direita e esquerda de P,
pir(z) =9 (@)Y (z): , p(z) =:9(x)y,(2):, (5.4)

e podemos ver que elas satisfazem a relagio pl = p_. As densidades quirais podem ser
escritas usando a forma bosonizada dos férmions (4.28) ou (4.63), ou seja, em termos dos

campos bosonicos livres, e sdo expressas como,

pi(w)=(%) (-21)_2/(“"“) exp (ﬂz ey (¢1—¢z)ii2\/f_rx')=- (5.5)

m, a, +1

Calculamos o valor esperado no vécuo (0|p+(x)|0), que depende dos valores de a,,

1 = a ~{a,— a

Lembrando que a massa 7 — 0 é um regulador infravermelho, temos,

Olp+(2)]0) = 400 , se —1<a, <1, (5.7)
Olps(@)l0) = 5 = o=l (5.8)
Olp+(x)[0) = 0 , se a, > 1. (5.9)

Desde (5.8), podemos ver que, para a, = 1, o valor esperado é finito. Isto indica a
possibilidade de violagdo da propriedade de cluster (o que iremos confirmar mais adiante).
O oposto ¢ esperado para o caso a, > 1.

No caso em que os valores do parametro a, estdao no intervalo [—1, 1), o valor esperado
das densidades quirais é infinito, devido & presenca da divergéncia infravermelha, gerada

> = 0. O mesmo acontece com o valor esperado no vicuo do campo

pelo regulador 7
fermionico. Neste intervalo, as funges de correlagio das densidades quirais e dos campos
fermibnicos também sofrem do mesmo problema. Este fenémeno ja apareceu antes, no
capitulo 2 (escravidao infravermelha [53, 54, 39]).

Podemos mostrar também que as densidades quirais p,. satisfazem a condicio
[729(z), p:(w)] = 0, (5.10)
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a qual as define como operadores fisicos.

Também computamos os comutadores das densidades quirais,

pe@)oas) = polhoa(s) exp |~ A = yimd) - 2 A - i) G
pa(e)ps(s) = pe(u)o(a) exp | (@ yimd) + B DA -] 512

onde a fungao A(z — y;m?) é dada em (C.I11). As densidades quirais comutam para

separagdes do tipo espago, (z — ¥)? < 0; 72 — 0 é um regulador infravermelho.

5.1.1 Funcgoes de correlacao das densidades quirais

5.1.1.1  (0]px(z1)px(®2) . .. pa(2a)] 0)

A funcio de correlagdo de n—pontos das densidades quirais iguais é calculada abaixo,

Tﬁu n ;‘;'_2 1’12(0”—1)/2(0“+1)
0> - (27?) (%&7) (5.13)
-1
[ +1 ZAH-) i — zj;m a Zln[ m W;[;J) -|—ZE($?-—$2)]:| .

1<j 1<y

<0 ’Pi(xl)f):l:(:fz) oo p£(Tn)

Desde (5.13), vemos que, para a, > 1, <0|pi($1)pi(:c2) . pi(xn)| 0)%)1 = 0. Isto im-
plica em que as densidades quirais iguais comportam-se como objetos livres, sem interagao,
ou seja, objetos totalmente independentes uns dos outros, preservando individualmente o
seu valor esperado no vicuo, tal como visto em (5.9).

Testamos a propriedade de cluster na funcéo de correla¢ao (5.13), antes de fazer v — 0;
tomamos os primeiros &k elementos e fazemos a mudanga x; — x; + An, parai =1, ...k,

com 2 = —1e XA — oo. Assim, temos que

0) - (5.14)

0 .

A propriedade de cluster é, entdo, preservada trivialmente para funcdes de correlagio

lim (0 ‘pi(ﬁ:l + M) pe(Tr + M) ps (Tpqa) - - p2(T0)
k(n—k){a,~1)/(a, +1)
[%2/\2] <0

‘p:t(ml) : --Pi(mk)‘ 0> <0 ‘Pi(lﬁk“) o p(zp)

deste tipo, neste setor.

Para ¢, = 1 a fungio de correlagao (5.13) reduz-se a,

0>%=1 = (%) exp[ am > AT -—xj;mf)} (5.15)

<

<0 'pi(m)pi(xz) oo px(Tn)
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A fungio de correlagio (5.15) ndo preserva a propriedade de cluster, o que estd de acordo
com a literatura. Este fato indica que o vdcuo pode ter degenerescéncias [65]. Para
remediar isto, Lowenstein e Swieca [9] descobriram a existéncia do vécuo-8 no modelo. A
introdugao do vacuo-@ recupera a propriedade de cluster das fungoes de correlagdo (ver
também, [56, 50, 51]).

Quando —1 < a, < 1 estas fungdes de correlacio sofrem de divergéncias infravermelhas
devido ao expoente negativo do regulador 7. As funcdes de correlagao para densidades
quirais iguais ndo s&o bem definidas. Porém, como veremos a seguir, as funcées de corre-
lagao para densidades quirais mistas sio bem definidas pois nio tém dependéncia alguma

no regulador, sendo finitas no limite 7 — 0.

5112 (0|p+(21)px(z2) . - p1(m) o5 (11)or(32) - - - P (1) | O)

Para m e n genéricos, o cdlculo das fungdes de correlagdo fornece um fator multiplicativo
do tipo,

in—ml(a, —1)/(a, +1)
() (5.16)

m

onde n e m representam o niimero de condensados do tipo 4 e —, respectivamente. Entao,
para a, > 1, as fungbes se anulam, enquanto para —1 < a, < 1 elas sio divergentes no
infravermelho. Para a, = 1, os resultados sio bem conhecidos na literatura e livres de
divergéncias infravermelhas [27]. As fungBes mistas, com igual nimero de Py € p_, sd0

(para qualquer valor de a,),

0> = (7;;)2“ (5.17)

-1

E APz — z;m?) + 2 E ln[w'ﬁz2 x; — x;)° + ie(a) —3:0]

exp a +1 1<J J u) au+1 1(} u( J) ( j)
. — 1

N . 1n[~ﬁ12 ; + de(y? - ]

exXp |~ +11§<J (v — g m?) + 1,+1 ?(j: Sy ) +ie(yl - u)

1% n
exp E A —yj§m2)—a"—1 E 111[—Tﬁz(xi—yj)z-”f(ﬂ??—yq)]
a+1.11 v au+1ij:1 v J

Estas fungbes de correlagao sio bem definidas para todo valor do pardmetro a, > ~1. O
regulador infravermelho 7 desaparece durante o processo de cdlculo da funcdo de corre-

lagao mista.
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E facil verificar que a propriedade de cluster é satisfeita para a, > 1 e quebrada para

-1<ag, <1.

5.2 Uma descrigao “fisica” do modelo de Schwinger

anomalo

5.2.1 A reacao ete” - hadrons

Estamos interessados nas fungoes de correlagao do operador composto definido como s(z)
dado em (5.1), o qual mistura as componentes direita e esquerda do férmion. Considera-
mos o processo bidimensional analogo de ete™ — hadrons, no qual um “féton escalar”
externo acopla-se fracamente dentro desta teoria via o operador s(z). Lembramos que
s(z) gera um estado inicial de um quark e um antiquark separados em bifurcacdes opostas

do cone de luz [55]. O operador s(z) é dado pela expressao

s(z) = py(z) + p-(x) . (5.18)

O valor esperado no vacuo deste operador, {(0]s(z)|0), depender4 do intervalo de valores
que tome o parametro a, tal como se vé nas equagdes (5.7)-(5.9).

Os elementos de matriz relevantes serio,

S(z,y) = (0|Ts(z)s(y)|0) (5.19)

= (O[T [ o4 (@)ps(u) + o1 @o-(v) = p-@)o () + 0 (2)p-(v)][0) .

Computamos cada termo da equagio (5.19). Os termos < £+ > sfio dados por

(0 |Tps(x)ps(y)|0) = ( " )2 (1)2(%_1)/(%1) [“ my(z - 9)2] e (5.20)

o) \mm,
&1
a, + 1

exp |- Ao )]

Desta equagao podemos ver que, no intervalo —1 < a, < 1, as fun¢des de correlacio do
tipo < ==+ > sdo divergentes no infravermelho. J4 no caso a, = 1 as fungdes sio finitas no
infravermelho e sdo as mesmas que aquelas encontradas na literatura tratando o modelo

de Schwinger invariante de calibre [27]. No intervalo @, > 1, as fun¢des de correlacio
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< £ > 530 zero. Seguimos agora com os termos < +F >, que sio exXpressos por

[ e g s |
(27)? (z — y)? exp P lAF($ — mu)} .(5.21)

v

OTps(z)ps()10) =

Eles sdo bem definidos, para todo valor de ¢, > —1. O valor desta fungao de correlagio
em @, = 1 é 0 mesmo que o encontrado no modelo de Schwinger invariante de calibre
(observamos a quebra da propriedade de cluster). O comportamento em curtas distancias
¢ no cone de luz de (0 |Tp+(z)p4(y)|0) é idéntico ao de uma teoria de férmions livres,
tal como acontece no modelo de Schwinger invariante de calibre [57, 55). No intervalo
—1 £ a,< 1, ela quebra a propriedade de cluster.

Vamos estudar a estrutura dos pélos desta fungao, visando identificar possiveis estados
assint6ticos. Os 1inicos pdlos possiveis, por inspegio direta, sé podem ocorrer em p? = 0.

Observando o comportamento da fungio (5.21) no limite [z — y| — oo, obtemos,

(0[Tp+(x)pz(y)| 0) =~ (;hw ) 2 [ — 72 (x — y)2] e ey - (5.22)

No espago de momenta,

Thz 2/{a, +1)
0 |Tps (@) (—p)|0) =~ (p) | (5.23)

Se tomarmos o residuo do propagador acima, em p? = 0, teremos zero (para a, > 1).
Nio hd um pélo simples em p? = 0. Isto indica que nio existem estados assintéticos de
condensados criados pelas densidades quirais. Como as densidades quirais sio portadoras
de quiralidade isto implica em nio vermos condensados fermiénicos. Porém poderiam
existir outros estados assintéticos de particulas compostas.

Por outro lado, no intervalo —1 < a, < 1, o propagador das densidades quirais mistas
apresenta divergéncias infravermelhas, o que indicaria que nao existem estados assintéticos
de nenhum tipo. Ocorreria, assim, o confinamento das densidades quirais.

Temos, entéo, que a fungao de correlagio (5.19) é definida somente em a, > 1, ou seja,
os férmions existem como observaveis fisicos e os seus condensados apresentam liberdade

assintotica.
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5.2.2 O propagador corrente-corrente EM

Um outro operador composto de interesse é a corrente electromagnética, J# =: ¥y* ;,

que, em sua versao bosonizada é, quando a, > 1,

v a, + 1 v v a, — 1 v
JY = \/ o a (,131 + JF<1,+°°> - Gy J m., (524)

onde J”  definida em (4.18} e, no caso ~1 < a, < 1,
v a, + 1 v v 1— a, v
JY = o 3"dy + JF[_L1> + o a¢, . (5.25)
onde J;  dada em (4.59).
Podemos facilmente mostrar Va > ~1 que
i v __a’u+1~~v e 2_a'u+1 me _ apav g a2
[4(2), ()] = =2 882 A - yim?) = "1 (0D, - 0202) Ade - yim?)
(5.26)

onde a contribui¢bes vindas dos campo 7, e §; sdo canceladas pois eles tem uma grande
massa. A(z — y;m?) é a fungio dada em (C.11), e usamos a identidade 2-dimensional,
oy — o = g™

Estamos interessados nas fungdes de correlagio de duas correntes,

OITIH @) W) 0) = - 2D gugrn (o yim?) . (5.27)

2,”_ r-T
Reescrevemos a fungio de correlagio das correntes acima num modo mais conveniente

i(a, +1)

(01T (@) " ()] 0) = =%

(902 = 302) A, (@~ yim?) (5.28)

Podemos ver que o comportamento em curtas distancias e no cone de luz do propagador
das correntes é 0 mesmo que numa teoria de férmions livres. Este resultado é confirmado
pelo uso do método de integragio funcional, como veremos no seguinte pardgrafo.

Definimos o gerador funcional Z;,[B,]
Z3,[Bu] = / dA,dpdp exp (z / dz L[, ¥, A] + B,J”) (5.29)

onde L[4, 9, A] é a Lagrangeana dada em (1.1). Como sabemos, a integracio fermiénica
fornece o determinante fermidnico, o qual é computado numa prescri¢io que nfo preserva

a invaridncia de calibre local no nivel quantico [21]. Temos assim,

" i o uy €L OPDY
deti[i@ + ed] = exp §/d$ A, | migh” — P A, (5.30)
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onde A, = A, + B,/e. A integracio no campo A, é facilmente efetuada posto que ela
envolve somente termos quadréticos no campo de calibre; feito 1sto, obtemos o gerador

funcional para as fun¢des de correlagio de correntes,

i(a, +1 0, ~ v
Z,.|B,] = exp [ _,,(?_) [ do Bu(a) L5 =% (o) (5.31)

Entéo, obtemos (0 |J#(z)|0) =0, em acordo com o método operatorial, quando calcula-
mos o valor esperado da corrente no vicuo. O propagador das correntes, {0 [T'J #(z)J ¥ (¥)|0)
dado em (5.28), é facilmente calculado, tomando duas derivadas funcionais sobre Z 7, com
respeito as fontes B,,.

A observacdo importante a fazer aqui, é que a fungio de correlagdo (5.28) é invariante

de calibre local, mesmo que ela dependa explicitamente de a, -

5.3 Densidades quirais no espaco de Hilbert fisico

Nesta se¢do, estudamos a estrutura do vdcuo que gera o espaco de Hilbert nos setores
a, > 1. O setor —~1 < a, < 1 ndo serd estudado aqui. Faremos também um resumo das

carateristicas do vacuo para a, = 1.

5.3.1 Andlise no espago de Hilbert fisico para a, > 1

As densidades quirais, neste setor, expressas em funcio dos graus de liberdade fisicos 1

e h sao

(a,—1}/(a,+1)
pez( )( ) cexp |e2¢ gf)l—f—eQz (5.32)
2m .

onde € = . Definimos os operadores

(a, - Dr -
=: exp [E”} i) —— o +1 ] (5.33)

Eles pertencem & classe de operadores observdveis, posto que

[J;(+)(a:),0'€(y)] =0. (5.34)

As densidades quirais em termos de (5.33), sdo expressas como

= =\ (e, —1)/(ay+1)
m, T v , 2
py = (277) ('r'h ) . exp [21 au+1¢>1:| ol oy, (5.35)

v
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~ =\ (3,-1)/(a, +1)
m, T : 2n
p_ = (2ﬁ) (’ﬁ’&u) : exp {—22 - qﬁl} 0'+ o_ . (5.36)

v

O comutador de dois operadores o, é

(=)o) = oa(s)oa(e) exp |-V 1 1 agae -y )] (5.7)
7la, — 1)
a +1

u

exp [ (@t B) [B7 = 7?) = By - 27

Logo, se a # § comutam, caso contrario ndo. Para o valor limite a, —» 1 eles comutam
para quaisquer e e 3.

A Hamiltoniana fisica (4.47) nao comuta com os operadores o,

(o] = & o) [0 -04"w)] + 639
wla, — 1) 1
4y D) T [67r() ah“()] (1) .

(isto somente acontecerd para o caso limitea, — 17).

As fungdes de correlagdo das densidades quirais neste intervalo de valores de a pre-
servam a propriedade de cluster, como visto nas subsecdes 5.1.1.1 e 5.1.1.2. Isto leva a
concluir que o vdcuo neste setor ¢ tnico e definido pelas condices dadas em (4.48). O

que acontece aqui € similar ao que ocorre no modelo de Schwinger quiral.

5.3.2 Analise no espaco de Hilbert fisico para a, =1

Neste caso, o valor esperado no vicuo das densidades quirais é diferente de zero [9, 50, 51].
Também, como vimos na equagio (5.21), o propagador de duas densidades quirais mistas
quebra a propriedade de cluster [56]. Os operadores o, sio operadores constantes no
espago de estados fisico. A Hamiltoniana é igual & de um campo escalar livre de massa

e?/m. Assim temos

[ Hpo09) | = 0. (5.39)

Isto leva a seguinte relagao

Hppyso5|0) = 0. (5.40)



A relaglio acima implica que existem infinitos estados de energia zero mutuamente orto-
gonais. Estes estados fundamentais sio gerados pela aplicagdo repetida de o, no vicuo

do espaco de Fock,
Ingn_} = o%tel7|0) |, (mam_|nyn ) =60, bm . . (5.41)

Como o, comuta com todos os observéveis para todos os pontos do espaco-tempo, pode-
mos definir um novo conjunto irredutivel de estados fundamentais, em relacio ao qual os
04 sdo diagonais,
10,6_) = % S gmebatintoly oy (5.42)
nin_
Esta decomposigio indica a quebra da simetria quiral [9, 50, 51]. No entanto, a introducio
dos vdcuos f recupera a propriedade de cluster [56]. Em cada um dos setores irreduziveis

os operadores o, sdo constantes (nimeros complexos em geral). Nesta base irreduzivel a

Hamiltoniana e as densidades quirais sao diagonais.
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Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese, estudamos as propriedades de teorias anémalas renormalizadas. Nosso estudo
inclui 0 modelo de Schwinger anémalo (MSA), onde a anomalia ndo ¢é auténtica (do ponto
de vista de uma analise BRST) e o modelo de Schwinger quiral (MSQ), onde ela é. Uma,
observagio geral interessante é a de que, mesmo sendo as propriedades quénticas das
teorias renormalizadas completamente distintas, 0 método que propicia a renormaliza¢io
de ambas é o0 mesmo. Nos dois casos, a renormalizagio pode ser feita exatamente, a partir
de uma expanséo envolvendo o propagador foténico completo. As teorias possuem regioes
(parametrizadas por diferentes valores de a) onde o seu espago de estados se define de
maneira mais simples ou menos simples, mas isto é posterior i sua renormalizagdo. Em
particular, podemos afirmar que, para o MSA, a regido g, > 1 é completamente bem
definida, no que diz respeito ao comportamento dos observiveis e estados fisicos da teoria
em relagdo a transformagées de calibre, de maneira bastante ansloga {no que se refere
aos processos fisicos) ao que j4 se sabe que ocorre no MSQ. Mesmo tendo sido perdida a
simetria de calibre em passos intermedidrios, ela ¢ resgatada no final. O tnico argumento
que resta para que se escolha a, = 1 é o da simplicidade dos cdlculos, que tem contra
si 0 fato de singularizar um valor especifico para a, sem nenhuma motivacao fisica bem
definida. A manutengdo da invaridncia de calibre em passos intermedidrios também nio
se sustenta. O que fazer, entdo, com o MSQ), onde isto nio pode ser obtido? Serd que a
teoria quiral € menos fisica que a vetorial por isto? Definitivamente, nao.

O ponto de partida de todo o estudo, no capitulo 1, foi a regularizacio das divergéncias
ultravioletas de ambos os modelos, que jd sablamos terem origem néo perturbativa 123}
Isto foi revisto no capitulo 1, e estendido para o MSQ. A partir disto, propusemos um
método consistente para renormalizar uma teoria com anomalia de calibre, a0 menos em

duas dimensdes. A caracteristica principal é que a teoria é renormalizavel, no sentido
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usual, se 0 propagador exato (ou completo) puder ser computado. Este poderia ser um
bom ponto para comecar e atacar a mesma pergunta em trés ou quatro dimensdes, se
pudéssemos estimar ou ter conhecimento das principais caracteristicas do propagador
exato do féton.

Um resultado curioso foi o de que, na versio regularizada da teoria, toda a dependeéncia
em a estd completamente contida no parametro de “fixacio de calibre”, dependente do
cut-off. Se estivéssemos tratando com uma teoria de calibre “normal” (preservagao da
simetria de calibre em passos intermediarios), isto poderia sugerir que a teoria completa
(aquela onde o campo de calibre é também quantizado) seria independente do paridmetro
@, 0 que nos permitiria manter ou ndo a invaridncia de calibre em qualquer um dos
passos intermedidrios da quantizagio. Contudo, devemos ser cuidadosos nesta anglise.
Recordamos que néo estamos fixando o calibre (nfio temos o direito de fazer isto, porque
estamos lidando com uma teoria anémala), porém somente regularizando divergéncias de
natureza nao perturbativa.

Ainda no que se refere & renormalizagio dos modelos, chama atengdo o fato de que,
desde um ponto de vista semi-perturbativo, nio podemos distinguir entre uma verdadeira
anomalia de calibre e uma aparente. Isto somente pode ser esclarecido quando o campo
de calibre ¢ totalmente quantizado, coisa que, em geral, ndo é feita. Muitos trabalhos
limitam-se a integrar nos campos fermidnicos e esquecem as fontes, manipulando somente
a teoria bosonizada. Como mostramos, muitos aspectos interessantes da teoria sio revela-
dos somente quando a quantizagdo é completa (por exemplo, a natureza nio perturbativa
das divergéncias ou a inexisténcia do nivel de &rvore usual, na expansio em loops das
funcdes de correlagdo fermidnicas).

No capitulo 2, estabelecemos (até onde sabemos, pela primeira vez) a renormalizagio
ezata, ndo perturbativa, de uma teoria de calibre, novamente através dos exemplos do
MSA e do MS5Q. Este resultado permite que, pela primeira vez, possam ser analisadas,
sem ambigiiidade, as funcdes de correlagdo fermionicas da teoria (e as fungdes de corre-
lagdo de condensados). Obtemos, logo de saida, que 0 MSA n#o possui estados assintéticos
de férmions para nenhum valor valido do pardmetro a,. Isto contradiz frontalmente o que
se afirma na literatura anterior & versio completamente renormalizada do MSA [20]. No

entanto, hd diferentes razdes para a falta de férmions assintéticos. Para a, > 1, isto
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é devido ao fendmeno de blindagem da carga. Para —1 < a, < 1, o fendmeno parece
ser induzido pela existéncia de divergéncias infravermelhas especificas [41], do tipo con-
finante (escravidao infravermelha). No caso do MSQ, os resultados confirmam anélises
anteriores. Em todos os dois casos, contudo, temos agora o grau de rigor necessdrio para
permitir as andlises acima. E, pelo menos no caso do MSA, observamos que as con-
clusdes podem mudar radicalmente apds a renormalizagao exata da teoria. Podemos ver,
dos exemplos considerados, que os fendmenos de confinamento, blindagem ou desconfina-
mento de férmions podem se apresentar simultaneamente numa mesma teoria de calibre,
dependendo da maneira particular pela qual é feita a renormalizacio.

No capitulo 3, estudamos a interacio entre duas cargas de prova estaticas, tanto pelo
método usual quanto pelo cilculo do loop de Wilson, para ambos os modelos. No MSA, o
cdlculo do potencial estitico entre duas cargas de prova confirma a existéncia da blindagem
para todo o setor a, > —1. Para g, = —1, existe a possibilidade de confinamento, e tudo
parece indicar que 0 mesmo acontece em todo o intervalo —1 < a, < 1, o que nio ocorre
no MSQ. A andlise correta deste setor ainda estd sendo feita e envolve crucialmente
a definicio correta do espago de Hilbert, que suspeitamos ser altamente nio trivial e
compartilhar diversas caracteristicas com o caso a, = 1. No setor ¢ > 1, a blindagem
dos férmions acontece claramente, como no MSQ. Contudo, a possibilidade de termos
férmions assintdticos é latente no MSQ (quando a massa do féton € infinita, para a. = 1),
enquanto ela nao é praticivel para o MSA. Os resultados acima sdo confirmados pela
andlise do loop de Wilson, embora este cidlculo niao possa dar informagao adicional sobre
o que acontece no intervalo —1 < a, < 1.

No capitulo 4, utilizamos métodos operatoriais, para ter acesso i estrutura do espago
de Hilbert do MSA para as diversas faixas de valores de a,. Entretanto, partimos da
expressao bosonizada, que incorpora a regularizagdo ndo perturbativa, obtida no capitulo
1. Verificamos, como boénus, a compatibilidade com a formulag¢io funcional, mostrando
claramente, por exemplo, a igualdade entre a constante de renormalizagio fermidnica e
a constante de renormalizacio de vértice {que ja tinha sido obtida anteriormente, como
conseqiiencia das identidades de Ward fermidnicas).

A teoria bosonizada permite ver nitidamente o comportamento infravermetho {através

do regulador 7) dos operadores de campo fermidnico que a definem: sio finitos, no setor
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a, > 1, e sofrem de singularidades no setor —1 < a, < 1. A construcido do espaco de
estados fisicos (com métrica positiva definida) é feita naturalmente, usando um vinculo
do tipo Gupta-Bleuler no setor a, > 1, o que define dois graus de liberdade fisicos, um
massivo e 0 outro sem massa.

Pelo contrario, no setor —1 < a, < 1, 0 uso ingénuo do mesmo tipo de vinculos nos
leva a uma teoria com dois graus de liberdade: um fisico (massivo) e um ghost (sem
massa), o que implica num espago de estados com métrica indefinida. Porém, isto nio
é o suficiente para que descartemos a teoria ainda, pois existem observaveis fisicos bem
definidos. O estudo detalhado da defini¢ao de um espago de Hilbert neste caso esta sendo
feito atualmente.

Finalmente, no capitulo 5, completamos nossa analise, observando o comportamento
das fungdes de correlacdo dos condensados quirais e de outros observaveis do MSA. Veri-
ficamos que o propagador dos condensados quirais mistos nao sugere estados assintéticos
destes condensados. No setor ¢ > 1, ele tem residuo zero em p? = 0. Isto parece indicar
uma espécie de blindagem da carga quiral. O fato da propriedade de cluster ser mantida
neste setor, junto com a anulagio do valor esperado no vicuo do condensado, indica a
preservagio da simetria de fase global (que, por sua vez, vem da simetria de calibre global,
preservada no nivel quantico), de modo similar ao que ocorre no MSQ. Por outro lado,
para —1 < a, < 1, o residuo nao é finito, devido ao mau comportamento infravermelho
do propagador, sugerindo que o fendmeno de escravidio infravermelha aconteca com as
densidades quirais (o que também é sugerido pela violagio da propriedade de cluster para
as fungoes de correlagdo dos condensados neste setor). As densidades quirais seriam con-
finadas, entdo, neste regime. Os tnicos observaveis que apresentam estados assintéticos
sao a componente transversal do campo de calibre e a corrente eletromagnética. Ambos
sao invariantes de calibre, para todo valor de a,. A corrente eletromagnética comporta-se
como um campo vetorial massivo.

Uma caracteristica inesperada das expressdes que obtivemos neste capitulo é a sua
analiticidade em a,. Embora, em diversos estdgios intermedidrios, as expressdes revelem
singularidades (as vezes em a = 1, em a = —1, ou em ambos os valores), as expressoes
finais para funcdes de correlagao sio livres de singularidades e coincidem com as calculadas

nos valores “criticos” (isto foi verificado através de célculos explicitos, que nao incluimos

7



na tese).

Para conclusées completas, é necessario o estudo do espaco de Hilbert para o setor
—1 < a, < 1, como mencionamos acima. Existe a possibilidade de que, neste setor, exista
confinamento e vacuos - 8. O que jd obtivemos, no entanto, permite estabelecer um amplo
panorama da situagdo. Em particular, o MSA aparece como uma teoria riquissima, onde
o procedimento de renormalizagdo parece ser crucial para definir o conteudo fisico da
teoria. Uma hipétese ousada insinua-se neste ponto: a de que o grupo de renormalizagao
possa relacionar os dois regimes da teoria (—1 < a, < 1 e a > 1). Este estudo poderia ser
conduzido a partir do estabelecimento de uma equagdo de Callan-Simanzik envolvendo
a. Se conseguissemos estabelecer uma relagdo como esta, poderfamos estar frente a um
novo tipo de dualidade, que relacionaria fendémenos que acontecem em altas e baixas
energias, por exemplo. Estas idéias ser@o investigadas no futuro, e os resultados relatados

oportunamente.
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Apéndice A

Convencoes e identidades uteis

Al d=1+1

A métrica g, e o tensor de Levi-Civita e* sdo

10 ) {01
Guv = = g"-E , = = —€uv
0 —1 -1 0

01
ficx 7 av __ b o _ . o
eay =8, Guat®™ =€, = ( = —e¥, = —g %, .

As matrizes -y satisfazem

{7} = 20", =", A=l

= =7
Usaremos um conjunto especifico de matrizes ~
0 1 0 -1
"’ = , 7=
10 1 0
Também definimos a matriz 5 tal que
(wst =0, =9 . A=

Os projetores P, e P_ sao

P+;

D] =

(A-2)

(A4)

(A.5)

(A.6)



O comutador das matrizes v é (apenas em d = 2)
[V, 7] = 26,
e, portanto,
T = — .
Definimos
& = 8, |, k* = Mk, .
Os tragos uteis e produtos de matrizes <y sdo
tryty” = 29",
tr yM1y%2. %1 = 0, n=12, ..
tr yiyPyyP = 2gHeghP — 2gM g 4 29897
tr 9y = 267,
Yy = 0,
gpt = fhe.

A.2 Algumas integrais uteis

2 & 2
- — = dov e—wz-Hak '
k2 + e 0

Para n > 0, temos

1
n| d n ueoc+mtk2
(&2 + i€ o+t xa !
00 —€x 2 -
€ - g2 g + e
dx _(ewp _ eaxq ) = In 5 -
0 T p- e

Para Re(s) > 0, temos
o a 2a 2
fo dtt exp (—E~st) =— Ko (2+/as) + s
o0 a B ﬁ
/0 dt exp (T—st) =2 NE K1 (2v/as)
© 1
A dt 7 P (—% - st) = 2 Kj (2\/55) ,
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(A.8)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)



onde Ko(z) e Ky(x) sao fungdes modificadas de Bessel de segunda classe.

E e_ipz/a

(87

dk eficd&r2 +2pk _

7

tak?+2ipk _ T —ip?/a
dk ky e _-@(—p,,)e fa

iok?+2ipk _ T | . 2 —ip?
dk kuk, e = 5q2 [zg#., + apup,,] e~/ ,

dk k2 getvmok = Ty Ll ewtre
(3 94

k42 1 :
dk kyk? eleR tamk — [-% -7 } pue e

TR T, Y s
dk kd e;ak +ipk _ "

43 1 -
l—Q + _zp2 + = } e Wl
o o

S S S S S S S

. 2 . 7r 'i
dk kk, k* ok Thrk - [—g,w (1 - —ap"‘) + Puly (—~p2 +

A.3 Relacoes tteis

d
EEKO(Q:) = —-K(z),
LKi(s) = —Kolz) - - K
dz 1T = U(I) 17 1.’L').
Uma representacio da é—Dirac,
a(w)=i( La=h) L o
2r\z+1e  —x+1€

A fungao de Heaviside,
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onde G (z,y; A) é a fungdo de Green da equaco de Dirac num campo externo A,, (Z,i g

+eZed, )Gu(z,y; A) = 6(z — y), e ¢ dada pela seguinte expressio:
Gz, 1, A) = Z;l exp [—z’é/a'z A#(z)jf(z,x,y)} P Grlz—y) + (B.6)

+ Z';l exp [—i@ /dz AL (2)i8 (2, z,v) } P .Grlz-vy),

com a fungdo ji (2, z,y) dada pela equagdo (1.8). Por comodidade, definimos € = eZ, /Z,.

Por outro lado o operador rev,é

& (a, +1 o*gv €*(a, — 1)
Ly My Aty v Jab v Fijate
IH —ZA(g D—36)+—( 2 q ———D )+_2 5 o*a" . (B?)

Pode-se mostrar explicitamente as seguintes relagdes entre funcées de Green nio re-

normalizadas' e renormalizadas. Para o propagador do féton, temos

R =B

A |
G ulk)=2] G, (k). (B.8)
No caso do propagador fermidnico,

Glk) =2, G (k), (B.9)

e para a fungao de 3-pontos temos

~ R r —_ ~ B

Gulpg) = 2,2 271G, (p,0) (B.10)
~ R ~B

U .pg) = 2,271 (pq). (B.11)

B.2 Identidades de Ward
Partimos desde o gerador funcional da teoria renormalizada,
Z"g,m, " = /dA,‘dwdE exp { fdm LU, A)+Tp +9n+J-Al . (B12)
Fazendo uma mudanca de varidveis fermiénica,
Y= | Y=g | dydd = Jdpdp (B.13)

onde o Jacobiano J é

__detligted [_i(au ~1)
T dethi@+ed—gn P o

'O subindice B indicara as fun¢es nao renormalizadas

/ dz %aﬂ)\aﬂ,\ +Erd- Al (B.14)
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Agora, fazemos a transformagio de calibre
, 1
A,‘:A#—%—%GMA . (B.15)
O funcional gerador toma a seguinte forma,

Z G, m, J* = f dA,dydy exp {z f dz (ﬁf [0, 9, A+ 7y + e P+ J- A)] (B.16)

| 1 ela, — 1) ela, ~ 1) (a, = 1) :

Se somente consideramos 08 termos de primeira ordem em A -+ 0, é ficil obter a
identidade de Ward fundamental satisfeita pelo gerador funcional das fun¢des I1P renor-
malizadas, T""[1, 9, 4,], a qual &

R

5T _ 1 4r" z O
—f — - - -1 1 - # . .
51l’¢ Z(Sv,b ¢+§8#6AF‘ ZW(G” )( +A2)8A'“ (B.17)

Da mesma forma obtemos uma importante identidade de Ward, envolvendo a fungées I1P

T

1

renormalizadas de 2-pontos fermidnica e a de 3-pontos,

@#Thpa) =2 [+ -T"(0)] . (B18)
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Apéndice C

Bosonizacao de férmions livres em

(141)-dimensoes

C.1 Campo bosénico massivo livre

O campo bosdnico massivo livre em (1+1)—d é definido pela densidade de Lagrangeana,

1 1,

_ 1 2 _ 1. 2
L= z(a.u‘P) 2m . (C.1)
O campo  satisfaz a equacio de Klein-Gordon
(O,+m?) p(z) =0. ' (C.2)
A solu¢ao da equagdo acima é
ow) = [ [a(k) e + al(k) 7] = ) (z) + M (2) (C3)
V2V 2k° ’

onde k° = /(k1)? + m?. A notagio — e + refere-se as partes de criagio e aniquilacao.
O momentum conjugado a ¢(z) é Il(z) = Gyp(z). Entdo, a quantizacdo candnica

implica

=is(z' — ). (C.4)

20=y0

[p(2), &(y)]

De onde obtemos que os operadores a e a' satisfazem

[a(k), a'(q)] = 6(k" —~¢") . (C.5)
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O espago de Fock é obtido pela aplicagio do operador a! sucessivamente sobre os

estados, iniciando no vécuo, que é definido por

a(k)i0) = 0 . (C.6)

A fungdo de Wightman de 2-pontos, é

1 —1.L (z—vy)
A —ym?) = (leeo = [ 2
= Ko (my/ @ gP v i -y ) (C.7)
Ou também
[{pm(m), go(_)(y)J _ A(H(I_ _y mz) . (C.8)

O propagador bosénico é iA,(z — y; m?) = (0|Te(z)e(y)| 0,

iA(z—ym?) = 0 —")A (@ — ym?) + 00 — 2)A (y — z;m?)
—ik-(z—y)

d*k e :
= (27]_)2 57— m? 1 ie ——KD (\/_m2(.'13 — Y2+ 36) R (Cg)

onde a funglio A, (z — y; m?) é a fungio de Green da equacgio de Klein-Gordon,

(O, +m?) A, (z —y;m?) = ~8(z ~ y) . (C.10)
Também definimos a fung¢do A(r — y; m?),
Az — y;m?) = (0][p(2), p(@)]|0) = AV (2 —y;m?) = AT (y —z;m?),  (C11)

a qual também satisfaz a equagéo de de Klein-Gordon (O + m?)A(z — y; m?) = 0.

Se o campo ¢ é quantizado com métrica negativa, entio, temos que

o (@), 07 @) = ~AT(z-ym?), (C.12)
(0|Te(z)p(y)|0) = —ilp(z—ym?). (C.13)

C.2 Campo bosdnico livre sem massa
Neste caso, 0 campo escalar ¢ satisfaz a equagdo de Klein-Gordon sem massa

DI(P(SE) =0, (C.14)



com solucao dada por

dk! —ik-x —ikz) _ (- (+ T
1) = [ ) e () e = O + ), (015)

onde k® = |k|.

O limite de massa zero da fung¢do de Wightman (C.7) nio é bem definido, posto que &
nio ¢ uma distribuigdo temperada em 2-dimensdes [58, 59]. No entanto, podemos definir
uma fungdo de 2-pontos sem massa pelo uso de um regulador infravermeltho 72 — 0

Ole)e)l0) ——  —pin [t~ )] (C.16)
onde 7 = 7e"# /2, e v, ¢ a constante de Euler. Vemos que a fungiio (C.16) diverge no
caso sem massa. De fato, ndo hd um campo escalar livre sem massa em 2-dimensdes
satisfazendo o axioma de positividade de Wightman. A nio positividade é introduzida
pela regularizacdo. Um tratamento rigoroso e sisteméatico do campo escalar sem massa
em duas dimensdes é apresentado em [44].

E conveniente definir o campo dual ¢ ao campo sem massa ¢
Opp = —Oupp . (C.17)

O campo ¢ satisfazendo a equagio acima é
dk! k!
V2m/2k0 kO

Agora definimos os campos p, e yp,, as componentes direita e esquerda do campo ¢

5(z) = a(k) &% 1l (k) e 7] = 6O)@) + ¢P(z) . (C.18)

(solugdes basicas de Oy = O = 0),

olzr) = pp(a® —2") + ¢, (2" +2Y), (C.19)

B(z) = @u(2® —2')~p, (z" + 2",

onde definimos as coordenadas do cone de luz z% ¢ 2™,

tt =2+ 2! , x"::ro—:rl,
8 8
+ =gt 0 =5 (C.20)

Encontramos as seguintes relagtes de comutagao, [44],

[:tpm(ﬂ?),w(_)(y)] — AW (z —y;73)
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¢(+)($)’ c,b(_)(y)- _ AH)(I _ y,T2) ,
..(P(+} (I), ~(—)(y) — A(-F) (I . y, ’T2) 1
,¢(+) (:c), (P(—)(y)' _ AH)(:L_ —y; Tz) ‘ (0.21)
- i 1~
n @y W] = AT @-u) A @ -y
- 1 1-
Lﬂ(f)a i)(y) = §A(+)($“ylfz)—§A( (f—yﬂ’z) )
-)
. @, (W) =0,
onde temos
1 -ik=z 1
AP (277 % erU = ~17~rln(—-‘?2z2 +4z%) (C.22)
% (+) 2 dkl e 2 1 127 +¢
; = [ = — . 23
AEHT) 27 2k! ar NGzt e (C.23)
Além disso, temos a seguinte identidade,
A (27 = —-5,,A(+)(z; ) (C.24)

C.3 Campo fermionico

O campo fermidnico massivo livre em (1+41) dimensdes é definido pela densidade de La-

grangeana
L=1p(Ed —m)p . (C.25)
De onde se obtém a equagio de Dirac,

(1@ —m)p =0. (C.26)

A decomposi¢ao de Fourier do campo fermidnico é dada por

— dkl U e—ik-x Y eik-:c
¥(z) = m[b("’) (k)e ™ + d'(k)u(k)e'™=] (C.27)
{b(k), o' (p)} = {d(k),d"(p)} = 6(k" — p'), (C.28)
onde
u(k) = v o u(k) = vk : (C.29)
v V"

88



Os espinores satisfazem
Ualtp = (K +m)ag , Va¥lp = (¥~ mag . (C.30)

No limite de massa zero temos
o(k! Bkt
u(k) = V2k° (k9 , vlk) = V2k0 (k) . (C.31)
6(—k') -
Na realidade, no caso sem massa, devido & separagio em méveis direitos e esquerdos,

pode-se rescrever (C.27) somente em termos do espinor u(k), definindo o seguinte operador

d(k*)

- d(k') se k'>0,
(k') = (k) s (C.32)
—d(k') se k'<0.
Assim, reescrevemos (C.27) no caso sem massa como
dk? : . .
z) = k) [b(k)e *® 4+ di{k)e*=| . C.33
W(@) = [ o ulk) [o(k) (k)] (C.33)

O anticomutador canénico, para os campos 1(z) (C.27), para dois pontos quaisquer do

espago-tempo é
{a(z) ¢ﬁ($ } = Saplz—1y) = (19, + m)agA(z — y; m?) . (C.34)
Também definimos as funcdes de dois pontos

(0 |[9al(@)Ps(1)]0) = (i, + m)egA™ (z — y;m?) = Sep(z — 1), (C.35)
(0]dp(2)va(®)]0) = (i, — m)apA™ (z — y;m?) , (C.36)
(0|Talz)iy y)[ 0) = i(i@, + M)apAp(z — y;m?) = iSpaplz —y) . (C.37)

Estas fungoes sdo bem definidas no limite de massa zero,

(+) ___“jm T —ie
S (z—y)= 27r( L ) (C.38)

ozt —ie

C.4 Bosonizac¢ao de férmions

A equagao de Dirac, para férmions sem massa pode ser expressa em coordenadas do cone

0 i 0_
idp(z) =0 (gw 20 )(ZR):O, (C.39)
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de onde podemos ver que ¢, = 9, (z7) e ¢, = 9, (z7). A abordagem usual & bosonizagio
do férmion estd baseada na observagdo de que as fungdes de correlacao das exponenciais
ordenadas & la Wick do campo escalar ¢(z) sem massa em duas dimensdes satisfazem
o requerimento de positividade, se a carga total é zero. A estratégia &, entdo, impor a
conservagao de duas combinagdes das cargas direita e esquerda para obter as fungdes de
correlagdo fermibnicas em termos das fungdes de correlagdo de : exp(s a, R0, x(z)) . O
campo dual ¢ é definido em (C.17) e as componentes direita e esquerda, satisfazendo as
relagoes de comutacao (C.21), em (C.19).

Podemos, entdo, escrever as componentes do férmion como

":Z’R = OR : eia'#-f-i,@lﬁ T (040)
Y, = O TP (C.41)

Escolhemos as constantes a, 3, 7, e §, tais que as fungdes de dois pontos do férmion sem

massa sejam obtidas,

C.I? _ —(a-B) /4 ~(a+B)? /4x
O ba(W30)]0) = st [ite —9)* + itz -~y =
\ (C.42)
C —(8-v)?/an ~(8+1)? fan
(O, @1 0]0) = sy 6w~ 00+ T e - 7=
(C.43)
Comparando as equagSes acima com a equagio (C.38), temos
a=f=b=—y=va , C,=C, = % (C.44)
Os anticomutatores nio nulos sao,
(O a(2), 93 (1)}|0) = b(z" —y7), (C.45)
(O, (2), ¥, () }]0) = 8z —y*). (C.46)

C.5 Nota

A discussdo da bosonizagao, nas linhas esbogadas acima, ndo é t3o simples quanto possa
parecer. Dependendo do modelo, ndo é ébvio como provar a positividade das fungdes

de correlagdo obtidas através de bosonizagdo (para o caso do modelo de Thirring, este
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resultado foi provado em [63]). Além disso, os campos fermidnicos obtidos desta forma,
em geral, nio satisfazem as relagoes de comutacao padrio e, dependendo do modelo, uma
transformagao de Klein suplementar é necessdria [62].

Um tratamento geral novo da bosonizagio fermibnica, em duas dimensdes, foi apresen-
tada em [66]. A caracteristica principal é que a bosonizagio é conseguida completamente
em termos de um Unico campo escalar sem massa em duas dimensoes, sem a introdugdo
ad hoc de regras de selegdo e/ou operadores espirios. Isto é possivel através do uso de
operadores com singularidades infravermelhas, associados & algebra do campo escalar sem
massa. Pode-se mostrar assim que as expressdes para as cargas fermidnicas, cargas quirais,
simetrias fermiénicas, angulos €, etc. sdo obtidas naturalmente de expressdes similares

para as cargas e simetrias do campo escalar.
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