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Resumo

Aplicamos a teoria de perturbagdes cosmoldgicas quinticas na formulagio de
Mukhanov et al [25] para analisar um modelo de universo ndo singular. O espectro de
poténcia encontrado para a varidvel ® de Bardeen [26] para o caso particular do
presente trabalho ¢ estdvel durante toda a histéria do universo, partindo de zero no
infinito passado, atingindo um méximo e posteriormente decrescendo rapidamente para
zero. A evoluglio das perturbagdes niio fornece nenhuma marca do passado do universo
nas fases mais recentes que possa revelar o seu carater eterno. O modelo ndo pode ser
aplicado para toda a histéria do universo porque o seu espectro de poténcia nfio possui
amplitude suficiente para descrever as anisotropias observadas na radiagdo cdsmica de

fundo.



Summary

We applied the theory of cosmological perturbations in the formulation of Mukhanov
et al [25] to analise a model of non singular universe. The power spectrum found for the
Bardeen's variable @ [26] in the particular case of the present work is stable during the
whole history of the universe, starting from zero in the past infinity, growing up to a
maximum, and eventually decreasing very fast to zero. The evolution of the perturbations
does not give any trace of the past of the universe that could reveal its eternal character.
The model can not be applied to the whole history of the universe because its power
spectrum does not have sufficiently amplitude to describe the observed anisotropies of

the cosmic microwave background.
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Notacao e Convencoes

1. As convengdes aqui adotadas sfo as mesmas de Landau e Lifshitz e do Phys. Rep. de
Mukhanov et al, referéncia [25] desta dissertagio.

2. Assinatura adotada para a métrica € (+, —, —, ).

3. Indices gregos (o, B ...=0,1,2,3)e latinos (@, b ...=1, 2, 3).

G N
4. Tensor de curvatura : R"}Mr Egpf—-——a-j}-i-f‘ﬂxf‘fq —I‘E,,Fﬁ,? .
5. Escalar de curvatura: R, =R*,,.

6. Derivadas sfio denotadas da seguinte forma
(a) parcial : “, ™.

(b) covariante relativa & métrica de fundo tridimensional y;: “|”.

(c) covariante relativa & métrica tridimensional perturbada 4, : “|| .

(d) covariante relativa & métrica quadrimensional perturbada: g,4: “;

7. Utilizamos um sistema de unidades onde 872G =3/2 e h=c=1.



Introducao

A teoria de perturbagdes cosmologicas, que consiste em analisar perturbagdes gravitacionais
linearizadas sob um fundo correspondente ao de um universo em expansdo, tornou-se um
dos pilates da cosmologia modema. Desde o primeiro trabalho de Lifshitz e Khalatnikov
[1] em 1963, a teoria de perturbagdes cosmoldgicas tem evoluido muito. Ha uma grande
evidéncia observacional de que o universo ¢ homogéneo e isotropico em larga escala, e que
também era assim em épocas anteriores. Muitos modelos cosmolégicos se baseiam portanto
na hipdtese de que a métrica de fundo do espago-tempo é homogénea e isotropica em sua
segio espacial, exceto por pequenas flutuagdes, cuja evolugdo pode ser entendida por meio
da teoria de perturbagdes. Ha modelos em que as flutuagdes na temperatura da radiagdo de
fundo séo atribuidas a perturbagdes de densidade no tempo de recombinaciio [2] . Porém, para
explicar a origem das estruturas que observamos hoje do tamanho de galéxias ¢ aglomerados
de galaxias, é necesséirio que as perturbagdes iniciais tenham origem em um tempo bastante
anterior ao da recombinagio, € que evoluam gradualmente aumentando em amplitude até formar
as estruturas que conhecemos. Uma das principais razdes para o crescimento de interesse pela
teoria de perturbagdes foi o seu sucesso quando aplicado as teorias de universo inflacionario,
que comegaram no ano de 1981 [3] (para uma revisdo atual sobre os modelos inflacionarios
veja [4]). Os modelos de universo inflaciondrio foram os primeiros a fornecer uma explicagfio
causal de como as perturbagdes iniciais da métrica e da matéria podem gerar as estruturas que
conhecemos hoje. Outro impulso para a valorizagio da teoria de perturbagdes foi o surgimento
de dados observacionais do satélite COBE [5] e do telescopio de Saskatoon [6] , que permitem a
reprovacio de alguns modelos cosmoldgicos e a imposiciio de restrigdes sobre outros. Tais dados
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tém possibilitado o surgimento de novas classes de modelos em recentes trabalhos empregando
a teoria de perturbagdes quinticas; veja, por exemplo, [7] . Novos projetos, como o de PLANCK
[8] e 0 MAP [9] estdo previstos para fornecer mais dados observacionais, que nos permitirdo
restringir mais a ainda abundante classe de modelos existentes, varios deles baseados em teorias
de grande unifica¢fio de altas energias.

Embora ndo tenhamos uma teoria consistente de gravitagio quéntica, é possivel quantizar
perturbagdes de densidade e perturbagSes métricas de uma maneira consistente ([10] , [11],
[12] , [13] ). Da teoria de perturbagdes cosmoldgicas quinticas € possivel calcular o espectro
de poténcia, que € relacionado a diversas grandezas observéveis, como %, Qf, etc, onde p € a
densidade de matéria e T' € a temperatura da radiagfio cosmica de fundo.

Mais ousados que os modelos baseados na aproximago semi-classica da gravitaggio, sdo os
modelos de universo baseados na cosmologia quintica. Esses modelos quantizam o espago-
tempo como um todo, ao invés de apenas as pequenas perturbagdes deste. A cosmologia
quéntica visa, sobretudo, estudar o comportamento do universo perto da época de Planck, onde
a Relatividade Geral ndo € aplicidvel. Um resultado interessante é que em certos modelos de
cosmologia quintica ([14] ,[15] ) o efeito da quantizagao do espago-tempo remove a singularidade
inicial dos modelos cléssicos, gerando um universo eterno.

A proposta deste trabalho € analisar a evolugio de perturbagSes cosmoldgicas quanticas
escalares em um modelo de universo eterno classico. E possivel quea evolugdo de perturbagdes
em estigios do universo anteriores ao big bang deixe marcas que tenham consequéncias
observiveis no presente. A motivagio para esse estudo ¢, além dos resultados da cosmologia
quintica, o fato de que modelos de universo ndo singular podem ocorrer também em teorias

de grande unificagdo de altas energias, teorias de supercordas ([16] ) e teorias generalizadas



de gravitagdo ([17] ,[18] ,[19], [20] e [21] ). No desenvolvimento do trabalho apresentaremos
a formulagfo invariante de calibre da teoria de perturbagdes cosmolégicas quénticas escalares
para universos do tipo FRW com matéria de campo escalar. A curvatura das segbes espaciais
sera considerada arbitraria (¢ = —1,0,1) na formulaco geral da teoria das perturbagOes,
sendo particularizada para o caso do nosso modelo de universo eterno, em que ¢ = —1,
somente quando necessdrio. O caso em que ¢ = —1 ¢ também de particular interesse para
os modelos de inflagfio aberta e de pré big bang (PBB), ¢ tem sido estudado em trabalhos
recentes ([22] ,[23] ,[24] }. Tais trabalhos, no entanto, nfio apresentam a mesma abordagem que
sera desenvolvida nesta dissertagio, que generaliza alguns resultados apresentados antes em [25]

somente para o caso em que £ = () utilizando as variaveis invariantes de calibre de Bardeen [26] .



A organizagio do trabalho é a seguinte:

Capitulo 1-Um Universo Eterno- Apresenta um modelo de universo tipo Friedmann-
Robertson-Walker que ¢ eterno devido a um acoplamento conforme de um campo escalar com
a gravitagio. |

Capitulo 2-Perturbacdes Cosmologicas Escalares- Apresenta a teoria de perturbacdes
escalares em uma abordagem invariante de calibre.

Capitulo 3-O Método da Equivaléncia Conforme- Descreve o método que permite
transformar uma lagrangeana de teorias generalizadas de gravitagfio na lagrangeana de Einstein.
Aplica o método em questdo para o modelo de universo do capitulo 1 .

Capitulo 4-Teoria Quintica das Perturbacdes Escalares- Quantiza as perturbagées. Utiliza
os resultados dos capftulos 2 e 3 para calcular o espectro de poténcia das perturbagdes.

Capitulo 5-Conelusio- Analisa o trabalho como um todo, comenta os resultados obtidos e
apresenta novas perspectivas de investigagdo.

Apéndice A-Redugio da A¢fio- Reduz a agio das perturbages estabelecendo a equivaléncia
da a¢Ho destas com outra agfio j4 reduzida na literatura.

Apéndice B-Discussio sobre a Singularidade em ®- Apresenta uma discussdo sobre a

possivel existéncia de uma singularidade na varidvel de perturbacsio ®.



Capitulo 1

Um Universo Eterno

Um dos problemas mais importantes e nfio resolvidos da cosmologia moderna pode ser
colocado da seguinte forma [19] : Seri que o universo ¢ eterno ou ele teve um inicio? Em
outras palavras, sera que o conceito de espago-tempo € suficiente para a fisica ou, ao estudar o
big bang, devemos substituir esse conceito por um outro mais fundamental ?

A discussdo na comunidade fisica sobre essas questdes vem se extendendo ji ha vérias
décadas. Inicialmente alguns fisicos acreditavam que a singularidade que aparece nos modelos
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) era uma consequéncia do alto grau de simetria de um
modelo homogéneo e isotropico. Argumentava-se que esse tipo de métrica nfio era mais que
uma aproximagfo idealizada do espago-tempo, e que um modelo mais realista com menos
simetrias poderia ser n#o singular. Este ponto de vista era defendido principalmente por
Lifshitz, Khalatnikov e seus colaboradores [1] . Qutros fisicos, entretanto, acreditavam que a
singularidade presente nos modelos de Friedmann era na verdade um propriedade intrinseca da
Relatividade Geral, e que portanto nenhum modelo, mesmo os mais realisticos, poderia ser ndo
singular.

A contribui¢do decisiva para esclarecer essa questio foi dada no final dos anos 60 por
Penrose ¢ Hawking com os teoremas de singularidade [27] , que foram o centro das ateng¢des
dos cosmologos na década seguinte. Tais teoremas garantem que sob certas condi¢es razoaveis
(como, por exemplo, a positividade da energia) o fato de a gravitagio ser sempre atrativa
determina que o espago-tempo nfo pode ser geodesicamente completo, ou seja, que certas
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geodésicas tipo nulo ou temporal possuem pontos terminais, além dos quais estas nio podem ser
extendidas. A existéncia de tais pontos € comumente associada a presenca de uma singularidade,
que representa o big bang. O impacto dos teoremas de singularidade foi grande, incentivando
varios fisicos a comegarem a se interessar seriamente em encontrar modelos cosmoldgicos
alternativos que violassem suas hipéteses. Esses modelos ganharam muita atengfio nos anos 80
(veja por exemplo [21] ). Recentemente, com a popularidade das teorias de supercordas, hi uma
série de trabalhos sobre cosmologia ndo singular pré big bang (PBB) [16] . H4 varias maneiras
de se produzir um modelo de universo nio singular Algumas delas sfo: a presenga de efeitos
de gravitagdo quéntica, a existéncia de uma constante cosmologica variavel no tempo, a adigfio
de termos quadréticos de curvatura na lagrangeana de Einstein, o acoplamento nfo minimo de
campos de matéria com a gravitagdo, etc. Para um apanhado geral sobre o assunto e uma lista
mais detathada de diversas formas de produzir um universo néo singular veja [19] e [20] .

Para construir nosso modelo de universo eterno partiremos da gravitagio conformalmente
acoplada a um campo escalar e do principio cosmologico. A escolha do acoplamento conforme
é feita também em muitas teorias de grande unificagfio [28} . Em outros trabalhos, entretanto,
€ permitido que a constante de acoplamento assuma um valor arbitrario £, que ¢ determinado
posteriormente através de, por exemplo, restrigdes impostas pelas observagdes astrondmicas

(1291, [301).

A densidade lagrangeana do nosso modelo € portanto dada por
11, 1 1
L=+-g [—5 (6('0 - gg) R— 5 Pu? ] ' (L.1)

onde R € o escalar de curvatura, ¢ ¢ um campo escalar e g € o determinante de métrica g, .



Escolhemos as unidades de tal forma que ¥€ = 3/% ¢ h = ¢ = 1. Nessas unidades { coincide
com o comprimento de Planck.
O principio cosmoldgico afirma que o universo ¢ homogéneo e isotrépico em todas as épocas,

exceto por irregularidades locais. Temos entfio o seguinte ansafz de minisuperespago:

¢ = (t)
| 1.2
ds?* = N*(t)dt? — a?(t)v,,dz'dz’
onde N e a sfo fungdes arbitrarias do tempo e
Vi = v 3 (1.3)
(1 + TiET2)
¢ a métrica das segOes espaciais com curvatura constante ¢ (¢ = —1,0, 1).
A partir do ansatz (1.2) podemos calcular
( Pt = 'KT_Z
Na € a2
¢ ~R= G(T W"'E’Y"W) (14)
. 9= (1+1e )
Portanto
—v—=gR (1+ 1er?) =6(@§r—2 Nea” | Nea + & “)
(1.5)

Substituindo (1.4) e (1.5) em (1.1) podemos escrever

_ 1¢%a® e (1 , 1 Ppaa’
S_/{_§ N +(N£a ~ ) \57 & N diz (1.6)




onde descartamos derivadas totais no tempo e a parte puramente espacial por nfio contribuirem

para as equag¢des do movimento.

Definindo ¢ = % podemos reescrever a agfio como

a‘a éza 2N
= —eNa+ — — 2— dt . 1.
S f ( . a7
Os momentos canénicos sdo
Po = %
. (1.8)
Pe = —Z—Kf‘ .
Variando a agfio com relagfo a N obtemos o vinculo
ala éza g&?
Ea-i—ﬁ—ﬁ"T—O. (1.9
O hamiltoniano ¢
2 2
H=N ﬁ—&-ma—i =NH, (1.10)
4a 4a a

sendo H = 0 o vinculo na forma hamiltoniana. As equagdes do movimento sdo

([ p, = —2Ne
Pe = ANe
. y (L.11)
a= e
| é= __Npe

De agora em diante fixaremos, por conveniéncia, o calibre N = a, que corresponde a escolha

do tempo conforme. Consideraremos somente o caso em que € = —1, visto que este € que



corresponde ao do universo eterno.
De (1.11) segue que
a = Acoshn + Bsenhn
(1.12)
& = Ccoshn + Dsenhn .

Faremos a escolha B = (), pois assim teremos um universo eterno simétrico em relag@o a origem
do tempo, conforme ocorre na cosmologia quéntica [14] . Substituindo a solugfio (1.12) j4 com

a escolha B = 0 no vinculo (1.9) obtemos a seguinte relagdo entre as constantes A, C e D :
AA—C*+D*=0,

que permite reescrever (1.12) como

a = agcoshn

£ = £gcoshn £ /€2 — aZsenhy) .

(1.13)

Lembrando que £ = 11“3, encontramos
4 V2

(,ozzlg(o‘:i: \/02—-1ta.nhn) ) (1.14)

onde o = -f;g Reescrevendo a e ¢ no tempo c6smico, dado por ¢ = f adn, temos

a=+/t*+a}
(1.15)
cpz‘/Ti(O':J:\/oQ—l £ ) .

12-1a2

A forma particular encontrada para o fator de escala corresponde & mesma j encontrada em
1979 por Novello e Salim [17] e, independentemente, por Melnikov e Orlov [18] . O universo

eterno de Novello e Salim ¢ originado por foétons ndo minimamente acoplados e o de Melnikov e
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Orlov por um campo escalar auto-interagente e nfio minimamente acoplado. E possivel encontrar
ainda essa forma do fator de escala em modelos com constante cosmolégica que varia com o
tempo [19] . De (1.13) vemos que universo parte do limite assint6tico de universo de Milne em
n — —o0, contraindo-se posteriormente até o instante de maxima compressao (big bang), que
ocorre em 77 = 0. Apds este instante o universo se expande de maneira assintética para o limite
de universo de Milne novamente. A aproximagio do universo de Milne para o limite em que
n — —oo ocorre também em modelos de cosmologia PBB ([16] , [22] ). A escolha 62 = 1
corresponde ao caso de um universo eterno porém sem dindmica para o campo escalar Por
estarmos interessados na evolugdo de perturbagdes de um campo escalar dindmico, excluiremos
esse caso de nossas consideragdes.

E facil verificar que o universo que estamos considerando ndo possui horizonte de eventos
e tampouco horizonte de particulas. E também um modelo de universo constantemente

inflaciondrio, o que pode ser constatado calculando-se

p)
ay

i= >0 V& (1.16)
2

(2 + a3)

Sera que o modelo que apresentamos € de interesse puramente academico ? E possivel que
néo. Provavelmante ele néio pode ser considerado como realista para estagios do universo que
datam da época da nucleossintese até o presente. Isso porque devemos levar em conta a transigdo
do campo escalar para o regime de radiagfio e posteriormente para o de poeira, o que altera a
forma do fator de escala. O modelo em questfio pode, entretanto, ser aplicavel para fases do

universo antertores a da nucleossintese ou da inflagfo.
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Capitulo 2

Perturbagées Cosmolégicas Escalares

Neste capitulo apresentaremos em detalhe a teoria de perturbagSes cosmolégicas escalares,
tendo a métrica de FRW como métrica de fundo e a Relatividade Geral minimamente acoplada
como teoria de gravitagio. Mais tarde, no capitulo 3, mostraremos como aproveitar os resultados
obtidos para o caso de a teoria ser a gravitagfo generalizada, que inclui o caso do acoplamento
conforme do universo eterno apresentado no capitulo 1.

Estudar perturbagbes cosmoldgicas ¢ o mesmo que resolver as equagdes de gravitagio
linearizadas sobre um fundo que ¢ um universo em expanséio. Embora parega uma tarefa simples,
ha uma certa complicagio devido a liberdade de calibre (para uma discussio mais detalhada
veja [25] ). Na andlise das perturbagdes consideramos a métrica fisica como sendo a métrica
perturbada [1} . Para descrevermos a evolugdo das perturbagdes, entretanto, é necessaria a
introducdo de um fundo ficticio sob o qual estas estfio aplicadas. Como o fundo é ficticio,
a sua correspondéncia com as perturbagSes ¢ arbitrdria e depende do sistema de coordenadas
escolhido. Assim, uma simples mudanga de coordenadas pode alterar a correspondéncia
entre as perturbagdes e o fundo, e pela anélise do tensor métrico nio é possivel distinguir as
verdadeiras perturbages de perturbagSes ilusérias, puro artefato de calibre, devidas a escolha
de coordenadas.

Uma das maneiras de resolver o problema de calibre das pertubagdes ¢ através da formulagiio
Quasi-Maxwellina da Relatividade Geral, introduzida no estudo das perturbagdes cosmoldgicas
por Hawking [31] , e posteriormente empregada em diversos trabalhos, entre eles os de Olson,
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Hwang, Salim e Novello et al ([32] ,[33] ,[34] ,[35] ). Essa formulagfo lida diretamente com
objetos observaveis do fluido cosmolégico, cuja interpretagéo fisica é imediata. Outra maneira
de contornar o problema ¢ através da utilizagiio da formulagfio invariante de calibre para
perturbacdes gravitacionais, introduzida pioneiramente por Bardeen [36] e Gerlach e Sengupta
[37]. Aaplicagdo da formulagdo invariante de calibre no contexto das perturbagdes cosmolégicas
foi feita primeiramente por Bardeen [26) . Neste trabalho adotaremos a formulacdo invariante
de calibre baseada nas varidveis de Bardeen. Além de serem imensamente populares nos
trabalhos sobre perturbagdes cosmoldgicas, as varidveis de Bardeen sio importantes por estarem
diretamente relacionadas com o efeito Sachs-Wolfe ([2] ,I38] ), que tem sido de imenso valor
para fornecer informagGes sobre o passado do universo [7) . As variaveis de Bardeen sio de
facil interpretagéo fisica, conforme veremos mais tarde. Recentemente hd uma vasta gama de
conjuntos de varidveis invariantes de calibre diferentes ([39] , [40] , [41] , [42] ), cada qual com as
suas vantagens.

Ha mais de uma maneira de se derivar as equagdes de movimento para as perturbagdes
cosmologicas. Tendo em vista que nosso objetivo € estudar a evolugfio de perturbagdes
quiinticas, obteremos as equagdes de movimento a partir de uma agfio, que no capitulo 4 sera
reduzida para quantizagfio. Para isso seguiremos o roteiro estabelecido em [25] para o caso
particular de universos com segdio espacial plana (¢ = 0), generalizando para o caso onde h4
curvatura nas segoes espaciais (¢ # 0).

Antes de desenvolver a teoria de perturbagBes vamos primeiramente fazer a separagio da
meétrica em duas partes: o fundo de FRW ¢ as perturbagdes. Pode-se mostrar [43] que, para
universos do tipo FRW, as solugdes das equagdes de gravitac@o linearizada coincidem com a

linearizagéo das solugdes exatas das equagdes nfo lineares, o que garante a consisténcia da
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teoria de perturbagdes. O elemento de linha da métrica de fundo ¢ dado por

ds® = (g )odztdz® = a®(n)(dn® — fy,-jd:cida:j) , 2.1)
onde 1 € o tempo conforme e 7;; € 0 mesmo de (1.3). As equagdes de movimento do fundo sdo
(@)= 5 (1" +¢) = 3(T3),

| (G, =(T%),=0 2.2)

| (GY)p = = @ +H2 +6) & = 312(T%),

I's
onde H ==-.

O tensor de Einstein e o tensor energia-momento podem ser escritos como

G = (G +6GY,

2.3)
Ty = (Th) + 6T, .
onde o 6 designa perturbagio linear. As equagdes das perturbagdes sfio portanto
oG, = 6T . 2.4)

A classificagfio das perturbagdes métricas se refere 4 maneira como os campos com os quais
89 € construida se transformam na hipersuperficie de tempo constante, ¢ divide estas em trés
classes: escalar, vetorial e tensorial (para uma definigdo precisa veja [44] ). As trés classes se
desacoplamn completamente em universos homogéneos [45] , como o FRW. Neste trabalho nos
restringiremos ao estudo das perturbagdes escalares, pois s8o apenas estas que se acoplam com
a matéria, sendo responsaveis pelo crescimento de inomogeneidades [25] . As perturbagdes

métricas escalares podem ser escritas como [10]

_ 2 20  —By
69#:/ =a (??) ( ‘“'BI:," 2(,4),},1:3_ _ Elij) ) ) 2.5)
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onde ¢, B, e E sdo fungdes das coordenadas espaciais e temporais. Portanto o elemento de

linha total incluindo o fundo ¢ dado por
ds® = gapdz®da’ = a*(n) {(1+ 2¢)dn* — 2Bjda’dn — [(1 — 2¢)y,; + 2By da'da’} .
(2.6)
Assumiremos que a matéria do universo ¢ descrita por um campo escalar. A agfio da matéria

¢ portanto
1 .
S = f V=g [Qcpmqo’“ — V(qo)] d'z, 2.7)

€ 0 tensor energia-momento correspondente é

. 1 "
T) =@, " — [Ecp;acp’ — V(qo)] o, . (2.8)

Por consisténcia com o tratamento perturbativo da métrica, o campo escalar deve ser
aproximadamente homogéneo. Assim podemos escrever

@(Zn) = p(n) + Sp(Z,n) . (29)
Substituindo (2.9) ¢ (2.6) em (2.8) obtemos

’2 . '2 .
(T9o= 25 +V(p)  (TDe=0 (T5)o = ("'"(2%5 + V(<P)) &, (@210

(6T =% [0 0+ 9oy + Va6

;

$ 6T = ¥oa @2.11)

a

6T} = & [0 — 8¢ + V,pa60| 5.

\

De (2.2) e (2.10) podemos reescrever as equagdes de movimento do fundo como
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2

H2—H +¢e= %—(pﬂ 2.12)
2 P 2,
’H—|~s:—2—<p +1*a*V . (2.13)
Das equagdes acima podemos derivar a seguinte equagiio para ¢(n) :
@+ 2Hy +V,a® =0. (2.14)

O passo seguinte é considerarmos transformagdes de coordenadas e ver sua agfio sobre os
elementos de 6g,,. Como as perturbagGes sdo lineares, consideraremos apenas transformagdes

de coordenadas em primeira ordem de aproximagio
7> = 2% 4+ £°, £ = (69,6 . (2.15)

Ao fazermos uma transformacio de coordenadas do tipo acima, uma fung¢io ¢}, do tipo escalar,

vetorial ou tensorial se transforma como [25]

Q=Q+LQ, (2.16)
onde £:Q} é a derivada de Lie de ) com relagfio ao campo £”. As transformagoes (2.15) ¢ (2.16)
formam o grupo das transformagdes lineares de coordenadas e das perturbagdes, que € 0 grupo

de calibre da gravitagdo linearizada. Um tri-vetor arbitrario & pode ser escrito da forma

& =&+, 217
onde
¢l =¢&,, (2.18)
¢ o vetor transverso satisfaz
Eris = 0. (2.19)

De (2.19) podemos ver que vetor £ ndo contribui para perturbagies escalares. Ha portanto

apenas duas fungdes £° e £ que preservam a natureza escalar das perturbagdes. A partir dessas
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duas fungdes podemos construir as transformagdes de coordenadas mais gerais do tipo (2.15)

que preservam a natureza escalar das perturbagdes (2.5), que sgo:

7=1n+£%Z,n)
- (2.20)
T =g +7E,(T,n) -

De (2.16) podemos ver que sob essa mudanga de coordenadas os elementos de 0g,, se

transformam como
B_.Epu = ‘Sguv - gaao:gpu - gpaauga - gavapga ) (2.21)
0 que permite escrever
[ $=¢—H" ¢
P =9+ HE
< (2.22)
B=B+¢-¢
\ E=F— 6

Do mesmo modo, podemos ver que a perturbagiio §¢ se transforma como 8¢ = §p — %80, €
portanto
b =bp—e°. (2.23)
E facil ver que as seguintes combinacdes de varidveis introduzidas por Bardeen [26] sdo
invariantes de calibre.
®=¢+1[(B-E)d]
224
V=y-H(B-LE).
Para a perturbagdo do campo escalar podemos também construir a seguinte combinagio
invariante de calibre.

59 =6 4 ¢ (B— E') . (2.25)
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As equagdes (2.4) podem ser derivadas de uma agiio 625, que deve ser quadritica nas
perturbagdes, pois (2.4) € linear nestas. Para derivar 6,5 partimos da agéo inicial

1

S:__Gﬁ

1 .
fR\/—gd“:c +f (qumcp’“ — V((p)) V=gdz . (2.26)

Expandiremos a agdo em até segunda ordem de aproximag#o para as varaveis de perturbagiio. Os
termos lineares nas perturbagdes que aparecerem na agéo serdo descartados por ndo contribuirem
para as equagdes de movimento destas, anulando-se por aparecerem multiplicando as equagdes
de movimento do fundo.

Para derivar a parte puramente gravitacional da agfio usaremos a formulagio ADM da

Relatividade Geral [46] . Nessa formulag3o a métrica € escrita da forma
ds? = (N? — N;N*) dn? — 2N;dz’dn — hydz'ds’ @.27)
onde N ¢ a fungBo lapso, IV; € o vetor deslocamento e h;; é a métrica na superficie de tempo

constante. Em termos da métrica ADM a acgfio gravitacional tem a forma

Sy =g f [N\/E (k1 — K+ R) —2 (VEK) +
+2 (\/EKN" - ﬁhifN,,.) ] d'z

(2.28)
onde K;; = 5% (Ny; + Nyjs — hj;) € a curvatura extrinseca da hipersuperficie de tempo
constante, R & o ecalar de curvatura da métrica hy; , K = K% e h é o determinante de
hi;. Usamos h;; e sua inversa h* para subir e baixar os indices espaciais relativos a4 métrica
tridimensional perturbada. Conforme mostrou Fock [47] , o escalar de curvatura )R pode ser
escrito em termos de h;; e suas derivadas. Portanto a agéo (2.28) pode ser reescrita, exceto por

uma divergéncia total, na forma [25]
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% = [N\/E(Kgm;-xﬂ) +5 (VARIN) (logh),+ 2.29)

e
+N; (x/f?h*'f )

iV

1 g
—5NVh (3)F§jh‘i] d'z |
onde (3)I‘§j ¢ o simbolo de Christoffel da métrica h,; das superficies de tempo constante.

Comparando as métricas (2.6) ¢ (2.27) encontramos

N; = ath'
hij = a® (1 — 29) ;5 + 202 E;; (2.30)
N=a(l4+¢—3¢*+ 1BIBy) .

Em todas as expressdes consideramos as variaveis de perturbagio em até segunda ordem de

aproximacgio. A métrica inversa é
hi = 515 (fy*'»"' + 2y + 4?47 — 2B 4 4ERE ] — 8B ¢) : @2.31)
Das equagdes anteriores podemos obter
vh=a®\ /5 [1 — 3¢+ gw" + AE — ¢AE + % (AE)? — E"'J'EH:,} , (2.32)

onde A = 47V, V;.

O simbolo de Chistoffel das superficies de tempo constante é dado por

hla
(S)le'j - (Raij + haji — hija) = (2.33)

= OrL — 9,6~ 9.8+ v + 7 (Blai + Eleji — Bjiga)
+29 (—?!),j(slz‘ - 'd),i6lj =+ wll’}'ij) + 2’4’7“ (E|aij + E|aji - E{i,a,) +
—2EV (—tp Aos = Y Ve + P ais) — 2Bl (Blatj + Ejagi — Ejija)
onde OT, = L2 (Yins + Vasi — Visa)- A curvatura extrinseca é dada por
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K., = --2 {6*'3. (H — Ho—y' + -3—H¢2+¢)¢' — 29y — %HB"‘BH) + (234)

- . ! . . .
—(B=E +2 (E';q;) +¢(B—E), —29B" 4 2B B,; +
—2E,;E" — Bliyp); — 9 Bj; + ¢' Bu6'; + 4 B (Ejcaj + Ejoja — E|ajc)] :

Substituindo (2.30)-(2.34) em (2.29) ¢ usando as equagdes de fundo (2.12), (2.13) e (2.14), temos

625, = % d*za®\/y{—12ZHpy — 12Hypy" — IH? (¢ + )+ (2.35)
—69" 20 (26 — ) — 4H (¢ + ) A (B — E') + 4Hy' AE +
—4y'A(B—E')+6H* (¢ + ) AE + —4HAEA(B—E') +
+3H2 (AE) + 3H?B"B; + 4HAEAB — 4Hy'By; +
+¢[2(B— E'YA(B—E') — 3y — 699 — 2HAE — 2EW E; +
+(AE)? + 3B"By; + 6¢AE - 3¢* + 4(2H' + H)EAE]},

exceto por uma divergéncia total.

Vamos agora calcular a a¢3o das perturbag¢des de matéria. Escrevendo a agdo da matéria da

forma
Sy = / Lm/—gdz | (2.36)

podemos escrever a sua parte quadratica como

625m = f (52(\/—_9)50 +61(v=9)5: L + (\/“‘_9')0525) d'z, (2.37)

onde os indices 0, 1, 2 indicam a ordem de aproximagdo. 6L e 6,L podem ser obtidos da
expansio de (2.7) em série de Taylor em torno de ¢(t). Efetuando a referida expansio e
utilizando as equagdes de fundo (2.12), (2.13) e (2.14), obtemos
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1 g .
698, = o d*za® 7{(=3¢* + 2PAE + 2B By, — (AE)? — BBy (238)

+69¢ — 20AE + ¢*)(2H' + H? + ) — 6%V, 60 +

612920 + 18129y’ — 1812’6’ + 1812a%V 36 +

~61%0" pAE + 6120 0/ AE — 6126V ,AESp — 310" BBy +

—62¢06¢" + 312(60" + 5pNbp — V,,0%607%) — 61206 B"Y}
exceto por uma divergéncia total.

Combinando 625, + 625, e usando novamente (2.12), (2.13) e (2.14), encontramos

5,5, = % d'za® /{6y — 12Hgp' + 289 (29— ) + (239)

—2(H + 2H2) % + 312[60" + 5pAbp — V 02607 +

O30 80 ~ @6/ — V,,g6¢) +<[2 (B — ) A (B B) +
2
~64 +2¢% +1204] + 48 (B ~ B) (/b — o/ — He)}

exceto por uma divergéncia total. A acgfio (2.39) foi encontrada primeiramente por Garriga et

al como sendo a extensdo analitica de uma outra ag#o, obtida no contexto das teorias de inflago

aberta [23} .

Tendo calculado a ag#o total para as perturbagdes, obteremos a partir do célculo das variagdes

as equagdes de movimento destas. Mais tarde veremos que, ao quantizar as perturbagdes, as

equagdes dos modos de Fourier de suas expansdes em operadores de criagfio e destrui¢do serdo

as mesmas equagtes das correspondentes perturbagBes classicas, o que estabelece uma ligagdo

entre os tratamentos classico e quéntico.

Observemos que nem B nem FE aparecem isoladamente na ag3o §,5;, mas somente a

combinagdo (B — E’). Variando §2S; com relag3o a & obteremos portanto a derivada temporal
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da equagdo obtida variando-se 6,.5; com relagfio a B. Para obter a referida equagéo basta portanto
variar 695, com relagio a (B — E’}.

Variando 6,.5; com relagio a ¢, ¢, (B — E') e 6y obtemos, respectivamente, as seguintes
equagdes:

2

| !
Ay — 3HY — (H + 2HD)$ — HA (B~ E') +e(d + %) = 37((,0'5(,0' +V,a%p) @40)

P+ SAG— )+ HY Y + (H+2H + (6 — §) + SAB-EY

2 312
+3HA(B - B') = o (¢/5¢' - V,pa8p) (241)

312
Y +Hp—e(B—FE') = -E-tp'ﬁcp (2.42)

byp" + 2HbY — Abp + Vppabp — 30y + 2V, a%¢ — p'¢) + YA(B—FE) =0, (243)

onde usamos em (2.43) a equagio de fundo (2.14).

Até o presente momento ndo fizemos qualquer fixacfio de calibre. Por conveniéncia faremos
aescolha do calibre em que B = E = ( (newtoniano ou longitudinal). Essa escolha ndo acarreta
nenhuma perda de informag8o, pois conhecendo uma certa solugio em um determinado calibre,
desde que este fixe completamente a parte temporal, € possivel colocar a solugo na forma livre
de calibre, € a partir desta expressar a solugfio em qualquer calibre desejado. Além disso, as
variaveis expressas em um calibre que nfio deixe modo residual podem ser consideradas como
sendo as varidveis invariantes de calibre [39] .

Reescrevendo as equacdes das perturbagdes no calibre newtoniano, ou, equivalentemente,
em fungfo das varidveis (2.24) e (2.25), obtemos
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12 . .
AT — 3HY — (H'+ 2H)® + ¢(® +30) = 37 (8019 +V ,a2609) (2.44)

1
T 4 FA(@ - U) +HE +2HY + (H' + 2H*)® + (¢ - T) =

P : :
= %—(go’égo(g"’ — V. ,a269Y) (2.45)

\Ix'+HcI>——3—l2 '6p9%) 2.46

590(9")” + QH&’O(Q"); . A&p(gi) + V,;pcpagé(,o(gi) _ 3(’0.'\111 + 2‘/,9,,0,2@ _ (pf(I)f =0 (2.47)
Substituindo (2.46) em (2.45), e usando a equagdo de fundo (2.14) obtemos
d =T, (2.48)

As perturbagbes métricas possuem portanto apenas um grau de liberdade. Da equagfio de vinculo
(2.46) podemos ver que o Unico grau de liberdade 899 das perturbacdes de matéria esta
amarrado a ®, donde podemos concluir que as perturbagdes de matéria e da métrica possuem
em conjunto apenas um grau de liberdade. Mais adiante, no capitulo 4, identificaremos a
variavel dindmica correspondente a esse Unico grau de liberdade das perturbagdes. Podemos

agora reescrever o elemento de linha (2.6) em fungfio apenas de @:
ds® = a*(n) {(1 + 20)dn® — (1 — 2®)y,;da’da’} . (2.49)

A interpretagdo fisica da variavel ¢ agora ¢ clara, esta representa um potencial newtoniano
generalizado. Por isso o calibreem que B = E = O e ¢ = ® é denominado calibre newtoniano.
Substituindo agora (2.48) em (2.44), utilizando (2.46) para eliminar 60 e a equagiio de

fundo (2.14) obtemos

3" 42 (_) (ﬁ) O —AD 42 [90' (_"'1’) _ 23] $=0. @50)
g a @



Fazendo a substituigéio

¢ = (ﬁ) u, (2.51)
(4]

¢ usando a equagéo de fundo (2.12), podemos escrever

NN/ 2e(a)
- - — = 2.52
(2) (2) T THag | 0 *52

onde z = %%’ A equagfo (2.52) foi encontrada por Hwang em [49] , porém aplicando uma

u’' — Au —

mudancga de varidvel nas equagdes das perturbagGes para teorias de gravitagio generalizada.

Essa equagfio desempenhard um papel importante no estudo das perturbagdes.
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Capitulo 3

O Método da Equivaléncia Conforme

Neste capitulo apresentaremos o método da equivaléncia conforme das teorias de gravitagio
generalizadas com a Relatividade Geral. A aplicagdo desse método permite estabelecermos
uma correspondéncia entre as equagdes de gravitagdo generalizada (referencial de Jordan) e
as equacdes da Relatividade Geral (referencial de Einstein) e, por conseguinte, entre as suas
solugdes. Com a aplicagio do método da equivaléncia conforme podemos aproveitar diversas
solugtes conhecidas das equagdes de campo de Relatividade Geral e da teoria de perturbages
cosmoldgicas apresentada no capitulo 2 para encontrar as solugdes correspondentes no contexto
da gravitagfo generalizada.

Estudos de formas generalizadas da gravita¢do de Einstein foram feitos por diversos autores.
Algummas das teorias generalizadas mais estudadas incluem as teorias de Brans-Dicke, gravitagfio
de matéria induzida, acoplamento com dilaton, acoplamento nfo linear com o escalar de
curvatura e termos n3o lineares deste, etc. H4 diversos motivos para se estudar teorias
generalizadas de gravitacdo, entre os quais estdo as teorias de unmificagio de altas energias,
corregdes quinticas a gravitagdo de Einstein, o desenvolvimento de modelos de universo
inflacionario onde nfo € necessdrio o ajuste fino das condigdes iniciais, etc. Diante das teorias
generalizadas de gravitagio, a Relatividade Geral ¢ apenas um caso limite.

Entre diversos trabalhos importantes (veja por exemplo [50] e [51] ) sobre a andlise de teorias
generalizadas de gravitagio via equivaléncia conforme com a Relatividade Geral, destaca-se o
trabalho de Maeda [50] , por tratar o caso mais geral. A aplicagiio do método ao estudo das
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perturbagdes cosmoldgicas para o caso mais geral foi feita por Hwang em [52] no contexto da
formulagiio Quasi-Maxwelliana da gravitagdo e em [53] , que é a principal referéncia para o
presente capitulo, no contexto do método da equivaléncia conforme.

E importante salientar que a equivaléncia conforme entre as teorias de gravitagdo generalizada
¢ a Relatividade Geral estd sendo considerada neste trabalho apenas como um artificio
matemdtico. Assumiremos aqui que o referencial fisico é o referencial de Jordan, sendo o
referencial de Einstein um referencial ficticio, til apenas para facilitar nossos cdlculos. Alguns
autores consideram o referencial fisico como sendo o referencial de Einstein, enquanto outros
consideram que o referencial fisico ¢ o de Jordan. Em algumas teorias de gravitacio generalizada
ambos os referenciais sdo fisicamente equivalentes. Para uma discussio sobre esse aspecto veja
([54] ,[551 ), e principalmente [28] , que fornece uma lista dos autores que seguem cada uma das
duas correntes ou que ignoram o assunto.

Na exposigio feita a seguir procuramos dar sempre o tratamento mais geral possivel,
particularizando as equagdes para o caso do acoplamento conforme somente quando necessario.

Inicialmente partimos da métrica total (2.6)
ds* = a*(n) {(1 + 2¢)dn* — 2Byda’dy — [(1 — 20)v:; + 2By ] dz'dz’}
Aplicando uma transformacio conforme de fator £2? podemos escrever
d3? = Q%ds? = @ (1) { (1 + 2¢)dn?® — 2Bdaidy — [(1 — ), + QEHJ-] dxfdxi} . GO
onde (&, 1) = Q(n) + 6Q(F,n). O til denota as varidveis conformalmente transformadas

(referencial de Einstein) e Q(&, 77) € uma perturbagfio. Considerando apenas os termos lneares

nas perturbagdes temos
02 =0? (1 + 2%)) : (3.2)
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e portanto podemos reescrever (3.1) como

ds? = a?Q? { {1 +2 (gz‘) + %)] dn* — 2Bda’dn+ (3.3)

Comparando (3.1) e (3.3) podemos concluir que

’

a=Sa
o=¢+4
¢ v=9- (34)
B=B
E=F
\
Agora consideremos a densidade lagrangeana
1 1 o
L=—5f(e,R) — sul(e)¢pa + V(o). (3.5)

Mostraremos, a seguir, que com a escolha adequada do fator conforme podemos transformar a

densidade lagrangeana (3.5) na densidade lagrangeana de Einstein. Para isso escolhemos

Q= IV3F = IV3e 55 G.6)
onde F = |g=1%[ . De (3.6) temos
81 6F 1

Para ver como (3.5) se transforma sob uma transformagéo conforme lembremos que /—g =

91*F?, /=g, donde temos

[ Ly/—gdiz = / LIF? /=g = / L/ —gd'z (3.8)

0 que permite escrever
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Diante de uma transformacfo de fator conforme I4/3F o escalar de curvatura se tranforma

como [27]

—~ 1 6 o
R=3mF (R_TF (VF) a) 3z2F (B=¢oGa—vcL). (.10
Assim podemos escrever
BTG = 2PV (R ¢~ VEC) G11)

Integrando por partes a expressfo anterior e usando (3.6) temos
1 ~ — 1 = o
@R\/ —g= W\/ —4g (R + C C;a) . (3.12)

Usando (3.12) e (3.9) podemos reescrever a agéio (3.8) como

fZ\/—_b'dtix:f{Q{ —flo,R) —
V)|~V + g/ (R+¢“cm)}d‘*m,

onde ¢ = §*P 5. De (3.13) temos a seguinte densidade lagrangeana

F .
w(P)P*p., (3.13)

s ls  w oo =
£ =gl = gy Pat g a=V(o0), G4
sendo 17((,0, ¢} dado por
~ —RF + f-2V
V(‘P) C) = 1814F2 ! (.13
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onde, de (3.6), temos R = R(y, (). A densidade lagrangeana (3.14) ¢ a densidade lagrangeana
de Einstein com um campo escalar extra {. Em muitas situagdes, como no caso do nosso modelo,

¢ = {(¢). Nesse caso podemos introduzir um novo campo escalar » = p() que satisfaz

B g e
47" = —gpmde® + 55d(* (3.16)
Assim podemos escrever
F=—LtRylzs _¥@ (3.17
- 612 2(»0 (P;o: ®) 17)

que € a densidade lagrangeana da Relatividade Geral.
Vamos agora voltar nossa atengo para o caso particular de interesse, que ¢ o do acoplamento

conforme. Para esse caso temos

2
F= (%)

w=1 (3.18)

V=0 ,

¢ portanto podemos, usando (3.6) e (3.4), reescrever (3.16), (3.15) e @ como
" d

dp = 2('0 - (3.19)

32 (% - af)
V=~ 14 =10 (3.20)

2
a= \/3l ((’% — 3—?2) a . (3.2D)

A expressdo (3.7) pode ser reescrita como
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% = g—i = ———2—1—1—<,05<p . (3.22)
6(% )

As variaveis invariantes de calibre dos referenciais de Jordan e de Einstein se relacionam da

seguinte forma

e o~ 1ri~ o~ ! .
<I>=¢+§[(B—E’)E] -—-<1)+2—11—<,05<.0(g') (3.23)
6(%‘@
-~ a\ S~ o~ 1 :
G(S—ﬁf

onde 69 = §p + ¢ (B — E'). De (3.19) podemos escrever

§ple?)
. .
3 (% - )

Como as vanaveis de perturbacfio conformalmente transformadas estdo no referencial de

56(92') —

(3.25)

Einstein, as equagdes satisfeitas por essas varidveis sdo as mesmas do capitulo 2. Entio podemos

escrever

3, ms 3, (g1
U+ HE = - 6 (3.26)
=10 (3.27)

~ Ou
E e (3.28)
a
—1 n g’ 2t AV
7 e AT — (i) (:‘]_'_‘) + M u=20, (3.29)
z z Ha2y'

onde 7 = ZZ. De (3.23), (3.24) e (3.27) temos
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20 =0+ V. (3.30)
Usando (3.25) para expressar 6¢“) em fun¢o de 63“Yem (3.23) , e posteriormante

empregando (3.26) para eliminar 639" | podemos obter, com o auxilio de (3.21) , (3.28) e

o /
¢'u )
. (3.31)
2 1
(%—m

(3.19), a expresséo

LB

oo ¥ P __ o (vj_i)
(ﬁul)%wﬁpa 3V3lga \ 6 32

6 32

A partir de (3.30) e (3.31) encontramos ¥, que ¢ dada por

(3.32)

TN
c:i'ew
L[S
g
~—

3

(ﬁ g )%3\/@3@ 3V3lpa \ 6 302
6

Conforme podemos observar, ao contrario do que acontece no caso do acoplamento minimo,
temos ® # W. Isso é devido a presenga de termos de pressdo anisotrépica {52] .

De (3.21) podemos obter

= Py
H_H+6(%2_§%).

Resta ainda determinar 60", Para tal, usamos (3.26) em (3.25) , expressando §%Yem fungdo

(3.33)

de 8. Apos isso, empregamos (3.28), (3.21) , (3.33) e (3.19) para eliminar todas as demais

variaveis com til, com excessdo de u. O resultado obtido é

2
e 1 ~ ~ ~
Sipl9) = - ( : m) ik TR S (3.34)
et P 3 2 p) 3 )
¢ o(5-%)") a(5-5F)" 6e(f-5%
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As equagdes (3.31), (3.32) e (3.34) expressam as variaveis de perturbacio ®, ¥ e 59" em
fungdo de ¢ e a, que sio fornecidos pelo modelo de fundo do capitulo 1, e 7, que pode ser
encontrado resolvendo-se a equagéo (3.29).

Observando as equagdes obtidas para @, ¥ e 5% somos tentados, em uma primeira anslise,
a supor que estas varidveis possuem singularidades no tempo em que %ﬁ — 35 = 0. Todavia
tal conclusdo pode ser precipitada, sendo necessaria uma andlise mais cuidadosa da questdo.
Apresentamos no apéndice B uma disscussio sobre a existéncia de singularidade na variavel
®, mostrando que existe uma solugdo nfo singular para esta. O mesmo método empregado no
apéndice pode ser aplicado as varidveis ¥ e ¢, No capitulo que segue mostraremos também
que, para o caso do nosso modelo de universo, temos %3 — 31—12 sempre maior que zero na regido

de interesse.
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Capitulo 4

Teoria Quantica das Perturbacoes Escalares

Apresentaremos neste capitulo uma teoria de perturba¢des quénticas para universos do tipo
FRW. Essa teoria sera baseada na aproximagfio semi-cldssica da gravitagio, que consiste na
quantizagao simultinea das flutuagdes da matéria e da métrica. Quantizar campos em um espago
de fundo ndo trivial em geral implica em produgfio de particulas. Esse é um processo basico
para a formagéo de estruturas, além de fornecer as condig¢Ges iniciais para a posterior evolugdo
cléssica das perturbagGes.

A idéia original de que flutuagBes quinticas em um universo em expansdo evoluiriam para
mais tarde formar as perturbagdes classicas de densidade é devida a Sakharov em 1965 [56] . A
concretiza¢do dessas idéias através da formulagfio de uma teoria de perturbagdes quénticas foi
feita posteriormente por Chibisov e Mukhanov {57] e independentemente por Lukash [58] em
1980. Um ano apds, Chibisov e Mukhanov fizeram o primeiro calculo do espectro de poténcia
das perturbagdes [59] , considerando um modelo onde corre¢des quanticas a Relatividade Geral
produziam uma teoria de gravitagio generalizada com derivadas superiores; esta, por sua vez,
gerava inflagio. Desde entdo o espectro de poténcia das perturbagdes de densidade foi estimado
em diversos trabalhos no contexto dos modelos de novo universo inflacionario [60] .

Para desenvolver nosso modelo partiremos, por simplicidade, da hipotese de que as pequenas
flutuacdes seguem uma distribui¢do gaussiana. Partindo desse pressuposto o calculo das
perturbagdes de densidade se reduz a determinagéio da fungéo de correlagdo de dois pontos [61],
da qual é extraido o espectro de poténcia ([25] ,[62] ). A partir do espectro de poténcia & possivel
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obter diversas guantidades observaveis ([7] , [25] , [63] ), como %2, %, etc, onde p ¢ a densidade
de matéria e T ¢ a temperatura da radiagdo de fundo.
No contexto da aproximag#o semi-classica da gravitagdo, a fungdio correlagdo de dois pontos

de uma varidavel O € definida (assumiremos a representagao de Heisenberg) por [25]

ok 16,7, e=0,-1
O(7) = (0| O(n,Z)O(n, 2+ ) | 0) = @.1)
e e=1
=1

onde

f(r)= T, e=0 @.2)

A fungio | §,(n, k) | é denominada espectro de poténcia.O termo ;‘;;‘,?f") | 6.(m k) {2, pode
ser interpretado como uma medida associada a contribuigio para a fungo de correlagio de dois
pontos da grandeza O devido a ondas de mimero de onda k. A defini¢@o do espectro de poténcia
ndo é Ginica. Em grande parte da literatura o espectro de poténcia é definido como k=2 | 6,(n, k) |
ou k™| 6,(n, k) |2 . Ha ainda uma ambiguidade por um fator (2r)3 ou (27)3 na deniniggio do
espectro de poténcia.

A seguir faremosl a quantizagfo das perturbagdes cosmoldgicas, calculando o espectro
de poténcia para as grandezas relevantes. Faremos nossos cdlculos utilizando o método da
equivaléncia conforme, estabelecido no capitulo 3, para aproveitar os resultados obtidos no
capitulo 2 . Desenvolveremos portanto todo o raciocinio no referencial ficticio (referencial de
Einstein) desfazendo, no momento oportuno, a transformag#io conforme para obter os resultados

correspondentes no referencial fisico original (referencial de Jordan). E importante salientar que
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a razo pela qual obtemos a correspondéncia correta entre os resultados dos dois referenciais é
que estamos considerando apenas perturbagdes lineares [63] . Em geral, o procedimento de
quantizagdo e a transformacgfio conforme nfio comutam [55] , o que torna necessdrio fazer a
quantizagdo das perturbagbes no referencial de Jordan. Para saber mais detalhes sobre o uso
de transformagdes conformes no contexto da aproximagio semi-clissica veja [64] .

O roteiro para nossos calculos € semelhante ao de ([10] ,[25] ), porém aqui generalizaremos
os resultados antes obtidos somente para espago-tempos com segio espacial plana (¢ == 0) para
o caso de curvatura constante positiva ou negativa (¢ 5 0).

Partiremos inicialmente da acdo (2.39), a qual serd reduzida para quantizagio. Estamos
supondo portanto que estamos no referencial de Einstein, que foi obtido mediante uma
transformacéio conforme. Por economia omitiremos o til das equagSes. Consideraremos, por

simplicidade, apenas o caso de interesse V' = 0. De (2.39) podemos escrever

8.8, = 6—; d4ma2ﬁ{—6qp’2 — 12H¢y + 284 (2¢ — ) + @.3)
—2(H' + 2H2)@? + 312[6¢” + 6 Abp] + 612(30 Y60 — '8 P) +
+el2xAx = 697 + 2" + 129] + 4Ax (b ¥/ — M)}
Conforme foi discutido na capitulo 2 , as perturbagdes cosmologicas da matéria e da
métrica possuiem em conjunto apenas um grau de liberdade. Para fazermos a quantizagio das
perturbagdes devemos portanto fazer areducdo daagéio (4.3). Quantizar diretamente as variaveis
de perturbagiio @, W, etc, sem reduzir a agdo ndo conduz i normalizagio correta dos modos de

expansio dessas variaveis [25] . No apéndice A demonstraremos que a Unica variavel dindmica

do sistema é
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P4\ 2eW
v=—a {&p@ )+ H T g (4.4)
€ que agdo para as perturbagdes pode ser reescrita entdo como
1 A " !
628 = 5/ ('U'Z — vl 4 z;'uQ) Vydizdn , z= % ) @.5)

Este resultado j4 era de certa forma esperado. Conforme vimos no capitulo 2, as perturbagdes
métricas e de matéria possuem como um todo apenas um grau de liberdade. Como estamos
considerando apenas uma teoria linear nas perturbagGes, nfio ha acoplamento entre os modos
de Fourier destas, ¢ a agéio deve ser portanto a de um campo escalar livre. O termo —%” pode
ser entendido como a massa desse campo escalar, sendo seu valor variavel devido ao fato de a
métrica de fundo n#o ser trivial.

Agora que temos a agio reduzida podemos fazer a quantizagfio candnica do sisitema, Faremos
aqui uma discussfio resumida da quantizagfo. Para maiores detalhes sobre a quantizagio em
fundos nfio triviais veja ([25] ,[11], [13] )

Calculemos primeiramente 0 momento 7 canonicamente conjugado a v

oL

—

(n,%) = 55 =v'(n,) . “.6)
Agora podemos escrever o hamiltoniano, que é dado por
1 i Z”
H= ](’U'W — L) /Ad’z = 5 f (1?2 + v'“vp' — ?‘UQ) VY& 4.7

Na representagéo de Heisenberg as variaveis v e 7 so substituidas pelos operadores ¥ e T, que
devem satisfazer as seguintes relagGes de comutagéo nas hipersuperficies de tempo constante:
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[5(7?: f)aa(naf’)] = [%(??755):’7?(??, 5:"')] =0, [6(771 f)sﬁ(na f)] = 7’6(5 - a_:v) 4.8)

A distribui¢#o delta segue a normalizagéo

f §(% — &) ydiz = 1. 4.9)
A dinfmica dos operadores ¥ e 7 ¢ dada pelas equagdes de Heisenberg
@ =[5 H e i#=I[fH, (4.10)

que sdo equivalentes a equagio

v — AD -~ (f_){;:o_ (4.11)

z

O operador 7 pode ser expandido em uma base ortonormal completa de solugdes da equagdo
classica correspondente a (4.11) [1t] . Denotando essas solugdes por F;(Z)v}(n) e introduzindo-

as na equagdo (4.11) podemos, separando as varidveis, encontrar as seguintes equagdes:

(A+K) Fi(Z)=0 (4.12)
Z"
v+ By =0, E: =k3-?, (4.13)
onde
K=k —¢.

As solugdes da equagdo de Laplace-Beltrami (4.12) para o universo de FRW podem ser
encontradas em sua forma explicita na literatura ([11] ,[65] ). Para nossos propésitos néo serd

necessario exibir a forma explicita das soluges. Conforme foi dito, podemos fazer a expansio:

0=z [ 7 (Fa(@psn)as + F3 @esn)al) @19



onde

foe] I
fdJ: /dklzo EI, e=—1 (4.15)
oo 00 I
ZE > e=1

Os operadores de criagéo ¢ destrui¢do Eif, ¢ @y devem satisfazer as relagdes de comutagiio
[@s. a0 =[a}al]=0 e [a58}] =65 (4.16)
A consisténcia das rela¢Ses de comutagio (4.16) dos operadores de criagfo e destrui¢do com as
relagdes (4.8) impde que
vy (nvi(n) — vy (mvs(n) = 2 (4.17)
E um resultado conhecido da literatura [11] que o estado de vacuo definido a partir da quantizagfio
sobre um fundo ndo trivial nfio é inico, possuindo uma dependéncia temporal. Os modos
de frequéncia positiva e negativa em tempos diferentes ndo sio os mesmos, mas ha uma
transformacdo linear que os relaciona dada pelos coeficientes de Bogoliubov, que definiremos

a seguir. O estado de vicuo no instante 7, é definido por
ay | 0,) =0, vJ, (4.18)

onde os operadores @ possuem como modos as fungdes de frequéncia positiva no tempo 7,.

. zﬂ
vi(n) ~ e e —- (4.19)

Em um instante posterior, entretanto, o estado de vacuo ndo ¢ mais definido por (4.18), e é dado

por

by |0,)=0, VJ, (4.20)
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onde os operadores by possuem como modos as fungSes de frequéncia positiva no tempo 7.
Denotando os modos de frequéncia positiva e negativa no tempo 7, (a = i, f) por v}(“) e vf,“)

podemos, devido a linearidade da equagio (4.11), escrever

uilh) = / (a”,v;g) + 5”,,)9)) A o) = / (5;J,U;g=f) +af J,vga) dJ, @21

/ (aarapy —BapBpy)dt =6(A—-B), (4.22)

A transformagio linear (4.21) ¢ denominada transformag3o de Bogoliubov. A relagio (4.22) foi
obtida de (4.21) e (4.17). De (4.21) e (4.22) podemos obter a transformag@o que relaciona os

operadores de cniagfio e aniquilagio

&, = ] (aJ by + B J,’Eg,) 4y, @ = [ (5J 7y +a, J,’b‘}) aJ, (@23
e sua inversa

b= [ (ot =Byl )ar, B = [(apsth —ppsar)ar. a2

Um observador no tempo 7; define o operador nimero de particulas no J-ésimo modo como
sendo N 7= ’d‘:r,'d,;. No tempo 74, 0 mesmo observador define o nimero de particulas no J-ésimo
modo como N 7 = 333 7. Portanto, se no tempo 7; o observador vé€ um nimero nulo de particulas

no estado | 0,, ), no tempo 7, ele verd um nmero de particulas n&o nulo nesse estado, dado por
(O, 1885 100y = [ 1By P (429

Assim podemos ver qual ¢ o mecanismo responsavel pela produgéo de particulas a partir de um

estado inicial de vacuo em um fundo nfo trivial como, por exemplo, um universo em expansio.
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O crescimento de inomogeneidades tem sua origem em pequenas flutuacdes quénticas que sdo
amplificadas pela agfio do campo gravitacional durante o processo de expanséo do universo.

Tendo discutido o mecanismo de geragio de inomogeneidades a partir de um estado inicial de
vacuo vamos agora tratar da questiio de como defini-lo. A relagdo (4.17) nfio € suficiente para
fixar os valores de v (n;) e v, (1);), e sHo necessdrias para isso hip6teses fisicas adicionais. Temos
entdo diferentes possibilidades de vacuo fisicamente inequivalentes, e saber qual delas devemos
escolher nem sempre € trivial. Felizmente, no modelo cosmolégico que estamos considerando, a
escolha do vacuo é simples, e pode ser feita baseada em um limite assintético de particula livre.
Isso se deve ao fato de que no passado remoto, onde 3 — —oo, temos a() ~ e, ou seja,
NnOsso universo se aproxima assintoticamente do universo de Milne. Por conveniéneia faremos
a escolha do sinal negativo para ¢, dado por (1.14), e de ¢ > 1. Assim temos

0 = ‘/Ti (cr - \/az——lta.nhn) . (4.26)

No limite em que 7 — —00 pode-se mostrar, utilizando as equagdes (1.13), (4.26), (3.21), (3.19)

e (3.33), que

=1 (427
37 =1.
A partir de (4.27) podemos ver que equagéo (4.13) adimite solugdes tipo onda plana para o caso

em que € = —1, ou seja,

1,
—etn (4.28)

Uk (7?) ‘\/E

R

Portanto temos v,(1;) & k~3e v}(n;) = k2 . Para nossos fins podemos entfio definir 0 vacuo
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pelas condig¢des iniciais
ve{n;) = k‘%M(km), vg(m;) = ik%N(kﬂi,) ) (4.29)

onde M e N satisfazem
NM*+N'M =2, |M{kn)|—1, |N(kn,)|—1, para |kn;|>1. (4.30)
Antes de fazermos o célculo do espectro de poténcia das varidveis de perturbagdo no

referencial de Jordan, vamos derivar uma relagiio Gtil entre ® e v. Das equagdes (2.46), (2.48) e

(4.4) podemos escrever &' e 6 em termos de P e v

) ! 2 ¢
5 (gi) Y ¥z & & 4.31
4 a+( H 3 gH @30
A2 (v gD 2 ed
P = — PPV SN Sl TRl B ]
O S e w32
De (2.44) e (2.48) podemos escrever
’ 4 2 352 1o (gi)
Ad —3HY — (H' +2H*)D + 4P = DR LA (4.33)

Lembramos que estamos considerando V' = 0. Substituindo (4.31) e (4.32) em (4.33) e

utilizando as equacgdes de fundo (2.12) e (2.14) podemos encontrar a relagio

Ad

312 2 ! 2 2 n
_3e (”H) _ () o (4.34)

2 H a(pr Ha2 (P.r
Desde o inicio do capitulo estivemos sempre trabalhando no referencial de Einstein, porém,
por comodidade, omitimos o til das varidveis. Daqui para a frente voltaremos a coloca-lo,
lembrando sempre que o til designa o referencial ficticio da Relatividade Geral. Como a
quantidades observéveis sdo extraidas das fungdes de correlagiio das variaveis @, U e 65099, ¢
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necessario encontrarmos a relagéio entre estas variaveis e a variavel v. As equagdes(3.31), (3.32),
(3.34) relacionam ®, ¥ ¢ 519" com %. Essas equagdes serdo satisfeitas pelos modos da expansio
dos operadores :ﬁ, Te 6¢(gi) em termos dos operadores de criagéo e destrui¢do. Calcularemos
a seguir o espectro de poténcia para a grandeza ¢. O célculo do espectro de poténcia para as
demais grandezas pode ser feito de maneira andloga.

O operador & pode ser expandido da forma [25]

)
I
S

o0 [o%s] I
%[ E30 3 (P @00 + Fin@0E) 039
0 (=0m=—

onde os modos ®,(7) sdo relacionados com as fungdes 7y, de (4.14) através da equagio (4.34)
escrita em modos de Fourier. Primeiramente vamos obter as condi¢des iniciais para &, e &,
a partir das condi¢es iniciais de Uy, vy, Uy, e vy, que sdo fornecidas pelo vacuo e a equagio

(4.11). Da equagio (4.11) temos

7 = [_ (k2 —¢) + %} o (4.36)
W= [— (k* —¢) + %} o + (%) U, - (4.37)

Das equagles (4.34) e (3.28) podemos escrever

~ -1
. 32 &y (wH\ 2% (a25')’
= —— = | — 1+ — . 4.38
k() 2 (k2 — ) H (atp H@2P' (k2 —¢) (4.38)
Para o nosso modelo de universo podemos, usando (1.13), (4.26), (3.19) e (3.21), escrever

2’y = a®¢’ = ayVo? — 1 = constante . (4.39)

Assim podemos simplificar (4.38) para
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o 0 (A
N AT A

(4.40)

Vamos agora fazer o calculo das condi¢Ges iniciais para %, (n) a partir das condigdes iniciais

do vécuo, considerando dois casos limite. O primeiro € o limite de curto comprimento de onda,

ou seja, k muito grande. Consideraremos apenas os termos dominantes em k para o limite em

guestio.

Usando as condi¢des iniciais dadas por (4.29), podemos calcular

— 32 3
ulk(ﬂ«;) = "‘—2‘};%“ .

Derivando (4.40), usando (4.36) e (4.29) encontramos

— 32 1
Uy (m) = ?k_% .

Derivando duas vezes (4.40), usando {4.36), (4.37) € (4.29) obtemos

—r 32 .
Uy(n) = 5 kz.

Agora podemos encontrar as condigdes iniciais para ®. De (3.31) podemos escrever
¢, = Bru, + Ekﬂ,k,

onde

’

B — . + 2Hep + £E
) (2 s ) | ve(E )

Ek(n):“__‘w_—;a\/ﬁza(a— ) :

1
6 302

Avaliando {4.44) em = 7; e usando (4.41) e (4.42) obtemos
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312
2k

Py(n;) = (m:) - (4.46)

Derivando (4.44) e usando (4.41), (4.42) e (4.43) para avaliar em = 7, temos

321
1 (1) = k2 By (1,). (4.47)
Vamos agora analisar o agora o limite de longo comprimento de onda, onde & é muito
pequeno. Todos os cilculos a seguir serfio feitos considerando apenas os dois primeiros termos
dominantes em & para esse limite.
Utilizando as condiges iniciais dadas por (4.29) e as rela¢es (4.27) encontramos

~ 2
gk (n;) = —37 (ik% — k“%) . (4.48)

Derivando (4.40), usando (4.36), (4.27) ¢ (4.29) obtemos

52
U, (1,) = 3—2—~zk2 (4.49)

Avaliando (4.44) em 1 = 7,, usando (4.48) ¢ (4.49) temos

3l 312
Do (n;) = - (zk’2 — k“) Bi(n,) — —zszk(nl) (4.50)

Derivando (4.44), usando (4.48) ¢ (4.49) para avaliar em 7 = 5, encontramos

3l2 _1 1) 3l2 g d ;
o) = —— ( ks — k 2) By(n,) + —2“'”92 (Be + Ey) (ns)- (4.51)

Encontradas as condi¢Bes iniciais para P, resta exibir a sua forma geral. Usando (4.39)
podemos reescrever a equagéo (3.29), que fica simplificada para
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-1 N
W — At — [(i) (,1,) J 2=0. “52)
2z 4

Em componentes de Fourier temos

-1 "
k—e— (;{) (,-i,) J U =0. (4.53)

Conforme salientamos no final do capitulo 3, existe um tempo 7 = 7, em que 5‘;—2 — 31? =

~
Uy +

0. No apéndice B mostramos que em uma vizinhanca suficientemente proxima de 7, =
arccosh ( 241} temos (1) ! (-z,%)” = 4_('737,)" Quando nos afastamos suficientemente do
tempo 7, a equagdo (4.53) possui, pata o caso do nosso modelo, um limite assintético que torna
o estudo da evolugio das varidveis de perturbagio métricas muito simples. Do mesmo modo que
foi feito anteriormente, é possivel mostrar, utilizando as equagdes (1.13), (1.14), (3.21), (3.19) e
(3.33), que as relagdes (4.27), sdo também validas no limite em que ¢ — oc independentemente
do valor de 7. No limite em questfio 1, fica deslocada para o infinito futuro, e -‘%—2 — ﬁg € positiva
em todos os instantes de tempo. Portanto, considerando que o ¢ muito grande e usando (4.27)

podemos ver que a equacio (4.53) possui uma solugéo de onda plana para o caso em que e = —1.

Esta é dada por
ty = Crpe™ + Dye % (4.54)

A determinagio de Cj e Dy pode ser feita a partir das condigBes iniciais de ®4(n,) e ®,(n,).
Vamos considerar primeiro o caso em que £ é muito grande. Substituindo (4.54) em (4.44) e

aplicando as condigdes iniciais (4.46) e (4.47) encontramos

312; e—tkn:
2
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0 que permite reescrever (4.44) como

(pl eik(ﬂ“’?i)

Qﬁa ( 312)

(4.56)

Di(n) =

[XTT
=
= ]

onde usamos (4.45) e consideramos apenas o termo dominante em k.

O caso em que & ¢ muito pequeno € tratado de maneira analoga. Porém, para determinar C},
¢ D, devemos considerar o primeiro e o segundo termo dominantes no limite de ¥ pequeno nos
calculos intermediarios, descartando este ultimo apenas no final. Substituindo (4.54) em (4.44)

e aplicando as condi¢des iniciais (4.50) e (4.51) obtemos
Cne = o1 (k-3 — 353 e-om: . Dy = 3 pikbeien 4.57)
2 2 4
Considerando apenas o termo dominante em k no limite em que ¥ — 0 obtemos
3

Cop, = §l2k“%e—"’mf , Do, =0, (4.58)

Portanto, para o limite de k¥ pequeno, podemos escrever (4.54) como

(I)2k (T]) = X' + Hepl —+ 'l etk(ﬂ ’7;) (4.59)
2via( )t vae(2-3)!  evae(2-g)T | ¥
De (1.13) temos
a'
H= ’ = tanhy (4.60)

Substituindo (4.60), (4.26) em (4.56) e (4.59) e tomando o limite em que ¢ — oo obtemos

(I)lk = Y2 eik(”"’?i) , k > 1
2ak§
Di(n) = (4.61)

Dy = _hﬂieik(n*m) , k<1
ak
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Da solugdo obtida para ¢, podemos calcular a espectro de poténcia de &. Para o caso em que

€ = —1 este é definido por

~ e, . > dk senkr 9
0180987 +7) |0 = [ FraT 1l s

Inserindo (4.35) em (4.62) encontramos
(0| &(n, )@ (n, &+7) | 0) =

3 do dk [ dE | @ P Z Z > Z [Fim (8) Firrm (& + 70| G By | 0)] -

=0 m=—I l'=0 m'=~I

(4.63)
Para simplificar (4.63) podemos usar as relagdes (4.16) e a formula de adig8o [25)
k senkr
Z Z Fin (&) Fum (8 + 1) = 55—, (4.64)
1=0 m==I
0 que permite escrever
018 D)Bm,3+710) = Tk @ |2""S€nk’"— 465

1, 1, - 47{'2 k enh r = ( )

_ f dk sen kr |‘I) 2l
B s k ksenhr *

De (4.65) podemos obter a expressdo para o espectro de poténcia de ®

k3
I 6@(”) k) l2: m I (I)k("'?ak) |2: (4.66)

onde &, (7, k) é dado por (4.56) ou (4.59). Como estamos interessados no limite em que o — oo
podemos calcular o espectro de poténcia substituindo ®,(7) de (4.61) em (4.66). A expressio
encontrada para | §g(n, k) | é
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;%{f}h, E>1
| 6a(n, k} |= l (467
f;ﬁ—‘;, k<l
onde Ay, = ¢ é comprimento de onda das perturbages em coordenadas fisicas. A dependéncia
do espectro de poténcia com Xlﬁif ocorre também em outros modelos de gravitagio generalizada,
como o da gravitagio R? [25] .

Vamos agora analisar o espectro de poténcia encontrado. Consideraremos ag > I, ja que para
ag ~ Ly os efeitos quénticos sobre o espago-tempo de fundo passam a ser importantes no instante
em que » = 0, invalidando a teoria de perturbagdes. Pelo mesmo motivo consideraremos
Apk > L sempre, e portanto A > ffui

Tanto para k¥ > 1 quanto para k¥ < 1 o espectro de poténcia é mulo para  — —oo,
consequéncia de termos escolhido o estado de vacuo neste periodo. A partir de entdio, o espectro
cresce até atingir o maximo quando o universo estd no seu tamanho minimo, e depois decresce
indo para zero quando 7 — oo. O motivo disso acontecer ¢ que a produgdo de particulas, e
portanto a amplificagdo das perturbagdes, é proporcional ao desvio da métrica de fundo de sua
forma assintética nos limites em que 7 — 00, que € a de Milne.

Para k <1 0o maximo de | 85(n, k) | é | 6(0, k) |= }-ﬁfé < 1, ndo podendo portanto gerar
estruturas em larga escala.

Analisemos agora o caso em que k >> 1, ou seja, A < 1. Conforme vimos antes, \ > ffui
Portanto temos éf(f < A € 1, e a expresséo para o espectro de poténcia sé sera valida se —:’0—‘ < 1.
Uma estimativa razodvel para ag, por exemplo, seria ag ~ lgyr, onde loyr representa a escala de
unificagdo das interagdes ndo gravitacionais. Neste caso A > 1077, e a expressdo de | 65(n, k) |

para k£ > 1 poderia ser aplicavel para 1076 < A < 1073, Consideremos A ~ 10-5. Neste caso
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o maximo de | 65 (n, k) | serd | 55(0, k) [= L2,& ~ 1072 €| Sg(ngyr, k) |~ 1075,

Podemos portanto concluir que, desconsiderando efeitos quénticos do espago-tempo de
fundo, o espectro de poténcia de ¢ ¢ estavel. Para tempos posteriores a 7 = 0 ele assume
rapidamente valores muito inferiores ao espectro de poténcia observado (~ 10~%), mostrando
que o0 modelo proposto neste trabalho ndo pode ser aplicado para toda a histéria do universo.

Vé-se portanto que a fase pré big bang niio deixa tragos, ji que a etapa expansiva posterior apaga

rapidamente qualquer marca.
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Capitulo 5

Conclusiao

A teoria de perturbagdes cosmologicas é uma ferramenta de grande importincia para a
cosmologia moderna. O interesse em perturbagSes gravitacionais ¢ duplo, seja pelo seu valor
para o estudo da estabilidade das soluges exatas das equagbes de gravitagio, ou pelo seu imenso
valor para investigar o passado do nosso universo, fornecendo informaggo sobre a formag#o das
estruturas que conhecemos hoje.

No capitulo]l apresentamos um modelo de universo eterno oriundo do acoplamento néo
minimo da gravitagfio com um campo escalar. A forma encontrada para o fator de escala ja
¢ bastante conhecida na literatura ([19] , [20] ).

No capitulo 2 foi feita a exposigio da teoria de perturbagdes cosmolgicas escalares para
universos de FRW que tém como matéria um campo escalar, Os resultados obtidos generalizam
para o caso em que a curvatura das se¢0es espaciais € € arbitraria (e = —1, 0, 1) os apresentados
antes em [25] , que tratam apenas do caso em que a curvatura das segdes espaciais € nula (¢ = 0).

No capitulo 3, ap6s a apresentagdo do método da equivaléncia conforme, aplicamos este para
0 modelo com acoplamento n3o minimo introduzido no capitulo 1.

O capitulo 4 ¢ a parte mais importante do trabatho. Nele foi feita a quantizagio das
perturbages cosmoldgicas apresentadas no capitulo 2. Novamente generalizamos para o caso
em que (¢ = ~1,0, 1), porém com a restricio de que V = 0. Apresentamos, além disso, o
calculo do espectro de poténcia para o universo eterno do capitulo 1 em dois limites assintéticos.

Conforme salientamos no final do capitulo 1, o modelo apresentado nesta dissertagfio
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provavelmente nfio pode ser considerado como realista em estigios do universo que datem
da época da nucleossintese até o presente. Para fases do universo muito anteriores a da
nucleossintese, apesar de ser simplificado, 0 modelo proposto néo apresenta inconsisténcias.
O espectro de poténcia obtido para a varidvel de pertubagio ® é estavel. Na fase expansiva
pos big bang este evolui rapidamente para zero, nfio deixando qualquer marca desta fese e
mostrando que o modelo proposto nio pode descrever toda a historia do universo. Poderfamos,
por exemplo, empregé-lo em estagios anteriores ao big bang e logo ap6s substitui-lo por um
modelo inflaciondrio que amplifique as perturbagdes. Outro mecanismo de amplificacéio das
perturbagdes que poderia ser considerado é a transig8o de fase do universo entre os regimes de
matéria descrita por campo escalar, radiagfo, poeira, etc [66] .

Resta ainda estudar o comportamento das perturbagdes ao passar pelo zero de %—2 — 313 epara
valores genéricos de k.

Entendemos este trabalho como o ponto partida para o estudo das perturbagdes cosmolégicas
em outros modelos de universo nio singular que sejam mais realistas e que levem em conta
efeitos quéanticos sobre o espago-tempo de fundo. Se for verificado que em algum destes
modelos a fase pré big bang deixa marcas na radiagio cosmica de fundo, entdio ele podera ser
testado examinando-se os dados j4 disponiveis do COBE, Saskatoon, etc, e de outros projetos

que estdo em construgéo, como 0 MAP e o PLANCK.
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Apéndice A
Reducio da Acdo

Estabeleceremos a seguir a completa equivaléncia entre dois tipos de matéria: um campo
escalar livre € um fluido perfeito sem variagdo de entropia e com a equacfo de estado € = p.
A equivaléncia das equagdes de fundo ¢ trivial. De (2.10) podemos ver que se V() = 0

temos

5 @y

To=t-=p (Te=0 (T)=—2-6, =—ps,

onde p ¢ a densidade de energia e p € a pressdo de um fluido perfeito. A parte geométrica (G*)éa
mesma para 0s dois fluidos, sendo dada por (2.2). Portanto, desde que p = p = 2: , as equagdes
de movimento do fundo de um fluido perfeito e de um campo escalar livre sdo completamente
equivalentes.

Para estabelecer a equivaléncia entre as perturbagfes partiremos da agfio a seguir, que

fornecerd as equagOes de movimento para as variaveis de perturbagfio sobre o fundo de um

fluido perfeito sem variagdo de entropia.

2 (cSﬁm%)’
6Sf = 6l2f\/_ —-6& (¢ +H¢) + 2a Ad) (2@5 ’l,b) W (A2)

%%A% — be.B2ap,y — 2c,B83ap, (j) +a’e2(B - E')A(B

2
2’3“¢ — 692 + 12999 — (¢+H¢+ c. 5% ) (B — E’}

8

onde 8 = (H? —H'4¢€) . A variavel , é o potencial velocidade, definido por ¢, ; = ~—ﬁ—6u
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onde éu; é uma perturbagdo de velocidade do fluido (veja [25] para maiores detalhes). ¢, =
2%@ ¢ a velocidade do som no fluido, onde S ¢ a entropia deste. No caso de interesse, em que
p=p,temos ¢, = 1.

Variando 65 com relagdo a ¢, ¢ e (B — E’) e posteriormente escrevendo as equagdes obtidas

na forma invariante de calibre obtemos, respectivamente

32

AV + 3e¥ — SH(V + HD) = 7&’-5,0(9*) (A3)
" t 2 ’ r 1 382 a2 (g2)

U+ (2H + HY)® + HD +2H\I’—€\I’+§A(¢’—\I’)—— 5 op' (A9

W+ HE B2 ) o A,
(¥ +HP) = 2(a)<.ov, (A.5)

. . c,ﬂia (e®) 98
Onde 5p(gz) = ‘cigé‘p(gt) = ( 3;26;14 ) 3l2a2c2q) ¢ (10 ) =Py % (B E!)

A varidvel ©79¢ definida por (pf,g? —?6@&?"), onde 6ul = fu; + a(B — ENi A

“expresssio §p%) = 36p@!) ¢ um caso particular de &p = c26p + 765 , em que 6S = 0. As
equagles (A.3), (A.4) e (A.5) e a acgfio (A.2), esta ultima para o caso particular em que € = 0,
também podem ser encontradas em [25] . Podemos verificar que a ag8io (A.2) é completamente
equivalente a agdo (4.3) se estabelecermos a seguinte correspondéncia entre as varidveis de

perturbarbagio e do fundo :

4 1, — (A.6)

De (A.6) podemos calcular, com auxilio das equagdes de fundo (2.12), (2.13) e (2.14), as
seguintes rela¢fes:
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' 2

€ 4o v ’
slelm) . apasy
scio, Ap, = 32a26pAby

J —6c3ﬁ%acpv1p’ = 181%2a%'y)' b (A7)

2¢,8%ayp, (;%) = 6l2a?p'6pd’

e, 5%
—’B_‘pv = —371299’6{10 .

\ 2a

Substituindo (A.7) em (A.2), integrando por partes e utilizando novamente as equagdes (2.12),

(2.13) ¢ (2.14) encontramos a agdo (4.3):

5,5, = o7 / d*zal A {—6¢" — 12HY + 209 (26 — ) +
—2(H' + 2H2)¢? + 312[6¢" + 6 ASy] + 612(390’1//690 — P50'P) +
+e[2xAx — 697 + 2¢° + 1294] + 4Ax( ’690 ¥ —He)} .
Se as a¢des sdo equivalentes, obviamente as equagdes das varidveis de perturbagiio também sfo.
Empregando a correspondéncia (A.6), podemos encontrar a tinica variavel dindmica do sistema

v apresentada na capitulo 4. Para isso observamos que, para o caso do fluido perfeito com p = p

e 65 = 0, podemos reescrever (A.2) como

825 =1 / (# m_—_— +—v )f d*zdn 2= ;‘iz , A8)
se [25]
y=— 99 — 2,0 4 2ae v, (A.9)
VBl HAte,

Aplicando as relagdes (A.6) em (A.9) obtemos, para v,
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: "\ 2eW
_ (i), P2 _ A.10
v a [590 + H 3l24p’7‘[J , (A.10)
que € a varidvel que permite escrever (4.3) da forma (4.5):
1 2 ;2 ay'’
628t = E / ('U'r — ’U|{U! + ?’Uz) \/’?d3$d'l7 N z = 7 . (A.11)

54



Apéndice B

Disscussio sobre a Singularidade de ¢

Mostraremos neste apéndice que existe uma solugio da equagio de campo para a variavel de
perturbagio ® que é bem comportada em toda a historia do nosso modelo de universo eterno.
Portanto, a singularidade que ocorre no instante em que o fator conforme F = (%2 — ﬁg) se
anula provavelmente néo ¢ fisica, conforme discutiremos a seguir. Faremos nossa andlise para
as componentes de Fourier &, mostrando que nenhuma delas € necessariamente singular. Das

equacdes (4.44) ¢ (4.45) temos

o~ i~ 2 f
o, = i’ G 4 2 HEy, + ey
2 ;1 \83V38a ' 33l /2 3
(% -3%) (F-3)°  ov3e(%-5h)

B.1)

_—‘Pﬁﬁ_{
e

1
3 RT3

onde usamos a equagéo de fundo ¢” = —2H' . Adotaremos no que segue a escolha de ¢ dada

por {(4.26) e ¢ > 1. Resolvendo a equagio -“;—2 — 3—}2 = 0 encontramos duas raizes:

c—1 c+1

= arctanh = arctanh i
n = arcta P e 7 =arc 1 (B.2)
a primeira real e a segunda imaginaria, pois o > 1 (veja 1.14). A raiz real » = arctanh %
também pode ser escrita na forma
1
n = arccosh %— . B.3)

Podemos portanto observar que aparentemente ®,(7) possui uma singularidade no ponto em
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que 77 = arccosh 4 /<. Expandindo %ﬁ — 3 em série de Taylor em torno do ponto 7 =
arccosh 4/ ZtL, que denotaremos por 1,, € facil verificar que em torno do referido ponto
%2- — 5z ~ (71— 1n,) . Para verificar se essa aparente singularidade & real, devemos analisar

também o comportamento de 4, que satisfaz a equagio (4.52)

-1 "
e p-en (1) (Y 50

O termo (%) - (3)" = 2 pode ser calculado para a dado por (1.13) e ¢ por (4.26). O

z n(n)

Resultado encontrado apés simplificagio é

_ +12cosh? 5y + 16 cosh® 5 — 32 cosh® 5 — 2 "
n(n) o* — 20% — 807 cosh? 7 + 802 cosh?® 5y + 24 cosh® n+ B4
—8 cosh® i — 32cosh® n + 16 cosh® n + 1 '

{ ot + o2 4+ 402 senh® 29 + 30v/0% — 1senh 47 + 4 cosh® -+ }
m(n)

As raizes do demoninador sfo

-+ arccosh ( “’2“) , + arccosh (—— \/:gzi——l) ,
+ arccosh (— 24l ), Larccosh (\/;%T) )

Levando em conta que o > 1, apenas as raizes 17 = 3 arccosh ( "—“2” sdo reais. O numerador

tem como raiz 1] = — arccosh (1 /=) = 7,. Expandindo m(n) e n() em série de Taylor na

vizinhanga de 7, encontramos m(n) ~ n{n) ~ (n — n,)?. Portanto ’:J(:I—’)l ¢ nfo singular em 7,.

Nos resta entfio estudar o comportamento de (1) ™" ()" na vizinhanga do ponto onde 7 = 7,.

Avaliando o numerador m(7) no ponto 7, encontramos

m(n,) = 120" — 126° . (B.6)
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Expandido o denominador () em sétie de Taylor em torno do ponto 7, obtemos
n(n) = (160* - 16¢%) (n —n,)* . B.7)

Entio podemos, na vizinhanga do ponto 7,, escrever

() ()~ s o5
z) \Z) ~(160*—160%) (n—1,)° 4(n- 1) '

Assim, na vizinhanga do ponto 7, a equagfio para %, pode ser simplificada para

———ii =0, ®B.9)

cuja solucdo geral é

[STEE)
|

ur(n) =Ci(n-1n,)2+Cy(p~n,)" (B.10)

Substituindo (B.10) em (B.1) podemos ver que se Cs = 0, entfio &, esti bem definida em toda
a histéria do universo. No caso de Cy # 0 os modos ®;, crescem indefinidamente, acabando por
se tornarem infinitos no ponto 7,. Uma maneira de contornar o problema é atribuir a divergéncia
ao fato de que na vizinhanga de 7, o tratamento perturbativo para &, nio & aplicavel, e procurar
outras varidveis invariantes de gauge que sejam consistentes com um tratamento perturbativo
em torno do ponto 7,. Um caso semelhante pode ser encontrado na literatura em um modelo
de cosmologia PBB [67] , onde essa abordagem é adotada. O resultado encontrado em [67]
entretanto € o mesmo ja obtido antes em [68] utilizando o calibre newtoniano e descartando o
modo crescente em 7, o que sugere que o coeficiente do modo crescente de @, ¢ nulo para este
modelo.

Neste trabalho nfio foi necessario levarmos adiante a analise do comportamento de ®. Como

n,{(c) € crescente, o que fizemos no capitulo 4 foi escolher o muito grande (ou & — oo),
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deslocando 7, para fora do periodo em que estamos interessados em descrever o universo com
nosso modelo.

Se a singularidade em ®;, existe ou néio é uma questfio a ser resolvida impondo-se condigdes
fisicas que nos permitam determinar os valores de C, e Cs a partir da Jjungéo da solugéo (B.10)
com a solugéio valida para u(n) em um periodo imediatamente antetior a = 7,. E possivel

que este calculo implique em Cy = 0.
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