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Resumo

Uma nova prescricdo para calcular a energia total e 0 momento angular total de espacos
assinfoticamente anti-de-Sitter em dimensdo (d 4+ 1) é proposta. O método é baseado no for-
malismo de teoria de campo generalizado para a relatividade geral, o qual é uma extensao do
formalismo de campo desenvolvido por Deser, Grishchuk e outros. O termo com constante cos-
molégica ¢ introduzido na densidade lagrangeana, a condicao Riccl plana para a geometria de
fundo € relaxada para a condicdo mais geral caracteristica dos espagos de Einstein, e a dimensao
do espago-tempo é tornada arbitraria. Uma (d — 1)-forma exterior §2 é exibida, a qual, quando
integrada na fronteira assintdtica (d — 1)-dimensional, produz os valores daquelas quantidades
conservadas. Os resultados independem de calibre desde que condigbes assintoticas ndo sejam
violadas. A energia total € 0 momento angular total de algumas solugdes conhecidas em di-
mensoes quatro e cinco sdo calculadas, e os resultados concordam com a literatura. Finalmente,

o problema da métrica inversa em Relatividade Geral, o qual € caracteristico do formalismo de

teoria de campo, € resolvido.



Abstract

A new prescription to calculate the total energies and angular momenta of asymptotically
(d+1)-dimensional anti-de-Sitter spacetimes is proposed. The method is based on the generali-
zed field theoretical approach to General Relativity, which is an extension of the field formalism
developed by Deser, Grishchuk et al. The cosmological constant is introduced in the lagrangian
density, the Ricci flat condition on the background geometry is weakened towards the Einstein
space condition, and the spacetime dimension is assumed to be arbitrary. A (d — 1)-form Q is
exhibited which, when integrated on asymptotic (d — 1)-dimensional boundary surfaces, yields
the values of those conserved quantities. The calculations are gauge independent once asymp-
totic conditions are not violated. Total energies and angular momenta of some known solutions
in four and five dimensions are calculated agreeing with standard results. Finally, the inverse

metric problem in General Relativity, which is characteristic of the field theoretical approach,

is solved.
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Introducao

A Relatividade Geral concedeu & fisica tedrica duas considerdveis aquisi¢des conceituais,
as quals caracterizam a sua esséncia bem como o alcance dos principios que a motivaram:
identificou a natureza geometrodinamica do espago-tempo, retirando-lhe o status absoluto
que ocupava no cenario Newtoniano; incorporou o fendémeno gravitacional ao programa
geometrodinamico, estabelecendo a equivaléncia entre gravitagdo e curvatura do espago-tempo.

O conteddo do principio da geometrizacao do espago-tempo € a afirmagido do carater
de universalidade da interacio do campo gravitacional com as fontes materiais, a qual é
implementada na Relatividade Geral através do tensor momento-energia da matéria. O
propdsito de legitimar o campo gravitacional como um campo fisico sugere a necessidade de
localizagio da energia gravitacional; esta impde necessartamente a propriedade de covaridncia
com respeito as transformagdes gerais de coordenadas. No entanto, para o campo gravitacional,
distintamente a todos os outros campos fisicos, a energia gravitacional carece de uma defini¢ao
tensorial, e assume expressoes diversas, as quais se constituem de fato em pseudo-tensores.
Como exemplos, podemos citar os pseudo-tensores de Einstein-Tolman [1}, de Landau-Lifshitz
[2], e de Mgller [3], os quais apresentam ambiguidades com respeito ao sistema de coordenadas

utilizado, o que muito bem reflete e caracteriza a natureza pseudo-tensorial destes objetos.
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Deste modo, a localizagao da energia gravitacional permaneceu um desafio conceitual no ambito
da Relatividade Geral e abriu perspectivas para formulagdes alternativas [4].

O formalismo de teoria de campo para a Relatividade Geral, apresentado primeiramente por
Feynman [5] e desenvolvido posteriormente por Deser [6], Grishchuk et al. [7, 8], se caracteriza
pela introducao de um espago-tempo de fundo, ou de referéncia, com geometria de Riemann, a
qual é suposta ser Ricci plana. O campo gravitacional é tratado como um campo de spin dois
se propagando dinamicamente via auto-interagio e interagdo com os campos materiais, de tal
modo que a geometria de fundo nao é fisicamente percebida. A equivaléncia dinamica com a
Relatividade Geral pode entao ser estabelecida através da adequada identificacdo da geometria
efetiva, cujo tensor métrico é definido em termos do tensor métrico do espago-tempo de fundo e
dos potenciais gravitacionais. O cardter absoluto do tensor métrico do espago-tempo de fundo,
com respeito ao formalismo variacional, permite definir o tensor momento-energia gravitacional,
o qual resulta possuir divergéncia covariante “on shell” nula. Entretanto, a teoria, em termos dos
potenciais gravitacionais, adquire liberdades de calibre, as quais ndo sdo absorvidas de modo
invariante pelo tensor momento-energia gravitacional. Em decorréncia, a impossibilidade de
localizacdo da energia gravitacional persiste. No entanto, fixadas condi¢oes de compatibilidade
assintdtica entre as geometrias efetiva e de fundo, quantidades globais tais como energia total
e momento angular total ndo sofrem ambiguidades de calibre, e podem ser calculadas para
espagos assintoticamente planos.

I nossa tarefa meste trabalbo generalizar o procedimento de calculo destas quantidades
globals para espagos a,ssintoticar';lente Anti-de-Sitter (AdS), os quais apresentam como
caracteristica essencial a presenga de uma constante cosmolégica efetiva. O formalismo de
campo mencionado anteriormente e desenvolvido nas referéncias [6, 7, 8] é aplicdvel a quaisquer

campos de matéria, e uma constante cosmoldgica efetiva pode ser configurada, por exemplo,
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como resultado da densidade de energia de um campo escalar em seu estado fundamental.
Deste modo, poder-se-la supor a inexisténcia de dificuldades na realizagac desta tarefa. No
entanto, a energia total de espagos-tempo assintoticamente AdS, considerando a geometria de
fundo ainda Ricci plana, € divergente. Ademais, a tentativa de remover a energia do puro AdS
resulta em insucesso, ja que o limite plano, caracterizado por uma constante cosmolégica nula,
nao recupera ¢ valor usual para a energia.

Em decorréncia, o préposito de implementar a mencionada generalizagao impoe a revisao da
condicio Ricci plana para a geometria de fundo. Neste sentido, a propriedade caracteristica dos
espagos de Einstein, nos quais o tensor de Ricci é proporcional ao tensor métrico, é a escotha
natural para a “nova” condi¢ao no tensor de Ricci da geometria de fundo.

A necessidade de implementacio de defini¢bes consistentes de massa e de momento angular
para espagos assintoticamente AdS em um nimero arbitririo de dimensdes ganhou relevancia
devido aos recentes desenvolvimentos da teoria de supercordas, onde espagos assintoticamente
anti-de-Sitter (AdS) desempenham um papel essencial. Por exemplo, a conjectura de Maldacena
[10] relaciona teorias de campo conforme num espago d-dimensional com teoria de cordas ou
supergravidade em uma variedade diferenciavel, produto de um espago AdS (d41)-dimensional
com uma variedade compacta. Este resultado pode ser usado no estudo da termodinmica de

buracos negros assintoticamente AdS [11].



Capitulo 1

O Teorema da Divergéncia Covariante

Nula

Quantidades tensoriais sao caracterizadas por sua particular lei de transformagéo covariante
frente a mudancas arbitrarias de coordenadas. As diferentes representagoes tensoriais do grupo
linear geral determinam as propriedades de invariancia que caracterizam os tensores como
objetos geométricos com relagio as transformagdes gerais de coordenadas. Transformacgdes
infinitesimais de coordenadas induzem, na visdo ativa, variagbes funcionais infinitesimais
locais nos campos tensoriais e em suas derivadas, as quals, por sua vez, acarretam variagoes
infinitesimais em quantidades nao locais. Investigar esta conexéo é de fundamental importancia
para o desenvolvimento posterior deste trabalho. Cumpre observar que, do ponto de vista de
nossos objetivos, a estratégia computacional adotada, via quantidades infinitesimais, evita o
desnecessario envolvimento com estruturas geométricas mais sofisticadas, tais como grupos
de Lie, dlgebras de Lie e suas respectivas representagbes tensoriais e auto-adjuntas. Sem
pretensido de rigor, pode-se afirmar que a utilizagio de quantidades infinitesimais elimina a

distincdo entre o grupo de Lie e sua respectiva algebra de Lie, permitindo computar com
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ambos, simultaneamente, numa mesma expressao.

1.1 Variacoes funcionais infinitesimais

Estaremos adotando aqui a perspectiva ja anunciada, a saber: o contendo de uma quantidade
infinitesimal é de natureza computacional e serd implementado a seguir tomande como
identicamente nulas quantidades infinitesimais de segunda ordem, ou ordem superior. Resultam

desta consideracao as expressoes

7 i adbz# dzv bz

o = - §Y
33:1’(3:)_6“_{_ dzv ¢ 3:'1:"’(:1:)_6” dx?

para as matrizes jacobianas das transformacoes infinitesimais de coordenadas =z — 7 e
T — 2. Podemos, entdo, afirmar que a matriz jacobiana de uma transformagao infinitesimal
de coordenadas é uma deformacdo infinitesimal da identidade. Como consequéncia dos

desenvolvimentos de Taylor de primeira ordem para a fungéoe determinante,
det(1 +Th) =1 + trago(lh) ,

e para o binémio de Newton,

(1+hr)*=14wh,

resultam

deta—5 :1+w35m0 e deta—x =1#w85xg.
Oz dz°

Concluimos, entdo, que o determinante jacobiano de uma transformacao infinitesimal de

coordenadas ¢ uma deformacao infinitesimal da unidade, isto é:

T d6x° oz D6z°
detazl—} Fye e det%—l— sl
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Sem mais, e considerando nesta se¢io todas as transformacoes de coordenadas como
infinitesimais, vamos estudar, em primeiro lugar, o caso mais simples de um campo escalar

@, cuja lei de transformacao local é dada por

A quantidade infinitesimal de segunda ordem
05 . 0 ;
(@(5‘3) - @(3’)) oz”,

juntamente com (1.1), fornece

HE) — 22 ()50 = (x) 2L (a) 0,
- g
5(z) ~ 8(z) = — () 62", (1.2
ja que ~
#(z) = 3(2) — s (7)

é o desenvolvimento de Taylor de primeira ordem da funcio ¢ no ponto F. O conteido da
expressdo (1.2) pode ser guardado na afirmacido: toda variagio infinitesimal de coordenadas

dz* induz em um campo escalar ¢ uma variagio funcional infinitesimal ¢ e vale a relagdo

bd(z) = —gi (x) 6z (1.3)

Registremos aqui a seguinte expressdo que resulta de (1.1) e (1.3):

&(T) — d(z) = gi(ﬂ Sz* 4+ 8(z). (1.4)

O préximo passo é investigar o caso de um campo vetorial contravariante J com sua lei de

transformacio local dada por

(z), (1.5)
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e cuja versao infinitesimal é

. 50
@) -2 (514 55,

—r 55:3“

J(T)— J¥(a) = J*(z) e (1.6)

A quantidade infinitesimal de segunda ordem

87" . aJ° p
(b%ﬁ_(x) - awg(x)) ox ’

juntamente com (1.6), fornece

N A N o 5 e 062°
J (m)——afﬁ(a:)éac —J (ac)——amﬁ(x)cﬁac + J*(x) Fy
—=er o aJO‘ 6(53’30
J (z) = J%2) = ~ 5P (z) 62 + J*(2) Fy (1.7)
ja que
- o 0T

é o desenvolvimento de Taylor de primeira ordem da funcéo J no ponto Z. O conteddo da
expressao {1.7) pode ser guardado na afirmagdo: toda variagdo infinitesimal de coordenadas
§2# induz em um campo vetorial contravariante J* uma variacao funcional infinitesimal §J% e

vale a relagao

Aéz®
oz#

_aJ-
dz?

6J%z) = (z)6z° + J*(2) (1.8)

Registremos aqui a seguinte expressao que resulta de (1.6) e (1.8):

_aJe
~ OaB

J(@) — J*{(x) (2) 8P + 6J°. (1.9)

Consideremos, agora, o caso de um tensor ¢ do tipo (%) cuja lei de transformagio local é

dada por

— az° az?

Fo(F) = 6,(2) 5=(2) o (@), (1.10)
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e cuja versao infinitesimal é

o o o déx® v déz”
¥ = ute) (504 55 ) (0= 55 )

o bz Yo
5@ - #75(0) = #a(0) S — 9 (0) 2 (111)

A quantidade infinitesimal de segunda ordem

R g™
(e - G2t ) oo,
juntamente com (1.11), fornece
. 8_0‘ o DSz Sx?
B () = FL@) 628 — ¢7(z) = ~ 0L (a) 627 + dp(a) o - 4%, (2) S
— D~ Jbx™ doz”
¢ 5(3") - anﬁ(.’L‘) == aipﬁ (‘T) oz’ + Ql"uﬁ(x) Sk - ¢au(a”') 8—5:3_1 (112)
Ja que
~ror o 8_a
¥o(z) = §°9(2) - Sl (@) 62"

é o desenvolvimento de Taylor de primeira ordem da funcio ¢ 5 no ponto Z O contetido da
expressdo (1.12) pode ser guardado na afirmagao: toda variacao infinitesimal de coordenadas

§z® induz em um campo tensorial ¢*s uma variacdo funcional infinitesimal § ¢%5 e vale a relagio

Jdo* géz® gézx¥
86%(a) = ~ L (@) 62 + sla) o - u(2) S (1.13)

Registremos aqui a seguinte expressao que resulta de (1.11) e (1.13):

F5(2) — #°(2) = TP (2620 +6¢°(z). (1.14)

Para completar o quadro de objetos tensoriais, é necessédrio considerar o caso de uma

densidade escalar ¢ de peso w, cuja lei de transformacgao local é dada por

#7) = o(e) (40 ) (15)
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e cuja versao infinitesimal é

) = d(e) (1 - 5 ).

BE) - 8(2) = ~whla) T (116

A quantidade infinitesimal de segunda ordem
o¢ .  0¢ ,
(857"“ @) - 33:»"(:6)) 6a*,

juntamente com (1.16), fornece

B(E) ~ 50 (%) 827 — Blz) = ~ O (a) 50 - w0 4(x) alaly
#e) ~ (e = “%(w) bz’ —w () %6;:= (1.17)
ja que
Be) = B(z) -~ 2L (w50t

é o polindmio de Taylor de primeira ordem da funcio ¢ no ponto #. O contetido da expressio
(1.17) pode ser guardado na afirmacio: toda variacao infinitesimal de coordenadas éz? induz
em um campo de densidade escalar ¢ de peso w uma variagio funcional infinitesimal é¢ e vale
a relacéo

§(z) = w—gfg(x) 527 — w o) %i“’ (L18)

registramos aqui a seguinte expressiao que resulta de (1.16) e (1.18):

Fz) — dle) = oo (2) 52 + 69(z). (1.19)

T

Variagbes funcionais infinitesimais induzidas em campos tensoriais genéricos por

transformagoes infinitesimais de coordenadas podem ser determinadas pelo expediente
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computacional usado até aqui. Por exemplo, se v#* é um tensor do tipo (3), a sua variacao

funcional infinitesimal §v*" induzida pelo campo de variagio infinitesimal §z” é dada por

9y 96 96
o (2)62° 477 (@) T 4+ (@) S (1.20)

Iy = —

Em geral, se 4557 ¢ uma (g)—densidade tensorial de peso w , sua variacdo funcional

infinitesimal induzida pela variacéo infinitesimal de coordenadas éz” é dada por

ey agbal B o 6633&1 1 bz
6¢ r( ) = OxP ( ) ¢p ( ) dzr Tt ¢ ...,65(1‘) dze -
X1 ... 35.7:0 [s 3 P s 24 651:0- [s S s ¥4 86‘7"0
— i, (T )ag;m — =gl (= T) 5~ . 6. (T )?99:—0' (1.21)

As expressdes (1.3), (1.8), (1.13) e (1.18) sdo casos particulares de (1.21), obtidas
individualmente, € ja trazem em si todos os ingredientes técnicos necessirios a realizacio desta.

Além disso, as formulas (1.4), (1.9), (1.14) e (1.19) permitem concluir no caso geral a validade

de
¢A
F() - 04@) = 22 (a) 607 + 80%() (1.22)
Derivando (1.22) em relagdo a varidvel 7 obtemos
84" _ 8 & " Bt Bsze | 054" déz*
oD = (B:B#(:E)-l_ Forger )8 5@ Gt T )\~ e
D™ agt, | déxz+ A dpA | Bbxz? D
- %(m) Qe (2) oz * 8$”8$P(m)5mp+ Ox* () dz + Oz (=),
8" . et . gt L Qs
R R = L] (129
Derivando (1.23) em relagdo a varidvel T# segue
%" [ 82" PpA . OA | 98zr 9844 98z
gz ) T (333“33:“ @)+ Gorgarger % g aer\™ G T gerae ) \Fh T e
4" Pt 96z Pt 0t 082" D*6¢”

_ _ )
- azc“azc”(m) Sxvdze (z) Qi +(93:“(9m"(9mp ()8 dxe Qxr (=) Oxn + dxrQx° (=),
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926 4

azaA 32¢A 33¢A
dxrdxe (2)-

—_—— T} — —_ P
gyl Rl vy G Rl mre ey el SO L L

(1.24)

As expressoes (1.21), (1.22), (1.23) e (1.24) podem ser consideradas a sintese desta secdo
e sua importancia sera transparente na préxima. Enfatizamos que o cendrio computacional
desenvolvido exigiu para sua realizagdo tao somente aquelas propriedades de invariancia
local que caracterizam os tensores como objetos geométricos com relacio ao grupo geral de

transformacoes de coordenadas em uma variedade diferenciavel.

1.2 Funcoes locais e a derivada lagrangeana

Teorias classicas de campo também utilizam, para sua implementacao, objetos niao tensoriais;
estes sao expressos em termos dos campos tensoriais via relagoes de dependéncia funcional

conhecidas. Como exemplo tipico de objeto néo tensorial, podemos mencionar a fungao local
V=9 ¢TI w00
a qual é obtida da densidade lagrangeana de Emnstein-Hilbert,
V—9R,
pela eliminacao da divergéncia total
ap (\/;E gn[yrp]uu) .

Uma funcio local £ é uma funcao diferenciavel de classe C°, de um conjunto finito de
A 62 A

Fpr Suas derivadas segundas Geraaa © eventualmente
T vz

tensores ¢4, suas derivadas primeiras

das coordenadas z“, isto €,

A 62 A
£=£(x 6 (x), 2 @), g (=), (125
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Cabe aqui a ressalva de que o label A estd indexando simultaneamente o conjunto de tensores
e, para cada tensor, o conjunto dos seus indices contravariantes e covariantes. Deste modo, nao
é exatamente preciso afirmar o “tensor ¢4”.

Considerando o desenvolvimento de Taylor de primeira ordem da funcdo local £ no ponto

32/1

( , ¢4(z), ax:($)= @‘g—;;(x)), e denotando

_ _ 8¢" Pt
£:£(T°‘, & (7) ¢ (Z), aﬂ_jygfﬂ (T)) ,

podemos escrever a variagdo infinitesimal induzida em L pela variagdo infinitesimal de

coordenadas §z% como

L—L = g;i (> — z*) + % (y(f) - ¢A(x)) + 5 éf—;’}) (gz (Z) — gij(:c)) +
+ a(a%i ) (agzg; 7= aiifi;@)
- s P (e a) e (T o+ 5
ey (s e+ )
a 591:: a;q b7 + aau (5@5?:) 5¢A) _ai# (agg)) b6% +

3} aL 86t d aL ) 864
+8m” 9 (iz‘ﬂ_) dz+ | Oar (6(M_) Jxr

Ja¥ Ik Bzt Oz h

aL 8 ar a aL
= 5 5ot gt (a(w) ) = 5 (a(—L)) b4 +

0 oL 35¢A d i aL 2 oL
+33:“ <B (ﬁ‘é‘f_) dzv ) Oz (BJ:V (a (L’@f_) ) 6¢A) + dzrdz (a (ﬁ@f_)) 647

Szragzk JvIzH Az¥ Ik

oL . (9L B [ oL 5 oL }
= gg= 0% +(6¢A_83:M (a(g_ﬁ.;))+8w”8:c” (a(aw )))5"5 t

Ox¥ Sk

a ar aL db6¢* d ar
v ety oy oo o))
_ 564 + aJe _£86$a

6(;5’4 oz dxo
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o que fornece finalmente

oy (1 - %ixj) = 56;1 5% + gi: , (1.26)
onde
6L - ac @ ( BLZA ) a° ( ac ) (1.27)
bpt  dgh Ozt \g (%) dardzv a(aiigz“)
é a derivada lagrangeana de £ com respeito a ¢4 e
A
oL aé§;> o a(gzﬁg_;) a5 (3 (g%)) % 05

No célculo que acaba de ser realizado, a importincia das expressdes (1.22), (1.23) e (1.24) é
transparente. Além disso, o objeto local J* definido em (1.28) depende explicitamente dos
§¢*’s, o que revela a oportunidade da expressio geral (1.21). A quantidade infinitesimal de
segunda ordem

— déz?
(L— L) 52

permite reescrever (1.26) como

adéxz”

- B A 8J°‘
c(1+axa) L= 6¢A S+ 2o .

(1.29)

1.3 Densidades escalares e quantidades nao-locais

Nas segoes anteriores exploramos as propriedades de invariancia local que caracterizam os
tensores, com o objetivo de investigar como as transformagdes infinitesimais de coordenadas
afetam os campos tensoriais e suas derivadas. No entanto, as exigéncias concretas das teorias
classicas de campo demandam o trato com quantidades ndo-locais, as quais sao obtidas a

partir das quantidades locais via integracao. Identificamos nosso objetivo nesta segao como
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sendo o de investigar o modo pelo qual quantidades integrais sdo afetadas por transformacoes
infinitesimais de coordenadas na regido de integragao. Dito de outro modo, estamos interessados

em determinar a variagao infinitesimal 6.5 imposta & quantidade integral
5:/ Ldz, (1.30)
Q

pela variacio infinitesimal de coordenadas 8z, onde £ é a fungio Jocal expressa em (1.25).

Uma transformacgdo arbitrdaria de coordenadas r — ¥ promove, na visao ativa,
transformacoes locais finitas
AOETRCE
as quais caracterizamn cada tipo particular de tensor ¢#. Resultam, entdo, correspondentes

transformacoes locals finitas em suas derivadas primeiras

a4 5@’)
Oz (2) = o+ @)
e em suas derivadas segundas
& A 82$A

(T) .

azt:”an:”(ac) = bz oz
Além disso, a regido de integragio sofre uma transformacio @ — Q. Deste modo, podemos

afirmar que a quantidade integral S, definida em (1.25) e (1.30), acusa uma variacdo finita

5 = [ £ ¥, Sy e) - [ (e, o0, St T ) e
(1.31)

A conhecida férmula de mudanca de variaveis sob o sinal de integragdo permite escrever

s (el B, L) 2

{0, B, o) o
(1.32)




O Teorema da Divergéncia Covariante Nula 16

onde | | representa a fungio valor absoluto. Agora estamos prontos para obter o resultado

desejado, j4 que a versdo infinitesimal de (1.32) é dada por

5 - (e 5, e, 20 0) (0 ) o s, 0, )

o que, juntamente com (1.29), acarreta

55 = j(5¢A5¢A gf) dz . (1.33)

A quantidade integral S definida em (1.25) e (1.30) é denominada invariante em relagao ao

grupo geral de transformacdes de coordenadas se para cada regido de integracdo () prefixada
o seu valor numérico expresso em (1.30) independe do sistema de coordenadas utilizado;
dito de outro modo, se sua variagdo finita AS expressa em (1.31) é identicamente nula
independentemente da regido de integragio ! e da transformagio de coordenadas x — T
considerada. E consequéncia imediata desta defini¢io, juntamente com a férmula de mudanga

de variaveis expressa em (1.32), a validade da

afirmacio (i): A quantidade integral S definida em (1.25) e (1.30) é invariante com relagao
ao grupo geral de transformacdes de coordenadas se, e somente se, £ é uma densidade escalar
de péso 1.

Do ponto de vista da exigéncia de covaridncia geral para as teorias classicas de campo,
e em particular para a teoria da relatividade geral, o contetido da afirmacio (i) fornece
uma TtOta segura e linica para a obtengdo de quantidades nao locais com significado
fisico. Transformacoes infinitesimais de coordenadas constituem uma classe particular de

transformacdes de coordenadas. Resulta desta simples obervagao a

afirmacioe (ii): Se £ definida por (1.25) é uma densidade escalar de péso 1 entdo qualquer

transformacio infinitesimal de coordenadas impée & quantidade integral S definida por (1.30)
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uma variagio infinitesimal 45 identicamente nula, isto é :

] (5¢A6¢A gf) dz =0, (1.34)

qualquer que seja a regido de integracdo {2 considerada.

Da independéncia da validade de (1.34) com respeito a regido de integracdo §2 resulta a

afirmagao (ii1): Se £ definida por (1.25) é uma densidade escalar de péso 1 e 6%5% e J¥ sado

definidos respectivamente por (1.27) e (1.28) entdo vale a identidade

8J°’

5¢A St + =90, (1.35)

Um caso particular interessante da afirmagdo (iii) é aquele no qual £ depende unicamente

de uma densidade escalar 8 de péso 1, segundo a relagao funcional

L(8)=14¢,
a qual acarreta imediatamente
6L
5 = 1
eJ* = 86z°.

Com isto, a identidade (1.35) se escreve comno

8

e reobtemos, deste modo, o caso particular w = 1 da expressdo (1.18) da primeira se¢ao.

Com o objetivo de completar o quadro conceitual desenvolvido nesta secio e com vistas a

proxima segao € importante acrescentar a

afirmagao (iv): Se £ definida por (1.25) é uma densidade escalar de peso 1 e ¢* é um tensor

66;/:1 de £ com respeito a ¢*, definida por (1.27), é

do tipo (g) entao a derivada lagrangeana

uma, ( ) densidade tensorial de péso 1.
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Nio nos deteremos aqui com a demonstracio desta afirmacdo. Em contrapartida,
destacamos o caso particular no qual v* é um tensor simétrico do tipo (3) Resulta da

da densidade escalar £ de péso 1 com respeito

afirmagdo (iv) que a derivada lagrangeana "
,Y 14

, 0 . . . . - s o .
ay* é uma (2)—den81dade tensorial simétrica de péso 1. Na proxima segao v*¥ sera o tensor

permitira, oportunamente, definir o tensor momento-

métrico do espago-tempo de fundo e Ton
a)/ v

energia gravitacional.

1.4 Um objeto absoluto e a condicao “on shell”

Podemos perspectivar os resultados obtidos até o momento como decorréncia necesséria do
principio de covariancia geral nas teorias classicas de campo e de sua implementacio local via os
campos tensoriais e nao-local via a integracio de densidades escalares de peso 1. E interessante
observar o elo de ligacio entre objetos locais invariantes e quantidades ndo-locais invariantes
através do roteiro objetos locais — quantidade ndo local — relagdo local. Creditamos a esta
proficua ligacdo a justa causa para o sucesso do principio da minima agao, ou mais precisamente,
principio da agio estaciondria, como paradigma por exceléncia para as teorias cléssicas de
campo. E a partir da implementagio deste principio que as equagdes dindmicas sao obtidas,
as simetrias de calibre e correspondentes quantidades conservadas introduzidas e interagoes
modeladas. E caracterizado por uma quantidade invariante nio local, a agéo classica S, obtida
via integragao de uma densidade escalar de peso 1, a densidade lagrangeana £, a qual ¢ uma
funcdo conhecida de um conjunto finito de tensores #*. suas derivadas primeiras d,¢*, suas
derivadas segundas 8,0,¢* e eventualmente das variaveis independentes z”. As expressoes
(1.25) e (1.30) sdo a transcricho destas relagbes de dependéncia funcional.

Na implementacio do principio da agdo estaciondria em teorias cldssicas de campo € mais
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do que usual a presenca de um campo tensorial simétrico ndo degenerado ¥** no conjunto {¢4}
de campos tensoriais. Os cendrios teéricos que temos em mente, e para os quais o resultado
central desta secio é valido, sdo exatamente aqueles nos quais o tensor y** desempenha o papel
de tensor métrico do espago-tempo de fundo, e portanto ocupa o status de objeto absoluto da
teoria, isto é 4" é o tinico tensor no conjunto {¢*} que nio é varidvel dinamica.
Comn os objetivos de explicitar esta hipdtese, bem como facilitar a exposi¢ao e elaboragao
do resultado que vem a seguir, vamos “retirar” o tensor y*” do conjunto {¢*} e reescrever a

densidade lagrangeana como
L=L(r™ v, 7, 65 ¢, %) (1.36)

Deste modo a condicdo dindmica “on shell” da teoria é caracterizada pelo conjunto de
equagoes diferenciais parcias

6L
——=0. 1.37
Estamos agora em condigdes de enunciar e provar o

teorema da divergéncia covariante nula: Se a densidade lagrangeana L verifica a relagao

de dependéncia funcional expressa em (1.36), y¥*“ é objeto absoluto e os campos tensoriais A

verificarn a condi¢io dinamica “on shell” expressa em (1.37), entao a divergéneia covariante da

densidade tensorial simétrica ¢ identicamente nula, isto é:

( oL ) =0. (1.38)

dy#

dysv

Demonstracao: A identidade (1.34) da segdo anterior se reescreve como

oL oL
i A o — .
/Q (57’”’67 +H6¢A6q5 -%J’a) dr =0, (1.39)
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onde

JU = Léz* +

YA o .
ggr 09t g (8¢ )f“(aw,a,ﬁ) 697+

oL oL aL
6 po 6 o _ fo) . .
+ a]ypa"a ’Y + afypo',a‘#( ’Y ),J—L (37,90"0[,”) y 67 (1 40)

W

A expressio (B.4) do apéndice B permite escrever

6‘C My 6‘C “ 424 v oL
67“’” 67 - 67#,, (6‘?3 ;aly + 6‘?3 ;ocfy )

6L oL 6L oL
_ oo =T} _ 30 [T [+ 37) v
B (67*“’6$ v 67*“’63: ! ).a, (67‘“’7 ).a b (57“"7 ).a o

= 2 (ﬁym’az”) - 2( oL ) Sz, (1.41)

571'-“/ 57#—“’
onde foi utilizada a identidade

o . o
H;Q—H.G’a

a qual é valida para uma densidade vetorial contravariante H* de peso 1.
A identidade (1.39), a condigao dindmica (1.37) e a expressao (1.41), juntamente com o

teorema de Stokes, permitem escrever

L\
/(‘5 ) setde = [ L°%. | (1.42)
0 \ oy a0
onde
[s4 [s4 6£ (#5375 X v
2L% = J +57W(’Y bzt +y*Hoz")

d
Ea =dz (5:1:—&, —)

e J® é definido pela expressao (1.40). Para dar continuidade 4 argumentacéo € essencial observar
que a densidade vetorial L* é uma funcao linear do argumento (6z* ; éz# ,; éx° M,U). Resulta

deste fato a identidade

L8z =0 ; 6z , =0 ; 6z ,,=0)=0. (1.43)
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Suponhamos a existéncia de um ponto P, no interior da regido compacta ) e de um indice

Mo tais que

(;ffw)w(&) CaA0. (1.44)

Sem perda de generalidade, podemos supor que o nimero real a é positivo. Basta escolher um
nmimero real r > 0 e uma funcao f > 0 de classe C*°, de tal modo a se cumprirem as seguintes

condigdes:

(i) B(Py;2r) C 2,

§£ \"
) (575) ()25 emtodo pomto P & B(P),

(iii) f = 0 no conjunto compacto & — B(Fy;r) ,
i de=6>10
(iv) /B(Pg;r) f(z)dz ,

onde B(Fy;r) denota a bola aberta de raio r e centro no ponto Fy. Lembrar que estamos
computando em um sistema de coordenadas pré-fixado e portanto podemos utilizar a topologia
do espaco euclideano JR*. Podemos definir o campo de variagao infinitesimal éz* de classe C*°
via

bz

) =t
onde éu > 0 é uma variagio infinitesimal do pardmetro real u.

As condigoes (ii), (ii1), (iv) e (v) acarretam

/(55) soide > >0
Q \ oy 2

enquanto as condigdes (i), (iii) e (v), juntamente com (1.43) implicam

/aQLaza=0,
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uma evidente contradicio com a expressio (1.42). Logo a hipdtese contida em (1.44) é falsa, o
que confirma a identidade (1.38).

Entendemos que a questdo de atribuir conteido fisico para o tensor ¥**, ou mesmo negar-
lhe tal conteido, é problema especifico de cada cendrio tedrico particular, e portanto, no ponto
em que nos encontramos, nao cabe e nem é possivel empreender esta tarefa. Com vistas a
objetivos mais modestos é bastante ter presente a seguinte afirmacgdo, a qual consideramos
o conteddo sintese desta secio: a premissa de um tensor +*¥ ocupando o status de
objeto absoluto da teoria disponibiliza automaticamente uma densidade tensorial

simétrica com divergéncia covariante “on shell” nula.



Capitulo 2

O Formalismo de Teoria de Campo

para a Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral estabelece e consagra o Principio da Equivaléncia entre
geometria e gravitacio. Em sua formulagio usual, as componentes do tensor métrico
desempenham dupla fungio: determinam a estrutura geométrica do espago-tempo e constituem
as legitimas varidveis dinimicas do campo gravitacional. Todavia, a impossibilidade de se
obter leis de conservacio em forma covariante, proibitivas em decorréncia do Principio da
Equivaléncia, impée a revisio da formulagao geométrica tradicional e justifica a busca de um

formalismo alternativo.

2.1 As variaveis dinamicas e as geometrias efetiva e de

fundo no formalismo D.G.P.P.

Orientados por uma perspectiva de teoria classica de campos, apresentada primeiramente por

Feynman [5], e desenvolvida posteriormente por Deser [6], Grishchuk et al. [7, 8], introduzimos



O Formalismo de Teoria de Campo para a Relatividade Geral 24

um espaco-tempo de fundo (d+1)-dimensional, com geometria de Riemann definida pelo tensor
métrico v** e afinidade métrica { #Of/}. Redefinimos as varidveis dinamicas no formalismo
geométrico de primeira ordem, o tensor métrico g** e a afinidade simétrica I'*,,,,, em termos das
novas variaveis dindmicas no formalismo de campo, os tensores simétricos A*” e K%,,, atravées

das relagdes

V—=gg" = =1(v* + B*) (2.1)

Faj.w = {uau} + I{a,u,u- (22)

Acrescentamos a premissa essencial de que a geometria de fundo é configurada a priori,
e portanto nio guarda graus de liberdade dindmicos. Seu tensor métrico adquire cardter
absoluto no formalismo variacional a ser apresentado em seguida e sera utilizado para realizar
a dualizacio entre indices tensoriais contravariantes e covariantes. Por exemplo, se h#, é

um tensor misto, suas versdes contravariante e covariante sio obtidas respectivamente pelas

expressoes
Y - @
h*? = h¥ 4" e hy = Yo, h",.

A relagio (2.1) pode ser resolvida para as componentes g*” do tensor métrico da geometria

efetiva. Para confirmar esta afirmacio basta considerar as relagdes complementares
G Gup = 8% =7, G = det[gw)] e 7= det{~,,],
e aplicar a fungio determinante nos dois lados de (2.1) para obter

(V=9)""" detg”’] = (V=) det{y™ + £*],
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(V=9)" = (V=) det|é”, + 8%,

VI (detl§7, + B
ﬁ_(dt[6p+hp]) 3

o que permite eliminar as densidades escalares e escrever

= (det[87, + A7) T (44 + h).

25

(2.4)

As expressoes (2.3) e (2.4) juntamente com as férmulas dos tragos (Apéndice C) permitem

explicitar a relacio de dependéncia funcional entre o tensor métrico da geometria efetiva e o

da geometria de fundo. Por exemplo, em dimensao “2 4 17 valem as seguintes relagoes:

V=0 1
#_$_1+h1+ 5 (B} — ha) + 2(h} — Bhaha + 2ha),

-1
o (1 +hy+ (h Chy)+ 6(h§ —3h1h2+2h3)) (4* + B

Gor = hosh®, — (14 ha)hy, + (1 Lkt (h _ hg)) oo,
onde

hy = kh%, ho=h"h" e ha=hph’ b7

No entanto, para o célculo das variagoes funcionais infinitesimais 6(\/—g) e 6g**, é suficiente

recorrer diretamente & expressao (2.1):

wo_ g (\/—’r( T+ h*“’))

agh’ =

)L e i P Vi i e L Wt 10 e )6 (vV=9)
~3 V=g (V—9)*
V=7

(2.5)
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Multiplicando esta expressao por g, somando nos indices p, v e lembrando que
]. o g 1 — — o - o
SV = Ve 8V = —5v/ 90589 € Gapg™ =d 1,

obtemos

(d—1)6(v=9) = (\/——wgw _ d—*—lrm) 515 4 /T3 6. (26)

Levando (2.6) em (2.5) resulta

o - (e y oy gy 1T,

d—lg 'yaﬁ“m\/_—gg Gop +2\/—
+ (1‘/; ! 1‘/\/:9#1"970, )éhaﬁ. 2.7)

E oportuno lembrar que a geometria efetiva no formalismo geométrico de primeira ordem
tem carater “off shell” genérico. Dito de outro modo: ndo existem vinculos pré-fixados de
qualquer espécie entre o tensor métrico ¢* e a afinidade simétrica ['*,,. Em particular, a
eventual metricidade “on shell” da geometria efetiva pode ser caracterizada em termos das

novas variaveis dinimicas e da geometria de fundo pela

afirmacio (i): Se valem as relagoes (2.1) e (2.2) juntamente com as relagdes complementares

e denotamos derivacio covariante com respeito  afinidade simétrica I por “//” entao

(VTT9) =V (15 4 Ko7 4 B+ K (17 4+ B7) = Ko (1 4 1)), (28)

Demonstragio: Basta ter em conta que /—§ € y/—7 sdo densidades escalares de peso 1, e
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que (/=) = 0 = 7., devido ao cardter Riemanniano da geometria de fundo para se obter

(\/——59"‘”)//& = (\/—_g:g“”),a + Maov=39" + T 0oV =5 9" = T V=34 ¢"
= (V=99")  + {a"od + K ) V=39 + ({o"o} + K¥a0) V=79
oo} + K% ao) V=3 9"
= (V=59)  + K'ao/=99" + K ao\/~5 9" ~ K’ ar/=G 9"

= (VO + ) 4 Ko/ (7 + B+ Ko/ =7 (1 + )
—K 0o/ =y (7" + )
= VY (5 + Koo (17 + 1) 4 K ag (77 + 1) = K ao (v + B)).
De importancia central para qualquer formalismo de teoria de campo que pretenda recuperar

o cenario geométrico da Relatividade Geral ¢ investigar a relagao entre o tensor de Riemann

da geometria efetiva e o da geometria de fundo. Este € o conteudo da

afirmacdo (ii): Se as afinidades simétricas das geometrias efetiva e de fundo verificam (2.2),

5]
entao seus tensores de Riemann, B, g, e R ®,p. respectivamente, verificam
X o (¢4 o o o a 24 o
R udy =R uﬁV‘i‘K #V;ﬁ'"K .uﬁ;u‘I'K cfﬁI( f.w"‘K o K uB-
Demonstragao:

Rgr = T T80 + 1% I — T, 17 |
= () K% — {%0), — K00 + ({o%} + K%p) ({70} + K7)
— (% + K%0) ({78} + K% us)
= A%, F e L — L HW s+ K + {0 K — {78} K%
—K%up0 = {e® Y K0 + {0} K% + K K — K%0u K% g

= R %+ K% s — K% + K% K% — K%, K 5.
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Contraindo nos indices «, 3 é imediata a seguinte relagio entre os tensores de Ricci da geometria

efetiva e da geometria de fundo

Ruv =By +E e — Ko+ K00 K%y — K% K . (2.9)

2.2 O formalismo de campo generalizado e sua
equivaléncia dinamica com a Relatividade Geral

O formalismo de teoria de campo para a Relatividade Geral que introduzimos agora consiste

em:

(i) impor & geometria de fundo a condi¢do no tensor de Ricci expressa por

o

o ) A
R py = d‘"_"'—‘i"y'm,; (2.10)

(ii) eleger como varidveis dindmicas para o campo gravitacional os tensores simétricos

B e K©

pr

(iii) implementar as relagbes (2.1) e (2.2) na densidade lagrangeana de Einstein-Hilbert com

constante cosmoldgica
3

C —
L= 167Gy (g Ry — 2A) /=7 ;

(iv) adicionar a £¢ uma lagrangeana £™ de interagio de campos materiais #“4 com o campo
graviational,

L =Lm(g" 5 9", ¢ #,)

para obter a lagrangena total

LY =L94+Lm.
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A forma particular escolhida para a Lagrangeana de matéria L™ pressupde o principio do
acoplamento minimo e pretende contemplar o principio da equivaléncia, na medida em que
qualifica a geometria de fundo como inobservavel e estabelece, por intermédio da geometria
efetiva, o cardter de universalidade da interagao das fontes materiais com o campo gravitacional.
Procedendo desta forma e tendo em conta as expressdes (2.9) e (2.10) obtemos

0
NE2 . : _
(vt + v W+ K = B + (KK)W) - 2Ax/g) ,

63

= 167G,

g

onde

K,=K*, e (KK)u.=K.K*, ~K° K.
Debitando de £9 a parcela que nao depende das varidveis dindmicas e o termo de divergéncia
total

vV = ’YW} (I{a pwiee 'Ku;v) = (V _'FY(FYMVKO[ wy '-Y‘m-[{u)),ﬂ 3

j4 que nao contribuem com as equagdes dindmicas, obtemos no lugar de LT a lagrangeana
¢ 92 A
= - ol v hg.w v “« e < H ’I( U)) -2 _-u)
167er(V "(" (KK + (d_lfm + K e — K + (KK, W

FL™(g 5 g™, 0 87 L), (2.11)

onde /—g e ¢** dependem funcionalmente de 7% e h*" segundo as relagbes (2.3) e (2.4)

respectivamente. As equagbes dinidmicas para o campo gravitacional sdo obtidas pela variagao

funcional da agao

5= [ tdo
com relagio as varidveis dinamicas 2* e K°,, e pela afirmagao do principio da agao estaciondria
§5=0.

Procedemos agora ao célculo das derivadas funcionais da densidade lagrangeana £

recorrendo diretamente 3 expressao (2.11). Tomando a variagdo funcional da acao S5 com
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relagao a variavel h*” e debitando um termo de superficie adequado, obtemos

D
§L EV=v( 2A 1 1 2A

= e — = Ky~ Ko+ (KK )y — —— 3
§haw 'mde(d—1'“”+I i = g Koo = 5 Koy - (KE), Gur

C 2 d—1
167Gy 8L™ (1 1
Sl gB) L g%
+c3 .n’___g— 5gaﬁ (2 6 ,11.6 b2 d_ g gp:t/)) b

onde fizemos uso essencial das expresses (2.6) e (2.7) bem como de

5L SLT 9gP
Shev  §g2f Qhuv

a qual constitui aplicagio direta da regra da cadeia para a derivada lagrangeana (apéndice A).

Impondo as equagoes de Euler-Lagrange

8L

Shav 7

definindo o tensor momento-energia da matéria

2 e
MRV YV

e seu trago com respeito a métrica efetiva

t= gaﬁtaﬁ 3
obtemos

0
2 A ol 1 1 2A _ STTGd 1 _
E_—l’)’uv + K% e — §wa - gKvm + (KK)uw — d_ 1g.w T3 (tﬂ” T d—1 t gi‘”’) )

(2.12)

Tomando agora a variagao funcional da acao S com relagdo a varidvel K,,, e debitando a

divergéncia total
8 (V=7 BHV KLY

ohtemos

6,6 CS,‘ /—’Y ]- po po (,u y) wp up v vo Vo u
5Kﬂw'“16wgd(§( +RPVK W 8 — (4 4 RVKY,, — (77 + RP)EY 4

1
(7 + B K, — B2 4 5 hp(u;p(gv)a) )
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As equacgoes de Euler-Lagrange

s
Ko,
acarretam sucessivamente
(v + b )K", + ¥, = 0 (2.13)
€
h“uu;a + (,},,up + h"uﬁ)KU ap + (7Vp + hV.D)I{u ap ('TLW + hﬂ,u)KO! = 0 ’ (214)

a qual, tendo em vista a expressio (2.8) e as relacoes

= uv = uv 1 = po — w
V=3 9" a = (V=99") 110 — m(v 99" )//a9509"

—_— _ — 'u,l/ p—
gpo-”a - gp,ug //agua 3
implica a condicdo de metricidade
gpcr//a =90 ’
o que é equivalente, em decorréncia do teorema de Levi-Civita, a afirmar que a geometria efetiva
é uma geometria de Riemann. Em particular, o tensor de Ricci da geometria efetiva verifica a

condicao de simetria

R, = Rm,

a qual juntamente com as expressdes (2.9) e (2.10) e a equacdo dindmica (2.12) acarretam

sucessivamente

2N Br Gy I, _
Buv = 774 0m = G~ (tuv ~T-1t gm,) ; (2.15)
R_(d+1\ _ _ 8Gs |
2 d—1 A{d—1)

87TG,1

1
e Ru—30.,(R-20) =", (2.16)
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as quais sdo as equagdes de Einstein com constante cosmolégica e fontes materiais. Deste
modo o cendrio geométrico da teoria da relatividade geral é integralmente recuperado, o que
confirma a equivaléncia dindmica entre o formalismo de teoria de campo adotado e o formalismo
geométrico usual. Todavia, com o objetivo de preparar terreno para a oportuna introducao do
tensor momento-energia gravitacional é necessario desenvolver um pouco mais as equagoes

dindmicas apresentadas. Neste sentido, vamos considerar a versao covariante da expressao

(2.14) de acordo com
[apv] = e + Kuve + Kupa + B2 Kuap + hEK o — (Yo + hun) Ko = 0,
e em segulda efetuar a soma ciclica
fapv] — [vop] el =0,
de tal modo a obter

- ('}’,u,v + h,uu)Ka + (7»& + huoc)f{,u + ('-ch,u + hcxu)I{u — QKauu +

h.uvscx - hucx;u - hor.u;u

+hi K el + RS Kipale — MoKy, =10 .
Tomando a divergéncia nesta expressao resulta

Popne™ — Y P = Y K+ K + Ko — 2K, + (ha(.uKU) + hfLK[W]p +

1
[TALs] o G [+ 3741

th[.ua]p - hcpxﬁr(w)p — hu K, )" =0, ‘ (2.17)

Multiplicando (2.12) por 4** e contraindo nos indices p, v e tomando a divergéncia em (2.13)

obtemnos respectivamente

driye _ o 2A std( )
- v [+ . 4 _____—0( _— " o _—t
Q(d_l)A—l_’Y 'K it 'KOt +(KK) o d_lga tC( d'“"]. got

e el G + (R K+ W)m 4 hﬂp;pm =0,

LT
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as quais conjuntamente acarretam

. d+1\ o . 2A
Ir He S 2( ) (PO fag,oz_ O’p.' Yo o m e
Ca T ) A = Koo ) = K7 + (KE) o = 57"
817y 1
— ¥ - —— g . .
e (2.18)

A expressio (2.17) com o auxilio das expressoes (2.12) e (2.18) fornece

1 @ o o o e 1 ’ a o
5(’1#»;0’ o ha,u;u, - how;,u, + 'Y.U-Uh JC,;p;cr) + (‘R K ).lW - 5 FYMV(I‘ f{) o Qa;w’

¢ A _ o 87(Gd 1 _ 1 o 1 o
—A Yur — d_—_l (29;“/ — Yud a) = T (tf-w — d———i tg,u.y - 57#” (t o E—:— tg a)) )

(2.19)
onde
QQC(MU - hZI{[QU]p + hf.K[a‘u,]p + h[py‘[{(#”)ﬂ - ha{,uKu) + huyKQ’ - ’Yuyhpaf{apa . (2.20)

A expressio (2.19) guarda com respeito ao formalismo de teoria de campo relagao andloga
aquela existente entre a equacio dinamica (2.16) ¢ o formalismo geométrico usual da relatividade
geral. Vale notar que a presenca no lado esquerdo de (2.19) dos termos nao lineares nos campos
h# e K, pode ser interpretada fisicamente como o fenémeno da auto-interagao, no qual o
campo gravitacional atua como fonte de si mesmo. Neste sentido, o principio da equivaléncia
sugere que aqueles termos constituam a parcela da energia gravitacional correspondente a

,
proépria gravitagdo. E nossa tarefa em seguida confirmar essa expectativa bem como definir

e obter uma expressio adequada para o tensor momento-energia gravitacional.



Capitulo 3

O Tensor Momento-Energia

Gravitacional

O formalismo de teoria de campo para a Relatividade Geral recém apresentado contém
como ingrediente central uma geometria de Riemann fixada a priori e caracterizada pelo tensor
métrico v*¥, o qual ocupa o status dindmico de objeto absoluto. Assim, podemos considerar a

densidade Lagrangeana deste formalismo, £, e definir o tensor momento-energia gravitacional:

2 6L
V= by

Io—'p.y: (31)

Os resultados alcancados no tltimo capitulo justificardo, a posteriori, a denominagado aqui
0 » TN .
adotada para o tensor T',,. Por ora, € bastante ter presente que o mesmo, em consequencia do

teorema do capitulo 1 e em relagio & geometria de fundo, possui divergéncia covariante “on

shell” nula, isto é:
T ¥ = 0. (3.2)

Como preparacio para o calculo do tenmsor momento-energia gravitacional € necessario
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considerar a seguinte variagao funcional em respeito a v*:

VAR 8 (K oy — Ko )
= VT (6] e = 8§ B - 85 e+ 680 K )
1 o | R
= /=7 h” ( 5 Y0V o K po — 5’?’ (6’)’u/\;p + 0Youn — 67)'.0:V)I{/\a0_

1 s - 1 oy
'"57 (6711/\;0 + 570?};)' - 6’%\0;“)}‘)‘.00! + 57 (671—’0319 + &TP'—’;C’ - &TUPW)K"‘)

1 15 log [=4 v oo 15 a o o 3 BN VA g oV o L7

5\/—7(7“ ho? K% ,p — ¥V h*° K*,, il  SOVIEE ) Tl IR ed Ty (G
MRSy 4 YER K o + R K, + AT K — R E) 6%

= —V-7Q" 0

= =7 Q™ v — (VY Qo)

onde utilizamos as expressdes (B.6) e (B.7) do apéndice B e a definicdo contida em (2.20).

Debitando a divergéncia total e observando que
QCE.UW;Q 67;;:/ + Qa,uu;a 67’W = 0:

obtemos finalmente

&
dyHv

he

(KAW;/\ - I{p;a) = _Qaﬁw;a-

As expressdes (2.6}, (2.7), (2.9), (2.10) e (2.15) do capitulo anterior, juntamente com a expressao
acima e a regra da cadeia para a derivada lagrangeana (apéndice A), permitem computar a

derivada lagrangeana da densidade £ expressa em (2.11) com respeito ao tensor métrico do
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espago-tempo de fundo:

1 6L & 1 2A 871G, 1
i = (- e B 7 )
S Sy IGde( g (( e+ A g0+~ \led = g7 1

o 2A 2A d+ 15
KK),, — v = Qo™ — (7, - =V,
+({‘)#V d'—]_ ,u- Q# dﬁl(guu 2 ‘\/r_—FYfYLL ))

1 1 V=0 s by o Lela o8) ) =
Qto:,ﬁ (d 1ﬁg Yoo — d— lg [ + —-6 Jm(_",‘; V) =
= KK),
16’JTGd (( ")f“y(I{K) Qa,uu d h
v g o 2A 7 STy
—*’mu(ﬂmg ’3)( 7+ ( - tgaﬁ))
04 d—
2A d+1 -3 )) 1 \/‘ 1 B 1
V)= — 1q,, — =t
1(#1/ 77# ( )\/—— + ( fl) gﬁw 2;‘
e 1 R
= KK),, — Y o ,
167Gy (( K PG (KK)G — Qo — Ih“
L (QA(dJrl) V=g  87Gi\/—7 (t d+1t) 24,
2NTd-1 T E V= d-1 a—17°
SWGJ(Q 1 2A d+1./-F
C3 [+ d _ 1 g&)) d . 1 (g,uu 2 ,—»:Y’YLW))
! __V—gt _ _l,(t _.1 +a )
2d—1)y=y TR\ T a1 I
& 1 N L 2 A A B .
= or (KK = 5 KBS = Qo™ = b — 5 (29, — 132

_l(t -—Lt_)—l-l (t“ Lt )
g \lw g =1 Pw) T \le T g7 HHa

Logo, tendo em vista a defini¢io contida em (3.1), o tensor momento-energia gravitacional é

dado pela expressao

0 & 1 o o 2 ZOX A _ e
R ( — (KK Yy -+ 570 (KK + Quia™ + 77+ 57 (200~ W0 2) )
1 1 1
e R A R e ) (33

a qual, juntamente com (2.19) do capitulo anterior, permite escrever

167G . o o - 4 A
—LETW = huu;a’ - hof.u;u’ - hcw;.u’ =+ 'Yﬁwh p;p;a + ’—h.tw ’ (3-4)

3
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onde redefinimos o tensor momento-energia gravitacional de acordo com a relagio

<

Ac

&, (3.5)

Ty =T +

O cardter Riemanniano da geometria de fundo e as espressdes (3.2) e {3.5) acarretam

conjuntamente a condigao de divergéncia covariante “on shell” nula para o temsor T, isto

T, = 0. (3.6)

Todavia, é instrutivo reobter esta condigio dindmica diretamente a partir de {3.4). Este é o

conteldo da

afirmacao(i): Se o tensor de Ricci da geometria de Riemann caracterizada pelo tensor métrico

v verifica a condigio (2.10) e h,, é um tensor simétrico, entao

<

. o : U 4 A i
(Buvie™ = o™ = how™ + Y BP0 + mhuv)’ =0. (3.7)

Demonstragao:

(h.uV;a;a = hop’™ = R+ 7ﬂvhgp;p:v);y
— hﬁw;a;a;v - ha,u;v;aw - howm;o:;v _|_ hop;p;g;” — h#‘v_’a;[“;u] + hﬂp;p;[g;ﬂ] + hdp;[pm];a

0 U oro 0 aguvo UO’ =3 0 o [+4 g 4l o
= R,u Tve ho‘u;u+ R h,u.c';cx’l' Ra huv;o‘l“ R Cepc h p;p -+ (R ctpp h p_|_ R cpp h );o’

0 [+4 0 a4 9 24 Q a o o o o 0 ooy
= Ry 7 hov;a+ R h,u,[o;a]ﬁ Rap h p;p_{_ R Cup;o h**+ R auph’ JD;o‘ - (chu h );o

g a 9 0 0 o g a o o oo

- (RFGP U+ Rgcx,up)h’apw-l_ R Uahﬂ[ﬂ;cf]— R“# hap;p - (R cxc',u;p_{_ R orpc;.u)h P (Rﬂlﬂ h );U

4] 4] 0 4]
= Rg,uap hap;o‘*’ R h.u[c;rx]‘l“ Rapu R — 2(Ra.u hap);p

4]
4A .

f— “_—h;.w! ,

d—1
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onde foram utilizadas todas as simetrias do tensor de Riemann, as identidades de Bianchi e a

condigéo no tensor de Ricai.

A divergéncia covariante identicamente nula expressa em (3.7) confere & (3.4), em relagdo ao
formalismo de teoria de campo, um carater dinamico analogo aquele existente entre as equagoes
de Einstein (2.16) e o formalismo geométrico usual da Relatividade Geral, no qual a condigao

dinamica no tensor momento-energia da matéria
tw!” =0
é decorréncia da identidade no tensor de Einstein
1 /1w
(R#V — _Q"Q'LWR) = 1.

Com o propésito de atribuir significado fisico para a redefini¢io do tensor momento-energia

gravitacional contida em (3.5), e portanto eliminar a aparente arbitrariedade desta, vamos

considerar a

afirmacao (ii): Sao equivalentes as seguintes afirmagoes a respeito do espago de solugées do
problema variacional caracterizado pela densidade Lagrangeana definida em (2.11) do

capitulo anterior:

0
(a) Os campos de matéria ¢* admitem um estado ¢ tal que
0
(h* =0, K%, =0, ¢* =¢*) (3.8)

é solucao das equagbes de Euler-Lagrange.

(b) Os campos de matéria ¢# admitem um estado $* tal que

oL™

GaE e =, ¢ =¢4) =0
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(A= A) &3

87TG,1 Y-

0

tuu(gaﬁ = 'Yaﬁ ) ¢A :¢A) =

(c) A geometria de Riemann caracterizada pelo tensor métrico ¥* e pela condigao (2.10)

do capitulo anterior é solugao das equagdes de Einstein com constante cosmoldgica e fontes
materiais expressa em (2.16) do capitulo anterior.

0
O estado ¢* dos campos de matéria considerado acima pode ser interpretado como o estado

de vacuo da teoria.

Demonstracio: Basta ter em conta as equagdes dindmicas (2.12) e (2.14), as versdes
geométricas (2.15) e (2.16), e a relagdo (2.1), todas do capitulo anterior.

Apesar de nio ser essencial, é razodvel e proveitoso presumir a validade de qualquer uma
das condicdes da afirmagio anterior, na medida em que

(12) concede realizagao fisica a configuragao de campo

(22) torna oportuna e transparente a redefini¢io do tensor momento-energia gravitacional

contida em (3.5), uma vez que, em decorréncia de (3.4), a condigao
T (77 =0)=0

adquire carater dindmico e realizagéo fisica;

(32) faz da solugéo expressa em (3.8) uma referéncia fisicamente natural e matematicamente
adequada para a computacao de solugdes aproximadas das equagdes de campo.

Como o tensor momento-energia 7', é um verdadeiro tensor, é natural que ele ndo possua
as ambiguidades presentes nas defini¢des usuais dos pseudo-tensores em RG. No entanto, a RG

no contexto da teoria de campo apresenta uma invariancia sob verdadeiras transformagées de
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calibre, provenientes da invaridncia da RG sob a agio do grupo de mapeamento da variedade.
O tensor T,,,, definido acima, ndo é uma quantidade invariante de calibre, como veremos agora.

A invaridncia por transformactes de coordenadas da RG corresponde a invaridncia sob
transformacdes de calibre em A*” e K, na teoria de campo. Considere a transformagao

infinitesimal de coordenadas o' = z® + £%(z), a qual muda a forma funcional de

como

7 (z) = 3 (2) + £ (@), (3.9)

onde a derivada de Lie £§1]§”” é dada por

£Mg(g) = —ghred + 7y + Es — 18 (3.10)

No caso de uma transformacao finita, a variagao em §* é dada por

1

e (3.11)

9" (@) = (=) +
k

=1

onde £gk) é a derivada de Lie de ordem % definida como

£ = gL (3.12)
Substituindo em (3.11) a definigao

T

onde

A =y

= R
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obtemos

I, y k v v

7" (@) = 3 (2) + B (a Zk,aﬂ” 7 R). (3.13)
A densidade métrica transformada pode ser decomposta em duas maneiras distintas:

§" () = ¥*(z) + 1™ (z) (3.14)

§* (2) = 7 (2) + k™ (@), (3.15)

onde, por comparacao com (3.13), obtem-se

1y T uv — 1 oy 7 uv
B () = B () + 3 £ G 1 ), (3.16)
k=1 """
- . o -
P (z) = B (z) + Y Fﬁgk)h“”, (3.17)
. k=1 """
(&
kAL ~ QL — 1 o p
F(z) = 3 () + 22 §£§k"r“' - (3.18)
k=1 """

Analogamente, a transformagio de calibre correspondente & Eq. (3.16) para o campo K, (z) é

= 1

K" (z) = K2 () + Z k,,ﬁg"’ (g, + K2), (3.19)

enquanto que para o caso correspondente a transformagao (3.17) se escreve

N
K (z) = K8, { +§;k,£ 'K, (3.20)
=1

As equacdes (3.17), (3.18) e (3.20) representam as transformagdes usuais nos campos tensoriais,

resultado do mapeamento geral da variedade na qual eles estdo definidos. Assim, todos os
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tensores na variedade, em particular o tensor momento-energia definido acima, se transformarao

do modo usual:

1

E.}:g”wv(sg) (3.21)

T (2) = T*(z) +
k

=1

A situacio é completamente diferente para o caso das equagdes (3.16) e (3.19). Aquelas
transformacbes atuam somente nos campos h* e K  , deixando a métrica de fundo, v*(z),
invariante. Neste sentido, pode-se interpreta-las como verdadeiras transformagdes de calibre.
E possivel mostrar que, sob as transformacdes (3.16) e (3.19), as equagdes dindmicas para o
campo gravitacional se transformam em combinacdes lineares delas préprias, supondo que o
espago de fundo verifique IOZW =24 vuw /(d~1). O novo campo A" (z) é também uma solugio
das equagdes de campo, e ele corresponde ao mesmo campo fisico que iz‘“’(m). Nesse caso, os
tensores nao se transformam do modo usual {3.21), mas contém termos nao-homogéneos, o
que possibilita seus cancelamentos. Nesse caso, o tensor momento-energia, por exemplo, se

transforma de acordo com:

3

- 1 1 -
Tl ) = Tl 10+ g5 {208, [ i 52 e )
T k=1 v

167Gy
14 o~ L ok e | Gen
E h* .
+7&u7ﬁv(d — 1) = k‘1££ (7 + ) 3 (3 22)

onde Gﬁu é o operador que, ao atuar em A*7, resulta na expressao

2 T 1 o o o 7 o
Gﬁ‘u(h” ) = 2 (7#“"11 Tty hy, — 85 A =8 hﬁ);a;ﬁ '

Portanto, é sempre possivel achar transformacdes de calibre (3.16) e (3.19) que anulem o tensor
momento-energia previamente definido. Isto é o analogo no contexto da teoria de campo ao que

ocorre com os pseudo-tensores em RG. Note que o novo tensor momento-energia na eq. (3.22)

é também covariantemente conservado devido as propriedades de Gf,.



Capitulo 4

Correntes Gravitacionais, a Integral

Exterior e o Método Computacional

Campos de Killing sdo geradores de isometrias infinitesimais, as quais quando integradas
constituem um fluxo a um parametro de isometrias finitas. Do ponto de vista geométrico, e em
acordo com o formalismo de teoria de campo que apresentamos, este fluxo pode ser entendido
como um movimento de simetria da métrica de fundo. Seria de se esperar que tal cenario desse
origem a quantidades conservadas e é nossa tarefa nesta segdo confirmar esta expectativa.

Nesta direcéo, definimos a corrente gravitacional J# associada ao campo de Killing £ via a
relagdo
JH=THE,
onde T** é o tensor momento-energia gravitacional definido pelas expressées (3.1) e (3.5) do

capitulo anterior. Utilizando a relagdo dindmica contida em (3.4) podemos escrever

0
4 A
d--1

167Gy

o3

JE = (h’uy;a;a - hamv;a - hm};‘u;a + 7Whaﬁ;ﬂ;cx + hw}) 6v ) (4-1)

de tal modo que as relagdes (B.9) do apéndice B e (3.7) do capitulo anterior acarretam
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conjuntamente a condicdo de divergéncia covariante “on shell” nula para a corrente

gravitacional, isto é:
Ju, =0. (4.2)
Definindo a d-forma exterior J pela expressao

J =/ =73J¢Z, , (4.3)

a sua derivada exterior é a (d + 1)-forma

dJ = (V=J") %,
o que juntamente com (4.2) e a identidade
(V=) =V,
implica a relagdo dinamica
dJ =0, (4.4)

isto é, J é uma d-forma exterior fechada “on shell”. Como conseqiéncia do lema de Poincaré
podemos assegurar a existéncia local de uma (d — 1)-forma §2 cuja derivada exterior cumpre a
condicdo dQY = J, isto é, J é localmente exata. De fato, podemos mostrar que esta condigao
se cumpre globalmente, o que significa afirmar que a d-forma exterior J é globalmente exata.
Este é, em esséncia, o conteido daquele que consideramos o resultado matemdtico central deste

trabalho, o qual pode ser apreciado no

teorema da integral exterior: Se a d-forma exterior J é definida pelas expressées (4.1) e
(4.3) e &, é uma forma de Killing com respeito & geometria de fundo, entdo a (d — 1)-forma

exterior

Q= /T, (4.5)
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definida pelo tensor anti-simétrico

3

et _ BQ;Gd (hvﬁu;alfy gl enl 4 h"[#fﬂ];u) 1 (4.6)
verifica a condi¢ao dinamica
a0 =7, (4.7)
ou equivalentemente
2007, = J* . (4.8)

Demonstracio: tomando a divergéncia covariante nos dois lados de (4.6) podemos escrever

pyo
hrvie

327Gy _ (

Q#Ct;a - hay;.u;a) 51/ + (hl‘“’;o‘ - hav;#) fi’;ﬁ + hua‘,u;af# + hya;yé‘r’-";a - huﬂ;u;afa

o3

_hl/#;yga Y + h.lW;aé'Ol v + h.‘“’é‘a e haf/;aé'# v hal/‘f# o

— (h#v;a. o hau;#;a _ ha.u;v;a 1 ,Yﬂuh,@a;’@;a) £+ hap;[y;a]‘fy + h,uv{scx = v gH e

0 Q
— (h,uz/;a;a _ hcw;,u;Qf _ ho(,u;v;a _{_,Ym/hﬁfﬁ;’@;a) &/ + (chaayho',u, + R,uaw/hom) é-u _
0 0
Ah#VRar/aaéa + haVR'uvcraga

_ ) _ 2 0 0 0
= (h,u.u,a;a _ hau,p:;a — hoz,u,,l/;a + FYLWh C;’@;Q,) é-y + gRouhg#fU + (R'ua'ow + R'uoya) hga‘fy

_ IGWGdJ*‘ ,

o3

onde foram utilizadas as expressées (B.9), (B.10) e (B.11) do apéndice B para a forma de
Killing, a expressio “on shell” para a corrente gravitacional contida em (4.1) e a expressao

(2.10) para o tensor de Ricci da geometria de fundo. Para confirmar a condigdo na derivada
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exterior expressa em (4.7) basta ter em conta a defini¢do contida em (4.5) e escrever

A0 = d(/=7 T,.)
= (V=7 ), daf A S
= (V=7 2", p[aE#]
= (V=7 )Xy
= 2(v"7 )5,
— 2=y %,
= V=7 J'L,

= J,
onde utilizamos essencialmente a definicao de derivada exterior, a identidade
d.']?p /\ E;J.a — 6;9 [O(Eil] ’

a definicao da d-forma exterior J contida em (4.3), a condicio dindmica expressa em (4.8) e a

identidade

(V=7 ) =7,

a qual é vélida tendo em vista a anti-simetria do tensor {}#<.

A disponibilidade da (d — 1)-forma exterior {} verificando a condigao dindmica expressa em
(4.7), o uso apropriado do teorema de Stokes e a ocorréncia de propriedades de regularidade
global e de condigdes assintéticas adequadas permitem conjuntamente realizar as expectativas
delineadas no inicio desta secio, a saber, a obtencao de quantidades conservadas com conteido

fisico. A argumentaco a seguir produz um método computacional cujos resultados suportam

esta afirmacao.
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Sejam M um volume (d + 1)-dimensional compacto e M sua fronteira de classe C'
constituida de trés hiperficies conexas d-dimensionais, B; e By do tipo espago, e D do tipo

tempo. Podemos guardar estas informagoes escrevendo
oM =B, UB,UD. (4.9)

Apesar de nao ser essencial, mas motivados pelo fato de estudarmos oportunamente espagos

assintoticamente AdS em dimensao “3 4+ 17. os quais tém no setor espacial uma subvariedade
; P

bidimensional com a topologia da esfera 52, é conveniente ter presente o sistema de coordenadas

esféricas (2,7, 6, ¢). Deste modo o volume quadridimensional M e suas fronteiras tridimensionais

s

B1, By e D poderiam ser caracterizadas tipicamente por
M = {(#,n8,8); t; <t<ily,0<r<r,0<0<7, 0<¢< 20},
B1,2 = {('LL,T’,H,(;&); t:t1,27 USTST07 OSGSWa qusgzﬂ-} y

D = {(t,r8,8); hH<i<ty, r=719,0<0<7,0<6< 2} .

Apelando para a intuigio geoméirica em trés dimensdes tais variedades podem ser descritas

pelas “igualdades”

M = esfera sdlida de raio ry “durante” o intervalo de tempo [¢1, 2],
By 3 = esfera sdlida de raio ro no instante ¢,
D = superficie esférica de raio ry “durante” o intervalo de tempo [t1,12).
O teorema de Stokes e a expressio (4.4) permitem escrever

]anszdJ:U, (4.10)

o que juntamente com (4.9) acarreta

La-] J+/DJ:O, (4.11)
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onde orientamos M através da normal exterior. A 3% parcela em (4.11) contabiliza o fluxo
da corrente gravitacional através da superficie esférica de raio rq durante o intervalo de tempo
{t1,t2]. Importa salientar que a regularidade do potencial gravitacional em suas derivadas até
3¢ ordem, no volume quadridimensional M, é condi¢do necessaria para a implementacao do
teorema de Stokes contida em (4.10). Supondo que o potencial gravitacional e o campo de
Killing se comportem assintoticamente ao longo da coordenada radial r de tal modo que o

termo de radiagao cumpra a condigao

lim J=0, (4.12)

101020 D)

podemos tomar limites (ry — oc0) nos dois lados de {4.11) e concluir que

f J=1{ 7.
t—tp t=t,

Dito de outro modo, a integral da corrente gravitacional J ao longo de uma secdo espacial

global associa a cada campo de Killing £ uma quantidade conservada ¢} dada por

Q= (), (4.13)

t=ty

onde #p € um instante de tempo arbitrario. Se o campo de Killing é do tipo tempo ou associado
a alguma simetria rotacional as respectivas quantidades conservadas sio a energia total e o
momento angular total. E necessirio enfatizar que a condigdo assintética contida em (4.12)
é essencial para a obtengdo da quantidade conservada expreséa em (4.13). Além disso, essa
condigio caracteriza os sistemas nao radiantes e se verifica nos exemplos computados logo em
seguida.

Podemos reescrever (4.13) através da integral impropna de Riemann

o=Jim [ 7, (4.14)

=00 B(
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onde B(r) é a esfera sélida de ralo r no instante arbitrério ¢ = #,. Utilizando uma vez mais o
teorema de Stokes e tendo em vista a relacio dinamica entre as formas exteriores J e { expressa

em (4.7), podemos escrever a igualdade

/ Ji={ a, (4.15)
8" Jstm

a qual contabiliza a parcela da quantidade conservada ¢} contida no interior da superficie esférica
de raio r no instante arbitrério t = ty, aqui denotada por S(r). A observagdo conjunta de (4.14)

e (4.15) implica a expressdo limite

Q=1m | Q. (4.16)

=0 Js(r)
Trocando a ordem das operagdes de passagem ao limite e de integracido e tendo em conta a

definigio contida em (4.5), (4.16) pode ser reescrita como a expressao assintotica

27 w
Q= 2] / V=T QF(t = to, 7 = 00,0, $)d0dg | (4.17)
0 o}

Em linguagem geométrica esta expressao afirma que a quantidade conservada ¢ pode ser
calculada pela integragio da forma exterior {1 na superficie esférica no infinito. E necessario
enfatizar uma vez mais que estamos supondo tacitamente que o potencial gravitacional e o
campo de Killing se comportam assintoticamente ao longo da coordenada radial r, de tal
modo a conferir um valor finito e bem definido aos limites contidos em (4.16) e em (4.17).
Somente neste caso adquire contetido geométrico e fisico a denominagéo de superficie esférica
no iﬁﬁnito. Verificada esta condigdo, o cédculo da quantidade conservada ) pode ser efetuado
indistintamente via as expressoes (4.16) ou (4.17), e requer tdo somente o conhecimento do
comportamento assintético do campo gravitacional e da forma de Killing, nao importando de
modo algum seus comportamentos locals em regides limitadas do espago-tempo.

Fste fato abre a possibilidade de calcularmos quantidades conservadas para imimeros

exemplos de campos gravitacionais gerados por sistemas compactos, mesmo nao conhecendo
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com detalhe seu comportamento local, desde que se saiba com exatidao seu comportamento
assintotico. Um outra consequeéncia do fato de podermos escrever estas quantidades conservadas
como integrais de superficie no infinito é que elas serdo invariantes por quaisquer transformacoes
de calibre que preservem a estrutura assintética dos campos, ou seja, que se reduzam a
identidade no infinito. Acreditamos que estas constatacbes guardam um duplo sentido: a
um tempo corroboram os principios do acoplamento minimo e da equivaléncia na medida
em que desautorizam a geometria de fundo qualquer significado fisico local. Por outro lado,
sugerem que a condigao assintdtica encerra algum conteido fisico ndo-local para a geometria de
fundo e, consequentemente, para o campo gravitacional. Os exemplos a seguir justificam esta

interpretacgao e clarificam a necessidade de uma escolha criteriosa para a geometria de fundo.



Capitulo 5

Quantidades Conservadas em Espacos

Assintoticamente Anti-de-Sitter

(Com o objetivo de organizar e facilitar a exposicdo vamos apresentar as seguintes geometrias
de Riemann em dimensio “3+1” através de seus respectivos elementos de linha, expressos em

coordenadas esféricas (f,r,0,¢) por:

Anti-de-Sitter (AdS)

r? dr*
ds? = — [1 4+ o | *dt* + o -+ r2{d? + sen?0d$?) , (5.1)
2 14 &
R2
Schwarzschild-Anti-de-Sitter (SchAdS)
r? 2Gsm\ 5, . dr?
ds? = — (1 + " e, ) ctdi* - T ;_22 - 2(32:1 + rz(dﬁz —I—.senzﬂdgbz) , (52)
Reissner-Nordstréom-Anti-de-Sitter (RNAdS)
r? 2Gam q2 dr? 2/ 102
. (1+§5 2 L) ear T T +r2(d6? 1 sen?0dd?) ,(5.3)

0
onde o parametro R tem a dimensio de comprimento e representa o raio de curvatura da
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geometria AdS, a qual verifica a condigio no tensor de Ricci expressa em (2.10) com

0 3
A= -5, (5.4)

R?
e portanto, em decorréncia do formalismo desenvolvido, pode ser utilizada como geometria
de fundo. A geometria SchAdS é solugao das equagbes de Einstein “no vazio” e a geometria
RNAdS é solucao das equacdes de Einstein-Maxwell, ambas com a presenga de uma constante

cosmoldgica

3

(5.5)

0 0
Consideraremos, neste momento, B = R (A= A), de tal forma que as métricas efetivas

(SchAdS e RNAJS) tendam assintoticamente, ao longo da coordenada radial r, & métrica de

fundo (AdS). Qualquer uma destas geometrias admite o campo de Killing tipo tempo

‘f = _'a ’
0 que sugere a existéncia de uma quantidade conservada com carater de energia. De fato, a
escolha de RNAdS e AdS como geometrias efetiva e de fundo respectivamente, o uso da relagéo

(2.1} para a determinagéo do potencial gravitacional A*’, da expressdo (4.6) para o cdlculo

do tensor anti-simétrico £** e o suporte computacional do software Riemann permitiram

conjuntamente obter o valor

QRNAAS/AdS _ SchAdS/AdS _ 02 (5.6)

para a integral assintética expressa em (4.17). Tomando o limite R = oo (A = 0) em (5.1}, (5.2),
(5.3), (5.5) e (5.6) obtemos respectivamente as geometrias de Minkowski (M), Schwarzschild

(Sch), Reissner-Nordstrdm (RN}, uma constante cosmolégica A = 0 e o valor

ORN/M _ oSch/M _ 2

mc
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para a integral assintética expressa em (4.17). Com a finalidade de completar o quadro
computacional, informamos que a utilizacao do campo de Killing ¢ = 3%‘ gerou uma quantidade
conservada identicamente nula em todos 0s casos j4 mencionados.

Com o propésito de evidenciar a sensibilidade do método com relagéo & questao da existéncia
ou nio de condicbes assintéticas adequadas vamos considerar SchAdS (ou AdS) e M como
geometrias efetiva e de fundo respectivamente. Este é um caso onde R:(] (IO% = o0} e

A # 0 (R < o). Estas escolhas ndo parecem promissoras na medida em que, devido a parcela
r2/R*

pode-se afirmar que as geometrias AdS e M ndo se “acomodam assintoticamente” ao longo
da coordenada radial . De fato, o uso da relagio (2.1) para a determinagédo do potencial
gravitacional A*", do campo de Killing tipo tempo j4 mencionado, da expressio (4.6) para
o calculo do tensor anti-simétrico 2*® e o suporte computacional do software Riemann

permitiram conjuntamente obter as divergéncias

T—00

QMM _ iy [ AdS/M _ o
S(r)

T—00

para a expressio limite em (4.16). A tentativa de debitar a energia de AdS/M da energia
de SchAdS/M com a finalidade de extrair uma energia renormalizada do tipo SchAdS/AdS

tampouco € satisfatéria, uma vez que

lim
T S(?")

?

(QSchAdS /M _ QAdS/M) _ %mcg

em desarcodo com (5.6). Note que o resultado da expressao acima independe de A e portanto

seu limite para A = 0, que deveria corresponder a QSCh/ M, continua sendo 1 mc?, em desacordo
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com o resultado obtido anteriormente: QSCh/ M _ e Isto evidencia a inconsisténcia de se
usar uma métrica de fundo que nio corresponda ao limite assintStico da métrica efetiva. Deste
modo, podemos concluir que a escolha da geometria de fundo ndo é de modo algum arbitrina,
mas ditada essencialmente pela estrutura assintdtica da geometria efetiva.

Os resultados obtidos até o momento autorizam a denominagéo de energia gravitacional &
quantidade conservada obtida e confirmam provisoriamente a oportunidade e propriedade nas
defini¢oes do tensor momento-energia gravitacional e da corrente gravitacional.

Vamos considerar agora o exemplo Kerr-Anti-de-Sitter (KAdS) e Anti-de-Sitter (AdS)
como geometrias efetiva e de fundo respectivamente. O uso da relagao (2.1) e a discriminacdo
dos termos de menor grau na varidvel 1/r (inverso da coordenada radial) conferem as

seguintes expressoes assintdticas, em coordenadas esféricas, para as componentes do potencial
gravitacional:

4 2 .
htt = ——3—2GCJ:;R [1- %511129]_5/2

20GymR? 2 . 241-5/2
pio = RGmRT[]  fogin?g)] =S

hot = —»—-3-*2(:‘2:2“2[1 - 1%2%3211129]"5/2

2 . -
AT = ——Jm2fzrm[1—%81n29] 3/2

2 2 ., .
pré = 2Gametry @ gin?9]-5/25in 6 cos b
c2rt R

4 2 ., _ .
pf0 = _2Ggmally 2 in?0]~7/%5in%0cos?0 |

- c2r7

onde @ é um pardmetro com dimensdo de comprimento, de tal modo que ac pode ser tomado

como uma medida de momento angular por unidade de massa. Para o cédlculo da energia
gravitacional E basta observar o campo de Killing tipo tempo

d
~f:*ﬁ5£
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no procedimento computacional descrito anteriormente, o qual permite obter o valor

mcz

E=—e—
(1 -a?/R?)?
para a quantidade conservada expressa pela integral assintética em (4.17). De modo andlogo,

observando o campo de Killing

7,

‘S:%:

gerador da simetria axial, é possivel realizar o valor

mac

LT ey
para o momento angular gravitacional. Em particular, fixando a condig¢do a = 0, reobtemos os
valores corretos das quantidades conservadas correspondentes no caso SchAdS/AdS.

5 oportuno observar que o limite plano R = oo nestas expressdes produz, em relagdo
a0 cenario caracterizado por Kerr e Minkowski como geometrias efetiva e de fundo
respectivamente, os valores esperados para a energia e o momento angular gravitacionais.

Com o propésito de apreciar a irrelevancia dimensional no método desenvolvido,
apresentamos a geometria de Schwarzschild-Anti-de-Sitter em dimensido “4 + 17 através

de seu elemento de linha, expresso em coordenadas esféricas (¢,7,&,8,¢) por

r? 2 dr?

ds? = —(1 + T :—g)czdtz + — + r?(dé* + sen®¢(dO” + sen®0dg?)) ,

¢ _ T
1+R‘2 P2

e informamos que a mesma é solucio das equagdes de Einstein “no vazio”, com constante

cosmolégica
6
A=

A condicdo rg = 0 no clemento de linha acima define a geometria de Anti-de-Sitter em

dimensio “4 +1”. Tomando-a como geometria de fundo e o seu campo de Killing

3
t=—5
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como gerador da simetria temporal, e procedendo computacionalmente da forma usual, obtemos

o valor

Jrrict

E =
8Gl4

para a energia gravitacional.
E importante observar que, em dimensao “4 + 17, @ é uma 3-forma exterior, e portanto,
a quantidade conservada E agora se escreve, em coordenadas esféricas (t,r, &, 6, ¢}, como uma

mtegral assintética na tri-esfera no infinito:

EZQ/O%/OW/J V= T (t=to, r=cc, £0,8)diddds .

O 1ltimo exemplo que consideramos é denominado limite do horizonte préximo da
membrana D3 ; a geometria efetiva em dimensao “4 4+ 17 se escreve

2 4 2

dsz—__(l——)c2dt2+z(1+ﬁi) 7 (d:z: + dy? —l—d:r) ,

12 4
e a geometria de fundo € definida pela condigao ro = 0.
Tomando o campo de Killing
5 = ‘#a b
gerador da simetria temporal, e procedendo computacionalmente da maneira usual, obtemos

para a energia gravitacional a expressao

b= 161rG’4R5 / / / dadydz

a qual permite definir uma energia por unidade de volume para a membrana.

Todos os resultados obtidos nesta secdo concordam com os valores encontrados através de

outros métodos [12, 13, 14, 15, 16, 17].



Conclusao

Neste trabalho, o formalismo de teoria de campo é generalizado [9]: o termo com constante
cosmolégica ¢ introduzido na densidade lagrangeana, a condigdo Ricci plana para a geometria de
fundo é relaxada para a condigio mais geral caracteristica dos espagos de Einstein, e a dimenséo
do espaco-tempo é tornada arbitraria. A equivaléncia dinamica com o cendrio geométrico da
Relatividade Geral é estabelecida através da adequada identificagdo da geometria efetiva, a
qual resulta ser solucio das equagdes de Einstein com constante cosmolégica e fontes materiais.
A expressio para o tensor momento-energia gravitacional é obtida e a existéncia de campos de
Killing com respeito a geometria de fundo permite definir as correntes gravitacionais. Estas
resultam possuir divergéncia covariante “on shell” nula, o que é equivalente, na lingnagem das

formas diferenciais, a afirmar que a corrente gravitacional J é uma d-forma exterior fechada

“on shell”, isto é:

(dJ)“ }-7’ —_— 0 [

on shel
onde d é a dimensio do setor espacial. E neste ponto que acreditamos estar presente a
contribuicdo matematica deste trabalho, a saber: a obtencio de uma integral exterior “on

shell”, €, para a corrente gravitacional J, isto é:

(dﬂ)“ }-” = J .

on shel
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A disponibilidade da (d — 1)-forma exterior §2 verificando a condi¢do acima, juntamente
com o teorema de Stokes, permitiu desenvolver um método computacional eficiente para o
calculo de quantidades conservadas em espagos assintoticamente anti-de-Sitter; este consiste
essencialmente em expressar a quantidade conservada @ como uma integral assintética na

esfera (d — 1)-dimensional S do infinito, isto é:

Q:an.

Os valores para a energia e o momento angular obtidos através do método desenvolvido
nesta tese concordam com os valores obtidos na literatura através de outros métodos
[12, 13, 14, 15, 16, 17].

O método desenvolvido guarda uma diferenca fundamental em relagao aos métodos
alternativos citados mna literatura, pois descreve o campo gravitacional se propagando
dinamicamente como um campo de spin dois em um espago-tempo de fundo pré-fixado. Este
cenario permite importar técnicas usuais_de teorias de campo em espagos curvos para estudar
problemas relacionados com a termodinamica de buracos negros.

Apesar da dinimica da geometria efetiva ndo depender da geometria de fundo, os valores
das quantidas globais sio fortemente afetados por sua escolha. Como evidenciado no texto,
a auséncia de critério na adocio de uma determinada geometria de fundo pode acarretar
resultados inconsistentes. O fato da geometria efetiva possuir uma estrutura assintotica bem
definida privilegia uma determinada estrutura geométrica para o espago-tempo de fundo. Deste
modo, a ambigiidade na escolha da geometria de fundo somente pode ser superada indo além
das equagbes de movimento. I na consisténcia dos cdlculos, os quais demandam condicées
assintéticas favoraveis aos potenciais gravitacionais e ao campo de Killing, que acreditamos
residir a justa medida para uma criteriosa escolha da geometria de fundo. Neste sentido, a

expressio da quantidade conservada @, como a integral assintética da (d — 1)-forma exterior
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Q, na esfera (d — 1)-dimensional S no infinito, é reveladora. Suspeitamos que o cendrio

assintético desenvolvido encerra algum contetido fisico ndo-local para a geometria de fundo

e, consequentemente, do mesmo modo, para o campo gravitacional.



Apéndice A

A Regra da Cadeia para a Derivada Lagrangena

De importancia fundamental para o formalismo de teorias cldssicas de campo é considerar a
situacao bastante comum na qual a descricdo de um determinado sitema fisico através de um
conjunto de campos de variaveis dindmicas {¢*} é modificada para uma descri¢io em termos de
um novo conjunto de variaveis dinamicas {¥?}. Esta alteragio pode ser implementada através

de uma relacao de dependéncia funcional

?J’A = qu(lle)? (A'l)
a qual acarreta
dot Gt o1
- A
dxr W Oz# (4.2)

azqu B 32(}5‘4 811;.] 6@1 aqu .6211,1
OzvOzr  OUIOUI Jzv Oz OV JzvOzr

(A.3)
As expressdes (A.1), (A.2) e (A.3), permitem definir a nova fungao local
L=L(y"

em termos da funcio local

L=L(¢?)
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atraveés da relacio

N aq;f ale;I o A 32 A
(o, Wia), 5o0), porg(@)) = £(5% $4(2), S (2) g (@) - (A4)

Como preparagio para o importante resultado que vem logo a seguir, é util destacar o
seguinte
lema: As relagdes de dependéncia funcional fixadas em (A.1), (A.2), (A.3) implicam

0L oL B¢t | oL 3¢t oV
OUL 994 0L T (227) QULOW! O

N oL Pt 6wl axp1+ N (A5)
o (ZE) \0UToWIOU dav Bar * DULOUT Bavdar )’ T
oL oL  O¢" oL Ser OwY

= . +2 = , A6

GEZ) T () v o[ ZE) WOt o (A-6)
oL oL  a¢t

— Ty = v : (A7)
a (aiv‘gxu) a (82"’@;1‘“) alPL

A demonstracao é imediata e requer tao somente a adequada aplicacao da regra da cadeia
para derivadas parciais de fung¢des de varias varidveis reais. Estamos, agora, de posse de todos

os ingredientes necessarios para enunciar e provar a

regra da cadeia para a derivada lagrangeana: Se valem as relagées de dependéncia

funcional definidas em (A.1) e (A.4) e a derivada lagrangeana é definida pela expresséo (1.27),
entao

§L 6L Ot
SUL ~ §4A OUL” (A.8)
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Demonstragio: As expressoes (A.6) e (A.7) do lema implicam respectivamente:

B(BZ _a(a.c ot Ok A, SAN
dz a(%))_amﬂ a(aa%‘j) aur T a(aa%’*)i)\]ﬂa\l!f' axv)‘

B a( oL )aqu oL ¢t v, 9 ( oL g'¢h v’
- 2 (%) awLJ’a(ggg) DUTIUE Dar T Pan a(gﬂ))

9um \ (922 DGIVE Bav T
aL P ow! gu aL a*et grud
2 .
’ 8 (;502;) 01OV QWL Dzt Dr? 2 8 (35L;) OW/ UL 0urdzr (8.9)
e
a° ( oL
dzv Oz 3(38?,—%’;)
G ( oL 3@’7‘4)
Ay P a( Biqg:‘#) ?J,L
_ ( ( )3¢A N aLc Pt Ol )
axu amﬂl a Biaa‘l# a,¢L (8828/1#) 'l/)Ia'(/)L aw,u
- o¢* | 0 oL ¢t !
3x”3$“ aii‘g‘:# ML Oz a(%) ovLoYr dzv
" ac 024 oyl N ar Al oy’ ol
3:1:" 0 (Z8) | OVT0UE Bar T (L) 9TONTOYE Dav D
N ar 82¢A a2,¢,I
o () WO
(A.10)

A definicdo contida na expressio (1.27) é genérica e permite escrever

6£_3£_3(8£ )+82( or )
61!)L - ad)L dxh a(g_gi;) DxvHzt a( 521 ) 3

Sr¥JrH

0 que juntamente com (A.5), (A.9) e (A.10) acarreta (A.8), o que prova a regra da cadeia para
a derivada lagrangeana.
Multiplicando os dois lados de (A.8) pela variagdo funcional infinitesimal de pr, Syl

contraindo no indice I e observado que a relagio de dependéncia funcional (A.1) implica

et

A_Y99 oL
564 = 560"
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obtemos o importante

corolério: Se valem os relagdes de dependéncia funcional fixadas em (A.1) e (A.4) e a derivada

lagrangeana é definida pela expressao (1.27) entdo
— b . (A.11)

IZ importante observar que em nenhum momento foi requisitada a inversibilidade das relages
(A.1) de tal modo que a validade da regra da cadeia para a derivada lagrangeana, juntamente
com seu coroldrio, se mantém inclusive naqueles casos nos quais o conjunto finito {t’} tem
cardinalidade maior (ou menor) que a cardinalidade do conjunto finito {¢#}. Do ponto de vista
fisico isto significa que a validade de (A.8) e (A.11) independe de terem sido acrescentados (ou
retirados) graus de liberdade dindmicos quando da passagem de uma descri¢do em termos do

conjunto {¢4} para uma descricdo em térmos de conjunto {#*}.
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Campos de Killing na Geometria de Fundo

O formalismo de campo para Relatividade Geral introduz um espago-tempo de fundo com
geometria de Riemann definida pelo tensor métrico v**. O propésito de atender as demandas
deste formalismo impoe a necessidade de estabelecer algumas notagdes e rever alguns conceitos.
Fixado o sistema de coordenadas, podemos adotar para a derivada simples da componente

tensorial J, gf,‘,’,g, com relagio & varidvel independente z°, a notagao Jg' 57 ,, ao invés das usuais
oJgt 5T
82:

covariante com respeito a afinidade métrica

(i) -

Deste modo, a derivada covariante da ( ) densidade tensorial de péso w, Jj,

e 8,J3157. Além disso, adotaremos a notagdo “ponto e virgula” para a derivagao

7040 ('Ta’,u,,v + Yvo.u — 'h.w,a) . (Bl)

| =

oL 5., seTé denctada

e definida por

ng: _ a1§:rp { }Ja , { }cxza

~{ph Jos = —{p%s} s —w{ oIS (B.2)
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Nio custa lembrar que a afinidade métrica definida pelos simbolos de Kristoffel { ﬁ;} é a unica

afinidade simétrica (sem torgao) que cumpre as condigdes equivalentes
,.),ﬁ'-f-t/;p = O [+ Taﬁ;a' = 0 s (B3)

sendo este exatamente o contelddo do teorema de Levi-Civita do calculo diferencial absoluto.
A variagio funcional infinitesimal §** induzida no tensor meétrico ¥** pelo campo de

variacao infinitesimal 6z* é dada pela expressao
by = bt 4™ 4 bt (B.4)

a qual pode ser obtida como consequéncia de (1.20) da 1% segio, (B.2) e (B.3). (B.4) é essencial

na demonstracao do teorema da divergéncia covariante nula, € juntamente com

')’a070# — 501#

07" Ygp + ")’aafs")'cw =0
acarreta
_57#11 = 7,1Lp6$p;t/ + 7:/9637‘0;#- . (B5)

Além disso, a variagio funcional infinitesimal 84*¥, induzida no tensor métrico ¥** pelo campo
o . . o . . . . o
de variacio 6z%, ocasionara uma correspondente variacdo funcional infinitesimal 5{#1/} 1as

componentes da afinidade métrica. Tal correspondéncia pode ser apreciada pelas relagdes

§{,%} = (5 + 5 — Yure) = —B2° R 562" (B.6)
24 9 [T va wya ey uBy

5@%}:%7M&Wm, (B.7)
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R” 0 = {uof/},ﬁ - {;fz%} +{op v} = {5 H is}

é o tensor de curvatura, ou tensor de Riemann, associado a afinidade métrica { ‘(ff;}. Para a

demonstracio de (B.6) basta observar (B.5) e recorrer diretamente a definigao (B.1):
x 1 ag 1 @o
6{#]/} = § 6'}/ ('}/a,u,u + Yoy ")',uu,cr) + ‘2' B (570#,1/ + 671/0,;.1. - 67#:/,5)
oxT 1 (0s8
= 67 70,0{‘(1,'01/} + ‘_?' i (670;,1.;1/ + {V%’}67pp + {V'?u}(s%p + 67:/0;# +
+{MPV}5'YM + {#%'}57%0 — 0Vpvie — {Upﬂ}57pv - {UpV}67np)

H

oo 1
(670';,1.;11 + 671/0;# - 67#:/;0) = HE i ((70,063:’9;# + 7#063:‘);0') +

S

o
+ (1nb2%, +70062%, )

1 o oo o
) (63: ) T 'Y.up(smp;[d;t/] T 71,953:”;[0;#])

1 & o oa Y feTed 9
_— 7§ (263: i + 62 [vin] + v 'y#pRngﬁ:cﬁ + v ’YUpR”ﬁW(SJ:ﬁ)

(7#063:'0;1/ + 7u96$p;p) )

H Ha

o 1 ch 9 o o o 3
= mé.‘:ﬂ sy 5 (R Buv + Ryﬂu + Rl’ﬁ# 6.'17

1
= —bz°,, — =

Ooz Ooz Oa pe
wiv T o (R puv + Bpp + R ﬂﬁv) bz

o Uoz g
= 76:1; gy R Mg,,(?.l‘ .
Para confirmar (B.7) basta contrair (B.6) nos indices v, « e observar que o térmo
670;;;01 - 6'}’;.:0:;0’

é anti-simétrico no par de indices o, a.

J i - o s
Um campo de vetores { = (%~ é denominado um campo de Killing com respeito a

Oz

geometria de fundo se a variagdo infinitesimal de coordenadas 6z gerada por £, ao longo da

variacio infinitesimal éu do parimetro real u, e definida por

dx®

Ezg 3
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verifica qualquer uma das condigoes equivalentes:

&y = bt M 46 M =0,

Sy

Lo = prien—o, (B3)

_67.(“/ = 7#063:9;:/ + ’pr&mp;ﬂ = 0 s

Y
~ T = Gt b =0, (B.9)

as quais implicam, como conseqliéncia de (B.6), as seguintes condi¢oes equivalentes:

0
—& {;Lay} =éz%,., + R¥ 5,627 =0,
6

bu

(i) =60+ Bt = 0. (B.10)
A contragio de (B.8) ou (B.9) nos indices g, acarreta

£.=10. (B.11)
A transformacao infinitesimal de coordenadas
% = T = 2% + ué”

gerada pelo campo de Killing £, ao longo da variagdo infinitesimal éu do parametro real u, €

denominada, na visio ativa, uma isometria infinitesimal. Tal defini¢do é transparente tendo

em vista as expressoes (B.8), (B.9) e (B.10).
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As Férmulas dos Tracos Produzem a Férmula da Métrica

Inversa

E um fato bem conhecido que o primeiro e o tltimo coeficientes ndo triviais do polinémio
caracteristico de um operador linear séo, respectivamente, o seu trago e o seu determinante. Este
trabalho mostra como computar recursivamente todos os coeficientes do polinémio caracteristico
como funcdes polinomiais nos tragos das sucessivas poténcias do operador. Com a ajuda do
teorema de Cayley-Hamilton, as férmulas dos tragos fornecem, para cada dimensdo finita do
espago vetorial subjacente, uma {érmula racional para o nacleo resolvente e uma identidade
nula na &lgebra de operadores. A férmula resolvente quadridimensional permite uma solugao
algébrica do problema da métrica inversa na Relatividade Geral. Os resultados deste apéndice

estao publicados na referéncia [18].

C.1 Introducao

O problema de autovalores surge em diferentes dreas da fisica matematica. Por exemplo, €

fato bem conhecido que sistemas quénticos atingem estados estaciondrios que séo representados
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pelos autovetores de um operador linear adequado, definido em um espago vetorial complexo
representando os estados quanticos do sistema fisico. Em dimensao infinita, métodos analiticos
reals e complexos foram desenvolvidos para computar os autovalores de um operador linear.
Mencionamos, por exemplo, métodos variacionais globais, os quais consistem na investigacio
dos niveis estaciondrios de um funcional energia apropriado, € métodos perturbativos locais,
por meio de continuagao analitica no plano compiexo.

Por outro lado, se o espago vetorial subjacente tem dimensao finita, o problema de
autovalores torna-se um problema algebricamente bem posto em termos do polinémio
caracteristico. I exatamente este fato que justifica a abordagem algébrica neste trabalho.
Apébs desenvolvermos umas poucas ferramentas, a mais importante delas sendo as identidades
de Newton, e estabelecermos conceitos gerais e resultados béasicos em dlgebra linear complexa,
obtivermnos sucesso em alcancar o nicleo matemdético deste apéndice: um algoritmo recursivo
para computar os coeficientes do polinémio caracteristico como funcées polinomiais nos tragos
das poténcias sucessivas do operador linear.

Com a ajuda do teorema de Cayley-Hamilton, as férmulas dos tracos recém obtidas
fornecem, para cada dimensdo finita do espago vetorial subjacente, uma identidade nula na
algebra de operadores. Como resultado extra, as formulas dos tragos langam luz na algebra
associativa dos operadores lineares complexos. A habilidade computacional agora disponivel
é suficiente para produzir um polinémio com coeficientes racionais para o ntcleo resolvente
em dimensio finita, o qual melhora um resultado conhecido, revelando a dependéncia racional
deste com respeito & varidvel espectral, bem como com respeito ao operador linear.

No contexto da Relatividade Geral, a formula caracteristica quadridimensional fornece uma
expressdo polinomial para a densidade escalar de volume. Além disso, a férmula resolvente

quadridimensional fornece um polinémio tensorial de terceira ordem para a métrica inversa,
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evitando portanto as desvantagens computacionals e formais da série de Neumann.

C.2 As identidades de Newton

O teorema fundamental da algebra, juntamente com o algoritmo da divisdo de Euclides,

implicam o fechamento algébrico do corpo dos nimeros complexos; este resultado bésico €
enunciado sem prova pelo

teorema 0: Se p(z) = 2" + Dyz" '+ -+ + D12z + D, é um polindmio com coeficientes
complexos Dy entio existem nimeros complexos Aj, Az, ..., A,, denominados as raizes de p,

tais que p(z) = (z — M)z — A2) -+ (2 — M)

Como consequéncia do principio da identidade, valem as seguintes relacoes entre coeficientes
e raizes:

=Dy =M+ A+ Ay,

"I’-DZ — )‘1)‘2 + ek )‘n-—l)\na

(—)*Dy, = 3 k-produtos de X’s,

(=) Dy = Adz- - An-

O lado direito de (C.1) define as fungdes simétricas elementares nas varidveis Ar, Az, ..., An.
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Depois destas, as fungoes simétricas mais importantes sio as somas de poténcias iguais:

To= 4 dad 4 A,
T2:A12+A22+"'+)\n27
(C.2)

Te = M5+ 054+ A5,

Dy e Ty, além de serem simétricas, sio fungdes homogéneas de grau k nas variaveis
A, A2, ..., Ap. Desenvolveremos um conjunto de relagdes recursivas conectando I’s e T7s,
através das quais os A’s sdo eliminados de (C.1) e (C.2).

Para atingir este objetivo, precisamos de dois lemas. O primeiro é uma versio melhorada

do teorema do resto.

Proposigéo 1: Se p(z) = 2" + Dy 2" ' + -+ 4+ D,y z+ D, é um polinémio com coeficientes

complexos [} e A é um numero complexo, entdo

P ZpA) o ond 4 (A4 D)2 £ (AT Dy A 4 D)2 -
+(A 4 DA+ D).
Prova: Por indugdo no grau. Para n=1, p(z) — p(A) = (2 4+ D) — (A + D1) = z — A Paran
genérico, p(z) —p(A) =
= ("4 Dy o+ Dyqz+ D) — (M + Dy X b+ Dy A 4 D)
=z(z" P+ D24+ D) - AT D AT e D)
=2 ((z" P+ Dy 2" 2+ D) - (AT DA+ Do)+

+(z= Nt Dy AR 4 Dy ).
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Como consequéncia da hipotese indutiva, a ultima expressdo pode ser escrita como

2(z= AP A+ D) e 4 (AP DA D))
F(z=NA T+ DA o+ D, y)
=(z=AE"T+ A+ D) (AR DA+ D)2k

AT DA A D).

O segundo lema é uma contribuigéo do célculo diferencial a algebra.

Proposigao 2: Se Ay, Az, ..., A, s3o as rafzes complexas do polindmio de n-ésimo grau p e

P’ € o seu polinomio derivada, entao

Z - )\k
Prova: De p(z) =do (2 — M )(z — A2) -+ (z — A,), segue

Plz) =do(z =X)(z = Aa) (2= da) +do(z = M)(z = Aa) -~ (2 = An) + - -

o (2= M)z = Ag) <o (2= Any) = ZPEZ/)\I (Z) I

z— A 2= Ay

Portanto, podemos obter agora o

teorema 1 (As Férmulas de Newton): Se Ay, Az, ..., A, sdo as raizes complexas do
polinémio p(z) = 2™ + Dy Y D224+ D,y z+ D, com coeficientes complexos Dy

e T = A"+ X%+ + A,F entdo

Te+DhWTea 4+ + D T+ EDy=0, kE=1,2, ..
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Prova: As proposigdes (1) e (2) implicam
nz""1+(n — 1))‘)12"””_2 +(n— Q)Dgz”“3 +---+ Dy =

Zi: {z”‘1 +(Ap+ D)2 (AR Didg + Dy)z" P -

a k=1
HOE DA+ Dyt Do) |
=nz" "+ (Ty+nD)2" 2+ (T + DT+ nD)z" 04 - -
(Toos + DiTog + -+ DgTy + D).
leualando coeficientes, obtemos
{(n—1Dy =T +nkh,

(n—2)D: =T+ DTy 4+ nDy,

Dpr=Toq+ DT 2+ + DyoTy 4 nDny,
das quais seguem as {n — 1) primeiras relagoes a serem demonstradas. Como cada A; é uma

raiz de p, ela verifica

P DT+ Da M+ Dy =0,

A adicio destas relacdes fornece
0= Z {)\E + Dl)\}:_l +--- 4+ Dn-—lAk + Dn} = Tn + DlTn-—l 4+ Dn-—lTl + nDn7
k=1

a qual é a féormula que faltava ser provada.

C.3 As férmulas dos tracgos

O polinémio caracteristico de um operador linear T em um espago vetorial complexo de
dimensao finita W é definido por p(z) = det (21— T), onde I é o operador identidade em V.

O grau de p como polinémio na variavel complexa z ¢é igual & dimensado de WV como espago
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vetorial complexo; suas raizes sao denominadas os valores caracteristicos de T, e o conjunto de
valores caracteristicos é denominado o espectro de T.

Estas defini¢des e propriedades conduzem a

proposigao 3: O traco de um operador linear complexo T € igual a soma de seus valores
caracteristicos, contadas as respectivas multiplicidades.

Prova: det(2I1—T) = (z — A\ )(z — A2)--- (2 — A,). Pela representacgio matricial T%; de T
escrevemos o lado esquerdo como z” — (T + 7%, + < - - + T, ) 2" '+ termos de ordem < n - 2.
No lado direito temos 2™ — (A} + A + -+ + A,) 2* 7'+ termos de ordem < n — 2. Igualando

coeficientes obtemos

Th+T 4 +T =M+ d+ -+ A

As raizes n-ésimas da unidade no corpo complexo fornecem o seguinte lema de fatoragao na

algebra associativa dos operadores lineares complexos.

Proposigao 4: Se T e W sédo operadores lineares complexos que comutam e 6 = e2m/k =
cos %" + % sin 2%, com k um inteiro positivo, entdo
TF — Wk = (T — W)(T — 0 W)(T — W) ... (T ~ 0F'W),
Prova: Como T e W comutam, coletamos termos como em
(T—W)(T —6W)T -~ *°W)--- (T —6*'W) =
=T* 4+ d, WTF ' 4 dy,W2TF 2 4 ... 4 d  WFIT 4 d, W,

onde os nimeros complexos dy, da, ..., di sdo os coeficientes do polindémio (z — 1)(z — 8)(z —
#2). . (z — 0F1) = 2* — 1, ja que (¢)F = ((e“”/"‘)j)k =1 paracada j=10,1,...,k— 1.

Porta.nto, dl :dz = ---:dk—l =0 e dk = —1.

Das propriedades multiplicativa e de homogeneidade dos determinantes obtemos a
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proposicao 5: Se A, A, ..., A, sho os valores caracteristicos do operador linear complexo

T, entdo A%, A%, ..., A\ sdo os valores caracteristicos do operador linear T*,

Prova: Para o caso particular em que W == wl, a proposi¢io 4 fornece

det (T* — w*I) = det (T — wl) det (T — fuwI) - - det (T — 651w}
= (M —w) (A —w) (A = 0w) - (A — Gw) - (A = 85 w) - (A, — 657 Tw)

= (M —w)( A = 0w) - (A — 05 Tw) - (Mg —w) (A — Ow) -+ (A — 01 00)

Portanto, det (zI — Tk) =(z— M%) (2= A0,
Coletando os resultados anteriores, estamos prontos para obter as férmulas recursivas

contidas pelo

teorema 2: Se p(z) = z"+ D1 2" ' +---+ Dy 12+ D, éo polindmio caracteristico do operador

linear complexo T e T} = trago (Tk), entao
Tk+D1Tk-1+"'+Dk_1T1+ka:0, kxl,Z,...,n.

Prova: E uma consequéncia direta do teorema (1) juntamente com as proposicées (3) e (5).

O conteddo-chave do teorema (2) serd enfatizado pelo enunciado das féormulas dos
tracos: os coeficientes do polinémio caracteristico de um operador linear podem ser
computados recursivamente como fungées polinomiais .nos tracos de suas poténcias
sucessivas.

As férmulas dos tracos Dy = Dk(Tl, Ty, ..., Tp_1, Tk) para os coeficientes do
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polinémio caracteristico sao listadas abaixo para & até 8.
Dy =T,
D, = 35y - 31,
Dy = =13 + T — 15,
Dy = ;0 = VT + N Ts + (10 — 1T,
Dy = —3-T1% + 5T, — §TVTs — gD + (T + (10T — 3T,
Dg = -T1° — LTV, + LT3 + L1217 — LIV Ty — TN Ts
+3NTs — 515° + 31Ty + (515 — 57,
Dy = - =T\ 7+ 55T — 10T — LT3 + T3 T + LTV T5
— TP T o g — YT Ty - N T5 + tTT6 — ;12 T
+ & ToTs + 15Ty — 177,
=TT + =T T — T

.Dg = Tl

40320

T\°T, +

- 1440 380 192

Tl Tyd5+ 4 T13T5 T12T2 + 5 T12T2T4 + 35 T12T3
— £ T + 5y AT — 5T Ts — Ty + 3 TT7 + 553 T2

=35 Ty — 3=TT5° + 10T + 5105 + 3574 — 576

79

(C.3)
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As férmulas caracteristicas para dimensdes até quatro podem entao ser escritas como:

det (2I-T) = =z T,

det (z2I=T) = 22 -Tiz+ %(Tf — Ty},

det (ZI—T) = -T2+ %(Tf —Ty)z — -é—(Tl3 — 3Ty Ty + 2T3), (C.4)
det (z2I-T) = 2'—Tiz°+ %(Tﬁ —Ty)2% — %(Tf — 3Ty 4 2T3)z +

1
57 (1 = 6T\ T2 + 8TV Ty + 375" — 6T2).

C.4 Identidades nulas

O polinémio p(z) = doz" + dyz" 1 + --- + dp_12 + dy, com coeficientes complexos di é dito
anular o operador linar complexo T se p(T) = doT" + aT '+ +d,_T+dI=0,0
operador identicamente nulo.

O conhecimento do ideal principal de polinémios anuladores de um operador linear T é
essencial para adquirir habilidade computacional na &lgebra associativa gerada por T. Para

assegurar este objetivo, enunciamos sem prova um dos resultados fundamentais na algebra

linear.

Teorema 3 (Cayley-Hamilton ): O polinémio caracterfstico de um operador linear o anula.

Juntando o teorema de Cayley-Hamilton com o enunciado das férmulas dos tracos,
concluimos que para cada dimenséo finita do espago vetorial subjacente ha uma
identidade fundamental nula na algebra associativa dos operadores lineares. Por
exemplo, em dimensoes até quatro, as formulas caracteristicas (C.4) fornecem as seguintes

identidades nulas:
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T — 741 = O,
T~ 1T+ §(I:2 - To)I = O,
T -TyI%+ J(13? — Ty)T -}(T3 — 30T, + 2T5)1 = O,
T T IP 4+ 5(Ty2 — Tp) T - §(T3° — 31Tz + 205) T+
+op(Th* — 61327, + 8Ty T5 + 3732 — 674)T = O.
C.5 O nucleo resolvente em dimensao finita

O resolvente de um operador linear complexo T é a fun¢do R da varidvel complexa z,
definida por R(z) = (2I — T)™', e tomando valores na algebra de operadores. E um fato bem
conhecido que R ¢é uma funcao analitica fora do espectro de T. Refinaremos este resultado
mostrando que no caso de dimensdo finita R(z) é uma funcao racional da varidvel complexa
z, completamente determinada por um conjunto finito de fungdes racionais complexas, cujos
coeficientes sdo exatamente as férmulas dos tragos.

Nesta direcdo, precisamos de uma versio melhorada do teorema do resto na algebra
associativa de operadores lineares complexos, cujo conteiido é a extensdo da proposicio (1)

a polinémios com valores na 4lgebra de operadores.

Proposicao 6: Se p(w) = w" + Diw" ' +---+ Dy_jw+ D, é um polindmio com coeficientes
complexos Dy e T e W sio operadores lineares complexos que comutam, entao
p(W) = p(T) = (W ~ T) [T*! + (W + DT 4 (W? 4+ DyW + Do) T+
G (WL DyWRR e D,

Prova: Por inducio no grau. Paran =1, p(W)—p(T)=(W+ D) - (T+ D:1)=W-T.
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Para n genérico, p(W) —p(T) =
= W(W1 4+ DW™2 ...+ D, 1} + DI+
~-T(T"'+D,T"?+...+ D, I} - D, I
= (W-T)(W"'+ D)W 4+ ... 4+ D, T} +
+T| (W + DyW ™ ... 4 D, I)+
—(T '+ DI -+ Dy T
Da hipdtese indutiva, a dltima expressao se escreve
(W-—-T)(W*'+ DW*? +... 4+ D, 1)
+HT(W — T) [T + (W + DT 4 ..
HW" 4+ DW= 44 D, L)
= (W=T) [T + (W4 DiDT"? 4.0 4 (W2 4 DyW" 4

+o A D )T 4+ (W 4 DyW™2 44 DT

Estamos prontos para obter a formula racional para o niicleo resolvente.

Teorema 4: Se p(w) = w* + Dyw™ ! + ...+ D,_yw+ D, é o polinémio caracteristico do
operador linear complexo T e z é qualquer numero complexo nao pertencente ao espectro de

T, entdo

[—T)= Ll pn-1 24+ Dypr—2 22+D12+D2Tn—3
6 R C) T *

Slg Dt g 4 D

p(z) =L

_|_

Prova: E suficiente considerar o teorema de Cayley-Hamilton para o operador linear T e
considerar W = zI na proposicdo 6; note-se que, neste caso, W DWW DT =

(2 4+ Dhz* 4+ ...+ D) paracada k=1,2,...,n.
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O contetido conjunto do teorema (4) e do enunciado das férmulas dos tragos serd destacado
como : para cada dimensao finita do espago vetorial subjacente ha uma férmula
racional fundamental para o nicleo resolvente de um operador linear. Por exemplo,
em dimensdes até quatro, as férmulas dos tragos (C.3) fornecem as seguintes férmulas

resolventes:

(ZI-T)" = (2—-T)7'I,

—1

(o1 - T)" (22 Tt %(le _ Tz)) [T+ (-1,

I

_ 1 1 -
(21 --T) 1 (z3 —Ty2% + E(le —Ty)z — g(Tl3 — 3N+ 2T3)) [TQ-F

H(z - T)T + (z2 Tz 4 %(le _ T2)> I],

- 1 1
(ZI - T) L = (24 - T123 + ‘2—(T12 - T2)22 - g(fr]_3 - 3T1T2 + 2T3)Z+

1 -1
+ﬂ(T14 — 6T\’ Ty + 81115 4 37%° — 6T4)) [T3—|-

1
+(e—T)T? + (22 — Tz + (T - Tg)) T+ (2 +

1
~T2 4 5(Th2 = Ty)z — %(Tf‘ ~ 3TV T, + 2T3)) 1] .

C.6 Aplicacoes a Relatividade Geral

Em Relatividade Geral, o objeto fisico fundamental é uma geometria efetiva,
matematicamente representada por um campo tensorial covariante de ordem dois g, definido
em uma variedade quadridimensional adequada. Em um sistema de coordenadas local x = (%)

o tensor métrico pode ser escrito como g = g, dz" @ dz”.
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Investigagies em relativiadde geral sio frequentemente desenvolvidas sob a hipétese de que
. . 0 o . s, .
existe uma geometria de fundo g= g ,,dz* ® dz*. As propriedades métricas a seremn assumidas
2] . s on . . “ - . .
em g variam dependendo do cendrio gravitacional. A fim de realizar célculos, é suficiente supor
o . . . N - —~ .o . . P
g uma métrica tipo Einstein. Nao exigiremos aqui quaisquer condigbes suplementares sobre a

geometria de fundo g.

As geometrias efetiva e de fundo sio relacionadas por um campo tensorial h = A, dz* @ dz”
através de uma expressio de conexdo, cuja forma geralmente aceita é g = g +h. A densidade
escalar \/—gd'z associada a g requer que computemos det (g) = det ( g +h). Isto pode ser feito

por meio da

proposicao 7: Se g =g + h,H =g ~'h, H;, = trago (Hk) e a variedade subjacente ¢

quadridimensional, entéo

det
) _ 11 p, 4L — Hy)+ L(HL® — 3HyHy + 2Hy) -

2]

det (g)

+oq(Hy* — 61,2, + 8Hy Hs + 3Hy? — 6Hy).
Prova: De g =§ +h =g (I + H) segue que det (g) = det (g) det (I + H). Agora ¢ suficiente
considerar a férmula quadridimensional caracteristica em (C.4) com z = 1 e T = —H; note-se
que T* = (= )*H* implica Ty = (—)* Hx.
A conexdo de Levi-Civita associada a g requer que computemos g=! = (é —I—h)_l =

(I+H) g~ !. A forma explicita conhecida é dada pela série de Neumann
I+H) 7' =T-H+H* -H+ -
Em coordenadas locais ela se escreve como
0 = (85 G ot §5har b= §has §hey G hp - ) 57,

onde ¢g"¥ e 9" sio bem definidos por ¢*®g,, = 6%, —gne Efﬁ,,.
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Além das exigéncias para a convergéncia da série acima, enfatizamos que uma tal expressao
leva a dificuldades técnicas na implementaciao do formalismo variacional. Estes problemas
podem ser contornados em alguns casos particulares de fontes materiais em Relativide Geral
através de um principio variacional a la Palatini [7] mas nao em geral. Mostramos como superar

tais dificuldades por meio da
proposigio 8: Se g =g +h,H =g 'h, H, = traco (Hk) e a variedade subjacente é
quadridimensional, entao
g = (1 Hy+ §(H? — Hy) + F(H,® =3I My + 2H3)+
o (Hy* — 6H 2 Hy + 8Hy Hy + 3Hy2 — 6H,)) {— H®
+(1+ H)H? — (14 Hy + §(H2 — Ho)) H + (1 +
+H, + S(H)? — Hy) +§(Hi® — 3H, H, + 2Hs)) 1] g .

10 _4

Prova: De g =g + h =g (I+H) seguese que g~' = (I + H)"'g~'. Agora, ¢ suficiente
considerar a férmula resolvente quadridimensional em (C.5) com z = 1 e T = —H; note-se que

T* = (=)*H* implica T}, = (—)* H;.
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