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Resumo

Nesta tese, vamos estudar algumas propriedades termodiﬁémicas da cromodindmica
quantica em condicdes extremas: alta temperatura efou cdensidade bariénica. Para
comecar, vamos investigar, no primeiro capitulo, a quebra da simetria quiral, e sua even-
tual restauracio A temperatura finita, no contexto da reducdo dimensional de teorias
de campos. Vamos calcular a constante de decaimento do pion, 4 temperatura finita,
a partir de uma teoria efetiva dimensional reduzida, conforme sugerido na literatura.
Dando seqiiéncia, discutiremos a restauragio da simetria quiral, no caso de a quebra de
simetria ter origem dinamica, na presenca de um potencial quimico: real ou imagindrio.
Mostraremos que, enquanto para um potencial quimico real a restauracio da simetria €
favorecida devido a existénecia de um meio denso, para o caso de um potencial quimico
imagindrio a mesma nio somente ¢ dificultada como torna-se impossivel para certos val-
ores deste segundo. Isto acontece devido ao aparecimento de uma fase, para os campos
fermidnicos, de maneira semelhante ao processo de anionizacdo. Para finalizar, vamos
mostrar, no segundo capitulo, como a transicido de desconfinamento, em uma teoria em
2+ 1 dimensoes, pode ser entendida como um efeito Aharonov-Bohm. O desconfinamento
seria uma transicio do tipo BKT (Berezinsky-Kosterlitz-Thouless), idéntica & encontrada
para um gis Coulombiano bi-dimensional. Discutiremos, ainda, a relevancia fisica de
alguns estados com energia livre e entropia negativas, que aparecem durante o calculo de

algumas quantidades termodinamicas no regime desconfinado.
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Abstract

In this thesis we will be concerned with some thermodynamical properties of quantum
chomodvnamics in unusual environments: high temperature and/or barvon density. As
a starting point, we investigate, in the first chapter, some general aspects related to the
problem of the chiral symmetry phase transition at finite temperature. We will calculate
the finite temperature pion decay constant from a dimensionally reduced effective theory,
as is a common belief in the literature. In the sequence, we will discuss chiral symmetry
restoration transition, for the interesting case of dynamical symmetry breaking, in the
presence of a chemical potential: real or imaginary. We will show that, while a real
chemical potential favours chiral symmetry restoration, due to a dense medium, for the
case of an imaginary chemical potential, chiral symmetry is not only disfavoured, but is
even prohibited for a short range of values of the second. This is due to the appearence of
an extra phase for the fermion fields, much like what happens in anyon physics. Finally, in
the second chapter, we will show how the problem of the deconfinement phase transition,
in 2+ 1 dimensions, can be understood as an Aharonov-Bohm effect. It corresponds to a
BKT phase transition, identical to the one observed in a two dimensional Coulomb gas.
Also, we will discuss the physical meaning of some states with negative free energy and
entropy which appear during the computation of some thermodynamical observables in

the deconfined phase.
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Capitulo 1

Introducao

Nos tltimos trinta anos, testemunhou-se o progresso espetacular da teoria quintica de
campos (TQC). Introduzida originalmente para a descrigao da eletrodinamica quantica
(EDQ), a TQC tornou-se o instrumento natural para a descrigao de todas as interagoes
fundamentais. Mais surpreendentemente ainda, a TQC mostrou-se ideal para o entendi-
mento das transicoes de fase de seguncla ordem em sistemas da mecanica estatistica, uma
vez que ela prové a estrutura natural para o estudo e a descri¢do de sistemas em que um
nimero infinito de graus de liberdade se encontram acoplados. Vale a pena lembrar que
esta conexao entre TQC e mecanica estatistica, estabelecida no trabalho de Kenneth G.
Wilson [1], nos tem permitido nio somente resolver plfoblemas complexos de sistemas da
matéria condensada. através da utilizagdo dos métodos da TQC, mas, reciprocamente,
interpretar diversos resultados existentes na TQC, a partir de uma linguagem simples e
concreta de sélidos e sistemas magnéticos. Uma excelente referéncia para a introdugao aos
métodos da TQC e suas aplicacdes ao estudo dos fendmenos eriticos é o livio Quantum

Field Theory and Critical Phenomena, ce Jean Zinn-Justin [2].

A teoria nio relativistica de campos foiinventada no final dos anos 50 para a descrigao
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tecrica de sistemas da matéria condensada e nuclear, em condigoes usuais de laboratorio.
Apesar de nao envolver conceitos além da equagao de Schrodinger e mecanica estatistica,
ela ja oferece a estrutura tedrica conveniente para se lidar com um grande nimero de
particulas. Por esta razdo, a teoria nado relativistica de campos é também conhecida
como teoria de muitos corpos ou, ainda, a teoria de /N corpos. Posteriormente, a teoria
relativistica de campos, introduzida por Fradkin em 1965 [3] e redescoberta somente dez
anos mais tarde, ganhou for¢a devido ao crescente interesse, por parte da comunidade de
tedricos, por uma descri¢ao da transicao de fase que ocorre na teoria eletro-fraca para
temperaturas em torno de 200 Mev [4].

Nao menos interessante é o estudo dos fenémenos criticos da cromodinamica quantica
(CDQ) [5]. A CDQ é uma teoria de calibre ndo Abeliana cujo grupo de simetria € o
grupo de cor SU(3) - mais genericamente nos referiremos ao grupo SU(N,). Definida

pela densidade de Lagrangeano [6]

L=

1 N - . ;
—EFﬁng‘”—}—zlw,.(zﬂ-m.r)wr, (1.1)

com Fj, = d,A; — A, +y¢ fabe AftAf,, e D, =0, —ig Ajt,, onde g € o acoplamento
forte e t¢, a = 1,...,N? — 1, s@o os geradores do g‘rupb de cor, a CDQ} é uma teona de
campos renormalizavel que, até o presente mormento, é a melhor proposta que temos para a
descricio das interacées fortes. A teoria descrita por (1.1) é uma teoria onde N7 —1 bosons
vetoriais Aj, os chamados gluons, sao os mediadores das interagdes entre os campos de
matéria i, v, particulas de spin 1/2 chamadas de guarks. Existem atualmente seis sabores

de quarks (N = 6): up, down, strange, charm, bottom e top. Na primeira parte desta tese,

iremos considerar apenas a CDQ com dois sabores de guarks nao massivos, m, = myg = 0,
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enquanto que os sahores restantes serao considerados infinitamente pesados, m, = m, =
my = my = oo, de modo a desacoplar da dinamica dos dois primeiros.

O interesse pela CDQ vem, principalmente, de sua propriedade conhecida como liber-
dade assintética, segundo a qual os guarks néo interagiriam a pequenas distancias [7].
De fato, como acontece em qualquer teoria de campos renormalizdvel, a constante de
acoplamento da CDQ é uma funcao da escala de energia dos processos de espalhamento
Q: a, = a,(Q%). Aqui, a, = ¢*/47 desempenha um papel anilogo ao da constante de
estrutura fina na eletrodinamica quantica (EDQ). Célculos baseados no grupo de renor-

malizacao mostram que a constante de acoplamento o, satisfaz

. 2%
as(Q%) = : 1.2)
( 2 ) bg 10g (Q/A\CDQ) (
onde 3(g) = —by/(47)? é a fungao beta do grupo de renormalizagdo, com by = 11 —2¥/3

e IV o numero de sabores, e Appg € a escala de energia caracteristica da CDQ), onde a5 se
torna um acoplamento forte [8]. Medidas experimentais indicam que Acpg ~ 200 Mev.
Assim, o uso de teoria de perturbagoes na CDQ somente dara resultados confiaveis quando
¢} for muito superior & Acpg, digamos ) ~ 1 Gev, quando o, ~ 0,4. Neste regime,
a teoria é assintoticamente livre e pode-se usar os métodos da teoria de perturbacoes
com bastante precisido. Pof outro lado, as interagbes se tornam realmente fortes para
distancias maiores que 1/Acpg, que é aproximadamente o tamanho dos hadrons mais
leves. Para () € A¢pg, a teoria de perturbagdes nio é mais aplicdvel e o uso de métodos
nao perturbativos se faz necessario.

A liberdade assintética é a propriedade que nos permite separar o estudo dos fenémenos

criticos, na CDQ, em dois pontos de vista qualitativamente diferentes. O primeiro diz
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respeito ao confinamento. Como proposto inicialmente por Collins e Perry [9], a baixas
tempetaturas (T < Acpo) efou densidade bariénica (n & AL pg)- © sistema é com-
posto por um gas de estados hadronicos, singletos de cor, auto-estaclos do Hamiltoneano
da CDQ a temperatura zero !. Para temperaturas realmente baixas, o sistema simpli-
fica ainda mais, sendo composto essencialmente por pions, uma vez que outros mesons
e hadrons tém massas muito superiores e sua mistura no meio é exponencialmente pe-
quena ~ e /T Neste caso, temos um sistema rarefeito cujas propriedades podem ser
reproduzidas, com bastante precisao, por um gas ideal. Entretanto, com o aumento da
temperatura, a densidade de pions cresce, a interacao entre os niesmos nao pode mais ser
desprezada e, paralelamente, outros mesons e hadrons passam a desempenhar um papel
importante na dinamica do sistema. Para temperaturas da ordem de 150 Mev, a in-
teracao é tao forte que os estados hadronicos nae podem mais ser considerados como uma
boa base para a descri¢do das propriedades do meio e nenhum célculo analitico faz sen-
tido. No outro extremo, a altas temperaturas (T" > Acpg) e/ou alta densidade baridnica
(n > ;\%DQ), a analise tedrica se torna possivel novamente. A ciferenca é que, nesta
ordem de energia, a base ideal para a descricao das propriedades do meio passam a ser
estados de quarks e gluons, os campos elementares do Lagrangeano da CDQ, e ndo mais
estados hadronicos. Podemos dizer que, a altas temperaturas. os hadrons se lonizam em
seus componentes basicos, onde os efeitos das interacoes podem ser tratados perturbati-

vamente, uma conseqiténcia direta da liberdade assintética. Nestas condigoes extremas, a

configuracio do meio seria a de um plasma de guarks e gluons (PQG). A auséncia de confi-

1Deste ponto em diante, T desempenhard o papel da escala de energia @ dos processos de espal-
hamento. Estas duas quantidades podem, de fato, ser relacionadas.
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namento na CDQ), para altas temperaturas, foi demonstrada por Polvakov e Susskind via
simulagdes na rede {10], mas, do ponto de vista tedrico, ainda restam algumas perguntas
em aberto como: realmente existe uma transicao de fase desconfinante na CD{). ou seria
apenas um fenémeno conhecido como ecrossover 27; no caso de uma real transicao de fase,
qual sua ordem e qual a sua temperatura critica?; quais as excitacoes coletivas na fase
desconfinada?

O segundo ponto de vista das transicoes de fase na CDQ diz respeito a restauracao,
a altas temperaturas, de uma simetria das equacgoes de movimento, no limite onde os
guarks u e d tem massa nula [11, 12, 13]. Esta é a chamada simetria guiral. A ordem
desta transicao, por ora ja bem estabelecida, depende diretamente do nimero cle sabores
de quarks envolvidos e, até certo ponto, dos valores de suas massas - de fato, a inclusao
de um terceiro sahor, o quark s, torna a transicdo de segunda ordem, uma de primeira.
No entanto, sua natureza, ou melhor, seu comportamento critico, ainda da origem a
controvérsias (veja, por exemplo, as discussdes em {14, 135]). Assim, uma vez que o niimero
de sabores na CDQ real ¢ maior que dois, ¥ > 2, e ja que as massas dos quarks nao
sd0 exatamente nulas, podemos concluir que a simetria quiral é, na verdade, somente
aproximada. Uma simetria quiral exata teria como conseqiiéncia a existéncia de dubletos
quirais e/ou auséncia de massa para todos os baryons. Como o proton nao tem um
neutrino associado, e é massivo, concluimos que a simetria quiral deve, necessariamente,
estar quebracda. Acima da temperatura critica, ou densidade baridnica, as previsoes da

CDQ sio de que os buryons se agrupem em dubletos de paridade, dubletos quirais, e que

2Diz-se que em um sistema termodinamico ocorre o fenémeno do crossover, quando verifica-se uma
mudauca aprecidvel no comportamento das quantidades termodinimicas do mesmo, mas sem o apareci-
mento de singularidades na energia livre ou suas derivadas.
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0S pions se tornem massivos.

Por altimo, interessa ainda saber se a quebra da simetria quiral e o confinamento
podem ser rtelacionados. A concordancia entre as temperaturas criticas de ambos os
fendmenos conspira a favor de wma unificagao dos mesmos. Ainda, a quebra da simetria
quiral, como um mecanismo de geracio de massa para os quarks, induz o aparecimento de
um termo que destréi a simetria global, Z(3}), associada ao confinamento [16] *. Isto sug-
ere, mals fortemente ainda, uma conexdo entre quebra da simetria quiral e confinamento.
Todas estas questdes sdo de extrema importancia, e ainda se espera poder dar uma ex-
plicagao tedrica, seja no contexto das teorias quanticas de campos e fisica de particulas,
ou, ainda, no contexto da fisica nuclear, das simulacoes na rede, da matéria condensada,
da cosmologia e da astrofisica.

Poderiamos nos perguntar qual o motivo para tanto interesse nas transi¢oes de fase da
CD{). As razoes nao sdo poucas. Primeiro, parece nao haver mais qualquer duvida, hoje
em dia, de que tal transicdo efetivamente ocorreu no universo primordial cerca de 107
segundos apds o big bang {ver figura (1.1)). Uma transi¢cio de primeira ordem levaria a
efeitos observdveis. Em particular, poderia ter dado origem a uma assimetria na densidade
do numero barioénico, o que afetaria o processo de nucleossintese e, conseqilentemente,
deixaria uma assinatura da abundancia nuclear primordial. Em segundo lugar, como a
teoria das interacoes fortes, é natural que se explore as propriedades da matéria hadronica
nestas condicdes extremas, alta temperatura efou densidade baridnica. Existem dois

sistemas onde se acredita poder encontrar tais condigdes: um exemplo € o interior das

3Este processo ocorre de maneira semelhante 3 destruicao da. transicao de fase magnética no modelo de
Potts em 3D, que também possui simetria Z3 na fase ordenada, pela introducao de um campo magnético
externo
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PQG HADRONS

5 .
Big 10 s Hoje
Bang

a)

<)

0 Plasma
de

Quarks e
Gluons

b)

Figura 1.1: Sistemas onde se poderia observar o plasma de guarks e gluons: a) nos instantes iniciais
de nosso universo; b) no interior de estrelas de neutrons, onde a densidade baridnica chega a ser 20
vezes a de um nucleon; ¢) durante a colisio de ions pesados relativisticos, onde uma regido de alta
densidade e temperatura € criada.

estrelas de neutron, onde a densidade baridnica chega a ser vinte vezes maior que a
densitade bafiénica usual de um nicleo atomico; o outro é durante a colisio de ions
pesados a extremamente altas energias, os chamados processos duros, onde um estado de
alta densidade e temperatura pode ser produzido. Em ambos os casos, acredita-se que o
sistema fisico de interesse seja o PQG. Infelizmente, a falta de evidéncias experimentais
da existéncia deste plasma ainda é umn problema frustrante que se espera poder resolver
com o avanco da tecnologia de aceleradores de particulas. Hoje em dia, temos que nos
conformar com o fato de que, no que diz respeito aos fendmenos criticos da CDQ, o
que € de interesse tedrico ainda ndo pode ser medido experimentalimente e o que pode ser

medido experimentalmente ja possui, na grande maioria dos casos, uma explicacao tedrica
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-

hastante razoavel. E por estas e outras razoes que vale a pena estudar as propriedades
termodinamicas das transicoes de fase na CD(Q) para o maior numero de circunstancias
possiveis, e aprender o quanto mais puder ser aprendido dependendo o minimo de modelos
e suposicoes especificas e tirar o maximo proveito das simetras fundamentais e argumentos
de universalidade.

Nesta tese, vamos estudar ambos os aspectos das transicoes de fase na CDQ: a quebra
de simetria quiral e o confinamento. Devido & sua complexidade. no entanto, isto sera feito
através de modelos efetivos e argumentos de universalidade. No capitulo 2, estudaremos
o problema da quebra da simetria quiral, do ponto de vista da redugao dimensional em
teorias de campos a altas temperaturas. Vamos calcular a constante de decaimento do
pion e discutiremos o alcance de validade desta técnica. No capitulo 3, estudaremos o
confinamento em teorias de calibre abelianas. Sera mostrado como a imposicao da let de
Gauss implica a existéncia de uma simetria extra para o loop de Polvakov, parametro de

ordem da transicéo, e como a quebra desta simetria, desconfinamento, pode ser alcangada.
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A simetria quiral

2.1 Introducao

As propriedades termodinamicas da CDQ, no limite de baixas energias, podem ser apro-
priadamente descritas em termos dos modelos . A extremamente baixas temperaturas,
os linicos graus de liberdade excitados sdo os pions. Pode-se, entdo, usar os métodos da
teoria de perturbacgoes quiral que, em sua ordem dominante, se reduz ao modelo ¢ nao
linear em (3+1) climensdes. De fato, como originalmente demonstrado por Weinberg [17],
uma teoria efetiva conveniente envolvendo os modos de Goldstone gera, automaticamente,
amplitudes cle transicdo que satisfazem os teoremas da algebra de correntes e PCAC. A
interacdo entre os modos de Goldstone é descrita por win Lagrangeano efetivo que é in-
variante sob uma transformacio global de quiralidade [18]. A linha de raciocinio utilizada
para determinar a forma da teoria efetiva ¢, no entanto, muito heuristica. Uma derivacao
mais precisa, que relacione as propriedades da teoria efetiva com as propriedades da teoria
fundamental, ainda se faz necessdria. Por outro lado, alguns autores sugerem que, perto
da temperatura critica, T, ~ 150 Mev, as flutuacdes de grandes comprimentos de onda

da CDQ com, por exemplo, dois sabores de quark ndo massivos, sertam pertencentes a

10
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mesma classe de universalidade do magneto de Heisenberg; um modelo ¢ linear com sime-
tria O{4), em trés dimensoes espaciais [12][13]. Esta afirmagao estd baseada na contagem
do ntimero de graus de liberdade nao massivos na regido critica. Como veremos a seguir,
esta regido ¢ dominada pelas flutuagdes transversais e longitudinais do parametro de or-
dem, uma vez que estes sao os unicos graus de liberdade ndo massivos perto da transigao.
Isto é uma couseqiiéncia do cardter bosonico destas flutuagoes. Os guarks, mesmo sendo
nao massivos a temperatura zero, ndo modificariam a natureza da transicao de fase, uma
vez que adquirem um termo de massa dependente da temperatura e que nunca se anula.

Apesar de bastante intuitivo, este cendrio ndo ¢ unanime. De fato, ha indicios de
que os parametros da teoria efetiva a altas temperaturas podem nao estar relacionados
de uma maneira simples com os pardmetros da teoria efetiva a baixas temperaturas [19)].
Esta segunda alternativa tem recebido bastante respaldo através dos resultados obtidos
nas simulacoes em rede [20]. Por exemplo, os dados para o calor latente na transigao
mostram que, enquanto no magneto de Heisenberg a contribuicao singular dos modos néo
massivos pode ser desprezada no ponto critico, para a CDQ com dois sabores de quarks
estes mesmos modos dao origem a um comportamento singular em torno de T,. Isto cer-
tamente implica que, perto da criticalidade, vdrios graus de liberdade estao sendo criados
ou modificados [15]. Uma possivel explicacdo para esta discrepéancia foi proposta por Dine
e Fischler [21]. Segundo eles, enquanto as fungdes de correlacao criticas sdo dominadas
pelos modos de grandes comprimentos de onda do parametro de ordem, quantidades ter-
modinamicas globais, como a energia livre e o calor especifico, recebem contribuigao de

todos os modos de energia. No caso de teorias com liberdade assintética, como a CDAQ),
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o principal efeito de um aumento de temperatura é preencher os estados excitados fra-
camente acoplados. Neste sentido, as corregoes aos resultados tipicos de um gés ideal
devem diminuir com o aumento da temperatura. O modo fundamental, n = 0, contribui
perturbativamente apenas enquanto que todos os outros estados excitados devem ser con-
siderados. A conclusiio é que a energia livre, préximo a transicdo, néo pode ser calculada
através dos métodos da mecanica estatistica.

Neste capitulo, vamos estudar a reducao dimensional do modelo ¢ nao linear, a fim de
relacionar os parametros das teorias efetivas para os regimes de baixas e altas temperat-
uras. Daremos, também, uma interpretacao para a expressio da constante de decaimento
do pion, & temperatura finita, em termos da energia armazenada no estado fundamen-
tal. Por fim, vamos discutit o comportamento universal de algumas quantidades ter-
modindmicas, com relacio 4 temperatura e densidade bariénica, para um modelo com

quehra dinamica da simetria quiral.
2.2 A CDQ com quarks leves a baixas temperaturas

Teorema 2.1 Considere a CDQ com N > 2 sabores de quarks mdo massivos: ¢ =
u,d..... Se a teoria possui quebra espontinea da simetria SU(N) x SU(N) — SU(N),
com um valor esperado no vdcuo nao nulo pare o condensado gq, entao o0s coefictentes

dominantes na expansdo em baizas temperaturas da média térmica correspondente,

Ty o=l Jq

Ty e84 (21)
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540 completamente determinados pela constante de decaimento do pion, f.. conforme

NP1 T: N1 T
L2

2
= _ = _ . 6
s = Ohado) 1 - o - Tt () o)

Este teorema, estabelecido em 1984 por Gasser e Leutwyler [22], ilustra claramente
o fato de que a simetria quiral impoe severas restrigoes ao comportamento da funcao de
particdo na regido dos quarks leves, baixas temperaturas e grandes volumes. As razoes
pelas quais a simetria quiral fixa os termos dominantes da expansao e baixas temperat-

uras o condensado fermionico sao as seguintes:

e a quebra espontinea da simetria gera N2 — 1 bosons de Goldstone, os pions, que

dominam, a baixas temperaturas, as médias térmicas no sistema:

e a energia tipica dos pions é da ordem E ~ 7. Assim, a simetria quiral] implica que
a interacao entre os pions é muito pequena [23], podendo ser tratada perturbativa-

mente;

¢ asimetria quiral determina os termos dominantes da expansio de baixas temperat-
uras, nao somente das amplitudes de espalhamento, mas também de outros elemen-

tos de matriz como

ab

6
(7¢|gg|7") = 72 (0140 (2.3)

Para calcularmos as contribuigoes perturbativas geradas pela interagao, ¢ conveniente
trabalhar com uma teoria efetiva envolvento somente os pions [24]. Fazendo uso do método

do campo de fundo [25], vamos definir uma fungao de partigao, com a qual a média térmica



14

Capitulo 2. A simetria quiral

das correlacoes entre as correntes vetorial v, e axial g, serao calculadas, como
()|Texp( /d41 Aty + a0, + M)q)|()), (2.4)

onde 7" é o operador de ordenamento temporal, M é a matriz de massa dos quarks e ambas
as correntes v, € a, sao matrizes Hermiteanas ¥ X V. As fung¢oes de Green conexas podem,
assim, ser determinadas como os coeficientes da expansao de Z em poténcias dos campos

externos.

A simetria quiral implica que o funcional Z pode ter uma representagao, a haixas

energlas, dada por
exp(—Z/h) = /.’DU exp (l / d*z L(T, v.a.)). (2.5)
. 5 » U,

O lado direito da expressao acima define uma teoria de campos para descrever a dinamica

dos pions, representados por uma matriz unitaria U, & x N, tal que
Ut =1, detlU =1. (2.6)
A expansao de baixas energias de Z pode entdo ser escrita como
AEASES DADEE & Z(ﬁ)l 4. (2.7)
Em sua ordem dominante, identificamos o Lagrangeano do modelo o nao linear
L9 = 41F2 {tr (V,.U'V,0) — 2B tr (MU + U]}, (2.8)
onde F e B sao constantes de acoplamento a serem devidamente renormalizadas e

VU = d,U — i(v, +a,)U +iU(v, — a,). (2.9)
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2.3 A fenomenologia da transicao quiral

A quebra da simetria quiral na CD(Q) tem sua origem, como dito anteriormente, no de-
senvolvimento de um valor esperado no vacuo nao nulo para um condensado de quarks,
< gg ># 0. A altas temperaturas, a teoria é assintoticamente livre e o condensado tende

a desaparecer *. Assim, o candidato natural para parametro de ordem é o objeto
M; = (Zpan; ) - (210)

uma vez que ele diferencia as duas fases: simetria quiral manifesta ou quebrada, de
acordo com seu valor: nulo ou nao. As simetrias relevantes do parametro de ordem sao
as transformacgoes globais unitarias U(2)pxU(2)p entre os guarks esquerdo e direito, sob

as quais

M — UMV, (2.11)

com U,V € U/(2). Este nado é exatamente o grupo de simetria necessirio, wma vez que
ele inclui a simetria axial do nimero baridnico, que nao é uma simetria da CDQ) real.
Podemos resolver este problema através da imposicdo de um vinculo nas matrizes M.
Para dois sabores de quarks, este vinculo se reduz, Simplesmente, ao requerimento de que
M seja um muiltiplo de uma matriz unitdria com determinante positivo, ao invés de uma

matriz complexa geral. Assim, M pode ser parametrizada linearmente em termos de

quatro parametros reais (o, @)

-

M=o +if 7, (2.12)

18irnulaces em rede, com dois sabores de guarks nio massivos, ny = mg = 0, indicam, de fato, a
existéncia de uma transicio de segunda ordem para temperaturas em torno de 150 Mev.
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onde 7, a=1,...,3, sdo as matrizes de Pauli. Usando a representacao
6% = (0, 7), (2.13)

nao ¢é dificil perceber que as transformacoes {(2.11) sao, simplesmente, rotagdes no espaco
mnterno dos campos (2.13). Desta forma, podemos concluir que o pardmetro de ordem para
a descrigao da transicao de fase quiral na CD() tem as mesmas simetrias e natureza que
os graus de liberdade do magneto de Heisenberg O(4), também conhecido como modelo
o linear 2.

Segundo a teoria fenomenolégica de Landau, em uma transicio de fase continua, as
oscilagoes de grandes comprimentos de onda do pardmetro de ordem podem ser apro-
priadamente descritas em termos de uma energia livre construida a partir de algumas
informacoes bastante gerais a respeito do sistema em questdo (ver apéndice 1). Assim,

respeitando todas as simetrias de (2.10) e (2.11), construimos a seguinte energia livre

L ; 1 . AT .
F= [ { Lo + LrTisgon + %(asaaf} , (2.14)

onde A > 0 e u? < 0, para T < T,., de modo a reproduzir o padrio de quebra de
simetria desejado (ver figura (2.1)). Para temperaturas acima da temperatura critica, a
direcdo no espaco interno na qual o parametro de ordem estd orientado é arbitrara e,
portanto, temos desordem, {¢) = 0. Por outro lado, abaixo da temperatura critica, a
simetria estd espontaneamente quebrada e as flutuacoes do parametro de ordem ¢, em
torno de (@) # 0, sdo diferentes para as dire¢des ¢ e 7, onde estes 1iltimos sdo os bosons

de Goldstone. Finalmente, para 7" = T, 0 comprimento de correlagao se torna infinito

2E preciso lembrar que esta equivaléncia sé é vilida para dois sabores de guarks nac massivoes, uma
vez que, somente para N = 2 temos o isomorfismo entre os grupos O{4) e ST(2) x SU(2).
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Figura 2.1: A energia livre de Landau-Ginzburg para a transicdo de fase quiral, no caso N = 2. De
acordo com o padrio de quebra de simetria, (o) # 0 e (7) = 0, vemos que o campo 7(7, x) descreve
o boson de Goldstone associado a quebra da simetria quiral continua.

e as flutuacoes de ¢ sio invariantes por uma mudanca de escala; estamos no ponto fixo
infravermelho. Os termos de ordem (&3¢2)* em diante serdo desprezados uma vez que sio
operadores marginais ou irrelevantes para o fluxo do grupo de renormalizagao proximo
ao ponto fixo critico (ver apéndice 1). Este modelo tem sido extensivamente estudado na
literatura e a existéncia de um ponto fixo infravermelho do grupo de renormalizacao ja
estd bem estabelecida [26, 27]. Seus expoentes criticos também sao conhecidos até sete
loops na expansao perturbativa em A [28]. Deste modo, temos um modelo fenomenolégico

para a descricdo da transi¢ao quiral na CDQ com dois sabores de quarks ndo massivos.
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2.4 Do gas de pions a regiao critica

A estratégia que usaremos agora, para a obtencido de uma relagao entre os parametros
das fases de baixa e alta temperaturas da CDQ com m, = mg = (), respectivamente,
a constante de decaimento do pion, f., e os coeficientes da energia livre de Landau-
Ginzburg, a massa ;€ o acoplamento A, serd utilizar o modelo O(N) em 3 + 1 dimensdes
como elo entre os modelos efetivos para ambas as fases.

A densidade de Lagrangeano do modelo O(/N'} é dada por

1 . 1. A :
Lo (@) = (0.0 + Gtetot + S(07e), (2.15)

onde ¢%(x) é wm campo escalar real de N componentes. Na fase ordenada (simetria

quebrada), p? < 0, o campo adquire um valor esperado no vacuo nao nulo
ca ca — 2 g“‘Z :

quebrando espontaneamente a simetria rotacional O(NV) — O(N — 1). Para wma quan-
tizacao consistente, devemos escolher umna dire¢iio no espago interno e fixa-la. Esta escolha
é completamente arbitraria e, para os nossos objetivos, serd conveniente escolher a diregio

radial ¢(x) = o(r)/ |é(x)]. Esta escolha corresponde & "mudanca de varidveis”
o(x) = pl(x)é(x), (217)

onde ¢-¢é = 1, por construcio. Em termos das novas variaveis, p e &, a funcao de partigao

se torna

Z= / p¥ Y2 )Dp(x)Dér(z)e S, (2.18)
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com

S(p, o) ] dix { (6‘,0“( ))2 + % (E)pp(ar))? + %,uzp2 + %/\[fi} ) (2.19)

A Integragdo sobre o campo p(x) gera uma teoria efetiva local Segff(éa) para o campo o
~Ses (6% /,0 () T)ef-‘?(méﬂ)_ (2.20)

Apesar de nao ser possivel calcular esta integral funcional exatamente, podemos fazer uso
das expansoes semi-classicas. De fato, notemos que, sendo M o valor esperado no vécuo
do campo p, podemos escrever
plz) = M+ p (2), (2.21)
onde p' sio as flutuacoes do campo p em torno de M. Em termos da nova varidvel o, a
acao (2.19) se torna
S(p, ) = /a’4 {% [MZ-% 2Mp + p’Q] (0.6%(x))" (2.22)
+ 5 (c)up( ) )2 + %,u [M o+ ,o']2 + i)\ [M + pT} . (2.23)
O termo dominante na expansao semi-cldssica de (2.23) é entdo obtido desprezando-se as
flutuacoes p
= 2 /d’“ [8,6(x)]". (2.24)
Se fizermos a identificacao M = f, onde f; é a constante de decaimento do pion, podemos
reconhecer em {2.24) a a¢fo do modelo ¢ nao linear em termos de um campo escalar
& = ¢° de N componentes, submetido a um vinculo dado por ®% = fZ.
Deve ser ressaltado que, até a equagao {2.23), nédo foi feita qualquer mencio & ordem
de magnitude da temperatura. A tnica imposigao feita foi que T" < T, de modo a garan-

2 . . ~ I
tir gue o sisterna estivesse na sua fase quebrada. Apenas ao desprezar as flutuagoes p,
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estamos realmente impondo que a temperatura envolvida seja muito menor que 7,. Por
ultimo, devemnos dizer que as corregoes provenientes de termos superiores na expansao
semi-cldssica, renormalizam o coeficiente .M?(,u, A) em (2.24). Eventuais interagoes envol-
vendo c;gﬂ podem ser expandidas em termos locais, desde que os momenta considerados
sejam muito menores que o corte, a miassa do meson, A 3. Assim sendo, o modelo ¢
nao linear descreve completamente as propriedades de longas distancias (p < M) de um
magneto de Heisenberg & baixas temperaturas.

Por outro lado, como ja foi mencionado anteriormente, sao os modos de grandes com-
primnentos de onda do parametro de ordem que determinam o comportamento das fungoes
de correlagdo préximo a temperatura critica. De um modo geral, estas funcoes de cor-
relacao podem ser descritas pela mecanica estatistica. Em termos da soma discreta de
frequéncias na formulac¢iao de Matsubara para teorias de campos a temperatura finita, isto
implica que somente precisamos levar em conta o modo de freqiiéncia zero dos campos,
¢4 (x), comumente chamado de modo zero ou modo estatico. Mantendo apenas os modos
zero, obtemos uma teoria efetiva em uma dimensao inferior onde os acoplamentos car-
regam uma informacao do Hamiltoneano original. Esta é a base da reducao dimensional
(ver apéndice 2). A idéia é obter uma teoria efetiva para os modos zero dos campos en-
volvidos a partir da integragdo sobre diferentes escalas de energia da teoria original [30],
de modo que as propriedades de longas distancias dos observaveis estéaticos da teoria orig-

inal possam ser descritas, com razodvel fidelidade, pelas fungoes de correlagac da teoria

3Evidéneias experimentais da presenca de uma ressonincia com a mesma massa ¢ largura que as
esperadas para a particula o foram recentemente registradas no traballio de tese de mestrado de André
Massaferri Rodrigues {29].
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efetiva [31]. O resultado é uma teoria do tipo
Zua= [ Deverp{= [ @ 'x(Leflon) +50)}, (2.25)

onde 6£ inclui todos os possiveis contratermos locais, mesmo os ausentes na teoria original,
contanto que respeitem as simetrias do problema. Os pardmetros em L, ¢f(¢yp) serdo, em
geral, funcodes do corte, da temperatura e dos pardmetros nis (nfo renormalizados) [32].

Para o caso do modelo O(N), implementamos o trage da fun¢ao de particio via a

imposicao de condi¢des de contorno periédicas para o campo bosénico de ¥ componentes
(7, %) = &*(7 + 3, %), (2.26)
de modo que este pode ser decomposto em modos de Fourier como

o (7,x) = J\/j Z 6® (x)e™n T, (2.27)

n=-—0o0
onde w, = 2an/3, como de costume para bosons. A teoria efetiva dimensional reduzida
sera entdo obtida a partir da integragdo dos modos w, # 0 na integral funcional Eu-
clideana, o que pode ser feito através de uma expansdo semi-cldssica [33]. Para isto
consideraremos as configuragoes de campo ¢° flutuando em torno de uma configuragao
estatica ®f

& — ®f + 17 (2.28)

de modo que, apds uma integracao GGaussiana, chegamos a funcao de particao

(ST

525 )
Z(3) = =550 det [ ] . (2.29)
a=Pq

b600| .
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O argumento do determinante acima pode ser facilmente calculado, em termos dos modos
(2.27), a partir da expressao (2.15) [34]. o que nos leva a

625

ETEIR =-—é;ﬁwﬂ-—wﬁ-u%é“-—AI(@@@ﬁﬁw~F2@g@3n. (2.30)

Devido & invaridncia rotacional do vacuo, devemos novamente escolher uma direcao no

espaco interno em torno da qual o sistema sera quantizado. Assim, escolhemos, por

conveniéncia, § = (0,...,¢ép) e, com a definigdo
ATe¢d, set=1,..,N—1
2 __ )y ’ ’ <

Tm_{&W%,%izN ’ (2.31)
chegamos a

625

5550 = Z — w2 — p? —mi). (2.32)

T =g

A funcao de particio (2.29) pode agora ser calculada na ordem sub-dominante da

expansio semi-cldssica {33, com o auxilio da expansio

_mﬁjjﬂm &Pk |
J =2 5 ( / BZ (K2 + w? + ) (2.33)

a=1

625
6960 6=0

In det [

A cada termo desta expansdo corresponde um diagrama de Feynman diferente, e estes

devem ser calculados independentemente. Para isto, faremos uso do método da regular-
izagdo dimensional [35]

(2.34)

/ dk 1 7P T(s -df2) 1
(271')‘1' (k2 -+ Tn,Q)S - (27T)d F(S) (1n2)5_d/2’

onde T'(z) é a fun¢io gama usual [36], e de uma extensdo analitica da funcao de Epstein

[37], dada por

- 1 _ __1 —2s ﬁ

Z (n? +a2) 2 t3 a1 (s)

n=1
[F (.s - %) +4 i(nwa)s_l/szﬁl/Q(.‘Z?ma) , (2.35)

n=1

X
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onde K,(2) é a funcdo de Bessel modificada de ordem n [36]. Definindo a quantidade

o = (=) (%). (2.36)

chegamos, apos a integracao sobre os momenta k e soma sobre os modos de Matsubara.

a expressao do potential efetivo para a configuragdo invariante translacional @}

Z(3) = e~ 3Wlea), (2.37)
onde §2 € o volume espacial e
V(d) = %n‘*@% + %@3
" g (_IS)SH 31% [(\ —1ym® 4 Tnis] (2-’%)%—3
X {2(;2_4 1_—(15 [T(s —-2)+ 42(7;’71.(1)5‘2}{3_2(275*71&)]
+ %6#2,@'3 + 55143@3. (2.38)

Como explicitamente demonstrado por Landsman [31], a redugio dimensional de-
pende da habilidade de se encontrar contratermos térmicos para cancelar as divergéncias
que aparecem no limite 7" — oo, oriundas da integragdo sobre os modos nao estéticos.
Estes contratermos devem ser controlados por uma equagiao do grupo de renormalizacio
térmica e fixados por condigoes de renormalizagio impostas sobre os diagramas de Feyn-
man calculados com alguma prescrigio de regularizagio *. Assim, vamos exigir que, no

ponto de subtracdo minima (¢ = 0, T = Ty), onde ¢ é um parametro com dimensio de

1 Apesar de o esquema de renormalizacio ser apenas wma ferramenta intermedidria no processo de
subtragio, sabe-se gque a redugao dimensional ¢ dependente do esquema [38, 39], sendo étima para o
esquema BPHZ. Nés trabalharemos com o esquemna modificado da subtragao minima, de maneira andloga
ao esquema utilizado em [40].
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massa introduzido convenientemente para a utilizagdo da expansao 2, o potencial efetivo

satisfaca as condigoes

*v 2 2 2
E — (3, ) = )+ bt = uy, (2.39)
S =0}
e
OV 5 60) A4 6A = A (2.40)
g\ G = = AR .
003 ’ Gp=0

de tal forma a obter os contratermos (para d = 4 — ¢)

- . T w1 n,u
ot = (N +2)0 [ 22 ) 4% In 2.41
o= +2) (24 167.'2[ Zl 7T, " (2:41)
e
(N+8) A2 ni
oA = —4 1 . 2.42
6 oam o T Zz“zn (242)
onde W(z) é a fungdo Psi usual e v € o nimero de Euler, ¥(1) = —~ [36]. Escolhendo

estas quantidades como contratermos de massa e acoplamento, garantimos a finitude da

teona efetiva

T
5 Sah + OX) +muT} (2.43)

1, . AJ
G)O) = jd X{ 8 @()) —i-—p!i,»@é‘i‘

que ceve ser comparada a energia livre de Landau-Ginzburg (2.14), fenomenologicamente
obtida na secao anterior.

Para completar a analise acima, precisamos calcular as funcées do grupo de renormal-
1za¢ao. A independéncia das fungoes de correlagao nuas da escolha do ponto de renormal-

izacao pode ser expressa pelas equagoes

qa?;r-(“") = 0, (2.44)
’ d (AN) =
To—=TW) = 0, (2.45)
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onde

r'(."\") = = o . (2.46)

op=()

e q ¢ o pardmetro com dimensao de massa mencionado anteriormente. J4 que estamos
interessados somente no célculo das fungdes do grupo de renormalizacio térmico, vamos

considerar somente

a - 0 9 () [N)
: e — g [ AN - 24?
(I}]aj—}) + ;Jl'o (f))\ + :-l't]!t a‘u?) r {) ( )
COIIl
A
8, = 2A 2.48
My UOTU ( )
o O
Ty <= H zﬂ)a—ﬂ- (2.49)

Usando os resultados obtidos para os contratermos de massa e acoplamento (2.41) e

(2.42), chegamos as expressées

L, (N+8) A .
e
AT2 A
~vp o= (N 42 v ) 2.51
= (V4 2) [ 4 (251)

Vale a pena comentar o fato de que a forma funcional das fungées do grupo de renor-
malizagao acima obtidas estdo de acordo com o discurso de que a compactificacio da
dimensao temporal Euclideana nao afetaria a forma das divergéncias ultravioletas em
uma teoria de campos. De fato, percebemos, exatamente, que tanto Jz, quanto -y, cal-
culadas a partir da teoria reduzida, reproduzem os valores esperados para a teoria original

4 baixas temperaturas.
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2.5 A constante de decaimento do pion & temperatura
finita f.(7)

Para verificar se a teoria efetiva (2.43), obtida na sec&o anterior, reproduz as quantidades
termodinamicas relevantes com fidelidade. vamos calcular a constante de decaimento do
pion & temperatura finita. A temperatura zero, f; ~ 93 Mev e esta relacionada com o0s

elementos de matriz da corrente axial A, por
(OIALI (p)) = i f2p,6, (2.52)

onde o indice superior em Af, diz respeito ao isospin. Como estamos supondo existir
uma simetria quiral exata, ela sé pode ser quebrada espontaneamente pelo vacuo. Con-
seqiientemente, apesar de a corrente axial A, agir nao trivialmente no vicuo, ela deve se
conservar, ao menos na camada de massa dos pions. A temperatura zero isto é trivial: a

divergéncia do elemento de matriz (2.52) é
(010, A¥|z) ~ f P2, (2.53)

que se anula quando P? = —w? 4 p? = 0, como acontece para particulas relativisticas nao
massivas [41]. A temperatura finita, no entanto, o resultado acima obtido ndo é mais tao
evidente. Além da perda da mmvariancia de Lorentz (pois a presenca de um meio privilegia
o referencial de repouso da matéria). temos toda a complicacio adicional do formalismo
das fungées de Green a temperatura finita. Para dar uma interpretacao fisica a f.(7'),
Bochkarev e Kapusta [19} usaram a representacio espectral da funcdo de Green para a

corrente axial

Y o dw _
Gi(za) = [ ol (@), (2.34)

—oo W — 2
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onde o tensor espectral é, como de costume [42. 43|, dado por

pf;ft)}("dr q) = _ (Qﬂ-):{é(“(" - E?H + E?I )(S(q - p??l + pﬂ) X

(/T — = Bn 8 (n] Al (] A7 ). (2:53)

Devido a conservacao da corrente axial, o tensor espectral pode ser decomposto em suas

componentes longitudinal e transversal [44]. o que levou Bochkarev e Kapusta a defini¢do

- : <dgs | o =
f:(T) =2 lim ?PA(QU:CI =0}, (2.56)
Q

e—0 . fo

para a constante de decaimento do pion i temperatura finita, onde p4(g) é a parte lon-
gitudinal da densidade espectral axial {2.53). O célculo da constante de decaimento do
pion pode entao ser efetuado e verifica-se que, para valores pequenos da temperatura,

reproduz-se o conhecido resultado de Gasser e Leutwyler [22] (ver figura (2.2))

. . N —-2T?
AT = f2 |1 - - — 2.57
T = 1z 2 fal (2.57)
enquanto que, para altas temperaturas,
, N+42T?
2 2 -
= 11Tz 9
fTI'(T) fn’ [ 12 fn-2:| 1 ( 08)
de acordo com [19, 45| (ver figura {2.2)), se anulando na temperatura critica
. 12 .
2 —_— 2 D ()
T° = N3 2_)‘7. (2.59)

O significado fisico de (2.56) para a constante de decaimento do pion a temperatura
finita, ¢ a medida da intensidade do acoplamento entre os bosons de Goldstone, 7, e

a parte longitudinal da densidade espectral axial no limite de zero momentum externo
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2
ON

93 MeV -

12 2 T
N+2

Figura 2.2: A constante de decaimento do pion 3 temperatura finita. Vemos, nas linhas cheias,
0s resultados obtidos por Gasser e Leutwyler, para baixas temperaturas, o resultade obtido por
Bochkarev ¢ Kapusta, para temperaturas préximo a T, e, finalmente, na linha pontilhada, uma
interpolacio de Padé obtida por Jeon e Kapusta, para reproduzir o valor de f.(T), para qualquer
temperatura.

[19]. Os bosons de Goldstone associados & quebra da simetria quiral representam, i
temperatura finita, a energia armazenada na dire¢ao transversal do estado fundamental.
Conseqiientemente, a contribuicdo dos pions as funcdes de correlacao deve depender da
probabilidade de o sistema se encontrar no estado fundamental. Enquanto esta proba-
bilidade é relativamente alta a baixas temperaturas, onde f.(T < T,) ~ 93 Mev, ela
diminui com 0 aumento da temperatura, de modo que, préximo a 1., podemos dizer que,
praticameitte, nao ha pions no sistema. Ndo ha energia armazenada no estado funda-
mental e f2(T" — T,) — 0, assim como o condensado. Esta é uma transicao de segunda
ordem, onde as quantidades termodinamicas se comportam de maneira continua préximo

a criticalidade.
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Vejamos, agora, como a redugao dimensional possibilita, de uma maneira mais simples.
o calculo da constante de decaimento do pion a temperatura finita, a partir da teoria

dimensional reduzida (2.43). Usando a férmuja (2.16), com AM = f;, chegamos a

iy« L D P ()}

A V48 a2 (L)
h A 5 o 7

{2.60)

onde a independéncia de f,{T,Ty) do ponto de subtracao T; é governada por uma equacao
do grupo de renormalizacdo do tipo (2.47). Para reproduzirmos o resultado (2.38), basta
escolhermos T = Ty + 8, onde # mede o desvio do ponto de subtracao. Nesta aproximacao,

os logaritmos que aparecem em (2.39) e (2.40) podem ser desprezados e chegamos a

(2.61)

N+t2TY
12 fe

AT = 21~
Uma igualdade com (2.58) sera obtida ao fazermos uma subtragdo a temperatura zero,
istoé, # =T e Ty = 0. Note que nio teremos problemas com os logaritmos das expressoes
(2.39) e {2.40) uma vez que estes ndo estarao presentes na subtracdo a temperatura zero.
A conclusao que tiramos destes cdlculos é que, de fato, a redugdo dimensional perinite o
calculo de observaveis estaticos da teoria original a partir da teoria reduzida, desde que
estes sejam expressos por funcoes de correlacao.

Podemos dar uma interpretacio para a quantidade f2(T,Tp) de maneira andloga ao
que se diz de f?(T) em (2.536). Enquanto esta iltima mede a energia armazenada no
estado fundamental para um gis de pions a temperatura T, f2(T,T,) mede a energia
armazenada no estado de energia T, para este mesmo sistema. Assim, nao somente

devemos esperar que f2(T,0) = f2(T), como discutido no pardgrafo anterior, mas tamhém

é natural obtermos f2(T,T) ~ 93 Mev, para qualquer valor de 7', uma vez que estaremos
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medindo a energia armazenada no estado de energia I’ para um sistema a temperatura

T.

2.6 Quebra dinamica da simetria quiral

Até agora, estudamos o problema da quebra da simetria quiral do ponto de vista da quebre
espontinea de simetria, onde uma simetria da teoria ndo € partilhada pelo vdcuo. Esta €
a idéia por trds do famoso trabalho de Gell-Mann e Levy [46], proposto para descrever a
dinamica entre mesons € nucleons. Segundo Gell Mann e Levy, os mesons, ¢ e 7, seriam
particulas elementares descritas por campos candnicos na teoria. No entanto, a auséncia
de campos escalares, fundamentais, na natureza, levou a comunidade de teéricos da época
a procurar mecanismos alternativos para quebrar simetrias. Uma das alternativas mais
comuns é a chamada quebra dindmice de simetria {para uma boa introdugdo ao assunto
ver [47]), onde o parametro de ordem que diferencia as fases quebrada e simetrica é um
operador composto, cuja existéncia depende da dinamica dos outros campos fundamentais
do modelo. Este mecanismo tem sido bastante utilizado para descrever fenémenos da
matéria condensada, como a supercondutividade, onde o parimetro de ordemn é o par de
Cooper. ou, ainda, no contexto da fisica de particulas, como a principal fonte de geragao
de massas para os hadrons.

Nesta secdio, vamos estudar um modelo com quebra dindmica de simetria; o mod-
elo de Gross e Neveu [48]. Estaremos interessados, principalmente, na determinagao das
circunstancias para as quais a restanragio da simetria quiral pode ser favorecida. Calcu-

laremnos, ainda, os expoentes criticos desta transicio de fase, e compararemos com alguns
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resultacdos j& existentes na literatura.

2.6.1 O modelo de Gross-Neveu a temperatura finita

O modelo de Gross-Neveu é definido, no espago de Minkowski, pela densidade de La-

grangeano

L=+ (), (2:62)

onde v, ¥ sao fermions de Dirac com N componentes, ¢ é um acoplamento forte e @

d,. com as matrizes 7, em uma representacao bi-dimensional. Este modelo foi

= Y
primeiramente estudado em 1 + 1 dimensdes como um protétipo para simular algumas
das propriedades da cromodinamica quantica °. De fato, além de ser assintoticamente
livre, em duas dimensoes, este La_grangeano possui, para qualquer 2 < d < 4, simetrias
discretas que sdo quebradas, dinamicamente, para determinados valores da constante de
acoplamento. Em 1 + 1 dimensées, por exemplo, (2.62) é invariante sob a transformacao

quiral discreta

P(t,x) — exp (ivs7/2)u(t, ), (2.63)
onde =5 é a matriz obtida através do produto de todas as outras matrizes ~, enquanto
que, em 2 + 1 dimensdes, a simetria discreta é a paridade

w(t, 2, y) — imp(t, —,y). (2.64)

Como o operador composto ¥ troca de sinal sob ambas as transformagoes (2.63) e (2.64),
concluimos que o parametro de ordem para diferenciar as fases de simetria quebrada e

manifesta é o valor esperado (¥y). Em outras palavras, quando um termo de massa é

5Este modelo pode ser, ainda, usado para descrever a cadeia bi-dimensional de spins-1/2 antiferro-
magnéticos de Heisenberg [49], ou, no caso de 2 + 1 dimensdes, o chamado liquido de spins quiral [50].
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gerado, a simetria discreta, quiral ou paridade, é quebrada dinamicamente. Ainda, devido
4 sua natureza discreta, ndo ha o aparecimento de bosons de Goldstone.

Apesar de perturbativamente nao renormalizavel para d > 2, este modelo pode ser
estndado, para 2 < d < 4, através de uma expansio no nimerc de componentes do campo
fermiémico [51]. Esta é a expansdo 1/N, que pode ser implementada na integral funcional
através de um campo auxiliar A

_ ) A2
£=Tp - v =5, (2.65)

tal que. classicamente, A = (g/N)1¥¥. Nesta formulagdo da teoria, podemos integrar

funcionalmente os graus de liberdade fermionicos na fungao de particdo para obter
Z(3) = [ Diexp [~ NI(A, g)]. (2.66)

onde
I(A g} = 515 /: dr_[ d’x A (x) — Trlin(@ + A, (2.67)

é a acdo efetiva, & temperatura finita, ja na formnlagao Euclideana ®. Agéo efetiva, (2.67)
descreve a dinamica dos condensados (pares de Cooper) A = (12y) e, para N grande, a

funcio de particio (2.66) pode ser calculada pelo método da fase estacionaria. Para isto,

precisamos resolver a equacao de ponto de sela

810\ g) =0, (2.68)

oA A=A

$Segundo o formalismo de Matsubara, para descrever uma teoria de campos & temperatura finita,
devemos fazer uma rotagio de Wick para o tempo imagindrio, ¢ — —iT, ¢, ainda, compactificar esta
dimensao impondo condigdes de contorno (anti-yperidédicas para os campos (fermidnicos) boséuicos. Para
uma introducio mais detalhada ao assunto, recomendamos o livro [43].
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que a temperatura finita se reduz a

(2.69)

onde A é um corte para regular a integral no ultravioleta e (A}, o ponto de sela, é consid-
erado constante. Apesar de divergente no ultravioleta, esta expressdo pode ser renormal-

1zada através da substituicao de ¢ pelo seu valor a temperatura zero

A d3p _
el 2/ ap pz+mz (2.70)

oncle m € a massa induzida no pélo do propagador dos fermions. Fazendo uso da regun-

lariza¢do dimensional, como definida em {2.34), e usando a férmula

0 1 1/1 1
Z _(2n+1)2 +92"§(§”e0+1>’ (271)

para fazer a soma discreta de freqiiéncias de Matsubara, chegamos a seguinte expressao

para a equagao do ponto de sela

(Ay=<In

3 (2.72)

2 [63n1/2 + fedm _4'|
5 .

Esta é a expressdo que nos permitira estudar a restauracao da simetria quiral a temper-
atura finita *. De fato. para 7' = 0, o modelo de Gross-Neveu pode ser encontrado em
duas fases distintas, caracterizadas pela invaridncia, ou nao, sob as transformacées (2.64).

Caso ¢, > g., onde

1 A g3 d&’p 1
2 =9 f 273
Ge (27)3 p? (2.73)

T Apesar de estarmos em: 2 + 1 dimeunsdes, nos referiremos, deliberadamente, & quebra da simetria de
paridade como quebra da simetria quiral. Este abuso de linguagem é usualmente justificado pela direta
conexao que se estabelece com o caso da CDQ.
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é o valor critico da constante de acoplamento a temperatura zero, entao estaremos na
fase quebrada. Este é o regime de acoplamento forte, onde ha a formacao do condensado
quiral, e os fermions adquirem uma massa gerada dinamicamente. Por outro lado, no
regime de acoplamento fraco, g. < ¢., 0 modelo estard na fase simétrica, desordenada,
e os estados ligados desaparecem. Em particular, podemos forcar as condigoes iniciais
do problema para que a simetria esteja quebrada & temperatura zero, e estudar a sua
restauracao a temperatura finita, o que, segundo a equacgdo (2.72), deve ocorrer para
T.=m/2In2. Para este valor da temperatura, (A) =0 e o termo que guebra a paridade

desaparece.

2.6.2 Restauragao de simetria a densidade finita

Vamos agora permitir que o sistema troque particulas com um reservatério a uma taxa
constante. Para isto, basta introduzirmos nm potencial quimico, i, em {2.67), conforme
a maneira padrao [52]

| g
Lepr(Xh g, ) = % ./0 dr / d*x M(z) = Trln(@+ A+ ), (2.74)

Este potencial quimico garante que o nimero médio de particulasno sistema seja constante

N . 1 1
' —_ 2- —_ P I3 -
() = f d k{eﬁw) 11 e ¢ 1} = cte, (2.75)

onde, N = [ d%x ¥, é o operador mimero e, w = /k2 + (\)?, d4 a relacio de dispersio.
A expressio acima pode, ainda, ser reescrita, através da utilizacao dos polilogaritmos [53]
(ver apéndice 3)

o B{A) 1 4 e~ 3(N-w) 1 : —3({\)+p) - — BN )
M= [ln (1 omEs ) T 3N (Eia(—e ") — Liy(—e |-

(2.76)
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Agora. a equagao de ponto de sela para a agdo Euclideana (2.74), na presenca de um

reservatorio de particulas, se modifica para

2 X A clz 1 ,
- - 92.77
T3 :Z / 2?4 (wn +ip)? 4 (A2 (2.77)

de modo que, apés o procedimento de renormalizagdo descrito anterlormente, integragao

via regularizacio dimensional e soma por integragao de contorno (ver [34]), chega-se a
B((A)—m)+1n (1 + e“g(“)_”’) +1n (1 + eﬁg“’\)“") = 0. (2.78)

Esta equacdo define uma linha de transicdes de fase de segunda ordem no plano p x T,
quando {\) = 0, relacionada & restauragéo da simetria quiral (ver figura (2.3)). Vemos, a

K
N

Fase

Simetrica
H C

Fase
Quebrada

T
P

T

Te

Figura 2.3: O diagrama de fases do modelo de Gross-Neveu 3 temperatura e densidade finitas. A
curva mostrada no grifico divide o espaco em duas regides caracterizadas pela invaridncia, ou nio,
sob as transformacoes de quiralidade.

partir da equacéo (2.78), que, & densidade finita, a restauracio da simetria quiral, (A} — 0,

acontece para um valor menor da temperatura critica, 0 < T, < m/21In2, em comparacgio
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com o caso i = (0. Em ocutras palavras, wm meto denso favorece a restauracao do stmetria
quiral.
Do ponto de vista fenomenolégico, isto pode ser facilmente entendido com a ajuda da

figura (2.4). Ao contriario do que acontece com o par de Cooper na supercondutividade,

9

T << T, =0 T>T , HFO

Figura 2.4: A restauracdo da simetria quiral se d3 quando os condensados comecam a se sobrepor.
Isto pode acontecer de duas maneiras: a) aumentando-se a temperatura, o que causa um aumento
de seu raio; b) tornando o meio denso, o que os aproxima.

cujo tamanho nido se modifica consideravelmente com variacées da temperatura, aqui, o

condensado quiral, que tem um raio tipico dado por

1 -

cresce de tamanho a medida que T aumenta. Ao nos aproximarmos da regiao critica, o
raio do condensado diverge, uma vez que f(T' — T.) — 0, e chegamos a uma configuracio
onde os mesmos comecam a se sobrepor, nao formando mails uma base ideal para a de-
scricao do sistema. Simplesmente nao faz mais sentido falar em condensado, uma vez que

os fermions constituintes passam a dominar completamente a dinamica critica. O mesmo



Capitulo 2. A simetria quiral 37

mecanismo acontece quando introduzimos um potencial quimico no sistema. Aumentar
a densidade de condensados faz comn que estes se aproxinmem, e, conseqiientemente. a so-
hreposigao do lado direito da figura (2.4) ocorre para uma temperatura critica mais baixa

que o caso (= {).
2.6.3 O caso do potencial quimico imaginario

A introducao de um potencial quimico imagindrio, €(;3), no entanto, produz o efeito
contrario. Um potencial quimico imaginario deste tipo. pode ser associado a componente

zero, constante, de um campo de calibre, Ay(3) = 6(3)

Lps(Agope) = 2@4 /d2x N z) = T [In(@ + A + 6], (2.80)

Este, por sua vez, seria gerado por um solendide infinitesimal ao longo do eixo do cilindro
onde a teoria estd sendo quantizada ¥. Como veremos a seguir, a restauracao da simetria
quiral nao mais é favorecida, mas, ao contrario, uma temperatura critica maior passa a
ser necessaria, devido a uma variacao na fase dos campos fermiénicos, conhectda como o
efeito Aharonov-Bohm [36].

Na presenca do potencial quimico imaginario, #, a equacao de ponto de sela se modifica

para

1 2 & A dPp 1 .
9 3 2 / (27)2 P2 + (wn +6)% + (A)% (281)

de modo que, apds o procedimento de renormalizacao utilizado nas secOes anteriores,

8Para uma discussao mais detalhada a respeito desta analogia, recomendamos a referéncia [55]. Para
nosses propositos, entretanto, consideraremos, apenas, o sistema fermioénico na presenca de umn campo
Ap constante,
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chega-se a

(2.82)

eI — 2 cos(36) + \/(QCOS(?BH) —edm)? 4

1
A==
(A =5 In 5

Esta equacdo dd a dependéncia do condensado quiral com relagdo a T e 8, para um dado

valor de m. Uma simples analise da equagéo acima mostra que:

M1 <> #£0

2T —+ <A>=0

T 4+ <A>#0

<A>=0

0 m T
2 In2

Figura 2.5: O diagrama de fases do modelo de Gross-Neveu na presenca de um solendide infinitesimal
de fluxo 8. Vemos que 3 medida que # aumenta, o valor da temperatura, para qual a simetria quiral
é restaurada, também aumenta, até chegar ao valor infinito no interior da regido (27/303, 4w /353),
onde a simetria quiral permanece sempre quebrada.

e asimetria quiral estd sempre quebrada, para qualquer T > 0, quando 27/33 < 8 <
4w [33;

e asimetria quiral pode ser restaurada, para outros valores de #, porém a uma tem-
peratura maior que mn/2In2.

As regides onde 27 /33 < ¢ < 47/35 sdo caracterizadas por um valor ndo nulo para

o condensado quiral, {\) # 0. Assim como no caso a temperatura zero, onde a simetria
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quiral é quebrada pela indugao, no pélo do propagador dos fermions, de uma massa m.
agora também a simetria quiral estard quebrada pela geragao da massa (A), uma vez que,
nestas regioes, T, — oo. A conclusido é que, a presenca de um solenéide, de fluxo #, ao
longo do eixo do cilindro em 2 + 1 dimensées, causa win aumento da escala de massa do
modelo {diminuicédo do comprimento de correlacao), e, conseqilentemente, um aumento

na temperatura critica para a restauracao da simetria quiral [35. 57].

2.6.4 Universalidade e expoentes criticos

Para finalizar a analise da restauracao da simetria quiral no modelo de Gross-Neveu,
devemos, ainda, calcular seus expoentes criticos, o que possibilitara a identificacao da
classe de universalidade deste fendmeno. Em geral, tais expoentes podem ser obtidos
a partir da equacao de estado do sistema estatistico em questdo [58]. Para o modelo de
Gross-Neveu, na auséncta de qualquer potencial quimico, real ou imaginario, esta equagao

é dada naturalmente pela equacio de ponto de sela

2 y ’ 8
g 8,7~ 1 (2r)2p?+wi+(A)? (2.83)

1 2 = /A d?p 1

conhecida, ainda, como equagdo de lacuna, ou como encontramos mais freqiientemente
na literatura, equagdo do gap. Esta equacao é perfeitamente analitica no infravermelho.
De fato, as freqiiéncias de Matsubara, impares, dos fermions, w, = (2n + 1)7/3, fazem o
papel de um regulador infraverinelho, para baixos valores do momentum p, tornando finita
a integral em (2.83). Conseqiientemente, os expoentes criticos, através dela calculados,
se reduzirao aos expoentes tipicos de uma teoria de campo médio. Isto nédo deveria ser

nenhuma surpresa, uma vez que estamos, realmente, fazendo uma aproximacio de campo
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médio ao desprezarmos as flutuagdes do campo auxiliar, A(7,x) — (A). A conclusdo é que,
na ordem dominante da expansao 1/, o modelo de Gross-Neveu tem um comportamento
de uma teoria de campo médio, com os expoentes dados na tabela (2.1) Y. A introdugéo
de um potencial quimico real, g, nao altera, tampouco, o comportamento infravermelho
da integral em (2.83), wmna vez que este contribuird, somente, com uma parte imagindria

para as frequiéncias de Matsubara (como podemos ver pela equacio (2.77)).

2<d<4 3 o4 & v n Modos
Campo Médio 1/2 1 3 1/2 0 |[Vn
6 € [0,27/33) ou (47/33, 27 /3] 1/2 I3 1/2 0 |Vn
6 €[0,7/3) ou (n/3,27 /3] 1/2 1 3 1/2 0 |n=0
0=x/3 1/(d—2) 1 d—1 1/(d~2) 4=d|n=0

Tabela 2.1: Expoentes Criticos do Modelo de Gross-Neven em 2 < d < 4 Dimensoes

Entretanto, este panorama muda, completamente, na presenca de um potencial quimico
imagindrio, 8(3), conforme mostrado em [39]. Para vermos como isso acontece explicita-

mente, vamos renormalizar a equagao de lacuna, para ¢ # 0,

A d2p 1 .
n-z—oo / (27 )2 P2+ (wn +0) + (N (2.84)
com a ajuda da definicao da temperatura critica
A dz 1
72" 2.85
cn—Z__:,G/ Z+(Wnc+9(dc))z ( d)

onde w,, = (2n + 1)7/3.. Esta equacao define, no caso § = 0, uma linha de transigoes

de fase de segunda ordem no plano (g,1'). Para cada valor do acoplamento, existe uma

9Foi recentemente sugerido, cm [14], que a restauragdo da sunetria quiral teria um comportamento
de campo médio inclusive para ordens sub-dominantes da expansio 1/N. Eutretanto, esta afirmacio foi
prontamente negada no trabalho de Reisz, [60], onde foi mostrado que, além da ordem dominaute, a
restauracao da simnetria quiral no modelo de Gross-Neveu, em 2+ 1 dimensoes, seria pertencente a mesma
classe de universalidade que o modelo de Ising.
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temperatura critica acima da qual a simetria quiral estard restaurada. Por outro lado,
para um dado valor da temperatura, existirda um valor critico do acoplamento abaixo
do qual novamente teremos restauracao de simetria. A temperatura zero, a simetria ¢é
restaurada em ¢, = ¢,. Assim, (g, = g.,7 = 0) é o ponto fixo ultravioleta. Conforme o
acoplamento se afasta de g., a temperatura para a restauracao da simetria aumenta, de
modo que, quando ¢, — oo, I = T,. Este é o ponto fixo infravermelho. Assim, a linha
critica definida pela equacao (2.83) conecta os pontos fixos ultravioleta e infravermelho,

dividindo o plano (g, T) em duas partes (ver figura (2.6)).

1
g A

Fase

Simetrica

Fase

Quebrada

\
=

TQ T

Figura 2.6: O diagrama de fases do modelo de Gross-Neveu para diversos valores do acoplamento

forte e da temperatura. A T = 0 temos o ponto fixo ultravioleta enquanto que, em T' = T, temos
o ponto fixo infravermelho.

Passemos ao calculo dos expoentes criticos. Combinando a equacao de gap (2.84) com

a definicao da temperatura critica (2.83), chegamos a

T 2(} A dz /\)z + (whe + ) wp + whe + 20)(T /T — ‘
(T‘ ) Zf P’ + (e +072)(P? + (wn + 0)% + (/\)2 - (286)

Esta forma da equacido do gap é bastante conveniente para a extracao dos expoentes
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criticos, wna vez que estes se reduzem a contagem de poténcias, na regiao do infraver-
melho, da integral do lado direito da equagao de estado (2.86) [61, 62]. Para # € [0,27/ 7]
e § # w/3, temos, novamente, um comportamento analitico para a equacao de estado,
uma vez que w, + 0 ainda serve como regulador. Nesta regido, os expoentes criticos siao
os mesimnos de uma teoria de campo médio, como pode ser visto na tabela (2.1). Para
6 = w/3, no entanto, as freqiiéncias de Matsubara sao levadas as tipicas em um sistema

onde, w? = 2n7/3, é a freqiiéncia de Matsubara de bosons.

bosonico, w, + /3 — Wb .

7}

Isto permite que separemnos, na equacgao (2.86), as contribuicoes do modo zero, w) = 0,

dos demais, tal que

(E_l) 2 /“ d’p z(pfw U (2.87)

Y; 2 + (A)Z) n=—oa,(n#0)
Na expressao acima, introduzimos a dimensionalidade 2 < d < 4, de modo a facilitar a
andlise dos resultados para os expoentes '*. O segundo termo, ausente, no lado direito
da expressdo acima, é completamente analitico no infravermelho, uma vez que, como
dissemos anteriormente, as freqiiéncias nao nulas servem como um regulador. O termo
correspondente ao modo zero, no entanto, sera o responsavel pelo comportamento singular
das quantidacdes termodinamicas, conforme os princii)ios da reducao dimensional. Os

expoentes criticos serao defimdos como

(Myh—o ~ t%,
(/\)t_,() ~ hﬁ, (288)
onde, t = (T'/T. — 1), ¢ o desvio da temperatura critica e, h, ¢ um campo externo

VPara d > 4, a integral nos momenta é perfeitamente analitica, independente do valor de 4, e os
expoentes sao 65 de uma teoria de campo médio (ver tabela (2.1)).
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introduzido, provisoriamente, para possibilitar o calculo do expoente é. O resultado
obtido para estes expoentes vem do fato de que, para {\} — 0, o termo correspondente
2

ao modo zero, na equagao acima, se comporta como (A\)4=2, enquanto que, para 0 campo

h, obtemos h ~ (A}?"L. Tsto nos d4, diretamente,

J=—e, 6=d—1 (2.89)

Os outros expoentes: 7 = 4 — d, v = 1, v = 1/(d — 2), podem ser obtidos de maneira
semelhante, e percebemos que eles satisfazem as relacoes de escala usuais dos fenémenos
criticos (ver tabela (2.1}). Vemos, ainda, a manifestagéo direta do teorema de Hohenberg-
Coleman-Mermin-Wagner (63}, que proibe a existéncia de uma quebra de simetria continua

em duas dimensdes, pelo fato de, no limite d — 2, o expoente 3 — oco.
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O confinamento

3.1 Introducao

Uma das caracteristicas mais curiosas das teorias de calibre é a possibilidade do confina-
mento. Em um sistema confinado, nao existem estados assintdticos que carregam carga de
cor [3] e. como resultado, todos as particulas do espectro sdo singletos sob transformagoes
de simetria do grupo correspondente. Isto geralmente pode ocorrer de duas maneiras:
primeiro, como é consenso acontecer na CDQ em 3 + 1 dimensées, os campos carregados
gue aparecem Na acdo, quarks ¢ gluons, estariam permanentemente confinados em estados
ligados que sao singletos de cor - os mesons e os baryons; segundo, além da possibilidade
da formacdo destes singletos, é possivel que as cargas dos campos fundamentais sejam
completamente blindadas, de modo que estes possam interpolar estados fisicos do espec-
tro mas criar somente singletos de cor. Esta segunda situacdo comegou a ser considerada
a partir dos resultados obtidos em modelos bi-dimensionais como o modelo de Schwinger
e a CDQ com quarks sem massa [64]. A esta segunda possibilidade dd-se o nome de

blindagem, ao invés de confinamento.

44
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A temperatura finita, a diferenca entre as fases confinada e desconfinada é menos
evidente. Além da inexisténcia do conceito de estados assintéticos (as particulas num
banho térmico sao continuamente espalhadas por excitagoes térmicas caracteristicas de wn
corpo negro), as quantidades observdveis as quais temos acesso sao médias termodinamicas
e fungoes de correlagao, que descrevem a resposta do sistema a uma determinada influéncia
externa. Por estas razbes, o teste comuinente utilizado para se verificar o confinamento
em uma teoria de calibre &4 temperatura finita é a sua capacidade de blindar cargas
externas. () operador que verifica esta blindagem é o loop de Polvakov [10], que serd
devidamente definido e apresentado na secao seguinte. O valor esperado deste operador
esta relacionado com a quantidade de energia necessaria para a insersac de uma carga
de teste no sistema. Para sistemas confinados, esta energia livre é infinita enquanto que
para sistemas desconfinados o seu valor é finito. Veremos, ainda, que uma transicao
confinamento/desconfinamento esta diretamente relacionada com a quebra espontanea de
uma simetria glohal, a simetria Z(N) no caso de teorias de calibre SU(.N). No entanto, na
presenca de fermions dinamicos na representacao fundamental esta simetria é quebrada
explicitamente, mesio na fase confinada, e o loop de Polvakov nao serve mais como um
parametro de ordern para diferenciar as duas fases.

Neste capitulo, vamos recordar alguns arguimentos que nos levam a conclusio de que
a transicio de fase de confinamento é de primeira ordem para teorias de calibre SU(V)
puras e se torna um suave crossover quando os mais leves quarks dinamicos sao levados
em conta [65]. Posteriormente, vamos introduzir a no¢ao de confinamento para teorias de

calibre Abelianas, onde o pariametro de ordem para a distin¢do entre as fases confinada
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e desconfinada é a versao Abeliana do {oop de Polvakov [G6]. A transicao de desconfi-
namento em uma teoria Abeliana estd associada a quebra espontanea da simetria global
Z, o analogo Abeliano da simetria Z(N) das teorias de Yang-Mills, que tem, ainda, uma
inferpretacao em termos da carga dos estados fisicos do sistema, sendo quantizada na
fase confinada. Segundo este cendrio, vamos mostrar como uma transicio de fase con-
finamento/desconfinamento pode ser induzida, através da introdugao de um potencial
guimico lmagindrio, que, fazendo o papel da componente zero de um campo de calibre,

faz o sistema flutuar em torno das configuracoes onde a lei de Gauss é satisfeita, e quebra

espontaneamente a simetria 2.

3.2 A simetria Z(N) nas teorias de Yang-Mills

No estudo das teorias de calibre SU(N) em equilibrio térmico & temperatura finita, a

funcdo de particao é dada como uma integral Euclideana do tipo

Z(8)=Tr e / DA, emEA) (3.1)
sohre uma variedade Euclideana que é infinita nas trés dimensoes espaciais e compacta
na direcao temporal. Aqui, A4, = Alf,, onde t,,a = 1; ... N? — 1, sio matrizes da repre-
sentagao fundamental do grupo SU(N). Aintegral de caminho ¢ feita sobre configuracoes

do campo de calibre que satisfazem condicoes de contorno periddicas A,(0,x) = A,.(5.x),

onde 3 = 1/T é o inverso da temperatura, e a a¢do FEuclideana é dada por
, 19 3 :
Sp(4,) = 4-@2/0 dr -[d X 11 FoFop, (3.2)

onde F,, = 0,4, — 0,4, —ig[A,, A, como de costume. A expressao acima para Z(J) é

obtida considerando-se somente os estados |¢) que satisfazem a lei de Gauss V- E = (.
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Ela entao representa a funcao de particdo para uma teoria na auséncia de qualquer tipo
de fonte externa.

O valor esperado de operadores ¢é definido como
(O =2" / DA, e~SEAIO(A,). (3.3)

Estaremos particularniente interessados no valor esperado de um operador especifico: o
loop de Polyakov [10]

P(x) =trexp: ./u dr Ay(T.x), (3.4)
com uma conveniente prescrigdo para ordenamento de caminhos. O interesse por este
particular operador vem do fato de que a energia livre de uma carga de teste pode ser
escrita como

B(F, — Fo) = — In(P(x)). (3.5)
onde Fy é a energia livre do vacuo [16]. Se (P) = 0, inserir um querk no sistema exige uma
quantidade infinita de energia. Fisicamente, isto implica que nao se consegue blindar o
fluxo desta carga de teste e, conseqlientemente, o estado do campo de calibre ¢ modificado
até o infinito espacial, o que custa uma energia infinita. Assim, {(P) = 0 indica que a
teoria estd na sua fase confinada. Se, por outro lado, {P) # 0, entao a energia livre F, é
finita e o sistema se encontra na fase desconfinada.

Sob a acao do grupo de calibre
Ay — UAML"_I + an“U*l, U{r,x) € SU(N) (3.6)
o loop de Polyakov se transforma como

P — trU(0,x)PU(3,%), (3.7)
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e, entdo, P é invariante quando U7 é periddico. Por outro lado, observaveis locais sao

invariantes sob transformacoes nio periddicas do tipo
U(r+ 8,x) = 2U(1.x), (3.8)

onde 2 = exp (27in/N) é um elemento do grupo Z(N'), o centro do grupo de calibre. Para

o loop de Polyakov temos, no entanto, a lei de transformagao
P—zP (3.9)

Assim, P é um parametro de ordem para a manifestacdo de uma simetria global. Ir de
(P) = 0 a (P) # 0 requer a quebra espontanea da simetria Z(N).

A transicio de fase confinamento/desconfinamento, como uma fungao da temperatura,
em teorias de calibre SU(V), é entdo uma transicao onde a simetria global Z(N) é que-
brada espontaneamente. Se o parametro de ordem variar continuamente de (P) = 0,
para I' < T., até (P) # 0, para T' > T, entao a transi¢ao é de segunda ordem. Se, por
outro lado, (P) for descontinuo em 1, entdo a transicdo é de primeira ordem. Segundo

Svetitsky e Yaffe [63], podemos obter umia energia livre de Landau-Ginzburg que descreva

as oscilacoes de grandes comprimentos de onda do parametro de ordem
F= / Px [(@:P) + V(P (3.10)

onde o potencial

V(P) = f(IP)*) + g(|P|*. Re(PY)), (3.11)

pode ser obtido via integragdo, na integral funcional Euclideana, de todos os graus de

liberdade, exceto Ag, a fase para o loop de Polyakov. De um modo geral, f e g sao
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funcdes arbitrarias que podem ser expandidas em torno da origem, (P} = (. Assim,

chegamos & expressao geral
V(P)=a|P|> + bRe(P*) + | P +.. ., (3.12)

onde os coeficientes a, b e ¢ sao funcdes da temperatura a serem determinados fenomeno-
logicamente. No caso de ¢ > 0 e b = (), teremos que o minimo do potencial vai se
aproximar continuamente da origem até que na temperatura critica, a = 0, a simetria €
restaurada. Esta é uma transicido de fase de segunda ordem. conforme representado na

figura (3.1).

viP)  T> T,
A

Figura 3.1: Padrio de quebra de simetria em uma transicdo de fase de segunda ordem. Vemos que,
3 medida que a temperatura aumenta, o minimo do potencial se aproxima de uma maneira continua
da origem.

No entanto, a presenca de um termo ciibico, b # 0, faz com gue o minimo do potencial
pule descontinuamente da origem para um certo valor, a medida que a diminui. Este

termo cibico estd presente no caso de teorias de calibre ST7(3), uma vez que a simetria
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é Z(3). e isto indica que a transicao confinamento/desconfinamento ¢ uma transicao de

primeira ordem [63], conforme a representagio da fignra (3.2}.

V() T>T,
N T=T

Figura 3.2: Padrio de quebra de simetria em uma transicio de fase de primeira. Vemos que, agora, &
medida que a temperatura aumenta, o minimo do potencial se aproxima de uma maneira descontinua
da origem.

Antes de prosseguir, vamos tecer algumas consideragoes a respeito da transigao de
confinamento na CDQ. Na CDQ, este fenoémeno é inerentemente nao perturbativo e, como
tal, talvez a melhor maneira de se atacar o problema seja via simula¢oes em rede. Segundo
Wilson [67], a CDQ pode ser formulada na rede e a integral Euclideana (3.1) pode ser
calculada através das técnicas de Monte Carlo [68]. A previsao de Svetitsky e Yaffe de que
a transicio de confinamento na teoria SU(3) é de primeira ordem foi confirmada pelas
simulacdes na rede [69]. A inclusao de quarks dindmicos na funcao de particdo muda esta
situacao inteiramente. {P) & diferente de zero mesmo na fase confinada. Isto pode ser
entendido heuristicamente notando que uma fonte estitica pode sempre ser blindada por

wm par virtual ¢g no sistema. Também pode-se entender mais formalmente mostrando-se
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que apés a integragao sobre os fermions, a agio efetiva para os campos de calibre inclui um
termo que quebra a simetria Z( V) explicitamente [63]. Nao se conhece nenhum parametro
de ordem para a transicao de confinamento quando fermions dinamicos estao presentes.
Isto provavelmente exclui a possibilidade de uma transicao de segunda ordem. Uma
transicio de primeira ordem, no entanto, é ainda provavel no regime de quarks pesados.
Para dois sabores de quarks leves, no entanto, simula¢bes em rede nao detectaram nenhum
sinal de uma transicdo de primeira ordem. O valor esperado (P) cresce de uma maneira
suave como uma funcio da temperatura e nenhuma descontinuidade € aparente. Temos

url crossover.

3.3 Bolhas e dominios no espago de Minkowski

Uma das maneiras mais simples de se estudar a questdo do confinamento € através da
andlise do potencial efetivo para a fase do loop de Polyakov, o campo Ay [65]. Como é
bastante conhecido, a simetria Z(/\') é espontaneamente quebrada em uma certa odem da
série perturbativa para teorias de calibre SU(V). De fato, cdlculos do potencial efetivo
para Ay mostram a existéncia de minimos em (P} = 1 e seus estados Z(N) simétricos
(P) = exp(27in/N). A presenca destes minimos na fase desconfinada (altas temperat-
uras) e a sua auséncia na fase confinada foram devidamente comprovadas por simnulagoes
na rede. Como conseqiiéncia, a forma do potencial efetivo para Ay na fase de altas tem-
peraturas sugere a existéncia de dominios na integral funcional Fuclideana (ver figura

(3.3)). Se forcarmos as condigdes de contorno do nosso sistema de uma maneira tal que

para ry — —oo O sistema esteja préximo ao minimo em (P) =1 e que para 2y — +00 0
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sistema esteja préximo a, por exemplo, (P) = exp (27in/.V), entdo havera uma ~parede”
separando estes dois "véacuos”. A tensdo interfacial entre estes vacuos pode ser obtida a

partir do potencial efetivo [70] ou, ainda, medida através de simula¢des numéricas [71].

0 1 2
q

Figura 3.3: Dominios a teoria de calibre SU(2) pura. Neste gréfico, F € a energia livre e ¢ o In (P).
Esta figura foi generosamente concedida por Nathan Weiss.

Uma conseqiiéncia direta da existéncia destes dominios é o aparecimento de bolhas
Z{N) [72]. Estas bolhas sdo regides no espago para as quais (P) ~ 1 fora da bolha mas,
em seu centro, {P) ~ exp {27in/N). Com a diminuigéo da temperatura, passa a ser mais
favoravel a criagio destas bolhas. Isto acontece pois a probabilidade de formagao da bolha
é exp {(—S/g%). A aciio é proporcional a T, e ¢* aumenta conforme T' diminul. Assim, a0
se esfriar o sistema, mais e mais destas bolhas se formario, randomicamente, de tal forma
que, para uma determinada temperatura critica, (P) = 0 [73]. Esta € a transi¢ao con-

finamento/desconfinamento para uma teoria de calibre SU(V) pura. Alternativamente,
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podemos entender o processo de confinamento acima descrito como a interferéncia de-
strutiva, no propagador dos gluons. entre as diferentes classes de homotopia. De fato, a
simetria Z{ ') do sistema de gluons fornece amplitudes idénticas em diferentes classes de
homotopia. No entanto, uma particula na representagio fundamental do grupo SU{N)
adquire fases exp {2isn/N), n = 1...., N, que se cancelam. O resultado é a auséncia
destas particulas nos estados assintdticos [74]. A transi¢ao de desconfinamento deve ser
observada através de amplitudes de transicdo entre estados assintdticos ao mués de am-

plitudes de transigdo vacuo-vdacuo.

0z -

F/nT

-02 -

Figura 3.4: Estados meta-estaveis correspondentes a estados com energia livre e entropia negativas
para uma teoria de calibre ST (3) na presenca de N sabores de fermions. Novamente, I é a energia
livre e ¢ o In {P). Esta figura também foi generosamente concedida por Nathan Weiss.

No caso de uma teoria com fermions dindmicos, a simetria Z{/N) é explicitamente

quebrada. O loop de Polyakov adquire um valor esperado diferente de zero para qual-

quer temperatura e o problema de distinguir as fases confinada e desconfinada se torna
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ainda mais delicado [75]. No entanto, dependendo do ntimero de cores e sabores, hd a
possibilidade do aparecimento de estados meta-estaveis no potencial efetivo para Ay (ver
figura (3.4)). Estes estados correspondem a estados onde ambas a energia livre e entropia
sao negativas e, por este motivo, alguns autores tem argumentado que tais estados nao
devem ter necessariamente um objeto de Minkowski associado. Séo como instantons; ob-
jetos Euclideanos sem similar Minkowskiano. Como veremos, tais estados meta-estivels
também se mostram presentes no estudo da transicao de confinamento mesmo para teo-
rias de calibre Abelianas. Veremos ainda que, nestes estados, os fermions adquirem uma
estatistica de bosons, mas com o sinal trocado, o que dd origemn a energias livres e en-
tropias negativas. Desta forma, seria incorreto tentar associar o surgimento de dominios
e bolhas a estes estados meta-estaveis. Mesmo assim, eles devem ser levados em conta

pois contribuem para a fungao de particdo FEuclideana do sistema.
3.4 A simetria Z em teorias de calibre Abelianas

No caso de teorias de calibre Abelianas em 2 + 1 dimensoes, fol recentemente proposto o

uso da versdao Abeliana do loop de Polyakov

Pi(x) = eiéj;;ader(r.x), (3.13)

como pardmetro de ordem para uma transi¢do de fase de confinamento a temperatura
finita, mesmo na presenca de fermions dinamicos [66]. Para isto, exige-se que a carga de
teste & nao seja um multiplo inteiro da carga fundamental e, e que a teoria seja, ainda,
massiva e finita no ultravioleta. O valor esperado do operador (3.13) mede, entdo, a

resposta de um sistema eletrodindmico & presenca de uma carga de teste € num ponto x
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do espaco Euclideano. A quantidade
3(F: — Fy) = —In (Pe(x)). (3.14)

dd a energia necessdria para se inserir uma carga € 1o sistema eletrodinamico e pode ser
usada para detectar ou nao sinais de confinamento. A razao é que, nestas circunstancias,
o loop de Polyakov (3.13) se transforma nao trivialmente sob a acao da transformagao
global Z

Pi(x) — Po{x) - e¥minéle, (3.15)

que é o analogo Abeliano da simetria Z{N,) mencionada na se¢do anterior. Na verdade, Z
é o grupo qgiiociente entre todas as transformagdes de calibre e aquelas que sdo estritamente
periddicas no tempo imaginario. O valor esperado de F:(x) pode entao ser usado como
um pardmetro de ordem para explorar a manifestacio da simetria Z no sistema estatistico
em consideracio [76]. Se a simetria estd manifesta. o loop de Polyakov se anula indicando
que o sistema estd na sua fase confinada, onde precisa-se de uma energia 1nfinita para
inserir uma carga teste que néo seja nm multiploe inteiro da carga fundamental. Por outro
lado, se a simetria estd quebrada, o loop de Polyakov adquire um valor nao nulo e o
sistema estd na sua fase desconfinada, onde a insersio de particulas com carga fraciondria
¢ permitida. Como conseqiiéncia, a simetria Z tem uma interpretacéo fisica em termos
das cargas dos estados fisicos. Se a simetria é manifesta, todos os estados fisicos tém
carga quantizada enquanto que, no caso da simetria quebrada, a existéncia de estados

com carga nao quantizada é permitida.

Para ver a origem desta simetria Z, consideremos a expressao da integral funcional
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Euclideana, & temperatura finita, para a fungao de particdo da eletrodinamica quantica
Z(3) = [ DA, DIDw e~ S48, (3.16)
onde a acao Euclideana d-dimensional é
— 3 "4 1 —
S(AwT ) = /0 dr / d?1x (ZFP,,FW + (3D + m)t.i') . (3.17)

com D, =0, —1ed, e F,, = 8,4, —-0,4,. As condi¢oes de contorno no tempo 1maginario
sao, como de costume, periddicas para bosons e anti-periddicas para fermions. A integral

de caminho em (3.16) é invariante sob a transformacao de calibre

.4;1(7',}{) = ‘Ll'u(‘r:x) ‘%‘a“;\’(T,X),

V(nx) = lrxpe e,

r

) = @), (318)

desde que a funcio x seja peridédica a menos de um fator constante multiplo de 27 /e

27
X(r + 8,%) = x{7, x)+—€—”. (3.19)

O grupo de todas as transformacces de calibre, médulo aquelas que sao estritamente
peritdicas, é Z, o grupo dos inteiros. Esta é a simetria global que da origem ao compor-
tamento nao trivial (3.15) para o loop de Polyakov.

Como dito anteriormente, esta simetria Z tem uma interpretagao em termos das cargas
dos estados fisicos. Na quantizagao por integrais de caminho das teorias de calibre, a
componente zero do campo de calibre surge como um multiplicador de Lagrange para

garantir a invariancia de calibre. O operador que projeta os estados da teoria em um
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subespaco onde a invariancia de calibre é manifesta pode ser obtido pela exponenciagao
do gerador das transformacoes de calibre infinitesimais e integrando-se sobre todas as

configuragoes de calibre

1 .
P = /’DA() exp (—__;3 / A x(VAy - E— Aner,-’)fz:i')). (3.20)
const. . .

Neste caso, a matriz densidade do sistema fica

o—51
= P_ . 3.21
onde o projetor P se transforma como
P P trinlle, (3.22)
sob transformacoes de calibre do tipo (3.19), onde
O=e /dd'lx Wi, (3.23)

é o operador carga. A existéncia da simetria Z esta diretamente relacionada com a questao
de se exp (27i()/¢) é ou nio o operador identidade quando atuante nos estacos com peso

de Boltzman nao nulo na matriz densidade.

3.5 O desconfinamento como um efeito Aharonov-
Bohm

Segundo o que foi discutido na secao anterior, o parametro de ordem que diferencia as
fases confinada e desconfinada em uma teoria de calibre Abeliana, esta relactonado com
a quebra esponténea de uma simetria global: a simetria Z. Esta, por sua vez, tem uma

interpretacio em termos da carga dos estados fisicos do sistema que, na fase confinada,
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deve ser um muiltiplo da carga fundamental e. Assim, podemos imaginar ser possivel
relacionar diretamente quantizagao da carga com confinamento. Este é o propdsito desta
secdo. Vamos estudar um modelo de fermions com auto-interacao quartica em 2 + 1
dimensoes, o modelo de Gross-Neveu, definido no capitulo anterior, sujeito a um vinculo
na medida funcional segundo o qual a carga total do sistema deve ser quantizada. Vamos
mostrar que o multiplicador de Lagrange associado, atraveés do qual o vinculo é satisfeito,

gera um potencial Coulombiano que, em trés dimensoes Euclideanas, é confinante.
3.5.1 Quantizacao da carga e confinamento

Seja a teoria descrita pela fungdo de partigao (2.66). A esta teoria vamos acrescentar um
vinculo que imponha a quantizacao da carga total do sistema [39]. Podemos garantir isto

através da projecio dos estados fisicos em um subespago que satisfaca a ler de Gauss

Qo) = [(V-E)dx |u). (3.24)
onde
Q= /dgx Q=e / d*x viy (3.25)
é 0 operador carga e
[(v E)d? = Q= eB (3.26)

é a carga total do sistema, B sendo o nimero total de fermions. Ao nivel da fungdo de

particdo (2.66), o vinculo serd implementado via uma fungio delta do tipo

8(Q — p), (3.27)
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onde

B
plx, %) =Y e b(x —x;) (3.28)

i=1

é a distribuicao de cargas estdticas no sistema. Sendo local, este vinculo é muito dificil
de se manipular e, por esta razao, faremos uso de um multiplicador de Lagrange. Usando

a representacao exponencial da funcao delta, chegamos a

Z(3,B) = f DADAy exp [~ NZo1(). G: Ap. €)], (3.29)
onde
1 8 S BB
Ieff(/\,g;/-l().t?) = —/ dT/de AJ(T,X) *ie‘:\-’Z/ dr :’-1()(‘.7',}(,')
2G Jo : =
— Tr{in(@+ A7, x) +ieydo(r,x))]5, (3.30)
¢ a nova acao efetiva da teoria com o vinculo, ey = e¢/N e Ay{r,x) é o multiplicador

de Lagrange através do qual a lei de Gauss média (Q) = (Ji € satisfeita. Note que Ay
desempenha o papel da componente zero para um campo de calibre, justificando a escolha

de seu simbolo. A acao efetiva (3.30) é invariante sob a transformacao global 7

-’:10(77 X) - ""10(7.7 X) + 8})((7”,)(),

2Tn
X(1+3,x) = x(nx)+— (3.31)

e podemos, assim, estudar sua quebra espontinea e sua relagao com o confinemento. Antes
de prosseguirmos, devernos chamar a atencido para o fato de que a fungao de partigao
(3.29), com o vinculo da lei de Gauss, d4, simplesmente, o valor esperado da correlagao

entre B loops de Polyakov em termos de cargas de teste € = e. De fato, podemos sempre
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retirar a dependeéncia no tempo imaginario de A, através de uma transformacao de calibre

[77]. Assim, Ag(7,x) — Ay(x), e a funcdo de particao (3.29) se reduz a
Z(8.B) = (Pu(x1)Pe(x2) ... Pe(xp)) = €7 F (@), (3.32)

A energia livre F(Q,,) deve ser finita, ja que (4 é, necessariamente, um miltiplo da
carga fundamental e. De fato, o sistema acima descrito é nao confinante do ponto de vista
das cargas quantizadas.

De um modo geral, o estudo das correlagdes entre os loops de Polyakov e o calculo
de energias livres nos permitirdo determinar se um determinado sistema eletrodinamico €
ou nao confinante. No caso de uma teoria na fase confinada, a correlacio {Ps(xy)Ps(x2))
deve satisfazer & propriedade de aglomeracio { clustering) e decrescer exponencialmente.
Por outro lado, na fase desconfinada espera-se que tal correlagao se aproxime de um valor

constante a longas distancias. Passemos, entao, ao céleulo de F(Q0t)-

3.5.2 Topologia e transmutagao estatistica

Para um niimero grande de sabores de fermions (N — 00), a funcao de particao (3.29)
pode ser calculada via o método da fase estacionaria. Para isto, precisamos conhecer seus
pontos de sela, em torno dos quais faremos a expansae em 1/V. Estes pontos de sela sao

obtidos como solucao das equacgoes

1 2 & 4 dp !
1_2 . . - 3.33
¢ 3 ;w / (27)2 P2+ (wa + (A0))2 + (N)? 333
e
N ) 2 A d2p 20 eiw,,r(wn + (AU>)
b=lim = : : 3.34
PN f (27)2 50 P2+ (wa + (Ag) ) + (A)? (339
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onde w, = 27 /3(n -+ 1/2) sao as conhecidas frequéncias de Matsubara para os fermions
e uma prescricao para a regularizacio da soma nio convergente em (3.34) foi utilizada
[34]. Aqui, definimos b= th/e,{fﬂ, 2 sendo o volume espacial. Vamos olliar para todas
as solucdes possiveis para este sistema de equagoes. A solugdo mais geral para {Ap) é do
tipo

nw

(Ao) = rl + gt = (Ao)n- (3.35)

onde n é um inteiro arbitrario e  é o conhecido (e real) potencial quimico !. Por outro
lado, para estas mesmas solucdes de (Ag),. a primeira equacio de ponto de sela colncide
com a equacio comumente encontrada no estudo do modelo de Gross-Neveu a temperatura
e densidade finitas [51]. Podemos renormalizd-la através da substituicao de G, no lado

esquerdo de {3.33), pelo seu valor a temperatura zero

A di 1
=9 [ 3.36

Ip?+ A% ( )
que ¢ dado em termos da massa M induzida para os fermions. Assim, apds Integragao e

soma de Matsubara, onde usamos a férmula de Poisson (ver, por exemplo, [51]), chega-se

BUA) = M)+ In (14 e HO7mHT) 4 (1 4 g7 #H0=InT) = (3.37)

que admite solucdes reais para (), para todo n, como era de se esperar, uma vez que {\)
faz o papel de massa para os fermions.
A periodicidade no conjunto infinito de pontos de sela (3.35) é um reflexo da topologia

nao trivial do espaco de configuracoes da teoria. De fato, de acordo com a discussao, no

! Devemos mencionar que a solucio complexa (3.35) é consistente com a situagao propostarecentemente
em (78], para estudar o potencial efetivo para a fase do loop de Polyakov, no caso de teorias de calibre
nao Abelianas.
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capitulo anterior, sobre o significado de um potencial quimico imagindrio, un campo de
calibre 4y{f) constante, pode ser entendido como sinalizanclo a presenca de um solendide
infinitesimal, de fluxo magnético 278, que coincide com o eixo do cilindro onde a teo-
ria estd senco quantizada [53]. O estado fundamental é infinitamente degenerado e o
tunelamento entre um estado com (A4}, e outro com (Ag),, € possivel através de uma
transformacao de calibre global do tipo (3.31). Devido a presenga deste fluxo magnético,
podemos antecipar um efeito Aharonov-Bohm [56] que terd uma grande influéncia no
comportamento termodinamico do sistema.

A energia livre do sistema no n-ésimo ponto de sela é

- 0 2 ) , .
(j“o“o—\"“ﬁ> - - > / P In(p? + (Wi + (Ao)n)” + (A7)

d’p ‘ (M2~ (A)?)
In (p* + M*
/ gy 10 (7 + 1) 4+ S
_ d:}p ln pQ + (/\)2 4 (Jvf’z _ (/\).2)
(27.'){ p2 + M? p2 + Af?
1 dzp —B{w—p)—inT - Blwtu)t+ing
+§/(2”)2{1n(1—}—e # )+ln(1+e“’“ )}
1., .
= 1%(3(,\){.%r —2(A) — A%
+2#133 [In (7 3=) Li, (—e=8N=0amine) _ L, (=) sl ginT)

+In (e—ﬁ((f\)-f*#)) Lis (_ef.@(()\Hu)eimr) — Liy (_e—.ﬁ((»\)-w)eim)] . (3.38)

onde w = /p? + ()2, e as fungdes Liy(2) e Liz(z) representam o di e o tri-logaritimos
[53] (ver apéndice 3). Por outro lado, apés a subtragio de divergéncias ultravioletas em

(3.34), a soma sobre as frequéncias de Matsiubara nos leva a

(Q)n, (3.39)

~ d2 1 1 }
4= 6’/ p {eﬁ(u——,u,)-l-inﬂ’ 11 efletp)—inT 4
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onde, novamente, w = 4/p* 4+ {A}2. Neste ponto, alguns comentarios se fazem necessarios:
primeiro, para n par, nés caimos na situagio onde ¢ representa a carga média de uma

distribuigao fermionica em equilibrio quimico [52]

(Q)fer-mions = (CJ)H-:_DGI‘ = @ (340)

uma vez que podemos sempre absorver a parte real da solugdo {3.33) por uma translagao
nas fregiiéncias de Matsubara de n unidades. Isto é o que deveriamos naturalmente
esperar uma vez que estamos lidando com um sistema fermidnico desde o principio. Neste
caso, a energia livre {3.38) representa a quantidade de energia necessaria para se inserir
uma fonte fermionica com carga ¢ no sistema. Esta energia é finita, positiva e identifica

a fase confinada da teoria
Jfoo = [a 1 9 3 3
= —(3{AVAT — 2{N) — M
(B3 ) (30— 2()° — A7)
=8N —)N 7, =B8N L pa [ o8N )
+27r,.=3’:‘ [ln(e “)ng( € k ) Lzl;( € “)

n (€009 Lip (—e A Ly (—em2 @] (3.41)

A expressio acima pode ser simplificada no limite ¢ = 0 e na criticalidade, G — G.

e {A) = 0. De fato, para esta configuragio, a energia livre acima simplifica dando o

resultado

50'“.1 3 3
(j N fﬁ) = b (3.42)
- par L

que é finita e positiva [79]. O resultado acima foi obtido através da utilizagao de relagoes

nao triviais entre polilogaritmos (ver apéndice 3), e se encaixa perfeitamente na expressao

geral

fco - f ~ C d)
N t= C(gﬁ()a‘gdv (3.43)
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onde & é a carga central de uma teoria conforme em d dimensoes [80]. Para n par, obtemos,
entdo, ¢ = 3/2, de acordo com resultados anteriores na literatura [81].
Segundo, e este é o caso mais interessante, para n impar, caimos na situacao onde —¢

representa a carga média de um sistema bosoénico * em equilibrio quimico

(Q)bosans = ((D)n:impar = _é- (344)

Agora, a energia livre {3.38) é negativa e, seguindo o mesmo raciocinio que usado ante-
riormente, poderia ser interpretada como a energia necessaria para se inserir uma fonte

bosonica de carga —¢§ no sistema

foo - f3 1 2 3 .

N = ——(3(N'M —2(A)* - M

( N )z'mpar 127{‘( ( ) ( ) )
_|—27r;33 [1n (6“3(()\)—;0) Lis (6—53((/\)—.10) — Liy (eaﬁ((,\)ﬂ,u))

+1n (e—.ﬁ((/\)ﬂt)) Lis (e—ﬂ(()\)ﬂt)) — Lis (e~3((/\)+#i)] ] (3.45)

Estes estados identificam o que chamaremos de fase confinada nao convencional. Agora,
teremos que a equacio (3.37) admite uma solugéo especial para (A) na criticalidade e no
limite & = 0. Esta solucio é chamada médie de ouro, (A) = gln (#) e nos permitird
fazer uso de relagGes nao triviais entre polilogaritmos ('ver apéndice 3), o que simplifica a

energia livre dando o resultado

o s
(f—\fﬁ) =S (3.46)

que é finito e negativo [79]. Novamente, em comparagio com a expressio geral (3.43),

vemos que ¢ = —8/3, para n impar. Esta é a carga central de uma teoria conforme

2Note que, para {Ag)n=impar uma translagac nas freqiiéncias de Matsubara resulta em um conjuntoe
de freqiuéncias tipicas de urn sistema de bosons.
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cujo ponto fixo correspondente ¢ instavel . Ainda. o fato de (A) ser nfo nulo nos leva
a conclusdo de que, nestes pontos, a simnetria quiral nao é restaurada e a carga central
obtida corresponderia & situagio de escalonamento por comprimento finito (finite size
scaling). Notemos ainda que esta energia livre € exatamente —2X a energia livre para o
modelo sigma ndo linear em trés dunensoes [83, 79]. Isto indica que um tipo especial de
hosonizagao pode estar ocorrendo nestes pontos, como veremos mais adiante.

O resultado acima ndo é incompativel com o teorema spin-estatistica, uma vez que é

uma conseqliéncia de nma transmutacao estatistica entre as fungoes distribuigao

1
n=par:. — - = bpp,
edlw—p)+inm +1
. 1
n = tmpar . = —bpp. (3.47)

pHw—u)+inT 4 q
Esta transmutacgao estatistica acontece pois o efeito do fluxo magnético do efeito Aharonov-
Bohm ¢ o de, justamente, variar as condicées de contorno dos campos envolvidos, neste
caso os fermions. Deve ser enfatizado que, como no efeito Aharonov-Bohm, os campos
elétrico e magnético ao longo do cilindro sdo nulos. Assim, o efeito de um Ay # 0 é pura-
mente quantico e somente se faz sentir devido ao comprimento finito, raio 3, da variedade
temporal, conforme exigido pelo formalisino de Matsubara. O significado de (3.39) para »
fmpar é que os fermions podem condensar [39, 79, 78, 84], com, no entanto, energia livre
(79, 78 e entropia [73, 72| negativas. Por estas razdes, é comum encontrar na literatura
especializada, uma referéncia a estes estados como nio fisicos [72]. De qualquer modo,
estes devem ser levados em conta pois contribuem para o cdlculo da fungao de particao

Euclideana [73].

$A anilise do grupo de renormalizaciio para este coujunto de teorias conformes pode ser encontrada

em [82].
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3.5.3 O potencial efetivo para A; e a quebra da simetria 7

E nosso objetivo agora mostrar que uma transicdo de fase desconfinante pode ser induzida
pela introducido de um potencial quimico imagindrio # no sistema. Este procedimento

equivale a permitir flutuacoes de 4, em torno dos seus valores de ponto de sela
Ao(0) = (Ag)n + 0, (3.48)

o que causara a quebra espontinea da simetria Z (3.31) e, consequentemente, a violacao
da lei de Gauss [76]. A transicdo de fuse de desconfinamento estd diretamente associada
@ violagdo da lei de Gauss para os estados fisicos [74]. Como conseqiiéncia, a insersao de
cargas {fracionarias, no sistema, com um potencial quimico imagindrio, pode ser possivel
com um gasto finito de energia. Além do mais, fazer # variar no intervalo [0, 7/3]. nos
permite interpolar continuamente os estados correspondentes a n par (¢ = 0} e os estados
correspondentes a n impar (§ = w/3), discutidos na secdo anterior, sem trocar de setor
de topologia (sem tunelamento entre diferentes vdcuos Z).

Como discutido anteriormente {ver secido 3.3), a maneira padrdo de se estudar a
transicao de fase de desconfinamento, é através do estuclo do potencial efetivo para a
fase do loop de Polyakov [63]. Assim, a partir da expressdao da agdo efetiva (3.30), obte-

mos, ignorando o termo A? e as insersoes de P,(x), a expressio

V(Ag(8)) = —= = [111 (6—5((/\)—#)) Lis (_8~.ﬂ(<A>~u)e~iaAo(0)) — Lig (_875(0)7”)8%5.40(0))

o

In (euammt)) Lis (_efsﬂ(u)meism(m) — Liy (_8—93((/\)+l‘)ei3146(0))] (3.49)

para o potencial efetivo para a fase do loop de Polyakov, ou equivalentemente, para Ag(#).

Claramente, este potencial efetivo é invariante sob transformagotes (3.31).
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Devido & grande dificuldade de se trabalhar com g # 0, vamos simplificar a analise do
potencial efetivo para o caso ¢ = (0. Neste limite, podemos usar as expansoes harmonicas

dos di e trilogaritmos [33], para obter

cos{nedAy(0))
nd :

V{40(4) (3.50)

.~
i

fj yre N (1 4 n(A)3)

Existem dois limites de onde poderemos obter maiores informagoes sobre o potencial
efetivo. No regime (A} > T, T/(\) e e2/()\) sdo pequenos enquanto que e?/7" é irrestrito.
Nesta aproximacdo, os maiores harménicos contribuirdo apenas perturbativamente, de

modo que basta nos concentrarmos no termo dominante

V(Ay(9)) = @e“ﬁm cos (eA¢(8)), (3.51)

v

que ¢ simplesmente o potencial de Sine-Gordon *. A teoria efetiva de baixas energias do
modelo em questao exibe, desta forma, uma transi¢ao de fase correspondente a bem con-
hecida transicao BKT (Berezinsky-Kosterlitz-Thouless} que acontece em um gas Coulom-
biano bi-dimensional °, onde a temperatura critica para a transicao de desconfinamento

é, ao nivel de arvore,

,
=T i. (3.52)

crit.

=

A analise do grupo de renormalizagio para esta transigao de fase foi feita inicialmente por
Kosterlitz e Wiegmann e, posteriormente, elaborada por Amit e colaboradores [85, 27]
(ver figura (3.5)). Na descri¢do do gas Coulombiano do modelo XY, esta transicao BK'T

corresponde ao acoplamento-desacoplamento de vértices. No caso estudado nesta tese,

4De fato, como mostrado em [85], para n > 1, 0s operadores cos {nefAg) adquirem uma dimensao
ultravioleta maior que dois, sendo irrelevantes na criticalidade.
5Para uma discussao mais detalhada, veja [76].
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Figura 3.5: Filuxe do grupo de renormalizacac para a transicic BKT de um gds Coulombiano bi-
dimensional. As setas apontam na direcio do uitravioleta. Assim, a regido | corresponde ao confi-
namento, enguanto que as regides {1 e |1l ac desconfinamento. A regido !l € assitoticamente livre,
enquanto que na regido | existe uma linha de pontos fixos infravermelhos, correspondentes a teorias
conformes Gaussianas, isto é, com carga centra ¢ = 1. A linha que separa as regides | e 11 € 2 linha
da transicio BKT.

esta transigao teria, entdo, uma analogia com o acoplamento-desacoplamento de pares de
particula-antiparticula com carga €. Na fase desconfinada, 4y(¢#) flutua em torno de sua
configuraco de ponto de sela, {Ay). Este é o limite semi-cldssico, obtido quando T 3 (X).

De fato, neste limite, o potencial efetivo para 4y{#) se resume a

V(Ao0) = — Lis(1, 4u(8) + 7). (3.33)

onde Liz(r,#) é a parte real do trilogaritmo na notagio de Lewin [53]. Ay(#) necessari-
amente flutua em torno do ponto de sela (4y), onde a simetria Z é espontaneamente

quebrada, sinalizando o desconfinamento.
Podemos tentar dar uma interpretagao para a relagéo entre a transicao de fase descon-

finante, violagao da lei de Gauss e o aparecimento de uma fase para os campos fermionicos.
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A presenca do solenoide de fluxo 270 implica o aparecimento de um potencial quimico
imagindrio ¢, que faz a componente zero do campo de calibre flutuar em torno da con-
figuracao na qual o sistema tem carga quantizada e é confinante. Estas flutuagdes causam
o aparecimento de uma fase para os campos fermionicos que, entao, passam a descrever
excitagoes anidnicas [86, 87]. Como este processo estd acompanhado por uma diminuigao
da carga total do sistema, associaremos. assim, uma blindagem da carga elétrica por uma
nivem de enyons. Esta diminuigdo da carga do sistema quebra a simetria Z e permite
que particulas com carga fraciondria sejam inseridas no melo, caracterizando o desconfi-
namento. Além do mais, como a temperatura critica para esta transicao é, segundo os
argumentos descritos acima, de T, = e?/87, entdo associaremos esta energia ao limiar

para a criagdo de enyons 1o sistema.
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Conclusao

Sepundo os argumentos de universalidade, e de acordo com as 1déias da redugao di-
mensional de teorias de campos a temperatura finita, as propriedades termodinamicas
estaticas, da cromodinamica quantica com dois sabores de quarks nao massivos, seriam,
na regido critica, universalmente equivalentes as encontradas para o caso do magneto
de Heisenberg em trés dimensoes espaciais [12, 13]. Apesar de este cendrio ndo ser
unanime, sendo, na verdade, alvo de severas criticas, solidamente estruturadas em sim-
ulagdes numéricas, por cientistas altamente qualificados, ele d4, no entanto, resultados
bastante préximos aos obtidos por outros métodos analiticos. Um exemplo € a con-
stante de decaimento do pion a temperatura finita, que, calculada a partir da teoria
dimensional reduzida, como feito nesta tese, resulta em uma expressao comparavel aos
classicos resultados de Gasser e Leutwyler [22], e Bochkarev e Kapusta [19]. A razdo desta
notavel concordincia, viria do fato de que, quantidades termodinamicas, escritas como
correlagdo entre os graus de liberdade do modelo, seriam, no equilibrio termodinamico,
dominadas pelos chamados modos zero, ou, ainda, modos estdticos. Os modos de maiores

freqiiéncias contribuiriam apenas perturbativamente. Desta forma, as uinicas quantidades

70
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termodinamicas que nao poderiam ser descritas pela teoria dimensional reduzida. seriam
as quantidades termodinamicas globais, como a energia livre e o calor especilico. Para
estas quantidades, os modos de maiores freqiiéncias deveriam ser considerados, nao ape-
nas como uma perturbagao, mas somados completamente. Por este motivo, os resultados
obtidos para o calor especifico, a partir da teoria reduzida, diferem tanto dos obtidos via
simulacdes numeéricas. dando margem a criticas como em [13].

Ao investigarmos a restauragio da stietria quiral no modelo de Gross-Neveu, percebe-
mos que, no entanto, o calculo dos expoentes criticos para o parametro de ordem quiral,
diferem, entre si, para os casos onde os modos de niaiores freqiiéncias sao desprezados, dos
casos onde os mesmos sao somados (ver tahela (2.1)). A surpresa deste resultado esta ex-
atamente no fato de que o condensado quiral, sendo obtido pela correlagao entre os graus
de liberdade fermiénicos do modelo, deveria, conforime discutido no pardgrafo anterior, se
encaixar na classe de observavels onde a redugao dimensional da resultados confiaveis. O
mecanismo que utilizamos para detectar esta incompatibilidade for a introdugao de um
potencial quimico imaginario no modelo. Na presenca deste, obtivemos que, considerando
apenas o modo zero, o comportamento critico das fungoes de correlagao é compativel comn
o previsto para uma teoria de campo médio, com excessao do ponto onde #, o potencial
quimico imagindrio, é igual a #/J. Neste ponto, o parametro de ordem nunca se anula,
uma conseqiiéncia direta do teorema de Hohenberg-Coleman-Mermin-Wagner [63], e sim-
plesmente nao hd expoentes a calcular. Somando todos os modos, no entanto, este ponto
se transforma numa regido, 27 /33 < (A) < 4w/43, tal que, fora desta. o comportamento

critico é de uma teoria de campo médio, enquanto, em seu nterior, vale novamente o
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teorema de Hohenberg-Coleman-Mermin-Wagner. Esta discrepancia, entre os resultados
da reducao dimensional e os resultados obtidos em se considerando a soma completa de
modos, merece um estudo um pouco mais aprofundado, uma vez que o conceito de univer-
salidade e a técnica da reducao dimensional sao amnplamente utilizados nos mais diversos
ramos e dreas da fisica.

No que diz respeito a restauragio da simetria quiral a temperatura finita, percebemos
que, fazendo o papel da componente zero de um campo de calibre constante, um po-
tencial quimico imaginario atribui, aos fermions, uma fase continua ce maneira analoga
ao processo de amonizagac em teorias de calibre com quebra de paridade. Ao contrario
do que acontece no caso de um potencial quimico real, onde a restauracao da simetria é
favorecida devido a presenca de um meio denso, agora esta passa a ser dificultada devido
a um aumento na escala de massa da teoria, um efeito direto da presenca do potencial
quimico imagindrio. No caso de considerarmos ambos os potencials quimicos simultane-
amente, teremos uma competicdo entre favorecimento e prejudicio da restauracao da
simetria quiral, de modo que a din&mica critica dependerd do valor relativo entre os dois
potenciais quimicos.

Para o problema da transicao de fase desconfinante, por outro lado, aproveitamos
a conexdo entre confinamento e quantizacao da carga, sugerida recentemente em [66],
para investigar a quebra da simetria global Z em teorias de calibre Abelianas confinantes.
Vimos. que a transigio de desconfinamento pode ser entencdida como um efeito Ahraronov-
Bohm. onde a violacdo da lei de Gauss, condicdo necessaria para o desconfinamento,

seria induzida, novamente, pela presenga de um potencial quimico imagindrio. Este,
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fazendo o papel de parametro de transmutacao estatistica, induziria uma anionizagao no
sistema. o que causaria uma blindagem das cargas dos campos fermidnicos, tornando-as
nao quantizadas em relacido a unidade de carga fundamental e, e quebrando a simetria
Z. Desconfinamento. Ainda, a semelhanca entre o potencial efetivo para o campo Ag. e 0
potencial do modelo de Sine-Gordon, nos leva a conclusdo que a transigao desconfinante
é equivalente & transicio BKT que acontece em um gds Coulombiano bi-dimensional. A
temperatura critica €? /8%, poderia, entéo, ser interpretada como a energia necessaria para

a anionizacgao do sistema.



Apeéndice A

O mecanismo da universalidade

Uma caracteristica comum a todos os fenomenos criticos é o fato de, préximo a criticali-
dade, todas as quantidades termodinamicas do sistema estudado se relacionarem, entre si,
por leis de poténcia. Os respectivos expoentes, conhecidos como expoentes criticos, servem
para classificar os fendmenos criticosem classes de universalidade [88]. As primeiras tenta-
tivas tedricas para calcular estes expoentes, foram baseadas no conceito de campo médio,
onde o efeito das flutuacdes do sistema seriam simulados por um campo externo efetivo .
Apesar de este tipo de teoria dar uma boa visdo qualitativa dos fendmenos criticos, suas
predicoes para os expoentes eram sempre em termos de uma razao entre inteiros, bem
diferente do que é medido experimentalmente.

Todos concordavam que desprezar as flutuagbes era uma aproximacgdo muito gros-
seira e algumas tentativasﬂforam feitas no sentido de incorpora-las perturbativamente.
No entanto, este procedimento logo se revelou impraticdvel devido ao aparecimento de

divergéncias infravermelthas que quebravam a expansio perturbativa numa determinada

'Este método do campo médio ¢, de fato, muito comum cm diversos ramos da fisica, variando desde
a férmula de Clausius-Mossotti para umn meio polarizdavel, passando pela aproximagao do melo efetivo
em sistemas desordenados, a aproximacao Hartree-Fock na fisica atémica ¢ de muitos corpos, até a

aproximagcio semi-cldssica no estudo de sistemas gquanticos.
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ordem. Em 1985, Kenneth G. Wilson ganhou o premio Nobel em fisica devido aos seus
estudos sobre o grupe de renormalizagio (GR) [1]. Com a ajuda do GR, nao somente
foi possivel reproduzir os valores exatos dos expoentes criticos, como, ainda, explicar, de
uma maneira stmples e natural, o conceito, até entdo pouco intuitivo, de universalidade.
A proposta de Wilson era a de se considerar os graus de liberdade microscopicos, nao
todos de uma sé vez, mas, ao contrario, progresstvamente. Para isto, Wilson definiu um
procedimento que, repetido infinitas vezes, daria conta de todos os graus de liberdade
do sistema. Este procedimento é conhecido, hoje em dia, como fransformacdo do grupo
de renormalizagdo (TGR). De uma maneira geral, se H é o Hamiltoneano de um certo

ststema fisico

H=Y K.0"{S}, (A1)

n=1

onde K, sao acoplamentos e O" operadores locais definidos em termos dos graus de

liberdade 5, entao uma TGR, representada aqui genericamente por Ry (A > 1), é tal que

[A}A = HRj [I{]r
[K],\,u = R, [K],

= RyoR,[K]. (A.2)

R, nao tem inversa (uma vez que A > 1) e, consequentemente, a denominagio grupo de
renormalizacdo é usada como abuso de linguagem 2.

Apés uma TGR, o sistema (A.1) passa a ser caracterizade por uma escala de com-

primento (ou energia) que serd o pardmetro fundamental para a descricido de como este

2Na verdade, as TGR's, definidas no espago das constantes de acoplamento, formam o chamado semi-

grupo das dilatacoes.
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sisterna se aproxima da criticalidade. De fato, a partir da versao infinitesimal das trans-

formagoes (A.2)

d[K], - _.
Aiﬁi_sqmﬂ, (A.3)
com
) d[K]
B([K],) = —%| A4
([ \},\) Bu - ( )

percebemos claramente que seu efeito é gerar um fluxo no espago das constantes de acopla-
mento (ou, equivalentemente, espaco das teorias), onde as trajetérias sao parametrizadas
pela escala A. A equacao (A.3) € conhecida como equagao homogénea do grupo de renor-
malizacao, ou equacgio de Callan-Symanzik, enquanto que as equacdes diferenciais parciais
(A.4) definem as chamadas funcoes bete e explicitam o carater de sistema dindmico irre-
versivel (um processo de Markov) do grupo de renormalizagao.

Os ingredientes fundamentais do método do GR sdo: o reconhecimento da importancia
fisica dos chamados pontos fizos (atratores do sistema dinamico definido acima}) e o com-
portamento do fluxo do grupo de renormalizagao em suas proximidades [89]. Suponha
que a forma funcional da transformacao R) seja conhecida. Um ponto fixo desta trans-

formacao é um ponto do espago dos acoplamentos, [R]”, tal que
[K]" = Ry [K]". (A.5)

Em geral, uma TGR tem diversos pontos fixos e cada um deles tem a sua prépria base
de atracdo, ou dominio. Por definigio, a base de atragao de um determinado ponto fixo
é o conjunto de todos os pontos no espago dos acoplamentos (espago dos Hamiltoneanos)

que fluem para ele sob TGR’s e, eventualmente ®, o alcangam apds wm nimero infinito

3 A existéncia de atratores estranhos em alguns sistemas estatisticos ja fol documentada, mas estes
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de iteragoes (ver figura (A.1)).

N

({

Espago dos
Hamiltoneanos

Figura A.1: Exemplo de fluxo do grupo de renormalizagio, para o caso de um ponto fixo atrativo (o
da esquerda) e um repulsivo.

O fato de todos os pontos pertencentes a base de atra¢ao de um certo ponto fixo fluirem
em direcao a este é o mecanismo bésico para o entendimento do conceito de universalidade.
Segundo os argumentos de universalidade, se estamos interessados em estudar o compor-
tamento critico de um sistema de dificil tratamento, basta encontrarmos um sistema mais
simples e pertencente & mesma classe de universalidade que o sistema de partida, e, entao,
todos os expoentes criticos podem ser mais facilmente determinaclos. Para tal, faz-se uso

de informacoes fenomenologicamente obtidas, segundo as quais sistemas pertencentes a

uma mesma classe de universalidade partilham

e simetrias globais do Hamiltoneano;

ndo serao de interesse para esta tese.
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e natureza do parametro de ordem;

e alcance das interacgoes.

Assim, uma vez identificado o parametro de ordem de uma determinada transi¢ao de fase,
suas propriedades de simetria e dimensionalidade, passamos a identificacao de sistemas
simples e conhecidos que possuam estas mesmas caracteristicas. Esta é a principal razao
pela qual se ouve bastante falar de modelos como: Ising, Potts e Askin-Teller, na
mecanica estatistica e modelos ¢, Gross-Neveu e CP1 na {isica de particulas. Préximo
a um ponto fixo, todas as teorias na mesma classe de universalidade de um dos modelos

acima citados exibem o mesmo comportamento critico, universalmente.
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Reducao dimensional

No limite de altas temperaturas, 7' — oc, as funcoes de correlagéo estaticas de uma teoria
de campos em 3 + 1 dimensdes, por exemplo, podem ser acuradamente reproduzidas, para
distancias maiores que 1/7°, por uma teoria de campos efetiva em trés dimensoes (ver

figura (B.1)).

X >

T > O
Figura B.1: Aniquilacio da dimensio compactificada para altas temperaturas, T' — oc.

Esta idéia, chamada redu¢do dimensional, nao é nova [6, 90, 91, 31], mas somente
recentemente seu potencial foi totalmente utilizado para calcular quantidades fisicas, no
contexto da teoria eletrofraca [40]. A redugio dimensional estd baseada no fato de que as
funcoes de correlagao estéticas de uma teoria de campos em equilibrio térmico podem ser

expressas emn termos de uma integral funcional Fuclideana
z(3) =tr (e?1), (B.1)

79
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onde H é o operador Hamiltoneano e 3 = 1/7T € o inverso da temperatura. De fato.
como e~ pode ser interpretado como o operador de evolugdo temporal na direcdo do
tempo mmagindrio, entdo (B.1) pode realmente ser escrita como uma integral funcional

sobre campos (7, x) definidos no intervalo 0 a —iJ
: » ‘
Z(3) = / Dd(7,x) e o [, (B.2)

onde £ é a densidade de Lagrangeano para uma teoria de campos em 3 4+ 1 dimensoes
cuja componente temporal ¢ foi analiticamente continuada para —i7. O trago em (B.1)

pode ser implementado através da imposigdo das condigoes de contorno
O(7,x) = £(7 + 3,x), (B.3}

onde o sinal de + diz respeito a bosons enquanto que o sinal — diz respeito a fermions.
Deste modo, a correlagio entre dois operadores O(0) e O(R) é obtida calculando-se a
média de seu produto sobre os campos $(7,X) com o peso exponencial de (B.2}, como de
costume.

Devido & periodicidade de (B.3) em 7, os campos ®(7,x) podem ser decompostos
em modos ®,(x) de Fourier, com frequéncias de Matéubara wp, = 2wn/3 para bosons e

wy = 27{n + 1/2}/3 para fermions

®(71,x) = % ; P, (x)je™ T, (B.4)

A contribuicdo para a correlagao entre modos de Fourier vizinhos decresce, com a distancia,
obedecendo a exp (—|w,|X). Assim, os linicos modos para os quais a contribuigio nao vai

a zero exponencialmente sao os modos bosénicos com n = 0, os chamados modos zero ou,
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ainda, modos estdticos. Esta é a esséncia da reducao dimensional, onde a teoria efetiva é
uma teoria de campos em uma dimensao inferior em termos dos modos zero dos campos
bosonicos da teoria original, de modo a reproduzir as correlacoes estdticas, desta dltima,
para distancias |R| maiores que 1/7, R > 1/T. Diagramaticamente, podemos entender
a reducao dimensional com ajuda do teorema do desacoplamento de Appelqust-Pisarski
[90], uma versao de temperatura finita do teorema do desacoplamento de Appelquist-
Carazzone [38]. De fato, no limite de altas temperaturas, todos os modos fermionicos e
o0s bosonicos, com n # (), se tornam infinitamente pesados, uma vez que adquirem uma
massa térmica w,, e entao a contribuicao dos modos ndo estaticos pode ser desprezada.
Por exemplo, seja uma teoria escalar com um acoplamento A. Do ponto de vista de

funcées de Green estdticas, nao é dificil ver que

Git.op,m, T, AT n # 0) =), (B.3)

0 "GT o(p,m 3T = 0)

onde G¥ , é calculada a partir da teoria dimensional reduzida. Vemos que, apesar de a
teorta efetiva ser "a temperatura zero”, a constante de acoplamento efetiva ganha uma
dependéncia em T, como uma assinatura do cardter térmico da teoria original. Esta de-
pendéncia varia de acordo com o método de renormalizagao utilizado, mas esta variagao
é controlada por uma equacio do grupo de renormalizacdo extra, necessaria para comple-
tamente e univocamente definir o processo da reducao dimensional. Para uma discussio

mais detalhada, veja [32, 31i.
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Polilogaritmos

O dilogaritmo foi estudado inicialmente por Euler e Landen, na segunda metade do século

XVIII. Sua definicao, em termos de um argumento complexo z, é dada por

o

Liy(z) =) =, || < 1. (C.1)

Este alcance pode ser estendido para fora do circulo unitario, por intermédio de uma
formulagao integral

Lis(z) = - [ (1 —n< (€.2)
De posse desta defini¢do, Euler rapidamente derivou uma série de relacées entre dilogaritmos

para diversos valores do argumento

. . 1.
L22(2)+L'2-2(—2) = 51:32(22)

1 1. .
LiQ(“2)+Li2(—:) = 2Li2(—1)—-2~1n23

Lig(z)+ Lig(1 - 2) = Lis(1) —Inzln(l — z). (C.3)

As duas primeiras sdo conhecidas como relagées de duplicamento e inversao, respectiva-

mente, e nos permitem escrever, para os argumentos 1, —1 e 1/2

2

L]

Lis(1) = = =¢(2),

32



83

Apéndice C. Polilogaritmos

72
Liy(=1) = 1>
, w2 g 1
ng(]/Z) = Eflﬂz(g), (C4)

onde o Liy(z) pode ser expresso em termos de fungodes elementares.

Definindo a quantidade p = (/3 — 1)/2, que é solugio de

Wt u= 1, (C-5)

Landen chegou, apés a mudanga z = p? e 1 — 2z = p, e através das relacoes (C.3), as novas
relacoes
72 .
Lis(p) = — —In’p
Lis(p?) = — —1n’p. (C.6)
A Importancia das relacoes acima vem do fato de que p, conhecido ainda como a média
de ouro, é, além de 1, —1 e 1/2, o finico argumento para o qual o dilogaritmo pode ser

expresso em termos de fungoes elementares.

Nos anos que se seguiram, Landen passou ao estudo das relagoes entre os trilogaritmos.

Definidos como

Ll; Z —‘:3' = Li'g ) P (C?)

eles obedecem & nova relacao

ng’)+m4)+m4 2 = B+ (1 —-2)

. 1 .
%lnzlnz(l —z)+ 5 (1 —2), (C.8)

obtida a partir de (C.3). Assim, pode-se calcular

Lis(3) = 5@ +5@m(5)- 500 (5)
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. 4 4 2.
Lis(p*) = 5((3)—%3((2)111;9—51113,0, (C.9)

que sao os dnicos argunientos para os quais o trilogaritmo pode ser espresso em termos
de funcdes elementares. Novamente percebemos o papel importante da média de ouronas
relacoes entre os di e trilogaritmos.

De um modo mais geral, define-se o polilogaritmo de 2z como

o0 LT

Lig(z) = Y —, |4 <1

T
r=1 7

_ / Lin S
40

C.10

; (C.10)
Além da igualdade trivial Li,(1) = ((n), nenhuma outra relagdo ndo trivial para n >3 é
conhecida. Acredita-se, ainda, que nio hd como se expressar um polilogaritmo com n > 3

em termos de funcoes elementares, qualquer que seja o seu argumento [53, 92].

Algumas outras definigdes teis sdo as partes real e imaginaria do polilogaritmo para

argumentos no interior do circulo unitatio, isto €, z = re® com |r| < 1. Seguindo a

notacao de Lewin, vamos definir
. Lr.. i0 : —if
Re (Li,(r,0)) = 5 [LG(re y — Liy(re )]
1 o :
Im (Lin(r,0)) = 5 [Lia(re®) + Lin(re™)] (C.11)
No caso especial do dilogaritmo, temos que, parar = 1 e 0 < # < 27, a parte imaginaria

é identificada com a funcao de Clausen

Clylf) = i sin (;"6‘)

r=1

_ /09 In |2 sin (¢/2)|dt, (C.12)

T

estudada, por este, em 1830.
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