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RESUMO

Integrando funcionalmente sobre férmions com acoplamento quiral ao campo eletromagné-
tico (em quatro dimensdes), encontramos uma agao efetiva classicamente finita. Sob a
hipétese de que nao sejam geradas corre¢des quanticas que dependam de poténcias impares

do campo de calibre, mostramos o cancelamento quantico da anomalia na simetria de

calibre.
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ABSTRACT

By functionally integrating over fermions with a chiral coupling to the gauge fields (in
four dimensions}, we find an effective action classically finite. Under the hypothesis that
there are no quantum corrections to this action which depend on odd powers of the gauge

field, we show the quantum cancellation of the gauge anomaly.
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Figura 2.1: Diagramas de Feynmann relativos ao determinante fermi6nico (pag. 17).
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INTRODUCAO

As teorias de campo que pretendem fornecer uma descrigio realista de trés das quatro
interacdes fundamentais sio baseadas no principio de calibre [1]. Este principio pres-
supOe que simetrias globais (parametrizadas por constantes, independentes do ponto z
do espago-tempo}, identificadas devido 4 existéncia de um certo conjunto de quantidades
conservadas nestas interagdes, sejam promovidas a simetrias locais (com pardmetros de-
pendentes de x). Isto organiza e norteia a construgio de Lagrangeanas para as interagoes
em questdo, as quais, naturalmente refletem as simetrias observadas na natureza (2] [3].
A simetria de calibre foi descoberta primeiramente no Eletromagnetismo, onde se
mostrou fundamental para que se pudesse obter uma versdo quintica da teoria, escrita
em termos de campos com propriedades de transformagac bem definidas sob o grupo de
Lorentz. Um féton fisico tem dois graus de liberdade {expressos nas duas polarizagdes
linearmente independentes da luz), enquanto o potencial vetor A, envolve quatro fun¢des
a serem determinadas pelas equagdes de movimento (duas a mais, portanto, do que seria
necessario). A simetria de calibre, refletindo a presenca de vinculos na teoria, permite a
redugao as duas componentes requeridas, de maneira completamente consistente com a

necessidade de covariincia sob o grupo de Lorentz [4].



Posteriormente, na formulacio da versdo quintica desta teoria, na qual as fontes do
campo eletromagnético se incorporavam dinamicamente ao sistema, pode-se observar que
existe uma quantidade conservada em fungio da versdo global da simetria U (1), carac-
teristica do Eletromagnetismo: a carga elétrica. Esta quantidade faz, entao, o papel de
gerador do grupo de simetria em questao, representado unitariamente no espaco de Fock
do sistema. Isto é tudo o que precisamos para identificar a simetria U (1) como uma
simetria também no nivel quantico. Embora possam existir problemas para definir os
elementos de matriz deste gerador, tais problemas podeim ser superados com a renorma-
lizagdo da teoria, que mostrou ser possivel tal defini¢ao sem afetar esta implementagao
unitdria do grupo de simetria no espaco de estados [5].

Contudo, tal implementacao de simetrias de calibre nem sempre parece ser possivel.
Teorias envolvendo férmions de Weyl [6], por exemplo, fornecem uma agao efetiva que nao
exibe a simetria de calibre classica da teoria. Por meio de métodos de cohomologia [7],
mostra-se que, sem integrar sobre 0s campos de calibre, a quantidade responsavel pela nao
invaridncia da acdo efetiva é um cociclo ndo trivial no espaco dos polindmios de campos
de calibre. Isto impede que esta anomalia seja removida, através da redefini¢do usual da
acio efetiva, pela adicdo de contratermos locais nos campos da teoria. Sendo assim, as
identidades de Slavnov-Taylor estariam comprometidas, o que arruinaria a tentativa de
definir a teoria, ao menos no nivel perturbativo, através da renormalizacao.

Um passo importante no sentido de esclarecer a situagao acima descrita, fol dado
por Faddeev e Shatashvilli [8] (e posteriormente esmiugado por Harada e Tsutsui [9], e

Babelon, Schaposnik e Viallet {10]} na segunda metade da década de 80. Estes autores



mostraram que havia um mecanismo subjacente atuando na teoria, que podia promover a
restauracao da simetria de calibre. O mecanismo em questdo se baseava na existéncia de
graus de liberdade adicionais, puramente quanticos, os quais, ac serem levados em conta,
produziam uma acio efetiva invariante de calibre. Uma consequéncia desta sumetria,
deveria ser a anulagio da anomalia, quando fosse levado em conta o cardter quintico dos
potenciais de calibre.

Exemplos em duas dimensdes foram dados (o modelo de Schwinger, tanto para férmions
de Weyl, quanto para o caso vetorial, mas anémalo [11]) e o cancelamento das anomalias
foi explicitamente verificado. Entretanto, para dimensdes arbitrdrias (em particular para
4), tal cancelamento deve ser conferido caso a caso, dadas as dificuldades de definicdo
quantica da teoria efetiva, obtida apds a integracao sobre os férmions. Em geral, a agédo
efetiva, escrita em termos dos potenciais de calibre, vai envolver infinitas poténcias de A4,
tornando a anélise muito dificil para que se permita chegar rapidamente a uma concluséo
sobre o cancelamento ou nao.

Contudo, antes de chegar a este estdgio, é preciso mostrar que a integragdo sobre os
férmions pode ser feita sem problemas, definindo uma teoria efetiva em termos de A4, que
faca sentido, ao menos no nivel cldssico {embora ainda tenha que ter uma versio quéintica
formulada). Na integragdo sobre os férmions, podem aparecer divergéncias que, se nao
conseguirmos remover pelos procedimentos usuais de renormalizacéo, podem inviabilizar
preliminarmente a prépria definicdo da teoria efetiva cldssica. Bm um trabalho anterior
[12], foi investigado o cancelamento da anomalia na simetria de calibre para uma teoria

em 4 dimensdes abeliana, onde havia o acoplamento usual (vetorial) entre férmions de



Dirac e o campo eletromagnético. Fot mostrado que a agao efetiva pode ser definida, ao
menos no nivel classico, devido & possibilidade de renormalizar a divergéncia logarftmica
e cancelar a divergéncia quadratica que apareciam da integracdo sobre os férmions. Isto
abria a possibilidade de tentar considerar a teoria efetiva no nivel quantico, onde se poderia
provar defimtivamente o cancelamento da anomalia.

Este ¢ o contexto no qual se insere este trabalho. Investigamos uma teoria de cali-
bre abeliana em quatro dimensdes, onde férmions quireis interagem minimamente com o
campo A,. Pretendemos investigar a possibilidade de defini¢io classica da teoria efetiva,
assim como o cancelamento formal da anomalia, neste contexto. Para isto, expomos, no
capitulo 1 uma breve revisdo sobre o cancelamento das anomalias, visto desde o ponto
de vista de Harada e Tsutsui, com argumentos formais que sustentam este cancelamento
para teorias abelianas em qualquer dimensao. No capitulo 2, particularizamos a andlise
para a teoria mencitonada acima, calculando os termos que poderiam dar contribuigdes
divergentes & agdo efetiva. Mostramos que as divergéncias que aparecem podem ser can-
celadas (através da escolha cuidadosa da regularizagao) ou remormalizadas. O terreno
estd, entdo, preparado para a andlise do cancelamento da anomalia na simetria de calibre.
Mostramos que este cancelamento sempre ocorrera, se nao forem gerados dinamicamente
termos impares no potencial A,. No ultimo capitulo, apresentamos nossas conclusdes.

Adicionamos um apéndice com integrais titeis aos cdlculos realizados.



1. ARGUMENTOS FORMAIS PARA O

CANCELAMENTO DA ANOMALIA DE CALIBRE

Neste capitulo, pretendemos motivar a investigacio do cancelamento de anomalias na
simetria de calibre em teorias de calibre abelianas em qualquer ntimero de dimensdes,
com acoplamento quiral ou vetorial. Os argumentos apresentados nao podem constituir
uma prova deste cancelamento, dadas as dificuldades para definir quanticamente as teorias

em questao, mas constituem motivacao suficiente para um estudo caso a caso.

1.1. Formulacgao invariante de calibre

Sabemos que, numa teoria quanticamente invariante de calibre, o funcional gerador nao é
bem definido [13], devido as configuracbes de campos de calibre fisicamente equivalentes,
que contribuem igualmente para o funcional gerador. Uma maneira de remover esta
ambiguidade, e obter um funcional gerador bem definido é a utilizagdo do procedimento
de Faddeev-Popov. Isto permite a escolha de apenas uma configuracao de campo em cada
6rbita de calibre, através da condic¢do de fixacio de gauge f[A,] = 0, que tem solugio

Unica em cada érbita.



Vamos considerar uma teoria de calibre genérica, cuja agdo [ [w, 0, A#] seja dada por

I, A = IelA)+ e [¢,9, Al

— fd:c (%tTF“”FW) + [ dzx WD¢] ,

onde I} é a derivada covariante, D = id,7* + eA,~+*. Os campos ¢y podem representar
espinores de Weyl ou de Dirac.
Com objetivo de analisar as consequéncias de uma eventual nédo invariancia de calibre,

vamos introduzir a identidade de Faddeev-Popov

Ay [A,,][dga (F(A9)] =1, (1.1)

onde dg representa uma medida invariante sob o grupo de simetria de calibre em questao.

Escrevemos o funcional gerador da teoria, na auséncia de fontes, sob a forma

7= fdgbd@dA“ (/_\f [AH]/dgé Lf (Ag)]) exp (iI [¢, 9, A,]) . (1.2)

Sob uma mudanca na variavel de integracao A,, A, — Ag_l, AY = g A9+ 9709

o funcional gerador torna-se

zZ = f dpdipdAg” (Af N f dgd |f (Ag‘l)g]) x (1.3)
X exp (ﬂ [1&,@, AiﬁlD
= fdwdEDAudgexp (iI [wg,—'z/;g,AﬂD,
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onde usamos o fato de que Ay[A,] = Ay {Aﬂfl], I [zbg,@g,A#] =T [w,@, Aﬁ_l], e de-
finimos DA, = dA,A;[A,]8[f (A)]. Se pudéssemos redefinir os campos fermidnicos

como

W =g, =9 =4y, (1.4)

de modo que dipdiy = dpdyy’, 19 e 9 poderiam ser trocados por ¥ e ¥ e reobteriamos
o funcional original. No caso de teorias invariantes de calibre isso é possivel e 0s campos
fermionicos ficam independentes de g. Assim, a integral em dg é fatorizada, e o volume
do grupo de gauge pode ser absorvido no fator de normalizagao.

Em geral, contudo, tal redefini¢io deve ser tratada com mais cuidado [9], uma vez

que a medida fermidnica didy ndo é invariante de calibre, mas se transforma com um

jacobiano

dpdp = J[Au,g7"] di'dy (1.5)

= exp (i [A.,97Y]) ' dip,

onde o [A,, g7'! é o chamado funcional de Wess-Zumino. A presenga deste funcional é
responsavel pelo aparecimento de uma anomalia na simetria de calibre da teoria. Pode-
se mostrar [14] que a conservacdo quéantica da corrente de calibre é violada da maneira

abaixo [12]:

. (50!1 -1
o @) (A, 6.7]

={0|AJA ,
o) (01414,]10)

(01D,.5#0) = <o



onde ¢ é definido por g = exp (16°T,) e j# é um operador que se escreve em termos dos
campos fermidnicos da teoria exatamente como a corrente cldssica conservada em funcao

da simetria de calibre e D), é a derivada covariante.

Podemos escrever, entdo, a forma final do funcional gerador apds a transformagao de

calibre:

7= /dqdeDAudg (expil [4, 9, A,] + 10y [Au97Y]) (1.6)
Notamos o aparecimento de novos graus de liberdade, expressos pelos parametros que

caracterizam g,

dg =] [ db. (=),
a
que sdo chamados campos de Wess-Zumino. Nosso proximo passo serd mostrar que a
acao efetiva, obtida apds a integragio nos graus de liberdade fermidnicos, e nos campos

de Wess-Zumino, é invariante de calibre. Para tanto, definimos

exp (iW [A,]) = det D[4,]. (1.7)

Portanto,
o [A g7 =W 42| - wa,), (1.8)
o [Alg7] = WA - W [4n] (19)



= o [A, hg_l] — oy [Au R

Definimos a acdo efetiva integrando sobre os férmions e sobre os campos de Wess-Zumino,

exp (iless [AL]) = f dypdipdg (expil [¥,9, A,] +ion [Au,g7']). (1.10)

Esta acdo € invariante por transformacoes de calibre

exp (iless [AL]) = fdwdidgexp (I [, 9, 4] +ien (AL 7)) (L1D)
_ f dpdipdgexp (il [w"’l,fbhfl,Aﬁ] +
+ioy [A,, hg™t] - iay [Ay, B))
- [ dydipdg exp (i [1h, 1, A) + i [Ay, hg™'])
— fdwad (gh™") exp (I [¥, 9, Ax] —
~ion [ A, (7))

= exp(iless [AL]) .

O formalismo aqui apresentado é chamado formalismo invariante de calibre, devido a
invariancia de calibre da acfio efetiva. Neste contexto podemos mostrar (formalmente) o
cancelamento da anomalia para teorias abelianas, o que faremos na proxima se¢ao.

Como exemplos, apresentamos dois casos do formalismo que descrevemos. O modelo
de Schwinger [15] e o modelo de Schwinger quiral [16]. Em ambos, podem ser integrados
exatamente [17] os graus de liberdade fermidnicos, por serem modelos bidimensionais. Os

resultados sdo, respectivamente:



/d2 {——F F*""+2 A, {(a—gi—l)nw_é%ﬁi} A,,} (1.12)

W99 A /d2 {—— F, F* 4 (1.13)

aa v %
+8 A, [cm — (7 + ) =2 (¢ )} Au}.

O pardmetro a representa uma ambiguidade no célculo dos determinantes fermidnicos
associados as duas teorias. Os termos de Wess-Zumino podem ser calculados facilmente
utilizando o resultado (1.8) e as expressdes (1.12) e (1.13)

T 1A,

( 0) (88) + €0 A“) (1.14)

(3 6) (0#8) — e ((a — 1) 0, A* + e“”@uA,,)) . (1.15)

4, 0 = / Pz (

Uma integragio sobre o campo de Wess-Zumino produz agoes efetivas similares,

Isi Ay = == /dEmF a- EI + m? (a)) Frv (1.16)

explicitamente invariantes de calibre, de acordo com o que foi demonstrado em geral. A

constante m? (a) varia de um modelo para o outro. Para o modelo de Schwinger ela é

10



m? (a) = (_aj%lff (1.17)

enquanto que, para o modelo de Schwinger quiral,
(1.18)

1.2. Cancelamento da anomalia no formalismo invariante de

calibre

Vamos agora mostrar o cancelamento formal da anomalia, no caso abeliano. Veremos,
nesta segdo, como a anomalia é cancelada exatamente em teorias bidimensionais. Em
quatro dimensoes, no entanto, o cancelamento da anomalia depende da possibilidade de
definigdo quantica da acdo efetiva.

O valor esperado da anomalia é dado por (da referéncia [12] temos: A [A4,] = iZa[A4,,07"])

{(A) = / dypdydA,AlA) exp (i1 (4,9, ALl) . (1.19)
Introduzindo o 1 de Faddeev-Popov e fazendo uma mudanga de varidveis no campo A,

A, — A% obtemos

(4) = f dpdpdA,A [Afjl] (/_\f [A,] f 65 [ f (A“)]) x (1.20)

x exp (i [, 9, A, + i [A,,671]) .

11



Para obtermos uma expressido que relacione diretamente a anomalia com a agao efetiva,

utilizamos a relagdo entre o termo de Wess-Zumino oy e W [A,] dada pela (1.8)

Cdoy [A.u, 971]

A 75 20
W [Af;‘]
RIS .

oW [A" ]Mﬁl(z)
- “/d 5A91(z) 50 (2)

#=0
- /d Yors(x - )
- AT 6A9 7 Lol e
8=0
i} fa5wﬁAi1
- 12 é‘Ag l(x) )
8=0

o que nos dd, calculada em d = 0, uma expressao para a anomalia totalmente definida em

termos do funcional W [A,]:

i, SW[A,]
e "5A, (z)

A=— (1.22)

Para a transformada de calibre da anomalia, temos

Aﬂ_l _ _Ea ow [Ai_l]
e M A (2)
iy b (4,07
e " 648 (2)

Sy [A,, 078 (1.,
- Sy (e )
/d 5051[44“,61]5%‘191()
AT (z) o0 (x)

(1.23)

12



.(5&1 [A#, 8“1]
§0(z)

e podemos escrever a integral funcional que define o valor esperado da anomalia:

(A%) = / dwdEDA#de(@%%’ﬂ) x (1.24)

X exp (iI [w,E, A#] “+ ’iaf [A,u, 9_1])
= f dwdEDA“dﬂaﬁ@j exp (i [¢,%, A,] +iof [A,,671])
d
_ f 5T =0
Como veremos nos exemplos a seguir esta demonstracio do cancelamento da anomalia

é valida para teorias em duas dimensdes, como o modelo de Schwinger e o modelo de
Schwinger quiral. Entretanto, em quatro dimensdes, se vamos trabalhar com a teoria
efetiva, devemos primeiramente, nos preocupar com a defini¢io desta teoria, obtida apos
integracdo sobre os férmions.

A seguir apresentamos dois exemplos de como a anomalia é cancelada de forma simples

“¢ precisa. No modelo de Schwinger a anomalia é dada por:

A = —iel8 =g o (1.25)

w

(AS) = —i / dpdipdA, (Ja - U@,A#) exp (il [1,9, 4,])

m
Apds introduzirmos o 1 de Faddeev-Popov e aplicarmos uma transformagio, A* —

- .
Aﬂ , nos campos de calibre, obtemos

13



(A°[A]) = —-z'/dwdE’DA# (6—(%_—1) [B#Aﬂ + %DH]) X (1.26)

x exp (¢ [, A,) +iaf [A,,67']).

E imediato ver que o segundo termo entre parénteses é exatamente a derivada fun-
cional, em relagio a #, do funcional de Wess-Zumino (vide expressdo (1.14) do capitulo
anterior).

A integracdo nos graus de liberdade dos férmions produz um determinante fermidnico
finito. A integracao sobre os campos A, envolve apenas integrais gaussianas cujo resultado
também é finito. O funcional de # restante é, portanto, perfeitamente bem definido e finito,
e a ultima integragao fornece apenas wm termo de fronteira na variedade dos campos, que
se supde ser nulo (corresponde as configuragdes limite na integral funcional, que, em geral,
sa0 tomadas como identicamente nulas - lembremo-nos de que as condigdes de contorno
fisicas completam a definigido da integral funcional).

Como segundo exemplo apresentamos ¢ modelo de Schwinger quiral onde a anomalia

é dada por

A4, = é (— (e ~ Voo —efa—1)8,4" - ee"‘”BMA,,> (1.27)
_ 80774, 07
56 (z)

O valor esperado pode ser calculado exatamente, como no caso anterior, e o resultado que

obtemos é o cancelamento da anomalia.

14



(AC[AL) =0. (1.28)

Naturalmente, esses valores esperados também podem ser calculados diretamente, sem
integracdo sobre os férmions, fornecendo o mesmo resultado. Em ambos os exemplos, as
teorias obtidas apds a integragdo sobre os férmions sao lineares em A,, o que faz com que
a sua definicdo quintica seja garantida. Como veremos a seguir, isso nao acontece com
teorias em quatro dimensoes onde a integracao sobre os férmions produz nédo linearidade

de ordem arbitraria na teoria resultante.
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2. CANCELAMENTO DA ANOMALIA DE CALIBRE

PARA FERMIONS QQUIRAIS

Neste capitulo, vamos investigar o cancelamento da anomalia dentro do contexto de mma
teoria de calibre abeliana, em quatro dimensoes espago-temporal, com acoplamento quiral.
E sabido que as anomalias de calibre, para estas teorias, nio sao passiveis de absorco,
via redefinicao dos contratermos de renormalizagao. Isto é usualmente utilizado como ar-
guniento para a ma defini¢do quantica destas teorias. Como veremos, temos evidéncias de
que a situacao seja bem mais complexa, o que inviabilizaria conclusoes como a mencionada

aClma.

2.1. Regularizacao da acao efetiva: o método de Pauli-Villars

Vamos aplicar as técnicas apresentadas, numa teoria de calibre com férmions ndo massivos

e acoplamento quiral, em quatro dimensoes espaco-temporal, cuja lagrangeana ¢ dada por:

L= iF‘wF‘”’ + 1 (i@ + e AP, ) 9,

com P, = (H;’s), ¥ um espinor de Dirac e ¥° = iv°y'4%y%, sendo v* as matrizes de

Dirac. Esta teoria é completamente equivalente a uma outra em que % = %p + ¥, com

16



¥g livre e ¢y acoplado minimamente ao campo A,. O funcional W [A,] tem a seguinte

expansao em um [oop:

iW[A ]= ? + 1/2 /\N\QNV\ +
i

1/3 /M(?/MA + 1/4 +

Figura 2.1: Diagramas de Feynman relativos ao determinante fermidnico.

Para uma teoria qualquer, em quatro dimensées, o grau de divergéncia superficial d

de um grafico de Feynmann, em um loop, é:

3
d:4f§Ef_Eb,

onde Ey é o numero de férmions externos, e £; o nimero de bosons externos.

Calculando d para cada termo da figura 2.1, por exemplo, os grificos com sets e oito
pernas externas, vemos que dg — —2 e dg = —4. Portanto, estes termos sdo finitos, assim
como todos os de ordem par, com malis de oito pernas externas.

Para os loops de duas e quatro pernas, d» = 2 e dy = 0, o que representa uma
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divergéncia superficial quadrética e uma logaritmica, respectivamente. E indica a neces-
sidade de regularizacio (se¢des 2.1.3 e 2.1.4) e, eventualmente, posterior renormalizagéo.

Os gréaficos de ordem impar sdo nulos, conforme mostraremos na préxima secio.

2.1.1. Cancelamento dos loops de ordem impar

Vamos mostrar {teorema de Furry [2]) que os loops de ordem impar ndo contribuem para

a acdo efetiva. Para tanto, consideremos um loop de 2n + 1 pernas:

Tt = [ dody @) Ay, (5200) P G (31— 22) 4% (2.1)

XGp (2 — 23) ¥ G (x3 — x4) - Y Gp (Tong1 — 1) Y,

- 5 . . . .
onde dv = dxydxs - - dxo e P, = (). As matrizes de Dirac satisfazem a seguinte
1 ntl + 2 g

propriedade: existe uma matriz C tal que
Cry 1
Yy = '"’Y:u

onde 'yL é a matriz transposta de v,. Como consequéncia, podemos escrever:

CGF (:En - ZL'n_|_1) Cﬁl = —Gﬁ;\ (.'L'n - -'L'n+1) R (22)

GF ($n - xn-{—l) - C_lci"“ (-'I;n+1 - xn) C:

uma vez que Gr(z — y) = —Gr (y — ).

Para a matriz v°, considerando C = #y%~?, temos
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07175*0 — ic—lfy3tfy2*,}/li,}/oic
= 0 lCyCICH ey ey el
— i70717273

= "ys_

Substituindo (2.3) e (2.2) em (2.1), obtemos

Iony = /dvAm (1) Ay (@ony1 ) tr[PL CT'CGR (1 — 22) C 1O x
xCYCGF (29 —23) CTICy2CTIC - - CT Oyt C71C
XGr (Tonps — 1) CTHCyCIC)
- - [ GoA, (21)- Ay s (@omss) tr[Pr O G (23 — 21) 7 x

X G (23 — ) P - "Y‘ug"“th (T1 — Tant1) ,},uic]_

Assim,

Iy = _deAm (1) Apgr (@ona) Er[PLCTH G (22 — 1) Y2 x -
x G% (T3 — x2) Y fy‘“‘%nﬂG}, (Tt — Zany1) 7#%()]
B —/dUAm (1) Apss (X200 tr[C*Y G (21 — Tang) X -+

Xyhintl o A Gp (2 — 22) 7V Gr (2 — 1) C_ltPi]t-

Mas, como O = —C, O = —C1letrAt =trA, temos
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Tnpr = = /dUAul (1) Ay (T2n1) P [Y" Gp (21 — Tanygg) ¥+ ¥

X’)f'u‘gGF (233 — .’1’32) ’Y'uzGF (332 — .’1’31)P+].

Comutando P, com os propagadores e as matrizes de Dirac e trocando os indices

1—+2n+1,2 3 2n,---,2n = 2,2n+ 1 —= 1 em [s,3, finalmente obtemos

IQn+1 = —.[2”+1 =0. (24)

Portanto, loops com nimero impar de pernas externas nao contribuem para a agao

efetiva.

2.1.2. Regularizacao da ag¢ao efetiva

Sabe-se que a utilizacio de uma regularizacdo do tipo Pauli-Villars ndo é capaz de lidar
com todas as divergéncias presentes numa teoria de calibre [18]. Isso se deve ao fato
de, usualmente, querermos preservar a simetria de calibre durante a regularizacio, o que
forca a utilizacao da derivada covariante na definicio dos propagadores regularizados, ao
invés da derivada convencional. A cada campo de Pauli-Villars adicional introduzido,
novos vértices de interacdo com o campo A* se fazem presentes, exigindo mais campos de
Pauli-Villars e assim sucessivamente.

Para o tipo de problema em que estamos interessados, contudo, precisameos de um
esquema de regularizacio que quebre a simetria de calibre, para que a anomalia tenha

chance de aparecer. Além disso, é sabido que nao hd nenhum esquema de regularizagio

20



que preserve a simetria de calibre, no caso de teorias com acoplamentos quirais. Isto faz
com que possamos usar o esquema de Pauli-Villars sem restri¢oes, abrindo a possibilidade

concreta de regularizar a teoria assim.
Vamos usar o método de Pauli-Villars na sua versio generalizada, onde vérios campos

sao introduzidos, fazendo a seguinte mudanca no propagador fermidnico:

1\ 1 C,
)=y (2.5)
(k) k ; k— M,
O indice n ndica o n-ésimo campo de Pauli-Villars, de massa M, e residuo C,,. Como

é usual, impomos condicdes de convergéncia sobre os coeficientes, que visam melhorar o

momportamento ultravioleta do propagador regularizado:

d Cho= 1, (2.6)

ZC’HMR = 0.

Com o auxilic destas duas condi¢des, podemos mostrar que o comportamento ultra-
violeta do propagador fermiénico é precisamente o necessirio para regularizar os loops

divergentes na expansao da agao efetiva. Reescrevemos o propagador livre como

| =

- ?lé— +RZ % (2.7)
_ (F -+ M)
- ; an—za

Substituindo essa expressdo na equacdo (2.5), é facil mostrar que
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( ) Zc (kfﬁz M;)ock—ls. (2.8)

Os loops de 2 e 4 pernas externas possuem divergéncias superficiais quadratica e
logaritmica, respectivamente, sendo todos os demais loops superficialmente convergentes.
Termos na agio efetiva que quebrem a simetria de calibre devem, portanto, ser prove-

nientes destes dois gréficos, jd que os outros serdo explicitamente invariantes de calibre.

2.1.3. Regulariza¢ao do loop de 2 pernas

O loop de duas pernas tem a seguinte estrutura:

L@=_§/fﬁﬂﬂqﬂﬂngwmfiwm]@@» (29)

Portanto, a integral que devemos regularizar €:

JW@Z/EM{ﬁam£+§%m] (2.10)

Utilizando o método de Pauli-Villars reescrevemos os propagadores como:

ook (f+ M,)
)

e a integral fica:

L, (p) = /ddf:?t'r{( ZC ((k}i_FM ))"}’pP+ P
EF+p (F+7+ M)
(Eh et )
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Reagrupando,

) = [t s e
R O e
+§n: el o FylPs )E?kiﬁpwﬂh +ZC . x
o (s D f‘f;z“_ﬂ £+,

Moy, Py (F + )7
+ mCn CrCh
%? (k? — me+p—M'+23 *

« MmMn7yP+7uP+
(k2 — M2) ((k+p)° — M2) |

Utilizando as propriedades do tra¢o das matrizes de Dirac, encontramos

I, (p) = 2V/d4f€{[(2k#ku+knpv+kvpy_Tﬁ“’ (k2+k-p)) +
1

‘i O i 4
+§ (JIG P’ —k’p )EO:.M.@V:, X (W—

+p)
1

1
) Zcmkz ((k+p)° = M2) 2 C”(ff€2 - M2) (k+p)°

m n

1
ConCa 5 .
+§n: (k2 — M2) (( + p) —M%))}

Empregamos, entdo, a representacdo o do propagador para podermos integrar em k

(ver expressio (1) do apéndice)

Ipw (p) = 2 f d4'% [(2‘!3#'191/ + k,upu + kup,u — M (kz + k p)) +
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oy 9 ) 6““‘*“} « [ dadd [exp (it (a+ ) + 2 1) x
X (1‘ Z Cy, (exp (—iBM]) + exp (—iaM})) +

+ 3 CnCrexp (~iaM? ~ iﬁMi)) x (exp (iBp® — e (a + ﬁ)))] ,

mn

obtendo (ver apéndice, expressio (9)),

Gn? dadﬁ{eXp(zﬁp —e(a+p) - (622) {

+ 6
g B }
N ((a+,8)4 (a+ﬁ)3) (" = 20

x (1- > Cy (exp (—ifM2) + exp (~iaM?)) +

(a+6)

+ Z CmCrexp (—iaM — iﬁMi)) } :

mn

Vamos, agora, fazer a seguinte transformagao nas varidveis o e 3

a = zy,

B = (1-2z)y, (2.11)

/dadﬁ = /da:/ dyy,

para obter

Ty (p) = 817T2 (pzn#u - zpﬂPV) {/0 dz (332 - 37) /UOO d'yé x
x (exp (i (z - 2°) p’y) —exp (i ((x — 2%) p* — (L — 2) M?) y)) x
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X exp (—ey} +
R |

+ZC Ch, / d:c a: —z)/(; dygx
e (exp (¢ ({2~ ) = 232 — (1~ ) M2) ) -
—exp (i ((x - 27 — 2M2) 1)) x oxp ()} +

n“”’ {ZC/da:/ dy~ exp ( w—w)py)—
~exp (i ((z ~ 2* )p ~(1—2)M7)y)) x exp(—ey) +

Lo g

+;Cm0nf0 dz/ﬁ dy;zx
><(exp(i((w—xz)pg—l"Mg“(1*$)M§1)y)_

—exp (i {(z ~ z*)p® — zM})y)) x exp(—ey)}.

Podemos utilizar as integrais (10) e (11) do apéndice para integrar em y

1 1
Ip,u (p) = in? (pgnpu - p,upy) {Z Cn/{; dzx (51;'2 - :z:) X

 In (x -2 p?— (1 —x) M2 +ie N
(z — %) p? +ie

1
+Zcmcn/ dr (2% — z) x
mn o
« In (z—2?)p? — xM? +ic N
(x—22)p> — M2 — (1 — ) M2 +ic

'fhw {ZC MQ/ drzx

1 (z — 2®)p* — aM2? + ic
n —
(x—2)p? — (1 —a) M2 + e

D DT [ i

- [(“’” A e}
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Notamos que a integral regularizada I, (p) contém uma parte que, ao ser contraida

com os campos A*, ira gerar uma contribuicao invariante de calibre & agao efetiva, e outra

nao invariante de calibre que contribuird & anomalia de calibre. Notamos também que,

antes de fazermos M, tender para o infinito, podemos escolher os coeficientes a,,, que

representam as relagGes entre as massas o, = M, /M, e os C, de tal modo que cancelem

as divergéncias quadraticas presentes em I, {p). Expandindo os logaritmos como fun¢ao

de M e tomando M muito grande obtemos:

Luw (p)

1 1 1 1.
in? (P*7 — i) {_g > Coln|alM?| + gl Ip*| — i (2.12)

_L Z CnChn [5 (ag — aﬁl) — 27asal, (02 — o) +

3
+ (18(12&4 — 6at ) In iﬁ X ml— +
wom TRl B e )| @ =

2
N 2 a_m 2 2 1 2 _
o {Z oncua? | (2 (5) +i —an) * (5 )]

1
—Epz Z CnCh (3&,81 — 130802 + 1200t — 3ab o’ +
2
+ o, + 6asad In (22’1)) X
o
m

§ ((az+a;)2(aﬁclx$,,)2 o, (a,%a,a))}'

A divergéncia quadritica pode ser cancelada impondo a condig¢ao

> CoCrSpmn = 0, (2.13)

m#n
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2
Sipn = (QIn (Z—g) +a§—a$n) X (Ta?}-—?m)) (2.14)

A parte imaginaria do residuo no pélo, fornece a informacgdo sobre o tipo de excitacio
propagada, associando a diferentes sinais propagagdes usuais e de ghosts. No caso de valor
nulo da parte imaginaria do residuo do propagador no pdlo, a informacao que se apresenta
é a da nao propagacao dos modos em questao. Tomar o residuo como uma quantidade real,
significa eliminar a propagacio, evitando, portanto, problemas de unitaridade relacionados
com a eventual propagacio de um ghost.

Portanto, para evitar possiveis propagacdes dos campos de Pauli-Villars, desejamos
que (2.13) tenha solugio para C’'s e o's reais. Resolvendo para a, e impondo as condicdes
de convergéncia (2.6) verificamos serem dois campos de Pauli-Villars suficientes para
{2.13) ter tal solugio. Entdo, podemos, finalmente, fixar as condigdes impostas sobre os
diversos coeficientes e razdes entre as massas,

2
Zcﬂ.:l:

n=1

2
E Cnan = O, (215)
n=1

S CnCoaSpn = 0.

mzEn 7

A integral regularizada é, entao:

1 1 1 1,
Iﬂu (p) = E (pz??;w _pupv) {_é Z Cnln |Cl’iM2’ —+- gln |p2| — gwr_

_'é' Z CanAmn} +

m#EnR
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e (LN~ o008
125 (33 Gt ).

com
1 6 6 2.2 (2 2 2 4 6 a;
Apn = G 5{al —al) —27alaZ, (a? —aZ) + (18alas, — 6aS,) In Er—;— X
; 3
(e a;%n)
e
2
B, = (3@2 — 13anad, + 120505, — Sagap + o, + 6anag, In (a_;)) x
Qm
( 1 )
X 5 5 :
(af +a2)" (of —af) af, (af — aZ,)
Definindo
~ 1 > CuChB (2.16)
& == 6 m#n e n mn s N

verificamos a presen¢a de ambiguidades advindas do processo de regularizacao, similares
as que aparecem em duas dimensoes. Observamos que a parte divergente é apenas loga-
ritmica, e aparece multiplicada por um projetor transverso, ou seja, corresponde a um
termo invariante de calibre na acdo efetiva. Assim, ndo ird contribuir para o jacobiano de

uma transformagd@o de calibre na integral funcional.
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Contribui¢ao 4 anomalia do loop de duas pernas

No espago dos momenta, 0 termo nao invariante de calibre do loop regularizado que

acabamos de calcular tem a forma:

= f dip A (p). (2.17)

16:'T2

Passando ao espago de configuracbes temos que:

o= 2, [ddt@ni @, (218)
A contribuigdo & anomalia deste termo vem da derivada da agao efetiva em relacao ao

campo de calibre (veja eq. (1.22))

AB 4] = f;a;jM { 16W2fd$A ) OA” (z )} (2.19)

= 81r26 OA* (z) .

No espago dos momenta, a anomalia é dada por:

AR 4] = —@kzk Ak). (2.20)

2.1.4. Regularizagao do loop de quatro pernas

O loop de quatro pernas tem a seguinte estrutura

4 5 _ ~ -
LW — fz f d'pd*dd*7 A, (—p) A (—q) Aa (p+ q+7) Ag (—7) x
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- 1 1 1
x | d*ktr { ~AHP P P x
/ {W Tk TE+pd) T
1
Iéj
X,
Fprgrr }
Vemos claramente que a divergéncia presente nesta integral é do tipo logaritmico, con-

centrada na integral em k. Portanto, a integral que vamos regularizar é:

woi (0 0y = [ e I KEopp, KFP_p EHPHE
"% (p,q,r) /‘““t {kﬂP(k+p)27P+(k+P+Q)2

e A

(lc+p+q+r)

Uma, vez que integramos em &, vamos reescrever os momentos externos da seguinte forma:
p+q— ¢ ep+qg+r — r o que simplifica a notagio. Para regularizar a integral
acima, vamos utilizar o método de Pauli-Villars. Reescrevendo o propagador regularizado

conforme a equagio (2.8)

—>ZO k+M){Wf%}’ (2.21)

obtemos a integral 7#* (p, ¢,7) numa forma finita:

9 p0r) = Y 0600 (222

i?jlmln

[ @ (M- (f 4 M)

X (f+d + Ma)y*Py (F 7 + M) VB | x
y M?Mf
k2 (B? — MP) (B2 + ) (k2 + ) — M7)

X
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M2 M?
(K + %) (K% + ¢%) — MZ) (k? + %) ((K? + 7/%) — M)

X

Note que, na integral acima, a expressao entre chaves nao terd contribuicdo de nenhum
termo proporcional a M. Isso se d4 pela anticomutagdo de v* com ¥°. Assim, y*P, =

P_~*e P,P_ =0. Com esta observagao, obtemos a seguinte integral:

Jrves (p,q,7) = Z CiC;CnCr X

[ e Bk (687 (77 ()9} ¢
) M7 M? y

k2 (k2 — MZ) (B2 +p?) (K + p?) — M})
. M2 A2

(k2 4 %) (K* + ) — M3) (K% +72) ((K* + ) — M) |
totalmente finita em & no limite ultravioleta (para as diversas poténcias de k). No
imM — oo a integral acima se comporta como MP°. Portanto, hd a possibilidade de
uma divergéncia logaritmica ne massa neste limite, contida no termo de maior poténcia
em k, os outros termos sendo finitos ou nulos.

Note que a presenca do operador P, no vértice desta teoria simplifica profundamente
a integral que estamos regularizando. Pela discussio do ultimo pardgrafo, os termos entre
chave.s em (2.22) se reduzem a termos proporcionais aos momenta.

Na teoria vetorial, esta simplificacio ndo acontece e haverd termos com M™ no nu-
merador da integral, com n = 1, 2, 3, 4. No entanto, sabemos, por power counting, que
a divergéncia maxima nesta integral é logaritmica, o que se constitul, aparentemente, em
uma contradi¢do. Apés uma analise detalhada, concluimos que a representagio do propa-
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sador utilizada na equagfo (2.21) produz uma dependéncia em M' na teoria vetorial,
em contraste com o propagador original regularizado, que dependia de M na forma M1
Isto se deve ao fato de termos somado quantidades nulas para obter a representacio em
questdo (o que, por sua vez, é possivel devido & escolha das condigbes de convergéncia).
Isto faz com que aparecam termos de divergéncia aparente no limite em que M tende para
o infinito. Estas divergéncias sao eliminadas apés o caleulo completo da integral do loop
de quatro pernas, o que, além de ser uma tarefa extremamente complexa, estid além das
nossas motivacoes. Isto sugere que, na teoria vetorial, devemos usar outra representacao
para o cdlculo da parte divergente no loop de quatro pernas.

Em contrapartida, para a renormalizagao da teoria quiral, basta calcularmos a seguinte

mtegral:
P (pqr) = D CiCiCmCh x tr {Pary™ vy 7 74"} x
£,0,m,m
X /d‘% {(kakokok, ) x
M2pr2?
X L X
k2 (k% — M?) (K + 97) (k2 + p*) — M7)
y M2 M?
(k% +¢2) (K% + ¢7) — MZ) (k2 +r2) ((k* +r2) — M2) | |

Escrevendo o termo entre colchetes na representacio de Feynmann, obtemos:

1

e (pq,r) = > CiCiCnCrn > (=1)"F+F x (2.23)

i,7,m,1 o,b,e,d=0

xtr {Pey v Py ey P ) / d*k {{kxk kgk, ) x
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xfdadﬁdfydé X
x exp (i (k* — aM?) + i3 ((k +p)° -~ be)) X
X exp (z'fy ((A +q) - cM,i) + 16 ((k + ) — dM,f)) X

x exp (—ew),

e a integral em k pode ser facilmente calculada. O resultado é:

I;Li:&ﬂ (p,q,7) = Z CiC4CnCh Z a+b+c+d «

i,j,mmn a,b,c,d=0
v a WZ
xXtr {]ID_FFYA,Y#F}IP,-}, ,}/970,}/ ,.},ﬂ} X /dﬁ!dﬁd’}/d(s { (m) X

s ol (oMM b ) 37 0]

X {Neafox + NoeTpx + Mo pNar—

21
o (PorBigLip + MorLao 2p + Npa2ig 2 + Nop2ig2in + Moo g 2in) —
4 2
— (E,\zngzs)} et /w} :

onde w = a+fF+v+d e ¥y, = Op, +g, -+ 07, Fazemos, ento, a seguinte mudanga de

variaveis :

a = stuw 0<t<l,

B=stu(l —w) 0<w<l,
{ (2.24)

y=st(l—u) O0<u<l,

d=s{1-1) 0< s < o0,

“

onde o jacobiano da transformacio é J = s%t*u. Com as novas coordenadas, temos:
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o, = tu(l—w)p,+t(1—u)gq,+(1—1t)r,
x = tu(l—w)p® +t(1—-u)g”? + (1 -t)r"?
e a integral fica:

Jhves

b (Dq,r) = 1)@t (2.25)

1,7,m,n abch

Xtr {Pw Yy ey 4P}

o0 2
x/dwdudtﬁf ds |53 2= ) x
0 434

X {NeaNox + NooTpx + MopTlor—

21
"?3 (WO‘AUBO-,O + NorTaTp + ToAC 508 + TopTe Ty + WUEUGUA) -

4
*?84 (UAO’pO’gO’U)} X

« e—iso'2+isx—is{utwaMg-z—b—tu(l —w)ijz—o—t(l—u)cM,?, +{1—t)dM? }—es}

Note que, na integral acima, apenas o termo proporcional a 1/s pode apresentar
alguma divergéncia na integragio sobre s. Os outros termos sao finitos sob esta integragao.
Nestes termos, podemos expandir o integrando - apoés a integracdo em s - em poténcias

de M e tomar o lim M — co. A integral que vai nos interessar é:

20 (p q,r) = — > CiCiCnCh Z p)etirerd (2.26)

.0 mn a,b,c,d=0
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Xtr {]13’+'y*'y“'yp'y"'}'9’}’“’yoﬁ/ﬁ } (Mortlon + Noepr + NopTlar) X

x /dwdudtt2 b

oo
X/ ds []‘ei50'2+'isx—is{utwaMi2+tu(1—w)ij.2+t(1—u)cM31+(1t)def}
0 &

% e—ss:r )

Nosso préximo passo serd calcular o trago da matrizes de Dirac e contrair o resultado
com a combinagao das métricas que aparece no coeficiente da integral. Um fato importante
acontece neste momento: a contragdo da parte quiral do trago (lembremo-nos que P, =
(1++°)/2) com as métricas tem resultado nulo. Isto é, da mesma forma que no loop de
duas pernas, a contribuicao quiral é também cancelada no esquema de regularizacio de

Pauli-Villars. O resultado é:

1

L2 (.0,7) = 4 5 (Musas — 2atlus + Musue) X (2.27)
1
w Z Cz_crjcrmcn Z (_1)a+b+c+d><
z',j,m,n a,b,c,d:O

x /dwdudtt2 X

1
L. , 9 _ 2 _ 2 — 2
. /oo ds I: il +zsx—zs{utwaMl- Htu(l-w)bM? (1 -u)eMz, +(1 t)dMn}
8
0

xe“ss] .
Para podermos integrar em s vamos somar em d,
uraf 1
Idiv (p: q, ’I") = ﬁ(nyunaﬁ - 27?;:07712,6 + n,u_,ﬂua) X (228)
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1
% Z C.CiCnChn Z (_1)a+b+c+dx

3,5, m.n a,b,c,d=0
X / dwdudtt® x
e 1
X/ ds [_{ —isc2+isx— 3s{utwaM2+tu(1 w)bM2+t 1-u cM2}—ss _
i} 5

_mefiso'2 +z'sx7is{uttuaM‘.2+£u(17w)bM32+£(17u)cM.,2n+(1L-t)M,% }*ss }] .

O resultado da integragao é:

1

I;i];aﬁ (p: q, 7') = T(npvnaﬁ - 277;1(1771/,6 =+ npﬁua) X (229)
i,j,m.n a.b,c,d= U

x[dwdudtt21n|9|,

onde

—o? + x — {utwaM? +tu(l — w)bM? + (1 — u)eMZ + (1 — t) M2} + ie

Q=
—0? + x — {utwaM? + tu(l — w)bM} + (1 — u)eM2} + ie

(2.30)

Podemos, agora, escrever M? = a?M? e expandir In |Q] em 1/M?2. O termo divergente

serd:

1

I;‘;aﬁ (P, q,1) = ﬁ(’?uvnaﬁ — 2nuaMg + nuﬁva) X (2-31)
1
% Z Czc_?c'mcn Z (W1)0+b+c+d «
2,7,71, 71 a,b,c,d=0

X fdwdudttz [In |(1 — t)aflef —In ’—02 + XH .
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Constatamos a presenca da divergéncia logaritmica na massa exatamente como es-
g
perdvamos. Nosso tltimo passo serd substituir Ié‘;;“ﬁ (p,q,7) na expressdo do loop de

quatro pernas :

84

LW = ~To /d“,ﬁd‘*gd“f {ji# (—p) A (—g) A (p+ g +T7) X (2.32)

XAﬁ (—'i") (Wﬁuﬂaﬂ - Qﬂnaﬂuﬂ + n,uﬁua) X

1
> Z Cicjcmcn Z (_1)a+b+c+dx

,5,m,n a,be,d=0

X /dwdudtt2 [ln|(1 —t)e2M?| — In|—0* + y]] } ,

e contrair as métricas com os campos bosonicos. O resultado da contragao é:

A(-p)-A(—Q)A(p+q-+r)-A(-r)
—2[A(-p) - A(p+q+r)A(—q)- A(-7)]
+A(=p) - A(=r)A(—q) - Alp+q+T).
Trocando de varidveis, p — 7, no segundo termo, e r — ¢ no terceiro, observamos que

os termos acima se anulam mutuamente. Isso mostra que o loop de quatro pernas é

totalmente finito.

2.2. Renormalizagao da divergéncia do loop de duas pernas

Como vimos, apds a regularizacao, apenas o loop de duas pernas ainda apresenta di-
vergéncia (do tipo logaritmica na massa). Portanto, a parte da acao efetiva que devemos
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renormalizar serd:

1%, /d‘*:c (——F F‘“’) +w (2.33)
f d*pA* (—p) [(pupu — P ) (1 + glj; (PZ)H A (p) -
o

f d*pA* (—p) nup*A¥ (p),

com f (p) = §

-3 Coln|e2M? +1njp? —ir— > CoiCmAmn|-

m#En

E facil ver que esta divergéncia pode ser tratada através de uma renormalizagao de

fun¢io de onda bosdnica do tipo

AP /7 A¥, (2.34)

acompanhada de uma renormalizacio de carga do tipo

(2.35)

que nao alteram o comportamento de nenhum termo da agao efetiva, exceto o termo

proporcional ao projetor (pEnm, — PuPu)-

Substituindo (2.34) e (2.35) em (2.33), temos:

2

1% = fd“PA“ [(p#pu—pznw) (l+ o Zf(pZ))] X (2.36)

6 &
T (p) 167T2Z
2

= f d*p At (~p) [(pﬂpu P (Z + 8?21‘ (Pz))} AY (p) -

[ d*pA* (—p) Zn.p AL (p)
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16’.'T pA’“ anpzAV (p).

Escolhendo

Z_( 8652 (pz)), (2.37)

obtemos uma agio efetiva totalmente finita em termos dos campos rencrmalizados.

Ly = f d*pAL (—p) (pupy — P*1w) A2 (p) — (2.38)

TJ'WPZA {p)-

167r
No entanto, podemos fazer uma escolha do parimetro Z tal que cancele o termo

logarftmico na massa e no momentum externo p, em f (p?). Uma escolha do tipo

2
Z=1+ 822 (% Zn: Cpln |2 M?| — éln yp2|) , (2.39)
nos dd uma acio efetiva também finita, com uma fun¢io g (Cp,, Cn, @m, @, ) que multiplica
o termo do projetor transverso, ainda invariante de calibre. O termo ndo invariante de
calibre também nao ¢ afetado pela renormaliza¢do, nem pela escolha do parametro Z.
Portanto, a acao efetiva que segue dessa renormalizagdo é totalmente finita e adequada

ao calculo do cancelamento da anomalia.

Lty = 3 /d4p‘4# ) (pupe —P°1) A (p) 9 — (2.40)

[ F5AE () A (7).

167?2
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onde g =— —é {iﬂ'-'— 37 CuCrmAmn |-

m#n

2.3. Cancelamento da anomalia

Podemos finalmente mostrar o cancelamento da anomalia. Para tanto, precisamos da
expressio do loop de duas pernas. Por ser de segunda ordem em A, e nao invariante de
calibre, ele nos fornecera um propagador livre para o fé6ton. Com esse propagador livre
poderemos estabelecer uma andlise perturbativa do valor esperado para a anomalia. O

termo da acio efetiva referente ao loop de duas pernas é

w4 = 22 [0k (0 [pn - (14 2) | B 9g 20

82
O funcional gerador da teoria, no setor bosénico (que é o que vai interessar para a

analise da anomalia), é dado por

?: i T L
7 = /dAﬁexp{—Z/d‘;me,, (p) F™* (p) + (2.42)
+ﬁ/d“”ﬁ+‘(—) {1+ 2 A (p) g +
+iW' [A%]},

onde W' [AH] contém o resto dos termos que dependem de A#, mais que quadraticamente
(mas apenas poténcias pares de A¥ gragas ao teorema de Furry).

Em termos do operador D, (p), o funcional gerador ¢ escrito como:
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7= [ansen {5 [ @57 (0 D) &2 )+ W b e

COIIl

2 2 2
s a2 erg er‘a . erg
Dy (p) = 0"y (1 tat 8772) ~ iPupy (1 + 4W2) . (2.44)
Com o auxilio dos operadores
PuPv

9:/:7?1/_
H i p2

podemos mostrar que D, (p) pode ser escrito sob a forma

. elg  ela _ e2g
Dy (p) = "N (1 * 472 - 8;2) by (1 * 47r2)
= ip’nuA—ip.p,B
= _ip2Aw,uu + szB (Hp,u + UJ,_;V)

= —ip*{(A-B)w, — B,}.

Calculamos, entio, o inverso do operador D, (p} . Para tanto, devemos mostrar que

» produto (operador) x (operador inverso) se escreve como:

Dys (p) D (p) = O + W,
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ou seja,
Do (p) = af°” + bw".
Assim,

D, (0) D™ (p) = iaApgt?z —ib(A— B) psz,

COIT

i 472
a = ——{——>,
p? | 47? + e2g
p o= L[5
p? | o

Obtemos, finalmente, uma expressao para o inverso do operador JD,W (p)

o 1 472 7 8m?
F5LC 1) S N S G i | .
®) =" {47f2 + 6?9} T pEhp { i 6?’»&}

Podemos, entio, escrever:

Utilizando a expressdo (1.22), anteriormente deduzida para a anomalia
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ig, oW 14 (2.47)

AlA] = §A, (z)’

€

podemos calcular o valor esperado da anomalia no espaco de configuragoes:

(4)(z) = —fa'A,’,‘ (éafgz[(‘g) < (2.48)

exp (i / d*zF,,, () F™™ (z) + iW' [A,‘.‘])

J=0

e ) ) a5
X exXp {;—fda:dyflff () D, (x —y) AY (y) +/a‘:cAf (z) J, (I)H -~

Derivando funcionalmente em relacao a A¥, para derivar em seguida em relacao a J, ()
e avaliando em J = 0, logo apds uma integracao em A% encontramos uma expressao que

pode ser facilmente avaliada:

(A) = —% {eiW'[wf—m] fdA:f (an;(m)) x (2.49)
cesp | [ dadyag @)D o) 42 )+ [ et )5, )] |

S {eiW'[ﬁﬁ] /dA::a; {—fd:chj (z — 2) AY (z) + J? (z)} x
xexp [~ [ dodyt (2) D (2 = 0) 47 )+ [ et (0) s, )] }
¢

_ _é {e"W’[mf—m] fdA:f@; {—fd:cpg -5 (z)} «
X exp [; f dzdy A (z) D, (z — y) A% (y) + f dz AL (x) J, (:v)”

J=0

J=0

J=0

43



1., W |72 ] W 5755
- _Z _ P, _ FT. (k) FTam | e
ea” { fda:Du (z—z)e 57, @) +e JP(z) b x

X exp {%/d;gdyﬂ‘ () Dy (x —y) J” (y)}

J=0

Com a expressdo acima podemos mostrar que:

W i) E f W) D (2 — y) I -
e 5T (2 exXp 15 dedyJ" (x) D, (x —y) J (y) . 0, (2.50)
e também que
W[ s7im] 70 1 # -1 v =
€ w11 JP (2) exp 5 drdyJ* (z) D7, (z — y) J* (y) =0, (2.51)
J=0
ja4 que cada termo de W' [ﬁ] contém um numero par de derivadas funcionais em

relagio a J, e cada termo da expansao da exponencial é de ordem par em J. Portanto,
a integral na equa¢do (2.49) é nula, mostrando que a anomalia é cancelada, na teoria

regularizada,

(4) =0. (2.52)
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CONCLUSAO

No ultimo capitulo, mostramos o cancelamento formal da anomalia na teoria efetiva,
obtida apds a integracao sobre os férmions. O cardter formal deste cancelamento é devido
a dificuldade de definir a teoria efetiva no nivel quantico. Esta teoria envolve um ndimero
infinito de termos de interacdo, o que inviabiliza os procedimentos usuais para decidir
sobre a sua renormalizabilidade ou nio.

No caso da teoria com acoplamento vetorial, poderiamos usar um argumento indireto
para indicar que a teoria efetiva estaria bem definida. E bem conhecido o fato de que a
teoria, antes da integracio sobre os férmions, é renormalizivel. Sendo assim, ela também
deveria poder ser definida apds esta integragio, de alguma maneira ainda desconhecida,
supondo que ndo haja uma ordem especifica na qual a integragdo funcional deva se dar.
Assim, poderiamos dizer que o resultado encontrado na referéncia [12] é exato e mostraria
a acao do mecanismo de cancelamento de anomalias num exemplo quadridimensional.

A situagdo ndo é tdo simples, no entanto, para o caso de acoplamento quiral. A
teoria, antes da integracdo sobre os férmions, desenvolve uma anomalia, que nao pode
ser removida por redefini¢oes da agao efetiva. Isso impede a renormalizagio perturbativa

Ja teoria, embora nada possa ser dito sobre qualquer mecanismo de renormalizacio ndo-
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perturbativa que possa ser criado {vide [19]). Caso fosse possivel provar, de alguma forma,
que a anomalia é cancelada, a renormalizacao perturbativa poderia ser tentada e a teoria
poderia ser dita como bem definida do ponto de vista quantico.

O que conseguimos foi uma forte indicagao de que isto pode de fato acontecer. Mos-
tramos que a integracdo sobre os férmions pode ser feita, sem deixar divergéncias in-
controlaveis a serem herdadas pela teoria efetiva. Divergéncias quadriticas {que apare-
cem advindas do loop de duas pernas) podem ser canceladas através da escolha cuida-
dosa dos parametros que caracterizam a regularizagio que estamos empregando (no caso,
Pauli-Villars, com dois campos ou mais). Divergéncias logaritmicas, provenientes do
mesmo grafico, podem ser renormalizadas com a agdo conjunta de uma renormalizagao
de carga e de uma renormalizagdo de funcio de onda bosénica. Finalmente, divergéncias
logaritmicas, originadas na contagem de poténcias do loop de quatro pernas, sdo cance-
ladas pelo préprio procedimento de regularizagao, deixando um resultado finito para este
grafico, em completa analogia com o que acontece no caso vetorial. Gragas ao teorema
de Furry, garantimos que, na obtencdo da agio efetiva, ndo precisamos levar em conta
graficos com um nimero impar de pernas externas. Isto € o bastante para sustentar o
cancelamento formal da anomalia. O que falta para transformar esta conjectura em prova
¢ mostrar que, na definicao quantica da teoria efetiva, nao sdo gerados dinamicamente
termos envolvendo poténcias impares de A,. Se este for o caso, o valor esperado da
anomalia podera ser calculado da mesma maneira indicada no final do capitulo 2 e o can-
celamento da anomalia (com a consegilente restauracdo da simetria de calibre quéntica)

estara provado.
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A anilise da questao mencionada ao final do ultimo pardgrafo é complexa, mas algumas
rotas parecem ser indicadas pra a sua abordagem. As contribuigbes nao invariantes de
calibre & agdo efetiva concentram-se nos termos quadrdtico e qudrtico em A,, ji que
todos os outros termos (gerados desde grificos com n pernas bosénicas, n > 3, e finitos)
sao invariantes de calibre. Calculos preliminares indicam que o grafico de 6 pernas é
nulo, para o caso de acéplamento vetorial. Se pudermos identificar nisto uma tendéncia,
teremos como reduzir esta andlise & de uma teoria muito mais simples que a atual.

Outra possibilidade, seria a utilizagao de métodos de renormalizagio algébrica [7], que
pudessem indicar uma possivel renormalizabilidade da teoria efetiva. Tais métodos, tendo
fortes componentes nio perturbativos, talvez sejam os mais indicados para a andlise que
estamos pretendendo levar a cabo. Em particular, poderiam existir simetrias discretas,
<que poderiam ser preservadas pela renormalizacio da teoria (conjuga¢do de carga, por
exemplo) que impediriam o aparecimento dos indesejados termos {mpares.

Caso obtenhamos resultados positivos na andlise do caso abeliano, poderiamos passar
ao caso ndo abeliano, mais relevante fisicamente, por ser a base da construgaoc das atuais
teorias das interagdes fortes e eletrofracas. Para isto, vamos considerar primeiramente
uma prova formal, andloga & que foi dada para as teorias abelianas, que néo fomos ainda

capazes de produzir. Progressos nesta diregdo serdo divulgados futuramente.
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APENDICE: INTEGRAIS UTEIS

A representagac de Feynmann do propagador é:

o . 2_ 2 . . *Z
/ﬂ daexp[m(k M —HEH = ——k2—M2+iEX (1)

X exp [z'of (k2 - M?+ zs)] [;o

7
k2 — M2 +4ie

A representacdo da integral Gaussiana, em quatro dimensaes, tem a forma:

- 2 -22
fd‘*k exp (iwk? + 2% - k) = ——— exp (;L) . (2)
(9
As integrals nos propagadores que aparecem ao longo do capitulo 2 podem ser calcu-

ladas, derivando em relagdo a ¥, como a seguir:

/d4kk/\kpkyk“e(iwk2+2i2-k) i/d‘lk} 9 2 9 9 e(iwk2+2i2-k) (3)

16 YA axe gyv gxm

i/d”ﬂ 9 o 9 d eéw(kJrE/w)z—iEz/w
16 %A 9%e 9yv 9xe
18833_-22//4. :
- i w k w(k+3/w)
16 9% O%e O%v 9%k dke

1L/ [a\' 0 8 @ 3 _isp
= — — €
16 \Viw /) 05> 9xr oxv ons
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2
m
= m {n,u,anuA + NuvThe + TupTlux —

2t

w

+77pp2v2/\ + n,uuzpz)\ + nupszA) -

4 ixn?
_;J—szzuzpz)\} exp (—j) )
P2
iwk? 20T v
fdékkpkykﬂe( Frnt k) = 5 {Tiu,uzp + o+ My —

2- 122
—izpzyzﬁ} X exp (—L) ,
w

w

et 72 24 32
/dllkkukpe(luk +22E-A) — _ﬂ_ {n;w _ __EE'HEU} exp (_3_
w w w

d4kk2e(iwk2+2iz-k) _ 1"71'2 9 122 exp _;?EZA ’
208 w w
2 -2
4 o X
/d kk, = EE# exp (—7) :

Estas integrais nos permitem mostrar que:

/d‘*fc {[2kuks + kupo + kupy — e (K> + k- p) | +
+% (kapﬁ - kﬁpa) Eaﬁ,uu} x

x exp [i{a + B)k* + 2if8p - k]

1 in # B D

B SWZ((G+6)3+[(G+3)4 (@a+pyl) "
iﬁ2p2)

a+p8 )

X (p* N — 2pupv) €XP (

Qutras integrais utilizadas foram:

/ dﬁ (emy o ezby) e~ = In ( -+ EE)
o Y a+ 1€
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@ (emy - e’;by) e YV+i(a—0b).
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