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Resumo

Fizemos o estudo, e revisio, completos da defini¢do e caracterizagio de radiagdo gra-
vitacional, no contexto da teoria da Relatividade Geral exata, dentro das abordagens de

Pirani-Bondi-Sachs.

A classificagio de Petrov para espagos-tempos, fundamental na caracterizagéo de zona
de radiacio gravitacional, é rediscutida, tanto do ponto de vista de Petrov-Pirani (associado
& estrutura algébrica abstrata de autovalores e autovetores do tensor de Weyl) bem como
do ponto de vista de Debever-Penrose (associado &s diregdes nulas principais do tensor de
Weyl). Neste ponto fizemos a conexdo entre as duas formulagdes, comumente zm ponto
obscuro na literatura. Aplicamos este formalismo a métricas radiativas que descrevem
espacos-tempos de sistemas gravitacionais limitados emitindo ondas gravitacionais: métricas

de Bondi-Sachs e métricas de Robinson-Trautman.

Fizemos um exame exaustivo da integrabilidade do problema de Bondi-5achs, onde

exibimos solucbes formais para as fungdes incognitas.

Enfase maior foi dada as métricas da familia de Robinson-Trautman, onde quebramos
as condicdes de analiticidade sobre as fun¢des-solugdo do problema. Esta quebra de analiti-
cidade produz fisica nova, no sentido de que as equagdes de Einstein exigem, entdoc, uma
fina camada de matéria no plano equatorial, e que pode ser modelada por neutrinos, strings
e termos radiativos. Nestes casos, mostramos que existem solugdes tanto radiativas quanto
nio radiativas, estando a presenca, ou nio, da radiagdo gravitacional ligada aos processos

dindmicos da camada mafterial.
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Notacao e convencgoes

1. indices

(a) gregos miniisculos (e, 8---=0, 1, 2, 3) sdo utilizados para caracterizar indices
de espago-tempo;
{(b) latinos maiisculos (4, B--- = 0, 1, 2, 3) sdo utilizados em componentes de

tensores em base de tétradas.
Eventualmente sio usados como etiquetas, quando convenienterente indicado
no texto.

(¢) latinos mintsculos (i, j--- = 1, 2, 3) sdo utilizados, em geral, para designar
componentes espaciais de tensores em base de coordenadas.
(m, n---=1, 2, 3) serdo usados como indices no espago de 3-vetores complexos,

conforme serd oportunamente indicado no decorrer do texto;
(d) latinos mintsculos (a, b---= 0, 1, 3) serdo utilizados para objetos definidos no
subespago Gy:9 = %, na base local deste subespago.
2. Simetrizagio e anti-simetrizagao

(a) Indices entre parénteses (“(”,“)”) denotam a operagio de simetrizagio sobre os
mesmos.
(b) Indices entre colchetes (“[”,%]”) indicam a anti-simetrizagio.

(¢) Em nossa convengao o fator 1/n! estd sempre embutido nas operagSes de simetrizagao

vi



e anti-simetrizacio, onde 7 é o niimero de indices simetrizados (ou anti-simetrizados).
1
Tiy = 5 (Tij + T5i)-

3. Derivadas

(a) A derivada simples sobre fungdes, é denotada por um sub-indice correspondente

a variavel .em relagao a qual a derivagio é tomada:

0 9?
dor! =T Gnigerd T e
A notagao,
0
baid = %/

é eventualmente usada.

13 »”

H

(b) A derivada covariante é denotada por

4. Se ¥ © A = 0 é uma superficie particular de uma familia de superficies ¥, entao
a descontinuidade associada a um objeto qualquer F através da superficie ¥o €

denotada por [F]E e definida por:

0

[F] = FF — F
g .
onde,
Ft* = lim F F~ = lim F
A0t A—»Of_
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Introducao

Quem primeiramente estabelecen que, segundo a Teoria Geral da Relatividade {TGR),
processos gravitacionais de natureza radiativa poderiam ocorrer foi o préprio Einstein, [1],
quase simultaneamente ao nascimento da teoria relativistica do campo gravitacional, ja em
1916. Neste contexto, a nogdo de radiagdo gravitacional surge ligada & perturbagdes de-
pendentes do tempo, em regime de campo fraco na teoria linearizada ou quase linearizada.
Propriedades bastante conhecidas de tais “ondas gravitacionais” encontram-se em livros
basicos, como Schutz, [32], sendo os mais notdrios o fato de se propagarem com a veloci-
dade da luz e serem de natureza quadrupolar pelo menos. Embora tais aspectos sejam
amplamente conhecidos, nio podemos esperar que tal abordagem fornega um cendrio rea-

lista das ondas gravitacionais.

Uma questdao que poderiamos levantar refere-se ao fato de o campo gravitacional apre-
sentar, como caracteristica malis intrinseca, ndo linearidades na dindmica dos potenciais, de
natureza tanto algébrica quanto diferencial. Deste modo algumas propriedades relevantes
das ondas gravitacionais poderiam estar completamente ausentes na abordagem linearizada.
Por outro lado, que sentido podemos atribuir & nogdo de “onda gravitacional” no contexto

da teoria exata, de modo que possamos perguntar por suas propriedades?

Qutro problema que foi levantado consiste na discussio da possivel natureza “espiria”
das solugdes radiativas provenientes das equagdes linearizadas de campo. Dito de outro

modo, como poderiamos garantir a correspondéncia entre uma solugdo ondulatéria obtida
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das equagbes de campo linearizadas e o comportamento assintético, convenientemente de-
finido, de alguma solugio exata das equagdes exatas do campo gravitacional? Ou ainda, a
correspondéncia entre a solugio radiativa das equagdes linearizadas e a solugdo aproximada,
em alguma ordem de perturbagdo, das equagdes de Einstein exatas, para um problema
particular? Tais questdes, entre outras, levaram a um grande desenvolvimento da teoria da

radiacao gravitacional.

Poderiamos situar 0 nove impulso no desenvolvimento da teoria da radiagéo gravitacio-
nal a partir da década de cinquenta, através dos trabalhos de Petrov, [11], que estabelecen
a classificacdo algébrica para o tensor de Riemann, que hoje leva seu nome. A partir, entdo,
da classificagao de Petrov para o tensor de curvatura inicia-se o desenvolvimento do aparato
matematico que iria possibilitar a caracterizagio invariante da nogdo de radiagdo gravita-
cional. Tal formulagio invariante, inicialmente proposta por Pirani, [18], mostrou ser uma
ferramenta adequada para a andlise do papel da radiagio gravitacional no contexto da TGR

exata.

Segundo a caracterizagido proposta por Pirani (1957), a nogdo de radiagdo gravitacional
estaria associada a tipos de Petrov particulares do tensor de curvatura do vazio, ndo po-
dendo ser do tipo geral ( o chamado tipo [). Posteriormente esta condigio foi relaxada,
conforme propuseram Bondi, Robinson e o préprio Pirani (1959). Estes autores apontaram
para a estreita analogia entre os tipos radiativos propostos por Pirani, em 57, e os campos
de Maxwell auto-conjugados ( campos de pura radiagio eletromagnética ). Assim, segundo
estes autores, as condi¢oes de Pirani se aplicariam exatamente apenas aos espagos-tempos
que representassem pura radiagfo gravitacional, [26]). Um espago-tempo radiativo geneérico
poderia ainda ser do tipo I, desde que apresentasse uma regifo assintética, conveniente-
mente definida, na qual os termos dominantes da curvatura satisfizessem as condi¢bes de

Pirani. Isto seria, em principio, possivel devido & natureza local da classificagdo de Petrov.

Paralelamente Debever, [10], estabeleceu que todo espago-tempo admite certos vetores
nulos, num méximo de quatro ¢ num minimo de um, associados de um modo especifico 2o

tensor de curvatura: as chamadas direcdes nulas principais do tensor de curvatura. Noés
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mostramos, entdo, haver uma equivaléncia entre cada tipo de Petrov do tensor de curvatura
e a configuracio particular de dire¢Oes nulas principais associadas a este, surgindo entéo um
modo equivalente de se fazer a classificagdo de Petrov, em termos de dire¢des nulas princi-
pals. Esta equivaléncia é usualmente mencionada, tendo sido completamente estabelecida

por nos, no presente trabalho, por considerarmos um ponto obscuro na literatura.

Seguindo estas abordagens, poderiamos incluir os trabalhos de Sachs e Ehlers (1960), [22]
e Sachs (1961), [24]. Este ultimo ivestigou a relagdo enire as diregdes nulas principais e os
chamados raios nulos geodésicos. Tais raios nulos sdo gradientes de hipersuperficies nulas e
representam a nogio de vetor de onda na TRG. Foi possivel estabelecer entdo uma condigéo
para que o espago-tempo admitisse uma zona na qual restam apenas ondas sendo expelidas
pelo sistema, na qual os termos dominantes do tensor de curvatura sao tipos algébricos
especiais que obedecem a caracterizagio de Pirani. Surge assim, neste contexto, o chamado
teorema do “peeling-off” que estabelece qual é a forma particular da expansdo do tensor
de curvatura, em poténcias inversas da distdncia a fonte e em termos dos tipos algébricos
de Petrov. Sachs pode ainda fornecer uma interpretagfio para os termos presentes em tal
expansio de acordo com a andlise desenvolvida por Bergmann e o préprio Sachs (1958), (23],
relacionando a estrutura da fonte i estrutura da correspondente curvatura que esta gera,
no contexto da teoria linearizada. Tal teorema constitue talvez a sintese das contribuigdes

destes autores, acima mencionados, & teoria da radiagio gravitacional.

Surge ainda o chamado formalismo de Newman-Penrose, (8, 8], no qual a TRG ¢é
tratada ém uma abordagem espinorial. Este formalismo mostra-se também uma ferramenta
poderosa para a teoria da radiagio gravitacional e fornece também um método, equivalente
a20s j4 mencionados, de classificar o tensor de curvatura em tipos algébricos distintos. Tal
formalismo nio serd, entretanto, usado no presente trabalho, sendo os resultados obtidos

por este formalismo equivalentes aqueles que serdo aqui discutidos e demonstrados.

Com os desenvolvimentos mencionados acima, surgem solugdes exatas das equagdes de
Einstein que satisfazem s condigdes de métricas radiativas no sentido elaborado por Pirani,

seja exatamente ou assintoticamente: Bondi, Pirani ¢ Robinson, [26], obtiveram soluges
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de onda plana, originalmente encontradas por Rosen,[27]. Ondas esféricas sdo obtidas por

Robinson e Trautman, [3].

Um dos aspectos que motivou o estudo de ondas gravitacionais, no contexto da teoria
exata, reside no seguinte fato: um sistema espacialmente limitado emitindo ondas gravita-
cionais em regime nao fraco poderia ter uma parcela significativa de sua energia carregada
pata fora do sistema, pela radiagio gravitacional. Deste modo, em tal sistema, poderia se
fazer notar um decréscimo da “massa total” do mesmo, medida por um observador new-
toniano, em alguma regido assintdtica convenientemente definida. Este decréscimo estaria
relacionado a poténcia irradiada pelas ondas gravitacionais. Acontece que na teoria da
gravitagio linearizada um tal cendrio nfo ocorre, sendo o termo de monopolo do poten-
cial gravitacional (“massa”) conservado; do mesmo modo que na teoria eletromagnética o
monopolo associado (carga) se conserva mesmo quando o campo esta num regime radiativo.
Assim, o cendrio natural no qual este aspecto distintivo dos processos radiativos gravita-
cionais poderiam se explicitar teria que ser, necessariamente, o da teoria exata. Partindo
desta premissa Bondi, Metzner e van der Burg, [28], propuseram uma familia de métricas
(as métricas de Bondi), que trata da emissdo de ondas axialmente simétricas por um sistema
isolado, cujas propriedades iremos posteriormente discutir. Estudando ent3o o problema
de Cauchy sobre uma superficie nula de dados iniciais, estes autores puderam estabelecer
sob que condi¢des em tais espagos-tempos o sistema perde massa por emisséo de radiagdo
gravitacional. Este resultado é também um dos mais relevantes aspectos distintivos dos
processos radiativos gravitacionais. Em seguida, Sachs propds uma familia mais geral [25]

na qual a condigio de simetria axial, presente na métrica de Bondi, é relaxada.

Nosso propdsito, neste trabalho, foi o de averignar certas soluges radiativas das equagbes
de Einstein exatas, para as quais sistemas espacialmente localizados sio afetados pela
emissdo de radiagio gravitacional, havendo alteragdes relacionadas & massa dos mesmos.
Embora situagdes fisicamente realistas sejam de dificil descrigio a partir de modelos exatos,
pensamos que tais situagdes ideais sempre fornecem paradigmas para a melhor compreensio

da natureza do campo gravitacional. Tendo isto em mente, empreendemos esforgos no sen-
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tido de obter solugdes radiativas exatas a partir de espacos-tempo tipo Bondi. Embora
tenhamos exibido as solugbes formais para as fung¢des incdgnitas do problema, de modo a
resolver exatamente parte das equagdes de Finstein, os vinculos propagados pelas equagdes
restantes nio puderam ser avaliados sendo perturbativamente. Demos maior &nfase, em par-
ticular, a familia de Robinson-Trautman {RT) por nos parecer adequada & proposi¢io de

modelos radiativos exatos, exibindo uma classe nova de solugdes, conforme veremos adiante.

O trabalho se organiza entio do seguinte modo: No primeiro capitulo, desenvolvemos
de modo sucinto as nogbes que permitem caracterizar a radiagio gravitacional de um modo
invariante. A teoria de radiacdo gravitacional, no contexto da TGR, é certamente um dos
tépicos mais complexos da teoria, a qual requer um aparato matemdtico bastante amplo.
Deste modo, fugiria ao escopo do presente trabalho discuti-la em todos os seus aspectos.
Procuramos assim, expor apenas os aspectos essenciais relacionados a caracterizagdo invari-
ante da noc¢do de radiagio gravitacional, de modo que nos permitisse discutir a natureza
radiativa das métricas aqui apresentadas. Excelentes compilagdes sobre o tema podem ser

encontrados em Trautman, Pirani e Bondi [16], ou ainda em Witten [36].

No capitulo dois passamos entio & discussdo de certos espagos-tempos radiativos, ana-
lisando as caracteristicas gerais das métricas de Bondi e RT, dando particular énfase a esta
ultima, devido a presenca da simetria por reflexdo do angulo polar, que permitird introduzir

uma nova classe de solugdes radiativas nestes espagos-tempos.

No capitulo trés exploramos a possivel natureza fisica do plano equatorial definido nas
métricas de RT, agora pensado como uma fina camada material. Deste modo analisamos as
possibilidades de relacionar os processos radiativos, observados assintoticamente no espago-
tempo, a processos fisicos ocorrendo intrinsecamente na camada material. Apontamos assim
para a possibilidade de relacionar, neste caso, o comportamento do campo fora da fonte ao

comportamento dindmico da prépria fonte.

No capitulo quatro exibimos entdo nova classe de solugdes radiativas em espago-tempos

de RT, com camada material sobre a regiio equatorial. Conforme veremos sio as condigoes
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de jungdo dos“hemisfério” norte/sul de RT, que diferenciam as possiveis classes de solugdo.
Mostramos que a escolha de funcdes angulares analiticas através do plano equatorial (que
podemos pensar como uma condigio de jungio trivial) nos conduziu & reobtengdo da solugio
linearizada, originalmente encontrada por Newman e Foster [7]. Ao considerarmos a pre-
senga da camada material introduzimos a quebra de analiticidade das fungdes-solugio do
problema (e consequentemente introduzimos condigées de jungdo nio triviais), surgindo daf

a possibilidade de obtengio de uma nova classe de solucdes radiativas em RT.

Deixamos para os apéndices a listagem das expressdes exatas de objetos como o tensor
de Ricci, Weyl, e assim por diante, associados ds métricas de Bondi e RT, bem como as
integrais formais exatas de parte das equagdes de Einstein para o problema de Bondi, de
modo a complementar as discussdes feitas em carater perturbativo, quando discutimos as

propriedades destas métricas.



Capitulo 1

Caracterizacao da nocao de

Radiacao gravitacional

Nosso proposito, neste capitulo, é o de estabelecer os conceitos essenciais relacionados a
caracterizacio invariante de ondas gravitacionais em relatividade geral para posteriormente
discutirmos solugoes das equagdes de Einstein nas quais ondas sdo emitidas por sistemas

isolados.

1.1 A frente de onda gravitacional

Para caracterizarmos ondas gravitacionais de um modo invariante precisamos estabelecer
qual propriedade do campo, passivel de ser definida de um modo invariante, corresponde a

no¢io de um comportamento radiativo deste campo no vazio.

No caso gravitacional, de acordo com o principio da equivaléncia, sabemos que a forga
gravitacional, representada pelos simbolos de Christoffel, ndo é uma quantidade tensorial,

podendo ser anulada ao longo de uma linha de universo. Entretanto as variagbes desta,
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medidas pela curvatura do espago-tempo, é uma quantidade tensorial sendo, por assim
dizer, a evidéncia real da presenga de um campo gravitacional. Deste modo assumimos que
o “campo fisico” em questao é o tensor de curvatura do espago-tempo e é em termos de algum

comportamento especifico deste que caracterizaremos a no¢ao de radiagao gravitacional.

Quando falamos em processos radiativos, uma nogio elementar a eles associada ¢é a de
frente de onda, que é a superficie através da qual se d4 o transporte de informacio efetuado
pelo campo durante o regime radiativo. Em particular, se imaginarmos a sitnacao extrema
na qual uma tnica frente de onda, associada a um dado campo fisico, é produzida em
algum ponto, ou regido, propagando-se entdo através do espaco, esta promoveria um salto
descontinuo do campo fisico em um dado ponto, ao passar por este ponto. Chamamos a isto
uma onda de choque. Deste modo, a frente de onda serd aquela hipersuperficie pela qual se
propagam as descontinuidades do campo. Para saber como caracterizar tal hipersuperficie,
no caso do campo gravitacional, é conveniente usarmos o método de Hadamard, [2], para o

tratamento de descontinuidades.

Assumimos entdo que através de uma hipersuperficie, definida por,

o ou(z) = ug (1.1)

a segunda derivada do potencial gravitacional, é descontinua. Isto é

(90 18 ..0]2 = Yugp (1.2)
onde supomos que ¥,,g, € simétrico tanto no par (g,v) quanto no par (8, p).

Além disto esperamos que tais descontinuidades estejam relacionadas apenas as segundas

derivadas do campo:

(9w ]le = [ 8ly = 0 (1.3)

Expandindo entdo a primeira derivada do tensor métrico entre os pontos (z) e (z +dz),



sobre a hipersuperficie X, teremos,

G gz +dz) =g g(z) + 9w g o(z)dz’

Tomando-se a descontinuidade desta equagio, usando (1.3), encontramos que,
9 B plg d2f = 0 ¥V dz € X

como esta situagio é simétrica na troca dz? — dz® deduzimos que ¥,,p, tem a forma
genérica,

‘I,p.uﬂp = w,uv kﬁi‘,kp (14)
onde k, = u, éo vetor normal & I, definida em (1.1), e %, ¢é um tensor simétrico.

Dai concluimos que (1.2) se escreverd como,

[gpv B ,p]z — "p,uu k,@ kp (15)

O tensor de Riemann, por sua vez, pode ser escrito em termos do tensor métrico como

Ruvpp = —200,90)(u0) + Crvpp

onde C.g, envolve apenas o tensor métrico e suas primeiras derivadas, sendo, portanto,
continuo através de Y. Tomando a descontinuidade da equagio anterior através de 3, e

usando {1.5), encontramos

[RP-VJ‘SP]E = _2k[p wﬂ}[p ku] (16)

Impondo entédo que o tensor de curvatura corresponda a uma dada solugéo das equagoes
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de Einstein no vazio, teremos

Ry = 0 — [Ry,ly = guﬁ[RnVﬁp]z =0 (1.7)

Usando entdo (1.6), vird

9k, g Bl = Voo Kha = Ry Uk — ky Yoak® + (Yapg™®) ok, = 0 (1)

.Multip]ica,ndo esta equagdo k,kg e antissimetrizando nos pares (u,v) e (8, p), restard
de (1.8) apenas,
{ko s k) Rak® = 0

e como o termo entre chaves é, por (1.6), a propria descontinuidade do tensor de curvatura

através de X, a expressdo anterior se escrevera como:

(Ruvpply ko B* =0 (1.9)

Deste modo, de acordo com (1.9), ou o tensor de curvatura ele préprio ndo apresenta

descontinuidades, [R,.g,]y = 0, ou em apresentando tal descontinuidade, a superficie

pela qual esta se propaga é do tipo nula:
k% ko =0 (1.10)
Vemos, assim, que as frentes de onda sfo superficies nulas sendo o vetor k#, normal

a tal hipersuperficie, o vetor de propagagdo. Tal resultado nos assegura também que, no

vazio, a radiacao gravitacional possui localmente uma velocidade fundamental: a da luz.
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1.2 A estrutura algébrica do setor descontinuo da curvatura.

Conforme vimos na secgdo precedente, o setor descontinuo do tensor de curvatura estd
associado ao tensor 1, simétrico, de acordo com (1.6). Iremos agora explorar mais deta-

lhadamente a estrutura algébrica do tensor %,,, de modo a estabelecermos posteriormente

qual a estrutura algébrica de [Ru.g,)5-

Vamos assumir, entdo, que a superficie ¥ é, de fato, a frente de onda. Tomando (1.8),

fazendo o produto desta equagdo por k) e antissimetrizando em (1}, p), obtemos,

kb ke Lk Vepdgak® = 0

e, por (1.10), resta apenas,

k{A'lrl’p]aka = kaYpak™ — kyaqk™ = 0 (1.11)

e dal entdo,

'l:bpaka - pkp

para algum campo escalar p. Substituindo esta expressdo em (1.8), encontramos que o

escalar p esta relacionado ao trago de ¥, por,

P:§¢3

Dal, entdo temos, finalmente,

Vpak™ = %'djk‘p onde, ¥ = ¢¥% (1.12)

Notemos ainda que, de acordo com (1.6) e com o vinculo (1.12) anterior, podemos
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diretamente concluir as seguintes relagdes algébricas:

[Raﬁyv ]E =0

(1.13)

Bopm ky = 0
| Rapi |

Podemos agora assumir uma base vetorial para descrever mais detalhadamente a estru-

tura algébrica da descontinuidade do tensor de curvatura.

Sem perda de generalidade podemos assumir uma base semi-nula de vetores na qual o

primeiro vetor de base é o préprio vetor nulo %, de acordo com (1.10); completando a base

com outro vetor nulo, %, e dols vetores tipo espago, {32, 53} Estes obedecem, juntamente

com k, as relagdes de guase-ortonormalidade usualis:

(1.14)

Nesta base o tensor 1,8 se escreve, genericamente, cormo:

'Qbaﬁ

onde {asp}, sao coeficientes escalares desta expansio.

impde que, nesta base, agq

"

agn kakﬁ + agr (ka'nﬁ + nakﬁ) +

a0y (kabl +b3ks) + aos (Kabd + biks) +

01Ny -+ Ao (nabfi + bing) + a3 (nabg + bing) +

czp B26% + aga (D263 +6263) + oz B3B}

= 1/2¢, aaa = —az,

Acontece que o vinculo (1.12)

e que sejam nulos os coeficientes
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{e11, @12, @13}. Deste modo, a expanséo genérica para 1Pap poderd ser descrita da forma,
Y = kudy) + oo (0202 —8282) + as (8263 + B3I (1.15)

onde

Ju = ook + Y ny + 200 b + 2003 b (1.16)
é um vetor genérico.

Usando finalmente (1.15) em (1.6), encontramos que o setor descontinuo do tensor de

curvatura fem a seguinte estrututa algébrica:

3 3
[Ruvgels = =2, > Nac ki, b5 0, ky (1.17)
A=2C=2

onde a matriz NN & simétrica e dada por:

N = (a” e ) (1.18)

Qp3  —0g3

Deste modo, vemos que todoes os graus de liberdade disponivels para o setor descontinuo
do tensor de curvatura estfo ligados & matriz N, dada em (1.18). Notemos que apesar da

presenga da corrente J, no tensor i, esta em nada contribue para [R,.g);-

A pergunta natural que surge entdo é: Como pode o tensor de descontinuidade <4,
depender do vetor J, e este, por sua vez, em nada afetar a descontinuidade do tensor de

curvatura?

Devemos inicialmente lembrar que o tensor 1, foi construido em termos da segunda
derivada da métrica e nio em termos do tensor de curvatura diretamente. Sendo assim,
a informago que este tensor carrega é, em principio, diferente daquela que [R,.g,];, em
(1.17), carrega. Conforme mostraremos a seguir a diferenga estd ligada ao grupo geral
de transformacses de coordenadas, haja visto que uma transformagdo do grupo geral de

transformagoes de coordenadas pode eliminar J,, da expressio para 1, sem eliminar os



termos que estardo presentes em (1.17).

De fato, se considerassemos a matriz N — 0, entfo terfamos,
(90 B0ls =  koko k(.u‘IV)
7ab,uu = k(u‘]y) - (1.19)
[R#Vﬁp]s = (¢

Nesta situagao existe uma transformagio de coordenada que remove a descontinuidade
presente na segunda derivada do tensor métrico. Em uma vizinhanga da superficie uq =0
esta transformacio é dada por,

oo B o= ok Jrli2 w3 O(u) J*(z) (1.20)

Deste modo vemos, que o setor de 1, que efetivamente carrega os graus de liberdade
associados & descontinuidade da curvatura, de acordo com ({1.17), é aquele associado a

matriz N, definida em (1.18).

A discussdo feita nesta secgiio, para o setor descontinuo do tensor de curvatura depende
do fato de assumirmos como vilidas as equagdes de Einstein no vazio, de acordo com (1.7).
Deste modo, os mesmos resultados (1.6), (1.12) e (1.13) sdo vilidos para o tensor de Weyl

haja vista que, nos vazio, o tensor de curvatura é o préprio tensor de Weyl.

Assim, podemos sumarizar o resultado obtido nesta secgio dizendo que uma onda de
choque gravitacional é caracterizada por um comportamento descontinuo do tensor de Weyl,
através de uma superficie nula, e cujo tensor de Weyl associado é de um tipo algébrico

particular que satisfaz a relagdo algébrica,
[WuVﬁp]z k=0 (1-21)

para uma dada solugido das equagdes de Einstein, do vazio. Isto por sua vez, implica que
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tal tipo algébrico é da forma:

3 3
iWuu,ﬁp - Z Z AC k[p bﬁ b[p k‘,,} (1.22)

com a matriz N definida por (1.18). Ao discutirmos, a seguir, a classificacdo de Petrov, ve-
remos que a estrutura algébrica do tensor de Weyl (1.22) corresponde ao tipo JJ-degenerado,

também chamado tipo N de Petrov.

1.3 A classificacao de Petrov

1.3.1 O problema de autovalores para o tensor de Weyl

O resultado bésico da sec¢do precedente consiste no fato de que uma onda de chogue
gravitacional gera um tensor de Weyl que possul uma estrutura algébrica especifica, de
acordo com {1.21) e (1.22). De acordo com a classificagio de Petrov podemos separar o
tensor de Wey!l em classes algébricas distintas, de acordo com o nmimero de autovetores

linearmente independentes, associados & seguinte equagdo de autovalores bivetorial:

WH g M®P = 23 M onde, M* = —M"* (1.23)

Trata-se portanto, de um modo de classificar o tensor de Weyl ponto a ponto, sendo que
um determinado tipo pode mudar de um ponto a outro. Como a classificagio de Petrov
é de natureza puntual, podemos entdo, sem perda de generalidade, efetud-la em uma base
local de tétradas ortonormais, {e'&‘ A)}, tomando a equagao de autovalores em termos de

escalares:

WCP,p MAB = 2) MCP onde, M4B = — pB4 (1.24)
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e ainda,

Wasop = Wisas €a) (p) €{c) ¢(p)
(1.25)

_ I -
Map = Mu €4 (5
O sistema de equagdes (1.24) é costituido por seis equagdes lineares cujas incognitas
sao as seis componentes independentes do bivetor M4, Escrevendo expicitamente este

sistema de equagdes e colocando-o sob a forma matricial, teremos entio,
WM = \M (1.26)

onde,

M= (M23 M3Topf12 g0t MO2 pg08 )T (12?)

3

sendo pensado como um “vetor” de seis componentes, e ainda,

W2323 17‘/'2331 W2312 1/1/’2301 W2302 W2303
W3123 W3131 W3112 W3101 W3102 W3103
w W1223 1/1/'1231 W1212 W1201 W1202 1/1/*1203 8

o WOl W% WO, W%, W%, W%, (1.28)
W0223 W0231 W0212 W0201 '{,]/’0202 W0203

\ W%, WOy WO, W, wod, WOSOJ

Entretanto, na forma atual, o problema de autovalores nio esta posto de forma conve-
niente. Sabemos que o tensor de Weyl comporta dez graus de liberdade e que, portanto,
a matriz anterior pode ser reescrita em termos dos graus de liberdade independentes do
tensor de Weyl. A vantagem de trabalharmos na base local ortonormal, em vez de bases
coordenadas, estd no fato de podermos controlar os graus de liberdade acomodados nas

componentes independentes do tensor de Weyl de um modo trivial. Com efeito sabemos



- 17 =

que, nesta base,

o .
Wsecp = Wosep, W'esep = —-Wisceb,

W¥:p = -Wicp, W4Yep = Wijob, etc.

Deste modo podemos usar as simetrias do tensor de Weyl,

Wapcep = Wuscep = Wapen) = Wep as
(1.29)
WCapp = 0
bem como as propriedades de tragos,
Whgac = W, = 0 (1.30)

para eliminar todos os graus de liberdade espirios no tensor de Weyl, nesta base.

Poderiamos reduzir (1.28) apenas as componentes independentes usando a base ortonor-
mada. Entretanto optamos por caracterizar o temsor de Weyl nesta base, em termos das
chamadas partes elétrica e magnética do mesmo, gue sdo tensores siméticos e sem tragos

definidos, na base ortonormal, por:

E, = E, = _Wupya'ep(o)ea-(o) Er, = E# = 0
= (1.31)

Hpu = Hup: = - W,upua' ep(o)eo- (0) Huu = H““ = 0
Deste modo, ficard evidente a estreita analogia entre o presente problema de autovalores
(bivetorial) e o problema de autovalores (vetorial) associado ao tensor de Maxwell, [35], no

espago de Minkowski. Na base de tétradas ortonormal os tensores ( E4p, H 4p) néo possuirdo
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componentes (0,4), podendo ser expressos pelas matrizes tridimensionais,

Eyn Eya Ena Hyy Hyy Hys
E = E]_g Egg E23 H = H}_z H22 H23 (132)
Eiz Eyy Ex Hiz Hyy Ha

e com as condigdes de traco nulo expressas simplesmente por,

Eyy +Egp + Eaz =0 Hy; + Hyy +Hzz =0 (1.33)

Em termos destas quantidades a matriz de Weyl, (1.28), fica entdo escrita como,

E -H
W = ( ) (1.34)
H E

Escrevendo também o 6-vetor, {1.27), em termos de 3-vetores (A, B), definidos por,

MOl M23
A= | M® B = | M (1.35)
MO3 M}.Z

o problema de autovalores para o tensor de Weyl, (1.26), ficard finalmente posto do seguinte

modo:
E —-H B B
( ) ) . )\( ) (1.36)
H E A A
ou
EB —HA = )B
(1.37)
HB +EA = M>A

1.3.2 Solugao do problema de autovalores.

O polindmio caracteristico associado ao problema de autovalores real, em dimensdo

seis, dado em (1.26), admite em geral no maximo seis raizes distintas. Quaisquer raizes
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complexas do problema aparecerdo aos pares conjugados, haja visto que a matriz (1.28)
é real. Entretanto prosseguir na busca das solucbes com o sistema 6 x 6, (1.26), nio é
evidentemente uma boa estratégia. Reduzindo o problema para trés dimensdes reais, como
no sistema acoplado (1.37), nao fornece tampouco algum avango pois cada equacgio, sepa-
radamente, ndo constitue um problema de antovalores. Podemos, entretanto, transformar
este sistema em um problema de autovalores complexo em dimensao trés, desacoplando o

sistema linear (1.37).

Isto pode ser feito definindo a matriz de Petrov, complexa, e dada por

P=FE-iH — P =E4+:H (1.38)

de modo que o sistema (1.37) se escreverd como,

PU = AU
(1.39)
PV = )V
que sdo duas equagdes distintas e simultineas para os autovetores {U, V}, onde,
U = B —iA
(1.40)
V. = B -iA

Tomando, entio, a primeira das equag¢des em (1.39) e resolvendo entao a equagio secular,
[P — A3 = 0 (1.41)

encontramos trés solugbes complexas do problema complexo. Note que estas serao, em
geral, trés raizes complexas distintas dada a natureza complexa de P. Deste modo se estas
raizes {A1, Az, Az}, do polinémio caracterisitico para P, sao autovalores do problema real
original, entdo {21, A2, A3} também o sdo. Ainda, se os autovetores associados ao conjunto

{,\(k), k =1,2,3} sdo dados por {B,, A(k)}, entdo os autovetores associados ao conjunto
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{X(k)} 540 dad05 por {B(k): A(k)}

Assim para construirmos os autovetores solugido do problema real original procedemos
entdo do seguinte modo: De posse dos autovalores {A(y)} encontramos diretamente os
autovetores {Uy)} da primeira das equagdes em (1.39). Tomando entdo as conjugadas
complexas destas mesmas raizes e substituindo-as na segunda equagéo de (1.39) encontramos
os correspondentes {AV(k)}. Deste modo, os autovetores {B(k), A(x)}, que sdo a solugéo do

problema real original serdo dados, de acordo com (1.40), por:

By Uy + Vi
Aky = My = = 3. _ (1.42)
iUy — Viry)

_ ) Bix) o Uwm+ Ve
Ay = Mgy = | _ = gl . (1.43)
A —Z(U(k) — V(k))

Do ponto de vista do espago-tempo temos entlo no maximo seis bivetores distintos
e M@y} e {)_\(k),l\_/l(k)}, {k = 1,2, 3}, associados ao problema de autovalores bivetorial,

(1.24), para o tensor de Weyl.

Deste modo podemos classificar a matriz P (e consequentemente o tensor de Weyl),
conforme o nimero de autovetores distintos, Uy, definindo classes algébricas distintas.
Nisto constitue a classificacio de Petrov, [11]. Cada possibilidade distinta das solugoes
(1.42) e (1.43), define um tipo de Petrov. Estes tipos algébricos recebem nomes e simbolos

particulares os quais sumarizamos na tabela que segue.

| autovetores LI || 3 || 2 ” 1 I
r tipo de Petrov || I || 1T lL IIIJ
| autovalores distintos || 3 | 2 | I || 2 I 1 H 1 i
| tipos com degenerescéncia ” | D | 0 || |‘N' ” i

Os tipos T e II podem apresentar degenerescéncia. Costuma-se, entdo, atribuir

nomes especiais a certos casos degenerados, conforme indicamos na dltima linha do quadro.
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O tipo I-degenerado é dito tipo D e o tipo [I-degenerado é dito N. Incluimos ainda na
tabela o tipo O que corresponde ao tensor de Weyl identicamente nulo. Em termos dos
autovalores, chamemos atencio para o seguinte fato: Como a matriz P nao possui tragos,
a soma das raizes {Ay)} € zero. Deste modo o valor correspondente ao dnico autovalor

disponivel no tipo N de Petrov é necessariamente o antovalor zero.

1.4 Campo de radiacao gravitacional.

Dentre os tipos de Petrov, o tipo N é aquele que nos concerne mais diretamente na
descri¢go da radiacdo gravitacional. Para discutirmos esta questdo, tomemos o polinémio

- . i
caracteristico associado ao prolema de autovalores para o tensor de Weyl dado em (1.41):

|P —Algl - 0

Os coeficientes deste polindmio estardo associados aos invariantes algébricos do tensor
de Weyl. Expandindo a expressdo acima, usando a defini¢do de P, (1.38), e reescrevendo o
polinédmio em termos das entradas da matriz P nesta base, esta equagido caracteristica se

escreve explicitamente como:

33 (Il_;z{z_) N+ (13%1_4) =0 (1.44)

onde {I, I, 13,14}, sdo dados por:

I, = EspE*® —H pH*?
I, = 2E.gH*B
4 (1.45)
Iy = —E*gEBcEC, +3HAgHB-EY,
I, = HARHB-HC, —3EAREB.HC,
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em estreita analogia com os invariantes associados ao tensor de Maxwell

1 1 .
5Jm_;,F*‘**'-" = Ej E* — H,H* > Fap FA8 = 2 E HA (1.46)

De fato, os invariantes {f1, I, I3,14} acima, quando reescritos em termos das compo-

nentes do tensor de Weyl e do seu dual sdo dados pelas seguintes expressoes, [20]:

L = (1/8) Wapcp WABCP
L = (1/8) Wapcp W ABCD
< (1.47)
Iy = (1/16) Wagpcep WCDKL WKLAB
I, = (1/16) ﬁfABCD WCDPRL yyp, AB

No caso eletromagnético, a nogio de radiagao é bem estabelecida. Sabemos que um
campo de radiagio eletromagnético pode ser definido em termos dos invariantes algébricos

(1.46), associados ao tensor de Maxwell, [35], como sendo o campo para o qual estes se

anulam.
1FpF48 = 0 = E E4 = HpH*
(1.48)
«AB
%FABF =0 = EAHAZO

ra ’ - - ~— i
Neste caso o campo eletromagnético é dito um campo de radiagao ou campo nulo.

De modo anéilogo, diremos que o campo gravitacional é um puro campo de radiagdo, ou

nulo, quando:

ABCD _ ¥ ABCD
1574 = %%

WaBcp Wasep =0

(1.49)

x
AB
Wapep WOPKL Wy A8 = W apcp WEPEL Wiy =0

Deste modo, o polinémio caracteristico (1.44) terd apenas uma raiz independente (e
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igual a zero). Observando, entdo, a tabela exibida na secgdo (1.3.2) vemos que isto equivale
dizer que o tensor de Weyl que satisfaz a condi¢do de radiagdo (1.48) é do tipo N ou II];

mas nio do tipo 1.

Ainda, tomando-se o tensor de Weyl da forma (1.22), construindo suas partes elétrica e
magnética ¢ montando a matriz (1.38) associada aquela expressio particular para o tensor
de Weyl, encontramos que o tipo correspondente & (1.22) é o N. Deste modo vemos
que as descontinuidades do tensor de Weyl produzem um caso algebricamente especial, da

classificagio de Petrov, que é do tipo-N.

Conforme mencionamos anteriormente um espago-tempo cujo tensor de Weyl satisfaga
(1.49) exatamente, representa um sistema de pura radia¢do gravitacional. Sistemas radia-
tives provenientes da emissio por uma fonte limitada no espago, por sua vez, poderiam ser
caracterizados por um espago-tempo algebricamente genérico, do tipo I, admitindo porém

assintoticamente uma estrutura deste tipo (N ou I/I) para o tensor de Weyl.

1.5 As direcoes nulas principais do tensor de Weyl.

Embora tenhamos feito a classificagdo de Petrov, para o tensor de Weyl, através do
problema de autovalores bivetorial (1.24), conforme ja dissemos, outros modos equivalentes
de classificar algebricamente este tensor sdo conhecidos. Em particular o chamado método
tensorial devido a Debever, [10], permite compreender o significado dos tipos de Petrov sob

uma nova perspectiva.

De acordo com Debever, todo espago-tempo vazio admite no minimo um e no

maximo quatro vetores tipo-nulos reais, como solugdes das seguintes equacoes:
: F A
n[4 WB]EF[C‘ np) nPnlf =0 n"mny =10 (1.50)

e diz-se, entdo, que estes vetores definem as diregdes nulas principais do tensor de Weyl.
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Estas equacoes podem apresentar multiplicidade de solugbes. Assim, é possivel mostrar
que um modo equivalente de se fazer a classificagio de Petrov consiste em contar as diversas

possibilidades de solucdes miltiplas das equagdes (1.50).

1.5.1 Bases nulas locais.

Para demonstrarmos o resultado (1.50) é conveniente introduzirmos uma base nula de

tétradas, na qual o elemento de linha se escreve como:

ds? = 2N°N' —2NZN® (1.51)

Esta base pode ser obtida trivialmente a partir de uma base usual ortonormal {64}

fazendo as combinagdes:

NO = (° ~0')/VZ N'=(¢° +8)/V2
(1.52)
NZ = (2 —if3) /2 N3 = (82 +i6%) /V2

Deste modo vemos que as tétradas {N°, N!} sio reais e {NZ, N3} sdo complexas,
uma conjudada a outra. Em termos dos diferenciais de coordenada, dz*, estas tétradas
definem quatro vetores nulos no espago-tempo,

NO = n = n, dz# NI:k:kudm“
(1.53)

Nz:m:mudw“ Nazﬁl:ﬁudm“

sendo o par {n,, k,} reais e o par {m,,7,} complexos, um conjugado ao outro. Gene-

ricamente poderiamos escrever de forma compacta,

NA = alA) dgv (1.54)
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onde {n&o),ng),ng),n&a)} = {n“,kwmwﬁp}.

Nesta base a métrica local {gag,g?®} se escreve como:

01 0 0 01 0 0
4B 10 0 0 1 0 0 0
g7 = = g4ap = (1.55)
00 0 -1 00 0 -1
00 -1 0 00 -1 0
onde,
gaBp = gpuan)n'(’B) g = g“”nLA)nE,B) (1.56)

Um tensor genérico {T} descrito nesta base de tétradas terd, em geral, componentes

complexas. Se este for um tensor real no espago-tempo, entéo o escalar,
T = T, ,dz*.de* = Ta gNA.NB (1.57)

serd um objeto real. Assim, uma regra prafica para sabermos se um conjunto de compo-
nentes complexas {Ta. g}, nesta base, correspondem a um fensor real no espago-tempo
consiste no seguinte: trocando-se simultaneamente quaisquer indices (2,3) por (3,2) a com-

ponente em questao devera ser levada em sua complexa conjugada, isto é,

Ta.23.B = Ta.3:2.B = T éreal (1.58)

Notemos também que nesta base, ao subirmos ou descermos um indice local {A}, temos

as seguintes relagdes:

Ta.0.B = Ta. .8 Ta.a.B = Ta.%. B

(1.59)

Ta.2.B =-Ta.”.B Ta.3.8 =—Ta. % B

Outro aspecto que devemos chamar atengdo refere-se ao pseudo tensor de Levi-Civita
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nesta base:

Nuvdp = V=3 Evdp €p123 = 1 (160)

Deste modo, o objeto {napcp} sera dado por,
NABCD = 9 Ewdp n?A)n(VB)nZ\C)n?D) = v—-g det(n?L)) EABCD
mas, de acordo com (1.56) temos,
Vv-g det(nZ‘L)) =+ (1.61)
fixando entdo o sinal positivo, a expressdo anterior para nmagep ficara,

NABCD =1 EABCD €o123 = 1 (1-62)

Com esta base, podemos escrever de modo simples a relagio entre um dado temsor e o
seu dual. Com efeito, se fap € um hivetor e,

1
fan = ~5mapopf©P (1.63)

é o dual a ele associado, entdo o calculo explicito, nesta base, de acordo com (1.59) e (1.62),

mosira que:

s =1if12 ffa = —ifia 3z =ifm
(1.64)

Jor = —tfoz fos = ifo3 for =ifes

Em particular se um bivetor {f&g} for autodual, isto é, se

% =ify (1.65)
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entdo este se escreverd, nesta base, de tal modo que:

W =5 =0 e $ =i (1.66)
Se { fﬁg } for anti-autodual,
758 = i3 (1.67)
entao,
e . (1.68)

Deste modo, {f‘gg), fg})} podem ser representados, nesta base, pelas matrizes:

0 a 0 8 0 & B 0
o 0 o 0 ~& 0 0 &
15 = 13 = ) (1.69)
0 ¢ 0 a 48 3 0 0 -&
B 0 —a 0 0 —-& & 0

Poderiamos dizer, entdo, que esta base de tétradas é uma base natural para descrever

bivetores autodnals e anti-autodunais.

1.5.2 Bases bivetoriais autoduais/anti-autoduais

Podemos, com esta motivagio, definir bases bivetoriais a partir de (1.53), que expandem

bivetores autodunais e anti-autoduais. De fato, definimos uma base para 2-formas de modo
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que trés delas sdo auto-duais e trés sfo anti-autoduais do seguinte modo:

[ o = N3ANO Q) = N2ANO
J Q) = N!ANZ = J Q) — N1ANS3
| 6G) = L(NTANO— NZAN3) | Q&) = L(N'AN®4 N2AN3)
(1.70)
As componentes {QEEB)} destas bases para 2-formas, tais que,
am = o) y4A NP (1.71)
séo dadas por,
r 1 ( (1
ot = 28%, 8%, all = 262, 63,
3 o) = o8, & - 9 05 = 26, 8, (1.72)
3 ~(3 '
0% = (58 -5 8) A = (8,69, 4, 03)

Daf vemos entio, de acordo com (1.66) e (1.68), que {Q(™)} sdo bases autoduais,

enquanto que {Q2(™)} sio bases anti-autoduais:
™) = jolm) M = _iom (1.73)

Assim, dado qualquer bivetor real f, podemos definir as suas partes autodual e

anti-autodual, por
f;.(s_!t) - fI-W _ify.v f,&;) - f}J-V +"':f,uv (174)

de modo que {f,(;;")} satisfaz (1.65) e {f,,(;)} satisfaz (1.67). Inversamente, dadas as

partes autodual e anti-autodual de um tensor real poderemos escrevé-lo como a soma de
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suas partes autoduais e anti-autoduais:

*

fw = 5 (D415 Fw= 5 (-5 (1.75)

b =

Desta maneira, usando a base de tétratas (1.52) bem como a base para 2-formas (1.70),

a 2-forma associada a {f.} se escreverd, nestas bases, como:
1 - =
f = 5fas NAAND = fn 00 4 F, 00 (1.76)

onde {m = 1,2,3}, e os seis graus de liberdade que f comporta sdo agora carregados
pelos pares de coplexos conjugados {fm, fm}. A relagio entre cada {fm, fn} com fam
é facilmente obtida usando (1.70) nas expressdo anterior. Em particular, se f ji for um

tensor autodual, f(*), entio teremos,
1
£+ = ng;) NAANE = £, Q™) (1.77)
ou se este ja for anti-autodual, (=), vira,
£f(-) = ifﬁl;) NAANB = [, Q0" (1.78)
Deste modo podemos mapear bivetores reais {f..}, definidos no espago-tempo, em

3-vetores complexos {fm,fm}. Podemos entfo introduzir a nogdo de produto escalar no

espago dos 3-vetores complexos do seguinte modo:

De acordo com (1.77) e (1.69}, o invariante complexo associado a ) se escreve como,

1 1
SIS f0a8 - (1055 + DAY (1.79)
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em termos dos {fn} esta espressdo pode ser reescrita como,

1 1
. %) flHAB :2f1f2—§(f3)2 e (1.80)
onde,
01 0
v =1 0 0 (1.81)
00 -3

Definimos entfo a inversa de <y como sendo a matriz:

0 1 0
Ymn — 10 0 (182)
0 0 -2

As entradas de y podem ser obtidas diretamente a partir da base (1.70):
1 (m
N Eggw) nin)AB (1.83)

Notemos ainda que a mesma “métrica” bivetorial é obtida guando tomamos contracoes

das bases {Q¢™},
1_ ™M) ~in
AT = EQ;B) Q4B (1.84)

e que os espacos expandidos por {Q2(™)} e {§2t™)} sdo ortogonais:

0 — %Q%) q(n)4B (1.85)

1.5.3 As diregdes nulas principais.

De posse destas ferramentas desenvolvidas acima podemos entdo, demonstrar que o

tensor de Weyl possui quatro direcdes nulas principais e com estas fazer a classificacio de
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Petrov. Para isso tomemos o tensor de Weyl e construamos com este o tensor autodual:

ng)cp = Wapcp —1Wascp {1.86)

Em termos da base bivetorial (1.70) este se escreverd como,
Wga)cn = Wi 954";3) Qg% (1.87)

onde {W,,,} é uma matriz simétrica, de acordo com as simetrias do tensor de Wey! e,

ainda, pela auséncia de $racos no tensor de Weyl teremos:

WLE)AB -0 = W, Qg%) QMAB _ opy  ymn

A condigiio de que o trago de {Wp,} ¢é nulo, pela matriz y™", de acordo com (1.81),

se escreve simplesmente como:

1
Wan ¥ = 2W12—§W33 =0 = Wi =4Wn (1.88)

Assim, a matriz complexa W,,, terd cinco graus de liberdade complexos que corres-
pondem aos dez graus de liberdade reais do tensor de Weyl. Com efeito se construissemos

a parte anti-autodual do tensor de Weyl, esta se escreveria em termos de {Wnn} como,

Wi;a)cp = Won QE;E) ﬁg% (1.89)

e o tensor de Weyl se escreve, entfo, como:

2Wapop = Wen 058 Q5 + Wina 848 G} (1.90)
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Tomemos, entdo a classe de 3-vetores complexos J7, que satisfazem:

Wann F™F* = 0

(1.91)
ey
A segunda condigfio em (1.91) implica, por (1.82), em
FLE? (3 =
e é identicamente satisfeita por qualquer F™ da forma:
F*o= (X372 XY) (1.92)

Substitnindo entfo a expressdo anterior na primeira equagao em (1.91) e usando ainda

o fato de que Wi,, nio possui trago, no sentido de (1.88), vira:

Wi X% +2Wis X3Y +6Wip X°Y2 £ 2Wys XY? + W Y = 0 (1.93)

Esta é uma equagdo quartica complexa homogénea nas componentes de }™, que sempre
admitiré raizes, num mdaximo de quatro solugbes distintas. As quatro raizes desta equagdo,
{F), F2), F3) P}, definirio quatro bivetores autoduais nulos no espago-tempo. Acon-
tece que um bivetor nulo define univocamente um vetor real tipo-nulo associado a este,
Deste modo, a cada um dos quatro bivetores nulos, associados aos {F(k),k = 1,2,3,4},
estard associado um vetor nulo real, num total de quatro. Estes definirdo as dire¢des nulas

principais do tensor de Weyl.

Para mostrarmos isto admitamos que um dado F ¢ solugao desta equagéo. Podemos
entio fazer um giro nas tétradas nulas, {N° N1, N2, N3} = {N9 N1, N? N3}, preservando
a forma (1.51) da métrica local, de modo que o vetor solucio seja paralelo a algum dentre

os novos elementos da base bivetorial, definidos de modo andlogo a (1.70). Sem perda de
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generalidade, podemos assumir que a base de tétradas (1.53), anteriormente construida, e
a subsequente base bivetorial com esta construida, (1.70), é justamente aquela na qual um

dado vetor solugio F é paralelo, por exemplo, & base Q(2). Neste caso terfamos entdo,
FY = F, oM = x?2 0@ = FO = (X2,0,0) (1.94)

e como este é, por hipdtese um vetor solug¢do de (1.93) vemos que nesta base Wy = 0.
Observando entdo (1.70) e (1.53) vemos que esta base estd associada ao vetor real nulo %,

por,

Q2 = NOAN® —kAm (1.95)

Deste modo k = k, dz* ¢, entdo, a diregdo nula principal associada a solugéo
(1.94). Do mesmo modo, as outras solugdes de (1.93) terdo assocladas a elas outros trés
vetores nulos reais. Note que as outras solugdes de (1.93), ndo seriam expressas de modo
tdo simples quanto (1.94), no sendo possivel alinhar os eixos das tétradas com cada uma
destas simultaneamente. O ponto importante aqut é que as dire¢des nulas associadas a cada
solugio de (1.93) existem e podem ser exibidas por uma escolha conveniente de base, tal

qual o fizemos para a solugdo anterior.

Podemos agora obter a relagao algébrica que o tensor de Weyl guarda com estes vetores
nulos, no espago-tempo. Deixando do lado, por hora, os casos em que hd raizes multiplas
em (1.93) tomemos a solugdo (1.94) e notemos que, nesta base,

1

0 K° = &7 ma 4

5T ka (1.96)

a parte auto-dual do tensor de Weyl W(L); cp satisfard a seguinte relagao:

Wilhe K940 = W 03 YT

= Whiimatap + Wiz makpy + Wiz ks kp
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mas como Wi; = 0 nesta base, teremos,
Wlop K2 kC = Wi meakpy + Wiz ka kp (1.97)
ou ainda, usando (1.86), teremos,

W 4scp kP KC — i W apop K° K = Wi makpy + Wiz ka kp (1.98)

Multiplicando esta equagio por kg e kp e antissimetrizando nos pares (E,4) e

(D, F) encontramos a relagdo equivalente:
ks Was cipkr k% k¢ — ikiy Wap o ke 8 KC =0 (1.99)

que é, por sua vez, equivalente as condicdes reais:

k[,qu]a ﬁ[)\kp] ka kﬁ — 0
(1.100)

k[ﬂ- Wu]rx BlA kP] kK =0

Deste modo os vetores reais tipo-nulos, associados as solugoes de (1.93), sdo solugdes
das equagdes (1.100) acima. Pelo que jé discutimos acima sabemos que estas equagdes
sempre admitem vetores-solugfo, num maximo de quatro vetores distintos. Fica, assim,

demonstrado o resultado j4 mencionado devido a Debever [10].

1.5.4 A classificacdo de Petrov revisitada.

Podemos classificar o tensor de Weyl em categorias algébricas distintas, de acordo com as

diversas possibilidades de raizes miltiplas da equagdo (1.93), ou equivalentemente (1.100).

Para isto, vamos entdo intoduzir a seguinte notagio usual para as diversas configuragdes

possiveis das diregdes nulas principais: indicamos por [ 1111 ] asituagdo na qual os quatro
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vetores solugio sao distintos, [ 211 ] quando houverem apenas trés solugdes distintas (uma
delas com multiplicidade 2), e assim por diante até a situagiio na qual ha apenas um vetor
que é uma solu¢io de multiplicidade quatro, [ 4 |, quando os quatro vetores-solugao sao

ignais. Cada configuragdo corresponderd, entdo, a um tipo algébrico distinto.

Assim, a classificagio do tensor de Weyl segundo a multiplicidade das dire¢des nulas

principais a ele associadas poderia ser feita conforme a tabela abaixo:

tipos | [1111] | [211] | [22] | [31] | [4]

Acontece que tal classificagio é equivalente & classificagiio de Petrov, conforme mostra-

remos agora.

Notemos inicialmente que o problema de autovalores associado & matriz W™, corres-
ponde ao mesmo problema de autovalores visto anferiormente para o tensor de Weyl. Com
efeito, seja M um autobivetor do tensor de Weyl, que pode ser escrito genericamente em

termos da base bivetorial {£20™), (™)} como,

M = %MAE NAANE = U, O™ + V,, O™ (1.101)

onde {Upm,V} ndo precisam ser pares de complexos conjugados, haja visto que o auto-

bivetor M nio necessariamente é real.

Assim, de acordo com (1.90) e (1.101),

Wasop MCD = WP, U, Q0 1w, 7, afy (1.102)
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e como, por hipotese, M é um autobivetor teremos,

We,, U™ = AUP
(1.103)

WP Vin = AVP

que &, fundamentalmente, o mesmo problema de autovalores (1.39). Assim, podemos con-
siderar apenas a matriz W™, para efeito da classificagio de Petrov, que segue de acordo

com os resultados encontrados da sec¢do (1.3.2).

Retornemos entdo s classes algébricas definidas pelas multiplicidades das diregdes nulas
principais. Para tragarmos o paralelo, tomaremos cada caso e discutiremos o problema de

autovalor a ele associado.

o Caso [4]: Neste caso, a solugdo (1.94) é uma solugio com multiplicidade quatro da
equagio (1.93) e, portanto, nesta base, nio somente Wi = 0 (raiz simples), mas
também Wiz = Wi2 = Wy = 0 na mesma base. Deste modo a matriz W™, se

escreverd simplesmente como:

0 Wy 0
Wty = Y™ Wy, = [0 0 0 (1.104)
0 0 0
e deste modo a equagdo caracteristica,
[WT, = A& = 0

apresentard trés raizes nulas. Haverfo neste caso apenas dois autovetores distintos

associados & W™, que poderdo ser dados por,

1 0

vm o= |o up o= | o (1.105)
0 1

Observando entdo a classificassio de Petrov sumarizada na tabela exibida na secgio
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(1.3.2), vemos que este caso é o tipo-N.

e Caso [31]: Neste caso, (1.94) é solugio tripla de (1.93). Nesta base, entdo, apenas
Wi = Wiz = Wiy = 0. Além disto, como existe agora uma segunda diregdo nula
distinta, podemos, sem perda de generalidade, e sem alterar a forma de (1.94), escolher

a base de modo que a segunda solugio de (1.93) esteja alinhada & ', ou seja,

F2) = (0,Y2,0) (1.108)

Nesta base assim fixada terfamos, ainda, Wiy = 0 e a matriz W™,, seria da forma:

0 0 Wi
wm, = |0 0 0 (1.107)
0 —Wa/2 O

Mais uma vez a equagio caracteristica possul trés raizes nulas e haveria apenas um

autovetor associado que poderia ser expresso por:

um = [0 (1.108)

De acordo com a classificagido de Petrov este é o tipo-111.

o Caso [22]: Neste caso existem duas raizes multiplas. Assumindo que tais raizes sio
(1.94) e (1.106) vemos que, nesta base Wi, = Wiz =0 (ja que F(Y) ¢ rafz dupla), e

ainda Wag = Was =0 (jé que (2 ¢ também rafz dupla). Teremos entéo,

Wi, O 0
W™, = | 0 Wy O (1.109)
0 0 -2Wi

A equagdo caracteristica fornece agora A; = Ay =Wia e A3 = —2W;,. Teremos

entio trés autovetores distintos associados, que podem serlidos diretamente da matriz
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diagonal anterior. Vemos assim que trata-se de um Petrov tipo-D

e Caso {211]: Assumindo que F(}), dado em (1.94), é a raiz dupla, temos Wy; = Wiz =
0. Assumindo que F(2), dado em (1.106) é uma das duas outras raizes teremos ainda
Wj2 = 0 nesta base. N&o podemos, entretanto, fixadas estas duas bases alinhar a
terceira solucio com Q%) haja visto que (), por construcio, nio é uma base nula.

Assim a matriz W™, seria, neste caso, da forma:

Wia 0 Waa
0 —Wa/2 —2Wi

A equaglo caracterfstica fornece, tal qual o caso anterior, Ay = Az = Wiy e
A3 = —2Wi,. Haverio agora, dois autovetores iguals entre si, associados a Ay = A

3 H 25
e um terceiro, linearmente independente a estes, associado ao autovalor Az, num total

de dois autovetores distintos. trata-se portanto de um petrov tipo-I7.

e Caso [1111]:Neste caso, podemos sempre alinhar os eixos de modo que (1.94) é uma
raiz simples, Wi; = 0, e (1.106) é uma segunda raiz simples, Wz = 0. Além disto
nada podemos fazer, de modo a reduzir a forma da matriz W™, por uma escolha

conveniente de bases. Assim teriamos:

Wiz 0 Wos
Wmn = 0 W]z W13 (1111)
~Wia/2 —~Wy/2 —2Wy;

A equagio caracteristica fornece entdo, neste caso, trés raizes distintas, as quais es-

tario associados trés autovetores distintos: Petrov tipo-I.

Deste modo vemos que a classificacio algébrica do tensor de Weyl pela contagem da
multiplicidade das direcdes nulas principais a ele associadas, é a prépria classificagéo de

Petrov que pode ser sumarizada agora do seguinte modo:
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tipos de Petrov I II DI |N|O

direcdes nulas principais | [1111] [211] 122] | 131] | [4] | -]

onde incluimos o caso tipo-O como sendo aquele que ndo possui direcdes nulas principais.

A dassificacao de Petrov pode, também, ser representada através do diagrama,

I

LN

I — D (1.112)
Y

iif — N — O

onde as setas indicam os possiveis “caminhos” pelos quais as dire¢des nulas podem colapsar
umas sobre as outras, a partir do caso em que o tensor de Weyl é algebricamente geral

(tipo-I), seguindo uma ordem crescente de especializagao.

Casos degenerados.

A equagio (1.100), é satisfeita por cada dire¢do nula principal e podemos entdo toma-
la como uma definigio tensorial, no espago-tempo, para o tipo de Petrov [I. Nos casos
degenerados podemos reduzir aquela equacdo de modo a encontrar defini¢des tensoriais
para cada tipo de Petrov. Para fazermos isto vejamos inicialmente qual é a condigao para

que tenhamos degenerescéncia.

Retornando & equacio (1.93) e assumindo que esta possui pelo menos uma raiz miltipla,
podemos assumir que esta é dada por (1.94). Conforme j4 discutimos isto implica que, nesta

base, Wiy = Wia = 0 e, com isto, a equagdo (1.97) ficard,

Wi o kB kC = Was ka ko (1.113)
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Esta é, entdo, a condigio necessiria e suficiente para que tenhamos degenerescéncia
das diregbes nulas principais. Vejamos entdo quais equagdes tensoriais, no espago-tempo,

podemos constuir:

¢ Petrov-II: este é justamente o caso representado em (1.113), sendo as duas outras
directes distintas entre si e distintas da rafz dupla. Podemos entdo reescrever (1.113)
na forma tensorial equaivalente:

K Woa ga k2 kP = 0
(1.114)

Flu Wija ga k287 = 0

Estas equagdes podem entio ser tomadas como uma definigio para o tensor de Weyl
do tipo-II. Evidentemente se o tensor de Weyl satisfaz as relagdes (1.114), satisfaz

tabém identicamente (1.100).

e Petrov-D: meste caso (1.113) também é satisfeita. Entretanto como existe outra raiz
dupla da equagio (1.93) podemos assumi-la como sendo (1.106) de modo que, nesta
base, a matriz W™, se escreve como (1.109). Assim a relagio (1.113) também ¢é

satisfeita com respeito & segunda diregdo principal degenerada (ny4):

W(IE?CD kP k€ = Wi ka kp (1.115)
Wikep nf a8 = Wiz nanp
fornecendo assim as equagOes tensoriais,
kWie g k2K = 0 1 Wia ga n* 28 = 0
= (1.1186)
B Waapr K58 = 0 n Wija ga 2% 0% = 0

e Petrov-III: neste caso temos, por (1.107), que a parte antodual do tensor de Weyl,

dada em (1.87), se escreve como,

Wit = Wa (925} 08) + a5} o)) (1.117)
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Como nesta base a solugao trés vezes degenerada é representada por (1.94), entdo de

acordo com (1.96), teremos,

1 2
Wf(lJE?)CD kP = 2 Was qu)? ke (1.118)
Multiplicando esta equagao por kg e antissimetrizando no par {C, E} encontramos

entao,

{+ D
WAB)D[C kpk™ = 0

que equivale as equagdes tensoriais,

W gix ko Koo= 0
(1.119)
W gia Ka o= 0

e Petrov-N: finalmente consideramos o caso em que a matriz W™, é dada por (1.104),
sendo (1.94) a tnica raiz da equagdo quartica (1.93). Teremos que, nesta base, a parte

autodual do tensor de Weyl se escreverd, de acordo com (1.87), como,
Wip = Wi QUL Q8L = aWy, kiamp kiemp,) (1.120)

de modo que,

(+) D _
Waigep k7 = 0
fornecendo as equagdes tensoriais,

Wowsa ¥ =0
(1.121)

WuuﬁA kﬁ =0

Podemos finalmente sumarizar nossos resultados. Denotando o tensor de Weyl por

(Iwas: I o, Duvap, I was, Nuwag), conforme este seja dos tipos (I,II,D,III,N) res-
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pectivamente, as equagdes tensoriais associadas a cada tipo serdo dadas por:

Fulie ok 558 = 0 [ by Tapp kg k2 K2 = 0

kul Ljaps k¥ B8 = 0 by e gy kK2 = 0
.y (1.122)

ITT,, gy kg kP = 0 I g0 ko k% = 0

\ Npwpa o= 0 JITMVBA B =0

O tipo-D é aquele que satisfaz a mesma equagdo associada & Il,.pgx para dois vetores

(k#,n*) distintos entre si.

Em particular, chamamos a aten¢io para a dltima das equagbes em (1.122). Conforme
vimos anteriormente o setor setor descontinuo do tensor de Weyl, dado em (1.22) obedecia
a relacdo algébrica (1.21). Vemos ento que aquele é do tipo N tendo como diregdo nula
principal o préprio vetor de onda k*. Isto estda de acordo com a definigao precedente de que
o campo é radiativo quando é degenerado de tipos (N, I17), de acordo com (1.49). Vemos

ainda que o tipo N é aquele que corresponde & degenerescéncia maxima de diregdes nulas

principais.

1.6 O teorema do “Peeling-off”.

Conforme os resultados das secgdes precendentes, vimos que a nogao de radiagao gra-
vitacional pode ser introduzida de modo invariante, associada a tipos algébricos especiais
do tensor de Weyl, segundo a classificagio de Petrov. Vimos também que o tipo-N de-
sempenha um papel destacado haja visto que, ‘de acordo com (1.21) e (1.122), o tensor que
propaga as descontinuidades do campo gravitacional é do tipo-N com respeito ao vetor de

onda, que é, entdo, uma diregao nula principal do tensor de Weyl.

Entretanto, em um espago-tempo genéricé, as solugdes de (1.93), ou (1.122), podem
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fornecer vetores que nao sio, em geral, normais a qualquer hipersuperficie nula, nao sendo
possivel identificar, em principio, qualquer destas diregdes principais com o vetor de onda.
Este problema levou autores como Bondi, Robinson e Pirani a considerar que as nogdes
desenvolvidas nas secgdes anteriores, quando aplicadas ac problema da emissao de radiagao
por uma fonte limitada no espago, deveriam descrever o comportamento do campo em
alguma regido do espago-tempo que tende a Minkowski. Nesta regio é que poderiamos

fazer a separacio enire campo de radiacio e campo nao-radiativo gravitacionais.

E neste contexto que surge o importante resultado, devido a Sachs, [24], que é o chamado
teorema do “Peeling-off”. Tomando como parametro radial, r, o parametro afim ao longo
de geodésicas nulas, Sachs mostrou que o campo gravitacional, a grandes distancias de
uma fonte imitada, pode ser expandido em poténcias inversas de r. Tal comportamento
poderia ser intuitivamente esperado, haja visto que este problema é o andlogo da expansao
multipolar usnal, para qualquer campo fisico. O teorema do Peeling-off, entretanto, garante

que a série é precisamente do seguinte tipo:

N 11T I I I
Wagep = 27770 + D000 4 0TRA00D ) DRARED 4 SARCD 10(r°) (1123)

onde os tensorés, independentes de 7, {oNapcp,0lllapep,ollaBep,0laBep} sdo tipos
de Petrov, respectivamente {N, III, [T I}, com respeito ao vetor de onda, tangente a uma
geodésica nula.~ O termo ¢f,zop Ddo quarda nenhuma ralacio especial com o vetor de
onda. Havendo um setor do tipo-D, este aparece na expansao anterior na mesma ordem
que o tipo-17, isto é, O{r™2). O subindice “0” significa que o objeto por ele marcado possui

derivada absolita nula na dire¢do do vetor de onda.

De posse destas nogdes passaremos finalmente a discussdo de alguns espago-tempos

radiativos, no contexto da teoria da relatividade geral exata.



Capitulo 2

Métricas radiativas

Os espacgos-tempos radiativos nos quais estamos interessados, no presente trabalho, sdo
aqueles que possam representar a regido exterior a algum sistema gravitacional limitado
no espaco e que irradia ondas gravitacionais. Neste contexto qualquer métrica de radiacdo
deve ter seu conteido fisico interpretado em alguma regido destes espagos-tempos nas quais
observadores quase-newtonianos podem ser definidos e através destes avaliar as propriedades
fisicas observaveis do sistema irradiante. Isto significa dizer que esperamos poder definir
uma regido (dita assintdtica, no sentido de “distante” da regido na qual o sistema que
irradia estd localizado) na qual a contribuicdo mais significativa do campo é apenas aguela
associada ao processo radiativo. Deste modo, em tal regido, o tensor de Weyl sera do tipo N
de Petrov. Tal regifo assintética do espago-tempo é dita uma zona de radiag@o. Deste
modo, entendemos por métricas radiativas aquelas que admitem uma zona de radiagdo.
Iremos, entio, discutir neste capitulo algumas familias de espagos-tempos (métricas) para

os quais hd uma zona de radiagdo bem definida.

Um bom sumadrio de solugdes radiativas, de natureza cosmoldgicas ou ndo, das equagdes
de Einstein pode ser encontrado em [17], onde as solugbes sdo classificadas quanto aos

pardmetros épticos do vetor de onda. Tais parimetros sao os analogos, para os campos

44
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vetoriais nulos, da expansio, distorgio e vorticidade dos campos vetoriais do tipo-tempo.
Uma simplificacio inerente 3 nossa abordagem ¢ que discutiremos espagos-tempos nos quais

o vetor de onda nio tem vorticidade, podendo apenas expandir-se e/ou distorcer-se.

A questio que se coloca entdo é: como construir uma métrica com suficiente genera-
lidade para representar tal sistema fisico? Para iniciarmos nossa discussdo vejamos como
definir um sistema de coordenadas “quase-gaussiano” quando foliamos o espago-tempo por

hipersuperficies nulas e algumas implica¢des disto.

2.1 Foliamento por hipers'uperﬁ'cies nulas e o problema de

Cauchy.

Nossa primeira premissa é a de que a hipersuperficie que ird representar a frente de onda
esteja definida no espaco-tempo. Tal superficie é uma superficie do tipo nula e poderia ser

escrita parametricamente como,

u o= u(zH) (2.1)
onde,

g* Uy Uy, = 0 n, = B'u_-u, (2_2)

Deste modo podemos foliar o espaco-tempo por hipersuperficies nulas, uma para cada

valor constante da funcdo u = wu(z®). Como consequéncia disto, o vetor de onda,
o= ¢, = (Vu) (2.3)

nio possui vorticidade, pols trata-se de um gradiente.

;
A superficie (2.1) serd uma superficie caracteristica das equagdes de Einstein no vazio,
através da qual podem se propagar descontinuidades do tensor de curvatura. Pela teoria de

equactes diferenciais parciais sabe-se que, para uma vasta classe de equacdes diferenciais
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parciais, sobre cada superficie caracteristica do sistema, existem as bicaracteristicas que
sio curvas através das quais os dados de Cauchy s8o propagados por equagdes diferenciais

ordindrias.

Neste caso as curvas bicaracteristicas sio uma congruéncia de geodésicas nulas, z#(s), as

quais da-se usualmente a denominagdo de raios nulos. Tais curvas, que vivem em u = cte,,

tem por vetor tangente o proprioc k* definido acima. De fato, se

Dz#(s) ok o= gy,
DS
teremos,
D2z#(s) . Dz¥(s) -
“psz = FMwpg T Hwek

Como k* & um gradiente, entfo o tensor k,, ¢ necessariamente simétrico, e como

trata-se de um vetor tipo-nulo, temos que,

(B k), =0 =>kpuk =0 >kt =0

e portanto a curva z#(s) é uma geodésica:

D2zk(5)

o5 B R = 0 (2.4)

Tais propriedades sdo bastante gerais e podemos tomé-las para construir um sistema
de coordenadas para métricas radiativas: Tomando como coordenada z” a fungio (2.1),
teremos que o vetor normal a superficie torna-se simplesmente u, = &, e a condigao
(2.2) se escreveré simplesmente como ¢°° = 0. Podemos ainda escolher como coordenada
z', um parametro r que somente varia ao longo da curva bicaracteristica e deste modo,

o vetor &}, tangente as curvas r, serd proporcional ao vetor tangente a bicaracteristica.

Neste sistema de coordenadas vird,
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DzH(35)
5o = 9 = F(a") &
ou seja,
¢° = (0,F(z*),0,0) (2.5)

Com estas consideragdes, a métrica se escreverd, neste sistema de coodenadas como,

0 F 0 0 goo F7' go2 9go3
" F gll 912 gl3 F—l 0 0 0 (2 6)
g = = G = )
0 g'2 g% g% Jo2 0 ga2 g2z

g do3 0 g3 933

Poderiamos ter assumido por coordenada z' o préprio parametro S, o que seria equi-

valente a tomar a fungdo F(z*) = 1, com a correspondente forma para a métrica:

0 1 0 0 goo 1 goz 9os
» 1 gll g12 g13 1 0 0 0 (2 7)
g = = Gu = .
0 g'* ¢** 4% gor 0 go2 goa

goz 0 ge3 gaa

Este sistema de coordenadas é o andlogo do sistema de coordenadas gaussiano no caso

do foliamente ser feito por hipersuperficies do tipo espago, ao invés de hipersuperficies nulas.

Este tipo de foliagdo do espago-tempo nos obriga a rever o problema de Cauchy para
as equagoes de Einstein. Em sua versao tradicional, o foliamento do espago-tempo ¢é feito
por superficies do tipo espaco, ¥, permitindo a introdugido de um sistema de coordenadas
Gaussiano. Sobre a superficie Xy fornecemos, entdo, os dados iniciais, g;; e gij o, 08
quais sdo independentes. Neste contexto as equagbes de Einstein determinam a dinamica
das superficies 3, fixando ¢:;,0,0, como fungdo dos dados iniciais e propagando estes dados

para a superficie do tipo espago, g + 63, seguinte.
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Acontece que, no vazio, as equa¢des de Einstein que fornecem a dinamica dos potenciais
9ij, sdo dadas por,

1
Rij = 5 g% Gijo0 + Oy

sendo C;; um objeto conhecido a partir dos dados iniciais. As outras componentes das
equactes de Einstein fornecem apenas vinculos a serem satisfeitos sobre a superficie de

dados iniciais.

Vemos entiao qual a origem do embarago quando foliamos o espago-tempo por hiper-
superficies nulas: como g¢°° = 0, j4 ndo temos meios de explicitar a segunda derivada
normal dos potenciais em termos dos dados na superficie, restando apenas vinculos a serem
satisfeitos nesta equacdo. Neste caso o problema de Cauchy estd mal posto, no sentido
de que nio podemos mais fornecer arbitrariamente {g;;} e {gijo}, sobre a superficie
de dados iniciais singular. Dizemos tratar-se entdo de um problema de valor inicial

caracteristico.

O tratamento deste problema para as equagdes de Einstein é, em geral, bastante com-
plexo, sendo tratado em textos avancados de relatividade geral como [33]. Iremos aqui,
apenas chamar a atencdo para um aspecto particular deste problema que ji se evidencia ao
tratarmos da propaga¢io de um campo escalar sem massa, no espago-tempo plano, a partir

de dados iniciais sobre a superficie caracteristica.

2.1.1 Problema de valor inicial caracteristico para o campo escalar.

Tomemos o espago-tempo de Minkowski, em coordenadas esféricas, e com o tempo
sendo uma coordenada atrasada, u = ¢ — 7, através do qual foliamos o espago-tempo em

hipersuperficies % = uo. Neste sistema de coordenadas,

ds? = du® + 2dudr - r2(d6® + sin(0)’d¢?).
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A equagdo para o campo escalar sem massa,
D’d) =0
se escrevera, neste sistema de coordenadas, como:

(rb)s = 5 (7). + (n(@)ba)e + 5, gy¥0 (28)

2r sin(6) sin

Assim, queremos propagar ¥, de uma superficie u = uo para u = uo + fu. Isto €,

queremos construir a série,

P(uo + 6u) = P(uo) + Puluo)(v —u) + ;i;%b,u.u(uo)(“ - u0) + ... (2.9)

Acontece agora que a superficie de dados iniciais é uma superficie caracteristica do
campo, ou seja, é a superficie pela qual se propagam as descontinuidades do mesmo, [16].

Trata-se portanto de um problema de valor inicial caracteristico para o campo escalar

.

Conforme ji haviamos chamado atengio, os dados iniciais, {®¥]uo» ¥, ulu }> 18 n80 po-
dem ser fornecidos independentemente. A equagio (2.8), ‘que originalmente forneceria a
dinamica, é agora uma equagio de vinculo entre os “dados iniciais”.' Assim, para propagar-
mos uma solucio a partir de up poderemos fornecer {%|y} e, consequentemente, suas
derivadas intrinsecas em %p. A derivada normal {'g’b,u|,,0‘}, entretanto, terd que ser obtida
por integragio, de modo que seja compativel com o vinculo (2.8). Entretanto, procedendo
desta maneira, somente é possivel determinar {9 4|y, } @ menos de uma fung¢ao de integracao

arbitraria, po(d, ¢). De fato, notando que,

oy 0,9) = { (e + 5t [(E@0ds + rrvins] |

2r sin(
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¢ uma fungdo conhecida a partir dos dados iniciais, por (2.8) decorre que,

'ltb,ult:g - p—O(—f_’_?b_) ﬁ/r I(“’U’T’:Gaqb)d?" (210)

Para obtengao da segunda derivada de % em wug tomamos a derivada em u da

equagio (2.8),em wug:

(Pun)r lug = {51;(1‘21/4,&), + (sin(0)ys,u)e + gm%j"»bé,qb,u] }u

27 sin(6) .

O lado direito desta equagio ja ndo é conhecido apenas em termos dos dados inicais,
haja visto que nele estd presente {4 .|., }. Portanto estd ai embutida a funcédo de integragao
arbitraria po((?,(ﬁ). Mesmo assim, para um dado po(4,¢) poderfamos prosseguir com a

integracdo que, novamente, determinaria a segunda derivada em = de % a menos de uma

nova fungdo de integragio pi(f, ¢). Terfamos entdo que:

Do = PO [ pluo,po(6,4),,6, 8)a’ (211)

Vemos, entio, que a cada ordem sucessiva das derivadas, em u, de 1, surgem sucessivas
funcdes arbitririas de integracdo <{po(8,#),p1(8,8),...,pn(8, @), ...}, definidas em u = ug,

impossibilitando-nos de encontrar uma solug¢do univoca para este problema.

Poderiamos entdo definir uma fungio A(w,8, ), a partir de suas derivadas em wup de

modo que,
[ A = po(09)
aUA |u0 = p1(8,¢)
g = (2.12)
B:A 11:0 = pﬂ(ga ¢’)

Deste modo vemos que, para podermos efetivamente propagar a solugio % a partir
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de dados iniciais fornecidos sobre a superficie caracteristica wug, seria presiso conhecermos
uma funcio arbitrdtia A(u,#,¢) nao somente para uo mas para todo u. Isto equivaleria

a conhecer as infinitas fun¢des {po(8, @), 2:1(8, @), ....pn(6, #), ...}.

Esta é uma situagac tipica do problema de valor inicial caracteristico. Devido a natureza
singular da superficie de dados iniciais, a solu¢do nio é propagada univocamente, podendo

acontecer situagdes fisicamente diversas, conforme a escolha da fungdc arbitraria A(w, 8, ¢).

Isto estd de acordo com o fato de que as descontinuidades associadas a dinamica do
campo 1), ndo massivo, se propagam através de hipersuperficies nulas, sendo portanto
razodvel que o campo 1 nfo seja univocamente determinado por dados iniciais fornecidos
sobre a caracteristica. Em contrapartida i estarta univocamente determindado a partir
dos dados iniciais, se estes fossem dados sobre uma superficie de Cauchy usual, do tipo

espago, ndo podendo sofrer qualquer transigdo descontinua.

Conforme veremos, ac discutirmos os espacos-tempos radiativos de Bondi, fung¢des deste
tipo surgirao no contexto das equagdes de Einstein, quando tratarmos da propagagio de
solugdes a partir de dados iniciais fornecidos sobre uma superficie caracteristica. Como a
evolugio do sistema somente estard determinada se uma fungao deste tipo for fornecida,
Bondi sugeriu denominé-la de fungdo informagéo do sistema. Passemos ent&o a discussao

de métricas radiativas no contexto da relatividade geral.

2.2 A métrica de Bondi.

As métricas da familia de Bondi representam espagos-tempos radiativos, axialmente
simétricos e assintoticamente planos, para descrigio de uma fonte isolada que pode perder

massa por emissao de ondas gravitactonais.

Para construir a métrica de Bondi assumimos que este espago-tempo admite uma foliagao

do tipo (2.6). Bondi assume entdo que é possivel definir, pelo menos em regides longe da
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fonte de campo, um sistema de coordenadas esféricas usual, caracterizado pelos angulos,

(8,4), e um parametro radial r, tais que:
i g — 7 (213

neste sistema de coordenadas.

As simetrias assumidas para a métrica sdo entdo as seguintes:
e Invaridncia sob translacdes ao longo do angulo azimutal ¢,
G = Guo(n,7,0) (2.14)
e Invaridncia por reflexdo azimutal ¢ — -4,
Gup = Grp = Gop =0 (2.15)

e A irea do setor espacial bidimensiona!, (u,7) = (u,70), é aquela usual em coorde-

nadas esféricas,

Jog = —rZel
966 gpp = 7 sin(8)® — (2.16)
s = —T° sin(8)%e~
onde N = N(u,r,8)¢é uma fungio arbitréna.
Além das simetrias toma-se a hipétese de que a curva integral de z! = r é paralela

3 bicaracteristica. Temos entio que, Teste sistema de coordenadas, as bicaractisticas sdo

caracterizadas por (8,¢) = (fo, ¢o), e ainda,

da¥ pde”

” ~ . s - H 2 - . s
onde 8 = B(u,r,0) é uma funcio arbitrdria, e % é o vetor tangente & bicaracteristica
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H(A).

Deste modo, neste sistema de coordenadas teremos, de acordo com (2.5),

g,u — e—,B 6‘{"" (218)

e a métrica inversa se escreverd, neste sistema de coordenadas, como

0 e ? 0 0
e B —VePir Ue® 0
g = (2.19)
0 Ue? —e~2N /42 0
0 0 0 —e?N /sin () r?

onde (V,8,U,N) sio fungbes arbitririas de (u,r, ). O elemento de linha de Bondi fica

entio escrito em sua forma usual:

ds? = (Ve'a/'r—U2 72 eZN) du? +2¢P du dr +2U »? eV du do +

(2.20)
R (€2N d8% + sin(f)2e2V dc,bz)

Devido a sua forma particular, é conveniente tratar a métrica de Bondi em uma base

de tétradas semi-nulas na qual o elemento de linha (2.20) se escreve como,

ds? = 2N° N1 - (822 - (6°%)? (2.21)
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e gue pode ser dada por,

,

N = du oy = V[ B U8
N' = VePjordu+ €° dr e“(l) = e B g

) 92 = reN(df — U du) 7 e“(z) = e Njrgl (2:22)
g3 = rsin(8) eV do e“m = e/rsin(8) &

Notemos gue, por construcio, a métrica de Bondi exibe explicitamente um vetor nule e

gecdésico dado por,

K= ey =e P8 > kLR = 0 (2.23)

que é tangente as curvas bicaracteristicas. Este serd entdo o vetor de propagacio das ondas

gravitacionais neste modelo. Os parametros dpticos, ndo nulos, associados a este campo

vetorial sdo dados por

© = k. /2 =eP/r
(2.24)

o] = "0 k) ki) — 07 = (Nr)7em

deste modo vemos que a congruéncia de geodeésicas nulas apresenta expansao e distorgao.

2.2.1 As identidades de Bianchi para o problema de Bondi

Conforme mostrou Bondi, o conjunto de equagdes de Einstein deste problema se separa

em gquatro grupos:

s Aquelas que sdo satisfeitas identicamente em decorréncia das simetrias do problema,

e que sio, nesta base,

Rya = Rija= Roza= 0
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o As chamadas “main equations”,

Ryy = 0, Rip =0, Hyp =0, MRy =0, (2.25)

o As equacdes suplementares (“suplementary conditions”),

Ry = 0, Hop = 0

s A equagio trivial

Rogy = 0

Tal separagio provém da estrutura das identidades de Bianchi contraidas para este
problema. De fato, se assumirmos que as equagdes (2.25) sdo satisfeitas, entdo de acordo

com as identidades de Bianchi,

GAB-B — GAB"”_ eEtB) +'YABCGBC +GAC'YBGB = 0,

teremos que:

¢ a componente (A = 0) impde como consequéncia,
o1 =10

sendo a equacio trivial, portanto, uma consequéncia algébrica de (2.25).

» a componente (A = 2) impde que, nesta base,

{Boa/ (¥ )} =0

que serd portanto uma equagio das varidveis (u,§) essencialmente. ‘Esta serd prope-

gada identicamente se for satisfeita em uma superficie r = ro.
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¢ usando adicionalmente que Rpz = 0, a componente {A = 1) impde que
(TzROO)r =0

que serd também, propagada identicamente quando satisfeita para 7 = ro. Trata-se

também, de uma equagio a duas varidveis.

¢ a componente (A = 3) é satisfeita identicamente.

A forma exata de tais componentes do tensor de Ricci, hem como outros objetos rela-

cionados & métrica de Bondi, na base (2.22), sio exibidos no apéndice (B).

2.2.2 Bondi perturbativamente: Fungao informacgao e perda de massa

A métrica de Bondi constitue um bom paradigma para avaliarmos alguns aspectos da
dindmica gravitacional, num espago-tempo com suficiente generalidade para uma descrigéo
mais realista de um sistema isolado, irradiando ondas gravitacionais que se expandem e
distorcem. Nio ha solugiio exata conhecida para este problema, mas podemos extrair in-

formagcdes fisicamente relevantes tratando as equagdes de campo perturbativamente.

O esquema de perturbar as fungdes (N,B,U,V) para a métrica de Bondi € feito nas

seguintes etapas:

¢ Assumindo que N (u,r,8) pode ser expandido na forma,

3 ™

C('U:,H) + Q('u,,ﬂ) + O(T‘_4) (226)

r r3

N(u,r,8) =

onde (C,Q,...) sdo fungdes-coeficientes da expansio. Podemos usar a equagao (B.5)

para integrar a fungio B(u,r,8) até uma ordem conveniente de r. Procedendo desta
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maneira enconiramos:

_1er scq

5,2 5 A + O(Tﬁs) (2.27)

Blu,r,8) =

~y
o

¢ De posse destas expressdes aproximadas para (N, 3), podemos tomar a equagéo de
Einstein (B.6) para determinar a forma aproximada da fungio U(u,r,#). Como a
equacio (B.6) envolve segundas derivadas radiais da fungio U, devem surgir duas
fungbes de integragio arbitrarias, das varidveis {u,f), na expressio para U. Como
assumimos que este ¢é o sistema de coordenadas minkowskiano assintético, esperamos
que ¢, seja no maximo de ordem um, para r muito grande. Este requisito nos
permite descartar uma das fungbes de integragio. Chamando a fungdo de integragio
restante de D = D(u,8), a expressio para U{u,r,8) sera:

Cs + 2Ccotg(8) N 2D +3CCq + 4C*cotg(h)
B 3

Ulu,r,8) = +0(r™Y  (2.28)

T2 T

"'V e Obtidas as expressdes aproximadas para (N, 5, U), tomamos a equagio de Einstein
(B.7) para determinar a forma aproximada da fungdo V{u,r,#). Dai encontramos

entdo que,

Viu,r,0) = r— 2M(u,0)+0(r ') (2.29)

onde M({u,6) éa fungéo de integragdo restante no problema.

Com estas expressdes aproximadas para (N, 8, U, V), as equagdes de superficie (B.5),

(B.6) e (B.7) ficam satisfeitas nas ordens:

Ry = O(r™") RI12 = O(r™%) Rap+ Raz = O(r™*) (2.30)

A equagio dinamica (B.11) fornece entao,

- tgl@) — 20M _
Ras = 4Q. + Dy Dzo g( ) 'f*O(T 5)

T
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e as condigdes suplementares (B.12) e (B.13), fornecem:

3D, + M 3CC, CuC 40 Cycotg(8 _
Reg = + My + ,e‘z s + cog()+0(r4)

T

oM, +2(C.)? +2C, —Cugg — 3Cyecotg(f
Ry = - +2(Cy)® + ~ Cune ,cotg(f) L0

s

Tomando entdo,

4Q, + Dg — Dcotg(d) —2CM' = 0 (2.31)
<
2M, +2(Cu)2 +2C, — u,6.8 “TBCu,ECOtg(g) = 0
(2.32)
3D, + My +3CCyus +CuCs +4CCycotg(f) = 0

teremos uma solucdo aproximada na menor ordem de poténcia inversa de r, isto é r2,

das equagdes de Binstein. As equagdes (2.31) e (2.32) sdo, deste modo, as equagdes basicas

a serem discutidas.

Suponha entio que para um dado valor de u, % = ug, conhecemos as fungdes (N, M, D)
e que conhecemos C, como funcdo de (u,§). A partir de (2.32) delerminamos entéo
(M,, D,) e a partir de (2.31) conhecemos . Deste modo o problema estd determinado,

com as condigdes iniciais dadas sobre o cone u = up apropriadamente.

Vemos assim que para determinar a evolugio do sistema de equag@es acima, precisamos
conhecer afungio C, que é arbitrdria. Conforme ji haviamos comentado, estaéa chamada
funcfo informagio do sistema. Uma vez especificada, esta propagaria o sistema (2.31) e

(2.32) de um modo particular.

Se partirmos de uma situagio estatica, neste caso a métrica de Weyl seria a solugio
exata, axialmente simétrica das equacBes de Einstein no vazio. Neste caso, as quantidades
(M, D, Q) estdo relacionadas a seguintes quantidades fisicamente relevantes: M esta rela-
cionado a massa do sistemna, D ao momento de dipolo e Q ao momento de quadrupolo. Com

esta motivacio Bondi definiu a fungio de massa, m(u), do sistema radiante como o valor
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médio da fungao M(u,#) sobre a esfera:
mlu) = —/ M(w,8) sin(6)d0 (2.33)
0

Deste modo, de acordo com a primeira das equagdes (2.32), temos que:

() — = Ow(c'u)2 sin(6)d0 (2.34)

onde os outros termos presentes na primeira das equagdes em (2.32), ndo contribuem para
a integral. Isto ocorre devido & imposi¢o de condi¢des de regularidade, no angulo polar,

das funcdes do problema através do eixo polar.

Com isto podemos enunciar o teorema de Bondi, para o um sistema radiativo axialmente

simétrico e assintoticamente plano:

se ha funcao informacgao, entdo hd perda de massa,

de acordo com (2.34).

2.2.3 Estrutura algébrica do tensor de Weyl para a métrica de Bondi,

O espaco-tempo de Bondi é algebricamente geral, segundo a classificagdo de Petrov.
Todas as diregdes principais associadas ao tensor de Weyl sao dadas por vetores cujas
componentes sio combinagdes complicadas das componentes do tensor de Weyl. Estas nao

fornecem raios nulos geodésicos, sendo de pouco auxilio & nossa discussao exibi-las.

Assim o vetor de onda geodésico k*, exibido em (2.23), néo €, em geral, uma direcdo
nula principal do tensor de Weyl para a métrica de Bondi. Na zona de radiagio, entretanto,
este serd. De fato tomando as expressoes exibidas no apéndice (B) pode-se mostrar que, na

base (2.22), as componentes independentes de,

kia Wesric ko) k° kY,
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sdo todas proporcionais & componente Wigs que, de acordo com as expressdes exibidas

no apéndice (B), é dada por:

N, 1
154 = —2(N, o
1212 ( e T2 ., o Nr) ()

Usando a equagéo de Finstein (B.5), podemos eliminar a dependéncia em B(u,r,8), de

modo a reescrever a equagdo anterior em termos da fungio N(u,r,8), apenas.

N, 1
W1212 = —2 (Nrr + 27 — T (N,-)a) (235)

Esta é, portanto, a expressio exata de W12, apenas em termos de N(u,r,8).

Tomando, entio, a expanséo para a funcdo N(u,r,8),(2.26), a expressio anterior ficara,

C®-6Q _
Wine = -5 T O(r™®) (2.36)
Deste modo vemos que o vetor de onda, k4, tende a uma direcdo nula principal muito

rapidamente, quando r — 0o:

ko Weigrc kp) k7 k7 = O(r™®) (2.37)

Ainda, conforme o esquema perturbativo da sec¢io precendente, podemos expandir as
outras componentes independentes do tensor de Weyl para a métrica de Bondi nesta base.
De acordo com as expressoes do apéndice, estas sio dadas por {Woio1, Woio2, Woi12, Woz02 1},
além do préprio {Wizi2}, € teremos entdo:

2M +CC, _3D9 + Deotg(89)

p3 ré

+0(r™%) (2.38)

W{llﬂl = =



- 81 —
Cup +2C,cotg(8)

Woroa = — 2 +0(r) (2-39)
D -5
Wouz = =33 +0(r %) (2.40)
Cuw 1Cus6+ Cugcotg(8d) —2C, (sin(8)? B
W0202 - _ T, +§ 8,8 8 g(’rl ( ( ) ) +O(T 3) (241)

Assim, para T — 00 o setor dominante do tensor de Weyl serd dado, de acordo com
(2.36) e com (2.38)—(2.41), por:
~ Cu,,u,
Wozoz = —Waaoa = — (2.42)

r

Deste modo, nesta regido, o vetor k4 ¢é nio somente direcio nula principal, como
também satisfaz,

Wapcp kP = Napop k° =0 (2.43)

onde o setor do tipo N de Petrov depende apenas de uma fungao, dada por {C,.}

conforme (2.42).

Conforme mencionamos anteriormente, Sachs propés uma familia de métricas na qual
a hipétese de simetria axial é relaxada, [25]. Com isto obteve um sistema de equagdes que
dependem de duas fungdes informagio e ndo apenas uma. O setor N de Petrov por sua
vez tera, também, duas funcdes independentes. Estas métricas, entretanto, nao serdo aqui

discutidas em detalhe.

2.3 A métrica de Robinson-Trautman

A familia de métricas de Robinson-Trautman (RT), [3], admite solugdes exatas das
equacdes de Finstein, no vazio. Trata-se de um espago-tempo assintoticamente plano, al-
gebricamente especial, apresentando o tensor de Weyl com partes do tipo N, tipo III e

tipo II da classificagio de Petrov. A congruéncia de geodésicas nulas, definidas sobre a
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superficie caracteristica, apresenta apenas expansao. Por tais caracteristicas intrinsecas
parece razodvel que tais métricas pertencam a uma sub-classe das métricas de Bondi-Sachs
(generalizagdo das métricas de Bondi na qual a condi¢io de simetria azimutal é relaxada)

ou mantenham com estas uma relagio estreita.

Acontece que as métricas de RT foram obtidas, anteriormente as de Bondi, em um
sistema de coordenadas que nio satisfaz as condicdes assintéticas sugeridas em (2.13). Em
sua forma usual esta exthbe em {900} um termo com dependéncia linear no parametro
que mede o afastamente da regido de campo forte. Newman considerou entio solugdes,
[7], que eram perturbagdes do tipo RT sobre Schwarzschild, interpretando tal solu¢io como
descrevendo radiagdo gravitacional emitida por uma fonte isolada. Neste contexto exibiu
entao uma tranformacéo de coordenadas da ordem da perturbagio que remove o termo
linear. Newman e Unti analizaram entdo a estrutura de espagos assintoticamente planos,
[4], e mostraram que tal transformagio é definida, em geral, por uma série infinita de

poténcias de 1.

Posteriormente Isaacson e Winicour, [6, 5], iniciaram o estudo da relagdo entre solucdes
de RT e aquelas que seguem a abordagem de Bondi-Sachs, da qual as métricas de Bondi sio
um exemplo. Tanto quanto sabemos, ninguém exibiu até o momento, de forma fechada, uma
transformagdo de coordenadas para a qual as métricas de RT se escrevam em coordenadas

do tipo Bondi, que satisfagam (2.13).

Deste modo, optamos por apresentar e discutir o espago-tempo de RT, de modo inde-
pendente, no sistema de coordenadas usual, no qual o elemento de lintha aparece de forma
fechada, sendo o gradiente, associado & frente de onda, um vetor sem distorg&_&. Nosso
objetivo € o de explorar RT como modelo de métrica radiativa para tratar probiemas de

emissdo de radiagdo gravitacional por sistemas isolados.

Para construirmos a métrica de RT assumindo entdo que o espago-tempo admite um
foliamento do tipo (2.7), sendo ! = r o pariametro afim sobre as geodésicas nulas em

u = up. Assumimos ainda que o setor espacial bidimensional da métrica, definido por
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(u,7) = (ug,r0), é conformalmente plano, e que varia com 7 da forma quadrética usual.
Assim, se (z,y) sdo as coordenadas cartesianas nas quais este setor bidimensional se escreve

na forma conformalmente plana, teremos:

d.5'2|u0 = —T2P(u,m,y)“2(d:z:2 +dy2)

E a métrica de RT poder3 ser escrita, de acordo com (2.7), como:

dS? = Vdu® +2dudr+
(2.44)

— (r/P)(dz + @Q du)® —(r/P)Y (dy + U du)’
onde P = P(u,z,y) e {V,U,Q} sdoem principio fung¢des de (u,r,z,¥).
Tomando-se entdo a base semi-nula,

NO = du

N' = V/2du+tdr

92 = (r/P)(dx + Q du)
2 = (r/P)(dy + U du)

(2.45)

de modo que

ds? = 2 N° N! — (92)2 - (93)2 (2.46)

tem-se que a solucio das equacdes Rm’: Ri3 = Roz = Rgys — Raa = 0, impdem que,

@ :‘Q(u,w,y) = F(u,m,y),y
(2.47)

U = U(u:m:y) = F(u,:r,y),m

e a equagio de Einstein Rza = 0 nos fornece a equagio para F(u,z,y):

Fog + Fyy =0 (2.48)
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As equacdes de Einstein, Ro1 = Ryy = Rz = 0, permitem integrar V(u,r,z,y),

gue serd da forma,

B
Viu,ryz,y) = AMu,z,y)+ () + 2H (u,z,y) 7

T

onde B(u) é uma funglo de integragdo e as fungdes {A, H} est@o definidas por,

H(u,z,y) = —(1/P)(Py +P Fpy — F; P, — F, Pr)
Muyz,y) = P?(In(P)rs + In(P)yy)
Sem perda de generalidade, podemos assumir F(u,z,y) = 0 que é uma solugéo trivial

da equagio (2.48). Deste modo podemos sumarizar a solugdo de RT, para as equagoes de

Einstein no vazio, através das seguintes equacdes:

A = P (In(P)sz +In(P)y)

(2.49)
B. 3B PP = 1P?(dy +Xy)
sendo, a fungao V(u,r,z,y) dada agora por:
B P,
V = A+ =-2-"2 2.50
T —2pr (2.50)

O calibre temporal da métrica de RT.

A métrica de RT possui uma liberdade de calibre gue nos permite tornar a fun¢io B(u)

uma constante. De fato, se fizermos a transformacao:

du - do = h(u) du r— 1 =h(u)r (2.51)
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onde h(u) ¢é uma fungio arbitrdria de wu. Ainda, redefinindo as fungdes (P, X, B),

substituindo-as por (13, X, B) tals que:

I

P = hP A= hEA B = h*B (2.52)

o sistema de RT permanece inalterado. Como a fungdo h{u) é arbitraria, esta pode ser
usada para fixar um calibre no qual B seja uma constante. Deste modo, neste calibre, o

sistema de equagdes para RT, (2.49), torna-se simplesmente:

A = P¥(In(Plaz +In(P)yy)
(2.53)
~3By P/P = —3P* (Dgx +Xy)

nas novas variaveis.

Robinson-Trautman e Schwarszchild.

Antes de passarmos adiante na discussdo do espago-tempo de RT, observemos que a

parte “atrasada” da solugio de Schwarszchild é uma solugdo particular da familia de RT.

Se assumirmos, conforme [7}, que a fun¢do P(u,z,y) é dada por,

1 1
P =P = (1+-2—~a:2+§y2) (2.54)

1
V2
teremos que, por (2.49),

Mu,z,y) = 1 e Blu) = —2M =cle (2.55)

que é a solugio de Schwarschild nas coordenadas atrasadas de Eddington-Finkelstein, {x, r}.

Neste caso a relagdo que o par {u,r} guardam, entre si, para produzir uma coordenada
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temporal usual ¢ é a aquela conhecida, para Schwarzschild.

=1 — 71" =4¢t-2MIn(r — 2M) -1

Em RT a coordenada (u) é do tipo tempo e funciona como um tempo-atrasado, que
caracteriza a evolu¢io do sistema. Entretanto, a relagdo que « guarda com a coordenada
r de modo a produzir uma coordenada temporal que folhela o espaco-tempo em hipersu-
perficies do tipo espaco, ndo estd definida a priori. Esta sé pode ser obtida dependendo da
solucdo particular do problema via equacdes de Einstein. Com este apelo podemos, grosso
modo, pensar no par (u,7) como as coordenadas de Eddington-Finkelstein atrasadas, para

a familia de RT.

2.3.1 A estrutura algébrica do tensor de Weyl na métrica de RT

A familia de métricas de RT ¢é algebricamente especial, do tipo II, segundo a classi-

ficagdo de Petrov. A estrutura genérica do tensor de Weyl &, neste caso, a seguinte:
Wapep = Napep/r + Illapep/t® + Ilapep/r® (2.56)

onde {Napep, 11lapcp, Ilapep} sio respectivamente tipos algébricos (N, II1,1T) de

Petrov.

Deste modo as equagdes, (1.50), que definem as diregdes nulas principals do associadas
ao tensor de Weyl,

'IL[A WB]CD[E '!LF] TLC ’ILD - 0,

admitem apenas trés solugdes distintas, sendo que uma delas possui multiplicidade dois. A

solucio que apresenta multiplicidade é aquela definida pelo vetor de onda:

k4 = 6 (2.57)
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enquanto que as outras duas, distintas, sio obtidas a partir da familia de vetores da forma:

nt = (cd,l,;(c-i- a’),—%(c—d)) (2.58)
onde,
e = =2Q/C +£./4Q2?/C? -3F/C
(2.59)
d = —2Q/C*£\/1Q**/C** —3F/C*

e os coeficientes complexos (@, C, F), sdo dados em termos de combinagdes das componentes

do tensor de Weyl do seguinte modo:

Q = V2P 4r? +iV2 P, [/4r?

O = =P {(Pou/Pu — (Py/ P} [2r +i P?(Poy/P), [+
(2.60)

+{(P2’\m)m *(Pz}‘y)y} /4T2 — 1 {Pz’\m.y +PPW}\U + PPB'A’-'} /2T2
F = B/

os dois vetores reais pertencentes a esta familia de vetores constituem assim as duas diregdes
nulas principais restantes do tensor de Weyl, para a métrica de RT. Note ainda que, na zona

de radiagio, isto é para r — oo, todos tendem ao vetor k4, dado em (2.57).

2.3.2 RT em regime perturbativo

Conforme ja indicamos anteriormente, intencionamos usar RT como modelo para descri-
¢io de sistemas isolados que irradiam ondas gravitacionais. Uma primeira indicagdo de que
isto pode ser feito consiste justamente nas solugdes linearizadas obtidas por Newman-Foster,
[7]. Estes autores perturbaram as equagdes de RT, (2.49), de modo que a solugdo de ordem
zero cortesponde a um espago-tempo de Schwarzschild, e a solugdo em primeira ordem de

perturbacio corresponde a uma verdadeira perturbagio da métrica de Schwarzschild de tipo
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algebricamente mais geral, com presenga de ondas gravitacionais.

Desta forma, vamos definir perturbagoes do tipo RT como perturbagoes das equagdes
(2.49). Nos casos discutidos neste trabalho, vamos verificar que as solugdes de ordem zero
e as solugdes perturbadas sdo, em geral, algebricamente distintas, as de ordem zero sendo
algebricamente mais restritas que as perturbadas. Além disso, o espago-tempo associado
a solugio perturbada pode sempre ser considerado como uma verdadeira perturbagio do
espaco-tempo de ordem zero, no sentido de que os invariantes de curvatura do primeiro caso

sao perturbacdes dos invariantes de curvatura do segundo.

Por exemplo, conforme chamamos atengdo na secgao (2.3), 2 solugdo de Schwarzschild
atrasada é uma subclasse de RT para a qual P(u,z,y) ¢ da forma (2.54). Assim uma

pequena perturbacio do tipo RT, em Schwarzschild corresponde i escolha,
P(u':m1 y) = Pl(u!ma y) PO(m:y) (261)

sendo P, dado por (2.54),e P; um termo de perturbagio. Desprezando termos da ordem
de P? nas equagdes (2.49), encontramos entdo a referida solugao linearizada de Newman.

Adiante discutiremos tal solugéo.

Em vista de discutir outras classes de solugbes das métricas de RT, estaremos mais
interessados em considerar a subclasse de RT na qual P(u,z,y) independe de uma das
coordenadas espaciais, y por exemplo. Iremos ainda explicitar o setor bidimensional (z,y)
em termos de coordenadas esféricas (6, ¢). Definindo:

_ 1 1 1—cos(f
z - 2 14cos(f

(2.62)

teremos,

(2.63)
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e o setor bidimensional (z,y) em (2.44) se escreverd como,

dz® + dy*) = ! (d6? + sin(6)? do*) (2.64)

1
do® = S
7 PZ sin(0)?

1
Pzl
Definindo uma nova funcdo € tal que,

Plu,8)" = Q(u,8)sin(8) (2.65)

teremos, neste sistema de coordenadas assim fixado, que a familia de Robinson-Trautman

serd caracterizada pelo elemento de linha,
dS* = V{u,r,8) du® + 2 dudr — r*Q*(d6? + sin(0)*d¢? ) (2.66)

onde

Viu,7,8) = AMu,8) + B(u)/r+ 2 r Q(u, 8),/Qu, 8) (2.67)

A base (2.45) fica agora restrita & forma:

r r

N° = du dhy = 6 —V/2s
1 _ I — 1
N = V/2du+dr ~ e = 61 (2.68)
2 = rQdo ef‘z) = (1/rQ) &,
| 8% = rsin(8)Q do { eE‘a) = (1/rsin(0)Q) 6%

As equagdes de Einstein, no vazio, (2.49), fornecem entdo as seguintes equagbes transfor-

madas para as fungdes restantes {A(w,8), B{u), (u,8)}:

A= Q_z{l —;ﬁﬁj(sin(ﬂ)%ﬁ)a}

B, +3BQ,/Q = —-07% (Xssin(f)), /(25in(F))

(2.69)
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Podemos, entéo, perturbar as equagdes de RT, (2.66), da seguinte forma:

O(u,0) = k&(0)(1 +ey(f) N(u))
Mu,80) = g(8) +ew(8) N(u) (2.70)
Blu) = x(u) +¢eZ(u)

onde & é um parametro pequeno. O correspondente elemento de linha sera,

dS* = {g +ewN+[x +€Z]/r +2 7y N} +
(2.71)

+2du dr — r?k% (1 + ey N ) (d6? + sin(8)?de? )

Deste modo, as equagdes de campo, (2.69) , impdem por separagao de varidveis, que:

0% - x(u) = -2Mp +cu (2.72)

e ainda,
Zu|N = by
0(e') — (2.73)
3X Nn/N +2Xu = 4y

onde (My, ¢, ap, bp) sd0 constantes. As equagdes de Finstein angulares restantes, em ordem

zero e um de ¢, serdo:

{sin(@)kg/k}g /sin(6) = 1 —g&?
0(e%) - (2.74)
{sin(f)gs}y /5in(f) = —2cx?
{sin(f)yg}y /sin(8) = - k% (w + 29 y)
o(e') — (2.75)

{sin(B)wa}, /sin(d) = —26%(bg + ao ¥)
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A natureza fisica da perturbagao

Ao introduzirmos as perturbagbes através das fungdes presentes na métrica podemos,
em principio, estar restringindo o tipo algébrico do tensor de Weyl para estas solugbes per-
turbadas do tipo (2.70). Se assim fosse o espago-tempo perturbado néo admitiria o mesmo
nimero de dire¢des nulas principais do tensor de Weyl que genericamente RT possui. Pode-
mos, entretanto, constatar que tais perturbacdes sdo do tipo RT, observando os escalares
associados 45 componentes do tensor de Weyl na base de tétradas. No atual sistema de

coordenadas, este possui as seguintes componentes ndo nulas:

Woror = ~—Waes = —2Woaa = —2Wosz = B/r?
Wowoz = —Woaza = ~Xg/ (2r%00) (2.76)
Woez = —Woeos = D(u,0)/r + Ay, )/7*
sendo,
A(w,8) = {Des —docotg(6) — 225}/ (407)

(2.77)
D(u,6)

{(%), - (%) cots( - ()"} /)

onde estamos assumindo a mesma base (2.68), no sistema de coordenadas definido em (2.62).

A contribuigio relevante em nossa discussao é a presenga ou ndo do setor radiativo do
tensor de Weyl, isto é, a presenga ou nao da fungdo D(u,0) acima. Usando entdo o esquema
de perturbagio (2.70) e usando que {x,g,y,w} satisfazem as equagGes angulares (2.74) e

(2.75), a quantidade D (u, ), terd a forma:

D(u,8) = —¢ %“ { (gy+ %’) K2 + yg (% + cotg(ﬁ))} + O(e?) (2.78)

Vemos, portanto que o espago-tempo resultante nio é radiativo em ordem zero, e a
estrutura algébrica do tensor de Weyl nesta ordem € menos geral que a do espago-tempo

genérico de RT. Quando consideramos a primeira ordem de perturba¢do, aparece entio o
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termo do tipo N de Petrov que “restaura” a estrutura algébrica genérica do tensor de Weyl

para a métrica de RT.

2.3.3 Condigoes de analiticidade e as solugdes para a métrica de RT.

As condicées de existéncia e unicidade das solugdes das equagbes de RT foram objeto
de grande interesse nos tltimos anos, principalmente nos trabalhos de Schmidt, [29], Ren-
dall, [30], Chrusciel e Sigleton, [31]. Tendo sido este problema inicialmente discutido por
Schmidt [29], este estabeleceu o teorema que garante a existéncia da solugdo da equagio de
RT em 52X (uo+ éu), para dados iniciais fornecidos sobre uma superficie 52 x ug, isto é, a
existéncia de solucio localmente no tempo. Tal discussdo, entretanto, depende fortemente
da hipétese de analiticidade das fungdes, assumidas €, as quais os valores inicials séo
fornecidos em S2 X ug. Neste contexto a solucdo obtida por Newman e Foster, [7], é a
solucdo das equactes de RT linearizadas sobre um espago nao perturbado de Schwarschild.
As contribuictes posteriores ao trabalho de Schmidt, dadas por estes autores, asseguram a
existéncia de solucdes globalmente para todo tempo positivo, convergindo assintoticamente
para Schwarzschild. Avaliaram também em que ordem C* estes espacos-tempos podem ser
extendidos através do horizonte de Schwarzschild, tendo sido mostrado que a extensdo nao
pode ser feita de modo analitico em geral. Segundo mostraram, o comportamento da con-
vergéncia das solugdes de RT para Schwarzschild ocorre para dados iniciais arbitrariamente
fortes (fora do regime linearizado das equagbes de RT) porém a suavidade dos dados inicials
permanece sendo um pressuposto bisico em tais resultados. Iremos aqui, entretanto, relaxar

tal hip6tese de analiticidade, encarando a familia de RT sob um outro ponto de vista.

Ao observar as equacdes de Einstein, (2.74) e {2.75), vemos que estas sdo invariantes pela
operacio de inversio § — 0 = 7 — 8. Isto significa que, se o par {k(f), g(6)} é solugdo de
(2.74), entdo o par {x(m —8),g(7— )} também o é. Tais pares de solugdes serdo, em geral,
singulares em 8 = 0 e § = 7. Entretanto, sempre podemos escolher as fungoes-solugio

de modo que sejam singulares em apenas um ponto (§ = 0 ou # = 7). Deste modo, se
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{x(8),9(8)} éuma solucdo singular apenas em § =, entdo {x{m — @), g(m — )} serd uma
solugio singular apenas em § = 0. Denotaremos, entdo, por {k7,97} o par de solugdes

que é singular em @ =7 epor {k7,g”} o par singularem 6 = 0.

Se tomarmos solugdes deste tipo para o sistema de equagdes (2.74), o sistema (2.75)
herdara as mesmas caracteristicas sendo o par {yT,w™}, associados as solugdes {x™,g"},
singular apenas em § =7 e o par {y~,w”}, associados as solugdes {k7,g"}, singular
apenas em @ = 0. Tais solucdes sdo, evidentemente, patoldgicas exibindo linhas de singu-
laridade quer em € = 0, quer em 6 =, e tornando dificil a interpreta¢io fisica de um

tal modelo.

Entretanto, como na regido equatorial ambos os conjuntos {+} e {—} sdo regulares
podemos ajustar as constantes de integragio de modo a “colar” continuamente, através de
8 = /2, os dois conjuntos de solugdes. Poderemos, deste modo, pensar nos conjuntos de
solugges {(x7,g91),(vT,wH)} e {{(x,97),(y~,w™)} como sendo os ramos de uma uUnica

solugdo, das equagdes de Einstein, continua para todo valor de 6.

{x7, gt, ¥y, wt} ,para 0 <@ <7wf2
‘{’{'3 g) y) w} = (2.79)
K7, 97,9y, w} ,para w/2<f <«

onde assumimos {sxt, g%, y*, wtix/2) ={x", g7, y~, w” }H7/2).

Evitamos, com tal procedimento, as linhas de singularidades nos polos, mas devemos
entretanto notar que pelo menos parte das fungdes em (2.79), apresentard descontinuidades
em alguma ordem de derivagio. Assim o prego a ser pago para evitarmos as linhas de
singularidade é o da perda de analiticidade das fungdes sobre as quails iremos fornecer os

dados iniciais a serem propagados pelas equagdes de RT.

Tal situacdo aponta a possibilidade de introduzirmos novas solugdes para a familia de
RT linearizada, através da quebra de analiticidade das fun¢Ges que serdo propagadas pelas

equagdes de RT. Evidentemente o apelo a uma solugio como esta, s6 podera se justificar se
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formos capazes de implementar alguma fisica nova e coerente no modelo.

Isto, de fato, poderd ser feito, como mostraremos no capitulo que segue, discutindo como
se dd a imersdo do plano equatorial de RT no espago-tempo-ambiente e as solugdes que dai

Surgirao.



Capitulo 3

Camada equatorial na métrica de

RT

3.1 O plano equatorial da familia de RT

Conforme indicamos na seccdo (2.3.3), o plano equatorial da subclasse de espagos-tempos
de RT 14 discutida, poderia ser tomado como superficie de jungdo para os ramos de eventuais
solugdes das equagdes de RT, com fungdes ndo analiticas. Solugdes desta natureza teriam que
ser entendidas atribuindo ao plano equatorial algum cardter fisico que tornasse justificivel a
sua condigdo de superficie privilegiada, através da qual duas classes, {fT, f}, de solugdes
do vazio com linhas de singularidades sio “coladas” através do plano para produzir uma

nova solugdo, F, continua e ndo singular. A questdo é, entao, como implementar isto?

Em outros contextos este é, certamente, um problema familiar. Sabemos que, em qual-
quer teoria fisica, é necessério implementar condi¢des de jung@o sobre os campos, ou poten-
ciais, quando estes atravessam uma interface entre dois meios. Fisicamente estas superficies

representam em geral distribuices da fonte dos campos em questao, e as condigdes de jungao

75
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sobre os campos nos fornecem vinculos adicionals, os quais os campos devem respeifar ao

atravessar a superficie em questdo.

Assim é que descrevemos, por exemplo, na teoria eletromagnética, como os campos se
comportam ao atravessarem uma superficie de separagdo entre dois meios dielétricos, postos
em contato. Neste contexto sabemos que as componentes normais dos vetores deslocamento
elétrico e campo magnético sofrem um salto descontinuo através da interface de separagéo
entre os meios, se densidades superficiais de carga (py) e corrente (7,) externas estiverem
al presentes, de modo que,

D:{ -Dp = py
ol -", = Je
do mesmo modo ocorrendo, se o5 dois meios sao o vazio (dielétricos com ¢ = gg) separados

em dois dominios por uma fina camada de carga e/ou corrente.

Nestes contextos estes problemas sao relativamente simples, pois estamos sempre traba-
lhando no espago plano, onde sempre hd um sistema de coordenadas global e bem definido,

a priori.

Na teoria da relatividade geral, contudo, este problema se torna mais delicado porque a
suavidade do potencial gravitacional, g,., é determinada nao somente pela suavidade das
condigoes fisicas, mas também pela suavidade do sistema de coordenadas que intencionamos
usar para descrever o espacgo-tempo, Em Schwarzschild, por exemplo, a superficie definida
pelo raio de Schwarzschild, » = 2m, é bem comportada fisicamente, embora a métrica
seja af singular no sistema de coordenadas esféricas usual. Temos assim que dispor de uma
ferramenta eficaz para que saibamos separar as descontinuidades que carregam informacgdes
da fisica do sistema em questio, daquelas que sdo descontinuidades espirias devido ao uso

de um “mau” sistema de coordenadas para descrever a superficie em questo.

E neste cendrio que se insere o formalismo originalmente desenvolvido por Lanczos, O’
Brien e Synge e Lichnerowicz, [12, 13, 14), no qual superficies de descontinuidade séo carac-

terizadas de um modo invariante, puramente geométrico, através da curvatura extrinseca
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associadas 3 tais superficies, Tal abordagem foi posteriormente colocada em seu formato
atual por Israel [15], e constitue a ferramenta adequada ao tratamento de problemas nos
quais o espago-tempo é constituido por dominios distintos, os quais podem ser interpretados
como partes de um mesmo sistema total, separado por uma fina camada material. Conforme
os trabalhos de Israel, é possivel definir um tensor momento-energia da camada, atraves
da curvatura extinseca da superficie que caracteriza a camada. Faremos, entdo, uso dos
conceitos desenvolvidos por estes autores para discutir a natureza da imersdo do plano

equatorial de RT no espago total e discutir que fisica poderia estar ai presente.

3.2 O tensor energia-momentum da camada

Conforme Israel, [15], podemos definir o tensor energia-momentum, para uma camada

como a descrita acima pela expressao,
’f,ab = [Kab]}: — Gab [ngKCd]g (31)

onde os indices {a,b,...} estio associados as coordenadas intrinsecas da superficie em

questao e

Kab = —é”(a) n“;y év(b) (3.2)

é a curvatura extrinseca associada & hipersuperficie. Os vetores {é(;)} contituem uma base
intrinseca da hipersuperficie em questio e o vetor n é o vetor unitario normal a mesma.

Este tensor assim definido é, por comstrucdo, identicamente conservade covariantemente

sobre a camada:

Ty = T% &4y + 5% T + TP 5% = 0 (3-3)

Inspecionando entdo a métrica de RT na forma (2.66) vemos que sobre a hipersuperficie
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(3)% : @ =7/2, podemos definir a seguinte base intrinseca:

s

S . pH 7 m
oy = S0y V/28
¢y = i
~ it ~ 57
Sy = 1 () &y
de modo que,
N® = e(OL dz* = du
N = e(ll dz# = V/2du+ dr
B3 = Blder = Qrdp

onde V =V{u,r) = V(u,r, 7/2), etc.

(3.4)

(3.5)

Esta base coincide com trés dos vetores de base em (2.68), a saber {e”(q),e* (1), e¥ ()},

tomadosem 6 =7/2.

O vetor normal unitédrio, a hipersuperficie (3] ¢ dado por,
o M - A 1
nt = —el, g = -1/ (Q 'r) 5(2)

onde ey éovetor A=2 em (2.68), tomadoem & = 7/2.

Assim, de acordo com (3.2), vemos que,

Koy = —Ft2a = —{7b2aly

Assim, as componentes ndo nulas de Kap, em (3.7), serao,

Koo = —Yozo = “%{%
K3z = —Hza3 = %{%(%&)}2

—~—
wRF
~—
H,_J
t

(3.6)

(3.7)

(3.8)



ou

2 we+{a(9)) e
(2 caa s {g(g)) 2a (3.9)

s AR

Deste modo, de acordo com (3.1), o tensor energia-momentum da superficie equatorial

sera,
Ty = — o [Vl, 888 + — [Q] (86 + 62 &) (3.11)
orQy U0 e rQz m e a
ou
- 1 1
ab  __ a b a ¢b a ¢b
T =~ [Val, & & + —= [, (5 68 + &3 6b) (3.12)

Lembrado entdo que V{u,r,0) estd definido por (2.67) teremos entdo que este tensor

energia-momentum serd composto das seguintes partes:

7 = Teh + 1) + 18, (3.13)
onde,
Tegh = 55 Del, & 8
¢ T o= -4 [(%)9]2 52 &b (3.14)
T = ks (), (636 + 6 &)
L “(3) L2 bls oYt 1 Yo

Temos agora que modelar este problema, encontrando qual fonte material poderia ser
responsavel por esta contribuicdo de energia e momentum, sobre o plano equatorial. [0} digno
de nota, entretanto, que até o presente momento néo estamos discutindo quais fungées tem
efetivamente primeiras derivadas descontinuas e/ou derivadas segundas mistas descontinuas,

através do plano equatorial, isto é, no temos ainda meios de avaliar a natureza particular da
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ndo analiticidade das funcdes (i,ﬂ). Ao discutirmos as solugdes particulares das equacgdes
de RT com funcdes ndo analiticas, veremos que, dependendo do caso, parte dos termos T(Czl)’,

em (3.14), podera estar ausente.

Antes de passarmos 3 identificagio da natureza fisica de cada contribuicao T(‘fi, vejamos
mais detalhadamente como se dio os balangos de emergia sobre a camada equatorial, no

sentido de averiguar de que modo estas partes interagem entre si.

3.3 Leis de conservacao.

Por construgdo, o tensor energia-momentum definido por (3.1) é intrinsecamente con-
servado, conforme (3.3). O mesmo nao é, em geral, verdade para as paries T(‘f)’, em (3.14).
A razio de termos separado o tensor energia-momentum na forma particular (3.13), estd
relacionada ao modo pelo qual a lei de conservagido opera entre estes termos no presente

caso. O caleulo explicito da divergéncia de cada termo, em (3.14), fornece,

Tthe = O
T(‘?E)) b = Iy (3.15)
| TG =
onde
it = ity ~ 5 [(3),), @19

Este resultado nos indica que existem pelo menos dois tipos de fonte material na camada,
as quais ndo estdo interagindo entre si. Uma responsivel pela contribuigdo T(“lb), que se
conserva separadamente, e a segunda responsavel pelas contribuigbes f‘(“zb) + T(“:,‘b), gue

também se conserva separadamente.
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3.4 A natureza material da camada.

3.4.1 Neutrinos radiais.

ab
A parte T(l)

apenas no plano equatorial. Vamos considerar a equagio de Dirac-Weyl na subvariedade

do tensor (3.12) pode ser modelada por neutrinos radiais, presentes

£ .9 = % do espago-tempo de RT.

A base (3.5) fornece uma triade natural de vetores (3.4) para expandir £(%). Nesta base

a equagio de Dirac-Weyl se escreve como,

iV = —iq° (ef‘a) 8, fra) W = 0 (3.17)
onde
Y
Y = (3.18)
Y
e
1 b e
I'y = ‘E"}’bca"}’ Y (319)

sio os coeficientes de Fock-Ivanenko.

Como estamos em base semi-nula, a métrica local de Minkowski se escreve como,

010
Glyp =110 0 (3.20)
00-1

e deste modo as matrizes de Dirac-Pauli,

{,,',a, ,yb} = @)yeb oy, (3.21)
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estardo em uma representacao singular, haja visto que nesta representagao,

(70)2 = (71)2 =0 (3.22)

Assumimos entdo a seguinte representagdo para as matrizes de Dirac-Pauli:

0 1
~7° \/5( )
0 0

i

1 0

10
0-1

Tomando entio a base (3.4) e expandindo entdo a equagdo (3.17) encontramos,

0 0
7 \/5( ) (3.23)

($2)y — SV (%a), +3 (= 2V -1V )¢ = 0
(3.24)

donde encontramos a seguinte solugio:

p (1 )
b= \ﬁ(o) (3.25)

onde b = b(u) éuma fun¢do arbitrdria de . A corrente associada a tais neutrinos,

= B = YOy (3.26)

é dada, no caso da solugio (3.25), por,

2 = — 67 3.27
7 r 1 ( )



— 83 -
Trata-se de uma corrente de neutrinos radiais saindo da regidc de campo forte, sobre a
camada, haja visto que esta corrente aponta na mesma dire¢do e sentido do vetor de base

) = £, definido em (3.4).

O tensor energia-momenium dos neutrinos radiais

O tensor energia-momentum dos neutrinos, é dado por,

Tab = i{"/})’(avb)" V(aKB‘Yb)Kb} (3.28)
onde,
va'[/) = e‘E‘a) (3;;15) - I‘a'!/)
(3.29)
Vo = efy (0u¥) +9Ta

Tomando entdo a base (3.4) bem como a solugdo (3.27), enconiramos o seguinte tensor

energia-momentum associado aos nevtrinos radiais:

bby, — b,b
Tap = 2:'(——?——) 62 67 (3.30)

ou

Tab = gt M/ ga b (3.31)

Comparando o tensor energia-momentum (3.31), acima, com T(alb) , em (3.14), vemos
que aquele setor do tensor momenium energia da camada pode ser modelado pela presencga

destes neutrinos radiais, que provocam o salto desconiinuo da primeira derivada da fungio
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A, 8), ao passar por # = /2. Teriamos entdo:

Pely, _ .z
T = =2 (B~ bub) (3.32)

3.4.2 Strings radiais.

Para modelar o setor T(‘gb) assumimos tratar-se de um gds de strings com densidade
de energia ps. Podemos usar o tratamento desenvolvido por Letelier, [21], para strings

cldssicos, e usar a seguinte prescrigio para o tensor de energia momentum a este associado,

iac ibc

N onde, %% = 5 (3.33)

j:mb = ps

O tensor 2% representa a cinemdtica do fluido e provém da lei de conservagao:
(ps5%) 5 1= (ps5%) 4 &y + 7% (055) + (psEY) 70 = 0 (3.30)
devendo satisfazer, ainda, a condi¢do de normalizagao,

59t B = 27 (3.35)

Devido a simetria da camada, assumimos que a Uinica componente ndo nula de et g
) q p
391 Deste modo, a partir da definigio (3.33), bem como da condigio de normalizagao, o

tensor energia momentum terd a forma,

T = ps V=7 (6560 +6368) (3.36)

Usando entio a lei de conservagdo, encontramos que,
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Po
N = 2 3.37
IZRY o (3.37)
onde py € uma constante.

Deste modo poderiamos modelar o setor 'f’&% por um gas de strings radiais que se

conservam. Neste caso, identificando (3.37) com o coeficiente de f’(":‘;b) em (3.14), viria,

L (3.38)

Q

Acontece, entretanto, que o tensor ﬁ(“;s, definido em (3.14), ndo é conservado em geral,
de acordo com (3.15). Deste modo, poderiamos modelar o setor f’(‘gb) por strings radiais

conservados somente se _‘;;'E‘S), em (3.16), fosse nulo na solugéo.

Outra possibilidade seria considerar que em geral, gés de strings também néo se conserva

de modo que a condigao (3.34) ¢é viola do seguinte modo:

(psZ®) = J&y = : [(%)3]2 &7 (3.39)

6
Neste caso, a dependéncia radial da quantidade pg+/—7 permanece a mesma de (3.37),

sendo agora dada por:

ps vy = Ll (3.40)

Com esta solugio acima para pg +/—7, o tensor (3.36) e f‘&f’), definido em (3.14}, sdo
entdo o mesmo objeto. O preco a pagar é neste caso, o de introduzir dissipagao no gas de

stTings.

O setor T(“zb), dado em (3.14), néo foi, por nds, modelado por algum tipo de fonte material

especifica, permanecendo com o “status” de um fluido genérico. Curioso, entretanto, notar
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que T(‘;’) corresponde a um tensor momentum energia de fluido nulo, havendo indicagoes de
que a sua presenca, na camada, estd intimamente ligada a presenca de radiacao gravitacional

no espago-tempo, como sugerem as solugdes que iremos exibir.



Capitulo 4

Solucoes de Robinson-Trautman

Conforme discutimos previamente dependendo dos requisitos de analiticidade das fungGes
angulares em RT, temos a possibilidade de introduzir classes de solugdes cujo conteddo fisico
é bastante distinto de um caso para outro. Discutiremos, entdo, neste capitulo algumas pos-
sibilidades de solucbes com fun¢des angulares regulares ou com a introdugio de uma camada

10 plano equatorial e a consequente quebra de analiticidade das funcdes angulares.

4.1 As solugcoes em ordem zero.

De acordo com o nosso esquema de perturbagio podemos separar as solugdes das
equagdes em ordem zero de &, dadas por (2.72) e (2.74), em duas classes: aquela cu-
jas solugdes angulares sio analiticas (¢ = 0) e aquelas cujas solugbes angulares sdc nao

analiticas (¢ # 0).

87
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4,1.1 Os modos com ¢ = (.

No caso ¢ = 0, se tomarmos o sub-espago (u, 7) = {(up, 7g) compacto, as fungdes-
solucio do sistema de equagées angulares, (2.74), poderdo, entdo, ser tomadas iguais a

unidade:

o(6) = K(6) =1 (4.1)

e ainda, de acordo com (2.72),

x(u) = —2Mo (4.2)

Deste modo as solugles em order zero serdoe, neste caso, Schwarschild ou Minkowski

(M, = 0).

4.1.2 Os modos com ¢ # 0.

Para o caso ¢ # 0, as fungdes-solucio do sistema de equagdes (2.74) serdo, em geral,
sigulares em # = {0,7}. Conforme discutimos anteriormente, podemos escolher fun¢des-
solu¢do que sejam regulares em 4 abrindo mio da analiticidade de tais solug¢des, o que
implica (fisicamente) em introduzir uma camada de matéria ()T :4 = 7- Assumindo que

as solugbes angulares de (2.74) sdo analiticas em ¢, temos entdo as seguintes solugbes para

¢ pequeno:
g(0)* = 1+ e{-1 +2A(6)%}
(4.3)
(R2(BNE = 1 —2c A(B)F
e onde,
/_\(9):‘: = In(1% cos(f)) (4.4)

O par {g7(8),x1(#)} descreve a regido 0 < # < I, enquanto que o par {g~(4),x (8)}

descreve a regidfo 7 < § < w. Ambos os ramos da solugdo se “colam” no plano equatorial



— 8O -

de modo que a métrica seja continua através do plano equatorial, isto e,

g+(8) s = ¢7(8) s K+(8) s = &7(0) |5 (4.5)

As primeiras derivadas de tais fungdes ndo podem ser descritas por fungdes continuas.

O caleulo explicito sobre cada ramo de {g%(8), x*(8)}, dadas em (4.3), fornece:

(96]; = [(")ely = —4c (4.6)

Deste modo, introduzimos a camada material cujo tensor momentum energia estard as-
sociado as descontinuidades das fungdes acima. Podemos avaliar qual é o conteddo material

desta camada em ordem zerc de ¢, tomando as expressdes obtidas em (3.14), que fornecerao

o seguinte:
Ha [99] o
TE = -2 6 8 +0(e) (4.7)
T, = O(e) (4.8)
a [K'G]E a o
T = — (60 68 + 62 88) +0(e) (4.9)

Deste modo a camada material fica modelada por neutrinos radiais, através da identi-
ficacio de (4.7) com (3.31), e por strings radiais, através da identificagdo de (4.9) com (3.36).
Ambos se conservam identicamente, separadamente, e ndo ha radiagio gravitacional nesta

ordem, no modelo, de acorde com (2.78).
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4.2 Solucoes em primeira ordem.

4.2.1 A solugao de Foster-Newman.

A familia de RT fornece um bom guia para tratarmos de perturbacdes da solugio
atrasada de Schwarzchild, de mode que o sistema irradie ondas gravitacionais formando um
horizonte aparente assinteticamente. Para isto consideremos a métrica de RT perturbada,
na forma de (2.71). Tomando entdo a solugdo de Schwarschild come solu¢do do sistema

em ordem zero, de acordo com (4.1) e (4.2), teremos que o espago-tempo perturbado é da

forma:
dS? = {l tewN +[-2Mp +eZ(uw)]/r + 2 r yN,}du? +

(4.10)

12du dr — r2[1 + ey N (d6? + sin{0)2de? )

As equagoes de Einstein restantes, serdo dadas por (2.73),
—6Mp Ny/N = ag N = Ny exp(—aou/6Mp)
=
Zu/N = bo Z = Zo - (6bgM0/a.0) No exp(—agu/GMg)

(4.11)

onde {ap, Mo # 0) e as constantes (Np, Zp) dependem das condigdes iniciais do problema

que serdo discutidas adiante.

As equagdes angulares, (2.75), seréo,

yge + ye cotg(l) +2y+w = 0
(4.12)

weg + we cotg(0) +2a0y +2bp = 0

Assumindo novamente a regularidade destas fungdes em & poderemos tomar solugdes
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na forma de superposicdes de polinémios de Legendre. Teremos, entdo, a solugdo dada por,

w o= Z wy y = Z U (4.13)

i>2 1>2
onde, ,
a = a = 21+ 1)/2) (1 +1)/2-1]
Cwp = 2bs/a; + wl Pycos(8)) (4.14)
L w = —bo/ar + [I(I+1)/2a)] w] Pyfcos(6))

onde a condigio ag # 0 introduz um limite inferior para os autovalores, {, associados aos

polinémios de Legendre desta solugio, de modo que [ > 2.

Solugoes deste tipo podem ser obtidas para o caso em que as fungdes originais {A(u, )}
e {Q(u,0)} dependem do angulo azimutal ¢, seguindo entdio o mesmo esquema de per-

turbacio usado em (2.70),com g = k =1 e x(u)= —2M:

Qu,0,6) = 1 +ey(d,¢) N(u)
Au,8,0) = 1 +ew(b,¢) N(u)
B(u) = -2M, +¢ Z(u)

A solugdo assim obtida consistiria fundamentalmente em substituirmos na solugao an-
terior P, — Yi,,. Esta solugio com dependéncia azimutal é aquela obtida originalmente

por Foster e Newman, [7].

4.2.2 Perturbacgiao na camada equatorial.

Discutiremos as solugdes perturbadas, em ordem um de ¢, a partir da solugdo com
camada no plano equatorial, j4 discutida em ordem zero de ¢, da secgdo (4.1.2). Para

discutirmos este caso tomemos a expressdo do tensor energia momentum de Israel, previ-
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amente exibido em (3.14), no regime perturbative de RT. De acordo com (3.14) e (2.70),

teremos em geral,

- o [g6] [wel, —wloel,p |
oy = —{ o te N { oo } 61 67 +0(c?) (4.15)
T - e N5 5 6t 4 O(e) (e.10

- [%s] K [ys), — 9 [Ke] . i
TE) z{ 2 € N{ —- . (6 & + 6785) +0(?) (4.17)

Notemos que no esquema perturbativo, o primeiro termo T(“zb) jaé deordem e. Passemos

entdo a discussdo da solugio do sistema.

Temos agora a determinar, de acordo com (2.73) e (2.75), duas fungdes (N, Z), fungdes
de u, e duas funcdes angulares (w,y), que dependem das solugdes em ordem zero (k, g), de

acordo com,

Yo,6 + Yocotg(8) = -~ K*(w +29y)
(4.18)

wge + wgeotg(d) = —2x%(bg +agy)

Assumindo que as fungdes (x,g) sio dadas por (4.3), temos entdo as seguintes solugdes

para o par {y,w), para ¢ pequeno:

y(0)F = —cby (1/2+ A(0)F) w(@)* = 2c¢by A()F (4.19)

bo = ¢bo ap = ¢ ao, (4.20)
sendo (bg,dg) parametros indeterminados e AT definida por (4.4).

Nesta solugio, todas as fungdes angulares (x,g,¥,w) apresentam descontinuidade nas
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primeiras derivadas, proporcionais 4 descontinuidade [Agl,. Sendo assim, modelamos os
setores T(”;!’), dado em (4.15), e f’(‘;’), dado em (4.17), por neutrinos e strings respectivamente.
Neste caso, entretanto, conforme mencionamos no capitulo (3) os strings nido podem se
conservar, trocando corrente com o setor descrito por ff*(“zb), dado em (4.16), e que agora esta

presente, em razio de termos [y, # 0.

A presenca de radiagio gravitacional neste modelo, de acordo com (2.78), dependera

exclusivamente de N(u) depender, de fato, de u. Observando a equagdo (2.73) teremos,

neste caso:
Zu = [ BO N
(4.21)
3x(u) Nu/N = c(ag—2)
onde x(u) édadaem (2.72).
Deste modo, hi ondas gravitacionais no modelo para & # 2.
Se &, = 2, este serd um modelo essencialmente igual ao modelo com camada de

matéria, sem radiacio gravitacional, discutido anteriormente na secgio (4.1.2), em ordem
zero de ¢. Nestes modelos sem radiatiacio gravitacional, novamente o setor moedelado por

strings, dado por f’(‘g’), se Conserva e o setor T(“zb), dado em (4.16), novamente desaparece.

Deste modo, embora nao tenhamos obtido sucesso em modelar o setor T(“Zb), vemos que
este é o responsavel, nestes modelos, por introduzir tanto dissipagdo no setor de strings da
camada quanto ondas gravitacionais no espago-tempa. E a preseng¢a da corrente de troca

entre os strings e o setor f’("z") que pramove o comportamento radiativo do espago-tempo.

4.2.3 Perturbacao tipo RT em Minkowski

H3i nestes modelos uma situagio particular, para a qual chamamos agora a atengao.

Assumindo como solugio em ordem zero de € o espago-tempo de Minkowski,

c =My =0 = x(u)=0, Kk = g =1 (4.22)
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O elemento do linha (2.71) corresponderd a perturbagdes do tipo RT, sobre o espago de

Minkowski.

Vamos entretanto, tomar este caso com respeito ao tempo adiantado em vez de retar-

dado. Isto equivale a fazer % — —u no elemento de linha {2.71) que agora se escreve

COImao:

d5? = {1 tewN teZ(u)/r -2 ryN,}du? +
(4.23)

—~2du dr — r2{1 + ey N)? (d6? + sin(0)?d¢? )

Podemos considerar que, neste caso, a perturbacio € devida a presenga da camada em

ordem um de &. De acordo com (2.73) e {2.75), as equagdes perturbadas sdo agora:

Zy[N = bo (4.24)
{sin(0)ye}y /sin(8) = - (w +2y)
(4.25)
{sin(@)wg}y /sin(f#) = —2bo

Temos agora uma situagao na qual a fungdo N(u) é arbitraria, sendo tipo fungéo
informacgdo do sistema. Quanto ao setor angular podemos tomar novamente funcdes néo

analiticas como solugdes das equagdes (4.25), dadas por,

w(0)F = by + 2bpA(0)F y(0)F = by — by A(O) (4.26)
onde A% estd definida em (4.4).

Temos, deste modo, uma camada em ordem um de ¢ na qual o pardmetro b; estard
associado & quantidades intrinsecas a camada (analogamente ao papel de ¢ na solugdo em

ordem zero vista anteriormente), através das quantidades.

[wely = —2[vely = —4bo (4.27)
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Usando a base de tétradas exibida em (4.2.4), temos que o tensor energia-momentum da

camada é agora dado por,

ft [wﬂ} a
T(lbj =—¢N 2?2 52 + 0(€?) (4.28)
T = € Nu [val, 63 88 +0(e?) (4.29)
- Yol [ eu .
T = n! T]E (5 & + & &) + o) (4.30)

O setor T(”‘lbj permanesse identicamente conservado, sendo modelado pelos neutrinos, que
agora entram através da camada. O cdlculo da corrente de neutrinos fornece, formalmente,
o mesmo resultado (3.27):
3% = 26 88 (4.31)
T
Entretanto, de acordo com (A.3) o vetor de base €y = —% entra através da camada.

Deste modo, como dissemos, os neutrinos entram através da camada. Assim o setor T(“Ib)

fica modelado por neutrinos através da identificagdo de (4.28) com (3.31).

O setor T&% pode ainda ser modelado por um gds ndo conservativo de strings radiais,

identificando (4.30) com (3.36).

Novamente vemos que a presenga do setor N(“;’J, nesta solugdo, esta unicamente associada
& presenca de ondas gravitacionais no espago-tempo (N, # 0), de acordo com (2.78). Nova-
mente é a presenga da corrente de troca entre os strings e o setor H(‘zb) o fator responsdvel

pelo comportamento radiative do espago-tempo.

Chamamos finalmente aten¢do para o seguinte aspecto presente neste modelo: o termo
de massa, ¢Z(u)/r, presente na métrica (4.23), esta relacionado & fungdo arbitréria N(u),
de acordo com a equagdo (4.24). Como a fun¢do N(u) é arbitraria podemos tomé-la como
sendo uma fungdo €', de suporte compacto, que represente um tnico “pulso”, durante o

intervalo —é < u < §, onde § é uma quantidade positiva. Por exemplo N(u) poderia ser
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da forma:
exp{—8%/ [6* —w?|} ,para |u|<§
N(u) = (4.32)
0 ,patra |u|l>§
Deste modo, de acordo com (4.24), a fungdo Z(u) cresce a partir de zero, em u = —§,

estabilizando-se em um valor constante para u > §. Ainda, a equagido para o horizonte

aparente V(u,r,8) = 0, fornece:

)
r o= —¢ Z(u)+ O(?) = e bof_éN(u)du + 0(%)

Assim, vemos que para u > § forma-se um horizonte aparente cujo raio é dado pelo
valor final, constante, da fungdo Z(u > §). Este raio serd uma quantidade positiva se a

constante by for negativa.

4.2.4 Consideragoes finais.

De acordo com os resultados apresentados, as solugbes de espacos-tempos tipo RT,
radiativos, com camada de matéria no plano equatorial sempre apresentam o termo f'(“zb),
dado em (3.14). Queremos aqui discutir se tal propriedade é intrinseca acs modos radiativos

com camada ou nao.

Para tal propdsito, assumimos como solugdo em ordem zero de ¢ aquela da camada,
sem radiagao gravitacional no espago-tempo, vista na secgiio (4.1.2), caracterizada pelo par
de fungdes angulares (x%,¢*), dadas em (4.3). Dai, entdo, discutiremos a estrutura das

equagdes em ordem um de ¢, dadas por (2.75).

Um aspecto que devemos antes salientar é o seguinte: observando as expressdes para
para o tensor energia momentum da camada em ordem um de ¢, dadas em (4.15), (4.16)
e (4.17), esperamos que as descontinuidades associadas as primeiras derivadas de quaisquer

das fun¢des do problema sejam finitas. Caso contrdrio nio poderiamos interpretar (3% :
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¢ = % comouma fina camada material (haveriam densidades infinitas). De fato, tanto nas
solugbes de ordem zero (4.3), de ordem um em (4.19), ou ainda em (4.26), anteriormente
apresentadas, as descontinuidades nas primeiras derivadas sdo constantes. Deste modo,
assumimos que os saltos descontinuos das primeiras derivadas de quaisquer fungoes-solugao

do tipo camada fina sdo finitos.

Tomemos, entdo, agora as equagdes para (y, w), dadas em (2.75):

yos + yecotg(0) = — (&%) (w +2(¢F) y)
(4.33)

wep + weeotg(d) = ~2(x*)’ (b + a0 ¥)
onde (x*,g%) sdo, como dissemos, as solugdes (4.3).

Tomando-se a descontinuidade do par de equagbes (4.33), através do plano equatorial,
usando o fato de que (k,g,y,w) sdo continuas através desta superficie, e que as eventuais

descontinnidades das primeiras derivadas de quaisquer das fungdes sejam finitas, vemos que,
lvesl, = lwegl, = 0 (4.34)
e, deste modo, podemos ter as situagdes:

e Embora as funges angulares (y, w) ndo apresentem descontinuidades em suas segun-
das derivadas, estas podem apresenta-las em primeiras derivadas. De fato, este é

justamente o caso das soluges exibidas em (4.19).

e Suponhamos que existam solugdes para as quals as fungdes (y, w) tenham primeiras
derivadas continuas. Neste caso, de acordo com (4.34), estas serdo automaticamente
continuas alé segunda ordem de derivagdo. Entretanto, derivando o sistema (4.33)
em ¢ e tomando-lhe a descontinuidade, vemos que (lva6,4]5,[ws6,6]5) sdo propor-
cionais a ([kg)y, 965 )- Deste modo, em tais solugdes, o par (y, w) apresentaria descon-
tinuidade apenas a partir das terceiras derivadas, ndo contribuindo para a camada.

Consequentemente, a camada material equatorial, associada a uma solugio com tais
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caracteristicas, ndo apresentaria o sefor f’(“;’), dado em (4.16), haja visto que terfamos

[ve]; = 0, na ordem de perturbagdo considerada.

Neste caso, a camada seria modelada exclusivamente por neutrinos radiais e strings
radiais mesmo com a presenga de ondas gravitacionais. O tensor momentum-energia

para esta camada seria, de acordo com (4.15), (4.16) e (4.17),

Tah = —(1 —¢ yN){[gi]:}eif & +0(e?) (4.35)
T, = 0(®) (4.36)
Te = (1 —¢ yN){[:Z]:}(ag 6 + 67 6) +0(e?) (4.37)

Deste modo setor T(“lb), dado em (4.35) poderia ser modelado por neutrinos radiais,
de acordo com (3.31), enquanto que o setor (4.37) poderia ser modelado por strings

radiais, de acordo com (3.36).

Esta é uma situagao, conforme chamamos atengio no capitulo (3), na qual os strings
nao se conservariam em geral. Entretanto devido a natureza particular destas possiveis
solugdes que estamos aqui discutindo ([yg], = 0), a dissipagdo seria uma quantidade
em O(e?) e, portanto, o gés de strings seria conservado até a ordem de validade
da solugdo. Embora ndo tenhamos exibido uma solugdo com tais caracteristicas, o
sistema poderia em principio apresentar tal comportamento que é compativel com as

equagdes do problema.

Finalmente sumarizamos em uma tabela as solucdes aqui exibidas das equacdes de RT,

perturbadas em ¢, dependendo das fungbes solugio serem C° ou C*:

0(e%) c= Cc°
Minkowski | Schwarzschild || Schwarzschild 4 camada
O(eh) ce c= c°
camada + rad.grav. | Foster-Newman camada + rad.grav.




Conclusao

Consideramos que as propriedades “naturais” do campo gravitacional, que permitem es-
tabelecer uma noc¢ao formalmente precisa de radiagdo gravitacional sdo aquelas apresentadas
no presente trabalho, em perfeita analogia com as propriedades do campo de radiagao eletro-
magnético. Nio intencionamos, entretanto, sugerir que tais ferramentas permitam esgotar

o cenario que a teoria da Relatividade Geral tem a fornecer sobre a radiagdo gravitacional.

Nas abordagens de Bondi-Sachs um grande avango na compreensao dos processos de
emissao de radiagdo gravitacional por fontes espacialmente localizadas foi alcangado. En-
tretanto, jamais se exibiu, tanto quanto sabemos, alguma métrica que seja solugdo exata das
equagdes de Finstein no vazio, que seja algebricamente geral e que exiba o comportamento
do “Peeling-off”. Tal abordagem permanece, deste modo, assentada sobre as expanstes
em poténcias inversas, no parametro afim radial nulo (ou na distancia de luminosidade),
do tensor de curvatura e das equagbes de campo, que nos permite obter informacgoes do
sisterna apenas em carater aproximado, através da expansdo multipolar. Além disto, ha
outros aspectos da questdo que ndo estdo naturalmente contemplados em tal abordagem

como o problema da energia carregada pelas ondas.

Fisicamente, qualquer fenémeno radiativo estd ligado a algum processo de transporte de
energia. Na teoria da Relatividade Geral, entretanto, torna-se dificil tratar conceitnalmente
o problema da radiacio gravitacional sob esta pespectiva, devido a falta de disponibilidade

de um tensor energia-momentumn para a gravitagdo. Tal dificuldade é bem conhecida e

99
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sua crigem reside na natureza intima dos processos gravitacionais regidos pelo principio da
equivaléncia. Entretanto, certos autores abordaram o problema da radiagio gravitacional
justamente por este prisma, remetendo-o ao problema de definir um tensor {(ou pseudo-
tensor) de energia-momentum para o campo gravitacional e, a partir disto, definir o nogéao
de radiagdo gravitacional. Embora estes aspectos do problema néao tenham sido discutidos
por ndés no presente trabalho, hd extensa literatura seguindo esta linha de abordagem como

podemos encontrar, por exemplo, em Zakharov, [34].

Acreditamos que um cenario plenamente satisfatério para discussdo do problema da ra-
diagdo gravitacional seria aquele que contemplasse em um mesmo formalismo as diversas
propriedades esperadas das ondas gravitacionais {(estar associada ao tensor de Weyl tipo-N,
corresponder a algum processo de transporte de “energia gravitacional” bem definido e,
ainda, exibir a natureza quadrupolar do potencial gravitacional, em algum sistema de coor-
denadas convenientemente definido, como prevé a teoria linearizada) ou, alternativamente,
que nos permitisse eventualmente assegurar o carater espirio de alguns dos resultados co-
nhecidos. Deste modo, aspectos um tanto desconexos, obtidos por abordagens distintas,
convergiriam para um mesmo cendrio, tornando conceitualmente sélida, sob os varios as-

pectos do problema, a nogio de radia¢io no contexto da teoria da Relatividade Geral.

Neste sentido, acreditamos que a obtengio de solugbes exatas permanece como uma
etapa importante na compreensio dos processos radiativos gravitacionals. Com efeito tais
solucoes permitiriam “conectar” os diversos aspectos do problema, fornecendo um modelo
concreto que enriquecesse nossa intuicdo sobre o que esperar do comportamento radiativo
do campo gravitacional segundo a Relatividade Geral. A énfase dada, neste trabalho, ao

espago-tempo de Robinson-Trautman foi norteada por esta perspectiva.

De acordo com os resultados obtidos, vimos que ¢ mecanismo de extragio de massa,
por emissio de radiagio gravitacional, aparece naturalmente na dindmica destes modelos.
Devemos, entretanto, chamar atengiao para um iltimo aspecto: sempre que nos referimos a
“massa dependente do tempo”, no decorrer da discussdo em Robinson-Trautman, tinhamos

em mente o termo em O(r~!) presente em goo. Poder-se-ia argumentar que tal nogdo
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de massa nio é suficientemente precisa, principalmente se levarmos em conta o calibre
temporal, presente em Robinson-Trautman, de acordo com (2.51) e (2.52), que permite
torna;r a fungio B(u), presente em (2.67), uma constante. Entretanto se observarmos
os escalares associados as componentes do tensor de Weyl, dados em (2.76), vemos que os
“termos de massa”, em O(r™*), permanecem dependentes do tempo mesmo quando fazemos
B(u) — By, pelo uso do calibre temporal. Esta é, deste modo, a motivagdo para atribuirmos
uma massa dependente do tempo a0 espago-tempo de Robinson-Trautman, sendo o uso do
calibre temporal uma mera questio de op¢do. Diante disto, optamos por ndo fazer uso do
calibre B(u) — By nos modelos, por nds, apresentados. Entretanto, esta discussdo coloca a
questdo de como definir uma nogfo invariante de massa para o espago-tempo de Robinson-
Trautman. Acreditamos que a estrutura das equacdes de campo, conforme (2.69), bem
como a forma dos escalares associados as componentes do tensor de Weyl, dados em (2.76),
sugerem como defini¢io para funcdo de massa, invariante pelo calibre (2.51), a seguinte

quantidade:
M(u,8) = _% B(w) Q(u, 6)°

Deste modo aqueles escalares associados as componentes do tensor de Weyl que sdo

termos de massa, se escrevem, de acordo com (2.76), como:

M(u, 6
Woior = —Waazza = —2Wog1a = —2Woaiz = —2%
onde ¥ = r §]l éo novo parametro de distdncia, também invariante pela trasformacio de

calibre (2.51).



Apéndice A : Objetos relacionados

a métrica de RT

A métrica de Robinson-Trautann sem dependéncia azimutal é aquela usada na discussdo
das solugdes com camada. Deste modo exibimos aqui as expressdes dos objetos geométricos
para estes espagos-tempos na base (2.68), no sistema de coordenadas (u, 7,8, ¢), definido em
(2.62). Para efeito da discuss@o da solugéo com neutrinos entrando, radialmente, através da
camada, exibiremos de forma conjunta os casos retardado (no qual aparece o termo +dudr

na métrica) e adiantado (—dudr).
dS? = V(u,r,8) du’® £ 2 dudr — r2Q%(d? + sin(6)*d¢?* ) (A.1)

onde,
L,

- (A.2)

Viu,r0) = VE = Xu,8) + B(w)/r + 2r
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As bases associadas aos casos {1} podem ser dadas, respectivamente por:

’

oy = 8 F(/2r) VEE
NO = du
m = 1
N' = VE2 dud dr co 1
| N (A%
2 = rQde ‘o 7 YNE
L T sin(#) ¢ e#(3) = 1/(rSsin(8)) 8%

As equagOes de RT ficam escritas, conforme a escolha do sinal {1}, como,

A o= 2 {1 _ﬁ(sin(g)%i)a}

+B, +3B,/Q = Q72 (Agsin(6)), /(2sin(6))

Os Yabe

Os coeficientes de Rotagido de Ricci ndo nulos sdo dados, nesta base, por,
Yoo = £VE/2

n Y22 = &lfr
Yoo = V /(2r§)
y Yizs = &l/r (A.5)
Yoz22 — Qu/ﬂ :F Vi/g'f

yo3z = Qg/(r1%) + cotg(6)/(rN))
Yozz = /0 FVEH/2r
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O tensor momentum-energia da camada.

Inspecionando a base (A.3) vemos que a base intriseca da camada G)n .0 =7/2 pode

ser dada por,

.

o = (1, 7VE/2r0
_ (0) 1:F 3
N = du ( )
B = VE2dutdr =>{ ¢ = (0,£10) (A.6)
_—_— - ) ;
g = r{ d¢ et (3) = (0,0, 1/(7‘9))
onde [ = {F}s

Inspecionando (A.5) vemos que a curvatura extrinseca & hipersuperficie )z,
Ko = *'Yb2a|z: (AT)

é dada por:

1 1 2
_ + _J__*r oyt 00+ 308 303
Kap = Ky _{ (] Vg 8,6, ol 585 }2 (A.8)

Deste modo Tap = [Kap] — gap [K], fornece,

1 1 2
trpab _ ) 41 pagh 4 k8 (a b)
. { o VE 8 - o [ 2 6 8 } (A.9)

Observando que V* estd dado em (A.2), vemos que as partes constituintes do tensor

momentum-energia, analogamente ao que foi feito no capitulo (3), serao:

’

T = T8 = —3%% D), o5 68
{ *qab . yrqiab q:l {(ﬂu)] ga b (A 10)
(2) TF) T Ta [\ jy), 1% ‘

| TE = TR = L [0, (66 + 67 6h)
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e, deste modo, apenas o setor f’(“;’} é afetado pelo sinal {£}.



Apéndice B : Objetos relacionados

a meétrica de Bondi

Conforme ja foi exibido no capitulo (2), assumimos uma base de tétradas semi-nula para

a métrica de Bondi, tal que:

e dada por,

4

NO
Nl
92

93

Y

sendo {V,83,N,U} sdo fungdes de (u,r,8).

dS% = a2NO N! —

du.
Vel j2r du+ P dr
reM (df — U du)

rsin(f) e~ N do

escalares geométricos:

\
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(6% - (6*)? (B.1)
)
e“(o) = &5 —V/2r 6 +U &
e“(l) = e B 64
H N (o (B.2)
o) = e [r 65
eﬂ(a) = eV /rsin(8) 64

Deste modo teremos, nesta base, os seguintes



Os Ca.bc

Coo

Cop2

Cao2

C303

Coi2

0212

C’1313

C323
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1V, 1V 1Vg4
ar 27 g g Pl
1 Ve
2 72N
1V 1VAHN,

U9+UN3+Nu“§T7“§T

1V 1VN, Ucos(8)
Hu 2r2+2 7 sin( 8 ) ~U N
Be
relV
L+Nr
eBr  €F
1w,
eBr of
cos( @) Ng

reNsin(8) reN

(B.3)
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Os Yabe

Os coeficientes de Rotac8o de Ricci nio nulos sio dados, nesta base, por,

V 8.

1
S A — B, - B U
“Yo10 5 T 2r2+2 . Bu — Bs
_ lU,TeN 1 Be
Tz = 5T 2 reN
B lU,reNJrl By
T2l T 5T B 2 reN
1 B 1 U, reV
M0 F LN T 2T P
_ 1%
Yoo — o 72N
< (B.4)
1V 1VN
Yooz = Up+UNg+ Ny —: 5 — o ——
2 r 2 r
1V 1VN, Ucos(8)
= “Ny—5—=+5 - -UN
o33 272 2 7 sin( 9) U Ne
1N,
Yizz = Br B
- 1 N
Y133 = eﬁ'r e'B
B cos( #) Ng
T3 = relsin(g) reV

Os Ry

As componentes nio nulas do tensor de Ricci sio, divididas em quatro grupos de

equacdes, que ficam caracterizadas nesta base do seguinte modo:

As equagdes de Superficie

NT2 ﬁf

(e5)2+2r(e5)2 (B.5)

Ryy=-2
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Ry = lreNU,|, + (9 eV wlvr-eN)BT reV N, Ut
2 (ef)? (#)2 2 (eB)2  (ef)?
ﬁr,a ﬂa

1 cos( 8) N, Nag N,
2eBrelN  eBplelN

BreVsin(d) ~eBrel

Nr,ﬂ
E'B T eN

(B.6)

v, 1r2(eN)2y,2
1 1 s T T
Ry + 3Rz = Y + i (B )2

lcos(ﬁ)Ur
2 eBsin(h)
9 Ucos(f) _EU,,,&__2 Us

refsin(@) 2 ef

ref
1 1
+ e W (—1 + Eﬁe,e + 4—ﬁ32 — Ngg +2 Ng*+

_Neﬁg_l_iﬁgcos(ﬁ) Ngcos(8)

2 sin(d) ° sin(6) )/Tz

Estas trés primeiras equagbes tem por solugées formais as respectivas integrais:

B = b(u,8) + fN,zrdr

B
€
U = I{u,6) +A(u,9)/mdr
(B.9)
& [ (2N,a—4N,Na+4Mﬁre+zﬁ") d
’ sin( 0) ’ T i
' (eN )2 78
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1 Bgcos(8)
sin( &)

Vv = —2M(u,9)-/eﬁ( 1+ - ﬁsa+ ﬁe — Nog + 2 Ny ~ Nefe + 5
B NaCOS(G)) vy, L (N 2T2 ( Ucos(8) )
S (0} /(e . T\ ey 2
1 1 Uy cos(8)
2 —— ———
T ( 27 5 Toin(9) )dr

(B.10)

onde, {M,},1,b} sdo funcdes de integragdo que independem da varigvel radial, r. Deste

modo, dada a fungio N(u,r,8), poderfamos determinar B(u,r,6)através da integral (B.8),

a menos da fungdo de integragdo b(u,8). De posse do par (N, ) passamos i integral (B.9) e

determinamos U(wu,r,4) a menos das fun¢es de integragio (A,!), funcdes de (u,8) apenas.

Conhecidas entao (N, 3, U), obtemos a expressio para a ultima funcio a trés varigveis do

problema, que ¢ a fungio V(u,r,8), através de (B.10). As equagBes restantes fonecerio

entdo vinculos adicionais sobre as fungdes de integragdo a duas varidveis restantes, bem

como a dindmica a qual estdo sujeitas.

Deste modo, o conjunto restante das equages de Eintein ¢ dado pelo seguinte.

A equagio dindmica

R B 1 Vi N. V., VN, 9 New cos(8)U, 9 UN,g
BT (&N )2 T p2eP e T ef eBsin(8) = of
_UTNE_ COS(G)ﬁB Nﬂﬁﬂ _2Nu _QUNa VNr,r
eﬁ 7'2( ) 5111( ) (eN )2 Teﬁ 'reﬁ 'J"e"f3 (B 1 )
A1
Ucos(8) N, Ucos(8) cos( 8 ) Ng Ng®
reBsin(d)  eBsin(4) 2 (eN )2sin(6) T2 (eN)2

Ug Nr Ue N6,6
T e ef r2(elV)2
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As condicgbes suplementares

R o= Nus U 1 Vep 1By 1 Voo 17Uy 1Vl
92 7 peN T peN T 992N T 95N g p3eN T 97 OB 2 r2el

reN U, Uy L1 reMN B, U, L1 VU, 1V,
el 2 ef 4 el 4 p2eN

1NV, U, l'reNUU,.,e 1Uﬁ9,g+£reNUﬁgU,.

4 ef 2 ef 9 relN 2 ef
1eY VN, U, reNUNgU, l'reNUcos(B)U,.

2 ef e 2 sin( 6 ) e?
1 Ucos(8) fg SUCOS(H)NQ 2Nucos(6) cos( )V N,

2 rsin(f)eV rsin(6)eN rsin(6)e¥  r2sin(f)eN

0 N*U G No Ny NoVN, VoN, 1VN.p UDNog

relV rel r2elN r2eN 2 p2N relV
re N, U, N NV, *1 V Be
ef ref 2 r3elN

1VUs 1 VgBse® 1UgVﬁ,+UgVNT_UU9cos(6)
2 7 273(eN )2 2 T r sin( )
VU cos(6) VN Ucos(0) V N. U Ny

ROO =

1
2 rsin( ) rsin( #) T
wV N,
e LSOy BV,
75 T
N, Ucos(f) Vage® Ng 3 Ucos(8)V 2U2cos(6')Ng
sin( 6) m(eN) 2 r25in(d) sin( 6)

Ucos(8)Bu  UPcos(6)Bs 1 Ucos(8)VE VBU

sin( 6) sin(6) 2  rsin(@) 72

1 Vege? 1 VgePcos(8) 1V2E, VB, 1V2ZNZ2

+2—L " Up? —2Us Ny

273(eN)2 T 203 (eN)25in(0) " 2 3 2 2 g2
U, cos(8) UVy 10UV, 1
————L - 2U Uy N, - =
sin( #) Uls No T2 2 r 2 7
Vi

u
2

— 4N, UNg -

§U.9V
2 r?

+UpBsU — Uyp + Ug By — 2U% Ng* +

Ve Ur

(B.12)

(B.13)
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A equagao trivial

Ro = }ﬂ(eN)2U,2+l Be? 1 U, B lVr,,_l_iV,ﬁr
BT T2 (P 2r2(eN)2 2 F 2ref 2 ref
l Vﬁr,r _E Vﬁr _ ﬁr,u _ ﬁr,@ U l ﬁ@,ﬂ _ Nﬁﬁﬂ _ ﬂ
2 ref 2 r2ef oF ef 2712(eNY2  p2(eN)Z  ref
(B.14)
NrUgizN,UNg 2N,]\fu_'_N,,zV 1 Upg
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