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Resumo

Calculamos a taxa de decaimento do falso vacuo & temperatura zero e a taxa de
nucleacao a temperatura finita no modelo (%(p‘1 + %(,06)3. Fazendo uso da aproximacio
conhecida como de parede fina (“thin-wall approximation”), obtivemos a solugdo para o
“bounce”. Em seguida avaliamos a acdo Euclideanano “bounce” e na mesma aproximagao

calculamos o modo negativo responsavel pela instabilidade do falso vacuo.
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Abstract

We evaluate both the vaccum decay rate at zero temperature and the finite temper-
ature nucleation rate for the (%gp" + %996)3 model. Using the so called thin-wall approx-
imation, we obtain the bounce solution for the model, evaluate the Euclidean action in

the bounce and in the same approximation we compute the negative mode responsable

for the unstability of the false vaccum.
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Capitulo 1

Introducao

A partir dos anos 70 cresceu bastante o interesse pelas consequéncias cosmoldgicas das
teorias de grande unificacao. H& dois grandes motivos para este interesse: em primeiro
lugar, estas teorias (em particular o modelo padrao) podem dar uma solugao ao problema
da assimetria barionica do universo [1]-[2]. Em segundo lugar, é claro que o estudo futuro
das propriedades das particulas elementares na faixa de energias da ordem de 15 GeV,
necessario para o estudo completo das teorias de grande unificagdo, ainda nao puderam
ser feitos com a ajuda dos experimentos de raios cdsmicos, nem com a construcao de
novos aceleradores. Por consiguente, além de alguns experimentos sobre o decaimento do
proton, uma das mais grandes fontes de informagao para as teorias de grande unificacao
sao o estudo das consequéncias cosmolodgicas destas teorias.

Uma etapa necesséaria no estudo dos processos fisicos no universo primordial € o estudo
das transicoes de fase com quebras de simetrias. Diversas quebras, segundo as teorias de
grande unificacdo, devem ter acontecido durante o esfriamento do universo nas etapas
primordiais da sua evolugao [3]. Uma teoria de transi¢do de fase com quebra de sime-
tria, é de principal importancia, por exemplo, para a teoria cosmolégica da produgao da

assimetria barionica [2]. Em conexao com isto, é de particular importancia o estudo da
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cinematica da transicao de fase, i.e, a velocidade & qual acontece a transicdo de fase.

As transicoes de fase sdo bastante familiares da matéria condensada. Uma mesma
substincia quimica dependendo da temperatura T, e da pressao P, pode ficar em di-
ferentes estados de fase. O exemplo tipico é a agua. A partir da equagao de estado
desta substancia (no presente caso uma equagao que relaciona a temperatura, pressao
e densidade) podemos desenhar o chamado diagrama de fase. Teremos um solido um
liquido ou um gas dependendo dos valores de T' e P. No diagrama de fase, os estados de
fase diferentes estao separados por linhas de transicdo de fase de primeira e de segunda
ordem.

Numa transi¢io de fase de primeira ordem, duas fases diferentes podem coexistir a
temperatura critica. O comportamento do sistema, perto de uma transicao de fase de
primeira ordem é irregular. Por exemplo, a densidade do sistema sofre uma mudanca
discontinua quando a linha de transicdo de fase é atravessada. Uma das caracteristicas
de uma transicio de fase de primeira ordem é o seu calor latente. Outra caracteristica €,
que ele pode se dar com “super-cooling” ou com “super-heating”. Por exemplo, a agua
pode existir em fase liquida um pouco acima dos 100°C em um estado meta-estavel.

As transicoes de fase de segunda ordem ou transicoes de fase continuas sdo suaves,
contrario s de primeira ordem. Néo existe calor latente de transi¢do, mas o calor especi-
fico tem um comportamento irregular & temperatura critica.

Em alguns casos as transigoes de fase de primeira e segunda ordem estao associados a que-
bra ou restauracio de alguma simetria do estado fundamental. Por exemplo, no caso da
transicao de fase gas—liquido, temos uma quebra de invariancia traslacional e rotacional.

Em particular, o nosso interesse sao as transicoes de fase de primeira ordem, ja que
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neste caso os sistemas apresentam fases de estado meta-estaveis. Uma transicao de fase de
primeira ordem se d4 mediante a formacao de bolhas da nova fase (a fase estavel) dentro
da fase meta-estivel. Por exemplo, quando um gas é esfriado, bolhas da fase liquida sao
formadas dentro da fase vapor. Se o raio r da bolha formada for muito pequeno entao

3- negativa pelo fato de que o

esta colapsa, pois a energia volumetrica (proporcional a —r
sistema vai desde um estado de energia maior para outro menor) é menor que a energia
superficial (proporcional a r?) e desta maneira a pressio interna serd menor que a tensao
superficial da bolha. Entao, s6 bolhas de raio suficientemente grandes sobreviverao para
depois se expandir. Ao final da transicdo de fase diferentes bolhas colidem e o volume
inteiro é transformado numa nova fase, a fase liquida. Uma situagao similar acontece na
teoria eletrofraca no contexto do mecanismo da assimetria barionica do universo [2].

Um dos problemas fundamentais da cosmologia moderna é o problema da assimetria
barionica do universo. Na natureza existem diferentes tipos de particulas elementares.
Algumas particulas sdo neutras, algumas possuem carga eletrica. A grosso modo, podemos
dividir as particulas elementares em dois grandes grupos: particulas e antiparticulas.
Estes dois grupos tem cargas (eletrica, leptonica, barionica, etc) opostas. As propriedades
das particulas e antiparticulas sdo muito similares; embora tenham cargas opostas, as
suas massas, spins e vidas medias sdo iguais. Entao, por que o nosso universo consiste
de matéria e ndo de anti-matéria?. Alem disso, por que ndo vemos uma consideravel
quantidade de anti-matéria no universo. Este é o problema da assimefria barionica ou
problema da bariogenese do universo.

Uma possivel solucdo ao problema da bariogenese é dada pelo modelo eletrofraco

padrdo, pois ele possui as trés caracteristicas necessdrias para o aparecimento da assime-
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tria barionica nas etapas primordiais do nosso universo [4]: Néo conservagao do numero
barionico [5], violagao das simetrias C' e CP e a quebra do equilibrio térmico. O mo-
delo eletrofraco padrio baseia-se no grupo de gauge SU(3) ® SU(2) ® SU(1). O grupo
SU(3) descreve a interagio forte, SU(2) é o chamado grupo fraco, e U(1) é conhecido
como o grupo de hipercarga. O eletromagnetismo aparece como resultado da quebra do
grupo SU(2) ® SU(1) em U(1)gy. O conteido de particulas do modelo padrao é: 3
familias fermionicas, 1 escalar de Higgs, 3 bosons vetorias massivos, e o foton. Para que
a produciio da assimetria barionica seja apreciavel no universo primordial € preciso que a
transicio de fase se de com esfriamento; entdo, a transigao de fase terd que ser de primeira
ordem. A altas temperaturas, no diagrama de fase do modelo eletro-fraco padrao temos
uma linha de transicio de fase de primeira ordem, que separa a fase simetrica ( nesta
fase, a conservacio do nimero barionico ¢ violada) da fase de simetria quebrada (ou fase
de Higgs; nesta fase, o nimero barionico é conservado). Entao, na transicao de fase: fase
simetrica—fase de Higgs; bolhas da nova fase, a fase de Higgs, aparecem espontaneamente
dentro do mar da fase simetrica. Se o raio da bolha formada for suficientemente grande,
esta se expandira, e no final da transi¢do de fase bolhas formadas em diferentes pontos
colidem levando o universo todo a uma nova fase, a fase de Higgs, onde a matéria domi-
nard sob a antimatéria. Uma etapa importante no estudo da cinetica deste processo fisico
é o calculo da taxa de nucleacdo (ou taxa de decaimento da fase meta-estavel) das bolhas
da fase de Higgs (a fase estavel).

O decaimento da fase meta-estavel é devido a flutuagoes térmicas e quanticas. Em
geral, a altas temperaturas as flutuacdes térmicas dominam enquanto que a baixas tem-

peraturas dominarao as flutuagées quanticas. A temperatura zero, o problema da taxa de
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decaimento é simplesmente igual a taxa de tunelamento por uma barreira de potencial.

Além dos exemplos acima citados, o problema do calculo da taxa de nucleagao ou taxa
de decaimento, aparece em diversas areas, como por exemplo, no estudo das reagoes nucle-
ares (decaimento alpha, fusdo, fissio), na nucleagdo espontanea em sistemas de H e/ Het,
nas reacoes quimicas, etc [6]. Em particular, o problema do tunelamento é de interesse
teérico para o estudo do comportamento assintético das series perturbativas, tanto na
mecanica quantica quanto na teoria quintica de campos [7].

O problema da determinacao da taxa de nucleagdo na matéria condensada é um pro-
blema bem conhecido na mecanica estatistica cldssica, e de longa historia [8]. A versao
moderna foi desenvolvido por Langer numa serie de artigos dedicados ao estudo de sis-
temas meta-estaveis [9]. No caso da teoria quéntica de campos a temperatura zero,
o estudo da taxa de decaimento do estado meta-estavel (ou segundo Coleman, o falso
vécuo) foi iniciado com o trabalho de Voloshin et al. [10], e posteriormente desenvolvido
por Callan e Coleman nos finais dos anos 70 [11]. No caso da teoria quantica de campos
a temperatura finita, as corregoes térmicas a taxa de decaimento foi considerada primeiro
por Linde [12].

Nesta tese vamos considerar a determinacdo da taxa de decaimento da fase meta-
estivel (ou falso vdcuo) na teoria quantica de um campo escalar com auto-interacio' que
possui um estado meta-estdvel (ou falso vdcuo). No capitulo II, seguindo o formalismo
de Callan e Coleman [11] deduzimos a taxa de decaimento do estado meta-estivel (o
vécuo falso) a temperatura zero para uma teoria de campo escalar em D dimensoes

espago-temporais. No capitulo III, seguindo a referencia [13], incluimos os efeitos da

1No caso da teoria de um campo escalar interagindo com um campo fermiénico, o problema pode
ser reduzido a uma teoria efetiva de um campo escalar depois de integrar sobre os graus de liberdade
fermionicos(13].



Capitulo 1. Introducao

temperatura na taxa de decaimento no regime de altas temperaturas . Nos capitulo IV
e V, utilizando o formalismo dos capitulos II e III respetivamente, calculamos a taxa de
decaimento do estado meta-estével a temperatura zero e finita no modelo (%¢" + %)

em D = 3. Finalmente, conclusdes sao dadas no capitulo VL.



Capitulo 2

Taxa de decaimento em teoria
quantica de campos a temperatura
ZEero

2.1 Introducao

Neste capitulo daremos uma breve introducao ao formalismo desenvolvido para o es-
tudo de sistemas meta-estaveis. Desta forma, vamos considerar o movimento de uma
particula num potencial V(z), do tipo mostrado na Fig. 2.1. Classicamente, o sistema
possui um estado de equilibrio estdvel no ponto # = 0, onde a particula fica em repouso.
Entretanto, correcoes quanticas tornam este estado instavel; na literatura ele é denomi-

nado um falso vacuo ou um falso estado fundamental.

Vix)

0 AN

Figura 2.1: A energia potencial em funcio da posi¢ao para uma particula com um falso estado funda-

mental.
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2f 0

Figura 2.2: U(y), no caso de uma teoria de campo que possui um falso vacuo.

Uma situacio similar acontece em teoria quantica de campos. Desta forma, vamos

considerar a teoria de um campo escalar com densidade Lagrangeana
1o Lon
L= 50.00% —Uly), (2.1)

onde U(yp) tem a forma mostrada na Fig. 2.2. A teoria cldssica possui dois estados de
equilibrio espacialmente homogéneos, ¢ = @, e @ = @y. Como o estado p = ¢, é o
unico estado cléssico de mais baixa energia, na teoria quantica correspondera ao vécuo da
teoria. O estado ¢ = ¢y, ao nivel cldssico é um estado de equilibrio estavel. Entretanto,
quanticamente este estado se torna meta-estavel, devido a possibilidade de tunelamento
pela barreira de potencial. Consequentemente, o estado ¢ = ¢y é denominado na litera-
tura um falso vdcuo. Neste capitulo estudaremos a taxa de decaimento (probabilidade de
decaimento por unidade de tempo) deste falso vacuo numa teoria de um campo escalar
em D = (d + 1) dimensdes espago-temporais. Por motivos didaticos, consideraremos em
primeiro lugar o caso D = 1, i.e, mecanica quantica. Em seguida generalizaremos o
formalismo para D > 1, i.e, teoria quantica de campos.

Em mecéanica quantica, num sistema isolado, a densidade de probabilidade de se en-

contrar uma particula ao redor do ponto z, é

P(z) = ¥*(z, )(x, ) = (). (2.2)
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Esta quantidade é independente do tempo. Se considerarmos o caso de uma particula em
um potencial do tipo da Fig. 2.1, o qual no tempo t = #p, esta se encontra situada ao redor
do ponto z = 0; entdo por efeitos quanticos esta particula pode tunelar pela barreira de
potencial e ser encontrada no ponto z = z,, num tempo t = 7o + 1, (t, é indeterminado).
Desta forma, a densidade de probabilidade de se encontrar a particula ao redor do ponto
z = 0, ter4 que diminuir com o tempo. Mas segundo (2.2), ele é independente do tempo.

Isto é devido ao fato de termos !

B(z,t) = p(z)e P, (2.3)

Concluimos que, a densidade de probabilidade pode diminuir com o tempo se e somente

se a energia tiver uma parte imaginaria. Neste caso teriamos
P(z) = [d(z)Pe™", (2.4)
onde T, a taxa de decaimento, é definida como:
I'=-2ImE. (2.3)

O fato da energia ter uma parte imaginéria esta relacionado as condigdes de fronteira do
problema. Uma discussdo detalhada deste fato pode ser encontrado no livro de Blatt e
Weisskopf [14].

Na mecanica quantica usando-se a aproximagcao semi-classica, pode se obter facilmente
a parte imaginaria da energia (a taxa de decaimento) mediante a solugao da equagao
de Schrédinger pelo método WKB. Como o nosso proposito é generalizar o resultado a
teoria quantica de campos, na proxima se¢éo deduziremos a taxa de decaimento mediante

o método das integrais de trajetéria de Feynman. Na segao 2.3 generalizaremos estes

1 Ao longo desta tese trabalhamos no sistema natural de unidades: i = ¢ =kp = 1.
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resultados & teoria quéantica de um campo escalar em D = (d + 1) dimensoes espago-

temporais.
2.2 Taxa de decaimento em mecanica quintica (D = 1)

Vamos considerar o movimento de uma particula de massa unitaria num potencial
unidimensional V'(z). Podemos determinar o espectro de enérgia a partir da versao Eu-
clideana (tempo imaginario, 7 = it) da integral de trajetéria de Feynman. Calcuios
conhecido nos dao:

(mf le*HT|."ci> = /’D.’ce*SE("). (2.6)
No lado esquerdo da eq. (2.6), |z;) e |z;) s&o os autovetores das posigoes inicias e finais
da particula, H é o Hamiltoniano e T' é um nimero positivo. Expandindo o lado esquerdo

da eq. (2.6) no conjunto completo de auto-estados de energia,
H|E,)=E,|En), (2.7)
temos
<xf ‘B_TH| rci-> = zn: e BT (30 |E,) (Bl z:) - (2.8)

Para T muito grande a eq. (2.8) se transforma em
(o™ i) s €T (s | Bo) (Bol i) (2.9)

Assim, para T muito grande o termo dominate na eq. (2.8) vai nos fornecer a energia e a
funcio de onda do estado ligado de mais baixa energia. No lado direito da eq. (2.6), Dz,
denota a integracio funcional sobre todas as fungdes 2(7), que satisfazem as condigoes de

fronteira: z(—T/2) = z; e z(T/2) = zy; e Sg é a agdo Euclideana,

Sp(z) = f;/;dr [%i‘z(‘r)-i-V(I) , (2.10)
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onde #, denota a derivada de z respeito de 7. Se escolhermos algum Z(7), o qual satistaz
as condicdes de fronteira, entdo, uma fungio geral que satisfaz as condicoes de fronteira

pode ser escrito como sendo:

z(r) = T(7)+n(7)

z(r) = f(’r)—i—Z:ﬂn(T), (2.11)

onde os z,’s formam um conjunto completo de fungdes ortonormais reais que se anulam

nas fronteiras, i.e:

3 n t“1".".! nm» . g

zx(X£T/2) = 0. (2.13)
O lado direito da equacio (2.6) pode ser avaliado usando-se a aproximagao Gausslana

(limite semicldssico, i muito pequeno ou Sg(x) > 1). Neste caso a integral funcional

(2.6) é dominada pelo ponto estacionario, Z(7), da acdo Euclideana,

(SSE o (IET Py
=2y~ ViE =1 (2.14)

onde o apostrofo significa derivagao respeito de z. Por enquanto, por simplicidade vamos
supor que sé existe um ponto estacionario. Se existirem outros pontos estacionarios
teremos que somar a contribuigdo de cada uma deles & integral funcional (2.6). Entao,
expandindo Sg ao redor de (1) e substituindo (2.11) em (2.6), obtemos na aproximagao

semi-classica:

9 (@)= [ dry 5B p(r)— L -l .
<:L"f]€7HT|SEi> o fﬂne §p@)—[ dngiyn(r)=4 [ [ dndnn(n) e 1)

G —lffdr dran(T )——Eﬁﬁ—"?}(ﬂz) E
N Eu)/@ne : 14T gtmenrp 1) (2.15)
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onde tomamos Dz = Dr, pelo fato da eq. (2.11) ser uma translacao no espago funcional

z(7). A segunda derivada funcional de Sg, avaliada em (1) é:

62Sp
87(11)0Z(72)

= [-02 +V"(@)] 6(r — ). (2.16)
Se escolhermos os z,,’s na eq. (2.11) como sendo as autofuncdes do operador [—92+V"(T)),
ou seja,

[—8,,2. + V"(T)] zxlr) = Xaze(r); (2.17)

entdo, fazendo uso das egs. (2.11), (2.12) e (2.17) em (2.15), obteremos um produto de

integrais Gaussianas:
<:cf |e_HT’ :z:,-> ~ Ne 5@ /H dane*% 2on Anan
n

_ NS [

= Ne 5@ det [-02+V"(z)| *, (2.18)

onde N é um fator de normalizagéo (o Jacobiano da transformacio (2.11)) o qual nao
depende dos a,’s pelo fato da transformagéo ser linear nos a,’s. Note que em (2.18)
estamos supondo que todos os autovalores A, sao positivos.

A eq. (2.14) pode ser interpretada como a equagio do movimento de uma particula

de massa unitaria num potencial menos V(z). Assim,

By = % (i—f) _V@), (2.19)

a “energia’ da particula, é uma constante do movimento. Isto pode ser usado para
determinar as caracteristicas qualitativas das solugoes da eq. (2.14) por simples inspecao.
Considere o caso do potencial mostrado na Fig. 2.3-a. No caso em que z; = x5 = 0,

da Fig. 2.3-b pode se ver que a unica solucdo que cumpre as condigoes de fronteira é a
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solucdo trivial, z = 0. Para esta solu¢ao, Sg = 0. Se definirmos w? = V"(0); entdo, um

calculo mostra que para T muito grande [15],

Wl

<0|8_HT|D> ~ Nldet(—=9% + w?)]”

- W 2 —wT/2 290
(71’) ¢ ' (2.20)

De fato, isto nos fornece a energia correta do estado fundamental, Fy = w /2, no caso do

oscilador harmoénico unidimensional.

V(x) gl

0
(a) (b)

Figura 2.3: (a) A energia potencial de uma particula que possui um verdadeiro estado fundamental; (b)
A energia potencial do caso (a) com sinal negativo.

Agora, se considerarmos o potencial da Fig. 2.1; pode se ver que a integral funcional
(2.6) é divergente. Mas na segao anterior vimos que neste caso, uma particula cuja posicao
inicial se encontra ao redor do ponto de equilibrio cldssico, x = 0, tem uma probabilidade
nao nula de atravessar a barreira de potencial (a taxa é proporcional a parte imaginaria
da sua energia, eq (2.5)). Entdo, a pergunta natural é&: como gerar uma parte imaginaria
para a energia? Como calcular esta quantidade se a integral funcional (2.6) € claramente
divergente? A resposta é: por meio de uma extensao analitica. Isto é, deformamos o
contorno de integracio no espago funcional z(7), de tal forma que a integral funcional

(2.6) seja mantida convergente ainda para um potencial do tipo que se mostra na Fig. 2.1.
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Nas proximas secdes faremos esta extensao analitica da forma mais intuitiva possivel. Para
um tratemento rigoroso ver [16].

Desta forma vamos considerar o caso de uma integral simples que tem as caracteristicas

do potencial da Fig. 2.1.

2.2.1 O caso de uma integral simples

Considere a integral simples,

J(a) = % /+°° g, (2.21)

21 J—o0
onde
1, «a 3
flz,a) = 5%+ af)(Re(m))af: 4 (2.22)

onde f é a funcao degrau.

A integral (2.21) é convergente para Re(a > 0), e se considerarmos a real, positivo e
muito menor do que um, a integral J serd dominada pelo ponto estaciondrio (o minimo
de f) = = 0; entéo,

J(a) ~ 1, (2.23)

e as correcdes para a expressao anterior podem ser obtidas mediante uma expansao per-
turbativa em series de potencias de a.

Para Re(a) < 0, a integral (2.21) néo é convergente, mas pode ser definida mediante
extensio analitica. Isto é, partindo da integral (2.21) com a > 0, fazemos uma rotagao
tanto no plano complexo a (levando a desde o eixo real positivo ate o eixo real negativo)
quanto no plano complexo z (rotando o contorno de integracdo), mantendo Re(az?®) > 0
(note se que neste caso s6 precisamos girar o contorno de integracao para z > 0, Fig. 2.4-a).

A quantidade o pode ser girada tanto no sentido horério quanto no sentido anti-horario.
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Im(x)

c Re(x)

(a) (b)

Figura 2.4: (a) f(z,a) em fungdo de z complexo para a < 0; (b) Os contornos de integracao onde a
integral é convergente, no caso em que o < 0.

Teremos entao, dependendo do sentido da rotagao,

a—eTa, r—e? J(a+i0)= f e~ 1@ (2.24)
65}
ou
a— e, z— e J(a—1i0)= / g Hna), (2.25)
(&

onde C; e Cs, sdo os contornos de integragdo que mostramos na Fig. 2.4-b, onde ¢ esta

definido no intervalo:

m T
5 < ¢ < ) (2.26)

Para a negativo, alem do ponto estacionério trivial, z = 0, existe outro ponto estacionario
(n&o trivial) em z = —%. Este ponto é conhecido como o ponto de sela. Pode se provar

que para @ < 1, J(a+i0) e J(a—1i0) sdo ainda dominados pelo ponto estaciondrio trivial,
(1 2)) ( c ) <1 (2.27)
ex ——)) =exp|—7= ' -
P o P\ 7302
Finalmente, subtraindo (2.25) de (2.24), obtemos

J(a +i0) — J{a — i0) = 2Im.J(a) = fc e, (2.28)
1—L2
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-V(x)

N

Figura 2.5: O potencial da Fig. 2.1 com sinal negativo.

Pelo fato das integrais nas curvas C) e Cy terem o mesmo valor no eixo real negativo, e
fazendo uso do teorema da integral de Cauchy; pode se tomar como contorno de integragao
equivalente a (C} — Cy), a curva C' que pasa pelo ponto de sela, x = _?2 Sob esta curva o
ponto dominante na integral (2.28) é agora o ponto de sela, x = —%; pois a contribuigao

do ponto estacionario trivial, = 0 se anula.

2.2.2 O ponto de sela em mecanica quantica

No caso da integral funcional (2.6), os pontos estaciondrios sdo as solucoes da eq.
(2.14). A eq. (2.19) nos permite conhecer as caracteristicas qualitativas destas solugoes.
Se considerarmos o caso do potencial da Fig. 2.1; com z; = x5 = 0, da Fig. 2.5 podemos
ver que alem da solucdo trivial, T = 0, temos a solu¢@o néo trivial, = z3(7) (o qual
é conhecido na literatura com o nome de “bounce”), que descreve o movimento de uma
particula que tendo iniciado o seu movimento no ponto z = 0 com velocidade zero, se
move na direcao do ponto de retorno, z,, e depois de ter atingido este ponto volta para a
sua posicdo inicial, z = 0. Pode ser provado que o periodo 7" deste movimento é infinito

[17]. Isto é, o “bounce” cumpre a seguinte condi¢ao:

lim g(7) = 0. (2.29)

T—I00

Na Fig. 2.6 se mostra a forma qualitativa do “bounce”. Onde temos definido o centro do
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zp(T)

T2 Ty 12"

Figura 2.6: Forma qualitativa do bounce.

“hounce”. T = 79. como sendo o “tempo” ao qual a particula atinge o ponto de retorno;
s [ig) 3
ou seja 0 “tempo” na qual a velocidade é nula. O centro do “bounce” pode ser tomado

arbitrariamente, pois para 7' — oo,
Selzp(T + 10)] = Sklzs(7)), (2.30)

i.e, a acdo Euclideana é traslacionalmente invariante.

Como j4 discutimos, a integral funcional (2.6) néo é convergente para um potencial do
tipo da Fig. 2.1. Como no caso da integral (2.21) para valores negativos de «, podemos
definir mediante extensao analitica a integral funcional (2.6) para um potencial do tipo
da Fig. 2.1. Isto é, partindo de um potencial como o mostrado na Fig. 2.3-a, para o
qual a integral funcional (2.6) esta bem definida, entdo, girando algum parametro (no
caso da integral simples este pardmetro foi o) do qual dependa o potencial, o levamos ate
a forma do potencial mostrado na Fig. 2.1. Para que a integral funcional seja mantida
convergente, também giramos o contorno de integragio no espaco funcional z(7). No caso
da integral funcional, ao se fazer a rotagio do contorno de integragao, devemos também
asegurar que Re(#?) > 0, pois a parte cinetica, [ %, favorece a existencia de trajetérias
suaves e garante a existéncia do limite continuo para a integral de trajetoria discreta.

Apés a extensdo analitica, fazendo-se uso das egs. (2.18), (2.20) e somando as con-

tribuicdes dos pontos de sela trivial, T = 0, e ndo trivial, T = x; obtemos, na aproximagao
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semi-cl4ssica, no caso em que z; = x; = 0, a seguinte expressdo para a integral funcional

(2.6):

<:::f |e‘HTl l‘,’) ~ Ne S5O (det[—02 + V"(0)]) /% + Ne5(=)(det[- 02 + V" (x3)]) Y2

ooy 1/2
- (%) e=T/2 4 Ne=55() (det[—02 + V" (24)]) "/, (2.31)

onde agora o segundo termo da expressio anterior deve ser entendida como uma quanti-
dade definida mediante extensdo analitica.

Na verdade, da mesma forma que para o caso da integral simples da secao 2.2.1,
teremos duas expresdes do tipo (2.31) dependendo do sentido em que se faca a rotagao no
plano complexo do parametro do qual dependa o potencial. Se subtrairmos uma destas

expressoes da outra, como no caso da integral simples, obteremos:

2iIm <3:f ‘e*HT| :cl-> ~ Ne 55@)(det[—02 + V" (z3)]) /2
= Ne %@ [[da,e Tk (2.32)
onde os \,’s sao solucoes da equacio de autovalores (2.17), com T = ;. E facil ver que &

é uma solucio de (2.17) com autovalor A; igual a zero. Isto pode ser provado derivando

(2.14) com respeito de 7,

£ [[px” — V’(ma)} = [—d—Q 4 V”(f)l T =0. (2:33)

dr | dr? dr2

A autofuncdo z;, normalizada de acordo a (2.12) é
21(7) = (Se(@)) ™ au(7) - (2.34)

Isto segue-se do fato de que a “energia” da particula é nula e entao

Sp(xs) = f " i [%ig(f) +V($b)] - fjfz dri2 (7). (2.35)

—T/2
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Pelo fato de termos A; = 0, em (2.32), ao integrar sobre a; obteremos um resultado
divergente. Como é conhecido, a presenca do modo zero é devido a simetria traslacional
da acao Euclideana (ver eq. (2.30)), isto é, a posi¢éo do centro do “bounce”, 79, pode ser
escolhido arbitrariamente. Por outro lado, temos que o periodo, T, do movimento é muito
grande (estritamente falando ele é infinito). Entao, teremos que procurar uma forma de
relacionar o infinito que aparece devido ao modo nulo com T' — oo. Isto é feito mediante o

chamado método das coordenadas coletivas [17, 18, 19]. Para fazer isto escrevemos (2.32)

COImno

2iIm {0 |e 7| 0) o NS f day f Edane‘%zm"““? (2.36)

Agora, o centro do “bounce” € arbitrario, pode ficar em qualquer ponto entre —-T/2eT/2.
Se mudarmos a varidvel de integracdo a; por outra variavel proporcional & localizacao do
centro do “bounce”, teremos conseguido o nosso objetivo de relacionar o infinito devido
ao modo zero com 7' — oo. Tendo em conta a simetria traslacional de Sg, podemos

escrever (2.11) como

z(7) = (7 — T0) + n(T — T0), (2.37)

o qual, também pode ser escrito como
2(1 + 70) = zp(1) + 0(7) = 2o(7) + Y anzn(7). (2.38)

Multiplicando (2.38) por z,(7), integrando e utilizando (2.34) obtemos

T/2

fTﬂ dra(t + o)z (1) = f a dr [$6(T) + Zn: an:cn(r)} (1) (2.39)

-T/2 =

1 —1/2 T/2
= 5 (Se(@)™? 2} (1) |[Fp +a

— al?
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onde o primeiro termo do segundo membro se anula devido a periodicidade de z3(7). A

eq. (2.40) prova que a; é uma funcao de 7o, isto ¢
a) = CI.(T@). (240)

Entéo, podemos fazer uma mudanga de variavel de integragao (a; pela variavel 7p) onde
temos que calcular o Jacobiano da transformacdo, a; — 7. Considere uma variagao

infintesimal em (2.38) devido a uma variagéo no coeficiente do modo zero, a;. Isto €

b (7 + 1) = darz1(7) = bay (SE(%))_UQ dwdb—iﬂ (241)

A equacao anterior também pode ser escrita como

bz(T+ 1) = (74 7+ bn) — (T + 70) (2.42)

s B dz(T + ) |
dr
Entdo, igualando (2.41) e (2.43), e utilizando (2.38) obtemos:

dz(T + 10)
dr

—-1/2 d:r;,(T)
dr

= bay (Sp(z)) "2 [#(7 + 1) — 0(7)] = by (Sk(ws))

5’?'0 zjéa,l (SE('Eb))

—1/2 dm('r -+ To) 7 (243)
dT

onde na ultima parte desprezamos o termo proporcional a nén, o qual é consistente com a
aproximacio semi-cldssica na qual estamos trabalhando. De (2.43) obtemos o Jacobiano

da transformacao, a; — 7y, como sendo

(lﬂ.]( )
d’n"o

~ (Sp(x))'2. (2.44)
Agora podemos reescrever (2.36) como

22IIm<0’e’HT|O> ~ Ne @) (Sp(x )1/ / dTQ/Hdane 3 Lonopy Anan
ntl

= NTe 5 (Sg(xy)/ [det [—02+ V"(z)] *,  (245)

B |
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onde o apostrofo no determinante significa que o modo nulo foi excluido.

O modo de autovalor zero é proporcional a z(7) ( ver eq. (2.34)) o qual tem um zero
em 7 = 7p. Desta forma z; tem um nodo e nao é a autofuncao do mais baixo autovalor. A
autofuncio sem nodos, zg, deve ter o autovalor mais baixo [20], isto é, Ag < 0. Pelo fato
de ) ser negativo, ao integrar na eq. (2.45) sobre ag (onde estamos supondo extensao
analitica), obteremos a parte imaginaria de < 0le=HT|0 >; isto é,

+ic0 > T 1/2
* ! daoe_’\"a“ =k (W) 5 (2'—16)

onde os sinais dependem da ordem em que se subtraem as duas quantidades do tipo (2.31).
O sinal positivo é o unico que possui uma interpretacao fisica.

Em (2.45) o fator de normalizagdo, N, é obtido da eq. (2.20). Isto é, N ¢ obtido do
caso em que o potencial é quadratico em z. De outro lado, na expressao (2.45) temos
integrado em da; e assim, em (2.43) temos uma integral Gaussiana a menos do que em
(2.20):

+oo 1.2
f dae~17 = /2T, (2.47)

— 00
entdo, se fizermos a normalizacio com o valor N, obtido da eq. (2.20), teremos que

dividir a expressao (2.45) pelo fator v/2w. Fazendo isto e usando (2.46) com o sinal

positivo, obtemos:

Im <0 ’e‘HTl 0> ~ éT (E)% e~ Tw/2 (SE(‘T"’))) :

1
2

det '[—02 + V" ()] |~ o= Su(z1)
det [—02 + w?] ‘ ’

(2.48)

T 27

onde estamos tomando agora o valor absoluto do determinante dos operadores.
2.2.3 A contribuicao de configuragoes “multi-bounce”

Na se¢io anterior, consideramos a contribuicdo dos pontos de sela, T =0 e T = 1
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-le—%_%' T T/2
Figura 2.7: Uma configuracdo “multi-bounce”
para a integral funcional (2.6). Estes pontos de sela sdo solugGes exatas da eq. (2.14).
Em geral, a eq. (2.14) é nao linear em T; entdo, uma combinacdo linear de bounces nao é
uma solucio de (2.14). Mas pode se tomar como solugdo aproximada de (2.14) a soma de
m bounces cujos centros estdo suficientemente afastados, isto é, uma configuragao onde
cada “bounce” ocupa um intervalo de “tempo” muito grande, e onde também o intervalo
emtre eles (onde z & 0), é muito grande (uma configuracdo deste tipo € conhecido como
solugio “multi-bounce”). Uma configuracdo deste tipo é mostrado na Fig. 2.7, onde
temos m bounces com centros em Ty, ..., Tm; €, 1/2> 7 > T2 > ... Tm > —T'/2. O nosso
proposito é incluir a contribuicio destes pontos de sela aproximados na expressdo (2.18).

Na eq. (2.18), para uma configuracéo de m bounces, a acao vai ficar multiplicada por

Se(0+ Z[:L‘b('r — Tm) +0]) = mSg(xs), (2.49)

pois os “bounces” estdo o suficientemente afastados como para serem considerado inde-
pendentes (aproximagdo de gas ideal).

Agora para o determinante da eq. (2.18), da mesma forma que para a ag¢ao, temos,

1
(f) P emeT/2 g (2.50)

s
onde K é obtido comparando (2.31) com (2.30) no caso em que m = 1.
Finalmente, como foi feito no caso de um “bounce”; na eq. (2.18) teremos que integrar

sob a localizacdo dos “bounces”:

T/2 T T Tm
/ d'r/ ' cl'rg...f ld,'Tm = (2.51)

72 J-1p2 T2 m!
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Isto é feito para eliminar os infinitos que aparecem devido & presenca dos modos nulos.

Entfo, a contribuicio de uma configuracio de m “bounces” i expresséo (2.18), é:

1/2 KeSe@)T)"™
(f) e*wT/Q( - ) . (2.52)

T m!

Quando m = 1, (2.52) é igual ao segundo termo do segundo membro da eq. (2.31). Entao

de (2.52) e (2.48) obtemos para a parte imaginaria de K, o seguinte:

_1 SE(’L’E,) %
Imit = 2( 2w )

det '[<02+ V"(zy)]| 2

det [—02 + w?| (2.53)

Agora, somando-se sobre todas as configuragoes possiveis de “multi-bounces”, m = 0,1,2..;

obtemos para (2.18) a seguinte expressao:

ey = §,2)" i

me0 \T m!
- (ﬁ) : exp(—wT /2 + Ke 52@)T), (2.54)
T

Das eqgs. (2.9) e (2.54) obtemos a energia do estado fundamental,
Ey =w/2 — Ke 55(®) (2.55)

e finalmente, substituindo as eqs. (2.55) e (2.53) em (2.5), obtemos a taxa de decaimento

do falso estado fundamental:

I = —2ImkEy
Se(zs) g
27

2.3 O caso da teoria quantica de campos

det '[~02 + V"(zy)] |
det [—92 + V"(0)]

e @)1 + O(R)]. (2.56)

Agora vamos repetir todo o formalismo apresentado, no caso da teoria quantica de

campos. Desta forma vamos investigar uma teoria de campo escalar massivo, e(z), em
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um espaco-tempo D = (d + 1) dimensional. A acdo Euclideana neste caso ¢
1
Sa(e) = [z [5@&@”% Ule)| (2.57)

onde p = 0,1,2...d. Considerese o caso em que U(y) tem a forma mostrada na Fig. 2.2,
isto é, uma teoria de campo escalar que possui um falso vdcuo. Como discutimos, este
falso vacuo é um estado meta-estavel. Ele pode decair da mesma forma que o falso estado
fundamental da mecanica quantica, isto é, tunelando a barreira de potencial.

Assim, a situacdo é muito parecida ao caso da mecanica quantica, com as seguintes
diferencas. Em primeiro lugar; no presente caso temos uma teoria em D dimensoes, entao

a equagio que descreve o bounce neste caso nao é mais a simples equagao (2.14), mas

Py, P
—Up) =0 2.58
or? + ; dzi? 82 ’ ( )

onde o apostrofo significa a derivagdo respeito de . Em segundo lugar; neste caso, além
da simetria traslacional no tempo imagindrio, 7, temos d simetrias traslacionais no espaco,
entdo, teremos nio apenas um mas D autovalores nulos. Em terceiro lugar; no caso da
mecanica quantica, é fato conhecido que a segunda derivada funcional da acédo Euclideana
avaliada no “bounce” tem um e somente um autovalor negativo. A questao é: isto ainda é
verdade no presente caso? Finalmente; sempre que trabalhamos com uma teoria quantica
de campos relativisticos aparecerao divergencias ultravioletas. Nos capitulos seguintes
trataremos estes pontos com mais detalhes. Especificamente, estudaremos o problema

dos autovalores negativos assim como a renormalizagio das divergencias ultravioletas.

2.3.1 O “bounce” em teoria quantica de campos

A equacdo (2.58) é uma equagao diferencial parcial de segundo grau cuja solugéo deve

ser determinada apds a imposicao de certas condigdes de fronteira. No caso da mecanica
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I . . . ”, . .
quantica unidimensional, foi visto que o perfodo do “bounce”, cujo movimento comeca
no ponto z = 0 é infinito (ver eq. (2.29)). Entdo, como uma extencao do caso mecanico-

quantico, temos para a condicao de fronteira em 7:

lim (7, T) = 95, (2.59)
onde @ = (2!,2?,..,2%). De outro lado, da mesma forma que no caso da mecanica

quantica, pode se escoller o centro do “bounce” em qualquer ponto. Escolhemos este

ponto como sendo 7 = 0, entao

Jp _
- lreo=10. (2.60)

Agora precisamos de alguma condicdo de fronteira no espago, @ . A agao Buclideana, Sg,

avaliada no “bounce” deve ser finita. Para que isto seja possivel é necessario que:

im (7, @) = @y (2.61)

| T'|—oo0

Esta ultima condicdo é fisicamente consistente com o seguinte fato. O estado homogéneo
© = @y, decal no estado ¢ = (@, (estdvel). Se num certo instante inicial o sistema se
encontrava na fase homogénea = ¢y, entdo, num tempo posterior algumas regides do
espaco estardo na fase = ;. Isto é, as flutuagdes quanticas fazem aparecer espontanea-
mente regioces do verdadeiro vdcuo em qualquer ponto do espago e longe destas regides o
falso vacuo fica nao perturbado.

Agora, entre todas as solugdes possiveis da eq. (2.58) com as condigoes de fronteira
(2.59)-(2.61), aquela que minimiza a agdo Euclideana, Sg, é aquela solugao a qual é
invariante sob rotacoes Euclideanas D-dimensionais; isto é, aquela que possui simetria

0(D) [21]. A eq. (2.58) para um ¢, com simetria O(D) fica como:

Py | ddpy
22 — Ul (s, 2.62
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forca de atrito o qual é inversamente proporcional ao tempo. Segundo a eq. (2.67) a
particula inicia o seu movimento com velocidade igual a zero. Mostremos que se esco-
lhermos adequadamente a posigao inicial, entdo, num tempo infinito a particula atingira
o repouso no ponto ¢ = @y. Da eq. (2.62) segue se que
% [l (@)2 " U(%)] . (%)2 <0 (2.68)
dp |2 \ dp p\dpt = '
o qual significa que a particula perde energia. Entfo, se escolhermos a posicao inicial
da particula & esquerda do ponto ¢ = ¢, (Fig. 2.8), a particula jamais atingira o ponto
@ = @y
Agora, para @ muito perto de ¢, podemos linearizar a eq. (2.62) e obter

ld2 2d 5

e + ol M‘] (s(p) — 1) = 0, (2.69)

onde p? = U(yp,;). A solugao da eq. (2.69) é

o4(0) — o0 = (pu(0) — go)%“”) (2.70)

Desta forma, se escolhermos a posigéo inicial da particulao suficientemente perto do ponto
@ = iy, entdo a particula podera ficar por um tempo, p = p, muito grande perto desse
ponto. Mas para um tempo suficientemente grande a forca de atrito pode ser desprezada
na eq. (2.62). E se a forca de atrito é desprezada, entao a particula atingira a posicao
¢ = ¢y, num tempo finito p = p+ Ap. Entéo, por continuidade: existe uma posicao
inicial, a qual fica entre ¢; e y;, para a qual a particula atingira o repouso no ponto
¢ = @y, num tempo p — co. Desta forma provamos que o sistema de eqs. (2.62)-(2.67)

sempre admite um bounce de simetria O(3).
2.3.2 Os autovalores nulos

No caso da mecanica quantica unidimensional, a segunda derivada funcional da acao
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Figura 2.8: A energia potencial para o anilogo mecanico da eq. (2.62).

onde

p=(r2+ 72, (2.63)
as condigoes (2.59)-(2.61) ficam numa simples equagao:

lim 4(p) = ¢y, (2.64)

p—00

e a eq. (2.537) fica como

2
S(p) :spfﬂw dpp® {% (%’) +U(ps)| (2.63)
onde
5o :/% fr ]F.../W(iﬂldﬁg._.dﬁd sin 0, sin? ... sin® 4. (2.66)
0 0 Jo 0
Também precisamos que
)00, (2.67)

de outra forma, ¢, poderia ser singular no origem de coordenadas (veja eq. (2.62)).
Examinemos as egs. (2.62)-(2.67) e mostremos que elas sempre admitem como solucao,
um bounce O(D) invariante. Mostremos isto no caso D = 3.
De forma anéaloga a que fizemos no caso da eq. (2.14), se interpretarmos ¢, como a
posicio de uma particula e p como o tempo, entao a eq. (2.62) é a equagao do movimento

de uma particula que se move num potencial menos U e sobre a qual age uma “peculiar”
q
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Euclideana avaliada no “bounce” tem um autovalor nulo, cuja autofuncao, z;, é pro-
porcional a dxy/dr. Agora, em D dimensoes existirdo D autofungdes de autovalor nulo
proporcionais a d,¢,. Entdo, ao se fazer a integragao sob os modos nulos (isto é, ao se
fazer a integracao sob o centro do bounce) obteremos um infinito proporcional ao tempo
imagindrio e ao volume total do espago; VT, onde V' é o volume da secdo espacial. O
fator de proporcionalidade (Sg/27)'/? que aparece no caso da mecéanica quantica uni-
dimensional é, no presente caso (S/27)P/2. Entdo, como uma generaliza¢io do caso da
mecénica quantica, eq. (2.56), podemos escrever para a taxa de decaimento do falso vdcuo

por unidade de volume a seguinte expressao:

> 2 3
F/V — (SE(QOI))) det f[_a + U”((Pb)] e—ﬁ'ﬂ;(pb) (271)

27 det [—02% 4+ U"(¢py)]

onde 9% = 9,0, e o apostrofo no determinate significa que estamos omitindo os autovalores
nulos.

Ao escrever a expressio (2.71) fizemos a suposicdo que a segunda derivada funcional
da acdo Euclideana avaliada no “bounce” tem sé um autovalor negativo. Isto, no caso da
mecanica quantica é sempre verdade. Num capitulo posterior, na aproximagcao conhecida
como de “parede fina” (thin wall approximation) provaremos que isto também ¢é verdade

no presente caso.



Capitulo 3

Taxa de decaimento em teoria
quantica de campos a temperatura
finita

3.1 Introducao

No capitulo anterior estudamos uma teoria de um campo escalar com densidade La-
grangeana dada pela eq. (2.1), onde U(y) tem a forma mostrada na Fig. 2.2. O falso
vacuo (ou fase meta-estivel) decai como ja vimos mediante tunelamento pela barreira
devido a flutuacdes quanticas. Agora, se fizermos interagir o sistema com um banho
térmico teremos dois processos que contribuem para o decaimento: flutuacoes quanticas
e flutuacdes térmicamente induzidas. A baixas temperaturas ¢ obvio que o mecanismo
dominante serd o das flutuacdoes quanticas, e a taxa de decaimento neste caso sera apro-
ximadamente igual a eq. (2.71). A altas temperaturas é de se esperar que o mecanismo
dominante seja o das flutuagGes térmicas’.

A fase meta-estavel ¢ = ¢y, decai mediante a formacdo de bolhas da fase estavel dentro
da fase meta-estavel (bubble nucleation). Isto é, se inicialmente o sistema se encontrava na

fase meta-estavel ¢ = @y, entao num tempo posterior apareceram regides da fase estavel

1Um exemplo onde isto nio se cumpre pode ser encontrado em [22].

29
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(bolhas da fase estdvel) onde ¢ = ¢;. Usando a nomenclatura de materia condensada
temos uma transicao de fase de primeira ordem. Por exemplo, vamos supor que o grafico
da Fig. 2.2 represente a energia livre de uma certa substancia em funcao da sua densidade
(neste caso o campo ¢ representa a densidade da substancia) a uma temperatura perto da
transicao de fase vapor—liquido. Neste caso a fase meta-estavel é a fase de gasosa, pois ele
tem maior energia livre que a fase liquida. Devido a flutuagdes termicamente induzidas,
na fase gasosa podem aparecer espontaneamente pequenas regides da fase estével, isto é,
pequenas bolhas da fase liquida. Agora, a energia potencial destas bolhas tem duas partes;

3 e outra parte

uma parte volumétrica, negativa e proporcional ao volume da bolha ~ —r
superficial proporcional & superficie da bolha ~ r2. Se o raio da bolha formada for muito
pequeno, a energia superficial dominara sobre a energia volumetrica, a tensao superficial
sera maior que a pressao interna da bolha e, entao a bolha formada sumira. Concluimos
que somente bolhas de raio suficientemente grandes sao estdveis. Depois que a bolha
da fase liquida é formada estidvelmente, ela cresce ate ocupar tudo o volume disponivel
(nesta descrigdo simplificada néo estamos levando en conta que duas bolhas formadas
podem colidir; estamos na aproximagao de bolhas independentes), transformando a fase
meta-estavel (vapor) na fase estdvel (liquido). A mesma situagao acontece no caso da
teoria quantica do campo escalar que estamos considerando.

Em seguida deduziremos a taxa de decaimento da fase meta-estdvel numa teoria de

campo escalar em D = (d + 1) dimensoes, o qual interage com um banho térmico. Por

questdes de simplicidade estaremos interessados no regime de altas temperaturas.
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3.2 O formalismo geral

No capitulo anterior ao calcularmos a taxa de decaimento do falso vdcuo usamos a
definicio, I' = —2ImEjy, onde Ej é a energia do falso vdcuo. A temperatura finita existe
uma relacio semelhante entre a taxa de decaimento da fase meta-estdvel e a sua energia
livre. Esta relacéio foi estabelecida por Langer [9] numa serie de artigos dedicados ao

estudo de sistenias meta-estaveis. Esta relacao é:
E_
ry= iz, (3.1)

onde EZ, é o analogo do autovalor negativo do capitulo anterior, T' é a temperatura e F

é a energia livre do sistema.

A energia livre de um sistema esta relacionado como a sua fungao de partigao, Z, pela

seguinte relagao

F=-ThZ, (3.2)

onde a funcio de particio do sistema, no caso de uma teoria de campo escalar é [23]
7= f DipeS5(#), (3.3)

onde Dy denota a integragio funcional sobre todos os campos periodicos no tempo imagi-
nario. Isto é, sobre todos os campos que cumprem (7, T ) = @(7+ 3, T ), com 3 = 1/T;

e Sk, a acao Euclideana é:
8 !
Se(p) :/0 dv'fd T [28#998#(,94—(](@) : (3.4)

Como no caso do capitulo anterior calculamos a funcdo de parti¢ao do sistema na aproxi-

macio Gaussiana, isto é, expandimos a integral funcional (3.3) ao redor do seu ponto de
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sela, @, que obedece a eq.

§Se(p) 0% &%, )
5% 07~+28r* ~Fa=% S

A equacao anterior tem que ser resolvida com as condigoes: de fronteira, lim|?|—»oo (1, T)
¢y, de tal forma que a acéo (3.4) seja finita no ponto de sela; e com a condigéo de peri-
odicidade no tempo imaginario, (0, T ) = ¢(3,T).

A temperatura zero, a taxa de decaimento do falso vicuo é dado pela eq. (2.71) e
o “bounce”, solucio nao trivial da eq. (3.5), tem simetria O(D) [21] (veja Fig. 3.1-a).
A baixas temperaturas, 7' < 7(0)~' (onde r(0) é o raio da bolha a temperatura zero),
o “bounce” tem periodicidade igual a 3, e tem a forma mostrada na Fig. 3.1-b. A
temperaturas do ordem T ~ 7(0)~! o “bounce” tem a forma mostrada na Fig. 3.1-c.
A altas temperaturas, T > 7(0)7!, o “bounce” tem simetria O(d), Fig. 3.1-d. Desta
discussdo concluimos que a simetria do “bounce” se reduz desde uma simetria “esférica”,
a temperatura zero, até uma simetria “cilindrica”, a altas temperaturas. Entao, a altas
temperaturas o “bounce” é praticamente independente do tempo imagindrio 7 [12]. Desta

forma a eq. (3.5) para o “bounce” a altas temperaturas fica como:

I’y  d-1dp
dr? r o dr

—U(p) =0. (3.6)

O qual deve ser resolvido com a condigdo de fronteira: lim, ... B(r) = @y e %?I,-:g, onde
=L

Entdo, podemos escrever um campo geral, ¢, que cumpre as condigdes de fronteira e
periodicidade como sendo:

o(r, ) =3(r) +0(r, T), (3.7)

onde embora o ponto de sela ndo dependa do tempo imagindrio, as flutuacoes, 7, de-
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Figura 3.1: Solugdes da eq. (3.5) a diferentes regimes de temperatura.

pendem. Agora podemos calcular a funcio de partigio, Z, expandindo em (3.3) a agao
Euclideana ao redor do ponto de sela até ordem quadratica e logo fazendo a integragao

(Gaussiana ao redor das flutuacoes, 7. Fazendo isto obtemos:

] & L "e—=
(@) =~ E—SE(p)/Dﬁﬁ_fo [T tnl-*+U" @)y

o

= Ne 55® (det[-0*+ U"(7)]) *, (3.8)

onde 8% = 9,0, e N é uma constante de normalizagdo o qual pode ser obtido da mesma
forma que no capitulo anterior.

A eq. (3.8) é a contribuigao de uma solugdo da eq. (3.6) & funcio de partigao.
Além de termos solucoes exatas; a solugao trivial, = @y, e o “bounce”’, ¥ = g;
temos também as configuracoes “multi-bounce” (ja discutidos na secao 2.2.3), os quais
sdo solugbes aproximadas da equagao (3.6). Entdo, para calcularmos a fun¢ao de partigao
teremos que somar as contribuicoes das soluces exatas e aproximadas: do ponto de sela

trivial, do “bounce” e de todas as configura¢bes “multi-bounce” possiveis. Fazendo isto
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em forma andloga ao capitulo anterior, obtemos:

2
= sS85 -

Z(¢sB)
Z(ps)]’ (39)

- sepeo]

onde Z(yp;) e Z(pp) sao dados pela eq. (3.8). Entdo, usando (3.9) e (3.2) em (3.1),

obtemos para a taxa de decaimento da fase meta-estavel, I', a seguinte expressao:

o - 53
_ 1Bl lZ((PB)]
a Z(¢r)
_ 1B| asey, [detl=02+U"(pp)]] "
== T e ASpy [det[—az‘FU”(Cfo)]] ’ (310)
onde
ASg = Sp(vn) — Se(ps)- (3.11)

Agora, como o “bounce” é independente de 7 e de simetria O(d), a acdo Euclideana

avaliada no “bounce” fica como:
5 1 |
Se(en) = /0 dT/d z [gau‘ﬂﬁay@B‘]‘ U(‘PB)}
1 1 (deg\® .
= ?Sd'/d?"?“dil [§ (——*:;‘B) +D((PB)] ’ (312)

onde

2 T T T
Sde / / f d8ydfs...dA 41 sin By sin® B5...sin L 64, (3.13)
o Jo Jo 0
3.3 Calculo dos determinantes

De forma semelhante ao capitulo anterior, pode-se mostrar que o operador diferencial,

[—8% + U"(¢p)], tem d autofungdes proporcionais a di¢p, t = 1,2,...d; com autovalores
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nulos. Em (3.10) podemos jogar fora estes autovalores nulos da mesma forma que no
capitulo anterior. Ao se fazer isto, obteremos o fator L(Sg/27)!/? (L é o comprimento
numa certa direcado do d-espago) por cada autovalor nulo. Também, como no capitulo
anterior, vamos supor que o operador [—8% + U”(pp)] tem sé um autovalor negativo,
E? <0.

A equacdo de autovalores para os operadores diferenciais que aparecem na equagao

(3.10) é dado por

[—0% + U"(¢p)]¥s(1) = e3(i)¥5(3), (3.14)
(=8 + U"(@p)|T£(5) = €(5)*Y £(5)- (3.15)

Pelo fato de ¢p e ¢ nao dependerem do tempo imaginério, 7; nas equagoes de autovalores

podemos fazer separagao de varidveis, ou escrever as autofuncgoes como sendo
Up(r, @) = e“""p(7), (3.16)

Ti(r, @) = “nTuy(T), (3.17)

e substituindo as expressoes anteriores em (3.14),(3.15) obtemos:

P =

[— z_: 8'3 + U”(QDB) 'l,/)B(Z) = EB(??)Z(/}B(?:), (318)
F 5

!— > 0 +U"(¢5) | v1(5) = Es(5)*v5(5), (3.19)

onde E? = (¢ —w?). E pela condigio de periodicidade no tempo imagindrio, teremos que

s = Sl By n=0,EL D,

Entao, para os determinantes en (3.10) podemos escrever

s

det[-0% + U"(y5)]

R = e+ (o)
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- apbin [IEZe LLIEG) ol
T2 o [L[F3(8) + w2

_ expl [ I1; B7(7) Moy jlwn + BRI

152 o [w2]d [T o w2 + B2 2 TT B3 (3) T2 ITiw? + E3(6)]?

(3.20)

na equacao anterior temos separados o modo negativo, E2, e os d modos nulos. Os d modos
nulos, n = 0, como ja foi dito, sao jogados fora da mesma forma que no capitulo anterior,
dando origem ao fator V(Sg/27)%?2, onde V, é o volume do d-espago. Os apostrofos nos
produtorios significam que temos separado o modo negativo e os d modos nulos. Fazendo
uso da relagao

sinh(7y)

ﬁ[l + i—i] = ——, (3.21)

Y

m (3.20), ¢ facil mostrar que

ro_ v (SEQ(:B))%exp [(;'— ;)mm (g—;' — g 1)m£[1w;1+
i [WJ 3 (ggf(j) FInf1— e—EfW]) +
—z( it ) gy
R SR
-3 ( B (i) +In[l — Es(*‘)ﬁ/?])] . (322)

onde temos usado o fato que 3 tem (d+1) autovalores a mais do que ', isto é, (¥, — ¥') =

(d+1); e A(T) é dado por

: (d+1) 1BE—|
A(T)zv(SEQ(;fB)) fi_]E_' Sma%_%l)] (3.23)

Substituindo (3.22) em (3.10), obtemos a taxa de decaimento da fase meta-estavel por

unidade de volume:

sy E(pp)\* AF(T)
V_B(T)( Q?TT) P [_ T ] (5.24)
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onde
E_
BT—deLl Jﬁ[ 3.25
@)= |2 . (3.25)
51n(2T)

F(T) = —+Z ( )+ In[1 — —Ef(ﬂﬁf?]) 3 (gEB(i) +1n[l — e—Estfmﬂ]) ,

(3.26)

AFE = E(pg) — E(es) (3.27)

= sq [ drrt! [é (—) —I—U((p)} (3.28)

é a energia na configuracao .



Capitulo 4

O calculo da taxa de decaimento no
modelo (%@4 + %@6)3 a temperatura
ZEero

4.1 Introducao

Vamos considerar o modelo de um campo escalar em trés dimensoes espago-temporais

com agao Euclideana

i y
Se(e) = [ s |5 @ue) + UG (41)
COom
2
oy 2 A 4, T s

No regime em que os parametros sao tais que
2
2 9 O
m*>0, A<0,0>0ce —] —4dm*—=| >0, (4.3)
U(p) tém trés minimos relativos .4 e 5 (ver Fig. 4.1); os quais tem os seguintes valores

> 1/2
15 o [31\°
{TQf:O e (pﬁ:::{: (—igg (1+\J1—4m2§ (X) )) 3 (44)

Para valores destes parametros o sistema pode exibir uma transicao de fase de primeira

ordem. O estado da teoria quantica de campos para o qual ¢ = (4 representa o vacuo

38
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U(p)

Pr— 0 ©2 Pt

Figura 4.1: U(y) para valores dos pardmetros m, A e o que satisfazem a eq. (4.3)

da teoria. O estado para o qual ¢ = ¢y, é um estado de equilibrio ao nivel cldssico, mas
flutuacoes quanticas tornam este estado instdvel. Ele pode decair até o estado ¢ = @it
tunelando a barreira de potencial. O estado ¢ = ¢y é um falso vacuo.

Neste capitulo calculamos a taxa de decaimento do falso vacuo a temperatura zero
na aproximacio conhecida como de parede fina (“thin-wall approximation”). Na segao
4.2 escrevemos a solucdo para o “bounce” e avaliamos a agao Euclideana nesta solugao.
Na secdo 4.3 consideramos as correcoes para a taxa de decaimento que vem do fator nao
exponencial, isto é, dos determinantes funcionais. No capitulo seguinte consideraremos as

corregoes térmicas a taxa de decaimento.

4.2 A solucgao do “bounce” na aproximacao de parede
fina

Consideremos o caso em que a diferenca entre a densidade de energia do falso vacuo e
o verdadeiro vicuo é muito pequena comparado com a altura da barreira. Isto é, o caso
em que € = U(pys) — Ulp:) < U(ps) (ver Fig. 4.1). Neste caso podemos escrever uma
expressio geral para a solucdo do “bounce”.

Como foi dito na secdo 2.3.1 a eq. (2.62) para o “bounce” pode ser interpretada como
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a equacdo do movimento de uma particula num potencial —U(¢p) que sofre a influencia de
uma forca de atrito inversamente proporcional ao tempo, onde ¢ faz o papel da posicao
e r faz o papel do tempo. Como j4 foi dito, se escolhermos a posicao inicial da particula
suficientemente perto do ponto ¢; a particula ficara ao redor deste ponto por um tempo
muito grande (seja este tempo igual a p). Mas para um tempo muito grande podemos
desprezar a forca de atrito, e se desprezarmos a forca de atrito a particula atingira um
ponto proximo a ¢, num intervalo de tempo g+ Ap. E para um tempo maior que p+Ap
a particula atingira o ponto ¢f. Podemos entéo escrever aproximadamente para a solugao

do “bounce” a seguinte expressao:

Pt 0<p<p—Ap
(Pb(p) = ‘Pwa.ll(p_ ﬁ) p—Ap<p<p+Ap , (45)
©f pP+Ap<p<oo

onde p? = [72 + 22 + 7] e pyan satisfaz a eq. (2.62) sem o termo proporcional & inversa

de p;

d2 Pwall

i = U'(4pwan) - (4.6)

Podemos intepretar a solugdo anterior para o “bounce” como uma configuracao onde a
fase estdvel ¢, esta dentro de uma bolha de raio 7 separada da fase estavel por uma parede
de espessura 2Ap. No caso em que a diferenca entre a densidade de energia do falso vacuo
e o verdadeiro vacuo for muito menor do que a altura da barreira, a espessura da parede
serd muito pequena comparada con o raio da bolha. Escrevamos o nosso potencial da eq.

(4.2) na forma

(]

_ T ar o AN 4
Ulp) = ¢ ("~ %) - = (4.7)
onde
16! A
o= ~5 o4’ (4.8)
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Figura 4.2: U(y) como sendo a diferenca entre %cp? (392 — Lpg)z {curva I) menos 75;—2 (curva IT).
' o

rth [6_ (2) - 2m2] | (49)

Vemos que U(yp) é a soma de um potencial que tem trés vdcuos verdadeiros menos um
potencial quadratico. Entdo, quando v — 0, teremos a aproximacio de parede fina (ver

Fig. 4.2). A eq. (4.6) pode ser integrado facilmente obtendo-se

(4.10)

fwwan dfp
r_._-_;_— S p 5
0 y2U(p)

Agora substituindo (4.7) em (4.10) e desprezando o termo proporcional a v obtemos

Pwall d(p
f - = i . (4.11)
0\ 2&p (¥ — ¥})
A integral anterior é facil de se resolver e a solucao é de tal forma que
2
: @
Pran(p) = . (4.12)

1 + exp ( Sgﬁa%p)
Esta solucao é mostrada na Fig. 4.3.

Para a acao Euclideana (eq. (2.65)) podemos escrever na aproximacao de parede fina

a seguinte expressao:

o0 1 (dop\’
Se(ps) = 4ﬂf0 dpp’ [5 (di;) + Ulys)
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‘Pwa.ll(p)

g

Figura 4.3: @wan em funcéo de p

p—Ap %0 .
= 4%/0 dpp*U(py) + 47r]_ - dpp*U(0) +

p+Ap

T 2
p+AP 1 { dipya .
4?1'] C(’,,{Jp2 [— (ﬂ) + D((pwan)] 5 (4.13)
o dp
Pelo fato de A7 < p, na ultima integral da eq. (4.13) podemos tomar p = p e obter assim
4 3 9
Sg(pp) ~ — 3P +47p°S, (4.14)

onde Sy é a densidade de energia superficial do “bounce”

PO 1 (dpyan §
So = / dp |2 == ) +U(pwa
0 5_AF P 2 ( d f ¥ (‘Pw Il)

» /% dipr/2U () dgfw ; (4.15)

onde desprezamos novamente o termo proporcional a . Avaliando a integral anterior

obtemos

2
~ 2— ;
So = 225 (4.16)

Para determinar o raio critico da bolha, 5, derivamos a eq. (4.14) respeito de g e o

igualamos a zero. Fazendo isto, obtemos

B=2—, (4.17)
€0
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e substituindo a expressdo anterior na eq. (4.14) obtemos

16 S§
Se(ps) ?—%W (4.18)

Na proxima secao estudaremos as corregoes quanticas a um “loop” a expressao anterior.
4.3 Calculo do determinante funcional

Vamos considerar a equagio de autovalores para os operadores diferenciais que apaie-

cem nos determinantes funcionais da eq. (2.71) em D = 3:
[~0r +U"(in)]$(0) = Ey(i)u(d) (4.19)

[~Og + U"(ep)l9() = By (5)¥r(d) (4.20)
onde Op = E?:ﬂ + = aa: + @, s = 0 e ¢, vem dado na aproximacao de parede fina pela
expressdo (4.5) . Entdo, em termos dos autovalores os determinates que aparecem na eq.

(2.71) podem podem ser escritos como sendo

£ = ldet’ [0k + U"(wb)]} o
det [0 +U"(iy)]

— {—lln [det’ [-0g + U”((pb)]:|}

9 det[—D_E+U”(o;ﬂf)]
= EXP{ llnl% EEJF(())”

= exp {—5 {Z '111|Ef(i)| — Zlﬂ Ef(?)

} . (4.21)

Desde que na aproximacao de parede fina, para p < (p — Ap) = p, o bounce pode ser
aproximado por uma configuragao constante (veja eq. (4.5)), podemos escrever para K a
seguinte expressao:

3 2
K= exXp {ké lg ﬁg f (;::;3 In lgz :| (Z lnleall | - z}:ln E?U)):I } »

(4.22)
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onde p = (po, T), EZs(p) = [P + U"(¢rs)] e EZ(i) sao os autovalores do operador
diferencial [—Og + U"(@wan(p — 9))]-

Em (4.22) a integral pode ser identificada como sendo a correcdo a um “loop” ao
potencial classico, enquanto que os termos restantes representam as correcoes quanticas
devido as flutuagoes ao redor da parede do “bounce” [24].

Entao, fazendo uso das egs. (4.14) e (4.22) em (2.71), obtemos

r ASE\3/? 4
A ~ 2 ( 27rE) exp [—gﬂ'ﬁaAUeff — 470" (So + S1)| (4.23)

onde S; é o termo que fornece as corre¢bes quanticas a um “loop” as flutuagoes ao redor

da parede do “bounce”,

éls'rp2

(Z ln’ wall? \—ZlnE?(j)), (4.24)

AU = Uett(05) — Uest(01), (4.25)

onde Uy(i) é o potencial efetivo a um “loop”. O fator 2 que aparece na eq. (4.23) vem
do fato de termos dois vacuos verdadeiros. Isto é, o falso vacuo pode decair en qualquer
um destes vdcuos com a mesma probabilidade. Matematicamente isto pode ser entendido
atraves da eq. (4.12), onde podemos ver que temos duas solugoes para o “bounce” com
sinais diferentes.

Entao para calcular as correcoes quanticas a um “loop” temos que calcular o potencial
efetivo a um “loop” e a quantidade S;. O calculo do potencial efetivo a um “loop”
nio oferece dificuldade alguma, mas o calculo de & € muito complicado, pois para se
efetuar esta tarefa temos que conhecer, em primeiro lugar, os autovalores E2 (i) do

operador diferencial [-Og + U"(¢wan(p — 7))] e depois fazer a soma que aparece na eq.
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(4.24). A continuagdo calculamos o potencial efetivo a um “loop” e depois estudaremos

os autovalores do operador [—Og + U"(@yan(p — )]

4.3.1 O potencial efetivo a um “loop”

O potencial efectivo a um “loop” é dado por [25]

eﬂ'(99 H‘Q)+ 2/ I )3 l:pp:fﬂ?(,za)} : (4'26)

A divergencia ultravioleta en (4.26) pode ser eliminada na forma usual. Integrando sob

po e fazendo uso de um “cut-off” ultravioleta, A, para o momento espacial, obtemos

- 1 3/2 1A 5 A o N\
Uent(9) = Uly) — = [(p2 +m?)" | - (p2+m2+ 5@+ z—!god) | @2

e fazendo uso da relagdo (1+2)%? = 1+3/2z+3/82%+.. ., obtemos para Uy a expressio

5 A o 043/2 3
(m +§<p +4—ch) —m——YA)( 59+4,t,9)}

+0(1/4) , (4.28)

Usgl(p) = U(ﬁp)—ll—2

onde Y(A) = A2 + m2. Os termos divergentes em (4.28) sao l'O|)Ol'CiOIl&iS a 2 e A mas
" e
nao a @ 6. Ei[’ltéd.()1 a um “loop” 50 a massa, 7, € a constante de acoplamento A precisam
’ P 1

ser renormalizados (o, = o). Fazendo uso da seguinte prescricao de renormalizagao:

PUust(9)
m, = T,’)Tl';&:o (429)
e
d'Ung(9)

e reescrevendo os pardmetros nao renormalizados em termos dos renormalizados, obtemos
para o potencial efectivo a um “loop” a seguinte expressao:

1 3 3)\3 3m,.o,
Ust(p) = Un(p) = 35 |Ur (9)*/2 —mp — gmedegy — g’ = =2, (481)
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onde U, é o potencial cléssico ( a “tree level”) expressado em termos dos parametros de
massa e cosntantes de acoplamento renormalizados. Por conveniéncia de notagao, de agora
en diante vamos eliminar o sub-indice r das expressoes e assumiremos que os parametros
sem subindice, m, A e o sdo os parametros renormalizados. Entdo, AUz pode ser escrito
como (p; = 0)

3

; ; il ; 32 3mao
AU = =U(p1) + 35 U"(e)*? - Zm)\%z — ; :

—p, — —— 4.32
32m(ipt 16 (Pt E ( 3 )

onde ¢, é dado pela eq. (4.4).
4.3.2 Os autovalores E2_, ()

Agora voltemos ao problema dos autovalores, EZ (i), do operador [—Og+U"(dwan(p—
7)], o qual aparece na expressdo para S;. O calculo destes autovalores nao € um problema
simples de se resolver. De fato, sé em poucos exemplos este problema tem uma solugao
analitica exata, como por exemplo para a solucio de tipo “kink” no modelos (Ap?)p—s
[17]. Desafortunadamente, para o modelo que estamos estudando aqui, ndo podemos
encontrar solucoes analiticas. Entretanto, podemos fazer uma analise aproximada, e, em
particular podemos encontrar explicitamente os modos zeros e negativos para o operador
diferencial na configuracio da parede do bounce. Fazendo uso da simetria esférica do

“bounce”, podemos expressar a equacao de autovalores:
[—'DE T UH((Pwal](p - 76))] djf(pa 91 d)) = E\?val](i)tpi(pa 9: qb)

na forma

& 2d  Ul+1) 5 A 0 o N
dp®  pdp # T m’ + 5@?%11(10 —p)+ Q‘Pivau(ﬂ —p)| %ip) = Eqan(D)¥i(p) ,

(4.33)
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onde I =0,1,2,.... Fazendo ¥;(p) = x:(p)/p and z = p — p, obtemos

. A a
+m? + ?Pi-au(z) + _(fgi'a.ll(z)] Xng(2) = Blan(n, Dxng(z) . (4.34)

[ 2 I(1+1)
4l

T RN

Desde que Ap < P, podemos tomar I(I +1)/(z +p)? = (Il + 1)/p° e entao

A o i}
l_@ + 5 Pval(2) + ;ﬁ@iau(z)] Xn(2) = 13Xn(2) , (4.35)
onde 7, € obtido de
(l+1
E2 (1) = nj +m*+ % - (4.36)

Sabe-se que o operador [—Og + U”(é(p))] tem trés autovalores nulos como consequéncia
da invariancia de traslacio do bounce. Entdo, para [ = 1 e para o mais baixo valor de
1. (0 qual pode ser escolhido como ), teremos EZ ;(1,1) = 0, com multiplicidade igual
a2(1)+1=3,ede (4.36) obtemos nf = —(m? + 2/p*). Entao, o autovalor mais baixo

E?_,(1,0) (o autovalor negativo, E2) serd igual a

E? = E2,(1,0) = -2/p°, (4.37)

com multiplicidade igual a 2(0+ 1)=1, justo como se espera para o estado meta-estavel;
a existéncia de um e s6 um autovalor negativo [24].
Para avaliar os outros autovalores fazemos a seguinte mudanga de variaveis w =

\/gtpﬁ z e usamos (4.12) in (4.36). Desta forma obtemos

d? 24 30

9 ,
— 2| xala) = Byl 4.38
- dw2 14 e\@w + (1 + eﬁw)z X (w) YnX ('LU) ( )

onde 2 = 12 6!/(c¢j). Podemos entdo expressar os autovalores do operador [~Og +

U"(pwan(p — P))] como

. I +1
Eiall(n,l):c%‘évngszr (ﬁg L. (4.39)
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A eq. (4.38) é uma equacio de autovalores o qual é puramente nimerico, mas que nao

tem uma solucao analitica conhecida.
4.4 A validade da aproximacgao

E importante conhecer a faixa na qual é valida a nossa aproximagcao. Temos feito duas
aproximacdes: A aproximagao semi-cldssica e a aproximagao de parede fina.

E fato conhecido que 4 aproximacao semi-cldssica ou aproximagao Gaussiana é valido
somente se as flutuacoes quanticas ao redor da trajetéria classica sao pequenas, i.e, se a

acio Euclideana avaliada na trajetoria cldssica é muito maior que do que 7,
Se(es) > 1. (4.40)

Substituindo a expressao de Sg(i) na aproximagao de parede fina (eq. (4.18) em (4.40)

temos

16 83 12
il TR 1/2% >1. (4.41)

3 €} 6e2 6!
De outro lado temos que a aproximacao de parede fina € valida quando a diferenca entre
a densidade de energia do falso vdcuo e o verdadeiro vacuo é muito pequena comparado

com a altura da barreira, i.e,
eo = Ulps) — Ulpe) < Ulipa) - (4.42)

De (4.7) podemos escrever U(p) como

2 2 2
, o (¢ ¢ 2 4P
U(ep) = wga (99_%(9?_3 -1 - f(p—%) ; (4.43)

onde

2
f=1-2m*>< (4—!) . (4.44)



Capitulo 5

Taxa de decaimento no modelo
(%@4 - %906)3 a temperatura finita

5.1 Introdugao

Neste capitulo vamos calcular a taxa de decaimento do falso vdcuo a temperatura finita
no modelo massivo (%fp’l + %956)3. No regime de altas temperaturas a taxa de decaimento

em D = 3, vem dado pela eq. (3.24) com d = 2,

E{’ 2B(T) Q(‘P;)exp {%AF (T)] , (5.1)

e onde agora, segundo as eqs. (3.25), (3.26), (3.28) (3.14) y (3.15) em d = 2,

B(T) = T? = |E_ ] (5.2)
= /_\.E—%:[%Ef(j) +%ln (1- BFI(J))] Z [ Eg(i) + Eln (1- eﬁEB@)] ,
(5.3)
AE = E(pp) — E(ps) (5.4)
E(p) = 2r fo ™ der [% (%)2 + U(n,o)} (5.5)
é a energia na configuracio ¢, e
(V2 + U"(pp,)|¥n,s(i) = B3 (1) ¥5,(3) , (5.6)

o0
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De onde podemos escrever as expressoes para ; y @ COmo

B+ 1T 0] 2—IT3] -

Y+ = Yo —:3_6992:({90 —3*‘

e substituindo estes valores em (4.42), obtemos a condigao de aplicabilidade da aproxi-

macao de parede fina,

1 4! 4
— — — 4.46
f<<90u mG'( ) >3 (4.46)

Dentro desta aproximacao podemos escrever para ¢ a seguinte expressao

2

e substituindo este valor em (4.41) temos

T |_6! &
E\/Q—;) (f 4 3) . (4.48)

Temos entao as duas condicdes para a aplicabilidade da nossa aproximacao, eqs (4.46) e

(4.48).
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onde V? = aa—;i + %. O fator 2 que aparece em (5.1) é pelo fato de termos no nosso modelo
dois minimos verdadeiros. Desta forma a taxa de decaimento vai ficar multiplicado por 2.

Vemos entdo que para calcular a taxa de decaimento a temperatura finita temos que
conhecer a solucdo para o “bounce”, gp, resolver a equacio de autovalores (5.6) e depois
fazer a soma destes autovalores. A seguir determinamos a forma do “bounce” dentro da
aproximacao de parede fina.

5.2 O “bounce” a altas temperaturas na aproximacao
de parede fina

O “bounce”, pp, a altas temperaturas é dado atraves da eq. (3.6), o qual em d = 2,

fica como

*pp i 1deg
dr? rodr

Ulpp)=0. (5.7)
Aeq. (5.7) é uma equagio ndo linear cuja solugdo exata é possivel s6 para determinados
modelos. No nosso modelo nao se conhece uma solugao exata. Mas, como no capitulo

anterior podemos escrever uma solucio aproximada dentro da chamada aproximacao de

parede fina,

V4 0<r<R—AR
pp(r) = @pwa(r—R) R—AR<r <R+AR , s)
©f R+AR<r<oo

onde (an satisfaz a eq. (5.7) sem o termo proporcional a (1/7),

2
d Pwall

o U’((Pwa-ll) =0. (5.9)

A eq. (5.9) é identica & eq. (4.6). Entao a solugio para @w.n(r) vem dado pela eq. (4.12)

com 7 substituindo p,

)
: ©
Soiau(T) = : (5-10)

1+ exp (.\/é%r) '
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onde g é dado pela eq. (4.8).

Agora podemos calcular o termo AFE, o qual é o termo dominate na taxa de nucleagao,

AE = zﬁ/m drr [— (d(p—B) + U(pn)

R—AR 00
= 27r/ drrU(e,) + 27 +
0 RIAR
2
R+AR 1 (dpy.
27r/ drr | = Poall + U(@wan) (5013
R—AR 2 dr

Como AR < R, na ultima integral de (5.11) podemos tomar r = R e obter para AFE,
AE = —mwégR? + 27RS, , (5.12)

onde, ¢g = [U(ps) —U(p:)] = —Ul(p:) € S € a densidade de energia superficial, dado pela
eq. (4.15)

4

_ %Yo [0
So="21/25 - (5.13)

Podemos determinar o raio critico da bolha, R., minimizando a eq. (5.12), mas pelo
fato das corregoes térmicas serem muito apreciaveis a altas temperaturas, é conveniente

determinar o raio critico da bolha a partir da expressao para AF(T) na aproximacao de

parede fina. Isto sera feito na seguinte secao.

5.3 As correcoes térmicas a taxa de decaimento

As correcoes quanticas e térmicas a taxa de decaimento sao dados pelas somas que
aparecem na expressao para AF(T'). No contexto da aproximacao de parede fina, podemos

escrever ( em forma analoga & secio 4.3) a seguinte expressao para AF(T):

’)

AR(T) = AE+7TRQf (g B [ E(p) — (P)] +T7rR2f (gjrl)z [In (1 — ¢~#Fe(@))

—In (1 _ eéﬁEf(P))] g 5 Z [ Eyan(t) + 1n ( -, BBEwm(i))] I
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=¥ EEf(j) +1In(1- euﬁEfU))} ; (5.14)
onde
By 5(p) = /P2 + U"(p15) (5.13)

e E2 (i) sdo os autovalores do operador [—-V? + U(gg(r — R.)))-

Fazendo uso da eq. (5.12) podemos escrever AF(T') como sendo
AF(T) = —nAUg(T)R? + 27(Sy + Ss)R , (5.16)

onde

d’p 1 1
AUg = €0+/(—2£—2 [;\/P2+U"(99f) - 5\/132 W+ U"(%)] *

T/ %Z_)Pi [hl (1 . e—ﬁE;(P)) —In (1 . ef'ﬁE‘(p))] (517)

é, a menos de um sinal, o potencial efetivo a temperatura finita a um “loop”; e

- 2uit \5

)

§5= 5 (Z’ [ngau(z') +1n (1 - e—ﬁE“”“))] =3 [gEf(j) +In(1- eﬂEfm)D
(5.18)
é a correcao a um “loop”, & densidade de energia superficial a temperatura finita.

Em (5.17); a primeira integral é claramente divergente, mas esta divergéncia pode ser
eliminada na mesma forma que no capitulo anterior mediante a introducao de contrater-
mos apropriados. O termo finito resultante {depois de termos feito a renormalizacio)
vai nos dar a corregio quantica ( a menos de um sinal) ao potencial efetivo. A segunda
integral em (5.17) é finita, este termo é a correcio termica ao potencial efetivo. Agora,
no regime de altas temperaturas, os efeitos térmicos dominam sob os efeitos quanticos e
entdo podemos desprezar as corregoes quanticas frente as correcoes térmicas. Isto €, em

(5.17) desprezamos a primeira integral comparada a segunda.
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A segunda integral em (5.17) pode ser reduzida a integrais do tipo

I(t) :/OOO dzx [.rln (1—6_W)] -3 (5.19)

o qual é calculado num apendice. O resultado é

_ £ o2 # I& (D)™ v
I(t) = I(0) + e g Zlnt 2,§n(n+1)(2ﬂ")2"‘(t) , (5.20)

onde ((n) sio as fungdes Zeta de Riemman. Fazendo uso das egs. (5.20) e (5.17) obtemos

para AF(T') o seguinte:

onde a altas temperaturas (¢t = §4/U"(¢)) teremos

1" 2
ct1= 3 (v0+ 00 oo + G - ).

(5.22)
Agora, o que falta calcular é a quantidade Sg, para o qual se precisa conhecer em primeiro
lugar os autovalores E2_(i) do operador diferencial [-V? 4+ U"(@wan(r — R))], e depois
fazer a soma no indice 7. Na seguinte se¢ao consideramos o problema dos autovalores.
O raio critico da bolha, agora dependente da temperatura, R.(7T), pode ser obtido
minimizando AF(T'), isto é, a partir da equagao

SAF(T)

ey =0 (5.23)

5.4 Os autovalores EZ (i)

Os autovalores E2_ (i) do operador [—V? + U"(¢wan(r — R))], sdo determinados pela

equagao

[~ V2 + U"(pan(r — R)]T(5) = B24(6) % (i) (5.24)
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Como @y 56 depende de 7, entdo podemos escrever a eq. (5.24) em coordenadas cilin-
dricas, e depois, fazendo uso do método de separacao de variaveis (U(r,¢) = ¥(r)0(¢))

teremos

g A o
L w4 3Gl — B+ Splaar = B)| () = B, ()
(5.25)
onde, s = 0,+1,+2, ... vem da simetria cilindrica do problema. Fazendo v(r) = x(r)/r'/?

em (5.25), obtemos

d? 452 — 1

X o
) 3 7 +m? + 5995@11(7" —JE) + E(P?van(?’ = B)| Xuyelr) = Bl ailm, s)xn.s(r) -

(5.26)
Da mesma forma que na secao (4.3.2), fazemos z = (r—R); e pelo fato de termos AR < R,

entdo a eq. (5.26) fica como

£ A, > L,
_@ T E{fgwa,ll(z) * E(pwall(z) Xn(z) - T]n/\/,-n(T) 3 (527)

onde, 72 é agora obtido de

452 — 1

- (5.28)

Ei'a.ll(n: 5) = U?L 3 m2 +

O operador diferencial [~V? + U"(¢p)] tem dois autovalores nulos (devido a os modos
traslacionais no espago bidimensional). Em (5.28) a multiplicidade é dois para s # 0 e

um para s = 0. Entdo, para s = 1 e o mais baixo valor de 7, ( o qual denotamos como ;)

].

teremos em (5.28) o autovalor nulo, E2_,(1,1) = 0, de onde obtemos 7, = —[m? + %
Agora, substituindo em (5.28) s = 0 e o valor de 7; obtemos o autovalor negativo B2 =

E? \(1,0),

wall

E:=—-——. (5.29)
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Como na sacio (4.3.2), fazendo w = / %2z, obtemos para os demais autovalores
G 6! 990 P

2
2 _ A% 2 2 4571
Ewall(n’s) - cpﬂﬁlvn +m”+ 4R2 )

onde v, sio os mesmos da secao (4.3.2).
5.5 A validade da aproximacao

Neste caso alem da condigcao de aplicabilidade da aproximacao de parede fina, eq.

(4.46),

1 g (4> _ 4 _
& g ou mza (K) > 5 (5.31)

teremos que considerar a faixa da tamperatura na qual é valida a aproximacdo do “bounce”

de simetria esférica por o um “bounce” de simetria cilindrica. Temos a condigao
T > R,(0)7'. (5.32)

Substituindo o raio critico da bolha & temperatura zero, eq. (4.17), obtemos para a

2
T>><,93\/—2% (f+?) (5.33)

onde va? e f vem dados pelas eqs (4.8) e (4.44) respetivamente.

anterior condigao

A taxa de decaimento do estado meta-estavel calculado no presente capitulo é aplicavel
na faixa de temperaturas etabelecida pela eq. (5.33), mas que nao seja tao grande de tal
forma que invalide a nossa aproximacao a um “loop”. A baixas temperaturas a taxa de
decaimento pode ser razoavelmente aproximado pela taxa de decaimento a temperatura
zero, eq. (4.23). Para temperaturas intermedias entres estes dois limites o calculo da taxa
de decaimento é' muito mais complicada, neste caso teriamos que resolver a equagao para

o “bounce” dependente do tempo imagindrio e com dondicoes periodicas de contorno
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nesta varidvel. Na referencia [26] Afleck tem mostrado, no caso da mecénica quéntica
simples, que o intervalo de temperatura que separa este dois limites € muito pequeno.
Nos baseando neste resultado esperamos que os nossos resultados sejam validos numa

ampla faixa da temperaturas tanto nas baixas temperaturas quanto nas altas.



Capitulo 6

Conclusoes

Nesta tese estudamos em detalhe o fenomeno de nucleacao de bolhas no modelo (%(p“ +
%@5)3 A temperatura zero e finita. Na aproximacéo de parede fina, conseguimos encontrar
a solucio do “bounce” & temperatura zero e finita (no regime de altas temperaturas).
Também obtivemos uma solucio fechada para a ag¢do Euclideana a temperatura zero e
finita. Ao calcular o determinante funcional, & temperatura zero (finita), obtivemos duas
contribuicoes: uma do interior da bolha e outra da sua parede. Interpretamos estas
contribuicdes respetivamente, como sendo as corregoes quanticas (térmicas) a um “loop”
do potencial cldssico e as correcos quanticas (térmicas) devido as flutuacGes ao redor
da parede da bolha. A continuacdo fizemos o calculo a um “loop” do potencial efetive a
temperatura zero e finita. Finalmente, ainda na aproximacao de parede fina, encontramos
os modos negativos tanto a temperatura zero como a temperatura finita, mostrando que
este modo é unico, como no caso da mecanica quantica (D = 1).

Uma continuacao natural desta tese é o estudo da taxa de nucleacdo de bolhas em
sistemas fora do equilibrio térmico; i.¢, onde a taxa de decaimento depende do tempo.
Para isto o formalismo do tempo imaginédrio ndo pode ser utilizado e deveremos fazer uso

do formalismo do tempo real [27]. O problema da determinagao da taxa de decaimento em

58
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sistemas fora do equilibrio térmico é um problema ainda em aberto e de grande interesse
[28]. E claro que o estudo da taxa de decaimento em sistemas fora do equilibrio é de
importancia fundamental, como por exemplo nos modelos cosmolégicos, onde nas etapas

primordiais o universo se encontra fortemente fora de equlibrio térmico.



Apéndice A

Avaliamos aqui a integral (5.19),

I(t)z/oood:c [3:111 (lﬁe_‘/m )] . (A.1)

Fazendo uso de

oIt o2 0 Y - Sy
®) &= /0 dmlxa(tg)ln(l—e +)]

o(t?)
= [oor]*c T——v e In (1~6_ r2+t2)} . (A.2)
0 d(z?)
Integrando a expressdo (A.2), obtemos
dI(t) 0 vy Ly
) 2] dz* ) In (1 )— 2]n (1 e ) : (A.3)

de onde podemos escrever I(t) como sendo:

10 =10) -3 [y (1-e) =10 - [am(-e)], (a0

o qual tambem pode ser escrito como

I(t) = I(0) — ]Ot dt l—g— +t1In(2) + tln sinh (%)] . (A.5)

Agora, fazendo uso da relagdo (3.21), com { = wy, obtemos finalmente:
+o0

I(t) = I(O)ffot l*%ﬂ““ﬂ(?‘)“l“ [g 11 (H (Q;QJHZ)”

m=1

- 10 [ [Go £ 5 (550

m=1n=1

t3 t? 2 1+
= I+ -3 n(t) + & —52

( l)n—rlg(gn) ( 2)ﬂ+l . ("\.6)

2 n{n + 1)(27)
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onde

sao as funcoes Zeta de Riemman.
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