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Resumo

As equacdes de difusdo dos hadrons sao integradas analiticamente usando a teoria dos
semigrupos. Considerando que as se¢des de choque hadron-nicleo crescem com a energia
como ¢ = vgE®, e que o espectro de energia da radiagao cdésmica primdria é da forma
NoE~0HD | ag solugoes gerais se reduzem a expressoes simplificadas. A solugao encontrada
é comparada aos fluxos integrais de hadrons obtidos experimentalmente através da ex-
posicao de cimaras de emulsoes nucleares em altitudes de montanha. Dessa comparacio
estima-se o valor médio do coeficiente de inelasticidade, que resulta ser < K >= 0, 63 para
um valor de a = 0,06 e de oy = 300 mb. O fluxo zenital de muons e a razao p*/u~ sao
derivados a partir desses fluxos hadrénicos para quaisquer valores de energia e de angulos
zenitais. As solugoes analiticas obtidas aparecem como expressoes compactas em termos
de operadores expansionais. Esses dltimos sao decompostos num produto de operadores
exponenciais ordindrios através da técnica de ordenagio de operadores exponenciais de-
senvolvida por R. Feynman. Ao nivel do mar, nossos resultados sdo comparados aos
calculados por outros autores e aos obtidos experimentalmente. Os fuxos muénicos do
presente trabalho sao aproximadamente (3-6)% maiores que os obtidos por Lipari, e 5%
menores que os encontrados por A.V. Butkevich. A diferenca em relacao aos dados ex-
perimentais é de 5%. A razdo p /g7, por nés calculada, na direcao vertical, estd em
otima concprdé.ncia com a obtida pelos autores acima citados, porém desvia-se acentu-
adamente dos dados experimentais. Essa discrepancia desaparece quando incluimos em

nossos resultados os efeitos nucleares que aparecem nas rea¢oes nicleo-nicleo.
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Summary

We solve the one-dimensional diffusion equation for hadrons in the atmosphere using
the semigroup theory. We show that the general solutions become simplified expressions
when we assume a power-law dependence on energy for the p-air inelastic cross-section,
o = ggk%, and for the primary energy spectrum, N (0, E) = NgE~O*1 Our solution is
compared with the hadron fluxes of emulsion chamber data: we find a good consistency,
with an average inelasticity around < K >= 0.63, with the best fit of the coefficient
a = 0.06. We also calculated the zenithal muon flux originated by a hadronic shower in
the atmosphere. These muon intensities and the muon charge ratio 4% /u~ are expressed
in terms of Expansional Operators; these operators are decomposed into a product of
some simple exponential by using the Feynman-like procedure of ordered exponential
operators. Our calculations of the muon spectra and the charge ratio px*/u~ are based
on the continuous energy loss approximation and for a general type of atmosphere.

Our muon flux at sea level agrees very well with the experimental data and with others
analytical calculations (Lipari, Butkevich). Our vertical charge ratio of muons at sea level

1s also compared with experimental data and with results of the authors mentioned above,
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Legendas das Figuras

Figure 2.1 - Segdo de Choque Ineldstica das reagdes p-niicleo de ar em funcio
da energia. Dados experimentais sao das referéncias [29] para A, B e ¢, [30] para
(0. Quatro linhas cheias sio mostradas na figura para a = 0;0.03:0,06 e 0,10 da

férmula o (E) = 300({E/TeV )%

Figure 2.2 — Espectro Integral de Hadrons em Chacaltaya. (e ref. [24])). As trés
linhas mostradas na figura representam o fluxo integral de hadrons para (k) = 0,5

com a = 0;0,06;0,10.

Figure 2.3 - Espectro Integral de Hadrons em Kanbala. (e ref. ([24])).As trés

linhas representam o fluxo de hadrons para (k) = 0,5 com a = 0:0,06;0, 10.

Figure 2.4 - Espectro Integral de Hadrons em Fuji. (e ref. ([24])).As trés linhas

da figura séo os fluxos integrais de hadrons para (k) = 0,5 com a = 0;0, 06 0. 10.

Figure 2.5 - Espectro Integral de Hadrons em Chacaltaya.(e ref. ([24])). A linha
cheia representa o fluxo calculado para (k) = 0,5 e a linha traceiada ¢ o mesmo

fluxo para (k) = 0,63. Ambos os fluxos foram calculados para a = 0, 06.

Figure 2.6 — Espectro Integral de Hadrons em Kanbala. (e ref. {[24])). A linha
cheia representa o fluxo calculado para (k) = 0,5 e a linha tracejada ¢ o mesmo

fluxo para (k) = 0,63. Ambos os fluxos sao para a = 0, 06.
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Figure 2.7 — Espectro Integral de Hadrons em Fuji. (e ref. ([24])). A linha cheia
representa o fluxo calculado para (k) = 0,5 e a linha tracejada é o mesmo fluxo

para (k) = 0,63. Ambos sao calculados para a = 0, 06.

Figure 3.1 - Perda de Energia dos muons na atmosfera.
A linha pontilhada corresponde a calculos feitos por Osborne - ref. [51]. As demais

sao calculos realizados por Maeda — ref. [38] e usados em nossos calculos.

Figure 3.2 - Relagdo Geométrica entre o angulo zenital  na profundidade #4
e o angulo zenital 0*(t) na profundidade t. Rr é o raio da Terra e h{f) é a

altura da profundidade atmosférica ¢ ao nivel de detecao #.

Figure 3.3 - Fluxo Vertical de muons ao nivel do mar.

eAllkofer et al. — Ref. [41]; — Fluxo calculado neste trabalho com ionizacao e
decaimento do muon; - - - - Fluxo calculado sem considerar perdas por ionizacio e
decaimento.

Figure 3.4 - Fluxo Vertical de muons ao nivel do mar.
Comparagao entre os fluxos verticais de muons ao nivel do mar.
e Allkofer et al. — Ref. [41]; —- Fluxo de muons calculado por P. Lipari — Ref. [42]:

- - - - Fluxo de muons calculado neste trabalho.
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Figure 3.5 - Fluxo zenital de muons ac nivel do mar (§ = 89Y).
eMatsumo et al. — Ref. [43]; — Fluxo de muons calculado por P. Lipari - Ref. [42}:

- - - - Fluxo de muons calculado neste trabalho.

Figure 3.6 - Razio das contribuicées dos decaimentos do K* e do »* para o

fluxo de muons ao nivel do mar, para ¢ = 0.

AL. Volkova — Ref. [44]; oP. Lipari - Ref. [42]; @ - Nossos Célculos.

Figure 3.7 - Fluxo Horizontal de muons ao nivel do mar para trés valores dos

angulos zenitais. e cos{f) = 0; A cos(#) = 0.4; W cos{0) = 1.0

Figura 4.1 - Razao n/p versus profundidade atmosférica.
(a) Calculo efetuado por P. Lipari — Ref. [42]; (b) Célculo efetuado por M.G.

Thompson e M.R. Whalley — Ref. [45]; (¢) Resultado de nossos calculos.

Figura 4.2 — Razdo pu+ /u— — ao nivel do mar para 6 = 0.
oMARS, A Alkofer et al., et al., A Baxendale et al. e B Ashley II et al. — Ref.
[48]: a) Cdlculo feito por P. Lipari — Ref. [42]; b) Resultado do presente cdleulo; ¢)
Célculo feito por D.P. Bhattacharyva — Ref. [49); d1) Céalculo efetuado por M.G.
Thompson e M.R. Whalley - Ref. [45] - Alternativa 1; d2) Célculo efetuado por

M.G. Thompson e M.R. Whalley — Ref. [45] — Alternativa 2.

Figura 4.3 - Razio g+ /u— ao nivel do mar para ¢ = 89°; — Célculos efetuados

por P. Lipari — Rel. [42}; -—— Resultado do presente calculo.
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Capitulo 1

Introducao

O desenvolvimento dos chuveiros de particulas na atmosfera terrestre originados da
interagao entre nicleos (ou nucleons) da radiacdo cdsmica priméria com nicleos dos ele-
mentos quimicos presentes na atmosfera, tem sido estudado desde inicios da década de
30.

O nimero médio de particulas secunddrias que surgem numa cascata em diferentes
profundidades atmosféricas, com diferentes angulos zenitais e dentro de um intervalo de
energia, € obtido resolvendo-se as equagdes de difusido dessas particulas na atmosfera.
Suponhamos que se conhega o nimero médio de particulas e suas distribuigdes de energia
em uma profundidade atmostérica ¢. Consideremos um elemento “dt” suficientemente
pequeno de modo que ao atravessia-lo a particula nao sofra interagao ou colida uma unica
vez. As distribuicoes de energia e o numero médio de particulas em (¢ + dt) podem.

entio, ser obtidos. A relacdo entre o namero de particulas em ¢ e em ¢ + di é expressa



matematicamente pela equagio de difusdo dessas particulas na atmosfera.

O objetivo deste trabalho é resolver analiticamente as equacées de difusao dos hadrons
no ar. e a partir delas, derivar o fluxo de muons aoc nivel do mar.

Um ntcleo da radiacdoc cdsmica primdria interage com nucleos de elementos quimicos
presentes na atmosfera produzindo um nidmero muito grande de particulas secundarias
das quais os pions sdo a maioria. Na regiao de energia de centenas de GeV até 150 Tel”
os pfons correspondem a cerca de 70% do total das particulas secunddrias [1]. A medida
que a energia aumenta outras particulas secundarias como kaons, lambdas, hyperons etc.
vao se tornando importantes na obtencgdo correta dos fluxos dos hadrons e dos muons em
diferentes profundidades atmosféricas.

As particulas neutras, em sua maloria, desintegram-se em fétons que vao originar a
cascata eletromagnética, enquanto que as particulas carregadas interagem sucessivamente
perdendo energia que é usada na producdo de novos hadrons. Quando estas ficam com
energia aproximadamente igual & sua constante de desintegracéo no ar, elas entéo decaem
em muons, que por interagirem fracamente com a matéria vao constituir a grande maioria
de particulas ao nivel do mar.

O desenvolvimento da Eletrodindmica Quintica permitiu que a componente eletro-
magnética fosse exaustivamente estudada e explicada por vérios autores. Em 1937, Carl-
son e Oppenheinner (2] e independentemente Bhabha e Heitler [3] obtiveram soluc¢oes
aproximada; para os fluxos de elétrons e fétons usando as se¢des de choque para a formagao

de pares e de bremsstrahlung calculadas por Bethe Heitler [4]. Logo a seguir, Landau e



Rumer [5], usando a transformada de Mellin pela primeira vez, obtiveram a solucio exata
das equagoes integro-diferenciais que descrevem a cascata eletromagnética desprezando,
entretanto, o termo da perda de energia dos elétrons por ionizacio.

A partir desse trabalho, a transformada de Mellin tornou-se a ferramenta matematica
usual na obten¢do dos fluxos das diferentes componentes da radiagio césmica secundéria.

O método da transformada de Mellin, entretanto, fornece solucoes reais representadas
por uma integral de contdrno no plano complexo e que s6 pode ser avaliada exatamente
em alguns casos particulares. Em casos mais gerais deve-se usar alguns métodos de
aproximacao para estimar tal integral, como por exemplo, 0 Método do Ponto de Sela.

Em fins da década de 40, comecgaram a surgir os primeiros trabalhos tedricos sobre
componente nuclearmente ativa da radiacdo césmica [6, 7]. Estes trabalhos resolveram
as equacgoes integro-diferenciais que descrevem a difusido dos hadrons no ar, usando a
transformada de Mellin, e obtiveram solucgdes exatas para o problema. Nesses cdlculos, 0
espectro de energia da radiagio césmica primaria foi considerado da forma NyE~-"*Y o
livre percurso médio de interacao dos hadrons no ar suposto constante e as distribuic¢des
de energia das particulas secundarias foram consideradas como func¢des homogéneas das
energias das particulas secunddrias e primdrias na interacao.

Na década de 70, F.M. Castro [8, 9] resoiveu as equacdes da difusdo dos hadrons na
atmosfera usando o método das aproximacoes sucessivas ¢ obtendo as mesmas solugoes
encontradas pelos autores citados anteriormente. A vantagem do método matematico

por ele empregado € que as solugbes sdo colocadas na forma de uma série podendo-se



verificar facilmente, na maioria dos casos, a convergéncia da solugdo. Ele ainda conseguiu
generalizar os resultados anteriores, considerando um espectro primdrio na forma de uma
fun¢do continua, positiva e limitada, G(E).

H.M. Portella [10], posteriormente, obteve solugdes exatas para o fluxo de nucleons
levando-se em conta a variacao da se¢ido de choque hadron-niucleo com a energia, mostrando
ainda que a lei que governa a interacao dos nucleons na atmosfera é binomial.

J. Bellandi Filho [11], também conseguiu obter solugdes alternativas usando o Método
das Expansionais de Feynman.

O objetivo deste trabalho é mostrar que a teoria dos semi grupos pode, também,
ser usada para resolver as equagdes integrais que descrevem a difusfo dos hadrons no
ar, obtendo-se solugoes formais que em alguns casos particulares fornecem as solugoes
encontradas por outros autores [12, 13]. O processo de decomposi¢ao das expansiona-
is desenvolvido por R. Feynman [14] foi também empregado em nossos cédlculos com o
objetivo de obter solugdes particulares do problema.

Atualmente, ha varias simula¢fes que permitem obter o nimero de particulas e as
distribuigoes angulares e de energia das diferentes componentes da radiacao cdésmica se-
cundaria, em diferentes profundidades atmosféricas, para varios angulos zenitais e dentro
de um intervalo de energia. Os métodos analiticos, entretanto, sdo ainda muito usados,
pois, permitem obter com grande precisdao as relagbes entre os fluxos de hadrons com os de
muons e de neutrinos e permitem também o estudo sistemdtico da influéncia dos diferentes

parametros e distribui¢des sobre os fluxos das vdrias componentes da radiacao cosmica.



Assim sendo, um célculo analitico rigoroso é de grande utilidade na obtengao do fluxo de
muons que serd posteriormente usado no cdlculo dos fluxos dos neutrinos atmostéricos.

O estudo desses neutrinos atmosféricos €, atualmente, de grande interesse, devido a dis-

v+ iy

calculadas teoricamente, e as obtidas
Ue + Ve

crepancia existente entre as razdes R =
experimentalmente com detectores de Cerenkov. Nos chamados “Eventos Contidos”, a
razdo Rexp/ Rieo ¢ aproximadamente 0,54 no 7M B3 e 0,60 para Kamiokande[15].

A influéncia do espectro de energia e da composicdo quimica da radiagdo césmica
primdria, das se¢oes de choque das interagoes hadron-nicleo, do modelo da atmosfera,
do coeficiente de inelasticidade e dos efeitos geomagnéticos sobre o filuxo de muons, é de
fundamental importancia para se poder estudar, com a precisio requerida, a discrepancia

acima mencionada.

Este trabalho tem duas finalidades principais:

a) Um célculo rigoroso dos fiuxos de hadrons e de muons que serdo utilizados na obtencio
do fluxo dos neutrinos atmosféricos, com o intuito de se estudar a Anomalia dos

Neutrinos Atmosféricos.

b) Esses fluxos muénicos calculados ao nivel do mar, seréo usados como ponto de partida
no estudo de suas difusbes em rochas. Esses cdlculos serdo usados na obtencao do

“Fvent-Rate” do detector Micro-Urca que estd em fase de implatacdo no IME/R.J.

Além desses dois objetivos principais, esses fluxos muénicos bem como a razdo u*/u~

podem ser usados na obtencdo de informagdes sobre a composicao quimica e o espectro



de energia da radiagao cdsmica primdria. Uma estimativa da energia do primdario que
originou o fluxo de muons ao nivel do mar, bem como em experimentos subterraneos, é
também uma das possibilidades permitidas pelos célculos apresentados neste trabalho.
A influéncia das particulas de grande sabor como charme, beleza, etc., no fluxo de
muons se faz sentir para energias acima de 80 T'el {16]. Um cdlculo mais rigoroso sobre
essas influéncias, pode também ser feito a partir de nossos resultados. Este trabalho de

doutoramento se dividiu em dois tépicos essenciais.

— Obtengao do coeficiente de inelasticidade dos nucleons através da comparagao entre
nossos calculos e fluxos integrais de hadrons obtidos com camaras de Emulsoes
Nucleares em altitudes de montanha [17]. Esse resultado é mostrado em detathos

no capitulo 2.

— Obtencédo do fluxo zenital de muons e da razao pt/u™ ao nivel do mar para diferentes
valores de energia e de dngulo zenital [18]. Nesses cdlculos foram usados dois tipos
de atmosfera. Para h > 11Km usamos a atmosfera isotérmica e para h < 11Km
usamos a U.S. Standard. As influéncias das perdas de energia dos muons no ar e da
curvatura da Terra sobre os fluxos muénicos foram também estimadas. O resultado
do coefieciente de inelasticidade obtido no capitulo 2 é usado no cédlculo do Auxo

dos muons e da razdo pt/p” que aparecem nos capitulos 3 e 4.



Capitulo 2

A Componente Hadronica da

Radiacao Cosmica

As interagoes hadronicas a altas energias (Egp > 1TeV) serao estudadas, aqui, através
das equacoes integro-diferenciais do tipo Volterra que descrevem a difuséo dos hddrons
na atmosfera terrestre. Como resultado dessas interacoes (nucleons e nicleos da radicio
cosmica primaria com nicleos de elementos quimicos presentes na atmosfera) formam-
se hadrons (produgdo multipla). Essa produgio miiltipla teoricamente prevista pela
primeira vez por Gleb Wataghin em 1940 é geralmente estudada com a ajuda de modelos
fenomenolégicos como por exemplo Scaling de Feynman (19], Dual Parton Model [20],
Quark-Gluon String Model [21], Fireball Model [22] ou através de resultados obtidos em

aceleradores, extrapolados para a regiao de energia dos raios césmicos.



Neste capitulo as equagdes de difusdo dos nucleons e dos mésons na atmosfera serdo
integradas com o uso do método dos Semigrupos, e nossos resultados serdo comparados
com, os fluxos integrais de hadrons obtidos com camaras de emulsdes nucleares e chumbo
em altitudes de montanha. Dessa comparagio consegue-se estudar algumas caracteristicas
das interagbes hadronicas a altas energias, como o crescimento com a energia da secao de

choque inelastica dessas interagées, o valor médio do coeficiente de inelasticidade, etc.

Um nucleon (ou nicleo) da radiagio cosmica priméria interage com nicleos de elemen-
tos quimicos presentes na atmosfera (No, Os) produzindo uma quantidade muito grande de
hadrons (nucleons, antinucleons, pions, kaons, particulas charmosas, etc.) dos quais 70%
sao pions (na regido de energia 1 TeV < Ey,, < 100 TeV) [1}. Os pions carregados antes
de decairem em muons interagem novamente produzindo novos hadrons constituindo a
cascata hadrénica enquanto que os pions neutros decaem instantdneamente (7 =2 107%s)

em dois fétons que vao produzir a cascata eletromagnética.

2.1 Equacao de Difusao dos Nucleons na Atmosfera

A equagdo integrodiferencial que descreve a difusdo dos nucleons na atmosfera é:

IN(t, E) N(t, E) /00 N(t,E" . dE’ .
b A A L SV S E,E 2.1
Yy MES NET frund ) I (2.1)
A solucao desta equacgdo deve satisfazer a condi¢do de contorno
N(0,E)dE = G(E)dE (2.2)



onde G(E)dE representa o espectro diferencial de energia dos nucleons no topo da at-
mosfera (t = 0). A funcio G(FE) é suposta ser continua, positiva e limitada no intervalo

I =|E o0} para F > 0.
AME) é o livre percurso médio de interagio dos nucleons na atmosfera (g/cm?).

Snn(E, E') representa a distribuigio de elasticidade (n = E/E’) dos nucleons secundarios

com energia £ originados de um nucleon de energia E’.

N (i, E)dE ¢ o fluxo diferencial de nucleons com energia entre E ¢ E 4 dFE na profundidade

atmosférica inclinada ¢.

Colocando a equagdo (2.1) em termos de n = E/FE’ obtemos

ON(t, E) N(t, F) fl N{t,E/n)
0

T XE /)

at A(E) frn(n) dn/n (2.3)

O primeiro termo do lado direito representa o fluxo de nucleons que desaparecem no
intervalo dt. O segundo termo € o fluxo dos nucleons que interagem uma unica vez em dt

chegando & profundidade de ¢ 4+ dt com energia F.
A montagem dessa equacio é mostrada no Apéndice A.

Essa equagdo tem sido solucionada através do método da Transformada de Mellin
[5, 6, 7] que apresenta o incoveniente de trabalhar no plano complexo, onde somente em

alguns casos especiais podem ser integradas exatamente.

Como j4 mencionado na introdugio deste capitulo vamos usar o método dos semi-



grupos que ja foi utilizado em alguns problemas de Fisica, como por exemplo, na Mecanica

(Quéntica, na transmissao de calor, etc.

Para resolver a equac¢ao (2.3) vamos introduzir o operador Ay na forma

N(t, E)
ME)

ANN{t,E) = — (1 - /01 Fan(n)dn ar) (2.4)

onde ¢ é um operador usado previamente por F.M.O. Castro [8] para resolver a difusdo

dos nucleons na atmosfera para A =constante e é definido comeo:

N(t, E
5 Nt E)= N E/n) (2.5)
para n 2 fimin > 0.
Usando as definigoes (2.4) e (2.5) na equagio (2.3) obtemos
ON(t, E .
NG E) —AnN(t, E) (2.6)
ot
cuja solugao é
N(t,E) = e NN (0, E) (2.7)
Os operadores G, — e~ para t > 0, sdo elementos do semigrupo {G,} [10] com
GtGr = G(t+r) t,?‘ > 0
Gi—p = 1 (2.8)

onde Gy é o operador identidade e A sdo os geradores desse semigrupo. O operador 4 é

a soma de 2 operadores

Ay = NE) e A= (/: fyn(n)dn f}) N3) (2.9)
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Em geral esses operadores nao comutam e sé no caso especial A(F) = X =constante temos

elArtd) — oAr | Al (2.10)

Para o caso geral devemos considerar a ordem dos fatores no desenvolvimento da

exp(ﬁil + Ag) numa série de potencias

N - oo T . .
Gy= e AT d) W N7 (1) — (A + A (2.11)
n=0 n.

2.2 Equacao de Difusao dos Mésons na Atmosfera

A equagdo de difusdo dos mésons, M (¢, /), na atmosfera é descrita pela equagao integro-

diferencial
oM (¢, E) M(t, E) /00 M, B . dE’
ek Rl Aol A i R E.E
ot am(EY Je aum(ET S (B, B) o +
oo N(t, E') . dE’
SAn S E RN 2
/ MET e B, )
Mt E) (2.12)
)‘dec(7Ti — wt,(0,)) h
com a condicio de contorno
M{O,E)=0 (2.13)

O 1¢ termo do lado direito da equagao (2.12) representa os mésons que desaparecem
em dz, os 2 e 3¢ termos representam os fluxos de mesons originados das colisdes méson-
méson e nucleon-méson e o 42 termo representa os mésons que desaparecem em dz por
decaimento em muons.
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O 4% termo pode ser desprezado em relacio aos demais, pois, nossos calculos serao
comparados aos fluxos integrais de hadrons obtidos com cimaras de emulsdes nucleares
expostas em altitudes de montanha que tem uma Ejjpnr ~ 1TeV. An(E) é olivre percurso
médio de interagio dos mésons na atmosfera (g/cm?), fya(E, E') e fauml(E, E') sio.
respectivamente, os espectros dos mésons produzidos nas interacdes nucleon-niicleo de ar
e méson-nicleo do ar e M (¢, E)dE representa o fluxo de mésons com energia entre E e

E + dF na profundidade atmosférica inclinada t(g/cm?).

Considerando que a lei do Scaling seja vélida nessa regido de energia, a equacio (2.12)

com a condigio de contorno (2.13) fica:

OM(t,E)  M(t,E) 1 Nt E/z) md_m
ot T au(E) [; ME/x) Foa ):c +
U M(t, E/x) dx
o B T -
M(0,E)=0 (2.15)

onde z, € a variavel de Feynman que para altas energias pode ser colocada como = ~ E/E".

Como no caso da equagéo de difusdo dos nucleons, a fim de resolver a equagio (2.14)

vamos introduzir os operadores

BNN(‘E,E) = (/: fNM(x)dsc&N) N_}\((%l (2.16)
é]vjﬁ/[(t, E) —_ (1 — /01 thj(g;)dmc}M) %%E?—)) (217)
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E’N e fi’M acima definidos operam somente na varidvel, E, e tem para dominio o conjunto
de fungdes positivas N(t, E) e M (t, E) continuas e limitadas com respeito a E no intervalo

0 < Epin < E < 00.

Se supormos que ﬁ(E) pertence ao mesmo dominio de dy, a equagio (2.14) toma a

forma
OM(t, E)

= ByN(t,E) + ByM(t,E) (2.18)

A solugdo formal da equagdo de operadores (2.14) que satisfaz a condicdo de contorno
(2.15) é

t - .
M, E):/ e~ =By BN (2 E)dz (2.19)
0

De maneira andloga ao apresentado para o caso dos nucleons os operadores H; = ¢ 'Bm
para t > 0 sdo os elementos do semigrupo {H;}. Os geradores B,s desse semigrupo sio a

soma de 2 operadores By, = _,\_,;1(55 e By, = (fol fMM(:z:)da:c}M) AT/II("E) 110].

Esses operadores geralmente ndo comutam e devemos novamente considerar a ordem dos

fatores na expansdo de H; numa série de potencias.
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2.3 Caso Particular

Considerando, agora, que o espectro de energia dos raios césmicos primarios tem a forma
G(E)dE = NoE~U+HU(E e que os livres percursos médios dos nucleons e mesons decrescem
com a energia nas formas A(E) = AE ™% e Ay (E) = App, £7% (onde a dependéncia com a
energia dos livres percursos médios dos nucleons e mésons € suposta a mesma), as solucdes

(2.7) e (2.19) ficam

N E) =Y ('nll)n (ﬁ) In(3,0,R)N(0, E) (2.20)
v enm) =TT (1= 67) 2.21)

1
(T W) = A fane(m)dn - 7™ (2.22)

_ oo t (t—z)k R 1 k A |

onde, ByN(t,E) é a razdo de produgido dos mésons secundérios originados da reacio

nucleon-nicleo do ar e é representado por

TL

ByN(t,E) = Z In(v, @, n)Zyp(y, c,n) - NgE~OFY (2.24)

)n+l
onde Zypr(y, @, n) é 0 espectro de energia dos mésons originados das interagoes nucleon-

nicleo do ar. Para A(E) = AgE ™ ele assume a forma
1
Zuuva,m) = [ &7y ()de (2.25)
0
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Se A(E) e Ay(E) tiverem a mesma dependéncia funcional com a energia [23] assim

Au(E) = wyrA(E) com wyy =constante a expressio (2.23) assume a forma simplificada:

_1)’“ t—z \"
MEHE) = Y Zfd k;fn' (/\M(E))

k=0 n=0

(%)) Znp(y,a,n) In(y,a,n) yp(y, a kon)

E
NoE—(rtl)
i 26
onde
k -
Tnans(y, @, k) H(l— Treditriny) (2.27)
i=1
com
. 1 )
($770(1+n+1}>:'/‘ fMM(x)xfy—a(z+n+l)dI (2.28)
0

A obtencdo da expressdo (2.26) é mostrada em detalhes no Apéndice B. No caso

especial quando a = 0 as expressoes (2.21), (2.25) e (2.27) tomam a forma

In(y,a,m) = (1= (")" (2.29)
1
Znwlrann) = [ fan(a)sde (2.30)
e
1
Dasa( ovm,k) = [ fun(e)a’da (2.31)

e as expressbess (2.20) e (2.26) reduzem-se aquelas correspondentes ao caso de A e Ay
constantes.
N(t,E) = NoE 0Flet/L (2.32)
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NOE—(WH)ZNM ety _ o-t/L
3 ; (2.33)

1 _
L Lar

M(t, E)=

onde, L. e L sao os livres percursos médios de absorcao dos nucleons e mésons na

atmosfera.

2.4 Comparacao com Dados Experimentais

Nesta se¢ao apresentaremos uma comparagio entre os fluxos integrais de hiddrons (nucle-
ons + pions) por nés obtidos e 0s correspondentes fluxos encontrados experimentalmente
com cAmaras de emulsdes nucleares em Chacaltaya (t = 540 g/em?), Fuji (t = 650 g/cm?)

e Kanbala (t = 520 g/cm?) [24].

Para efetuarmos essa comparacg&o necessitamos levar em conta alguns elementos essen-
ciais que entram no cilculo dos fluxos como por exemplo, inelasticidade dos raios ~. dis-
tribuigdo de elasticidade dos nucleons, espectro de energia dos raios césmicos primarios.
distribui¢do de energia dos pions secundérios e crescimento com a energia da secido de
choque inelastica nucleon-nicleo do ar. A seguir vamos tecer consideragtes sobre cada

um dos elementos acima mencionados.

a) Inelasticidade dos raios
Nos experimentos com camaras de emulsoes nucleares, os hadrons sado detectados como

chuveiros de elétrons. Assim, as energias medidas sao convertidas em energias dos hdadrons
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por

Ep X Ky = Egps. (2.34)
onde K, € a inelasticidade média dos raios v. Vamos usar o valor K., = 0.25 [25].

b) Distribuigio de elasticidade dos nucleons
A distribuigao de elasticidade dos nucleons na atmosfera usada em nossos célculos sera
representada pela forma arbitraria fyn(n) = (1+ 8)(1 ~ 1)? no intervalo de 0 — 1 [26]. A

distribuicdo uniforme corresponde ao caso 8 = 0.

c) Espectro de Energia dos Raios Césmicos Primdrios
No topo da atmosfera os prétons constituem a maioria das particulas da radiacio
coésmica. O numero de nicleos presentes nessa radiacdo nio pode, entretanto, ser de-

sprezado.

Em nossos cdlculos vamos usar o espectro primdrio apresentado por Bhattacharyya
[27], que analisou dados experimentais obtidos com cémaras de emulsdes nucleares ex-
postas em baloes. Os nucleons que constituem os nicleos sio supostos interagirem in-
dependentemente com os nucleos de elementos quimicos presentes na atmosfera (Modelo
da Superposi¢do). O espectro de nucleons no topo da atmosfera encontrado pelo autor é

N(0,E) =2 24E7%7(em? s.st.GeV /nucleon )™
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d) Distribuigdo de energia fraciondria dos pions secunddrios
Nés vamos considerar em nossos célculos que somente os pions contribuem para o
fluxo integral de hadrons negligenciando as particulas de fracdes menores como mésons

pesados, antinucleons ete.

Os espectros de energia desses pions calculado no sistema de laboratério, fnn{z) e
Fauu(z) sdo obtidos de dados de aceleradores [28] assumindo uma produgio onde vale a

lei de Scaling. As expressoes desses espectros sio:

1-—
fNM(CL‘) = 104 * 6_5I
X
para N tar — 7t + X e
1.3 2\ 016
fm,f(x):7 (1+045) + — 2= (2.35)

para rt4ar— 7t + X.

Ambas as distribuicdes sio obtidas para um s6 estado do pion carregado produzido

nas interagoes.
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e) Secao de Choque Ineldstica (p—ar)

Vérias formas funcionais tem sido propostas para representar o comportamento do
crescimento da segio de choque com a energia. Em nossos cdlculos vamos usar a seguinte
dependéncia funcional

o =oo(E/TeV)*,

com gy = 300mb

Na figura 2.1 as se¢des de choque inelasticas das interacées entre prétons e niicleos de
elementos quimicos presentes na atmosfera sao plotadas em funcdo da energia. Os dados
sa0 de experimentos de chuveiros atmosféricos extensos {29] e de aceleradores [30]. Os
altimos dados, as segdes de choque (p — p) e (5 — p) sfo convertidas em o(p—ar) pela
férmula empirica de Hillas [31]. Quatro curvas aparecem na figura para quatro valores
diferentes do coeficiente a = 0,03, 0,04, 0,06 e 0,10. O melhor ajuste se d3 para ¢ = 0,06
e ag = 300mb.

As figuras (2.2), (2.3) e (2.4), mostram a comparacgio de nossa solugiio com os fluxos
integrais de hadrons medidos em Chacaltaya (t = 540 g/cm?), Kanbala (+ = 520 g/cm?)
e Fuji (t = 650 g/em?), respectivamente. Trés curvas sao desenhadas nas figuras para
a=10, 0,06 e0,10 e considerando uma distribuicaeo de elasticidade dos nucleons uniforme
no intervalo de 0 & 1(< K = 0,5 >). Vemos que os dados experimentais se encontram
entre as curvas de o = 0,06 e 0, 10 se afastando do melhor valor de o = 0, 06, que melhor
representa o.

As figuras (2.5), (2.6) e (2.7) mostram o mesmo tipo de comparagio onde aparecem
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duas curvas. Ambas sdo calculadas para @ = 0,06, porém, para 2 valores diferentes do
coeficiente de inelasticidade médio (< K >= 0,5e < K >= 0,63). Das figuras nos

observamos que o melhor ajuste se d4 para < K >= 0,63 e para a = 0, 06.

Sm IIIII T T |[|Hl| T T IIIIIII L | l'—l'lllll T T IIIIIII

Ty

T IIIIIII] T Illlllll
U=0.10
600 .
=y
E
gy |
@)
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ltlil 1 J_lllllll

vl

1 IIllJ_LII 1 IIIlJ.I‘.Il 1 Iillllll L llllllli
10?

1 10° o
E (TeV)

Figura 2.1

Segao de Choque Inelastica das reagoes p-nicleo de ar em
fungao da energia. Dados experimentais sao das referéncias [29)

na figura para «

para A, ® e $, [30] para (0. Quatro linhas cheias sao mostradas

0,03; 0,04; 0,06 e 0,10 da férmula o(E)
300(E /TeV)e.
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Figura 2.2

Espectro Integral de Hadrons em Chacaltaya. (e ref. [24])).
As trés linhas mostradas na figura representam o fluxo integral de

hadrons para (k} = 0,5 com o = 0;0,06;0, 10.
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Espectro Integral de Hadrons em Kanbala. (e ref. ([24])).As

trés linhas representam o fluxo de hadrons para (k) = 0,5 com

a = 0;0,06;0,10.
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Espectro Integral de Hadrons em Fuji. (e ref. ([24])).As trés
linhas da figura sdo os fluxos integrais de hadrons para (k) = 0,5

com « = 0;0,06;0, 10.
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Figura 2.5
Espectro Integral de Hadrons em Chacaltaya.(s ref. ([24])).
A linha cheia representa o fluxo calculado para (k) = 0,5 e a linha

tracejada é o mesmo fluxo para (k) = 0,63. Ambos os fluxos foram

calculados para a = 0, 06.
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Figura 2.6

Espectro Integral de Hadrons em Kanbala. (e ref. ([24])).
A linha cheia representa o fluxo calculado para (k) = 0,5 e a linha
tracejada ¢ o mesmo fluxo para (k) = 0,63. Ambos os fluxos sio

para o = 0, 06,
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Espectro Integral de Hadrons em Fuji. (e ref. ([24])). A
linha cheia representa o fluxo calculado para (k) = 0,5 e a linha
tracejada é o mesmo fluxo para (k) = 0,63. Ambos sdo calculados

para o = 0, 06,
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Capitulo 3

A Componente Mubdnica da

Radiacao Cdésmica

Em 1935, H. Yukawa formulou sua teoria mesénica para explicar a estabilidade nuclear
considerando que os nucleons que constituiam o nicleo atdmico dos elementos quimicos
se mantinham unidos pela troca de um quantum que desempenhava o mesmo papel que o
dos f6tons no caso da Eletrodindmica Quéntica. Esses quanta foram chamados na época,
de “Mesotrons” e atualmente eles sdo conhecidos como pions.

A partir desta teoria, houve uma procura intensa dos fisicos experimentais com obje-
tivo de observar tal particula.

Em 1937, C. Anderson e S. Neddermeyer {32] e independentemente Street e Stevenson
[33] descobriram uma particula com massa maior que a dos elétrons e que eles associaram

ao Mesotron de Yukawa. Devido a sua fraca interagiao com a matéria, entretanto, mostrou-
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se que os mésons de Anderson ndo poderiam ser aqueles de Yukawa.

Em 1942, Sakata, Inoue e Tanikawa [34] criaram a teoria do “par de mésons” que foi
posteriormente desenvolvida por R. Marshack e H. Bethe na qual o méson de Yukawa
deveria decair no de Anderson constituindo assim o nicleo da nova teoria.

Somente em 1947, Lattes, Occhialini e Powell [35], expondo placas de emulsdes nucle-
ares durante 1 més nos Montes Pirineus, descobriram os mésons 7. Nas chapas fotograficas
se via claramente a trajetéria de uma particula que, chegando ao repouso, dava origem a
uma outra com alcance médio de 600 microns,

Hoje em dia se sabe qua as particulas descobertas por Anderson sio na realidade os
muons (leptons) e nio mésons e sido originados através do decaimento dos mésons em
diferentes altitudes atmosféricas.

As principais fontes de muons na atmosfera sdo os 7%, k% k% D D= etc. Depen-
dendo da energia do méson alguns decaimentos podem ser desprezados face aos demais.

A baixas energlas Ej,p < 500 GeV os principais decaimentos sio:

™ = F’*i""/#(ﬂ#)

+ + -
Bt i)

A medida que a energia aumenta, outros decaimentos vao se tornando importantes e
contribuindo significativamente para o fluxo de muons.

Os muons ao atravessarem a atmosfera perdem energia principalmente por ionizacgéo,

formacéo de pares, bremsthralung e reagdes nucleares e também podem decair através do
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processo:

pE et V(D) + De(ve)

Esse decalmento se torna bastante viavel quando a energia do muon atinge um valor
préximo a 1 GeV que é a constante de decaimento do muon no ar. Por ter um tempo
de decaimento de 107 °s, eles sdo praticamente estiveis para os padrées da Fisica de
Particulas Elementares e também sio extremamente penetrantes por ter secdes de choque
para as interagoes com nicleos que constituem o ar bem pequenas.

Assim, ao nivel do mar ou em laboratérios subterrdneos, os muons sio as particulas
dominantes da Radiagio Cdsmica Secunddria.

Como os muons séo particulas carregadas sdo “relativamente” faiceis de serem detec-
tadas e atualmente existern um grande niimero de resultados experimentais sobre fluxos

muobnicos para diferentes Angulos zenitais e também em diferentes faixas de energia.

3.1 Equacao de Difusao dos Hadrons na Atmosfera

Num trabalho anterior, H.M. Portella [36], mostrou que o fluxo dos muons ao nivel
do mar é muito pouco influenciado (cerca de 5%) pelas variagbes com a energia das
secoes de choque dos hadrons no ar. Assim as equagées de difusao dos hadrons podem ser
extremamente simplificadas, considerando que essas se¢oes de choque sejam independentes
da energia.’ Entretanto, as equacoes de difusdo dos mésons apresentadas no capitulo 2

devem, agora, incluir um termo que leve em conta os decaimentos desses mésons nos
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Muons.

As equacoOes de difusdo dos nucleons e mésons na atmosfera sio, portanto

8N((;,E) _ _N(zi\, E) +/01 N(t,)‘E/n) fNN(W)C;_n 5.1)
e
OM(t, E,0%) M(t, E, 6" Mt E, 0*) 1 N(t, ) dz
ot T T am Mg Bt 0 ]0 RALAC
+ ]01 —M(t)’\i &) Faam () i—x (3.2)

onde mys, Tpr 520, respectivamente, a massa de repouso e a meia-vida de decaimento do

méson M, t é a profundidade atmosférica inclinada ao longo da direcao formando um

cBETNp{t, 0")
MM

é o comprimento do decaimento do méson M em

angulo * com a vertical,
muons no ar {g/cm?).

As solugées dessas equacdes dependem do tipo de atmosfera considerado e também do
valor do dngulo zenital. Para dngulos zenitais maiores que 609, o efeito da curvatura da
Terra deve ser levado em conta e nesse caso o angulo de producéo é diferente daguele da
detecgao do muon.

Introduzindo os operadores.

AV E) = - (1 -[ Sntn)dn ) e E) (3.3)
AMﬂf(t,E) = (1 - ‘/01 Savm{x)daoyy hfg:;:j) (3.4)
BNN(t,E) = (fol fNM(x)dxé'N) N(t/{E) (3.9)
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CuM(t, E) = gp(E, ¢, 0°)M(t, E) (3.6)

e definindo os operadores ¢ de maneira idéntica ao da ref. [8].

F‘i JE:B*
G:F;(t, E,0%) = iﬂJ i=N ouM (3.7)

3
x
com gu(E,t,8") sendo o comprimento de decaimento do meson M no ar, as equacies

diferenciais (3.1) e (3.2) se transforman nas equacdes de operadores

ON(t, E -
N, E) = —~AnN(t, E) (3.8)
ot
e
M (t, E, 8 p - .
% =AM, E, 0"+ GyuM(t, E6")+ ByN(t, E) (3.9)
As solugbes dessas equagdes estdo sujeitas as condicoes de contorno
N(0,E) = G(E) (3.10)
M(0,E,6%) = 0 (3.11)
As solugdes das equagtes (3.8) e (3.9) sujeitas as condigdes {3.10) e {3.11) sao respec-
tivamente
Nt E) = e NG (E) (3.12)
e
Mt E,0%) / Exp U (A + Cap)de'| ByN(, E)dt (3.13)
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onde

Exp ( f i + éM(z’))dz')
¢ a expansional, definida pela soma das miltiplas integrais ordenadas [14]. A defini¢do e
as principais propriedades das expansionais aparecern no Apéndice C.

Tendo-se obtido os fluxos dos nucleons e dos mésons em diferentes profundidades
atmostféricas ¢, com energia entre ¥ ¢ £ + dF e com angulo zenital 8, pode-se, agora,
calcular o fluxo diferencial de muons. Note que a profundidade atmosférica t aqui definida
é a chamada “slant depth”, e medida do topo da atmosfera para baixo ao longo da direcao

de chegada do nucleon ou do méson considerado.

3.2 Equacao de Difusao dos Muons na Atmosfera

A equacio que descreve a difusdo dos muons na atmosfera é escrita na forma

du(t, E, 8) ; 9B (k)
kSt Rk A B t, 7,8
Bt G.Ltlu’(ta 58) + Bt [.L( H 3 ) +
Em[].!ll ~
+ /E GuM((t, E,0%) fyu(E EYdE (3.14)

As fungoes u(t, E,0) estdo sujeitas & condigao inicial

p(0,F2,0) =0 (3.15)

onde

plt, E,0)dE é o fluxo diferencial de muons com energia entre £ ¢ E+dE, na profundidade
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t medida ao longo da direcao 6 da particula.

O primeiro termo do lado direito da eq. (3.14) representa o decaimento dos muons em
eletrons, o segundo termo as perdas de energia dos muons 1o ar e o terceiro a producao
de muons devido ao decaimento dos mésons M no ar.

Em nossos cdlculos consideramos que as perdas de energia do muon no ar ocorram
continuamente, ou seja, as flutuagdes serdo neglicenciadas. Assim a perda de energia dos

muons no ar pode ser colocada na forma
B(E)=a+bE (3.16)

onde, a, Tepresenta a perda de energia do muon por ionizacio que é considerada constante
e bE representa as as perdas médias por bremsstrahlung, formagao de pares e interacoes
nucleares.

A solucao da equacao inomogénea a derivadas parciais (3.14), sujeita a condigio de

contorno (3.15) ¢

p(t, E,8) = phom(t, E,0) + pipar(t, E,0) (3.17)
onde
£, E,0) = ult = 0,e(t — t),8") exp |b(t — to) /t iz (3.18)
,uhom('u P ) = gt =u, 0/ exp o z gﬂ(E,Z,H*(Z)) :

com g,(e, 2,8%(z)) sendo o autovalor do operador G,,.

Upart = {fot exp lb(t — ) - '/:: m} } |

H(e(E,t— 21), 21,0 (21))d 2 (3.19)
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Devido a (3.15) a expressdo (3.18) se anula. Assim a solugdo da eq. (3.14) sujeita a

condicdo (3.15) ¢

; t fm o2 2z secl*(z
BB, 1,6) = {fo o [”“” -, ( e ) - z)gE();(z)} }

CH (e((t - 2), E), 21,0" (1)) d1 (3.20)

onde

e((t—21), B) = BT 4 (720 1) (3.21)

o | 2

Emaac

H(s((t—zl),E),zl,H*(zl))=/ dE 1t (BR)MCarM (21, Ear, 07) - Far_ale, Ear) (3.22)

A funcdo H representada pela equagao (3.22) é a fonte de muons provenientes dos
decaimentos dos mesons M no ar. (BR)p é o “branching ratio” do méson M, ao decair
em muons, € fau—..(e, Ear) € o espectro de energia dos muons.

Esse especiro, e também os limites da integracio Fon, Emer 580 obtidos da cinematica
relativistica [37].

A equacdo (3.21) determina a energia €(F,t — #3) que um muon deve ter no nivel 7,
para chegar ao nivel ¢ com energia E, como resultado da perda de energia do muon ao

atravessar a profundidade (¢ — #;) da atmosfera.
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3.3 Caso Particular

Considerando que o espectro de energia da radia¢io césmica priméria pode ser escrito na

forma, G(E) = NgE~0*1  entdo, a equacio (3.12) fica,

N(t, E) = Ngp~0r+lg—t/t

onde
L= m é o livre percurso médio de absor¢iao dos nucleons no ar
Y
e
1
(n") = fo nf(n)dn
com

= [ nfmin

sendo {n) o valor médio do coeficiente de elasticidade dos nucleons no ar.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Na expressdo (3.13), os operadores A e Gjy nao comutam entre si; assim devemos

usar a propriedade da decomposicdo das expansionais, desenvolvida por Feynman [14],

£ t ¢
M{t,E,6%) = f Exp {/ d=' Exp U AMdz”J -

Gar Exp [f AMdz”} } Exp [f AMdz’} -ByN(z, E)dz (3.27)
i z

Como os operadores Ap sé atuam na energia, independendo da profundidade at-

mosférica, entdo

b .
Exp [ f AMdz] = elb- @
a
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Sabendo que

ByN(z,E) = %"-‘1 N(z, E) (3.29)

a expressao (3.27) pode ser colocada na forma

t t e o
Mt E,6%) = f Exp [/ elt—= )AMGME_(t—z VA gt .
0

z

e—(t—z)/LM(v)ZNTM e Tt Ny~ g (3.30)
1 1 N . . .
onde (——) e (—%) sao os autovalores dos operadores Ay e Ay respectivamente
L{~) Lp(y)
e
1
wva(n) = [ @ fwa(e)ds (3.31)

€ o espectro de energia dos mésons M produzidos nas reacdes nucleon-nicleo.
Usando a propriedade das expansionais do Apéndice C e levando em conta a atuacio

dos operadores A s na funcio da energia NoF 0t a expansional da equacao {3.30). fica

Exp {/t (e(t_z!)AMéMe_(i_z’)’iM) dz’} NoE~ O+l =

= Exp {f* dzr@Me(t—z')(AM(v)AM(wH))}NOE—(m) (3.32)

onde flM(fy) e Aar(y + 1) séo operadores com auto-valores (—m) e (AEL(%TIW)) res-
pectivamente.

Expandindo a exponencial de (3.32) numa série de poténcias e considerando somente
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0s dois primeiros termos da série, pois

1 1 1 1
(LM(7+71) C Ly(y+n - 1)) < (LM(Y'H’L* 1) Ly(y+n-— 2)) ==

1 1
(LM(’Y +1) B LM(fy)) <<l (3.33)

obtem-se

Exp {ft dz;éM(Zr)e(tzf)(AM(’Y}—AM('y+1))} NOE—(W+1) _
F4
t - N - N
= Exp { / dz' |G u(2) + Cua()(t — 2') (Am(r) - Amly + 1))}}NOE‘("’+U
(3.34)

Usando novamente a propriedade da decomposigio para fatorizar a expressao (3.34) e

chamando
Talt,z) = Exp ([dz'éM(z'))
obtem-se
Exp {f dzf@M(Zf)e(tz’}(AM(v}—AMmm}NOE-(w) _
= B { [ Tl )00~ D Anly) - Auls +1)

Ty (t,2') } Taa (t, 2) NoE~0D (3.35)

Expandindo a expansional numa série de poténcias, (expressao (C.6) do Apéndice C)

e considerando s6 os 2 primeiros termos, o fluxo zenital de mesons fica
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Mt E,0%) :/tdz zf;M o2/ Lag(n) —s/ L) |
0

(j;]\[(t,Z) + /: Tﬂ_{(t,Z’)GA’M'(ZI)(f' - z’)(AM('y) — AM'(") + ].J) .

Tu(2',2)) - NoE~ 01D (3.36)

O autovalor do operador G‘M(z) depende da densidade da atmosfera, p(t, %) e de
(1/E). Como o angulo #* também é funcio de ¢, 6 em alguns casos especials a expansional
pode ser tranformada na exponencial. Se a atmosfera for considerada isotérmica e linear
a expansional ¢ uma exponencial simples.

Nesse caso o primeiro termo da expressdo {3.36) é a conhecida solucdo dos mésons,
quando nao se despreza o termo do decaimento dos mésons em muons.

A expressdo (3.36) é substituida na expressio (3.22) para se obter a funcéo H e esta

na expressao (3.20) para se obter o fluxo de muons.

3.4 Comparacao com dados experimentais

Os parametros e distribuigdes usados no capitulo 2 bem como a estimativa do coeficiente
de inelasticidade feita naquele capitulo seréo utilizados para se fazer uma comparacio
entre nossos cdlculos e os fluxos de muons ao nivel do mar.

Para se éalcula.r numericamente esses fluxos necessita-se conhecer, além dos parametros

e distribuigbes apresentadas no capitulos 2, a razéo da perda de energia dos muons ao
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atravessar a atmosfera terreste. Ela é expressa pela relacio

dE
— — =a+bE 37

onde, a e b sdo funcbes que variam fracamente com a energia [38]. O primeiro termo,
a, dd a contribuigdo da ionizagio e da excitagdo. O segundo termo, bF, representa
as contribuigbes combinadas do bremsstrahiung, da formagao de pares e das interacoes
nucleares e pode ser expresso por (b = by + brp + bgy).

Para muons com energia menor que 1 T'eV o mecanismo dominante é a ionizacéo e a
altas energias o segundo conjunto de processos é que domina.

Os valores médios de a e de b sdo obtidos da referéncia [38] e séo

a = 2,50 x 1073(GeVg/em?)!

b = 2,78 x 107%(g/em*)~!

A figura abaixo mostra os principais processos de perda de energia dos muons na

atmosfera terrestre. Essa figura foi retirada da referéncia [38].
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Figura 3.1

Perdas de Energia dos muons na atmosfera.
A linha pontilhada corresponde a célculos feitos por Osborne — ref.
(51]. As demais sdo cdlculos realizados por Maeda — ref. [38] e

usados em nossos calculos.
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Neste trabalho estamos considerando que a energia do muon é uma fungéo bem definida
da posigao ao longo de sua trajetdria, ou seja, que as perdas de energia ocorram de modo
continuo. Desse modo as flutuagdes nao sdo incluidas em nossos calculos.

A expressiao (3.20) que representa o fluxo diferencial de muons pode ser escrita na

forma

wit, E.8) = /OtH (e{(t — 2), E), 21,0%(21)) - W(t, 2, E) - 2-2) gz (3.38)

A funcdo W{t, z;, E) representa a probabilidade de um muon produzido no nivel z;

com energia ¢(t, z;) chegar ao nivel ¢ com energia £. Ela é expressa pela relacio

by 8*(z)d
W(t, E,z1,0) = exp [—f psect(z)dz (3.39)
a p{z)e({t — 2), E)
onde
b, = ch;iz é a constante de decaimento do muon no ar (b, = 1 GeV/c) e
sen’ ’
cos0*{(z) =1 - ———

2
(1+%)
T
Na expressao acima, #* e # representam, respectivamente, os angulos zenitais na

producdo e na deteccdo do muon. A funcgfo h(z) representa a altura do nivel acima

da superficie terrestre conforme mostra a figura 3.2 e Rt é o raio da Terra.
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Figura 3.2

Relagao Geoméirica entre o dngulo zenital 4 na profundi-
dade i e o 4ngulo zenital #*(¢) na profundidade ¢. Rr é o
raio da Terra e h(t) ¢ a altura da profundidade atmosférica ¢ ao

nivel de detecgio ig.

42



As fungoes h{z) e p(z) dependem do local na atmosfera onde o muon é criado, Em
nossos calculos usamos para essas fungdes as parametrizacdes feitas por K. Maeda |38], e

por Z. Elbert et. al. [40]. Elas s@o representadas pelas funcdes;

=  para =z <z estratosfera

h
plz) =49
cz? para z >z troposfera
onde
ho = 6,344km
A = 0,81
c = 4,439 x 107°
2z = 230 g/em?
e
44,343 — 11, 865.29190 2 > 2,
h(z) =

45,450 — 6,344Iln 2 , 2 < z

A profundidade atmosférica da tropopausa corresponde a uma altura A o~ 11 km.
Na atmosfera U.S. Standard, z < z; a densidade p(z) = (c.z cos67(2))7®! e nesse caso
z representa a profundidade atmosférica inclinada.

Uma apresentagio mais detalhada sobre os modelos de atmosfera aparece no Apéndice

Para 8% < 60", o angulo zenital na produgao e na detecgao dos muons sio praticamente
iguais e a curvatura da terra nao é importante.
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A figura (3.3) mostra uma comparagio entre nossos cilculos e o luxo vertical de Muons
obtido experimentalmente ao nivel do mar [41]. Para energias menores que 100 GeV os
efeitos da ionizagdo bem como do decaimento dos muons em eletrons tornam-se impor-

tantes e isso € mostrado no gréifico onde se calcula o fluxo de mésons com e sem ionizacao.
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Figura 3.3

Fluxo Vertical de muons ao nivel do mar.
e Allkofer et al. — Ref. [41]; — Fluxo calculado neste trabalho com
ionizagao e decaimento do muon; — — —— Fluxo calculado sem

considerar perdas por ionizacio e decaimento.
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A figura (3.4) mostra uma comparagio entre o fluxo vertical de muons ao nivel do
mar por nés obtido e o calculado por P. Lipari [42]. Na figura aparece também o fluxo
vertical de muons obtido experimentalmente por O.C. AlliCofer et al[41]. Nossos cdlculos
confirmam resultados obtidos por P. Lipari mostrando que as aproximagdes por ele usadas

sao muito boas.
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Figura 3.4

Fluxo vertical de muons ao nivel do mar.
Comparagio entre os fluxos verticais de muons ao nivel do mar.
eAllkofer et al. — Ref. [41]; — Fluxo de muons calculado por P.

Lipari ~ Ref. [42]; - - - - Fluxo de muons calculado neste trabalbo.
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A figura (3.5) mostra uma comparacio entre os fluxos diferenciais de muons calculados
teoricamente e os dados experimentais [43], para § = 89°. Nosso cdlculos [50) reproduzem
muito bem os resultados experimentais. Na figura também aparecem calculos feitos por

P. Lipari [42] para § = 900,

10 LA A B B e b T T T

T 11T

L LoJd 111 [ N N R | Lo d 1 4y 319

10 10° 10* 10°

E“(GeV)
Figura 3.5

Fluxo zenital de muons ao nivel do mar (4 = 899).
eMatsumo et al. — Ref. [43]; — Fluxo de muons calculado por P.

Lipari — Ref. [42]; - - - - Fluxo de muons calculado neste trabalho.

46



Uma comparagio entre nossos cilculos e os obtidos por P. Lipari e L. Volkova [44],
da razao dos muons vindos dos kaons pelos origina.dos dos pions, é mostrada na figura
(3.6). A figura mostra que a razéo obtida por L. Volkova aumenta mais rapidamente
que a por nos obtida e também aquela obtida por P. Lipari. Tal discrepancia se deve
principalmente aos espectros de energia dos pions e dos kaons secundarios das interagoes
nucleon-niicleo. L. Volkova usa valores maiores para os fatores Z. Os métodos analiticos
empregados na resolugio das equagoes de difusdo dos hadrons na atmosfera sio também,

fator importante que levam a essa diferenga.
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Figura 3.6

Razio das contribuigoes dos decaimentos do K* e do »*
para o fluxo de muons ao nivel do mar, para ¢ = (.
A L. Volkova — Ref. [44]; e P. Lipari - Ref. [42]; ® - Nossos

Calculos.
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A figura (3.7) mostra o fluxo de muons para valores de cosé (0;0,4;1,0).
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Figura 3.7

Fluxo de muons ao nivel do mar para trés valores dos

angulos zenitais.

o cos(f) =0; A cos(f) =0.4; B cos(f) = 1.0

Nas figuras (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7) usamos como fonte de muons somente pions

e kaons carregados.
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Capitulo 4

Razao u+/u_

A razéo p¥/p~ ao nivel do mar ¢ usada frequentemente para se obter informacgoes sobre
o espectro de energia e a composicdo quimica da radiacdo césmica priméria e também
sobre as interages nucleares que ocorrem na atmosfera terrestre. Ao nivel do mar, o fluxo
dos muons positivos é cerca de 30% maior que o fluxo dos muons negativos, e essa diferenga
é o reflexo do excesso de protons sobre o de neutrons no topo da atmosfera, e também na
maior produ¢do dos mesons carregados positivamente sobre os mesons negativos.
As assimetrias existentes nas razées « % /x~, kT /k~, pt/u", ete, sdo fungdes nio tri-
viais da energia e do angulo zenital e variam fracamente com a profundidade atmosférica.
A assimetria n+ /@~ é originada daguela gue existe entre protons e neutrons no topo
da atmosfera e também do fato Z,,+ > Z,,— , o que é reflexo do conteido dos quarks
de valéncia dos protons e dos pions, onde Z,,+ é o espectro de energia dos mesons n*

originados na interagéo (p + 7).
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A medida que a energia cresce a influéncia dos kaons no fluxo dos muons e na razao
#*/p” € muito importante, pois, a assimetria k¥ /k~ é muito mais acentuada que a L
Isso é explicado pelo fato dos mesons k™ serem constituidos dos quarks (s, ) e assim nao
receberem nenhuma contribuigao direta dos quarks de valéncia dos nucleons incidentes.

O principal problema no calculo dos fluxos dos k* surge quando se faz uma estimativa
do espectro de energia dos kaons originados nas interacdes neutron-nucleo. As relacées de
simetria usadas para os nucleons e pions néao sao aplicadas aos kaons, isto é, ndo podemos
supor que as fungoes de distribuigdes que descrevem a producio dos kaons por protons
e neutrons sejam colocados na forma fy+(2) = foes(2), uma vez que o meson k~ nao é
antiparticula do k*. M.G. Thompson and M.R. Whaley [45] usaram duas alternativas para
o calculo dos Z,;+. Na primeira eles admitiram que fotx = frk¥ cOmo no caso dos pions e
na segunda alternativa eles consideraram fy.:+ = fopx. Os verdadeiros valores das funcées
fakz devem se situar entre esses dois extremos. Em nossos calculos vamos considerar os
valores das funcdes foi+ e foix, bem como das fungées fr+z+ e frvit, tabelados por P.
Lipari {42] e calcular separadamente as contribuicées dos protons e neutrons para o fluxo
dos kaons.

Para se calcular a razdo p™/p~ devemos obter analiticamente as razées n/p;, 7+ /2~ e
k™ /k~. Assim, além de usarmos as resultantes sobre os fluxos de nucleons e dos mesons
do Capitulo 3, necessitaremos resolver equacdes similares as (3.1) e (3.2) para as funcoes
A, E)=p(t,E)—n(t,E) e Ay(t, E,8%) = M*(t, E.0*) — M~ {t, E.0*) que refletem as

diferencas existentes entre os fluxos de protons e neutrons e entre os fluxos dos mesons
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positivos e dos negativos.

4.1 Equacoes de Difusido dos Neutrons e Protons

As equagdes de difusdo dos protons e dos neutrons na atmosfera, desprezando a producao

dos nucleons pelos antiprotons &,

Op B p(t, E) 1p(t, E/z) dx
g WE) = Bmiy BRI p )&y
Ln(t, E/z) dz
TR el 5 ey
e
on{t,E) _  n(tE) Ln(t, E/z) dz
B et S e B O
+ fowfm(m)% (4.2)

onde consideramos que os livres percursos médios dos protons e dos neutrons sio iguais
aos livres percursos médios dos nucleons (A). p(¢, E) e n(t, E) s&o os fluxos dos protons e
dos neutrons na profundidade inclinada ¢ com energia entre E e E + dE, respectivamente.

Nessas equagoes os livres percursos médios foram considerados constantes indepen-
dentes da energia e supondo vélida a lei do Scaling nas interacées hadron-nicleo.

As equagbes (4.1) e (4.2) sio equivalentes as equacdes

ON(t, E) N(t, E) LN(t, E/z) dx ;

—r =TT +£ — fww(z) - (4.3)
e

OA(t E) At E) YA, E/x) dz
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onde, N(t,E) e A(t, F) representam os fluxos de nucleons e diferenca entre protons e
neutrons na profundidade inclinada ¢t com energia entre £ e E + dFE respectivamente. A
equivaléncia entre as equagoes ¢ mantida quando se usam as relagdes de simetria f,(z) =
fan(z) € fon(z) = frp(z).

Introduzindo nas equagdes (4.3) e (4.4) os operadores

AN E) = = (1= [ (o) + fn(e) daoy ) o E) (4.5)
AsBE) = = (1= [ o) = finla)) daia) /2 (46)

onde os operadores &;(i = N ou A) sio definidos de maneira similar aos da expressio
(3.7) do capitulo 3.

As equagtes (4.3) e (4.4) so escritas, agora, como

ON(t,E)

0 = —ANN(t, E) (4.7)
e
%E—) = —AAA(tE) (4.8)

As functes N{t, E) e A(t, E) devem satisfazer as condigdes iniciais

N({0,E) = po(E)+ no(E) (4.9)

AO,E) = polE) - no(E) (4.10)

com pg e ng representando os espectros de energia dos protons e neutrons no topo da

atmosfera.
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As solugdes das equagdes (4.7) e (4.8) sio:
Nt E) = e 4N, E) (4.11)
At E) = e A8iA@0, B) (4.12)

Considerando que pg e ng s@o proporcionais a E~(71) as solucdes (4.11) e (4.12) podem

ser escritas como

N, E) = Nog 0tle-t/In (4.13)
A(t,E) = Agp~trHletla (4.14)
COom
A
1 — Zpp — Zpn
e
A
e ———— 4.16
AT = Zp+ Zpm (4:16)

onde Z,, € Zp, representam o espectro de energia da interagio proton-proton e proton-
neutron, respectivamente.

Os fluxos de protons e neutrons sio, portanto

NpE~— (D)
p(t,E) = ——0—2— (e—t/LN -+ (5()6%/’:“) (4.17)
NoE—(+1
n(t, B) = ———— (e — et/ 1a) (4.18)
2
com
5y = Po— T
po + o
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onde, NgE~0*1 e §; representam o espectro de energia dos nucleons e o excesso de protons

no topo da atmosfera, respectivamente.

4.2 Equacoes de Difusao dos Pions Carregados na

Atmosfera

As equacdes de difuséio dos pions carregados na atmosfera sdo

ot (t, E,0%) 7=t E,0%) 5 4 *
ot o Anm m GG B0+
1at(y * d 1 7T+ a*
[ (t, B/z,0") s @) 4 [ w(t, Bz, 67)
0 A x 0 A
d Lp(t E d In{t,E d
(o) +/ b B/z) Fomt (2) = +f nit.5/z) fart(2) & (4.19)
x 0 A T 0 A *

Considerando, como no caso dos nucleons, as relagoes de simetria

f7r+7r+ = f'n"vr‘ ) f7r“7r+ - f'.-r""n“ € fp'.'ri - fmﬁ . (420)

A equagio (4.19) é colocada na forma equivalente

t.E 8" ,0* - Vot E, fx, 87 d
_M = *M%G"TW(LE=B*)+] W( /x ) (f‘a’r*".'ﬁ‘'}‘f'.-w—'rr"')_:E
ot py 0 An T
VN(t,E/x) dz A
/O 5 U + ) (4.21)
e
J - ALt E,0%) - Vde ALt E/z,0%)
— g * = - WA_"_ t’E’g* —
5 At E,607) . GrlAq( R A "
1 A(t, E/x
(fﬂ'+’.'T+ - fﬂ7ﬂ+) +_/O ___(m’i"_"[-i) (fpw'f' - fp’il") (4.22)
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Essas equagGes sdo similares 4 equagéo (3.2). Definindo de maneira equivalente os

operadores
Any 1(t, E,6%) = ( 0z (frane & foe ﬁ)g,r) /E“/\ﬂl (4.23)
BN Nt E) = (01 (Fort £ fom- )d:c&N> /M (4.24)
e
GRII(t, E,0%) = %;ﬁ (4.25)
sendo b, a constante de decaimento do pion no ar, podemos obter as solucdes
t N - -
w(t, E,0%) =f0 Exp (A + Gr)BuN (¢, E)dt (4.26)
e analogamente
At E,0%) :/Ot Exp (An, +Gr) BaN(t, E)dz (4.27)

Para um espectro primdrio na forma NgE "1 obtem-se solu¢des andlogas a eq.

(3.36)

ﬂ-(tw E: 9*) = [; dz Zj\V'n' e_(t_z)/Lvr(’Y)e—z/L(fy) .
. ¢ i ) ) ﬂ
(T’r(t’z) +f A2 Talt, )G ()t~ ) (Arly) = Anly + 1)) Tl z)) .

NOE—(’HU

(4.28)
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i ~
Aﬂ(t, E, 6’*) _ f dZZ}‘Vﬂe—(t—Z)/LA,r(’Y)e-—z/LA('Y) ] (Tﬂ(t, Z)+
0

+ f:dz’ff’ﬁ(t,z’)@ﬂ(z’)(t—z’)(zﬁiAw() da v+ 1) To(#, z)).

AOE—(’Y-H)
(4.29)
onde
Ielt,2) = B [ 4G () (4.30)
Znw = Al 2 (fput + Foum) dat (4.31)
e
A fol &7 (fprr — o) dz (4.32)

Considerando somente o primeiro termo do segundo membro das equagbes (4.28) e

(4.29) (aproximagio de ordem zero) temos
w(t, E, 6%) f do ENT o~ (2)/ Lul) o —2/LOVF, (1 YNy E=0FD) (4.33)
t 7! .
ALt E,6%) :fo de SR oD bar D=l LoD (1 2) Mg =Y (4.34)
e 0s fluxos de 7£(t, E, 6*) sd@o

(¢, E,07) = NOE““)% { f i dze~ A Lalg=2/L0p (4 N4
I]

i fﬁ doe— A La@) _ g=tlatiy, (). D0 Zia (4.35)
0 0 LN
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onde

Tolt,z) = 1+/d " /d
.2) e b P
b
fsz—W*—+---+~- (4.36)
z Ep(zs, 0%)

VA — 7,
§, = SN _ L+ = Zpn (4.37)
Znn Lgn+ + Lpn—

4.3 Equagoes de Difusao dos Kaons Carregados (K %)

na Atmosfera

Analogamente, as equages que descrevem a difusao dos kaons carregados na atmosfera
580

OK*(t E. 6" K*(t E, 0" .
( )*— ( )—GKKi(t,E,g*)+

ot B Mg
VKL E/x, 8%) dx 1 K¥(t, F,8 dx
+ v[ &/ fKiKi(m)‘“‘+l/ KT 5,8) KkFrs(n) —
AK x 0 Ak x
Vat(t,E/z, 0" d T (t, Kz, 6* d
f TG B/ ) _fﬂ+/ B0 ) B
0 Ar x 0 py x
Lon(t, F/x, 8" dx Ln(tE, /x, 67 dx
X f p(t, E/x,07) pri(w)_+f n{tE, /z,6") fore (4.38)
0 A x 0 A T

Como no caso dos pions, essa equacdo diferencial é equivalente ao sistema de 2
equacoes, wma para o fluxo total de kaons e outra para a diferenga entre o fluxo dos

K* eofluxo dos K.
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0K (¢, E, 6" K(L,E, 0% - VK (1, Bz, 0°)
et o 20V GG E, 6 /____g
1t Ak eH )+, A
dx Vp{t, E/x, 87
+ Srewr) — Tt B/ 7)

T 0 Ax

]1 p(t, E/z) dz ]1 nit,E/x)
O G

/\ (fpr+ +fpk‘)?+ /\

(frrrr+
d
(frsi+ + fr-it) f +
d
(frie+ + frg-) =

(4.39)

BAR(t E, 6%) At E 0% s L Akt EJz, 8%
OOk 2,0 _ BN E Y G AL B / Y )
ot )\k Gk k( )+ 0 /\k
dx VAL E/x, 0 dx
Sk — fo-i+) -+ A ( /\/ ) (frtrt = [r-kt) — 7

1 p(t, B d talt, E d
+ fo p___( /\/:E') (fpk+_fpk')?$+/0 i/\Lx) (fnkJr_fnki)?I

(4.40)
onde usamos as relagoes de simetria que aparecem na referéncia [42]
Jerir = femb= 0 Soemer = S, fotar = famne 0 foekt = foree
As solucgoes para as equagtes (4.39) sdo

t . A . .
K(t,E,0) = ] dz Exp(A + Gi) [Bﬂﬂ'(t, E,8%)+ Bpp(t, E) + Bun(t, E)] (4.41)
0

t n N - ~ . ~
At E,07) = / dz Bxp (Aa, + Gi) [Ba,Br(t, B,0) + Ba,p(t, E) + Ba,n(1, E)]
G

(4.42)
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onde os operadores A, A,, B,, B, sdo

R 1
ALK (4, B,6°) = (1-[0 (fk+k++fk—k+)d:c&k) K(t,E, 6%/ A (4.43)
~ 1
Ben(t, B,67) = ( /0 (Frons + fﬁk+)dmr}w> w(t, E,0%)/As (4.44)
R 1
Bop(t, E) = ( ]0 (Forr + fpk—)da:&p) p(t, B)/A (4.45)
- 1
Bon(t,B) = ( fo (Fatt + fnk—)da:&n) n(t, B)/A (4.46)

Os operadores A/_\k BAW, BA,,; e B/_\m sa0 definidos analogamente substituindo-se
indices e fluxos K por Ay, II por A,, p por Ay, en por A, Assim, a soma das fungdes
de distribui¢des (f;;) deve ser substituida pela subtracio dessas mesmas funcoes.

Procedendo de maneira andloga & realizada na obtenc¢do do fluxo dos pions, e usando
os resultados (4.17), (4.18), (4.33), (4.34) e (4.52) obtemos para os fluxos de K (¢, E,6*) e

Ag(t, E,0%) as expressoes,

¢ . NoE Ot
k(t, 2,07 = fo dze UAENT 0y 5 {0_2)\__ (e—z/LN_
N

A

(Zok + Znk) + b0e™ /8 (Zpp — Zop)) + /0 dz

NoE—(r+1)
e~ Emal Laln gmar /L) | [0—)\* (Zprrr (V) + Zrepr (7)) +
NoE ) : b
+ ——— (T {y = D) 4 Zpmpr (y = 1)) ———— dzp (4.47)
A-,.( z3 ,0(22, 9 )
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¢ . —(y+1)
Ar(t, E,87) = /0 dze—(t—z)/LAk(‘)‘)Tk(t, 2) {NOEQ/\

(e_z/LN(Zpk - an) + 5DE_Z/LA (Zpk + an')

z ApE—(r+1)
+ /D dzle—zlfLA('Y) ,:_.b\—kc}'\f'n .

AOE—(T)
(Zrvir () ~ Zp—it (7)) + B (Zriwr(y — 1) = Zr gt (v = 1)) -
T
/ L (4.48)
z .
zZ1 p(ZQ, 9*) 2
onde
Zpk = Zppt + Zpjp- (4.49)
Zak = Znp+ + Zng- (4.50)
1
s =10 = [ e (o) (4.51)

A partir das equagdes (4.17) e (4.48) podemos obter os fluxos dos kaons K *(t, E,6*),
K=(t,F,0") = K (L, E,6") £ Ag(t, E,0%) (4.52)

Com as expressdes (4.17), (4.18), (4.35) e (4.52) pode-se agora, obter a razio u*/p~
ao nivel do mar para diferentes angulos zenitais. De maneira analoga ao realizado por
varios autores [42, 45] no cdlculo da razfo u™/u~ serfio desprezadas as perdas de energia
e o decaimento dos muons em eletrons.

Os valores dos fatores Z;; e da razéo ng/pg sdo 0s mesmos usados por P. Lipari [42].

No calculo dos fatores Z;; foram usados resultados de interagdes hadron-nicleo que é
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de fundamental importancia na estimativa correta das razées lepton/antilepton ao nivel
do mar. Trabalhos anteriores [45, 46, 47] usando os espectros de energia dos mesons
secunddrios de reagdes nucleon-nucleon fornecem uma razdo ut/u~ superestimada.

O fiuxo dos muons carregados provenientes dos decaimentos dos mesons (7%) e (k) ¢

t Emnm ~
pt(t, E,0) :f dz {f (BR)xGar*(t, E' 07) frt_ = (E, E')dE'
0 Emin

+ fEEm (BR)KGRK*(t, ', 0%) frci,2 (E, E’)d,E’}
onde
E' é F séo as energias dos mesons (¥ ou k%) e do muon respectivamente;
(BR)r e (BR)g sao os “Branching Ratios” para os decaimentos dos pions e kaons em
muous, respectivamente;
éM ¢ um operador cujo autovalor é gy = Ef;(‘fﬂT), e representa o decaimento dos mesons
M em muons;
Eminy Emaez © far—, 540 obtidos da cinemdtica relativistica [38] com 2 particulas no estado

final, e para este caso valem
Emm = E

Eroz = Ej(my/mu)°

N 1 1
frou(E E') = T (=) E
AL
As razoes pt/p~ sdo calculadas para alguns valores de dngulos zenitais e para valores

de energia no intervalo de 1 GeV e 10 TeV.
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4.4 Comparag¢ao com Dados Experimentais

A razdo p*/u” depende, principalmente, da razio entre os neutrons e protons no topo
, - 7z M+—Z M-
da atmosfera, 6y = ng/pg, € também das razdes 6y = 2= pM—
’ : Zopgt T2
Para fazer a comparago entre nossos célculos e a razao g™/~ ao nivel do mar para § =

0, vamos utilizar os espectros de energia das particulas secund4rias Zij(i = p,n,nE KF)

(7 = pon, 7%, K¥) e a raziio 6y que constam na referéncia [42].
0.80

T T T

0.60

0.40

n/p

0.20

0.00 s L - ! :
0 400 800 1200

t (gfem?)
Figure 4.1

Razao n/p versus profundidade atmosférica.
(a) Calculo efetuado por P. Lipari — Ref. [42]; (b) Nosso célculo;
(c) Célculo efetuado por M.G. Thompson ¢ M.R. Whalley — Ref.

[45).
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A figura (4.1) mostra o comportamento da razdo n/p em funcio da profundidade
atmosférica. Na figura aparecem duas curvas que representam esta razio calculadas com
as distribui¢des de energia dos protons e neutrons e com os valores da razdo ng/pg no
topo da atmosfera de P. Lipari [42], e de M.G. Thomson e M.R. Whalley [45]. Na figura
também é mostrado um cédlculo por nés efetuado usando as mesmas distribuicies de P.
Lipari, porém, com um livre percurso médio dos nucleons no ar (A = 80g/cm?) menor

que o valor usado pelo autor (A = 86g/cm?) na referéncia acima citada.
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Figura 4.2

Razao p+ /u— ao nivel do mar para ¢ = 0.
oMARS, A Alkofer et al., et al., A Baxendale et al. ¢ ® Ashley
IT et al. - Ref [48]; a) Cdlculo feito por P. Lipari — Ref. [42];
b} Resultado do presente cédlculo; ¢) Célculo feito por D.P. Bhat-
tacharyya — Ref. [49]; d1) Cdlculo efetuado por M.G. Thompson e
M.R. Whalley — Ref. [45] — Alternativa 1; d2) Céaleulo efetuado por

M.G. Thompson e M.R. Whalley — Ref. [45] - Alternativa 2.
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A figura (4.2) mostra a razdo p*/u~ em funcio da energia do muon para § = 0. Nessa
figura aparecem comparagdes entre os nossos calculos e os realizados por P. Lipari [42],
por M.G. Thomson e M.R. Whalley [45] e por D.P. Bhattacharyya [49]. Na figura também
aparecem comparagoes entre os diversos cédlculos tedricos e dados de quatro experiéncias
[48].

Os célculos realizados na ref. [45] sdo mostrados como duas curvas, as alternativas
1 e 2. Na alternativa 1, na produgio dos kaons pelos neutrons foi suposta vélida a
relacao Z,x+ = Z,p+ e na alternativa 2 consideramos a mesma lei de simetria usada
para a produgdo dos pions Zpx+ = Z,k¥. A alternativa 2 é muito menos provavel que a

alternativa 1.
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Figura 4.3

Razdo g+ /u— ao nivel do mar para § = 89
— Calculos efetuados por P. Lipari — Ref. [42]; - - - - Resultado do

presente calculo.
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A figura 4.3 mostra uma comparagdo entre nossos calculos e os feitos por P, Lipari
para arazdo u*/u~. Nossos clculos sio feitos para @ = 89° e os de P. Lipari para 6 = 90°.

Nas figuras (4.2) e (4.3) ignoramos as perdas de energia dos muons ao atravessar a at-
mostera, pois, essas perdas afetam os u* e p~ de maneira idéntica. Também desprezamos
os decaimentos dos u* em e* (v, 1,).

O resultado obtido na referéncia [45] superestima a razdo u7/p~, pois, usa dados de
reagoes (p — p) € ndo das reagdes (p-nicleo). Além disso, o valor de Z,, por ele usado é
aproximadamente o dobro do utilizado por P. Lipari e utilizado em nossos célculos.

Esses fatos contribuem para elevar a razio p™/u~ para valores de 1.4 — 1.6 no intervalo
de energia 100 GeV a 10 TeV.

O resultado de D.P. Bhattacharyya apresenta uma razao p+ /.~ praticamente constan-
te em todo o intervalo de energia. Isto vem do fato dele no ter levado em conta a influéncia
dos kaons ou ter usado nos cdlculos um fator Zyx muito pequeno. A 10GeV o0s muons
originados do decaimento dos kaons s&o aproximadamente 10% dos muons originados dos

pions, raziao que chega a 34% a 5TeV.
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Capitulo 5

Discussoes e Conclusoes

As equagoes de difusdo dos hadrons sdo resolvidas analiticamente usando a Teoria dos
Semigrupos e considerando o aumento, com a energia, da secéo choque hadron-niicleo. As
solugodes sao colocadas em formas compactas (expressdes (2.7) e (2.19)) que se simplificam
quando se considera que tanto o espectro dos raios césmicos primarios como as segdes de
choque hadron-nucleo variam com a energia na forma de poténcia. (expressdes (2.20) e

(2.26)).

Os fluxos integrais de hadrons em altitudes de montanha decrescem quando incluimos,
em nossos calculos, o crescimento da se¢ao de choque com a energia e {ou) o decréscimo

do coeficiente de elasticidade dos nucleons.

Através da comparagio com os fluxos integrais de hadrons medidos com cdmaras de

emulsdes nucleares em altitudes de montanha é possivel se obter informagoes sobre as
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Interagoes hadronicas a altas energias. Neste trabalho nds mostramos que na regido de
energia de 1 a 100 TeV o coeficiente de inelasticidade que ajusta nossos caiculos aos
dados experimentais é (K ) = 0.63. Este resultado estd de acordo com resultados obtidos
de aceleradores e extrapolados para a regido de Raios Césmicos por Hillas [31].

A teoria dos semigrupos fol também usada para resolver as equacdes de difuséio dos
hadrons na atmosfera quando se leva em conta, também, o termo do decaimento dos
mesons em muons. A solugao encontrada foi colocada em termos de uma expansional e
foi usado um procedimento desenvolvido por Feynman para ordenar os operadores expo-
nenciais nao comutativos que aparecem na solucgao.

Esse meétodo permite que se utilize um espectro primério em sua forma mais geral
(n&o simplesmente uma forma de poténcia da energia) e também independe do intervalo
de energia e da profundidade atmosférica para os quais o cédlculo é realizado.

A estimativa feita no capitulo 2 sobre o coeficiente de inelasticidade (< K >~ 0.63)
¢ utlbzada na obtencéio do fluxo zenital de muons e também na razio ut/u~ calculados
ao nivel do mar. Como mencionado no inicio do capitulo 3, os livres percursos médios
dos hadrons no ar foram considerados constantes, pois, a dependéncia com a energia dos
mesmos tem pouca influéncia sobre os fluxos mudnicos (3% 5% ).

Nossos resultados estdo em 6timo acordo com os fluxos zenitais de muons obtidos
experimente_ﬂmente para ¢ = 0° (Allkofer et al. [41]) e ¢ = 89° (Experimento Mutron [43]).
Eles, também, estdo em compieto acordo com os fluxos zenitais obtidos teoricamente por

L. Lipari [42] ¢ A.V. Butkevich [52].
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Os fluxos muébnicos obtidos por Lipari séo, aproximadamente, 3% menores que nossos
resultados e isso se deve ao fato que o coeficiente de inelasticidade usado pelo referido
autor ¢ menor que aquele por nds empregado, e também & existéncia de uma pequena
diferenca nos valores dos livres percursos médios dos nucleons no ar (86 g/cm? para P.
Lipari e 80 g/cm? dos nossos calculos). As diferengas nesses dois pardmetros conduzem
a um fluxo de nucleons de P. Lipari maior, porém, um fluxo de mesons menor que o0s
obtidos em nossos cdlculos.

Nossos calculos ddo um fluxo de muons 6% menor que o resultado obtido por A.V.
Butkevich. Esse resultado se deve a varias diferencas entre os dois cdlculos (Modelo para
a atmosfera terrestre, Modelo das Interacoes Hadrdnicas, e valores bem diferentes para
descrever a perda de energia dos muons no ar).

Devido & pequena diferenca entre os nossos resultados e os obtidos por P. Lipari,
podemos considerar que as aproximagdes feitas pelo referido autor podem ser usadas de
maneira satisfatdria para se obter os fluxos zenitais dos muons ao nivel do mar e também
para estudar a difusdo dos muons que sdo detectados em experimentos subterraneos e
subaquéticos.

Na obtengéo do fluxo dos neutrinos atmosféricos (500 MeV > E > 3 GeV'), um célculo
mais sofisticado que o apresentado por P. Lipari deve ser feito. Nesse cdlculo devemos
incluir um espectro primario com uma dependéncia da energia diferente da forma usual
de poténcias, e efeitos geomagnéticos sobre o fluxo de muons que servem de base para o

calculo dos fluxos dos neutrinos.
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A razdo p*/u por nés encontrada é menor que a obtida por M.G. Thomson and
M.R Whalley [45], porém muaior que a obtida por Lipari [42]. Ela, entretanto, se encontra
acima dos dados experimentais, pois em nossos cdlculos ndo foram incluidos resultados
malis recentes sobre as interagdes nicleo-nicleo (s6 usamos os fatores Z;; de reagbes proton-
micleo} e também néo introduzimos corregdes, nesses fatores, do efeito EMC.

O aumento, com a energia, da diferenga entre o fluxo de x* em relacio ao fluxo de
©~, que se deve ao crescimento da producao de kaons, é mostrado em nossos resultados e
reproduzem os resultados de P. Lipari e também os dados experimentais.

A razao de muons vindos dos kaons em relagdo aqueles vindos dos pions aumenta de
aproximadamente 10% para E = 100 GeV até cerca de 40% em 100 TeV. A influéncia do
decaimento dos kaons é muito maior quando se calcula os fluxos de neutrinos muénicos,
chegando, segundo célculos feitos por A.V. Butkevich e por P. Lipari, a aproximadamente
80% a altas energias.

Como as se¢bes de choque inclusivas para a produgio de kaons nio sio tio bem
determinadas como as da producdo dos pions, as incertezas que se obtem quando se
calcula os fluxos dos neutrinos mudnicos sdo muito mais acentuadas que as encontradas
no calculo dos fluxos muénicos.

Devido & precisac dos experimentos para a detecgdo dos muons ao nivel do mar,
podemos usar esses fluxos para estimar os fatores Z;; para a producdo dos kaons que
servirdo de base para o aprimoramento dos calculos numéricos dos neutrinos atmosféricos.

Na continuagdo deste trabalho pretende-se estudar futuramente alguns tépicos que
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estao intimamente ligados aos calculos aqui efetuados. Tais temas séo:

a) Obter a razdo R = “2% ¢ comparar com os resultados encontrados em detetores sub-
e €

terrAneos. Estudar o problema da oscilagao entre os diferentes sabores de neutrinos.

b) Obter o “Event-Rate” do detetor Micro-Urca que estd em fase de montagem no
IME/RJ. Para isso devemos resolver o problema da difusio dos muons em rochas,

considerando as perdas de energia discretas dos muons.

b) Estudar a produgao de particulas com grande sabor usando dados sobre os fluxos
muonicos obtidos ao nivel do mar e em detectores subterraneos. O aumento do
fluxo de muons para energias acima de 30 Tel é relacionado ao decaimento das

particulas charmosas e de outras particulas mais pesadas.

c) Estudar a influéncia da composicdo quimica da radicdo césmica primdria sobre os
fluxos muénicos e obter informagdes sobre o espectro de energia dos raios césmicos

primarios na regiao de energia Eg ~ 10V (joelho da radiagio césmica primdria).
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Apéndice A

Montagem das Equagoes de Difusiao dos Nucleons e
dos Mésons (7, k%)

O desenvolvimento das componentes nuclednica e mesdénica na atmosfera podemn ser
descritas em primeira aproximagfo por uma equagio integro diferencial do tipo Volterra.
Vamos supor que para uma profundidade ¢t da atmosfera, um nucleon ao atravessa-la entre
t e t + dt, pode ou néo sofrer uma intera¢ao com o niicleo do ar. Entéo, a probabilidade

para que o nucleon sofra uma intera¢ao no elemento dt pode ser escrita como %.

N{tE} N{LE")

<.Nuclcons
/ Pions
Kaons
/ t+dt

¥ N(+duE) N(+dGE)
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Na figura um nucleon chega na profundidade ¢ com energia E’, havendo uma chance
deste interagir com nicleos de ar para dar origem a particulas secundérias com energia
E . onde

E =nFE

e 71 sendo a eleasticidade da interagao que estd relacionada a distribuicéo de energia dos
nucleons secundarios.

Entao podemos escrever
dt o0 , ,odt
N(i+dt, E)E = (1= 5| N(t, F)E + dE ] N{t, B)fww(B,E) T 4B (A1)
E

onde N(t + dt, E)dE é o fluxo de nucleons em (¢ + dt) com energia entre £ e E + dFE, e
f(E,E")dE ¢ a distribuicdo de energia dos nucleons originados da interacio.

Na equagéo (A.1), o primeiro termo do lado direito ¢ o fluxo de nucleons que néo sofrem
interacoes no elemento dt, e o segundo se refere ao fluxo de nucleons que interagiram
somente uma vez no elemento dt.

Vamos supor que a distribuicdo de energia seja uma fun¢io homogénea das varidveis

E e E', tal que podemos escrevé-la como

dF
fNN(EaEl)dE = fNN(E/Ef)E (A-Q}

Expandindo o termo N (¢ + dt, F) numa série de Taylor e considerando na expansao,

somente a derivada parcial de primeira ordem temos
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ON(t, F) P
ot

(1—%) N(t,E)+/01 N(t, %) ‘ ‘%”iif (A.3)

Apés algumas simplicacdes, temos

N(t+dt,E) = N(tE)+ AT

ON

=1 L LA dn

O primeiro termo do segundo membro da equacio (A.4) corresponde aos nucleons que
interagem em dt, chegando em ¢ + dt com emnergia menor que E desaparecendo em dt
(sumidouro). O segundo termo representa os nucleons que sao produzidos em dt (fonte).

A equagdo de difusBo dos mesons M (r*, k®) ¢ obtida de maneira anéloga e pictorica-

mente é mostrada no esquema abaixo.

M(t,E,0%) N(E”) M(tE’,0%) M(t,E’,6%)
‘ﬁ
NA MA
Y Fr:A ¥ M dt
T M(LE6%) NtE) | MEE,6% \

u‘_*‘ + ("\?“ 5\7“)

Temos

oM, B,0Y) = M(LE.0°) M E,07) ++PYARLLE 07 + PMAGLE %) (A5)
ot /\M ’\dec
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Na equagao (A.5), o primeiro termo se refere & atenuacio dos mesons na atmosfera.
O segundo termo diz respeito ao decaimento dos mesons (7, k) carregados em muons. Os
demais correspondem & produgio de pions carregados devido as interacoes nucleon-nicleo,
meson-nicleo.

O meson lider sobrevivente da interacio meson-ntcleo é incluido no termo de producio
dos mesons P4(t, E, 0%).

As produgdes de mesons carregados, nas interagdes (N — M, M — M), sao dados por

Pt E) = [ I g & (A6)

LMt E/z,0%) dz

PN E ) = [ Fanna(a) =2 (A7)

0 /\M

onde z ¢ varidvel de Feynman e a altas energias é igual a E/E".

76



Apéndice B

Resolugao da Equacao de Difusao dos Mésons M Us-

ando A Teoria do Semigrupos

A equacio de difusdo dos nucleons na atmosfera, expresséo (2.3) é

NLE) NG N (s 3)
0

B ME /)

i
B NE) fn(n) W

e para 0s mesons a expressao (2.14) é

OM(t,E)y  M(t FE) L M(t,E/z) ( )da: LN(t, E/x)
ot m(E) Jo dmlE/m) MMM T T L TAE D)

Definindo os operadores

AN - (1_/01 fNN("?)dn&) (%E))
Be = ([ fumleyizon) (ﬁ;))
com GF(tE) = %F(t, %)
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Introduzindo o operador Ay na equacéo (B.1) temos

AN (t, E)

5t = —ANFN(t, E) (B?)

A solugdo da eq. (B.7) é
N(t,E) = N(0, E)e~ ! (B.8)

onde N (0, F') representa o fluxo de nucleons no tépo da atmosfera (+ = 0), que é escrito
como

N(0,E) = NoE~0FD (B.9)

Em termos dos operadores By e By, a equac@o de difusdo dos mesons pode ser escrita

€omo
M(t - R
%E—) — ByM(t, E) + ByN(t, E) (B.10)
A solugao da equacdo (B.10) é
I - -
M, E) = fo e BuU-21B N (2, E)dz (B.11)

Usando (B.8) na equacéo acima temos

T . .
M(t,E) = / e~ B2 B e~Avz N0 EYde (B.12)
0

ou

=
8
3
——
I
—
—
=3
—
|
—
.
b

B (t — 2)*BNALN(0, E)dz (B.13)
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Aplicando o operador A% na autofunco que representa o fluxo primario, NyE~{7+1).

obtemos
1 n 1
N{0,E) = 1—] d ) NoE 0+ B.14
0.8~ (1= [ swwtnane) (i) v (B.14)
para, n = 0
AN, E) = Nog~0+D) (B.15)
para, n =1,
1
AxN(,E) = (1 —f NpE~r+1) B.16
NN (0, ( () d’W) R ( )
com
ME) = xE ® (B.17)
A expressio (B.16) fica
R 1 NoE (r+1)
ANO,E:(lff d)——— B.18
~NN(0, E) A ~* fnn(n)dy NE) (B.18)

Para segunda ordem, temos

A2 N(0,E) = An(ANN(0,E)) = (1 _ folfNN(n)dn&) |

(1- [ Fun(mdn) (@) NoE~(r+D) (B.19)

que resulta

N = (1= [ santman) (1= [ T ) %;—;3 (B.20)

Chamando a integral

/01 W fan(n)dn = (7779 (B.21)
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0 n-ésimo termo, por indugéo, é colocado na forma

‘n NoE =0+
ANN(O,E) = IN(’}’,CE,TL) W (BQQ)
onde
In(y,an) = I (1= (7 7) (B.23)
j=1
e o fluxo de nucleons fica
Nt E) = f: (=1)" ' nI (v,0,n)N(0, E) (B.24)
) = n /\(E) NUT, &y ) .
A atuaciio do operador By na expressio (B.24) resulta
ByN(t,F) = io: (-1)" - In(v,a,n)Zny(y,n,a)N(0, E) (B.25)
N ) = ) /\(E)n+l y Ly NMUY, 7, 3 .
onde
1
Znm{y, na) =/ 2?0 fy () d (B.26)
0

que representa o espectro de energia dos mesons secundérios da colisao nucleon-nicleo de
ar.

A aplicagio de B%, em (B.25) resulta

ByBNN(1,E) = i (—1')" " In(y,0,m) Znas (v, m, @) -
n=>{_
1 A\ N0, E)
(1 A./o fNM(g;)de) Oa (BN ET (B.27)

Em analogia aos cédlculos feitos para se obter (B.25) podemos escrever a expressio

(B.27) na forma

BYByN(t, E) i S T In(y, a,n) Znp(y, o,n) - V0. B)
M ! /\M(E)I"/\(E)""‘l

'Ij\,j;l,,j("f._ o, ]\’ﬂ)

(B.28)
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onde

E?r

Ty, ok, n) = (1 — (2" a(1+n+1)>)

i=1

com
(x'y—a(i—i—n-o-l)) — fl fMM($)dxx7—a(i+n+l)
0

e o fluxo mesonico pode ser escrito como

_oRE s CVHED (-2 (2
Mt E) = ;2[3“’ ki) (AM(E)) '(/\(E)) |

Inm(yio,n) ym (v, ek, n)In(y, a,n) .

Para o = 0, as expressdes (B.23), (B.26) e (B.29) ficam

IMM(CY,n,'Y, k) = (1 - (‘T.Y))

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

e a expressdo do fluxo mesénico resulta na expressio usualmente empregada para A e Ay,

constantes
NOE—(7+1) e*t’/ﬂ-rr o éz‘./L
MEE) ——— Z -
(t, E) Iy () /L —1/La
onde
[ = A
I—(nm)
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Am

Ly = —2M
M Zum

$ao, respectivamente, os livre percursos médios de absor¢do no ar dos nucleons e dos

INECSOILS.
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Apéndice C

Operador Expansional

Uma discussao suscinta dos operadores expansionais e de suas principais propriedades
serd feita neste apéndice. Esses operadores aparecem neste trabalho como solugdes das
equagoes de difusdo das particulas na atmosfera. Resolvendo as equagdes integro-diferen-
ciais que descrevem a difusao das particulas na atmosfera, em sua forma de operadores,
obtem-se solugdes que sdo colocadas na forma de operadores exponenciais que geralmente
nao comutam entre si. Dessa maneira é necessario utilizar a técnica desenvolvida por Feyn-
man [19], de ordena¢do temporal de operadores, e de grande uso na Mecanica Quantica,
para se obter solugdes das equacdes de difusdo. Isses operadores exponenciais ordenados
sao chamados de Expansionais e sao muito utilizados nesta tese.

A técnica da decomposigao ¢ um meio para se decompor qualquer operador expan-
sional num produto de operadores exponenciais ordindrios {(que comutam entre si).

Neste trabalho foi feita uma adaptacio do Método de Ordenacao Temporal de Opera-
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adores de Feynman para ordenacéo de operadores que dependem do pardmetro t(g/cm?)
que representa a profundidade atmosférica.

Em Mecanica Quéntica, o estudo da evolugéo temporal de um sistema fisico pode ser
feito mediante duas representacdes equivalentes, a representagio de Heisenberg e a de
Schrodinger. Os operadores de uma representacio sao transformados para os da outra
representacio através de uma transformacdo de equivaléncia. O responsdvel por essa

transformacio é o operador de evoluco temporal G(r). Assim,
Alr) = G(1)AGT (7) (C.1)

onde fi(?) é o operador A na representacido de Heisenberg, e A é o0 mesmo operador na
representacéo de Schrodinger. Nesta 1iltima representacio, A ndo apresenta dependéncia
temporal explicita.

Considere um sistema fisico onde o hamiltoniano dependa explicitamente do tempo.

A equacio para o operador G’(T) é
ik — G(r) = H(r)G(r) (C.2)

Em geral, [I-:T (1), If.f(r’)} # 0 para v # 7/, Assim, a solucdo dessa equacio é colocada
na forma de um expansional,

T

G(r)y = Exp [_:if ﬁ(r’)d’r’] (C.3)

0

O simbolo Ezp (E maiisculo) é para diferenciar da exponenciagao usual e pode ser
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representado por uma expansao em multiplas integrais.

Glr)=1- [rs f;{(’f'f)de + /T: H(T’)dT’LTH(T”)dT” - (C.4)

C-1) O METODO DA ORDENACAO DOS OPERADORES EXPANSIO-

NAIS.

Seja H(A) um operador que envolve um pardmetro real A e que é composto por um
numero arbitrario de operadores sujeitos a regras de comutagéo bem definidas.

O operador da transformagao gerado por H(A), correspondendo & transigdo do para-
metro A de uma configuracio inicial “a” até um estado final “b”, é definido pelo produto
de infinitas aplicagdes de operadores de transformacées infinitesimais (1 +dAH (X)), arran-
jados da direita para a esquerda, correspondendo a sucessao de ordenamento do parametro
A desde ‘a’ até ‘b’

Como em geral [H(A), H(X)] # 0, deve-se tomar cuidado em expandir numa série de

poténcias do gerador da transformacao H(A). O operador expansional é definido como
b
T = Ezp U d/\H(/\)} (C.5)

Aqui, como jd mencionado anteriormente, o simbolo Ezp (£ maiisculo) representa o
expansional
T = Exp {/bd/\H(A)} = 1 + i Ezp™ [/bd)\H()\)} (C.6)
a —_ a
onde, naturalmente

Ezp) U:d/\H(/\)} - E’ AN (A) (C.7)
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Egzplnth MbdAH(A)J = Lb duH () Exp™ [f:d)\H()\)} (C.8)
Chamando

T(b,a) = Exp (f:d/\H()\)) (C.9)

podemos obter algumas principais propriedades desse operador.

Propriedades do Operador T'(b, a)

1) T(a,a) = 1 (C.10)

2) T (b,a) = Ezp MGH(A)CM] = Ezp {— /:H()\)d)\} (C.11)
Assim

3) T(b,a)T b,a)=1 (C.12)
Também

4) T(b,c)T{c,a) = T(b,a) (C.13)

5) T b, a)T(b,c) = T'{a, c) (C.14)

A dlgebra dos Expansionais é completada com as regras de composicdo e decomposicao
obedecidas por esses operadores. Se o gerador H(A) é a soma de dois operadores F'(A) e

G{A), tal que [F(A),G(A)] # 0, entdo o expansional pode ser fatorizado como

Exp [f dMF(A) + G()\))] = Ezp L/:F()\)d)\} Ezp [,/jé()\)d)\] (C.15)
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ou
b b b
Ezp [f F(X) + G’()\)} d\ = Ezp [/ F()\)d)\} Ezp {/ G(A)d)\:l (C.16)
a a [#)
A fim de determinar os dois operadores desconhecidos F()) e G{)) diferencia-se a ex-

pressdo (C.15) em relagio ao limite superior

% Eap Ub ANF()) +G()\))} — F(b)Bap Uab(p(,\) + G(A)J +

b
+ G(b)Ezp [/ F(A)+G’(A)} =

F(b)Exp (ﬁp(,\)d,\) Bap (f (A)dA) +

+ Ezp (]bF(,\)dA) G (b)Exp (/bc‘;(A)d,\) (C.17)

It
%]

e ficamos com a expressao

b

G(b)Exp Mm(fv(,\) + G()\))} — Bap (fabF()\)d)\) G(b) - Exp U G’(A)d)\J (C.18)

Multiplicando {C.17) a esquerda por Tr(a, b) e & direita por Tg(a, b) e substituindo » por

A obtem-se
_ a A a -
) = Bap| [ duF ()] G(3)Bep [ [ dn(rm + G(m)} Eap | [ 4,6(0)] (C19
Usando (C.15) na(C.18) e as propriedades de operadores inversos obtem-se
_ 0 A
G(X) = Eap [ / ar,uF(m] G(\)Ezp [ / F(mam} (C.20)
Analogafnente a expressao (C.16) pode ser reescrita como

(C.21)

F(X) = Ezp Mb d#G’(#)} F(\)Exzp Ub/\ duG ()
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Assim as regras de decomposi¢io das expansionais podem ser estabelecidas:
b b b b
Ezp U dA[F () +G(»\)]} — Ezp U F(,\)d)\} . Eap U dAExp U d,uF(,u))
a [ a A

() Eap ( [ F(p)d,u)}
~ Ezp Ub d\Ezp (/; d,uG(,u)) F(\)Ezp (f d,uG(,u)H Exp (f dAG(A))

(C.22)

onde F' e G sdo sempre nao comutaveis.
As regras de composigdo das expansionais também podem ser estabelecidas de maneira

similar, e sdo colocadas na forma

Ezp Ub dAF(/\)} Exp Ub d)\G(/\)J

= Eap Ub dA {F(,\) + Ezp U: d,uF(,u)} .G(\)-Ezp- Mad,uF(,u)] H (C.23)
— Fap U: A {G(,\) + Ezp Ub'\ d,uG(,u)} F(\Ezp U\b d,LLG(,u)J H (C.24)

Com as expressdes (C.23) e (C.24) completa-se uma algebra necessdria e suficiente
para os operadores expansionals cujos geradores do grupo H (A) néo comutam com H (')

quando A #£ )\,
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C-2) O OPERADOR EXPONENCIAL

Um caso particular dos expansionais surge quando [H(A), H(A\)] = 0; nesse caso o
cardter de ordenacao deixa de existir. O expansional se transforma no operador exponen-

cial usual.
Assim a letra maidscula E que representava o expansional se transforma na letra e

miniscula que representa agora o operador exponencial
Ezxp [/d)\H()\)] - exp [ d)\H()\)] (C.25)

A expressao (C.4) pode ser escrita trocando-se 7,7/, 7", etc por Ay, Ag, As etc respecti-

vamente, e usando a definigdo (C-9),

T(b,a) = Exp [/bd)\H(A)} —1 +/bd)\1H(/\1) +/bd)\1H()\1) -
. f’\l d)\gH()\g)+/bd)\1H()\1) f’\’ s H (M) /”\2 dAsH(A) 4o (C.26)

Chamando

H(M)dA =dzy ; H(X)dAs = dzy ;

a expressdo (C.26) fica

g(b) g(b) Ty 9(b) (z1) T2
T(b,a)= 1+/ dx —E—/ da:lf dxo +/ dmlf dﬂ:g/ drg+--- (C.27)
gla) gla) g(a) g( g{a) gla)

Se [H(A), H(A;)] = 0 para ¢ = j ou i # j, a expressio (C.27) se transforma no
operador exponencial ordindrio

T(b,a) = exp [fab d/\H()\)] = ef:d’\H(”\) (C.28)
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A transformacio inversa para esse operador é

o b
eds DHO) = = [ drH) (C.29)

ou seja
b -1 b
[exp f d,/\H(/\)} = exp (— / d/\H(/\)) (C.30)
Particularmente quando H(A) é um operador constante, e assumindo @ = O e b = 1,

obtem-se o tipo mais familiar de operador exponencial,

el O _ [T drH _ H (C.31)

As regras de composi¢io e decomposicio para esses operadores exponencias tornam-se

1 1
ef*C = EFEap {] d/\ek’\FGe’\F] = Ezp {] d/\e(l_’\)GFe_(lk’\)G] e’ (C.32)
0 0

1
efe® = Ezp [] dAr (F + eAFGe*’\F)J =
0

1
Exp U dA [G + e_(l_/\)GFe(l)‘)GH (C.33)
0

A notacao da expansional em (C.31) e (C.32) foi mantida porque apesar de H comutar
com ele préprio, F' ¢ G nao sio necessariamente comutativos.
Concluindo este apéndice apresentamos uma férmula de uso frequente em nossos

calculos

e CGel = > G, (C.34)
n=0
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onde
1

C-3) ATMOSFERA ISOTERMICA PLANA

No capftulo 3 aparecem expansionais que em alguns casos particulares se transformam

em exponenciais ordinérias.

Para angulos zenitais menores que 60° e para uma atmosfera isotérmica, a expansional

da expressio (3.36) se transforma numa exponencial ordindria,

L
_M__dtl -

t b
M gl =14+
to Kt cosd

Tyt tg) = F
m(t, to) a:p[to Etcost

¢ b (21 b
M M (C.36)

—dt ————dts 4
to Kty cosd ! to Ftgcosd 2

onde, bys é a constante de decaimento do meson M no ar, ¢ ¢é a profundidade atmosférica

no plano de detegao e # € o angulo zenital.

£ bas di bas
I = B In{t/t C.37
1= ) Feosd § - Foosg M/t (C.37)
Lo [ bu dty ot by dty (b 2 In2(t/t0) (C.38)
2 to B cosfl ty Jiw Ecosl i "\ Ecost 2 ’

e por inducéo o n-ésimo termo da expansao €

bar )n In" /[ty (C 39)

bt b e b dh
o Ecosf t, Fcosé 7!

I =
" to B cos8 &) Ju Ecosf i

Assim, a expressao (C.37) torna-se
’ 7ik
b ) e ()75 a0
o

e:cp{ to K cosd t

que é comum nos calculos dos fluxos de muons.
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Apéndice D

Modelo para a Atmosfera Terrestre

Quando se calcula os fluxos de diferentes particulas secundérias da radicao cdsmica na
atmosfera, é necessario se conhecer como a densidade varia com a altitude acima do nivel
do mar ou equivalentemente se estabelecer uma relagio entre a profundidade atmosférica
e a altitude.

O modelo usado neste trabalho foi desenvolvido por K. Maeda [38] baseado na chamada

Atmosfera Padrio. Esse modelo é estabelecido a partir de trés hipéteses fundamentais,

a) A composicio do ar nao se altera com a altitude.

b) A equacdo de estado que governa o ar é aproximadamente a de um gés ideal.

c) A atmosfera estd num equilibrio hidrostético, ou seja, gp(h) = — i“% (g ¢ a aceleracao

da gravidade, p(h) é a presséio na altitude h e p(h) é a densidade atmosférica em h).
O perfil da densidade atmosférica fica completamente definido pelo perfil da tempera-
tura e pela profundidade atmosférica ao nivel do mar zg.
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O ajuste de K. Maeda consiste em se escolher uma temperatura constante na Estratos-
fera (h > h;) e numa dependéncia linear na Troposfera (h < h;). A temperatura ao nivel
do mar ¢ relacionada & temperatura na estratosfera através do gradiente da temperatura
na troposfera (I'), To = T, — Th,.

Os quatro parametros abaixo relacionados e o valor médio da massa molecular do ar

definem completamente & atmosfera.

g = 1030g/em? ; T, = —-56,5°C

dT
r =—EE:&§me; hy = 11km

(mer) = 4,8 x 1075y

A densidade e a profundidade atmosférica em fungio da altitude em km sio, entdo, dadas

por

_h .
poe ko para h > h; isotérmica

plh) = (D.1)
B{hy — h)* para h < h; politrdpica

pohoe 76 h> h
z(h) = (D.2)
Alhy — )™ h < b,

A densidade pode também ser expressa em termos da profundidade atmosférica,

}f—o ; = < xy isotérmica
plz) = (D.3)
ez’ ; = > x, politrépica

93



As constantes que aparecern nas equagoes acima sao dadas por

TH ToK T

hO = B;ha: 4 ;hb:_a
g{m) g<m?> r
hb o

R
Tp M ht “

= — ko 1 1 - —
20 hbe (a+ 1) ™

O valor numérico das constantes sao

ho

Py

6,34km ; ;= 2309/cm2 © po=2,054 x 10 3g/cm?®
44,33km ; A=23x10"% , B=1,2x10"%

4,439 x107% . a=4,25¢ 3=0,81
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A Figura (D-1) mostra o comportamento da densidade atmosférica em funcdo da

altitude A.
T 1 '} T
1E-3
E
=
A2
oL 1E-4 -

1E-5 I ] 1 i H
0 5 10 15 20 25 30
’ h (Km)

Figura D.1

Densidade do ar em func¢ido da altitude acima do nivel do mar.
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t(g/cm?)

100 { bk d A I_l A IJJ L.;l L
i 30

A Figura (D-2) mostra a relagao entre a profundidade atmosférica inclinada (t) em

funcao da altitude h. Esse gréafico € obtido através da integral da densidade atmosférica,

... . 8= 0, 30, 45, 60, 70, 80, 85, 90
105 .l'_-' .I—l " Ld ;] L} R J i '_- LA L ¥ r o L ] T‘—l { T‘j-i .l

0 10 20

Figura D.2 h(km) )

Relacao entre a altitude h acima do nivel do mar e o “slant depth” para

diferentes valores do dngulo zenital (ao nivel do mar) eixo horizontal h(km),

eixo vertical t(g/cm?) [38].
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[oa]
tofem®) = [ p(h)ae (D.8)
e as grandezas fisicas que aparecem em (D-8) estao relacionadas entre si através de uma

visualizagio grafica.

t=0 (topo da atmosfera)

x=1030g/cm2 (nivel do mar)
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