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Meditation Under Stars

What links are ours with orbs that are
So resolutely far:

The solitary asks, and they

Give radiance as from a shield.
Still at the death of dey,
The seen. the unrevealed.
Implacable they shine

To us who would of Life obtain

An answer for the life we strain
T'o nourish with one sign.

Nor can imagination throw

The penetrative shaft: we pass

The breath of thought, who would divine
If haply they may grow

As Earth; have our desire to know;

If life comes there fo grain from grass.

And flowers like ours of toil and plain;
Has passion fo beat bar,
Win space from cleaving brain;
The mystic fink attain,
Whereby siar holds on star.

Those visible immortals beam
Allurement to the dream:
Ireful at human hungers brook
No question in the look.
For ever virgin to our sense,
Remote they wane 1o gaze infense:
Prolong it, and in ruthlessness they smite
The beating heart behind the ball of sight
Till we conceive their heavens hoar,
Those lights they raise but sparkies frore,
And Earth, our blood-warm Earth, a shuddering
prey
To that frigidity of brainless ray.

Yet space is given for breath of thought
Bevond our bounds when musing: more
When to that musing love is brought,
And love is asked of love's wherefore.
Tis Earth's, her gift; else have we nought:
Her gifi, her secret, here our tie.

And not with her and yonder sky?
Bethink you: were it Earth alone
Breeds love, would not her region be
The sole delight and throne

Of generous Deiry?
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Resumo

Apresentamos uma revisio sobre os tipos de wormholes. Discutimos também as
condigdes para a formagdo e manutencio dessas estruturas no espago-tempo,
concentrando-nos na viclagio de algumas das condi¢des de energia que tipicamente
ocorre na regido da garganta ou proxima a ela em qualquer wormhole genérico. A
analise das caracteristicas dos wormholes pode ser implementada simplesmente em
termos da geometria local na regido da garganta do wormhole. Estes wormholes, que
sA0 estaticos ¢ apresentam simetria estérica, podem permitir a transmissdo de sinais
entre duas regides do espaco-tempo espacialmente separadas.

Sabendo que a teoria quintica permite a violagdo de algumas das condi¢des de
energia classicas, o que por sua vez permitiria a formagdo de estruturas tais como os
wormholes, baseamos o nosso tratamento em uma abordagem semi-classica, isto é,
acrescentamos uma correcdo quantica de primeira ordem a agdo efetiva da
eletrodindmica de Maxwell, calculada por Euler ¢ Heisenberg Este termo ndo-linear
quebra a invariancia por transformac¢@o de dualidade. Finalmente, nos concentramos na
obtengio de uma nova classe de solugdes que descrevem wormholes construidos a partir
da acfio efetiva modificada. Analisamos o0s casos onde empregamos um campo
magnético puro ou um campo elétrico puro. Os resultados obtidos indicam que podemos
construit € manter um wormhole somente por meio de um campo magnético,
introduzido de acordo com a Lagrangeana ndo-linear de Euler-Heisenberg. Concluimos
que a existéncia de tais wormholes esta confinada ao dominio microscdpico, o que esta
de acordo com o que encontramos na literatura.
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Abstract

We present a review of the types of wormholes. We also discuss the necessary
conditions for the formation and maintenance of these structures in space-time, focusing
on some of the violations of the energy conditions that typically occur at or near the
throat of any generic wormhole. This is a major feature which follows the existence of
such structure. This analysis can be accomplished simply in terms of the local geometry
at the mentioned region. These wormholes, which are static and possess spherical
symmetry, can permit two-way transmission of signals between two spatially separated
regions of space-time. Since it is known that quantum theory permits the violation of
some of the classical energy conditions, which in turn may allow the formation of
wormholes, we base our treatment on a semi-classical approach, that is, we add a first-
order quantum correction to the effective action of Maxwell eletrodynamics, due to
Euler and Heisenberg. This non-linear term is responsible for breaking the invariance
under duality transformation. Finally, we focus on a new class of solutions which
describes wormholes constructed from the modified effective action. We analyze the
cases for magnetic and electric fields, and we show that a wormhole can be maintained
only by means of a magnetic field introduced according to the Euler-Heisenberg non-
linear Lagrangean. We conclude that such wormholes can be created, but they are
confined to the microscopic realm. This result is in good agreement with what is found
in the literature on wormholes.
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NOTACAQ, CONVENCOES E DEFINICOES

Indices gregos variam de 0 a 3
Indices latinos variam de 1 a 3

Simetrizacdo e anti-simetrizagio:

Tewy = 3 (T +th)
Tt = 3 (Lo

Métrica de Minkowski (em coordenadas cartesianas):

v = diag(+1,—1,—1,—1)

Derivacao usual:

Derivacao covariante:
VG = Vg4I, 17
Vais = Vs — I A

Simbolo de Christotfel de primeira espécie:

Togs = 5 (9068 + 985.0 — G0d.5)

Simbolo de Christoffel de segunda espécie:

Ths = 9" Tags = 20" (Gos,3 + 9ps.0 — Gais)

Tensor de Riemann:
Rf =TI” - TI*

oy ooy ad,y

T 6
+ T8, Ths — To,I0s

Identidade de Riccei:
(V, Vg — VaV Vo= — R, V¥

Simetrias do Tensor de Riemann:

Ra,{?'yéi = _"Rﬁn*r,ﬁ = *Raf)‘ﬁ";
RQB‘}& = R",(Saﬁ
Rr},{-?—-,-é -+ Ra’ye‘ifb’ + Raﬁﬁ'ﬁ: =0
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Tensor de Riccei:

R;tl’ = B>

Loy

Escalar de Riccl:
R:= R,.q"" = R,

Tensor de Einstein:
G =Ry — %Hg,u,,

Denivada de Lie:

Joo __ g8 av™ _ B fee
96"-:‘ _5 Azl ¥ axhB

Equacgdes de Einstein:

= _"'{'szu
onde % := 871G (e =1).

Equacio de Jacobi:

2 e s LA
A = D o e (Rﬁlﬁywx-ﬂ*gf3+ Vig—V 1-’5) hi g7

se 0 observador for geodésico, a equago se reduz a

A = BRex Re V“"“(’fﬁ
* T D2 T ftpdv H

onde h,, = g, — V,V, é o operador projetor.
Parte de um vetor Z# ortogonal a V'#:

Lz = hi, 2

Def ini¢éo de espaco-tempo:
Um espago-tempo é uma variedade quadri-dimensional dotcda de uma métrica Loreniziana
(psendo-Riemanniana). A méfrica deve ter assinatira Lorentziana (psendo-Riemcanmiana)

dehida por (+, -, -, -). Referimo-nos sempre ao espago-tempo como tendo (3+ 1) dimensdes.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Podemos af irmar que dois dos grandes sucessos da fisica do século XX sdo a teoria da
Relatividade Geral de Einstein (RG) e a Teoria Quantica de Campos (TQC), quando aplicada
a descri¢do do comportamento das particulas elementares. Isso deve-se em parte ao fato de
que ambas tenham resistido as provas impostas pela verif icagdo experimental. Portanto, em
seus domimos de aplicabilidade, essas teorias, dentro da perspectiva do Modelo Padrdo das
particulas elementares, constituem uma excelente descrigdo da realidade fisica.

Infelizmente, as tentativas de unif ica¢do da gravitagdo com a Teoria Quéntica de Campos
provou ser uma tarefa dificil e improdutiva ao longo dos anos, devido as inconsisténcias
resultantes dessas tentativas, a dif iculdade de compreensio do signif icado fisico dessa unif
icagdo, e mesmo do ponto de vista operacional e matematico.

Em relag¢do a gravitagiio, temos que a Relatividade Geral consiste primeiramente de uma
teoria que descreve essa intera¢do, permitindo-nos entender a “for¢a” da gravidade em termos
da estrutura geométrica do espago-tempo. Entretanto, esta ndo ¢ a Unica interagdo de longo
alcance que ocorre na fisica classica. Devemos considerar ainda as forgas eletromagnéticas,
que equiparam-se em intensidade as forgas gravitacionais. Porém, o agente das forgas
eletromagnéticas, isto €, o campo eletromagnético, ndo pode ser explicado pela Relatividade
Geral classica como um fendmeno geométrico. Dessa forma, varias tentativas que visam
a inclusdo da teoria do campo eletromagnético na estrutura de uma RG estendida foram
empreendidas. Uma das idéias mais atraentes neste sentido é aquela concebida por Weyl (1918,

1922) e Eddington (1923). Eles buscavam a introdugfio de potenciais eletromagnéticos como



quantidades geométﬁcas que determinassem a lei de transplante de uma escala de comprimento
entre diferentes pontos, e a comparagdo de unidades de comprimento em diferentes diregbes no
mesmo ponto. Para isso, seria necessario associar o potencial eletromagnético com algum tipo
de distor¢ao do comprimento do espago-tempo [Adler, 65].

Einstein dedicou seus ultimos anos ao desenvolvimento de uma teoria unif icada do
eletromagnetismo e da gravitagio, que permitisse descrevé-los em termos de um tensor meétrico.
Para isso, ele foi levado a considerar o tensor métrico como sendo anti-simétrico, o que lhe
permitiu obter apenas o niimero suf iciente de novas variaveis de campo que descrevessem o
campo eletromagnético.

Embora houvesse um esforgo no sentido do desenvolvimento de uma teoria unif icada
dessas duas intera¢des, uma vez que muitos fisicos acreditavam que a descrigdo classica mais
apropriada da particulas elementares fosse aquela resultante da combinag¢do de singulandades
com um campo eletromagnético-gravitacional, uma teoria tal que nos satisf izesse da mesma
maneira como a teoria da gravitag3o de Einstein nao chegou a ser desenvolvida.

Ja em relagdo a teoria quéntica, temos que o casamento entre as leis de Maxwell do
eletromagnetismo e a mecinica quantica rendeu-nos a chamada Fletrodinamica Qudntica: sabe-
se que existe uma nio-linearidade quéntica dos campos eletromagnéticos, que € consequéncia
do principio de incerteza. Isso possibilita a criagdo de um par elétron-positron por dois fotons, €
o desaparecimento deste par que segue a sua cria¢do. Neste processo, ocorre a emissio de dois
fotons diferentes. Tal processo é o espalhamento da luz pela luz [Jackson, 83]. Estes resultados
foram obtidos pela primeira vez em 1935, por Eulfer e Kockel [Jackson, 83]. Observa-se que no
limite classico, ou seja, no qual i — 0, estes efeitos n3o-lineares podem ser desprezados.

As corregBes quanticas para a eletrodindmica de Maxwell foram calculadas por Heisenberg



e EBuler [Heisenberg, 36]. Basicamente, parte-se de uma densidade Lagrangeana para a
eletrodindmica que apresenta uma corregio de primeira ordem dada em termos de um parametro
quéntico. Como a eletrodindmica classica de Maxwell origina universos singulares, tal corregio
prova ser bastante util para evitar o aparecimento de uma singularidade no universo [Novello,
98], e de singularidades em geral, que sera um dos resultados discutidos nesta tese.

Neste trabalho, trataremos dos wormholes, ou buracos de minhocas, mais especif icamente
os do tipo Lorentziano. De maneira bastante resumida, podemos dizer que trata-se de atalho
110 espago e no tempo, cuja estrutura é analoga aquela de uma dobra ou distorgio espacial e
temporal.

Mesmo ndo havendo qualquer evidéncia experimental direta da existéncia desses objetos,
acredita-se que eles possam ter sido criados em regides onde ha predominancia de campos
gravitacionais intensos, que promoveriam a existéncia de uma topologia ndo-trivial, devida
a propria natureza altamente curvada da variedade do espaco-tempo nesta regido [Visser,
96]. Embora a existéncia dessas estruturas seja altamente especulativa, ainda assim podemos
encontrar argumentos razoaveis que sugerem sua possivel existéncia em escala microscopica,
ou seja, na ordem de grandeza do comprimento de Planck (10~%%m) [Roman, 24]. Especula-se
que uma tal estrutura pudesse ter sido formada em um estagio inicial da formacéo do universo
através de f lutuagdes quinticas (a natureza dessas f lutuagdes continua vaga). E como seria
possivel a sua existéncia em tamanho caracteristico no dominio classico? A resposta possivel,
de natureza também altamente especulativa, seria através do mecanismo de in f lagio das T
lutuagdes quénticas de um campo escalar, que ¢ considerado por alguns como 0 mecanismo ao
qual atnibui-se a formacg#o de galaxias [Roman,93 , Blau, 87].

Wormholes, assim como outras estruturas relacionadas com a idéia de viagens



intergalacticas, ou seja, dobras espaciais e temporais, além de maquinas do tempo, sempre
povoaram o imaginario popular. Isso pode ser observado através das inameras historias de f
icgdo cientif icas (que tem como principal precursora The Time Machine de H, G. Wells, escrita
no século passado), onde intrépidos viajantes se deslocam e se comunicam por regides distantes
da galaxia e no tempo, a velocidades ultra-relativisticas. Porém, essa especulagio relegada ao
sabor da fantasia da origem a varias distor¢gdes e inconsisténcias, ja que o assunto ndo tem
sido seriamente abordado, do ponto de vista fisico e matematico, com excegdo dos trabalhos de
Novikov, Novello e Thome.

Aqui, obviamente, daremos um enfoque completamente diferente, pois pretendemos
investigar os aspectos fisicos e matematicos por tras da concepgdo de wormholes. Usaremos
como base para 1sso a teoria classica de Einstein para a gravitagdo (RG), aliada a algumas
nogdes de eletrodindmica quantica. O nosso objetivo no presente trabalho foi o de obter, dentro
de uma estrutura classica, uma solugio de um wormhole estatico, construido a partir de campos
vetoriais, mais precisamente, dos campos elétrico e magnético. Para que uma tal classe de
wormholes seja considerada “atravessavel” (num sentido que sera def inido mais a frente), faz-
se necessario que exiba certas propriedades, tais como: a auséncia de horizontes (que funcionam
como uma membrana de “mio-linica”, ou seja, permitem apenas a entrada, e ndo a saida) ,
existéncia de pequenas forgas de maré , tempo de transito f inito para quaisquer observadores ,
e a auséncia de fluxos de radiag¢do intensos produzidos por singularidades, como veremos mais
adiante.

A principal caracteristica de um wormhole ¢ a existéncia de um raio minimo, denomtinado
garganta. Esta habilidade do wormhole permanecer aberto ¢ garantida pela existéncia de

alguma forma de matéria ou campo que apresente tensdo radial. Em outras palavras: este



material manteria as paredes do wornthole gravitacionalmente separadas. Tal matéra recebeu o
nome sugestivo de maténa “exoética” [ Thorne 94 | Morris, 88]. Assim como o material exdtico
necessario deve empurrar as paredes do wormhole para fora, ele deve gravitacionalmente
empurrar os raios de luz contidos em um feixe, afastando-os uns dos outros. Colocando de outro
modo, essa matéria exdtica deve funcionar como uma “lente desfocalizadora”, fazendo com
que os raios de luz sejam divergentes. Porém, essa caracteristica leva diretamente a violagido de
certas condigdes de energia que sdo consideradas como satisfeitas por um tensor momentum-
energia. Aprendemos das equagdes de campo de Einstein que para que se evite a focalizagdo
gravitacional dos feixes de raios luminosos, o material exdtico que sustenta o wornthole deve
apresentar uma densidade de energia média negativa, vista pelo feixe de luz que passa através
dele [Morris, 88 , Thorne, 94]. Como a gravitagiio, isto €, a curvatura do espago-tempo, ¢
produzida pela massa, ¢ como massa e energia sio equivalentes, isso nos leva a considerar que
a forga de gravidade € produzida por qualquer forma de energia. Se tomarmos a densidade de
energia do material no interior do wormhole, medida por um feixe de luz, isto é, medida por um
observador que esteja movendo-se através de um wormhole a velocidade da luz ou proxima a
esta, e tomar a média da densidade de energia ao longo da trajetoria dos ratos de luz, a densidade
de energia média que obtemos como resultado deve ser negativa, de maneira que o material seja
capaz de desfocalizar o feixe de luz e manter o wormhole aberto - esta € a condigiio para que o
material seja “exotico”.

Com base no que tem sido apresentado na literatura, adotamos uma abordagem orientada
por um processo de “engenharia”, ou se¢ja, consideramos a existéncia de uma geometria do
espago-tempo apropriada, e entiio calculamos o tensor de Riemann associado a esta geometria.

Para construir o tensor momentum-energia da matéria de forma a produzir o wermhole,



consideramos a agdo efetiva para a eletrodindmica com uma corre¢do quéntica de primeira
ordem de Euler-Heisenberg [Heisenberg, 36], associada a um campo magnético e outra a um
campo elétrico. Usando as equagdes de campo de Einstein, chegamos a conclusdo de que
apenas tal conf igura¢io de campos nZo era suf iciente: um f luido de matéria que exibe
certas propriedades deveria ser adicionado para que pudéssemos garantir a consisténcia das
equagdes obtidas. Descobrimos que tal wormhole pode ser construido e mantido por um campo
magnético, porém trata-se de uma estrutura em escala quantica.

A principio, pensdvamos que a solugdo para o campo elétrico seria andloga aquela obtida
para o caso magnético, ja que as densidades magnética e eletrica satisfazem a uma equagao
de continuidade que apresentam a mesma forma para ambos os casos. Se considerarmos
uma dada transformagio de dualidade para os campos magnético e elétrico e se as fontes
desses campos forem transformadas da mesma forma, temos que as equac¢les generalizadas
de Maxwell mostram-se invariantes por uma transformacgdo dual [Jackson, 83]. Contudo, nao
foi isto o observado: a construgdo e a consequente manutencdo de wormholes por um campo
glétrico puro ndo € possivel, ja que ndo conseguiu-se reproduzir o comportamento exotico que
requer-se da maténia para que a sustentagio de um wormhole seja possivel. Isso nos ieva a
acreditar que isso se deve a quebra da invaridncia sob transformagéo dual causada pela adi¢do
do termo F? na agio efetiva.

Fagamos um breve resumo a respeito da organizagio desta tese.

No Capitulo 2, tragaremos um breve historico do conceito de wormhole, desde { lamm em
1916, passando pela ponte de Einstein-Rosen e pelo wormhole de Wheeler, até os dias de hoje,
com o f lorescimento do interesse por essas estruturas tao peculiares, que foi iniciado pelo artigo

de Morris e Thome de 1988 [Morris, 88b], e que representa 0 marco para o renascimento da



investigacdo desses objetos.

No Capitulo 3, serdao introduzidas as linhas tedricas gerais do sistema de wormhole, com
base em alguns aspectos da Relatividade Geral.

No Capitulo 4, nos dedicaremos & analise do wormhole do tipo Morris-Thorne (MT), que
serviu de base para a construgio do nosso proprio wornthole.

No Capitulo 5, apresentaremos o nosso modelo de wormhole, assim como as condi¢des de
validade deste.

Por f im, no Capitulo 6, analisaremos os resultados obtidos, delineando as perspectivas
futuras e as linhas de trabalho possiveis, tomando como base o presente trabalho.

Nos Apéndices, o leitor encontrara os detalhes de célculos do tensor momentum-energia e

alguns conceitos gerais importantes que foram omitidos no decorrer dos capitulos.



Capitulo 2

UM POUCO DE HISTORIA

2.1 A ponte de Einsten-Rosen

Em 1916, um ano apds a formulagéo f inal de Einstein de suas equagdes de campo, o fisico
vienense Ludwig F lamm reconheceu que a solugio de Schwarzschild das equagdes de Einstein
representava um wormhole [ F lamm, 16].

Outras especulacdes podem ser extraidas das publicagdes de cariter f ilosof ico de Weyl,
oriundas do ano de 1928. Porém, uma abordagem mais séria do ponto de vista matematico
pode ser atribuida ao artigo de Einstein e Rosen datado de 1935 [Einstein, 35]. Neste artigo,
chamado “The particle problem in general relativity”, os autores se propunham a investigar
a possibilidade de existéncia de uma teoria atdmica da matéria e da eletricidade que pudesse
excluir singularidades do campo, fazendo uso apenas da métrica g, da Relatividade Geral e
do campo ¢, da teoria de Maxwell. Em outras palavras, pretendiam construir um modelo
geométrico para uma “particula” fisica elementar que fosse f inita em todos os pontos € nio
apresentasse singularndades. E claro que o termo wormhole ainda nio havia sido criado, de
forma que Einstein e Rosen desenvolveram a discussdo em termos de uma “ponte” conectando
duas folhas idénticas que constituiam a representa¢io matematica do espaco fisico. A particula
seria representada por esta ponte.

Einstein esteve por algum tempo confuso em relagdo as nogdes de particula e de teona de

campo. Mesmo no dominio cléssico, ele estava incomodado com a questdo de como um objeto
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'singular que apresentasse o carater de particula pudesse estar a mesma aitura da nogao de uma
teoria de campo continua como a gravitagio. Ele explicitamente rejeitava a possibilidade de que
particulas materiais pudessem ser consideradas como singularidades do campo, pois segundo
ele “a singularidade traz tanta arbitrariedade a teoria que realmente anula as suas leis.(...) Dessa
forma, se fosse admitido que singularidades representassem particulas, teriamos um caso de
duas particulas ndo aceleradas pela sua intera¢io gravitacional, o que certamente sena excluido
fisicamente. ” [Einstein, 35]

O modelo particular por eles construido € hoje considerado equivocado, mas a forma com
que ele falha é muito interessante, pois antecipam muitas das idéias que surgiram na fisica
nos anos subsequentes. Neste artigo, eles discutem dois tipos de “pontes”: uma neutra e a outra

“quase-carregada”. Apresentamos a seguir uma breve discussio dos resultados por eles obtidos.

2.1.1 A ponte neutra

A ponte neutra é simplesmente o resultado de uma mudanc¢a de coordenadas apropriada aplicada
a solugdo de Schwarzschild, fazendo com que a singularidade desta solugio desaparecga.
Durante a época em que Finstein desenvolvia os seus trabalhos, os fisicos nio faziam a
distingiio entre as nogdes de singularidade de coordenada e singularidade fisica, assim como
o comportamento da geometria de Schwarzschild na vizinhanga do horizonte de eventos nio
era totalmente compreendida. Para muitos, o horizonte era a prépria singularidade, ou seja, a
singularidade era considerada por muitos em r = 2m, e ndioem r = 0.

O que se pode dizer hoje a respeito da descoberta de Einstein e de Rosen € que esta reduz-se a
observagao de que alguns sistemas de coordenadas naturalmente cobrem apenas as duas regides

assintoticamente planas do espago-tempo estendido de Schwarzschild. A regido interior, que
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contém a singularidade da curvatura, ndo pode ser coberta pela ponte de Einstein-Rosen ou por
sistemas de coordenadas isotropicos.
Vamos seguir o procedimento adotado no artigo. Considerando-se a solugéo esfericamente

simétrica de Schwarzschild

1

ds? = —————
® 1—2m/r

dr® —r* (d® -+ sin® 0d¢”) + (1 — 2m/r) dt?, 2.1)
parar > 2m, 0 <0 < m, 0 < ¢ < 27. Ao substituirmos r por uma nova variavel, def inida por
w? =7 — 2m, (2.2)

obtem-se

2
ﬁ—%dtz, 2.3)

ds? = —4 (u® + 2m) du? — (u® + 2m)” (d6” + sin® 0dg”) +
com u € (—oo,+00). Esta mudanga de coordenadas elimina a regido que contém a
singularidade de coordenada def inida por r € [0,2m), e cobre duplamente a regido
assintoticamente plana, def inida por r € [2m, -+00). A regido proxima a v = 0 € interpretada
como sendo uma ponte que conecta a regifio assintoticamente plana proxima a u = -+00, com a
regido assintoticamente plana proxima a w = —oc. Para que possamos melhor perceber isso, se
considerarmos uma superficie esférica def inida por w =constante, a area dessa superficie sera
A(u) = 4x (2m + u?)”. Esta area ser4 minima se v = 0, ou seja, A(0) = 47 (2m)”. Def ine-se
(a parte da geometria mais estreita) como sendo a “garganta”, ou, se usarmos o termo moderno,
esta regido sera o wormhole.
A construcio de Einstein-Rosen nio utiliza m < 0. Ela requer a existéncia de um horizonte
para que se possa impor a transformagdo de coordenada. A solugdo de Schwarzschild para

massa negativa apresenta uma singularidade nua, portanto ndo ha horizonte. Na regido u = 0,

interpretada como sendo a ponte, temos, segundo a transformacio de coordenadas dada pela
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[eq. (2.2)], 7 = 2m.

Como resultado dessas observagdes, temos que a ““ponte neutra de Einstein-Rosen ” (também
conhecida como wormhole de Schwarzschild) é idéntica a parte da maxima extensio da
geometria de Schwarzschild. Logo, o comportamento no interior da ponte sera idéntico aquele
do buraco negro, isse porque a coordenada » n3o é uma coordenada apropriada no horizonte.
Caso se tente cruzar o horizonte, indo de # = +< au = —¢ por exemplo, a particula sera forgada

a afastar-se da regido def inida pela coordenada u e sera levada diretamente a singularidade.

2.1.2 A ponte “quase-carregada”

A analise desta ponte € feita a partir da solugio de Reissner-Nordstrém, que descreve um buraco

negro eletricamente carregado de massa m e carga (. Em coordenadas de Schwarzschild, temos

2m  Q? 1
ds® = (124 2 | a® - - dr? — r? (d0? + sin? 0do?) . 2.4
( - 1—2m/r + Q2/r2 ( L )

Para construir a ponte a partir dessa solugo, Einstein e Rosen descobriram que seria necessario
trocar o sinal do tensor momentum-energia do campo eletromagnético, de maneira que a

densidade de energia no campo eletromagnético fosse negativa. Esta geometria ndo sera mais

aquela de Reissner-Nordstrém, sendo dada, em coordenadas de Schwarzschild, por

2m €2 1 .
4’ = (1 o _> at’ = I—2m/r— 52/7'2dT2 - (dtﬁ)2 +sin” Qd{fg?) : 2.5)

Tomando m = 0, a métrica é reduzida a forma

1

ds?=
5 1—e?/r?

2
dr? — ¢? (0!6’2 + sin? dez) — (1 — :—2) dt?. (2.6)

Fazendo-se entdo a mudanga de coordenada

_u‘z e ?,2 _ 62 2.7)



temos como resultado

U 2

ds® = 5 5
us + €

dt®> — du® — (u.2 + 62) (d02 + sin® Bdt,ﬁz) . (2.8)
Essa geometria representa um objeto sem massa e quase-carregado, cuja densidade de energia ¢
negativa em todos os pontos. Einstein ¢ Rosen gostariam de interpretar esse objeto como sendo
um “elétron”. Ha ainda um horizonte em» = ¢, ©v = 0.

A razio para que ocorra essa deformacao da teoria € que para m = 0, a solugo de Reissner-
Nordstrom constitui uma singularidade nua. Nao héa horizonte, portanto a constru¢io de uma
ponte n&o ¢ possivel. A mudanga de carater dada por Q? — —e?, que corresponde 4 atribui¢o
de um valor puramente imaginario a carga elétrica, tem por objetivo evitar o aparecimento de
uma singularidade nua. Este problema surge do fato de que m < |@]. Como a massa de elétron

é m. = 9,1093897(54) x 10~ *kg, enquanto que |Q] = le| = mg = 1,859358 x 10 %kg (em

unidades geometrodinimicas), temos que a razdo entre a massa e a carga € m./ le| ~ 1077,

2.2 O wormhole de Wheeler

Um periodo de pelo menos vinte anos, apos o trabalho de Einstein € Rosen, passou, sem que
houvesse qualquer demonstragdo de interesse por problemas desta natureza, até que em 1955,
Wheeler apresentou-nos o seu trabalho sobre os “géons” [Wheeler, 55]. Os géons sio solugdes
das equacdes de campo combinadas de Einstein-Maxwel! (gravidade + eletromagnetismo).

A palavra “géon” foi inventada pelo proprio Wheeler para denotar uma “entidade
eletromagnético-gravitacional” [Visser, 96]. Hoje, o signif icado dos géons pode ser melhor
pensado em termos de um “quase-soliton eletromagnético-gravitacional instavel” [Visser, 96].

Conforme vemos em seu artigo de 1955, Wheeler observou que podemos considerar uma
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métrica que seja aproximadamente plana em seu todo, exceto em duas regides muito afastadas,
conectadas duplamente. Esta conexo € o que podemos hoje chamar de wormhole.

Além disso, as observages de Wheeler servem de base para a construgio de um modelo
de carga classica, que possui uma densidade de carga nula em todos os pontos do espago.
Com iss0, apresenta-se dois caminhos possiveis a serem seguidos. Uma das possibilidades
¢ a de que, ao considerar a existéncia de uma tal conf iguragdo de tuneis, a investigagio de
sua dindmica classica seria possivel. Por outro lado, a analise dos processos gravitacionais
quanticos que pudessem gerar tais conf iguragtes também constituiria objeto de investigagéo.
Wheeler resolveu entdo explorar as duas possibilidades. O caminho “classico” conduziu-
o, juntamente com Misner, ao artigo entitulado “Classical physics as geometry: gravitation,
eletromagnetism, unquantized charge, and mass as properties of curved space-time”[ Wheeler,
55]. Ja o caminho “quéntico” o levou ao conceito de “espuma espago-temporal”. A discussdo
que apresentaremos a seguir estara mitada & discuss#o classica.

O artigo de 1957 escrito por Wheeler ¢ Misner [Misner, 57] tinha o objetivo de fornecer
a explicagdo para carga e o eletromagnetismo em geral em termos topoldgicos [Schutz, 80].
Para tanto, a geometria Riemanniana das variedades que apresentam topologia néo-trivial foi
investigada. Este projeto grandioso foi um dos primeiros a fazer uso da topologia abstrata e
formas diferenciais em fisica. O ponto de vista dos autores pode ser resumido através da frase
“Fisica é geometria”. Foi através desse mesmo artigo que a palavra wormhole foi introduzida
na comunidade cientif ica, assim como conceitos tais como “carga sem carga” ou “massa
sem massa”. Hoje, sabemos que a concepgio classica de “carga sem carga™ nio funciona da
mesma forma que era empregada quando foi originalmente concebida, pots classicamente 0s

tineis colapsardo para formar os wormholes, e a topologia, outrora interessante, f icaria agora
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escondida atras de horizontes de evento.

2.3 O wormbhole de Kerr

Em 1963, o matematico neo-zelandés Roy Kerr publicou um artigo no qual exibia uma solugdo
das equagdes de Einstein que parecia descrever a curvatura do espago-tempo na regifo exterior
de uma estrela girante.

Esta foi a primeira solugfio para esse sistema de que se tem noticia na literatura. Entretanto,
como Sciama explicou, esta era uma solug@o muito especial, pois certamente nio poderia
explicar fodas as estrelas girantes [Thome, 94]. Isso se deve ao fato desse tipo de estrela
apresentar inameras propriedades, tais como complicadas formas e movimento dos seus gases
internos, ao contrario da solucdo de Kerr, onde as formas da curvatura de seu espago-tempo
eram muito suaves e demasiadamente simples para que pudessem corresponder as estrelas
girantes tipicas. De qualquer forma, essa solucio representou um comego.

Apos um ano, foi matematicamente mostrado (por Brandon e Carter) que a solucdo de Kerr
descrevia um buraco negro girante, e nio uma estrela girante (descoberta essa também feita,
independentemente, por Roger Penrose e por Robert Boyer € Richard Lindquist). Na metade
dos anos setenta, Carter e outros prosseguiram na investigagio e assim ainda mostraram que esta
solugdo nao apenas descreve um tipo especial de buraco negro girante, mas também buracos
negros girantes que possam existir.

As propriedades fisicas de um buraco negro girante estdo incorporadas na matematica da
soluco de Kerr, e Carter, ao analisa-la, descobriu exatamente quais seriam essas propriedades.

Uma das mais interessantes é um turbilhio com uma aparéncia de tornado que o buraco negro
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cria no espaco ao redor, que € originado pelo fato do buraco arrastar o espago a sua volta,
for¢ando-o a girar de maneira a produzir este redemoinho. A veloctdade com que é girado f
1ca maior quanto mais proximo se esta do centro do tornado. Bem distante do nucleo, a rotagio
se da vagarosamente. No horizonte, o espago esta f irmemente preso, e assim é rotacionado
na mesma propor¢do em que o hortzonte gira. Este turbilh@o do espago exerce inevitével in f
luéncia sobre 0 movimento das particulas que caem no interior do buraco negro.

Além de criar um turbilhio no espago, esse movimento de rotagdo do buraco negro também
deforma o seu horizonte, da mesma forma que a rotagdo da Terra deforma a distdncia entre
o Equador e os polos terrestres. De forma semelhante, as forgas centrifugas fazem com que o
horizohte do buraco seja in flado a altura do seu equador. Se o buraco ndo gira, o seu horizonte é
esférico , se 0 movimento de rotagiio for muito rapido, o seu horizonte ficara proporcionalmente
in f lado. Se esse movimento f icar demasiadamente rapido, as forgas centrifugas poderdo
estragalhar o horizonte. Logo, ha algum tipo de razdo de rotagio maxima para a qual o buraco
mantém a sua estrutura [ Thorne, 941,

Da mesma forma que as solugdes de Schwarzschild e de Reissner-Nordstrém nos conduzem
a modelos de wormholes, também a solugdo de Kerr levou-nos a descoberta de um novo tipo de
wormhole.

A métrica de Kerr corresponde a um objeto em rotagdo que possue massa A e momento
angular L. Para que se tenha uma idéia simplif icada de como essa geometria ¢ gerada, vamos
impor as equagdes de campo da Relatividade Geral para o vacuo, € se tomarmos uma massa
pontual e f izermos com que ela gire em torno de um eixo qualquer, entdo o objetc ndo mais
permanecera como um ponto, pois a massa tera que se redistrnibuir na forma de um anel de

matéria que apresenta o movimento de rotagio. O “raio” desse anel sera dado por [cf. M@ller,
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72 , Carmelli, 82]:

L

= esoem 29
“T e (29

O buraco no meto do anel corresponderia a uma passagem para outro universo, isto €, para
outras regides assintoticamente planas do espago-tempo [Morris, 88b , Visser, 96].

A geometria global do espago-tempo de extensdo maxima depende de cada um dos casos que
se tem, ou seja, depende do fato de M > a, M = a ou M < a. Vamos discutir brevemente os
casos em que M > a e M < a, j4 que o caso onde M = a descreve um buraco negro extremo,

cuja analise ndo sera de interesse aqui.

23.1 OcasoM >a

Se M > a, a solugdo de Kerr corresponde a um buraco negro rotacionalmente deformado.
Muitas das caracteristicas do buraco negro de Schwarzschild persistem, como, por exemplo,
a existéncia de um horizonte de eventos. Porém, caracteristicas completamente novas sio
observadas, como a existéncia de uma ergoregidio.

Antes de seguirmos, vejamos algumas def ini¢bes importantes fcf. Visser, 96]:

Def ine-se ergosfera como a superficie na qual o vetor de Killing de translagio temporal,
K* = (9/ot)* = (1,0,0,0), é nulo, ou seja, g, K*¥K” = 0. Nessa regido, os cones de
luz “tombam” na dire¢io de ¢ (coordenada azimutal) crescente até uma certa distincia, de
forma que os fotons e particulas sdo forgados a orbitar a fonte na mesma dire¢io de sua rotagio
[D’Inverno, 95]. A ergorregidio € def inida como sendo a regido compreendida entre o horizonte
de evento e a ergosfera. Para o caso em que ndo ha rotagdo, a ergosfera coincide com o horizonte

de evento e a ergoregido encolhe até o seu volume nulo.
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Nas coordenadas de Boyer-Lindquist, a métrica de Kerr apresenta a seguinte forma

2Mr

ds* = —di* | T (dt — asin®6de?)’ 210
17
) {(dr? 2 2 2\ 2 g2
+p K—I—dﬂ + (r® + a®) sin” do”,
onde
p* (r,8) = r* + a’ cos® b; (2.1
Ar)=7r? - 2Mr + a’. 2.12)

Os horizontes interno ¢ externo ocorrem nos dots pontos onde a fungfio A(r) = 0, ou seja
re =ML VM2 — a2 (2.13)
Estes horizontes sio semelhentes aos horizontes intemo e externo da solug@o de Reissner-
Nordstrom.
A construgio em termos da ponte de Einstein-Rosen € possivel. Para tanto, utiliza-se apenas
a solugdo para o horizonte mais externo, uma vez que esta solugdo se aplica somente a regido
fora do buraco. Como ocorre nas solugdes de Schwarzschild e de Reissner-Nordstrom, a
construcio de um wormhole a partir da solugdo de Kerr mostra-se inapropriada no que diz
respeito 4 transversabilidade, pois estas passagens de Kerr apresentam “horizontes de Cauchy™,
que sdo altamente instaveis se sujeitos a pequenas perturbagdes: a radiagdo que as atravessa se
tornara cada vez mais energética, apresentando um desvio para o azul inf inito & medida que se
acumula na parte mais interna do horizonte de evento. Isso fara com que haja um aumento das
forcas de maré, que selardo estas passagens, convertendo-as em singularidades fisicas [Morris,

88 , Visser, 96].
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23.2 OcasoM <a

Para este caso, o horizonte de evento desaparece. Como resultado, tem-se uma singularidade
nua. A maxima extensio da geometria revela-se simples, pois consiste de duas regides
assintoticamente planas, cada uma com topologia %, que sdo cuidadosamente mutiladas da
forma em que vamos descrever a seguir. Em cada fatia espacial dada por ¢ contante, remove-
se um disco def inido por z = 0, 22 + y? < a? Une-se entdo o topo do disco removido no
universo 1 ao fundo do disco removido no universo 2, e o topo do disco removido do universo
2 ao fundo do disco removido no universo 1. A singularidade em forma de anel localiza-se em

x? +y* < a? z=0. A métrica, nas coordenadas de Kerr-Schild, é dada por

ds* = —dt? +d2? +dy® + d2°? (2.14)
QM3 gt zdz L7 (zdz + ydy) — a (zdy — ydz)]”
rt 4 g222 ' r r? 4+ a2 K
onde
(Z*+y?+ 22 —a?) = \/(:132 +y? 422 - a?) + da2z2
r2 = 5 , (2.15)

0 que representa uma massa A, com momentum angular I = AMa apontando na diregiio do
elxo z.

Tratando-se de uma singularidade nua, infelizmente n3o a encontramos escondida atras de
um horizonte de evento. Segundo a conjectura da “censura cosmica’ singularidades nuas ndo
podem ser f isicamente construidas a partir de condi¢des iniciais razoaveis [veja Segdo 3.6].

Podemos ainda citar uma outra caracteristica perturbadora do wormhole de Kerr, que consiste

na existéncia de curvas do tipo-tempo fechadas préximas a singularidade.
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2.4 O wormhole de Morris-Thorne

Pelo menos trinta anos passaram-se entre o trabalho de Wheeler, apresentado em 1957, e
o renascimento dos wormholes, devido ao trabalho de Morris e Thorne publicado em 1988
{Morris, 88b]. Muitos outros assuntos foram objetos de investigagio durante esse periodo,
porém pouco desse esforgo foi direcionado aos wormtholes do tipo Lorentziano. Tépicos de
interesse, tais como a quantizacio da Gravitagio, o desenvolvimento da propria Cosmologia
Classica Padrdo, isto é, o modelo de Big-bang, a busca de solugdes exatas para as equacgdes
de campo da Relatividade Geral ocuparam lugar de destaque na investigagio cientif ica durante
estas trés ultimas décadas. Durante este periodo, os wormholes foram considerados como meras
curiosidades matematicas, e por isso relegados a segundo plano.

Embora esses topicos continuem a ocupar grande parte da pesquisa devotada a area de
Gravitagio e Cosmologia, observamos, nos ultimos anos, um consideravel interesse no assunto
de wormholes “atravessaveis”. Esse renascimento dos waormholes pode ser atribuido ao artigo
seminal escrito por Morris e Thome, entitulado “Wormholes in spacetime and their use for
interstellar travel: A tool for teaching general relativity” [Morris, 88b].

Os autores, Morris e Thomne, perceberam que havia uma solugio razoavelmente simples
para as equagdes de Einstein, € que constitue na verdade uma nova classe de solugdes, que ndo
havia sido notada pelos pesquisadores. Essa solugio descrevia um wormhole. Venf icou-se
que a abertura da garganta, que caractenza a existéncia dos wormholes, poderia ser mantida
com o que foi denominado “materia exotica™ para evitar com gque a garganta colapsasse, essa
matéria “exotica” deveria ser capaz de manter uma tensfo radial, para fora, de intensidade

comparavel a pressio no centro de uma estrela de neutrons [Morris, 88b , Freedman, 89]. De
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fato, a tensdo deveria exceder a densidade total de energia do proprio wormhole. Isso signif ica
que o wormhole teria densidade de energia negativa.

Ainda, segundo esse mesmo modelo de wormhole, somente a manutengao da abertura da
garganta ndo seria suf iciente, pois qualquer observador ou sinal que atravessasse a
garganta teria que ser capaz de viajar sob essa enorme pressdo no interior do wormhole sem que
fosse estragalhado. Thorne e Morris descobriram duas maneiras para contornar este problema.

E claro que tudo isso parece fantastico e vago, e ainda ndo existe maneira conhecida que
permita um wormhole aparecer naturalmente. Morris € Thorne nio se preocuparam com 1550;
os detalhes de construgio e manutengio da estrutura f icariam a cargo de uma “civilizagdo
arbitrariamente avangada” [Morris, 88b].

Thome e Morris nada encontraram nas leis da Fisica que pudesse proibir a existéncia de
um wormhole atravessavel. Mesmo que formas classicas de matéria obedegam a condigdo
fraca de energia, ou seja, aquela que impde que a densidade de energia deve ser positiva
para quaisquer observadores (cf. Apéndice C), sabemos que campos quinticos podem gerar
localmente densidades de energia negativas, que podem ser arbitrariamente grandes em um
dado ponto [Ford, 96].

Wormholes atravessaveis sio vistos normalmente como objetos topolégicos e que ocorrem
em espago-tempos multiplamente conectados. A classe desses objetos apresentada por Morris
e Thomne ¢ ainda mats restrita, pois requer tanto simetria esférica exata como a existéncia de
duas regides assintoticamente planas no espago-tempo [Hochberg, 97]. Para que possa lidar
com esta classe de wormholes (denominada intra-universal), a analise de Morris € Thorne deve
estar sujeita a um procedimento de aproximagdo onde os dois extremos do wormhole estdo

forcados a existir na mesma regido assintoticamente plana. A existéncia de uma ou mais regides
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assintoticamente planas é um ingrediente essencial na abordagem desses pesquisadores.
Daremos detalhes consideraveis a respeito das propriedades geométricas e gravitacionais
dessas classes de wormhole mais adiante [Capitulo 4], e assim teremos a oportunidade de
analisar com mais aten¢iio o modelo proposto por Mornis e Thorne, que serve de base para
a construg¢do do nosso modelo e de varios outros apresentados na literatura [Kim, 96 , Roman,

93 |, Visser, 97 , Vollick, 97].
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Capitulo 3

A DEFINICAO DE WORMHOLE

Tradicionalmente, os wormholes foram vistos como objetos distintos dos buracos negros, de
maneira que estes assuntos foram tratados separadamente na literatura, excetuando, ¢ claro,
o casos do wormhole de Schwarzschild (que ndo € estavel) e a ponte de Einstein-Rosen, que
consiste simplesmente em uma escolha ndo conveniente do sistema de coordenadas no espago-
tempo de Schwarzschild. No entanto, podemos citar aqui alguns dos aspectos comuns que
caracterizam essas duas estruturas diferentes. A analise que segue esta essencialmente baseada
na abordagem de Visser [Visser, 96 , Visser, 97].

Primeiramente, chamamos a atengio para o fato de que os wormholes atravessaveis, caso
existam, podem apresentar uma intensa in f luéncia ndo-perturbativa sobre os honzontes de
evento dos buracos negros. Fundamentalmente, isto ocorre porque o honzonte de evento € def
inido de uma maneira global, de forma que pequenas mudangas na geometna, uma vez que elas
possuam todo o tempo do universo para que se propaguem para o inf inito nulo futuro, podem
afetar de maneira consideravel o horizonte de evento.

Outro ponto mmportante a ser ressaltado € que espera-se que a regido proxima a qualquer
singularidade de curvatura esteja sujeita a grandes f lutuagdes na métrica. Se considerarmos a
imagem do espago-tempo atribuida a Wheeler, a regifio préxima a singularidade de curvatura

deveria estar repleta de wormholes. Se esta {or uma singularidade do tipo-espago’, isto

Comie exemplo de singularidade do 1ipo-espago podemos cilar a que aparece na solugio de Schwarzschild: no diagrama do espago-tempo em
duas dimensdes da solugio de Kruskal, observamos que as geodésicas nulas radiais que enfram e saem estio representadas por linhas retas.
Umta geodésica tipo-tempo que atravessa o horizonte de eventos (r = 2m) é compelida 2 singularidade futura em r = 0. A coordenada
radial r considerada uma fimgiio de ¢/ e x'¢é determinado pela equagiic +2 — /2 = —(r — 2m)e T . Logo, um valor de r determina duas
hipersuperficies. Em duas dimenstes, o espago-tempo é limitado por duas hipérboles que representam a singulandade ntrinsecaem r = 0, e
sio denominadas singulanidade passada e smgularidade futura. respectivamente. A singutandade futura ¢ do tipo espago [D “Inverno. 95].
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€, se consideramos essa singularidade do tipo-espago antes de levarmos os wormholes em
consideragdo, entdo os wormholes podem conectar regides que de outra forma estariam fora
do cone de luz uma da outra, e assim levaria ao transporte de informacgio em uma direcio
efetivamente do tipo-espago. Ainda devemos analisar a maneira com que a informacio sera
transportada através do horizonte de evento. Isso representa uma comoda tentativa de contornar
o paradoxo de informagio do buraco negro.

Além das f lutuagdes que ocorrem proximas & singutaridade de curvatura, também espera-
se encontrar consideraveis efeitos sobre o valor esperado da métrica devido a polarizacio
gravitacional do vacuo. Como esse fenOmeno tipicamente viola as condigdes de energia,
ele poderia fazer com que esperassemos encontrar uma “perfuracido” que conduzisse a outra
fegido assintoticamente plana. Em outras palavras, isso seria equivalente a esperar que as
singularidades apresentassem um mecanismo que permitisse a sua transformagio em gargantas

de wormholes.

3.1 Caracterizacio de um wormhole

Vamos agora nos ater ao conceito de wormhole e & descrigio das propriedades fisicas e
matematicas desses objetos, mais especif icamente, daqueles aos quais atribuimos o adjetivo
“atravessavel”. Nos concentraremos na regiio proxima a garganta desta estrutura. Um
dos aspectos mais importantes que caracterizam um wormhole ¢ a violagio de algumas
das condi¢des de energia, em particular, a violagio da condigio de energia para vetores
do tipo-nulo [Apéndice C], na regido da garganta ou proxima a esta.  As violagdes da

condi¢io de energia foram primeiramente descobertas no modelo de wormholes estaticos e
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com simetria esférica do tipo Morris-Thome, porém o resultado é genérico, pois trata-se de
uma caracteristica conf irmada pelo teorema de censura topolégica [cf Friedman, 93], que
sera visto mais adiante. Entretanto, ha varias outras classes de geometrias que poderiam
ser razoavelmente classif icadas como wormholes [Visser, 97]. Essas classes apresentam
topologia trivial ou n3o possuem qualquer regido assintoticamente plana, ou ainda podem
extbir essas duas caracteristicas. Um exemplo simples de um wormhole que nio apresenta uma
regido assintoticamente plana € constituido por dois espago-tempos fechados tipo Friedmann-
Robertson-Walker (FRW), conectados por um estreito “pescogo”. Um outro exemplo simples
de topologia trivial ¢ constituido por um tnico espago-tempo tipo FRW conectado a um espago-
tempo tipo Minkowski ordinario, por meio de um estreito pescogo. Apresentaremos, mais
adiante, a “taxonomia” geral dos exemplares de wormhole.

Antes, porém, de comecarmos a empreender uma analise mais profunda de uma garganta
estatica genérica, precisamos def inir exatamente o que entendemos por wormhole. Ha uma
elegante caracterizacdo geométrica da existéncia e localiza¢do da garganta dessa estrutura. Esta
caracterizagio ¢ desenvolvida em termos de uma hipersuperficie de rea minima, sujeita a uma
condi¢cdo que denominaremos condicdo de desfocalizacdo, dada simplesmente em termos de
argumentos geometricos. Esta condigdo generaliza a analise feita por Morris e Thorne.

De acordo com Hochberg e Visser [Hochberg, 98], caracterizamos um wornthole em virtude
de sua garganta, que € def inida ao requerer-se que na garganta a area da secdo reta de
um feixe de raios de luz que passam ortogonalmente através da referida garganta tenha um
minimo local estritamente ndo-nulo. Esta nogdo € implementada ao se def inir primeiramente
uma hipersuperficie tipo-espaco dada em termos das coordenadas denotadas por z (entenda-

se ) , X{u(x)), onde u{x) sdo as coordenadas nulas def inidas em hiperplanos ortogonais a
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congruéncia de geodésicas nulas. Para cada congruéncia de geodésicas nulas podemos def inir
a expansdo (0), o cisalhamento (0°°) e a vorticidade (z=“?), de forma completamente aniloga
aquela apresentada na maioria dos textos de referéncia [Ellis, 71 , Hawking, 73]. Com isso,
temos uma equagao de Raychaudhuri para cada congruénceia de geodésicas nulas, que apresenta

a seguinte forma [Hawking, 73]

d0 1 :
du 4592 — 004 + wPwas + Ragk“k?, G0y

onde £ € o vetor tipo-nulo ortogonal & hipersuperficie tipo-espago Z{u(z)).
Tomando ¥ = ¥{0), def inimos a irea em termos da métrica bidimensional Yy Induzida na

hipersuperficie ¥ segundo

Al (u(z))] = / \/det Y2, ulz) = 0)dz’. (3.2)
T(u(z))
Se a hipersuperficie . € considerada a garganta, devemos primeiramente impor que A[Z] > 0.

Devemos ainda considerar a existéncia de alguma vizinhanga aberta, denotada por U7, em tormo

da fungio nula u(z) = 0, de tal forma que

5A

e =0, (3.3)
S |(u=0)

62 A

—_— > 0. 3.4
Su? |(u=0) G4

A hipersuperficie 3. ¢ uma garganta com respeito a congruéncia de geodésicas nulas a qual nos
referimos anteriormente caso a expansdo desta seja nula em todos 0s pontos na garganta, ou
seja, se

=0 (3.5)
e se em todos os pontos da garganta a expansdo congruéncia nula satisfaga a condigao (siniples)
de desfocalizagéo:

— > 0. (3.6)



Somente esta condi¢do ja € suf iciente para provar a violacio da condigio fraca de energia para
vetores nulos. Isso € feito ao aplicarmos a equagdo de Raychaudhuri, usando o fato de que a
vorticidade € automaticamente nula para qualquer congruéncia ortogonal de geodésicas, e que
o” > 0. Além disso, se empregarmos que por def inigdo temos # = 0, e a condigdo dada pela

feq. (3.6)] na garganta, imediatamente concluimos que
Rosk“k” >0, (.7

onde devemos utilizar o mesmo vetor nulo empregado na def inigdo da garganta. Ao aplicarmos
as equacodes de Einstein, obtemos

T,ak®k” <0, (3.8)
de forma que a condi¢do de energia fraca para vetores tipo-nulo € violada ou esta na iminéncia
de o ser na garganta do wormhole. Para que possamos obter um resultado em termos de uma
condigdo mais forte, devemos substituir a desigualdade fraca dada pela feq. (3.6)] por uma

outra mais exata. Essencialmente, isso signif ica que

a6 >0 3.9
du ) (3.9

resultando em
Toskk? < 0. (3.10)

A prova matematica disso requer detalhes técnicos mais sof isticados, que nos permitem
justificar a substitui¢o da desigualdade fraca por outra mais precisa {veja Hochberg, 98], e que
ocorre de uma forma ou de outra em todas as discussdes técnicas das violagdes das condigdes
de energia em wornmholes atravessaveis. E devido a essas complicagdes técnicas que a frase “na
garganta ou proximo a ela” aparece em quase toda a literatura disponivel sobre o assunto.

Tendo esta def ini¢do em mente, podemos desenvolver alguns teoremas sobre a existéncia
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de maténa “exdtica” na garganta do wormhole. Estes teoremas constituem uma generalizacdo
do resultado original obtido por Morris e Thorne, ao mostrar que a condi¢io nula de energia
€ genericamente violada em alguns pontos ou proximo & superficie que contém a garganta.
Deveriamos tomar estes resultados como complementares ao teorema de censura topoldgica.
Basicamente, este teorema nos diz que em um espago-tempo que contenha um wormhole
atravessavel, a condicdo nula de energia média deve ser violada ao longo de algumas (nio
todas) geodésicas nulas, porém este teorema no nos fornece muitas informagdes sobre onde
estas violagdes ocorrem [Visser, 96]. Confirmaremos, mais tarde, que algumas dessas viola¢des
das condig¢des de energia estdo concentradas no local esperado, ou seja, na garganta (ou proximo
a esta) [Capitulo 4, Se¢ao 4.5]. A analise que apresentaremos a seguir, sendo puramente local,
ndo fara uso de muitas considera¢des técnicas com relagdo a caracteristica assintoticamente
plana, inf initos nulos futuro e passado, além de outros ingredientes necessarios para o teorema
de censura topologica.

Resumindo, as violagdes das condi¢les de energia na garganta do wormhole sio inevitaveis.
Muitas tentativas que sio feitas ao construir-se tal objeto sem que ocorra a violagdo das
condi¢gdes de energia apenas sdo possiveis quando essas violagdes sdo escondidas em algum

campo subsidiario, ou ainda ao escondé-las em algum ponto da analise [Visser, 97].

- 3.2 Consideracoes gerais

Antes, porém, de avancarmos na analise dos diferentes tipos de wormholes, devemos def inir
alguns dos termos com 0s quais estaremos lidando no decorrer deste trabalho. Primeiramente,

temos os chamados horizontes, que s&o construgdes teoricas que qualitativamente exibem duas
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caracteristicas principais [D’Inverno, 92]:

1. O comportamento caracteristico de uma membrana de “mio-Unica”, que permite a
passagem de luz e de matéria apenas em uma diregdo (passagem das curvas tipo-tempo ou
nulas direcionadas para o futuro, da regifo externa para a regido interna, e néio o contrario).

2. Representa um limite para todos os eventos que podem ser observados, em principio, por
observadores externos, pois a coordenada que apresenta o carater temporal, denotada por ¢, ndo
mais se mostra apropriada para a descrigio do movimento de particulas-teste.

Ha pelo menos cinco tipos de horizontes interessantes que ocorrem em Relatividade Geral,
€ que sdo tipicamehte associados com campos gravitacionais fortes, embora possamos ter um
campo gravitacional forte sem que haja horizontes [Visser, 96]. Vamos agora def inir alguns

deles: o horizonte de eventos e o horizonte de Cauchy.

3.2.1 O horizonte de eventos ou horizonte absoluto

Podemos def ini-lo somente para um espago-tempo que contenha pelo menos uma regido
assintoticamente plana.

Def ini¢do 1 Fara cada regido assintoticamente plana, o horizonte de eventos futuro .
passado associado é def inido como o contorne da regido a partir do qual curvas causais (isto
é, curvas fipo-tempo ou tipo-nmlo) podem alcancar o inf inito nulo futuro / passado.

A determinagio do horizonte de eventos futuro / passado requer o conhecimento da
geometria do espago-tempo arbitrariamente em dire¢do ao futuro, pois uma vez atras do
horizonte de eventos, nada podemos dizer em relagio a particula, ja que ai ela estara conf

inada, sem que possa emergir.
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3.2.2 O horizonte de Cauchy

Os horizontes de Cauchy est@o assoctados com o inicio de imprevisibilidade. Supomos que para
uma dada hipersuperficie tipo-espago X haja alguns dados iniciais nela especif icados. Esses
dados niciats podem estar relacionados com posigdes ¢ velocidades de particulas, alguma conf’
1guracgio de campo ou ainda a geometria espacial e sua taxa de variagdo temporal. Pode-se entfio
resolver certas equagdes de movimento para que se possa obter previsdes unicas para alguma
regido especif ica, conhecida como o dominio de dependéncia de . O contorno do dominio de
dependéncia € o horizonte de Cauchy da hipersuperficie £. Formalmente, podemos def inir o
horizonte de Cauchy como:

Def ini¢iio 2 Para uma hipersuperficie tipo-espaco X, o horizonte de Cauchy futuro
associado € def inido como sendo o contorne da regido a partir da qual todas as curvas causais
{curvas do tipo-tempo ou tipo-nulo) direcionadas ao passado interceptam 3.

Passaremos, a seguir, para a def ini¢io de wormhole e as diferentes formas sob as quais pode

S¢ apresentar.

3.3 Tipos de wormholes

Vamos abandonar a perspectiva historica € considerar uma visdo mais abrangente da
“taxonomia” dos wormholes. Estes objetos podem se apresentar sob varias classes, porém
as maiores subdivisdes s@o aquelas que se referem as classes de wormholes Lorentzianos
e os Euclideanos. Essa classif icagfo refere-se meramente ao fato da vartedade na qual o

wormhole se encontra ser Lorentziana (isto ¢, uma variedade pseudo-Riemanniana), ou ser
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realmente Riemanniana (ou seja, aquela que apresenta a assinatura da métrica Euclideana).
Experimentalmente, notamos que a chamada “fisica real” ocorre em variedades com a
assinatura Lorentziana, e por isso vamos nos ater a esta classe de solugdes de wormhole.
Adotaremos a seguinte def ini¢do de wormhole [cf. Visser, 96]:
Def inic¢io 3 Um ‘wormhole’ é qualquer regido compacta do espago-tempo com um

contorno topologicamente simples, mas com um interior topologicamente néo-trivial.

3.4 Wormbholes Lorentzianos

Os wormholes Lorentzianos podem ser classif icados em pelo menos dois tipos:

1. Wormhole inter-universal, ou seja, aqueles que conectam 0 “nosso” universo a um “outro”
universo.

2. Wormhole intra-universal, ou seja, aqueles que conectam duas regides distantes de um
Mesmo universo.

Os wormholes inter-universais em principio permitiriam a troca de informagio entre os
VArios universos, enquanto que os wormholes intra-universais conectam duas regides distantes
de um Gnico universo, podendo funcionar como um meio através do qual informagio poderia
ser enviada a distincias que compreendem varios anos-luz: tal wormhole Lorentziano “auto-
conectado” € um método que permitiria contornar a barreira da velocidade da luz [Visser, 96].

A diferenga entre essas duas classes de wormhole surge ao nivel da geometria e topologia
globais. A fisica localmente descrita, proximo a garganta da estrutura, ndo depende do

tipo de conexdo entre unmiversos ou regides. Se um observador estivesse fazendo medicdes

locais, estando conf inado na vizinhanga de um wormhole, ndo sena capaz de  af irmar se
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estaria viajando para um outro universo, ou se estaria viajando para uma regidio do mesmo
universo do qual saira [Visser, 96]. Isso ¢ uma vantagem em termos operacionais, ja que
permite concentrarmo-nos no comportamento local perto da garganta do objeto, sem que
nos preocupemos com aspectos globais, que podem ser adiados para analises futuras. Como
resultado desse procedimento, temos que os wormholes sio descritos por meio de uma fisica
“plausivel”. os wormholes s3o, com certeza, objetos estranhos e peculiares, mas pelo menos
localmente ndo parecem violar os principios fisicos basicos.

Ainda dentro dessa classe mais geral de wormholes, temos ainda as variedades
“permanentes” (ou “quase-permanentes”) e as “transientes”, cada uma delas apresentando as
suas versdes inter-universais e intra-universais. Cada sub-espécie ainda surge nas variedades
“macroscopica” e “microscopica” [Visser]. A seguir, apresentamos a def inigdo para cada uma

dessas caracteristicas.

3.4.1 Wormholes permanentes ou quase-permanentes

Ao fatiarmos uma determinada regido do espago-tempo em hipersuperficies do tipo-espago,
e pensarmos em cada uma dessas fatias como uma variedade Riemanniana tridimensional
que exibe um wormhole, logo podemos considerar que tal wormhole existe durante um certo
intervalo de tempo. Usaremos o termo quase-permanente, ou simplesmente permanente para
designar este objeto. Esse tipo de wormhole € essencialmente um objeto tridimensional que
existe por uma duragio de tempo da métrica f inita ndo-nula.

A existéncia de um wormhole verdadeiramente permanente, distinto daquele que
denominamos quase-permanente, ndo viola qualquer dos teoremas sobre mudanca de topologia

classicos. Por outro lado, a criagio e/ou destruicao dos wormholes quase-permanentes viola
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esses teoremas, impondo uma mutilagao da Relatividade Geral. Como exemplo disso, podemos
citar as chamadas variedades “Lorentziana em quase todos os lugares” ou ainda as violagdes de
causalidade [ Visser, 96].

Uma def'inigdo mais téenica do tipo de wormhole analisado é dada a seguir | Visser, 96].

Def ini¢io 4 Se um espaco-tempo Lorentziano contém uma regidio compacta ), e se a
topologia de ) é da forma Q) ~ R x 3, onde . é uma trivariedade tipo espago com topologia
nao-trivial (X € o “espago”, enquanto R é o “tempo”), cujo contorno tem topologia na forma
% ~ 82, entdio a regidio Q) contém um wormhole quase-permanente intra-universal.

Os wormholes quase-permanentes do tipo inter-universais sao mais dificeis de se descrever.
Nio se pode simplesmente basear em argumentos puramente topologicos para que possamos

caracteriza-los.

3.4.2 Wormbholes transientes

Os wormholes que constituem esta classe sdo basicamente aqueles que surgem e desaparecem
sem que apresentem, mesmo localmente, uma estrutura topologica da forma Q ~ % x 3. Esta
classe de objetos ¢ intrinsecamente quadridimensional.

Qualquer regido compacta 2, com contorno JQ ~ S*, que contém topologia ndo-trivial
€ com certeza um wormhole transiente intra-universal. Por hipotese, a topologia de Q nio é
certamente da forma i x 2. Ja um wormhole transiente do tipo inter-universal tipicamente
tem uma regido “ativa” com topologia Q@ ~ R x 5%, e o contomo dessas regido ¢ dado por
I~ S S3

Esta classe de wormholes, pelo fato de ndo satisfazerem os teoremas de mudanca de

topologia classicos, impde a mutilagdo da Relatividade Geral Classica para que permita
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processos de mudancga de topologia.

3.4.3 Wormholes macroscopicos e microscopicos

Podemos ainda dividir, de forma grosseira, os wormholes em macroscopicos e microscopicos.

Essa designagio dependera do tamanho da regido ativa relativamente a escala de Planck.

3.4.4 Wormholes atravessaveis

Vamos def ini-los, por hora, como sendo aqueles wormholes do tipo Lorentziano que sio
quase-permanentes e macroscopicos, € que por isso revelam-se apropriados para a passagem de
objetos macroscopicos ou a transmissdo de sinais entre duas regides do espago-tempo separadas

espacialmente.

35 Worrhholes Euclideanos

Esta classe ndo ¢ de interesse imediato para o nosso trabalho, por isso nio pretendemos nos
deter em muitos detalhes na descrigio destes. Os wormholes Euclideanos tém despertado um
consideravel interesse no campo da fisica de particulas, além, é claro, no campo da Relatividade.
Eles sdio até mesmo a base para a tentativa de Coleman [Coleman, 88} em explicar o problema
da constante cosmoldgica, considerando que o seu carater “apoia-se sobre a dinamica dos
wormholes Euclideanos”. [Visser, 96].

Em principio, nfo ha coisa alguma que os impeca de ser quase-permanentes e que tenham
uma topologia {2 ~ R x X, sendo 3t uma coordenada de tempo “imaginaria” e >. uma topologia

espacial ndo-trivial, porém os objetos desse tipo sdo raramente considerados [Visser, 96].
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Esta classe de wormholes ¢ tipicamente transiente. Pensamos neles como existindo
“instantaneamente” no campo gravitacional. Muitos dos modelos dessa classe de objetos
considerados na literatura exibem a simetria O(4). De fato, tipicamente M ~ 1 x 5%, com
it sendo uma variavel radial Euclideana.

Ao passar para a assinatura Euclideana, deve-se restringir a classe de variedades em questdo
considerando que hd a compatibilidade com a existéncia de uma meétrica Loreniziana , caso

contrario, deve-se esperar a perda de varios dos teoremas de mudanca de topologia.

3.6 Censura topolégica

Os tipos de wormholes atravessaveis considerados apresentam em comum o fato de ter simetria
esférica, o que nos permite manter tratavel a analise dessas estruturas convenientemente. Porém,
um wormhole geral deveria ser assimétrico, deveria exibir uma garganta arbitrariamente longa
e possivelmente uma geometria dependente do tempo. Isso complicaria demasiadamente a
analise do modelo, e exigiria a utilizagdo do que se denomina técnicas globais. Para esta analise,
seguiremos aqui essencialmente o tratamento apresentado em [Visser, 96]. Um dos resultados
principais € o que segue:

1. Em qualguer espago-tempo “razodvel” que contenha um ‘wormhole’ atravessavel a

condi¢do nula de energia média é violada para pelo menos uma geodésica nula inextensivel.

Veremos que o modelo de Morris-Thome, assim como outros, satisfazem esta af irmagio
[Capitulo 4]. Vanas provas disso podem também ser encontradas na literatura, apresentando
Maior ou menor rigor.

Uma outra af irmag¢do equivalente, de acordo com Friedman, Schleich e Witt [Friedman, 93],
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¢ a seguinte;

2. Se um espago-tempo “razodvel” satisfaz a condiclio de energia nula média em todas
as geodésicas nulas inextensiveis, entdo este espago-tempo ndo contém qualquer wormhole
atravessavel.

Enunciaremos, a seguir, o teorema da censura topolégica.

Teorema 1 Em  qualquer espaco-tempo assintoticamente plano e globalmente
hiperbdlico, 1al que toda geodésica nula inextensivel satisfaga a condicdo nula de energia
média, foda curva causal do inf inito nulo passado para o inf inito nulo futuro é deformavel
para a curva causal trivial.

Devemos esclarecer alguns pontos técnicos: entendemos aqui por assintoticamente plana a
regido que se encontra a grande distincia da regido altamente curvada, onde o comportamento
do espago-tempo ¢ aquele caracteristico do espago-tempo de Minkowski. Ja a condi¢io do
espago-tempo ser globalmente hiperbdlico requer que esse espago-tempo seja bem comportado
em termos da causalidade, ou seja, apresente uma topologia da forma M ~ R x ¥, ndo tendo
curvas causais fechadas. Quanto a curva causal trivial, ou seja, aquela que tem uma superficie
de Cauchy ¥, entendemos como sendo aquela que estende-se do inf inito nulo passado para o
inf 1nito nuio futuro através de um inf'inito tipo-espago.

De acordo com a conjectura de censura cosmica (atribuida a Penrose), singularidades que se
formam em direcfo ao futuro de uma superficie com dados iniciais reguiares estdo escondidas
atras de horizontes de eventos. Estando correta, a conjectura sugere que quaisquer estruturas
topologicas colapsaro para dentro do horizonte de um conjunto de buracos negros. Este
colapso ¢ muito rapido de forma que ndo permite que observadores atravessem a garganta
de wormholes associados as solugdes de buracos negros exatas e analiticamente estendidas.
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Consequentemente, somos levados a uma conjectura de censura topoldgica, ou seja, a de que
nenhum observador que se encontra na regido exterior de um buraco negro tem tempo para
investigar a topologia do espago-tempo [Friedman, 93].

A prova desse teorema ¢ altamente técnica, e foge ao escopo do nosso trabalho apresenta-la
aqui. No entanto, o que deve ser apreendido desse teorema € o fato de que, a0 considerarmos
globalmente a condigdo de energia nula média, isso impede qualquer prova ativa da topologia
do espago. O teorema ndo garante que a topologia do espago X seja trivial, porém mostra que é
impossivel se enviar um sinal luminoso através de qualquer topologia nio-trivial que possa estar
presente. No entanto, a existéncia dos wormholes é permitida, mas ndo a dos atravessaveis. O
que € mais importante neste teorema € que ele fornece uma def ini¢io matematica geral precisa
de um wormhole.

Para f inalizarmos, vejamos um outro teorema.

Teorema 2 Qualquer espago-tempo contendo um wormhole atravessdvel tanio pode
(1) ndo ser globalmente hiperbolico, ou (2) é tal que exista pelo menos uma geodésica nula
inextensivel na qual a condigdio fraca de energia média seja violada.

Notemos, com 1ss0, que ndo € exatamente verdadeiro o fato de que todas as geodésicas nulas
que passam através do wormhole violem a condigdo fraca de energia. O que esse teorema nos

diz € que pelo menos uma delas viola a condigio de energia.
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Capitulo 4

O MODELO DE MORRIS-THORNE

4.1 As propriedades basicas

Os sistemas de wormholes que vimos no Capitulo 2, como, por exemplo, a ponte de Einstein-
Rosen, apresentam-se inapropriados para servirem de um meio pelo qual informacio seja
transportada. A maioria deles exibe horizontes de evento, ou se mostram instiveis no que
diz respeito a capacidade de permanecerem abertos, ou ainda apresentam forcas de maré
muito intensas. Assim sendo, Morris e Thorne apresentaram um modelo de um sistema
de wormhole atravessavel para o qual impuseram as caracteristicas desejaveis que a solugio
deveria apresentar. Esses autores apresentaram pela primeira vez a prova original que mostra a
necessidade de violagio das condigdes de energia [cf. Apéndice C] que se tem mencionado. E
mostrado, em seu trabalho seminal, que essas violagdes devem ocorrer na garganta do wormhole
ou proximo a ela. De acordo com a analise desses autores, densidades de energia negativas
podem ser obtidas ao se sustentar o wormhole com um tipo de matéria que viola as condigles
de energia. Esse tipo de matéria € denominado matéria “exdtica”.

O procedimento usual tem sido aquele que comeca pela escolha da Lagrangeana para os
campo de matéria que supomos que seja apropriada para a manutengio do espaco-tempo
do wormhole. Calcula-se, entdo, o tensor energia-momentum. Em seguida, resolvemos as
equagdes de Einstein. f inalmente, verif icamos a presenca de singularidades de curvatura na

geometria obtida.
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Mortris e Thome adotaram um método diferente deste, que seria uma abordagem orientada
por um processo de “engenharia”. Eles consideraram a existéncia de uma geometria ajustavel
bem comportada, calcularam os tensores de curvatura associados com esta geometria e usaram
as equagbes de Einstein para deduzir a distribui¢do de energia do tensor energia-momentum.
Checaram ainda se a distribui¢3o obtida apresentava propriedades f isicamente razodveis ou se
violava qualquer principio fisico. O sistema que tinham em maos mostrava-se compativel com
0s principios fisicos conhecidos, embora o comportamento da matéria que sustentava a garganta
exibisse um comportamente peculiar,

A classe de wormholes obtida por Morris e Thorne requer simetria esférica, além de outras
caracteristicas que sugerem critérios para a classif icagio de uma tal estrutura como um
wormhole, bem como critérios para a utilizagdo dessas estruturas. Sio elas as seguintes:

1. Para que seja um wormhole, como ja vimos, as solucio deve apresentar uma garganta,
caracterizada pela existéncia de uma hipersuperficie de area minima, que conecta duas
regides do espago-tempo assintoticamente planas. A existéncia de uma ou mais regides
assintoticamente planas € essencial nesse modelo, pois considera-se queas “bocas” da estrutura,
ou seja, as aberturas que permitem O acesso ao interior, assim como a saida, estejam localizadas
nestas regides.

2. Nao deve haver horizontes, pois eles impediriam a passagem de “mao-dupla” através do
wormhole.

3. As forgas gravitacionais de maré experimentadas por um observador devem ser pequenas.
Requer-se que a aceleragdo da gravidade seja da mesma ordem de grandeza do valor medido na
Terra.

4. O tempo de trdnsito necessario através do wormhole deve ser f inito, medido pelo
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observador que efetua a viagem, assim como pelos observadores externos.

5. A solugio deve ser estavel quanto a quaisquer perturbacdes.

6. A matéria ¢ 0 campos que geram a curvatura do espago-tempo para a construcio
do wormhole devem ter um tensor momentum-energia f isicamente razoavel, o que poderia
minimizar a violagdo das condi¢des de energia.

Faremos, a seguir, uma revisdo da solugdo de Morris-Thorne (MT), onde apresentaremos
alguns detalhes matematicos e o procedimento geral de construgiio da solugéo, gue sera seguido
mais tarde para a construgao do nosso proprio modelo de wormhole. Alguns casos particulares

serdo apresentados ao final.

4.2 A forma da métrica

Para simplif icar a anélise, os autores consideraram uma geometria de €spago-tempo
independente do tempo, sem rotagio € esfericamente simétrico, dada pela métrica (por hora,

adotaremos a assinatura da métrica empregada pelos autores)

dS? = — 2@ g2 +7? (d92 + 86’1‘129) dp®. “.1)

7
1 _ bj:!’l"!
T

Podemos destacar alguns detalhes dessa geometria;

a. Temos dois sistemas de coordenadas que cobrem toda a extensio entre (—oo,r,] e
[r,, +00). Cada sistema cobre um universo, e os dois sistemas de coordenadas se unem em
T, Onde temos a garganta do wormhole.

b. Espera-se que a coordenada t seja convenientemente continua ao se atravessar a garganta,

ou seja, @ (r,) — @_(r,).

¢. As fungdes arbitrarias e ajustaveis de r apenas, ®,.(r) e b.(r), sdo, respectivamente, a
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fungdo “lapso de tempo™ e a “fungio de forma”.

d. A circunferéncia propria de um circulo com raio fixo » € dada por 2nr. A coordenada
r decresce de +-oo para um valor minimo r,, que representa a localizagdo da garganta do
wormhole, onde b(r,) = r, = b,, para entio crescer novamente desse valor minimo até
+oo. Assim como ocorre para um wormhole do tipo Schwarzschild, a coordenada r ndo é

bem comportada na garganta. Por isso, exige-se que a distdncia radial propria, dada por

[ 7
lr) = i/ G 4.2)

scja finita em todos os pontos. Como 0 < 1 — b(r)/r < 1, a distdncia propria € maior ou igual

& distancia de coordenada: |{(r)| > r — r,. A distincia propria decresce de [ = oo para zero
na garganta, e depois de zero para { = — oo no “outro lado” do wormhole.
e. Requer-se que o limite
im bi(r)=by (4.3)
r—s00
seja f inito para que a geometria espacial apresente um limite assintGtico apropriado. Se
compararmos com a meétrica de Schwarzschild, isso implica que by = 2GAM.. Isso nio
€ tdo estranho, ja que permite-se que a massa do wormhole seja diferente dependendo do
universo onde o observador esta localizado, ou seja, as bocas do wormhole podem possuir
massas diferentes.

f. Como ¢ desejavel que a geometria do espago-tempo exiba um comportamento assintético

plano apropriado, € necessario que os limites

lim ®u(r) =&, .49

existam e sejam f initos, embora a exigéncia de que @, (co) = P_(oo) ndo tenha sido imposta.

Isso significa que o tempo pode f luir de maneira diferente em cada um dos universos.
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g. As componentes da métrica devem ter, pelo menos, as primeira e segunda derivadas em 7.

h. Embora nao seja essencial para a def inicio de wormhole, considera-se a simetria sob
troca de regiGes assintoticamente planas, ou seja, + — F. Isso signif ica que @, (r) = &_(r)
eby(r)=0_(r).

i. Espera-se que a diminui¢o do campo se dé de forma rapida conforme o afastamento radial

ocorra, de tal forma que o limite assintotico seja verif icado, logo

b/r — 0 e®d — 0 conforme r — oo, 4.5)

4.3 O comportamento na garganta

Um recurso bastante atil para a analise de geometrias que possam exibir worm#holes e para a
visualizagdo dessas estruturas é a construgio de diagramas de imers#o. Para isso, escolhemos
a geometria de um espago tridimensional em um dado tempo f ixo £. Como a geometria
¢ esfericamente simétrica, pode-se tomar simplesmente uma fatia equatorial def inida por
! = w/2. O elemento de linha que descreve tal superficie ¢ obtido quando atribuimos

L =constante ¢ § = 1 /2 e substituimos estes valores na [eq. (4.1)], sendo dado por

dS? = (1= b/r) " dr? + r2dp?. (4.6)
A seguir, constroi-se, em um espago Euclideano tridimensional, uma superficie bidimensional
com a mesma geometria dada pela fatia def inida pela [eq. (4.6)]. Assim, torna-se possivel a

visualiza¢@o desta superficie como se esta tivesse sido removida do espago-tempo de origem e

fosse imersa no espago Euclideano [Misner, 73]. Escolhe-se as coordenadas cilindricas (r,p, z)
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para a descrigdo deste espago Euclideano, o que nos da como a métrica desse espaco
dS? = dr? + r2do? + dz2. @.7

Como a superficie imersa exibira simetria axial, podera ser descrita pela fungdo z(r).

Podemos escrever a [eq.(4.7)] como
d“' 2
dS? = dr? [1 + (di) } + r2dp? (4.8)
,
Se agora identif icarmos as coordenadas (r, ¢) com aquelas que descrevem o espago-tempo do

wornhole, também (r, o), veremos que o elemento de linha dado pela [eq.(4.8)] sera igual ao

elemento de que descreve a fatia equatorial dada pela [eq.(4.6)] caso a fungiio z(r) satisfaga a

L A +.9)
dr b(r) ' '

A superficie descrita pela fungfo [eq.(4.9)] pode ser representada graf icamente, e sua forma

condigdo

b

sera def inida pela fungdo b(r). O comportamento desta fingéio na garganta é particularmente

interessante. Se analisarmos a [eq.(4.9)], observamos que

d
T LA (4.10)

dz b
— 1, (4.11)

(4.12)

Se calcularmos a derivada segunda em relagiio a =, teremos:
d*r d (dr\ _dr[d [dr 1
dz>  dz\dz) d:|dr\d:z)]| 2

ﬁ _b=r
dz=2  2b?

Como r = r, — b, é um minimo na garganta e cresce com o afastamento em relacao

Sl

que resuita em

a esta, a superficie de imersdo deve apresentar um comportamento similar aquele de uma

desfocalizagdio, e que descreve uma condigiio denominada condigo de * f lare-out™ [cf. Morris,
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88b]. Matematicamente, isso é reproduzido quando a condigéo

d?r
d_:,2 >0 {4.13)

€ satisfeita na garganta ou proximo 4 ela. Pela [eq. (4.12)], temos uma outra versio para esta

condi¢do de minimo, dada por

b—br

o >0, quandor = b =b,. “.149)

Analisando esta condi¢do na garganta, temos que

b—Hr 1 1
ro = = [1=H (r,)| = 1-4 : 415
T I T gy LT (el = g [1 -8 (r) @19
Isso significa que na garganta temos
W, (r,) = b_(r,). {4.16)

Além disso, como 7(z) ¢ um minimo na garganta, espera-se que
-—— =0, (4.17)

fomecendo a desigualdade fraca dada por
bo(r,) < 1. (4.18)

A mesma analise pode ser aplicada a fungfio de lapso. Calculamos a sua derivada em relagdo

( \/1—¢ ) (4.19)
b
T

acz.

Agora, calculando a segunda derivada, temos

-
B - @i@- ) e
- Yrei(e

--?‘Q-u
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Se analisarmos essa derivada segunda na garganta, ou seja, parar = r, (que nos da b(r,) = b,),

d2¢ 1 ! ! 1 y {
E,‘Z_Q'Jru = 2—3)0 [1 — b+(-;--o):| @+(7‘0) = % [1 — b (TO):I @_(T‘O), “+.21
que resulta em
' (r,) = 9 (r,). (4.22)

4.4 Qs tensores de curvatura

Para a determinag@o dos tensores de curvatura, por conveniéncia escolheu-se trabalhar em uma
base de tetradas inercial {e} em cada ponto da variedade, onde as 1-formas diferencidveis

escolhidas 04 = ¢ dz® [cf. Soares, 80] sio dadas por

0 = eldt =edt; (4.23)
91 _ 1 dr = . ‘% .-
o = emdr=(1-5b/r)"%dr;
9%2) = eé)dﬁ = rdb;
o3 = el dy = rsenf
2) = (3)dy = rsenfdy.

Nesta base, os coef icientes da métrica, 17,45 = gopdr®dz® , assumem a forma padrio (métrica

do espago-tempo da Relatividade Especial ):

-1 ¢ o o0
0 1 0 0
0 0 1 0 (4.24)
0 0 0 1
Isso permite escrever a métrica [eq. (4.1)] como
dS? = 605 4 . (4.25)

Com iss0, as componentes n3o-nulas do tensor de Riemann séo:
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b

" T 1 !
Ry, = (1;) {-—@ — (@ )Q}JrQ?(br—b); (4.26)

by ¢
Rgnz - Rgos == ( - ;“) ?; (+.27)
1 1 1 f
Ry = Rayy = 53 (b r—b); (4.28)
T
b
Ry = 3 (4.29)

Com excegdo das componentes relacionadas com estas por simetria, todas as outras
componentes sdo nulas.
A partir das componentes do tensor de Riemann, podemos calcular o tensor de Ricci Rag €

o escalar de curvatura R, dados por

RScp = Rap, (4.30)

R = nABRAB: (4.31)

que nos permite obter as componentes do tensor de Einstein (Gag = Rap — LR) diferentes de

zero
v
Goo = T—Q; 4.3
b b\ @
T11 :—73+2 1—— 3 —; (4.33)
T T T
b br—b s @ r—»b
oy = =1 — = - P+ (P — ) 4.34
Ghoo = Gz (1 T‘) ( 2r (r —b) @)+ 7 2r2 (r — b)) &-34)
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Se calcularmos os valores das componentes do tensor de Riemann na garganta, isto €, para

T =7r,, encontraremos:

1
Rio1pr, = — oo [1— 8 (r,)] '(r.): (4.35)
1 1 1 / ~
a19)r, = Hanayr, = 92 [1 =¥ (ro)]; (4.36)
9 1
R323Jr0 : ’r_2 (4.37

o

Enquanto que todas as outras sdo nulas excetuando, novamente, todas as outras a estas
relacionadas por simetria. Podemos observar, com base na analise sobre a continuidade
das fungdes @(r) e b(r), que as componentes do tensor de Riemann também apresentam-se
continuas atraves da garganta, como esperado. Para o tensor de Einstein, obtém-se, no que diz

respeito a continuidade, o mesmo resultado:

Y(r,
Goojr, = 52 ) (4.38)
1
Gijr, = “q‘g; (4.39
1=¥(r, , 1
Gagr, = Gapr, = % (CI) * r_) ' (4.40)

4.5 As equacoes de Einstein

As inicas componentes ndo-nulas do tensor energia-momentum sio aquelas diagonais, as quais

atribui-se simbolos especiais. Assinu
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Too = p(r); Ty = —7(r); Tog = T33 = p(r). (+.41)
Como os vetores da base s@o aqueles que descrevem observadores estaticos, cada uma dessas
componentes tem uma interpretagdo fisica simples, dada em termos de medidas que esses
observadores estaticos poderiam fazer, ou seja, p(r) € a densidade total de energia (em unidades
de g/em®) , 7 é o negativo da tensdo radial por unidadé de area (medida em dyn/cm?) | ¢ p(r)
€ a pressao medida nas direges laterais, isto é, diregdes ortogonais a diregdo radial. Quando se
trata de um “ f luido perfeito”, temos que p = —7.

Podemos escrever as equagdes de Einstein que dat resultam

i
p=—3 “42)
KT

1[b b\ &
r="12 22 1__>_]; (+43)
K

b= (1= e (- )] - a2} e

Essas equagdes ainda podem ser convenientemente escritas sob a forma

b = kpr?: (4.43)
b— krr
P = 4.46
22 (1 1) (440
T=(p-17)0" — 2@. (4.47)

A primeira equacdo [eq.(4.45)] pode ser facilmente integrada:

™

b(r) = b(r,) + r;/p(?)?d?. (4.48)

To

Observamos por meio dessa Ultima expressdo que a fun¢@o de forma tem uma interpretagéo
direta com a distribui¢3o de energia no interior do wormhole.

Calculando as [eq.(4.42)], [eq.(4.43)] e [eq.(4.44)] na garganta, temos
b,

m; (+.49)

plro) =
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Podemos combinar a [eq.(4.42)} com a [eq.(4.43)] da seguinte maneira:

1/, b b\ &'
=2 (1= )2 (1-0) 2

Porém, sabemos que na garganta

Reescrevendo a [eq.(4.52)], temos

1 , b\ @&
fi(p—T):—;g(b—b?’)+2(1~;> o

Em especial na garganta, essa expressio f ica simplesmente

1 I
wlp = 7). = =5 (b= V7).

Pela condigio de existéncia de um minimo, dada pela [eq.(4.14)], deduzimos que

(po - TG) < 0:

(4.50)

(+.51)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

onde p, e 7, sdo, respectivamente, os valores que a densidade de energia e a tensdo radial

assumem na garganta. Temos, entdo, a violagdo das condigdes de energia, uma vez que

To > Py

(4.57)

Este vinculo sobre o tipo de matéria signif ica que na garganta a tensdo radial deve exceder a

densidade total de energia. A matéria que exibe tal propriedade € denominada matéria “exotica”,

Essa peculiaridade apresenta alguns problemas, especialmente pelas implicagdes nas medidas

feitas por observadores que possam estar se movendo através do wormhole, ja que eles podem

medir val ores negativos para a densidade de energia. Para atenuar este problema, pode-se apelar

para a construgdo de um wormhole que demande uma pequena quantidade de matéria exotica,
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ou ainda que a matéria exdtica esteja distribuida em uma camada muito f ina na regido da
garganta, estando envolta por matéria normal. Isso limitaria a violagdo da condigido de energia
em uma regido minima. Alguns exemplos especif icos que fazem uso dos recursos descritos

serdao apresentados a seguir.

4.6 Exemplos especif icos

4.6.1 Solucdes que apresentam forcas de maré nulas

Uma classe simples de solugdes € obtida ao impormos que & = 0 para qualquer valor da

coordenada r, o que corresponde a forgas de maré nulas. Assim:

b="b(r); ® =0; (4.58)
4
p(r) = 3 (4.59)
b
T(r) = — (4.60)
Hr—b
p(r) = gt oy ), (4.61)
[ d
z(r) = i/—T ; (4.62)
Loy T
b br
3 L 7{r) — p(r) > 0. (4.63)

RT

A fungdo de forma b(7) que gera estas solugdes deve satisfazer as condigdes dadas pelo limite

assintotico. Em especial, dots exemplos interessantes sao

b{r) = \/b,r; 4.64)

bo(D,/1)2. (4.65)



Para essas duas fungdes, a matéria encontra-se em toda a extensio que vai da garganta para a
regiio onde r —— oo, e € exotica em todos os pontos. Como a densidade, tensfio e pressio
lateral sdo fungdes de poténcias de r inversas, elas tendem assintoticamente a zero conforme
7 — 00, de forma que estando-se suf icientemente distante da garganta os campos de matéria

serdo fracos.

4.6.2 Solucido com um corte radial f inito para a densidade de matéria

Esta sera um dos tipos de solugdes nas quais a matéria exodtica esta conf inada a uma regio
f inita em tormo do wormhole. Para tanto, usa-se uma solu¢do que apresenta forgas de maré
nulas e que descreve o interior de uma superficie limitada por um raio Hs, e que € unida a uma

solugdo extertor de Schwarzschild. Escolhe-se

-7
b(r)=b, (—) , com 0 < 7 = constante < 1; (4.66)
b = P, = constante, para b, < r < Hgs. (4.67)
Com esta forma para a solugdo interior, as componentes do tensor energia-momentum serdo

dadas por

p(r) = % (468)
o P
T( ) - (1 _( ,,)])1 (4.69)
N e .
p(r) = 21 —n) 4.70)

Essa solucdo satisfaz todas as exigéncias que classif icam a geometria quanto a existéncia
de um wormhole. exibe uma garganta em r = b, e ndo apresenta horizonte de eventos, pois

d =constante.
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4.6.3 Solucdes com a matéria exotica limitada a garganta

Pode-se conf inar a matéria exdtica a uma regido arbitrariamente pequena na garganta. Um

exemplo de tal solucdo ¢:
br)y=b,[1— (r—b,) /a,]° e®(r)=0,parab, <7 < b, + a,; (4.71)

b(r) = @(r) =0parar > b, + a,. @.72)

Em b, < r < b, + a, 0 material deve apresentar

plr) = [2*(7%2[@} [1 — (T;—Qbo)} < 0 4.73)
T(r) = b, [1 f} , (4.74)
p(r) = % [r{r) = p(r)]; (4.75)

enquanto que para r > b, + a, o espago-tempo ¢ plano e vazio, pois p =7 =p = 0.

Qualquer que seja a circunferéncia do wormhole na garganta, dada por 27b,, ao escolhermos
a, arbitrariamente pequeno a matéria exodtica f ica conf inada a uma regido de espessura
também arbitrariamente pequena, dada por Af = 7a,, e cujo volume é 4nw?b%a,. Porém,
quando impomos que p > 0, a2 matéria exotica ndo pode mais estar conf inada a uma
regido arbitrariamente pequena. Uma estratégia para se obter um wormhole que apresente um
maximo de conf inamento para a matéria exotica seria a seguinte; permite-se, primeiramente,
que a matéria exodtica domine a regido central do wormhole em torno da garganta, e deve-se
utilizar uma quantidade suf iciente desta matéria para que possamos obter uma desfocalizagio
de tamanho consideravel, dada em temos da funcio z(r). Esta regifio exdtica seria entdo unida
a uma regido de maténia quase-exdtica (ou seja, aquela matéria cujo tensor energia-momentum

obedeca todas as condi¢des de energia, mas esteja no limiar de viola-las). Por dltimo, em um
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raio suf icientemente grande Rg de tal forma que as forgas gravitacionais de Schwarzschild
sejam pequenas, devemos utilizar uma camada superf icial de espessura AR condizente com
a solugdo extenior de Schwarzschild para o vacuo. Entretanto, ndo € possivel obter uma
desfocalizagio consideravel em escalas pequenas (menores que o tamanho da garganta, b,)

sem que a densidade de energia seja negativa.
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Capitulo S

O MODELO ELETROMAGNETICO

5.1 A forma da métrica

Em nosso modelo, seguiremos basicamente o procedimento adotado por Morris ¢ Thome.
Adotaremos um espago-tempo genérico estatico (ou seja, independente do tempo e sem rotagio
, mais tecnicamente, simétrico por uma reversiio temporal) € com simetria esférica. Uma tal

geometria pode ser apresentada, sem perda de generalidade, na forma candnica
dS? = N*(r)dt® — g..(r)dr® — r*(d? + sin® Ody?). (.1
Esperamos poder especif icar a forma funcional de N(r) e g..(r) de tal maneira que os

calculos realizados a seguir, bem como a interpretagio fisica, sejam relativamente simples. Se

a geometria ndo contém um horizonte de evento, é conveniente escolhermos

Ni(r) = &2®0) (5.2)
b(r)\
9r-(1) = ( - Q) : (.3)

Esta € a forma da métrica escolhida por Morris e Thorne em sua analise de sistema de wormhole
esfericamente simétrico e atravessavel. Ela revela-se igualmente Gtil para examinar a estrutura
interna de estrelas e planetas esfericamente simétricos.

Com isso, a geometria adotada € dada por

dS® = ®Pdr? — d@r?/(1 — b/r) — r2(d8* + sin® fd?). (5.4)

As fungdes @(r) e b(r) sdo duas funcdes arbitranias de r, como vimos no modelo de Morris-
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Thome, que estardo vinculadas as propriedades que se espera que o wormhole apresente para
que assim o consideremos atravessavel , elas estdo ligadas ao redshift gravitacional (fun¢io de

lapso) e com a forma espacial do wormhole, respectivamente.

5.2 A geometria espacial de um wormhole

Como vimos, 0 wormhole € uma estrutura que possui duas entradas chamadas de “bocas”, que
estdo conectadas por um tinel (o wormhole propriamente dito), o qual chamamos de “garganta”,
que conecta duas regides diferentes do espago-tempo. Aqui, estamos interessados naqueles
que sejam alravesscveis, ou seja, aqueles que permitam a passagem de corpos macroscopicos
atraves de sua garganta de maneira segura e em um intervalo de tempo f inito (tanto para aquilo
ou aquele que o atravesse, como para observadores extemos). A principal caracteristica de um
wormhole ¢ a existéncia de um raio minimo (raio da garganta). Esta exigéncia ¢ manifestada ao
se f 1xar uma condi¢do de minimo (que envolve a fung¢do b(r)). Veremos mais tarde que esta é a
condigdo que impde vinculos a matéria necessaria para gerar o wormhole.

Para que se possa visualizar o wormhole e impor 4 métrica certas condi¢fes necessarias para
a descrig@o do mesmo, recorre-se ao uso de diagramas de imersdo. O fato de o wormhole ser
estatico vincula a geometria do espago-tempo em termos da 3-geometria do espago em uma
fatia a um tempo fixo, assim como impde restrigdes 4 maneira como esta 3-geometria € imersa
no espago-tempo. Em especial, como 4 nossa geometria ¢ esfericamente simétrica, podemos
tomar uma fatia equatorial, caracterizada por ¢ = 7/2. O elemento de linha desta fatia, para

t=cteel = n/2, serd
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dS? = — [dr’ /(1 — b/r) + v?d?] (5.5)
Queremos construir, em um espago Euclideano tridimensional, uma surperficie bidimensional
que tenha a mesma geometria apresentada por essa fatia. Isso quer dizer que queremos
visualizar tal fatia tirando-a do espago-tempo e imergindo-a no espago Euclideano. Este espago
Euclideano no qual imergimos a fatia serd dado nas coordenadas cilindricas r, ¢ ¢ z. Dessa

forma, a métrica desse espago sera dada por

®gs? = —(d’r2 +r2dg? + d:;Q). (5.6)

Reescrevamos a [eq. (5.6)] como

dr

Comparando a [eq. (5.7)] com a [eq. (5.5)], podemos identif icar as coordenadas (v, ) do

d 2
®gs? = —dr? {1 + ( z) } — r?d?. .7)

espago-tempo do wormhole com as mesmas coordenadas do espago no qual foi-se imersa a

fatia:

1+ (g—i)z} =1/{1—b/r). (5.8)

Logo, a fungfo z = z(r) que descreve a surperficie de imersio deve satisfazer

dz r —-1/2
Zox(r-1) (5.9
dr b )
Essa fungdo vai caracterizar a forma como a fungéo b(r) ird modelar o wormhole.

Esperamos que esse wormhole funcione como uma ponte entre duas regides do espacgo

assintoticamente planas. Isso signif ica que na proximidade dessas superficies o raio da
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garganta sera um ponto de minimo a partir do qual passara a se expandir. Na garganta, teremos
r = b = b, Neste ponto, a derivada da fungio z(r) diverge, como pode ser visto através da
[eq. (5.9)]. Podemos representar o inverso desta fungdo, isto é, dr /dz, graf icamente, em vez
da funglo original. Ao invertermos, temos que essa derivada ¢ zero na garganta do wormhole.
De acordo com as nogdes elementares de calculo diferencial, isto signif ica que este ponto pode
constituir um ponto de maximo ou minimo. Espera-se que a garganta permanega aberta, ou seja,
sempre havera um raio minime, 0 que vai garantir a existéncia € manutengdo desta garganta, que
¢ a caracteristica basica de um wormhole. Sendo assim, a sua derivada segunda deve satisfazer
a condigdo
d?r d’r  b—1Ur

dzﬂ>0=>ﬁz 262 >0

(53.10)

na garganta (r = b = b, ) ou bem perto dela.

5.3 Os tensores de Riemann e Einstein

De posse deste elemento de linha, avangamos ao passo seguinte, que ¢ o de calcular
as componentes do tensor de Einstein. Diferentemente da abordagem de Morris-Thorne,
resolvemos fazé-lo ndo em termos de um sistema de coordenadas ortonomal co-movente,
mas realizando-o trivialmente com a ajuda de um programa de célculo algébrico apropriado
(utilizamos extensivamente 0 MAPLE V - Release 4). Obtemos entdo:

1. Os simbolos de Christoffel de segunda espécie:

Iy, =9, (5.1D

—_b 29
= (r— O™ ) (5.12)

r
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1 (b'r — b}

T = 2 (r—b)’ (3.13)
56 = —(r— b}, (5.14)
T _— -2 = 1=
Iy, =—(r—b)sin" 4, (3.13)
= 1
Cho =", (5.16)
I‘gw = —sinfcosd, (5.17)
re = !
g T ;: (518)
o _ cosd _
The = =g (5.19)
2. As componentes ndo-nulas do tensor de Riemann:
Rypr = —e*7 B(r—b) + (@2 (r —b) - il’—,(bfub/r) (5.20)
trtr (T — b) 2 2 -
Ripg — —(r — b)@'e?T, (5.2D
Riptp = —(r — b)&'e** sin® 4, (5.22)
1dv'r—0b
Rr 6 — — A~ ) --
4r6 20 b)) (5.23)
: _ F{¥r—b)
Rrprp = BT (5.24)
Ropp = —r1 sin® 4. (3.25)

Com as componentes do tensor de Riemann calculamos as componentes do tensor de Ricci
e do escalar de Ricci (de acordo com a convengdo que adotamos - para detalhes veja a lista
de convencdes em anexo, nas paginas mniciais da tese) - com as quais obtemos as seguintes
componentes nfo-nulas do tensor de Einstein:
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e?@ b

Gtt = — I (52())
{2r@'b+ b — 2042)
Grr = 20 h) (5.27)
. |® ¥—0T) " ne . (b=20T) .
Goo = — { r 2r(r —b) TP (@) 2r2(r — by |’ 28
Gy = sin® 0Ggs. (5.29)

3.4 As componentes do tensor momentum-energia

Sabemos que os campos de matéria classicos ndo permitem a violagao das condigdes de energia,
em especial da condi¢o de energia que estamos tratando, ou seja, aquela para os vetores tipo-
nulo. Porém, admite-se que certos efeitos quinticos conduzem a violagdes das condicoes de
energia que sdo experimentalmente verif icadas. Embora estas violagbes observadas existam
apenas no dominio quéantico, alguns autores argumentam que podemos considerar que essas
violagdes quénticas sejam suf icientes para permitir a criagio de wormholes, e que estes podem
emergir desses dominios microscopicos caracterizados pela escala de Planck, evoluindo por
meio da expansio cosmica [Kim, 96], ou por um processo inf lacionario [Roman, 93], Com
isso, a discussdo sobre matéria “exotica” e sobre a violagio local de uma ou mais condi¢oes
de energia geralmente envolve efeitos quénticos, tais como o efeite Casimir ou o “squeezed
vacuum” [ Visser, 96]. Hochberg e Kephart apresentaram uma solu¢do para wormholes fazendo
uso de um tipo de matéria construida a partir de estados de vacuo espremido da luz, que possui
o tensor energia-momentum acoplado com a gravidade [Hochberg, 91].

Em um outro trabalho [Novello, 98], foi mostrado que as corre¢bes quinticas para as
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equagbes de movimento da eletrodindmica classica permitem o aparecimento de uma densidade
de energia e de uma pressio negativas f initas. Essas corregdes quinticas para a eletrodindmica
de Maxwell foram calculadas por Heisenberg e Euler [Heisenberg, 36]. Ao considerar a
invaridncia de gauge, eles obtiveram uma aciio efetiva que poderia descrever o fendmeno de
criagdo de pares elétron-pésitron. Essas modif icagdes da eletrodindmica de Maxwell podem
ser induzidas por diferentes processos: podem ter se originado de modif icacdes do vacuo
atribuidas a varios agentes externos ou de uma resposta nio-linear de um meio dielétrico.

Com base no referido trabatho, vamos construir um wormhole a partir dé agdo efetiva obtida
para a corregdo quantica de primeira ordem da eletrodinimica. Veremos que isso ¢ possivel, ja
que para determinados valores da coordenadas » podemos ter densidade de energia e pressio
negativas, o que viola a condigio de energia para vetores tipo-nulos. Calcularemos dois casos
distintos: no primeiro, consideraremos apenas um campo magnético , no segundo, 0 mesmo

célculo ¢ feito, mas desta vez examinaremos a solugfo com um campo elétrico.

S.4.1 As correcdes quinticas de Euler-Heisenberg

A agdo cfefiva para a eletrodinimica devido a corregdes quénticas foi calculada por Euler e
Heisenberg [Heisenberg, 36]. O calculo da corregio em primeira ordem formnece a densidade

Lagrangeana efetiva descrita por

I B 7 2
L=—"F+>F"+—pnu(F", 5.30
GF g+ ) (3.30)
na qual
L2 L, BN 1 531
,u,—45a MeC ) mMc?’ 2D

onde a é a constante de estrutura fina. Se tratarmos estas corre¢des quanticas como uma teoria
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de campos classica efetiva, obtém-se o tensor energia-momentum modif icado, dado por

Ty = —4LpF [ Foy — (Lp-F* — L)g,,. (5.32)
Os detalhes de calculo foram omitidos neste capitulo, mas podem ser encontrados no Apéndice
B. Aqui, ' = F*™F,, e F* = F" ,, F*sdo os invariantes construidos a partir do tensor
eletromagnético e de seu dual, e Iy ¢ a derivada da Lagrangeana I, com respeito ao invariante

F', da mesma forma def inida para o invariante F*

5.4.2 Para o caso do campo magnético

34.2.1 O tensor momento-energia para o campo magnético

O tensor momentum-energia total sera dado por

T =T 4 T,

s (3.33)

onde T 5% sera a parte relacionada com a con f iguragiio de campo atribuida 2 um monopolo
magnético, e T}, estara relacionada com um f luido cujas propriedades sejam f isicamente
razodveis. Tera como componentes:

total.
0 tensor 7%

TPtotal — (3.34
Thotal _p — o (5.35)
Titotel _ Tgtotal — o, (5.36)
0 tensor 1% -
Omag _ %ng_:; — W8, (5.37)
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1. .
T = At R,

B a
2

Tg?ma_q — T?mag — %Hj

r?— 38,

Quanto as componentes desse f luido, vamos determina-las a partir das equagdes de Finstein.

Por hora, vamos toma-las como sendo
(5.40)

To = b,
T =p =7, (5.41)
T =T=p (5.42)
5.4.2.2 Asequacdes de Einstein
Podemos agora exibir as equagdes de campo de Einstein, dadas por
(5.43)

T
G = —rTE.

Ao combinarmos os valores das componentes, leremos entio o seguinte conjunto de

equagdes:
b 1 2 _4 4 -8 | ~
) :H-{—Q-HGT —pH,r —l—p}, (5.44)
M;—b)“;b ==k {%1‘@“'4 —uHir™? —?} , (5.45)
(6~ 07) (5.46)

{(1—b/r) [cb’/r + %f%;l +0" + (@) + 2—7%—_1,)}

—K {%Hfrﬁz — 3uHr™® +;a;_} :
Ao tomarmos a [eq. (5.44)], obtemos o valor de b(r) por simples integragdo. Temos que

levar em conta as restri¢des impostas pela condicdo dada pela {eq. (5.10)];
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br)y = / K {%H§R4 —uHIR® 4 ',5} R*dR (547
bo -
t
= K [ZHE(T“I —u, )~ Egi-s - b;ﬂ]

\ =] 5

.
++;/ P(R)RA AR
bu

Devemos, para obter a fungdo b(r) explicitamente, atentar para o fato de que na garganta do

wormhole,r = b(r) = b,. Dessa forma, vamos considerar que

/ P(R)R* R = p,r", (5.48)
bo
~onde o valor de n serd determinado de acordo com as equagdes. Considerando o valor que deve

ter a fungfo b(r) na garganta, para que isso seja possivel, temos que

bo 1-n
po:( ) . (5.49)
K
Substituindo a [eq.(5.48)] e a [eq.(5.49)] na [eq.(5.47)], obtemos
Lo, 1 -1 Horar 5 -5
br) = =k |SHIT' b ) = SHI - 079) (5.50)

+(bo)l_n7‘".

De posse desta fungdo, podemos determinar a fungdo z(r), def inida pela [eq. (5.9)], ¢
representa-la graf icamente ( figura 1),

Observando o gra f ico da fungdo z(7), descrita em termos da fungfo de forma &(r) de
acordo com a [eq. (5.9)], verif icamos a existéncia de um raio minimo a partir do qual ocorre a
desfocalizagdo, ou seja, o crescimento do raio com o afastamento em relagiio 4 garganta. Temos
exatamente, pelo estudo dessa fungio bem comportada, o per fil condizente com aquele que
deve ser apresentado por um wormhole, isto é, a formagio de uma garganta.
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FIGURA 1: funcdo z(7), dada em unidades arbitrarias. Esta fun¢do nos da o perfil do
wormhole, e a representacdo grafica nos permite observar o seu comportamento,
principalmente na regido proxima a garganta.
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FIGURA 2: derivada da fungéo z(r).
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Se examinarmos a derivada desta fungio, em especial no limite assintético ( f igura 2),

podemos observar que com o afastamento radial, temos que as regides muito afastadas da

garganta apresentam-se assintoticamente planas.

A versdo tridimensional da figura 1, considerando a simetria azimutal (isto ¢, fazendo-se a

rotagdo em torno do eixo z), é representada na figura 3.

Analisemos agora a [eq. (5.45)]. Se impusernos que

2rd'(r—b) —b

2

0,

P

teremos que

T = %Hfr_‘l — nHir %

Ao impormos que —7 > () na garganta ou proximo, a relagio

b < 2ull? emr =b,

deve ser satisfeita. Da [eq. (5.51)], obtemos

O'(r—b)=0b/2r

Def inindo

e = 1/(1—b/r) = —gr,

¢ derivando ambos os lado em relagio a r, temos

IR Gkl ) S
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FIGURA 3. diagrama de imersio para o wormhole, caracterizado pela fungio z(r)
encontrada para o caso de campo magnético. Este diagrama representa a geometria de
uma hipersuperficie tipo-espago (f = constante), para a qual fixamos =7 /2, para a
regido onde a coordenada r encontra-se entre (+c0,b ) e [b,, -20).
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FIGURA 4. diagramas H, x b, . Esses diagramas fornecem os valores maximos para o
raio minimo da garganta de acordo com a intensidade da carga do monopdlo magnético
H,. Esta carga ¢ dada em unidades gaussianas, e / wcm (unidade de carga magnética)
equivale a carga necessaria para induzir um campo de / (G a uma distancia de J cm.
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Pela [eq.(5.54)], podemos escrever

!

b
U(r—b) = 5 Q' (r —b). (5.57)

Integrando,

¥
v = f 2 —1) dr — & + const. (5.58)

Assim, podemos escrever a componente g,, COmo

oy [t
e = Ce el TR, (5.59)

Pela condigiio [eq. (5.10)], ao substituirmos a expressdo que achamos para b(r), obtemos

6 H?
K {Hé’r‘l = spH T 4 prt (1 —n) — R0 + ?H;‘b;’i} >0, (5.60)
5
isso devendo ocorrer para b(r = r, = b,) = b,. Assim,
HQbfl
h’,{ ”2" — pH 267° 4 p bR (1 — n)} >0, (5.61)

que ao ser multiplicado por 26% da
H2b3 — 2pH* + 2p,07°(1 — n) > 0. (5.62)

Dividindo-se por /2, teremos

20,521%(1 — n)
H?

bt > 2uH? (5.63)

No entanto, temos pela condig¢do dada por [eq.(5.53)] e considerando p, > 0 que

20,05°(1 — n)
oy

(5.64)

Como b, > 0, entdo, para que esta condi¢io seja satisfeita € necessario que o valor de n satisfaga
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a seguinte condicao:
n < 1. (5.65)
Devemos lembrar, ainda, que como estamos considerando a matéria comum, cuja densidade

¢ dada por p, f isicamente razoavel, é desejavel que n > 0, pois assim

(bo)l_n rn—S

H

plr)y=mn > 0. (5.66)
Essa densidade de energia seria def inida positiva e, como a poténcia de r é n — 3 < 0, no limite
em que r — oo ela seria desprezivel, o que caracterizaria um comportamento assintoticamente
plano esperado.

Para diferentes valores da carga H,, podemos determinar os valores maximos que o raio
minimo b, da garganta pode apresentar ( figura 4). A regido de validade do gra fico é aquela que

se encontra acima da curva. Qualquer ponto nesta regidio esta relacionado com um wormhole

com certo valor para o raio minimo de sua garganta.

5.4.2.3 Condigio de energia para vetores nulos

Conforme [Apéndice A, Hawking, 73], a equagdo de Raychaudhuri para geodésicas nulas
fornece
j—g = Ry k'k — 2 (3% — @) — %52 ] (5.67)
onde 0 ¢ a expansdo de feixe de geodésicas nulas. O que temos aqui é a equagio para a taxa
de vanagdo da area da hipersuperficie bidimensional, tomada em uma das fatias espaciais
com tempo constante. O cisalhamento é simbolizado por &, enquanto que a vorticidade é
representada por @ . Tomando o cisalhamento e a vorticidade como sendo nulos, a equacio se
reduz a
do

1.2
R LY -
75 o 29 : (5.68)
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Porém, a area bidimensional minima ocorre justamente na garganta do wormhole. Dessa

forma, na garganta 0 = 0, mas para que ocorra a existéncia de um raio minimo, devemos ter

b >0
ds — 7
ievando a

R k"k" >0

(3.69)

(5.70)

Isto constitui uma violagio da condig¢o de energia nula. Impondo esta condi¢do as equagdes de

Einstein, teremos o seguinte resultado:

G kK" = R, k'E = —kT,k"E" >0,
de maneira que
Tkl k" <0
Se tomarmos o vetor nulo dado por
k* =€ (7, —€,0,0),

para o qual lembramos que

e* = eCIJ’
b
e” =41 — -,
r
tem-se simplesmente
Tuyk"uky = kaﬂkﬂ + Tnk‘lkl + 2T01k?0k‘1

= Took®k® + Tykik! = £ (Towe® + Tie?)

= 54(T(?€2'6900 + Tllezagll) <0.

Para qualquer valor de £ teremos
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54.3 Para o caso do campo elétrico

5.4.3.1 O tensor momento-energia para o campo elétrico

De maneira analoga ao que foi feito para o caso do monopolo magnético, escreveremos as

componentes do tensor momento-energia da seguinte forma:
total let | <
Tt = T + Ty, (5.78)
onde Tﬁfft sera a parte relacionada com a con [ iguragdo do campo atribuida a um monopélo
elétrico, e 7, estara relacionada com um f luido que apresenta propriedades fisicas razoaveis.

Assim, suas componentes nfo-nulas sero:

total .
o tensor 7,7

T(? totel _ o, (5_79)
T]l total _ P = —T, (5.80)
T2‘2 total — r[:v33 tatal =p . (5.81)
e0 tensor T
Z b
TO et o2t (1 _ j) {EQ FApFte?® (1 o _)} i (5.82)
r T
Lo a0 b 4_—4¢ b\
— |-FE"% 1—- ) +pk’e 1—- s
2 T r
‘ b b
Thetet = e (1 — —) [Ez + 4pFte?® (1 — ;)] + (5.83)
r :
1o 20 b g —awf, b ?
— | zF"% 1l—=1+pFE 1 -~ ,
2 r P
12 elet 3 elet 1 2 =2 b 1 —4d b ?
15 =13 = — §Ee 1—; + pE%e 1—; : (5.84)

As componentes do f luido serdo determinadas a partir das equagdes de Einstein, Como foi
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feito para o caso magnético, tomamos esta componentes na forma geral dada por

70 =5, (5.85)
Th=p. = -7, (5.86)
T2 =T13=p, . (5.87)

5.4.3.2 Asequacdes de Einstein

Vamos escrever as equagdes de campo de Einstein:
Gl = —rTy (5.88)

que nos fornecem o conjunto de equagdes que se seguem

4 b b
> e ® (1 — —) [Ez + ApEte?® (1 - —)} + (5.89)
KT T T

I

1 b b\?
. 4E2€_2¢, (1 - _) + 'u’Eile—f-l‘b (1 _ _) + 5 ]
2 T r
29 —b) —
297 {r - )— 8] 5:90)
KT
by e B\ 2
= B (1 — 9) — 3pEte™® (1 — ) +7,
2 r .
b @’ {b—Vtr) (b —b'r)
1 -~ i (13’” B S S q)n’ 2 501
( 7){ - + +2r3 (17?‘) +4—27"2 (1__%) (3.91)
1 b AN .
= -k {— ZE2e2® (1 — —) + pEte® (1 - —) -{-p,_} _
2 r ;
Espera-se que a solug@o satisfaga as seguintes condi¢des gerais de transversabilidade:
#n4a garganta:
(b= epymn, > 0, (5.92)

ob(r =r, = b,) = b,, 0 que assegura a existéncia de uma garganta (raio minimo),

o®(r) deve ser finito em todas as regides.
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Conforme a [eq.(B-63)] que se encontra no Apéndice, temos
2
¢ ) , (5.93)

4Q
Y g ot olats) P
E(?)N_r2e ¢ (1 4”7"4
onde
cc"*"‘i:——e(b .
(-8

Vamos reescrevé-la, usando para 15so a substituigio

Q =40, (5.94)
assim,
3 o 2
E(r) = %-—f% 1-— % . (5.95)
r (1 _ g)a ar

Usaremos isto nas equagdes de Einstein, dadas pelas [eqs.(5.26)], [eq.{(5.27)] e [eq.(5.28)]. Isso

nos da como resultado as expressdes que seguem:
~ iy 2 ~ ~ N4
yoo1Q 2\ . 3uQ’ o\
= 1 1— g% 5,96
kr? 2 pd ( P ar + ré 4rd TP 6-0)
20 (r — b) —
207 (0 —6) 5o
K
. N ~ N
— _ EQ_Q 1 Q2 -+ S‘UJQA‘ 1— Q_2 + 7.
N 274 Fara e Higa P
b Nig (b—¥'r) (6—tr)
1—-— — 4 P 2y 7 5.98
( r){r+ Tarmn Y Tar-g) o
o~ ~ 2 ~ o~ 4
e @y ok @Y,
2 rd Hgp & Hgrd P
Analisaremos a primeira destas equagdes [eq.(5.96)]:
~ ~ 2 —~ ~ 4
v/ 167 Q’ 3pQ? @ ~ -
AT (1“51 T \LHga ) TR 629
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Determinamos

1 Iy Iay 2 3 o 2 4 N
V =k {2% (1 — ,u%) + 'U;g (1 - ,u%) + kr?p, (5.100)

logo o valor da fungfio b(r) podera ser obtido ao resolvermos a integral:

r

br) = k / F(R)R?R (5.101)

To

R AN o SR AN
' / IR | Y re 1R ‘

To

Na segunda equagio, consideramos o caso particular [eq.(5.97)]

[2®'r (r — b) — b] _

0
K3

1

tal qual feito para o caso de monopolo magnético. Isso € reduzido a
20'r (r —b) —b =0,
o que leva a nova expressio
~ a2 ~ o\ 4
1Q? Q’ 3pQ* Q* -
—= [ 1-p= — |1 - .= 0. 5.102
2 74 ( P + re Hgr +tp ©-102)

Com esta mesma condigio, ainda teremos

s b? ]
pEr— o
@' (r—b) = (_l”;_Tb) — ¥ (1-¥), (5.104)
.

que ao serem substituidas na terceira equagio, nos permite reescrevé-la da seguinte forma:

- oy 2 ~ o\ 4
o/ 1Q? Q’ 0% Q* - )
4r2(r — b) =k 2 rt (1 e + 8 1= Hars ~kpL (-10%)

Porém, retornemos [eq.(5.101)]:

br) =k / p(RYR*dR (5.106)

o
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T ~ o~ 2 ~ ~ 4
1Q° Q° 3uQ* Q’
+k/ 5 T2 (1 Mg ) T e\ R (OB

To

Iremos expandir os termos destacados:
(Qrg Q'Q 2 Q'Q Qtz \
— 1 —p— == |1—-pu—= J . 5.107
R ( i) ~ R ( STTRACE) G107

Como adotamos desde o inicio de nossos calculos uma expansio de primeira ordem em u,

vamos apenas considerar

~ ~ 2 ~— ~
Q’ Q° Q? Q?
ﬁ 1-— #Zﬁz ~ IEEE 1-— ;1-2“}?—4 . (5.108)
Da mesma forma procedemos com o segundo termo destacado:
3uQ! @\ 30! 2 ) 3 4
o Ry T = T | 1T HOW)+0Ww) + 0w | 5109
L e
=~ o
Voltando a integral
b(r) =k / P R)RAR (5.110)
e e
'%f§ﬁ+zﬂe“ﬁ

To
o segundo termo dessa integral € relativamente facil de ser calculado:
1Q? | 11pQ!

o/ T 1 R

T

g

To

B g /1 1 11~ /1 1
N k{ 2 \r r, +20”Q s ’

Para que possamos obter a fungdo b(r) explicitamente, vamos considerar mais uma vez,

dR (5.111)

conforme a [eq.(5.48)],
k /ﬁ(ﬁ)ﬁzdﬁ = kp,r".

o
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Teremos portanto

Q /1 1 11 ~, /1 1
br) = —k<{ 2 (2 - = — —— kpr”. 5112
(?) { 2 y To + 20 IU’Q ?15 ?12 + por ( )
Analisamos a segunda equagio, ja com a condi¢do imposta sobre o primeiro membro:
» 102 11 pdt
= o P 5113
br= TR T g R

Enquanto que a [eq.(5.105)] fica

bt/ Q>  3uQ* -
— & =kt ——— 5 —kp,. 5.114
4r%(r — b) {T4 P ms pL G119
Temos, portanto, o valor da componente da pressio lateral:
~ bb Q*  3uQ*
— S S SR i S O 5.115
PL= "2 (r —p) { b e GA1)

Ao impormos, pela violagdo da condig@o de energia nula, que
or=—7>0
na garganta, ou seja, onde r = r, = b, teremos, de acordo com a nova expressio proveniente

da segunda equagio,

> 0. (5.116)

Observamos que a solugdio com o campo elétrico ndo € possivel, pois ndo ha como fazer com
que um dos termos troque de sinal e imponha este sinal negativo 4 densidade de matéria e a
pressdo, o que permitiria a violag&o da condi¢do de energia fraca para vetores nulos. Isso se
deve a quebra da invaridncia por transformagao de dualidade, causada pela introdugdo do termo

ndo-linear na agéo efetiva. Teremos oportunidade de voltar a esta analise no capitulo que segue.
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Capitulo 6

CONCLUSAO

Neste trabalho apresentamos um estudo sistemético das propriedades dos wormholes, ¢ em
especial nos concentramos no fato de que a manutengio de tal estrutura leva inevitavelmente
a violagdo da condigiio fraca de energia para vetores do tipo-nulo. Essa anilise nos permitiu
construir um modelo de wormhole baseado na eletrodinimica ndo-linear. Com base na
discussdo apresentada nos capitulos precedentes, relembraremos os principais resultados
obtidos, assim como analisaremos as perspectivas futuras.

Segundo a def inigdo apresentada no Capitulo 3, vemos que a diferenca basica entre um
wornthole ¢ um buraco negro ¢ dada pelo fato deste Ultimo apresentar uma singularidade, ou
seja, um ponto no qual todas as geodésicas sio focalizadas. Um wormhole é caracterizado pela
existéncia de uma garganta def inida ao requerer-se que nesta a area da secdo reta de um feixe
de raios luminosos que a atravessam ortogonalmente apresenta um minimo local ndo-nulo.

Se def inirmos uma hipersuperficie do tipo-espaco E{u(z)), onde u(z) sdo as coordenadas
nulas def inidas em hiperplanos ortogonais & congruéncia de geodésicas nulas, e def inindo
para cada uma dessas congruéncias a expansdo 6, o tensor de cisalhamento ¢“? e o tensor
vorticidade w®”, poderemos obter as equagdes que descrevem a propagacio de cada uma dessas
quantidades. Para nossa analise, no entanto, nos concentraremos na equag¢ao que nos fornece
a variagio da expansio: a equagdo de Raychaudhuri. Além disso, se considerarmos a garganta
como sendo dada ao tomarmos ¥ = 3(u(0)), ¢ def inindo a area em termos de uma métrica
bidimensional induzida na superficie X conforme a [eq. (3.2)], impomos que esta area seja

positiva, 0 que & equivalente a impor a existéncia de um ponto de minimo. Matematicamente,
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vimos que isso € feito ao impormos que (cf. {eq. (3.3)] e [eq. (3.4)] ):

§A

- =0,
bu j(u=0)

2
E > Q.
6u? J(u=0) —

Sendo a expansdo considerada nula em todos os pontos na garganta e a condi¢io de

desfocalizagdo satisfeita, isto €, a condi¢do dada pela [eq. (3.9)]

40

— >0
du

mostramos que a violagdo da condi¢do de energia ocorre na garganta quando aplicamos a
equacdo de Raychaudhuri.

Um outro ponto importante que deve ser considerado ao def inirmos um wormhole é o fato de
que essa violagdo da condi¢do de energia pode ocorrer ndo somente na garganta, como também
nas suas proximidades, pois ao considerarmos uma condi¢do mais fraca, traduzida em termos

da desigualdade dada pela [eq. (3.6)]

d6

du >0,
0 que leva ao resultado [eq. (3.8)]

Toak™k" <0,
temos a violaco das condigdes de energia em regides proximas 4 garganta. Esta ambiguidade
¢ resultante de um detalhe técnico na def inicdo da desigualdade que expressa a condicio de
desfocalizagio das geodésicas.
Nao pudemos deixar de notar que ha uma classif icagdo abrangente para os diferentes tipos

de wormholes. Os critérios estdo baseados no tipo de variedade considerada (Lorentziana ou

Euclideana), sendo que aqueles que fazem parte da classe de wormholes do tipo Lorentziano

ainda estdo syjeitos a classif icagdo de acordo com o tipo de conexdo que realiza, isto €, se
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conecta diferentes universos, recebendo a denominacgo de inter-universal, ou se conecta regides
distantes e distintas de um mesmo universo (sfo os chamados intra-universais), embora esta
classif icagdo apenas aparega ao nivel da geometria e topologia globais, pois a fisica descnta
localmente, ou seja, na regido da garganta ou proxima a esta independe do tipo de conexdo.
Medigdes locais ndo permitiriam ao observador fazer a distingdo entre as duas situagoes.

Nesta classe geral ainda podemos classif icar os tipos de wormholes quanto a duragdo da
estrutura na variedade, em termos temporais, como permanentes ou transientes, que por sua
vez também sdo classif icados em termos das suas dimensdes, podendo ser macroscopicos ou
microscopicos. Essa classif icagio ¢ feita em relagio a escala de Planck.

Ainda neste mesmo capitulo enunciamos o teorema da censura topoldgica, gue basicamente
nos diz que ao considerarmos globalmente a condi¢io de energia nula média, isso nos impedina
de investigar a topologia do espago. Somos levados a essa censura topologica por meio de
uma conjectura, denominada censura cosmica, que sugere que quaisquer estruturas topologicas
colapsario para dentro do honizonte de um conjunto de buracos negros. Esse colapso
aconteceria de maneira rapida, de forma que aos observadores ndo seria permitida a travessia
da garganta do wormhole associado a soluges exatas desses buracos negros considerados.

No Capitulo 4, fizemos um estudo detalhado do modelo de wormhole de Morris-Thorne
(MT). Esta constitue a prova original da violagdo da condigiio fraca de energia que deve
necessariamente ocorrer ao se manter a garganta de um wormhole. Este modelo € proveniente
de uma abordagem caracterizada pela escolha de uma geometria bem comportada, ajustavel,
devido a introdugio de duas fungdes arbitrarias na métrica (P(r) e b(r)), e que por conveniéncia
¢ estatica e apresenta simetria esférica. Dai seguem os calculos dos tensores de curvatura

associados com tal geometria, que sfo aplicados as equagdes de Einstein para que se possa
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deduzir a distribui¢do de energia dada pelo tensor energia-momentum. Este sistema apresenta-
se compativel com os principios basicos da fisica, a ndo ser pelo comportamento peculiar da
matéria que sustenta a garganta do wormhole.

Essa classe de wormholes, além de apresentar uma hipersuperficie de area minima, que
conecta duas regides do espaco-tempo assintoticamente planas, de acordo com certas condigdes
de contorno satisfeitas pela solugdo, € escolhida de tal forma a ndo exibir horizontes, além de
possuirem pequenas forcas gravitacionats. Para isso, impde-se que a aceleragio da gravidade
seja da mesma ordem de grandeza do valor medido na Terra. Como exigéncias adictonais,
requer-se que o tempo de transito através de uma tal estrutura seja f inito, e que a estabilidade
da solugiio quanto a perturbacdes de quaisquer naturezas esteja garantida.

Os autores do referido trabalho mostraram que a condi¢@o de existéncia de um minimo
estabelece um vinculo sobre o tipo de matéria, que pode ser expressado em termos do resultado
feq. (4.57)]

T > p,
ou seja, a tensdo radial passa a ser supenior a densidade total de energia. Para esse tipo maténa
que exibe tal propriedade o termo matéria “exotica” for cunhado.

Os problemas que surgem por conta dessa peculiaridade aparecem espectalmente nas
medidas fertas por observadores que possam estar se movendo através do wormhole, pois estes,
ao realizarem medidas da densidade de energia, podem encontrar valores negativos.

Com base no modelo MT, apresentamos no Capitulo 5 o nosso modelo de wormhole.
Seguimos essencialmente o procedimento realizado por MT, ao adotarmos um espago-tempo
genérico, estatico e com simetria esférica. Escolhemos convenientemente a métrica ajustavel

de MT, ja que a arbitrariedade das fun¢des que aparecem nos coe f icientes das componentes
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do tensor métrico nos permite a adequacdo as propriedades exibidas pelos wormholes e aos
vinculos que aparecem por conta da existéncia da drea minima. Calculamos os tensores de
curvatura associados 4 geometria escolhida. A partir dai, optamos por utilizar um tipo de campo
de matéria que pudesse violar a condigio de energia. Como sabemos que os campos de matéria
classicos nio podem violar essas condigBes, e que certos efeitos quinticos conduzem & violagio
das condigBes de energia que podem ser experimentalmente verif icadas (ainda que em escala
quéntica), consideramos que estas violagdes quinticas permitem a criagdo de wormholes.

As corregdes quinticas para as equagdes de movimento da eletrodindmica classica,
calculadas por Euler e Heisenberg [Heisenberg, 36], permitem o aparecimento de uma
densidade de energia e de pressdo negativas f initas para determinados valores da coordenada
r, combinados com determinados valores atribuidos aos coe ficientes da expansio que aparece
devido a essas corregdes. Assim, construimos um wormhole a partir da agio efetiva para as
referidas corre¢des quanticas.

Calculamos para dois casos distintos: o primeiro, tratamos do caso em que se tem um
campo puramente magnético , € o segundo, para o caso de um campo puramente elétrico.
Para o primeiro caso, relacionada com uma solugio de monopdlo magnético, obtemos o valor
da funcio arbitraria b(r) pela integragdo da equag¢io de Einstein, impondo como solugio de
contorno que na garganta do wormhole r = b(r,) = b,, o que expressa a existéncia de um
raio minimo. Esta fun¢io mostrou-se bem comportada e de acordo com o limite assintotico
esperado.

Escolhendo uma solugdo particular para a equagdo, determinamos também a fungdo &(r),
e verif icamos que no limite em que » — oo, esta fungio tende a zero, como &(r). Temos,

portanto, uma geometria assintoticamente plana. Isso significa que em regides muito afastadas
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do garganta do wormhole, temos o modelo de universo de Minkowski. Isso pode ser verif icado
ao analisarmos a figura 1 e a figura 2.

De acordo com o grd fico H, x b, { f igura 4), que nos da os valores para o raio minimo
de acordo com a intensidade da carga magnética, vemos que ha um limite superior para o raio
minimo, o que era esperado. Aumentando-se a intensidade desta carga, temos ¢ aumenio do
raio mimmo. Por exemplo, uma carga que induza um campo magnético de 1 G (campo na
superficie terrestre) a uma distdncia de 1 ¢m nio sustentaria um wormhole com uma garganta
maior que 10™° ¢m (raio atémico), aproximadamente.

Quanto ao segundo caso, ou scja, aquele referente ao campo puramente elétrico, ndo
pudemos implementar a construgio de um wormhole, pois para este campo a violagdo da
condi¢io de energia ndo ocorre, uma vez gue ndo ha como fazer com que um dos termos trogue
de sinal, o que poderia resultar em valores negativos para a densidade de energia e para a
Pressao.

Por uma transformagdo de dualidade, podemos mostrar que as equagdes de Maxwell
apresentam-se sob a mesma forma para o caso de uma carga magnética ou uma carga
elétrica. E claro que ainda temos que lidar com a questdo da possibilidade de que particulas
apresentem cargas magnéticas, além das cargas elétricas. Porém, se apenas considerararmos que

—
existam densidades de cargas e de corrente magnéticas, dadas por p,,, ¢ J n,, Tespectivamente,

-
juntamente com a densidade de cargas elétricas e de corrente elétrica, p,_ e J ., as equagles de

Maxwell se apresentario sob a seguinte forma [Jackson, 83]:

A\ E = drp,, ©.1)
V- ﬁ = dmp,,, (6.2)
— 1 6‘? Ay —
Vx H=>"""14 27, 6.3)
c Ot c
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—
— 10H dn—
Vx B =——"——],. 6.4
e Ot ¢
A densidade de carga magnética e a densidade de corrente magnética podem, por hipotese,
satisfazer a uma equagio de continuidade de maneira analoga as densidades de carga e corrente
elétricas. Das equagdes apresentadas acima, £ ica claro que a existéncia de cargas e correntes

magnéticas conduziriam & observacgdo das consequéncias eletromagnéticas. Se considerarmos

a transformagao de dualidade

J— — —r

E = F' cos€ + H sen¢, (6.5)
— —_— —_—

H =—-F sen€ + H cosé, (6.9)

— —
onde o &ngulo ¢ € um dngulo real, esta transformagio deixa as formas quadraticas (E x H )

e (£? 4+ H?) invariantes. Se transformarmos as fontes igualmente, teremos:

pe = Pl cosE + pl,sen &, 6.7
P = —p. Sen & + p, cos &, (6.8)
— —r —

Je=dJ cos€+ J sené, (6.9)

— — —_—
Jm=—J sen &+ Jy, cos &, (6.10)

podemos demonstrar que as equagdes generalizadas de Maxwell [eq. (6.1) - eq. (6.4)] sdo
invariantes por esta transformagao de dualidade. Com isso, trata-se apenas de uma questio de
convengdo dizer que uma particula possui uma carga elétrica mas nio uma magnética.

No entanto, o termo ndo-linear, que aparece na acfio efetiva decorrente da corregiio
quantica das equagdes da eletrodindmica de Maxwell, promove a quebra dessa invaridncia
por transformagdo de dualidade. Dai o fato de que, ao considerarmos a solugdo para o

campo elétrico puro, ndo conseguimos obter uma solugdo analoga aquela obtida para o caso
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do monopdlo magnético. Logo, isso nos leva a concluir que devido a quebra da invaridncia
por transformagdo de dualidade, conseguimos distinguir as cargas elétrica e magnética e nio
podemos mais dizer que trata-se apenas de uma convencdo a identif icagiio da carga de uma
particula como sendo elétrica.

Como perspectivas futuras para a continuagdo do trabalho, pode ser feito um estudo
mais detalhado quanto a processos de criagio da wormholes em eras primordiais, uma vez
que sabemos que em um dominio essencialmente quéntico a formagdo de tais estruturas
poderia ocorrer. Seria importante analisar questdes quanto a estabilidade dessas estruturas,
inclusive concentrando nos processos de construgfio de estruturas macroscopicas, seja atraves
de processos de expansio ou mesmo de processos inf lacionarios. Esse estudo ainda poderia ser
estendido no sentido de se investigar a prevengdo de singularidades no universo.

Poderiamos investigar outros tipos de campo de matéria que pudessem satisfazer as
propriedades da existéncia dos wormholes, inclusive utilizando campos escalares para 1sso.

Teriamos também que apresentar um estudo mais detalhado das caracteristicas da solugao
quanto a aceleragio gravitacional e as forgas de maré, e quais condigdes estaria um observador

sujeito, ao empreender a travessia da garganta.
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Apéndice A
Equacio do desvio de Jacobi e equacio de

Raychaudhuri

A.1 Introducio

Na teoria geral da gravitagdo, o campo gravitacional é interpretado como sendo a manifestagao
da curvatura do espago-tempo, que por sua vez é caracterizada pelo tensor de Riemann (3 ;).

No entanto, segundo a sua interpretagiio geomeétrica, a variedade espago-tempo apresenta
iocalmente a topologia de um plano pseudo-euclideano de dimensdo 4. Isto €, em um
determinado ponto da variedade podemos nos restringir a analise do espago-tempo a partir do
ponto de vista Minkowskiano. E claro que neste processo perdemos algumas caracteristicas da
geometria deste espago-tempo, e havera ocasidoes em que se fara necessaria a determinagio das
propriedades geométricas da variedade em questao. Para tanto, devemos recorrer a uma analise
ndo-local, que por sua vez é viabilizada ac medirmos a aceleracdo relativa entre particulas
vizinhas.

Havendo uma particula desiocando-se em presenga de um campo gravitacional teremos
associada a ela uma curva dada por ~(s), chamada de /inha de universo, e que € def inida na
variedade espago-tempo M. De acordo com alguns axiomas, consideraremos que as particulas-
teste seguem trajetorias tipo-tempo.

Porém, antes de determinamos a aceleragiio relativa entre particulas vizinhas devemos ser
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capazes de medir quantidades tais como distdncia e, por extensdo, velocidade relativas. E
necessario, antes de mais nada, determinar a distancia e o intervalo de tempo entre dois pontos
quaisquer (digamos P e Q € M,). Primeiramente, def inimos velocidade e aceleragdo com base
em um formalismo matematico adequado. Isso nos permitira obter quantidades cujo significado
fisico das grandezas tenha correspondéncia com quantidades fisicas da mecénica newtoniana.
Obtemos aqui a equago para o desvio geodésico através de uma analise cinematica de uma
particula teste localizada por um vetor Z¢, o qual chamamos de vefor conexdo. Esta particula €
vista por um observador cuja quadri-velocidade é V. Como estamos interessados em grandezas
tais como posigdo, velocidade ¢ aceleragdo, vistas segundo o nosso observador, procuramos
opera-las estando essas grandezas projetadas no espaco de repouso do referido observador.
Lidamos com uma variedade A, pseudo-riemanniana de dimensao 4. A assinatura adotada
para o tensor métrico € (+, —, —, —). Todos 0s nossos objetos geométricos, isto €, 0s tensores
com 0s quais estaremos trabalhando, serdo representados pelas suas componentes relativas as

bases canonicas (o € dz®) onde {z*} (e = 0,1,2,3) é um sistema de coordenadas arbitrario.

A.2 Def inicdes

A.2.1 Observador

Sabemos que um sistema de coordenadas € apenas uma associagdo entre pontos em uma
variedade e nameros que identif iquem biunivocamente esses pontos. E interessante que esses
numeros arbitrarios estejam relacionados com os observadores. Procuramos escolher, portanto,

um sistema de coordenadas f isicamente admissivel, ou seja, aquele sistema de coordenadas
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que esta mais proximamente associado a um observador, de maneira que uma das coordenadas
mega o tempo € as outras megam o espago, sendo que o espago de repouso local do observador
co-movel é aquele espago medido por estas coordenadas de acordo com as possibilidades de
sincronizagio [Sulik, 97]. Consideremos, primeiramente, a nossa variedade 4/ e seja O uma
superficie, tal que O ¢ M. Uma congruéncia v em O ¢ uma familia de curvas (geodésicas)
tal que através de cada ponto p € O passe precisamente uma unica curva dessa familia. Logo,
by -~ - - -

as tangentes & congruéncia resultam em um campo vetorial V em O, e cada campo vetorial
continuo gera uma congruéneia de curvas, por sua vez. Esta congruéncia € dita suave se o
campo vetorial correspondente for suave.

Vamos considerar entdio uma congruéncia de geodésicas tipo-tempo, isto €, consideraremos

* - Ll g - - -

a existéncia de um campo vetorial V gerado pela congruéncia, def inido em cada ponto do

espago-tempo, € que satisfaz a condicao:

g(V,V) >0, (A1)
ou seja:
37 17 o a 8 Joa— 0=
g(v,v) = gV a?;avﬁéljj) = g(V*ea,, V7ep)
= VoVPg(ea,es) = VoV q4us. (A.2)

— —
Logo, g(V, V) = V*V¥g,s > 0 e neste caso V* € tipo-tempo.
Em um determinado sistema de coordenadas local {x®} temos a equagio paramétrica dessa

superficie, dada por:

" = z%(s, 7). (A.3)
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Consideramos aqui, sem perda de generalidade, que as geodésicas sio parametrizadas pelo

tempo proprio 7, de forma que o campo vetorial V* esteja normalizado a unidade:

VeV, =1, (A4)
e ainda por s = s° (¢ = 1,2, 3), pardmetro que identif ica curvas distintas da congruéncia.
Def inimos dois campos vetoriais na superficie:
o = ‘fj‘"—f, onde V* € o vetor tangente a geodésica tipo-tempo em cada ponto ,
L YA ds ~ . sendo Z* o vetor conexdo, conectando duas curvas vizinhas na congruéncia.

O comutador de V* ¢ Z© satisfaz a:

(£32)* = [V, Z]°=VPoz% - ZP9,V* (A5
_ d2f(r,s) 8 {d:r: }ﬁd:z:‘f'(r,s) d {dx =0
B dr  0z° " ds ds 2P dr ’

ja que as derivadas parciais comutam. Esta é a propriedade basica de um vetor conexo.
Isto signif ica que transcorrido um mesmo intervalo de tempo proprio ao longo das linhas de
universo dos observadores conectados por este vetor conexfo, ndo hé alteracio deste vetor.
Dado um ponto na variedade, que chamaremos de P, é sempre possivel encontrar
coordenadas (ct’,y) tais que P e uma vizinhanga desse ponto sejam determinados pelas
coordenadas (ct,,3°) e [c(t, + 6t) , 3t + 8%']. Essas coordenadas sdo def inidas de tal maneira

E—
que o vetor V' tem por componentes?:

= 88 (A.6)

Essas coordenadas sdo denominadas coordenadas co-moventes locais. Sendo {y*} o sistema

O asterisco indica que isso s6 € valido no sistema de coordenadas em questio.
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de coordenadas co-moventes locais:

ay®

-~ = &g, de forma que vamos ter

d 0
azD:%zl.'.dyO:dSﬁyozS, (A7)
- dy* : 3
a=1,21=123 . 79 = 0 = y* = constante’. (A.8)

A.2.2 Tensor de projecio

—
Vamos introduzir um tensor construido com o campo vetorial V' def inido em uma vaniedade

riemanniana M, e a métrica g,g do espago-tempo dada a priomn, através da def inigdo:

h'aﬂ = Yop — Val/;g, (A9
Este tensor def imido como fensor de projegéio projeta tensores no tri-espago ortogonal a V' em
qualquer ponto P da variedade e apresenta as seguintes propriedades que o caracterizam como
. . - . . .
um operador de projegio (considerando que V' estd normalizado, ou seja, V=V, = 1)

o¢ operador de projegao:
S = (6% — VOVE) (62, — VPV,) = (62 — VOV,) = kS, (A10)
eprojeta ortogonalmente a V:

Seja Z um vetor atbitrario de Mye Lx® =x*= hj’gmﬁ ¢ sua projecdo em V, ¢

Vola® = V,ha” = V(6% — VoVa)z' =0, (A.11)

3 Esta constante caracteriza a curva de congriténeia v em questiio.
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ohs =3,

o¢ siméltrico, ou seja, hoz = haq ,

0 projetor 7% determina um sub-espago I C 7}, onde 7T, € o espago tangente gerado pelos
vetores {32},

*0 tensor A% € a métrica do sub-espago 1, e permite a foliagdo do espago-tempo localmente
em uma parte puramente temporal e outra parte puramente espacial, o que nos leva a ter uma
hiper-supetficie tipo-espaco ,

epara um observador com velocidade V* que esté localizado em um ponto P € M, de
coordenadas x*, a distincia (topolbgica) a um ponto () vizinho (também € M) de coordenadas

% - dx® serd

dS* = gapda®dz® = (hop + V. Vp)dzda® (A.12)
= hepdz®dz® - (Vo,dz®™)?,
onde a distincia entre dois pontos vizinhos em
1. um intervalo de tempo ¢ dada por dr = V,, dz?,
2. espacialmente ¢ dada por dl = [hgp dz®dz”]? |
esendo d7 uma 1-forma exata, os espagos locais determinados pelo tensor de projegio
hes mesclam-se formando uma hipersuperficie S C My, cuja métrica ¢ o préprio hgs, que
determina univocamente uma af inidade em S. Esta af imdade induzida em S por hyz €

caracterizada pelas relagOes que se seguem:

h.%hé,}_(vﬁjj_ﬂig) =V, J_:,]:,‘,yJ (A.13)
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Vo hag =0, (A.14)

ViV [ =0, (A.15)

onde [ é um campo escalar arbitrario.
Os objetos V* e h,s sdo usados para decompor os objetos geométricos em suas partes
paralela e ortogonal a V@, respectivamente. Dessa forma, obtemos a interpretagdo fisica desses
mesmos objetos. Usualmente escolhe-se V= como a velocidade média da matéria presente no

universo.

A.2.3 Distincia relativa

Com base nas def ini¢des anteriores, podemos def inir agora o vefor distdncia relativa entre
curvas vizinhas.

A distdncia (fisica) entre duas curvas vizinhas determinadas localmente por um observador
em repouso em relagdo a particula que tem por linha de universo a curva ¥(T,5,) vai ser a

projecio do vetor conexdo Z“ no referencial da referida particula. Isso sera dado por:

LZ% = h%Z", (A.16)

que ¢ a parte de Z< ortogonal a V'*, a qual chamamos de distdncia relativa. Uma vez que:

(£=2)"=0 (A.17)
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Vs V& =0V + 15 V" (A.18)

Ve 7% = 6{32“ + FgeZE (A.19)

podemos reescrever o comutador de V< ¢ Z¢ como:

(£32)* = VIHVeZ® —T52% — Z°{vsV" — TV} (A.20)

= V27PN Ve VTS 2+ Z TSV,

e pela propriedade de simetria dos simbolos de Chnistoffel:

(£:2)% =VP e 2% =27 75 V=0, (A21)

A.2.4 Velocidade relativa

Def inida a distancia relativa, estamos em posi¢do de def inir o que seria uma velocidade
relativa, obtida ao diferenciarmos a distancia relativa em relagdo ao tempo proprio {(derivada
absoluta), e seguidamente projetando o resultado desta derivagdo na hipersuperficie H (ja que
as quanti dades fisicas “vistas” pelo observador no mundo “real” estdo ai def inidas). Isso € feito
da seguinte forma:

sdiferenciamos o vetor distincia relativa:

pol L 2 =(2)V7 (A22)

= (hZ) VP = b L2V 4 WS TV
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eprojetamos em /-

D _ . .
15 (12%) = RE(hS 5 27VP 4 hE,ZNVP) = hERE L Z7VP + RS 2 VP, (A23)

onde

RIS SZOVE = (88 V(8 — VY, — V) 27V (A249)
- S VeWZY
W20V = hSV 727, (A.25)

Voltando ao segundo passo:

i ED;(LZ"‘) = heVLZP— VOV, 2 (A.26)
= WSVEZ-VEVZ

= (BVE-VeV)Z?

= [pVE - aVEViV 2

= SV - VIVV, 4 VIRV 20

= [PGVE-VEVIVIZY = VD

= hGVIRR,Z".

Def inimos:

hGR VY = Vg, (A2T)
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donde obtemaos

D
1 — (12 =Ve(l Z3 A28
D’T( ) ;3( ): ( )

que nos mostra que o vetor velocidade relativa esta relacionado com o vetor distancia relativa

por uma transformacio linear. A matriz desta transformagao € o tensor V;*. Podemos separa-lo

em suas partes simétricas e anti-simétrica:

Vap = Wag + Vo, (A29)
no qual:
Bop = “KLHE(V, 5 + Vi A30
aff = -aha( e T Vsa), (A30)
1 ¥ R 17 ]
Weas — Ehah'ﬁ(x'%é - 1/:5',-’)’)' (A3

A interpretagio fisica do objeto V,; é a seguinte: se considerarmos a sub-familia de
geodésicas de um pardmetro dado por +y,(7) na congruéncia, e def inindo % = LZ* = h% 7"
como o vetor desvio ortogonal de -y, para esta sub-familia. * representa um deslocamento in £

initesimal espacial de v, em relagdo a uma geodésica vizinha na sub-familia. Temos que:

£o( L 2% =£pn =0, [Vi* = V79m* — 08, V° (A32)

= 0= VP8m* = nﬁaﬁV“ = Vg‘n‘s.
Assim, V§ mede a falha de 7 em ser transportado paralelamente ao longo da geodésica. Um
observador na geodésica -y, acharia que as geodésicas ao seu redor estariam sendo esticadas e

giradas através de um mapeamento linear V3.
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Podemos ainda decompor £,z em:

1
Qaﬁ = Ous + ghﬂﬁei (A.33)
onde def inimos:
1
o 9@,9 - gflaﬁe, (A34)
1
O = = Qaﬁghﬂlhﬂa(%,é + Vi) (A.35)

1. .
= ihﬁ’ (Vis+ Vo) = V15
Como o tensor O,s € & proje¢do de V,, 5 em H, temos que este so estard def inido nesta

hipersuperficie, sendo portanto perpendicular a V7, de forma que:

GaVP =0, (A.36)

wasV? =0. (A.37)

A interpretagdo fisica de tais parimetros (chamados de pardmetros cinemadticos) € a que se

segue:

Termo © : Este termo estd relacionado com a vanag#o da distincia entre os observadores de
forma independente da diregdo, sendo a medida da expansdo média das geodésicas. Representa

o escalar de expansdo isotrdpica do referencial.

Termo o, : Este termo esta relacionado com a variagdo de distncia assum como esta com a

variacio de diregdo, inf luindo de maneira nio isotropica. Este é o fensor de cisalhamenio.
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Termo .3 : Este termo apenas € responsavel pela alteragdo de diregéo, representando um
movimento de rotagio rigida, pois é a parte anti-simétrica do mapeamento linear V3, sendo
assim denominado fensor de vorticidade.

Isto quer dizer que uma esfera inicialmente vista no espago tangente que sera transportado
ao longo de V@ (por derivada de Lie) sera distorcida em forma de um elipsoide cujos eixos
principais dados pelos autovetores de 0%, com razdo dada pelos autovalores de o%.

A equagdo do desvio geodésico gera a taxa de variagio de ©, 0, ¢ @ag 20 longo de
cada geodésica da congruéncia. Estamos especialmente interessados na equagio para a taxa

de variagio de ©, chamada de equacio de Raychaudhuri, que sera obtida a partir da equagio do

desvio de Jacobi, obtida a seguir.

A.3 Equacio do desvio de Jacobi

Podemos agora calcular a aceleragdo relativa. Isto ¢ feito aplicando-se novamente o operador

1L 3 expressio obtida para a velocidade relativa:

D D D
1 (L1729 = L —{h VAR Ze 38
DT(—LDT"LZ) J‘DT{lﬁV,’)‘?JE [ } (A.38)

A ARE G

que, por sua vez, ao explicitarmos os calculos e utilizarmos a identidade de Ricci, se reduz a:

D/ D, .\N_,D( D,

Y X -
= a%=h5 (R)‘”ﬁvV“V”nﬁ—l- Vag—V Vg) hin-
Note que para um observador geodésico, isto €, aquele para o qual verif icamos vi= 0,a

equacdo acima se reduz a:
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a® = h% (R, VVU0®) Bn? = R®,, V*V'P, (A40)

que ¢ a equagdo do desvio geodésico.

A4 Relacio com os parimetros cinemaiticos - a equaciio de
Raychaudhuri

Uma vez determinada as equagdes que descrevem a velocidade e aceleragdo relativas, vamos
expressa-las em termos dos parAmetros cinematicos. Com isso, poderemos obter a equagZo de
Raychaudhuri, que nos descreve a taxa de variagdo do pardmetro de expansao (©) ao longo de
uma curva geodésica. Vamos fazer isso para um observador genérico.
Haviamos def inido anteriormente um objeto V3, conforme a eq.(A-27):
Ve = hShLVY (A41)
= V-V VL

Os parametros cinematicos, por sua vez, foram obtidos a partir da decomposigao deste objeto,
de acordo com eq.(A-29), eq.(A-30) e eq.(A-31). Vamos calcular primeiramente a derivada

absoluta desse objeto:

D ;
DS (Vag) = Vosy V7 = (heph3V%) = (%,5* Va %) v, (A42)
S Y
que se reduz a
D 7 VAP Vet ; ¥ ' 3
-D? (I a,@) = Iaf},’}" = ( ’a,,ﬁ‘),n’. V7= Va__@;\r.v'} (A43)

se o observador ¢ geodésico.

Ao usarmos a decomposigio deste objeto em suas partes irredutiveis, de acordo com:
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1
I/;ﬁ == ghng@ + T g + Wags (A44)

teremos:

1 ,
Vaps VT = (Bha;ﬂ@ + Ous + waﬁ‘) V7 (A45)
e
1

i

= (hagr© + hap© ) VT + 005,V + @apr V7.

I8}

Lembrando que pela identidade de Bianchi temos:
VieVg V7 = R V7, (A.46)
nos sera permitido escrever o termo
Vagn = Raps V4 Vo ss (A47)
que sendo substituido na eq.(A-45) nos fornece:
Reops VFVT + Vo, V7 (A.48)
1

- 3 (Raps© + hapO ) VT + 00,V +Wag V7

O primeiro termo da equagdo acima (que envolve otensor de Riemann) ainda pode ser escrito

de maneira diferente, uma vez que:

VarsV? = Vor V) — Var Vg (A.49)
Dai, segue que:
Rops VEVT + (Vo V) g = VoV (A.50)
= 313— O hap — %@ (Va Ve + Vo Vﬁ) + Cap VY + Wag, V7

Vamos calcular o trago desta equag@o:

g°° [Raug,,,vﬂlﬂ + (Var, V) 5 — VaﬁV?'ﬂ] (A51)
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1. 1 sy . e o

= S0 g@g‘” (Va Ve + Va Vﬁ) + 05V @V
Os objetos 0,5 € @,z nd0 possuem trago, logo e expressdo acima fica:
Rﬂuﬁ’rvpvﬁf + (Mlﬁvnf)’a - (Van') (V%a) 26 5

na qual substituimos:

1 sy
Wy = | (St oy 15 ) ] 0.

. 1 1 . .
(Van) (V"na) = (Sha,},@ + Oy + wm,) (geh’}a + o7 L w”m)

1
3

1 , 1 .
= §@2 BB + g@hoﬂ.aw + - he, O™
1 , .
+O—Q’ry§@hrya + O—a"}:o_’}a + O’ar}-w’}a
1 ,
+wm,§®hm + w07 + Wy
1 2 Y ay
= g@ + Oy — W™
De volta & eq.(A-52):
Y 1 2 o oy ~
R VEVY — §@ — O a0+ W™t =

Ao def inirmos:

oo™ 1= 202 =0

V= 2% 2 0

W@
{ inalmente obtemos:
. 1
6= R, V'V - 592 — 2(0? + w?),

que € a equagio de Raychaudhuri para um observador geodésico.

99

(A.52)

(A.33)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A57)

(A.58)



Apéndice B
Calculo da equacio de movimento a partir de uma

Lagrangeana

B.1 A Lagrangeana para o campo eletromagnético

Antes de estabelecermos o conjunto de equagdes de campo de Einstein, precisamos conhecer
a forma do tensor momentum-energia, que por sua vez serd obtido a partir de uma acgéio para o

campo eletromagnético cuja forma genérica € dada por:

S= /L\/gd“x = / [fiF + gFQ + {%p (F*Y?| /=gd*z, (B.1)

onde
F=F"F., B.2)
F* = F* 3 F°F. (B.3)

Variamos a a¢8o apenas em termos do invariante /', pois calcularemos para os campos elétrico e
magnético separadamente, o que signif ica que o termo dado pelo invariante £/ e que em geral

— — .
fomece £ x H seanula. Assim,

65 =& / [—EF + %FQ] V—gd'z, B.4)

0 que nos da
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R +Ls(F)|.  ®5)

o= ezl fonslonss

Fazemos entio a variagio em relagdo a métrica do espago-tempo. Para garantir a clareza, vamos

calcular essa variagdo por partes, dividindo-se a a¢gio em dois termos distintos. O primeiro deles

sendo dado por

1 1 : 1
6S; = /d"‘mé (vV—9) {A;F +§F2} = —iJ—'g(gagégaﬁ) [—1F+ %Fg} . (BO)
e 0 segundo por
1
65}] = /d4$\/—g [—1(6F) -+ %(S(FQ)} 5 B.7
para o qual calculamos
S(FoaaFoP 5(Fop Frgg®® g o gf o go ao
.6351’ == { 6;#1’ ) — ( 2 §g;i g ) = FaﬁFapé(gégpgy p) = FaﬁFap(é ,u,é 1,9'8'0 + g 5"16{):/) =

28, F,

-6(F2) = 2F 4 = 2F (#2}1(}}7’3) = _4FF#‘1F3'

Sgrv sgHv

Assim, o tensor momentum-energia, obtido a partir da expressio

2 6(/—gL
T,LLV: ( J ): (B.8)

v—g g

na qual substituimos os resultados obtidos nas equacgdes acima, tera a seguinte forma:

Sg°P 1
T, = _(gaﬁW) [_EF + gfﬂ} (B.9)
- 2
49 1 6F @ 8(F?)
160w T 1 8gm

= Gl — 4,y Lp,
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onde def iniu-se

B.2 Calculo da equacio de movimento

Tomemos novamente a Lagrangeana do campo eletromagnético:

1 H g
L=—-pytp
PR

que pode ser reescrita como

1

L= —1 !aﬁFﬂngago'ﬁ -+ %JF&ﬁFpo‘RAFEngpaggﬁggégﬁ/\.

Temos ainda que
Fa@ = BaAg - a@'AO_,.

Logo, a Lagrangeana escrita em termos do vetor A* é

L = (OaAs — 02 A)(8,A, — 8, A,) g g""

1
4

+§((9QA5 — 09A) (8, Ag — By AN (B Ay — ONA) (e A — . AL)g

Calculamos separadamente para cada um dos termos desta Lagrangeana

1 ,
Ly == Fopl™

L= iﬁ P,
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Variando em relagdo a d,Ag, ja que esta € a unica variavel que aparece na Lagrangeana:

AL,
— _(BEAY — YA = — B.17
B (0" 0" A) . (B.17)
OL;
— = 92uFF". 18
A, ®-1%)

Assim, teremos para as equacdes de Euler-Lagrange dadas por

oL AL
A\ — = B.19
] - a0 ®19
o seguinte:
oL 1 pu

Vyl|l=— | =V, |4F¥ | —=4+=F ]| =0 20
“[a(apAv)] o (=545 )] | e

que podemos reescrever, segundo a eq.(B-10), como
YV, (F*Lg)=0. B.21)

B.3 As componentes do tensor momentum-energia

B.3.1 Primeiro caso: monopo6lo magnético

Tomamos como Unica componente diferente de zero do tensor de Maxwell a componente Fas

(essa escolha caracteriza um monopdélo magnético). Com isso, o escalar /' sera
F =  F¥F5=FupFhng™e™ = FopFpeg®9" + FigFpeg®y™ (B.22)
E‘ijQkigU = F23Fmgk2913 + F32Fk19k3912

= FnFasg2g® + FaaFaag® g™ = 2Fu Fasg g™,
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ja que a propriedade de anti-simetria
EJJJ = *pr (B.23)

é verif icada.

De acordo com as propriedades de anti-simetria, dadas pelas equagdes

Ol + 0 Fop + 0, Fpe =0, (B.24)
as equagbes internas que provém destas propriedades nos fornecem a dependéncia da
componente do tensor de Maxwell escolhida com as variavies r, 0 e @, que & Fh3 = H, (sen 0).

Sendo a métrica e a sua inversa respectivamente

e 0 0 0 \
0 —e?? 0 0
.ngJJ = 0 O _T‘Z 0 > (BZS)
0 0 0 —r?sen’d
e 0 0 \
0 e 2P 0 0
BV e B.26
g 0 0 ~3 0 5:20)
0 0 0 _1-23;7120 )
podemos calcular o escalar F' explicitamente:
1 1
22 33 _ . = —_—
F = 2F3Fyug™ g™ = 2(H, send) (H, send) ( 7"2) ( TQSEHQQ) (B.27)
of 1 K
= 2 (Ho Senﬂ) (m =2 o

Podemos agora escrever 0 tensor momentum-energia em termos do campo magnético (mais
exatamente, em termos da carga do monopolo magnético H,). Partimos primeiramente da

Lagrangeana, onde substituiremos o valor de F* encontrado:

1 , 1 H? H2\?  1H?  H
L:_ZF_F%F?:fﬁ (ng)JrE(g 0) =2 = (B.28)

4 ri 4 rd T 9 g4 T8
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Da mesma forma, calculamos Ly

Temos entdo

T

Dessa forma,

.
15

T33

1 p 1 H? 1 H?
[~ PEp o 2 E ey 2 T B.29
Ly 4+2F 4+2(2T4 4+,LLT4 (B.29)
= =gl —4F,FLr (B.30)

1H?  H! 1 B
= G ( 2 4 #T—g) — AF 17 (_Z ‘l‘#—)
4

1H2  HE 1 H?
= —gu (A hg ) + 4 (FoF? + FaF3) ( + #—)

2 it 4

as componentes do tensor momentum-energia sio

Te = 1H3 H;l B.31
00 = gwo |57 #rg (B.31)

1 H?
+4 (FQQF% + F()gF%) (‘ + ,U_?')

4 ri
_ (lfﬁ _ #Eé)
2 rd r& J 7

= g (;ff — ,ufj 4) + 4 (FooF? + Fs F?) (i ﬂff) (B.32)
= 0,

=  gn (%f—f — #I::) +4 (FioF§ + FisFY) (i +ui‘?) (B.33)
o (%f_f _ ,Lﬁ:{:) + 4 (B2 + Fys FY) (_11 + #Hz) ®B.349)
- ;f; 3lmt,

= g (%{{—j — #‘?:) +4 (FyuF3 + FaF3) G + uff—f) (B.35)
= (;% — B#Ti{g) sen’0.
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B.3.2 Segundo caso: monopélo elétrico

Neste segundo caso, tomaremos como a Unica componente diferente de zero do tensor de
Maxwell a componente '} (essa escolha caracteriza um monopolo elétrico, ou seja, um campo
elétrico estatico ¢ esfericamente simétrico na dire¢io 7). Dessa forma, o caleulo do escalar F

nos dara

F o= FY¥Fp= Fugbpg®g”® = FosFrug®g™ + FigFoeg?g’” (B.36)
= FoiFeg™g” + FoFpeg®”® = FojFong™g™ + FioF.g"g™
= FOJFmgmgn + F]OFlﬂgllgm = 2FoF10g™¢",
ja que a propriedade de anti-simetria
o =—F v
¢ venif icada. De acordo com as propriedades de anti-simetria obtidas através das equagdes
internas que provém de

Oul + 0 F oy + 8, F =0,

chegamos a dependéncia da componente do tensor de Maxwell escolhida com as vaniaveis r, 8

e .
Gatio + o For + 81 Fopa = 0. (B.37)
Sea=0
S Fio + ooy + O feo =0 (B.38)
0 que dara
S o + Gobin = 0.7 oFro = —Fo ko, (B.39)
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de forma que verif icamos a anti-simetria desta componente. Fazendo-se 0 mesmo para o = 1
teremos:

O Fio+ Ol + 01 Foy = 0., 01 Fi9g = —0, Fou, (B.40)
donde também checamos a propriedade de anti-simetnia da componente e sua possivel

dependéncia com a varidvel ». Passando a o = 2, temos
O f19 =0, (B.41)

levando-nos a conclus@o de que ndo ha dependéncia na variavel #. De maneira semelhante, verif

icamos para a variavel ¢, com a = 3,
O Fyg = 0. (B.42)

Logo, ja podemos af irmar que a componente Fig ndo é funcio das coordenadas ¢ e ¢, podendo

no entanto ser fungdo de ¢ e 7. Porém, como estamos apenas analisando o caso estatico, ou seja,

utilizamos uma métrica que ndo depende de ¢, isso nos leva a suposi¢do que a componente Fig
serd apenas uma fungio de 7

Fyg = E(r). (B.43)

Isso nos permite calcular o escalar I7, de maneira semelhante a que foi feita para o caso do

monopolo magnético:
F = 2FoF10g%¢" = —2F2e~2atd) (B.44)
Vamos entio escrever o tensor momento-energia em termos desse campo elétrico. Mais uma

vez, partimos da Lagrangeana, onde substituimos o valor de F' encontrado:

b= lratpo o) B Copeten) g

= Lprerers | pre-tars)
2 El
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donde seguimos com o célculo de Lg:

1 ] 1 1
Le = —fehre gl amreew) B30
1 : .
_ e aa)
g B

Podemos obter as equagdes de movimento usando os resultados obtidos na se¢do anterior.

Essas equagdes sdo dadas por:

1
(LpF™), = 7= (V=gLpt*) =0, (B.47)
que por sua vez fica:
(V=gLeF*) =0 (B.48)

Efetuando-se o somatdrio e lembrando que ndo ha dependéncia em ¢, teremos para os diferentes
valores de ¢+ (u = 0,1, 2, 3):
oSe 11 =0,
(\/—_gLFFOZ'),i =0 (B.49)
Como a Unica componente nio-nuta de £+ é F%1 = ¢g11¢% £ ja podemos eliminar termos da

equacgdo. Teremos apenasz = j — k — 1. Logo:

01 -
(V=9LrF") =0 (B.50)
oSe pu =1,

(V=9LrF") , = (V=9gLrF'%) =0 (B.51)
j& que ndo ha dependéncia em 1.

eSe = 2 ou u — 3, temos a equagdo 1denticamente zero, sé restando as equagdes para

pn=70

Substituindo os termos na primeira equagio, teremos:

[\/—QLFFMQOOQH} 1 (B.52)
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— [e(a+ﬁ)?.288n9 (Vi — ﬂE2€—2(a+ﬁ)> (78—2(a+,ﬁ)) EJ

1 o L
= [7’23(2719 (Z + #E28—2(0+'3)) e—(a+ﬂ)E}

T

= 0.

T

Vamos tomar primeiramente o caso particular em que ¢ = 0. Assim, a equagdo acima se

reduz a:

rlelatd) p
—,

cuja solugio dbvia ¢

4

r2e—(at8)
{—————} = cfe.

Reescrevendo-a, teremos:

' Qe(mrﬁ)
B(r) =~ 5—,
onde
Q = cte.

Substituiremos esta solugdo na equacdo original, onde p # 0.

procedimento:

4

[7*2 (E + ,LLE2€_2(&+5)) e_(““a)E} =c

que vamos considerar como:

1
r? (1 + #Ezez(a+ﬁ)> e COE < tte = (.

H

(B.53)

(B.54)

(B.55)

(B.50)

Seguindo o mesmo

, (B.57)

(B.58)

Usando a solug@o obtida para o caso particular onde ¢ = 0 e a substituindo no termo em que

E? se encontra, teremos:

?'2

1 Qeletd) 2 o
- —2a+8)
4 +H ( 72 ¢

donde:

1 2]
e_(ﬂ‘l“ﬁ)E?-Z |:_ + #% =

4
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e assim’

(a+3)
By = — 2 B61)

2 2
% [1 + 4/1.%]
A seguir, usaremos a seguinte expansio, valida para z == 0:

(1 +kx) ' =1 kx+ (kx)2 + O(2%). (B.62)

Faremos 1ss0 com a equagdo acima, mas tomaremos, por coeréncia, somente até a primeira
ordem de 4, uma vez que estamos fazendo uma corrego de primeira ordem na Lagrangeana.
Assim:

Q‘z —1 QQ

(1 + 4,[1,—4) 2l — 4,(1,—4. (B.63)
T T

Substituindo na [eq.(B-60)]:

(B.64)

40)ele+5) 2

r? 1= 4”7"?
Com estes calculos, estamos em posi¢io de escrever as componentes do tensor momento-

energia, dadas por:
Tw = Qo EE%Q(O‘”) +,uE4e‘4(“‘+ﬁ)} + (B.65)

FuoFe 1+ dpEe2et9)]

onde
FuoF% = FoF% + F FL (B.66)
Assim, as componentes serio:
eScpu=v=20,
Too = —goo [%E26”2(“+‘3) + ;LE%‘“"‘“”} + (B.67)

FooF'g+ Fou Figl [1 + 4;1E26‘2(O“*'5)
0 0

— _pka I:%Eﬂe—Z(aJrﬁ) +ME4ef4(a+ﬂ)} +
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e~ [E? +ApEte ]
eS¢ = v =1,
Tvi =  —gu [%EQB_%}”) +,u,E4e‘4(°‘+ﬁ)] + (B.68)
FioF [1 + dp?e )]
% BEge—z(am) 4 #E4e—4(a+ﬁ)J 4

_6—2(1 [E2 +4#'E4€—2(C‘r+l3)] )

oSep=v =2,
Ty =  ~gn EE%Q(‘H‘?) +,uE4e“4(O‘*’5)} + (B.69)
[FooFs + Fy Fy| [1 +4pE7e 2]
2 |:_;_E2eﬁ2(cz+ﬁ) i #E“'e“‘(“”)] '
eSep=v =23,
b _ — Gas |:%E26—2(a+,5) + #.E4€—4(a+ﬁ)] (B.70)

S S 99 |:;E26—2(a+5) i #E4e—4(a+ﬁ):| '
oSepu—=0ev—1,
T = —goi E E?emeth) +;LE46‘4“’+@] + B.71)
[FooF + Fo | [1 + 4pBE2e 2]
= 0.
Scp=iev=j(i#j),
Ty = ~0y ;Eze—%%ﬁ) + y.E4e_4(a+5)] + (B.72)

[onF? + F;;F}] [1 + 4ME26_2(Q+'5)]
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Teremos, portanto, somente as componentes diagonais do tensor momento-energia, que sio as

seguintes:
Tb() — *BQQ [EEQBZ(Q+[3) +ME46——4(Q-+-;3):‘ +
2

28 [Ez +4ILE46—2(0(+|[3)] )

1 .
Th = 20 [5}326—2(a+ﬁ) + #'E4e4(a+}‘3)} +
_6—211 [E2+4ME4872(Q+,@)] ,
T22 — [%EQG—‘Z(OH-B) + #’Edeeﬁtl(aﬁ»ﬁ):l i

1 .
T33 = T28€n29 [é'E‘?ez(cH’ﬁ) 4+ #’E‘ie“‘l(ﬂ-}ﬁ):l .
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Apéndice C

As condicdes de energia

C.1 Definicoes

De uma maneira geral, o tensor momentum-energia € o resultado de todas as contribuigles
dos inimeros campos de matéria diferentes existentes no universo real. Sendo assim, tornar-
se-ia impraticavel a descrigdo exata do tensor momentum-energia mesmo que fosse do nosso
conhecimento a forma detalhada de cada um desses campos e das equagdes de movimento
que os descrevessem. Com efeito, o que observamos é o fato de que pouco sabemos a
respeito do comportamento da matéria quando esta estd sujeita a condigdes extremas de
densidade e pressdo. Dessa forma, somos levados a acreditar que ao desconhecermos o termo
correspondente a descrigio da matéria nas equagdes de Einstein, nada podemos dizer ao certo
sobre a existéncia de possiveis singularidades no universo.

Porém, sabemos que para que um dado tensor momentum-energia seja considerado f
isicamente razoavel, ¢ necessario que satisfaga algumas condi¢des. Tais condigdes sido suf
icientes para que provemos a existéncia de singularidades, sem que haja o conhecimento da
forma exata do tensor momentum-energia. Tais condigdes sdo as condigbes de energia, que se
apresentam em forma de desigualdades.

Ha pelo menos sete tipos de condi¢es de energia que sdo empregadas comumente ao se
estudar a relatividade geral classica. Sao elas: a condigfio de energia para vetores nulos, a

condi¢do fraca, a condigdo forte e a condigdo dominante, e ainda, a condigdo para vetores
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nulos meédia, a condi¢do fraca média e a condigio forte média. Para que fagamos uma breve
analise de cada uma dessas condigdes, vamos considerar que o tersor momentum-energia seja
do tipo Hawking-Eilis [Hawking, 73], classif icado como de tipo 1. Assim, em um sistema de
coordenadas ortonormal conveniente, as componentes de um tensor momentum-energia do tipo

I sdo dadas por

p 0 0 0
- 0 m 0 0
av
THY = 0 0 s 0 (C.1)

0 0 0 iz
As componentes indicadas acima séo a densidade de energia ¢ as trés principais pressées.

C.1.1 A condicio de energia para vetores tipo-nulo

Segundo esta condigdo, temos que para qualquer vetor nulo &*, a seguinte condi¢io deve ser
satisfeita

Tk E" > 0. (C2)
Em termos das pressdes principais, se considerarmos k* = (1,—1,0,0), podemos apresentar
esta condi¢do na forma

p+p; = 0,v] (C.3)

C.1.2 A condicao fraca de energia

A condigao fraca de energia € analoga a condigfio nula, porém aplicamos esta a vetores tipo-
tempo V#. De acordo com esta condig¢do, temos que qualguer vetor tipo-tempo V# deve
satisfazer

T VFVY > 0. (C.4)
Sendo esta condi¢do verdadeira para qualquer vetor tipo-tempo, deve levar a condi¢do nula de

energia por continuidade.
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O sigmificado fisico dessa condigio € o seguinte: a densidade de energia medida por qualquer
observador tipo-tempo € positiva, o que ¢ bastante razoavel f isicamente.

Em termos das pressdes principais, temos esta condi¢do na seguinte forma;

p=>0,evjp4+p; > 0. (C.5)

C.1.3 A condigio forte de energia

Pela condiglo forte de energia. temos que para qualquer vetor V# tipo-tempo:
1
(TMV - §Tg,uv> VY =z O; (C.0)
ondeT" é o trago (T = T ,,,¢"") do tensor-momento energia. Por continuidade, a condiggo forte

também nos leva a condigdo nula de energia, embora ndo implique, em geral, a condigo fraca.

Em termos das pressées principais, temos

T=—p+ > pi €7
J
e assim

Vip+p; 20, ept Y p; =0, €.8)
J

C.1.4 A condicdo dominante de energia

A condig¢do dominante impde para qualquer vetor V* tipo-tempo a condigio
T, V*VY =0, Ch
onde T, V¥ néo € tipo-espago.
Essa condi¢io diz que a densidade de energia localmente medida é sempre positiva, e que
o f luxo de energia € tipo-tempo ou nulo. A condi¢do dominante implica na condigdo fraca

de energia, e por 1sso também na condigdo nula de energia, mas ndo necessariamente leva a
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condigdo forte de energia.

Em termos das pressdes principais, podemos reescreveé-la:
p =0, eV, p; €[—p,+p]. (C.10)
Isso nos permite interpreta-la da seguinte forma: a condigdo dominante é a condi¢do fraca com

a exigéncia adicional de que a pressdio ndo deve exceder a densidade de energia. Isso é valido

para todos os tipo conhecidos de matéria.

C.1.5 A condic¢fo de energia média para vetores tipo-nulo

Diz-se que a condi¢do nula de energia média € valida em uma curva T se
/l Tk k" dA > 0. (C.11)
.
Onde X é um parametro af im generalizado da curva nula, cujo vetor tangente correspondente é
denotada por k.

Para que possamos analisar esta condi¢do em termos das pressdes principais, vamos def inir

uma fungio de normalizagio £, e os cossenos de diregao cosv;, de forma que
ki = £ (1, cos;). (C.12)

Assim

f p+ Z cos? 1, p; | £7dA > 0. (C.13)
r j

Ao aplicarmos esta condi¢do, comumente requer-se seja valida em uma classe apropriada {T"}

de geodésicas nulas inextensiveis.
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C.1.6 A condic¢ao fraca de energia média

Diz-se que a condigdo fraca de energia € valida em uma curva tipo-tempo I se

/ L. V*Vids > 0. (C.14H
T

Aqui, s denota a parametrizagio feita so usar-se o tempo proprio de uma curva tipo-tempo I,
cujo vetor tangente correspondente ¢ denotado por V#. Com a escolha de s como o tempo
proprio, temaos

VE = oy (1, Bcosh;). (C.15)

Assim, podemos escrever a condi¢io na forma

/')/2 (p + 3 Z cos® dfipj) ds > 0. (C.16)
S X

7

Ao aplicarmos a condi¢io acima, impdem-se que esta seja valida em alguma classe apropriada

{I"} de geodésicas tipo-tempo inextensiveis.

C.1.7 A condicio forte de energia média

Dizemos que essa condig@o € valida em uma curva tipo-tempo I se

/ {T;‘,,V“V” + %T} ds > 0. (C17
r

Se colocarmos em termos das pressdes principais, temos o vinculo aparecendo na forma

' . 1 1
2 2 2 1 . —_— — + =}
/P{fy (p—l—ﬁ Ej cos @L-z-pj) 2p+ 5 Ej pj} ds > 0 (C.18)
Caso 3 — 1, entdo v — oo, enquanto yds — dA e ds — (. Neste limite, esta condigio se

reduz & condi¢do nula de energia média até um fator multiplicativo in f inito irrelevante.
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