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Resumo

Neste trabatho construimos uma versao supersimétrica do modelo Cremmer-Scherk-
Kalb-Ramond (CSKR) com um termo de acoplamento ndo-minimo entre a matéria e um
potencial de gauge 2- forma. Reduzimos dimensionalmente o modelo (de guatro para trés
dimensoes) e, apos algumas identificagbes convenientes entre seus campos, identificagdes
essas gue preservam a supersimetria existente, obtemos um modelo supersimétrico N=2.
A parte bosénica do modelo N=2 é precisamente o modelo Maxwell-Chern-Simons (MCS)
com um termo de momento magnético anémalo em cuja andlise estamos interessados. A
partir de um campo escalar auxiliar, advindo da supersimetria, conseguimos encontrar
o potencial de Higgs correspondente a fase de Bogomol'nyi do modelo. As equagdes
autoduais resultantes sdo validas para quaisquer valores da constante de acoplamento
nao-minimo, em contraste com estudos anteriores. Para o caso critico, ¢ = g., onde
a lei de Gauss e de primeira ordem, encontramos explicitamente vortices topolégicos e
néao-topoldgicos para o modelo. Nesse caso, no limite onde a massa topolégica é infinita,
o potencial comporta-se como o potencial de Higgs tipico do modelo Chern-Simons (CS)

puro, como esperado.
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Abstract

In this work we built up a supersymmetric version of the Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond
(CSKR) model with nonminimal coupling between matter and a 2-form gauge potential in
D=4. By means of a dimensional reduction procedure, we obtain a N=2-supersymmetric
model with anomalous magnetic moment interaction. This result comes about after some
convenient identifications among the fields that preserve the existent supersymmetry.
The bosonic part of the final system is the Maxwell-Chern-Simons (MCS) model with
anomalous coupling which we are interested in.

Starting from a scalar auxiliary field coming from supersymmetry, we obtain the
Higgs potential needed to achieve the Bogomol'nyi limit of the model. The resulting self-
dual equations, which are first order, are valid for any value of the anomalous coupling.
For a critical coupling, ¢ = g¢., where the Gauss law reduces to first order, we find
topological and nontopological vortex solutions in contrast to previous approaches. For
large topological masses, the obtained potential behaves like the typical Higgs potential

of the pure Chern-Simons (CS) model as expected.
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Introducao

Nesta Tese tratamos com solugdes de equagdes nao-lineares em trés dimensoes, os
chamados vértices. Os modelos tratados aqui sdo invariantes de gauge sendo que consi-
deramos a inclusio de nm acoplamento nao-minimo com a matéria.

Em 4 dimensdes vemos o aparecimento desse tipo de acoplamento, primeiramente
com a razao giromagnética do elétron, uma corregio que envolve a constante de estrutura
fina o = 1%7 Nesse caso, podemos escrever ¢ = § — 2 onde 4 é o momento magnético
do elétron e g é o acoplamento ndo-minimo que, neste caso, chamamos de momento
magnético andmalo do elétron.

Esse tipo de acoplamento foi generalizado como sendo
got F .

Essa generalizacio foi importante porque posteriormente se descobriu que a algebra do
grupo SO(2,1) permitia acoplamentos desse tipo mesmo para particulas escalares, ou seja,
particulas que nao possuem spin podem apresentar um momento magnético andmalo em
3D [1, 2].

Ainda em 4D, sabe-se da existéncia do problema de se considerar o niicleo atémico
pontual para o cdlculo das fungdes de onda de elementos hidrogendides. A equagao de
Dirac nos diz que a energia para esse tipo de dtomo é E ~ 1/v/1 — Za. Isso quer dizer
que para nicleos com niimero atdmico Z > 137 a energia se torna complexa. Uma das
saidas encontradas foi considerar o micleo finito (considerando-o homogéneo ou com as

cargas positivas distribuidas superficialmente sobre uma esfera oca do tamanho do raio



nuclear). O problema entdo é calcular as fungdes-de-onda nas regides dentro e fora do
nicleo e depois obriga-las a serem iguais no raio nuclear.

Outra soluciio para o problema foi proposta em [3, 4]. Eles conseguiram mostrar que
levando-se em conta a contribuicao do momento anémalo do elétron (com um modelo de
niicleo pontual), pode-se obter fungdes-de-onda regulares e valores de energia fisicamente
aceitdveis para Z > 137 (sobre esse assunto, veja também [5]).

Efeitos essencialmente planares tem despertado muito a atencio dos fisicos nos ultimos
anos, por isso o interesse em (2+1)D, i.e., o interesse em trabalhar em teorias cons-
truidas em 3D ou dimensionalmente reduzidas para 3D, a partir de dimensoes superiores.
Por exemplo, é bem conhecido que o termo de Chern-Simons pode descrever os chama-
dos anyons!, os quais sdo responsdveis pela estatistica fracionaria [8, 9, 10, 11] e pelo
efeito Hall Quantico Fracionario [12]%, permitindo a existéncia de autovalores fraciondrios
(sendo os autovalores semi-inteiros casos particulares) para o operador de spin. Nesse
contexto, Carrington e Kunstater [13] sugeriram que a inclusdo do dipolo anémalo em
teorias com o termo de Chern-Simons poderia gerar alguma contribui¢ao para o spin
fracionario. Seguindo essa sugestdo, Nobre (95) observou que tal fendmeno realmente
ocorre [15}.

Sabemos, entretanto, que tal acoplamento traz problemas quanto a sua renormalizabi-
lidade e a maioria dessas teorias que tratam do assunto nao sio, por isso, renormalizdveis.
H4, contudo, a possibilidade de acoplar a corrente minimamente conservada & intensidade
de campo eletromagnético, sendo que © acoplamento ndo-minimo funciona como a cons-
tante de acoplamento. Neste caso, mostrou-se que esse tipo de modelo é renormalizdvel
pelo menos a um loop [14].

Contudo, mesmo para modelos que ndo sdo renormalizdveis, podemos trabalhar den-
tro de certo limite de validade tratando esses modelos como teorias efetivas o que, a nosso

ver, é suficiente para validar nosso esfor¢o em entender melhor esse tipo de acoplamento.

1 Anyons ideais sdo descrtios como tubos de fluxo magnético localizados. Veja, por exemplo, Wilczek
(1981) [6, 7.

20 fisico R.B. Launghlin foi agraciado com o prémio Nobel de Fisica em 1998 pela explicacio, a partir
de anyons, do efeito Hall Quantico Fraciondrio.



O que vamos estudar aqui envolve o acoplamento ndo-minimo em modelos com termos
topolégicos. Nossa motivagio ¢, principalmente, encontrar vortices topolégicos nesses
modelos com possibilidade de anyons.

A lei de Gauss, originalmente, é uma equagao diferencial de segunda ordem mas, para
manter um comportamento topolégico a distincias de interagdo de longo alcance (entre
particulas carregadas ho plano), precisamos torné-la de primeira ordem[2]. Isto pode
ser conseguido quando consideramos o modelo de Chern-Simons (CS) puro, ¢.e., sem a
presenca do temo de Maxwell. Por outro lado, nao se aceita como correto dizer que apenas
o termo CS seja responsavel pela dinamica de particulas em 3D. Por isso, se quisermos
modelos considerados mais realisticos devemos incluir o termo de Maxwell. A dificuldade
nesse caso é que sua inclusio eleva a lei de Gauss de volta de primeira para segunda
ordem, aparentemente destruindo a possibilidade de se ter anyons na teoria. Esse tipo
de problema é contornado quando se inclui o termo de acoplamento ndo-minimo.

Mostra-se que, quando se escolhe um valor especial para essa constante de acopla-
mento, g = ¢c, a lei de Gauss reduz-se novamente & primeira ordem [2, 16, 17] e as
equacdes de Bogomol'nyi, obtidas considerando-se um valor minimo para a energia, pro-
duzem solucdes de vértice autodual. Vemos, entretanto, que na literatura tais solugoes
com esse acoplamento nao sio topoldgicas [17, 18, 19]. Objetivamos aqui, por isso, re-
verter esse panorama encontrando, principalmente, solugdes topolégicas para um modelo
que envolva os termos de Maxwell e Chern-Simons e o acoplamento nio-minimo.

No capitulo 1 tratamos das relacdes de Bogomol'nyi em modelos com vortices to-
polégicos, a saber: o modelo Higgs Abeliano e o modelo Chern-Simons-Higgs. O pri-
meiro possue vortices neutros, os chamados vértices de Nielsen-Olesen; o segundo possue
vértices carregados. Nosso enfoque sobre o segundo modelo € impor as equagoes auto-
duais, no limite de energia minima, e obter o potencial de Higgs de sexta ordem como
conseqiiéncia dessa imposicdo. Isso, a nosso ver, revela-se interessante quando nio se
conhece, a priori, o potencial adequado & autodualidade. Na dltima segao do capitulo
falamos da ligagio entre as relagbes de Bogomol'nyi e a supersimetria observando os

trabalhos de Hlousek e Spector [20, 21;.



No capitulo 2 obtemos a extensdo supersimétrica N = 1 do modelo Cremmer-Scherk-
Kalb-Ramond com a matéria acoplada nio minimamente a um potencial de gauge 2-
forma, em 4 dimensdes. Apds uma redugdo dimensional conveniente de (3-+1) para
(2-+1) dimensdes ficamos com um modelo com duas supersimetrias que contém os termos
de Maxwell e Chern-Simons [22]. Esse modelo final abre a possibilidade para a obtencéao
de solugbes topoldgicas (e nao-topoldgicas) no caso do acoplamento nao-minimo com a
matéria. Aqui chamamos a atencado da importancia de termos o modelo supersimétrico
N = 2 explicitamente. Nessa situag¢do, de supersimetria estendida N = 2, o modelo
nos fornece todas as interagoes entre os campos que dificilmente seriam encontradas de
outra maneira e, ainda, condi¢cdes para encontrar o limite de Bogomol'nyi do modelo
juntamente com as equacdes autoduais.

No capitulo 3 encontramos vortices autoduais no modelo Maxwell-Chern-Simons
(MCS) com interagdes de momento magnético andmalo entre a matéria e o campo de
gauge, em 3D. Esse modelo € a parte bosdnica do modelo MCS supersimétrico do capitulo
anterior. O potencial de Higgs que satura o limite de Bogomol'nyi é obtido através do
campo auxiliar, advindo da conex@o de gauge supersimétrica, tomando-o na camada-de-
massa; esse potencial admite solucoes topoldgicas e nao-topoldgicas sendo que as equagdes
autoduais obtidas admitem solugéo para quaisquer valores da constante ndo-minima. Em
particular, escolhemos um valor especial para essa constante, g = g., valor esse que reduz
a lei de Gauss a primeira ordem, para encontrar os vértices mostrando que 0s mesmos
possuem uma estrutura mais rica do que aqueles encontrados na literatura até entéo.

Apresentamos entdo uma discussao detalhada das solugdes. Encontramos solugdes
assintoticas com as quais calculamos alguns valores exatos para o fluxo magnético quando
este nao é quantizado, como é o caso para as solug¢des ndo-topoldgicas. Para as solugdes
topolégicas o fluxo é quantizado, sendo um miltiple da vorticidade. Apresentamos,
finalmente, as solugbes numéricas mostrando vértices topoldgicos e nao-topoldgicos para
diversos valores da vorticidade n e de g, [23]. Neste caso, g = g., esses virtices apresentam
uma estrutura semelhante a dos vétices do modelo de Chern-Simons puro (sem o termo

de Maxwell) sendo, como dissemos, modificados pela presenca do momento anémalo.



Apos o capitulo 3 apresentamos as Conclusdes Gerals sobre o trabalho e as perspec-

tivas abertas por ele.
Finalmente, apresentamos um apéndice com as principais convengoes e notagoes usa-

das ao longo desse trabalho.



Capitulo 1

Relacoes de Bogomol’nyi e

Supersimetria

Neste capitulo falamos sobre limite de Bogomol'nyi e de sua relagao com a supersime-
tria. Fazemos uma revisdo do limite de Bogomol'nyi no modelo Higgs Abeliano, o qual
possui solu¢des de vortice neutro. Revisamos também o modelo Chern-Simons Higgs
onde, impondo o limite de Bogomol'nyi para a energia, consideramos a imposicdo da

autodualidade para a obtencdo do potencial de Higgs que satisfaz a tal limite.



Introducao

O teorema de Noether é a base para a deduc¢ao de quantidades conservadas que pos-
suem significado fisico de importéncia, entretanto cargas topolégicas sdo quantidades tais
que as leis de conservag@o associadas ndo dependem das equactes de movimento, ou em
outras palavras, do teorema de Noether. Sélitons, por exemplo, sao solugoes de equacgdes
de movimento néo-lineares que possuem cargas topoldgicas e, examinando alguns mo-
delos, encontramos algumas caracteristicas especiais. Em particular, encontramos que a
energia de tal configuracao de campo ¢é limitada pela magnitude de alguma quantidade
topologica conservada (), ou seja,

E>1Q]. (1.1)

Em segundo lugar, as configuracbes de campo que satisfazem tal limite, isto é, F = @,
sa0 uma classe de solucbes de equacdes de primeira ordem que satisfazem as equagoes
de movimento. FEstas sao obtidas através do teorema de Noether que, por sua vez,
traduz as simetrias da Lagrangiana. Em outras palavras, isso quer dizer que essas novas
equacdes de primeira ordem n&o representam novas simetrias da Lagrangiana porquanto
que as mesmas jé estdo embutidas nas equacBes do movimento. A desigualdade (1.1)
é referenciada como o limite de Bogomol'nyi [24] da teoria sendo que as equacdes de
primeira ordem que a satisfazem sdo chamadas equacdes de Bogomol'nyi ou equagoes
de autodualidade. As relacoes de Bogomol'nyi compreendem as equacdes autoduais € 0
limite (1.1).

Trabalhos anteriores mostram a existéncia de uma relagido entre o limite de Bogo-



mol’nyi e a supersimetria estendida’, a saber: essa extensdo supersimétrica produz o
potencial de Higgs necessirio para encontrar o limite de Bogomol'nyi da teoria. Uma
explicacio para a relacio entre a existéncia do limite de Bogomol'nyi para teorias com
supersimetria estendida foi dado por Hlousek e Spector [21] em {1992) [20]; eles afirmam
que, em (2+1) e (3+1) dimensdes, uma teoria supersimétrica N=1 com carga topologica
automaticamente possui uma supersimetria estendida e um limite de Bogomol'nyi (sendo
a carga central da supersimetria estendida igual a carga topoldgica da teoria) [21, 20]. A

seguir, trataremos mais detalhadamente estas questoes.

1.1 Relacgoes de Bogomol’nyi

Vértice é a denominacio usada para soluces soliténicas ou topoldgicas com sime-
tria radial no espaco em (24+1) dimensdes. O modelo Higgs Abeliano apresenta vértices
nio-carregados investigados pela primeira vez por Nielsen e Olesen em 1973 [27] e, inde-
pendentemente, em 1990 Jackiw e Weinberg [28] e Hong et al [29] mostram a existéncia
de vértices autoduais no modelo de Chern-Simons?. Como exemplo das relacdes de Bo-

gomol’nyi, estudamos abaixo as solugoes de ambos os modelos.

1.1.1  Vértices de Nielsen-Olesen

A densidade Lagrangiana do modelo Higgs Abeliano ¢é a seguinte:
L= —%F“"Fw, + 3 DF" Dy — U (1.2)
onde ¢ é um campo escalar complexo e o potencial de Higgs U é escolhido tal que

U=(g" — ")

1Veja, por exemplo, [25] e posteriormente [26] em (1994).
>Para uma descricao detalhada sobre sélitons veja [30].



Definimos ainda a derivada covariante D, como
D,¢ = (0, —ieA,)d, (1.3)

sendo que usamos a métrica 7 = (+ — —). A equagio do movimento para o campo de

gauge é facilmente calculada dando como resultado
0, " = J*, (1.4)

onde a corrente conservada J* = (p,J} é dada por

J# = —%e (¢*DF¢ — pDH¢) . (1.5)

O tensor densidade de energia-momentum relacionado a (1.2) pode ser calculado variando
a acflo No eSPaco curvo com respeito & métrica g, e depois tomando g, = 7, Podemos

mostrar, entdo, que 7, é dado por:
Ty = FuaFE+ 2(Dud* Dud + D¢ Dyd) — nu L. (1.6)

A componente Ty, integrada em todo o espaco fornece a energia positiva definida rela-

cionada a (1.2}, a saber:
£= [P {3B BN (Do) + D6 Do+ SO~} (1)

Podemos escolher consistentemente, para o modelo em questio, Ay = 0 ? e ainda, para
as configuracdes estdticas que estamos interessados, nenhum campo deve depender do

tempo. Por tanto, fazendo uso da seguinte relacdo (que pode ser verificada substituindo

3Para solugdes estdticas, escolher Ap = 0 implica em p = 0. Podemos verificar isso calculando a
componente J® de (1.5). Ou seja, nossos vortices néo possuem carga elétrica. Na realidade, isso s6 pode
ser feito porque essa escolha de gauge satisfaz a equagio do movimento para Ag, ou seja, a Lei de Gauss
[componente temporal de (1.4)].



a defini¢do 1.5):
1 . 1 . 5, 1 e 5
~D;¢*Didp = Z|(D1 £ iDs)of° £ —€450,0; F - Blo[*, (1.8)
2 2 2e 2

reescrevemos a equacao para a energia [eq.(1.7)] da seguinte maneira:

L= [mdgx {L1BF5 (1o =) £ 5B (1] - ")

o0

+aanium¢F¢wa}¢§f J.dl (L.9)

=300

— x5 /_ " Pa(—B) + f_ : Pr {5 [BF 5 (19 = o")] + LDy £4Dy) of |

oo

+ (*%f J-dl)

onde J é a componente vetorial de J* (1.5). Note que reescrevemos a energia como sendo

a soma de quantidades positivas mais um termo que vem a ser interpretado como o fluxo

by = —/ d*zB.

oo

de campo magnético, ou seja,

Uma vez que estamos interessados somente em configuracdes de energia finita, a integral
de linha da corrente vetorial deve se anular. Isso se deve as componentes espaciais da

derivada covariante que se anulam no infinito. Assim, podemos escrever
€,2
£> £t |dpl. (1.10)

Esse ¢ o limite de Bogomol'nyi da teoria e ele é atingido quando os campos obedecem
as seguintes equacdes de autodualidade (também conhecidas como equagoes de Bogo-
mol’nyt):

B =% (|¢] - v*) (1.11)
Dy = FiDa (1.12)

onde o sinal superior (inferior) corresponde a um valor positivo (negativo) de @p.

10



No limite de Bogomol'nyi os vértices nio interagem [31] e, no caso especifico dos
g y )

v'értices de Nielsen-Olesen, também nio possuem carga elétrica (p = 0 ) [27].

1.1.2 O modelo Chern-Simons-Higgs

Diferentemente dos vértices de Nielsen-Olesen, os vértices no modelo de Chern-
Simons (CS) sdo eletricamente carregados e, além disso, o potencial de Higgs agora ¢é
de sexta ordem. Um potencial desse tipo cria condigfes também para solucoes nao-
topolégicas embora, neste caso, o fluxo magnético nio seja quantizado [28, 29, 32, 25].

Vamos aqui adotar um procedimento ligeiramente diferente da secao anterior, i.e.,
vamos deixar que as equacoes de autodualidade indiquem o potencial de Higgs (U) que
satisfaca o limite de Bogomol'nyi. Embora simples, tal procedimento pode ajudar na
predicao de potenciais para modelos que admitam autodualidade.

O modelo de Chern-Simons Higgs tem como densidade Lagrangiana:
L= ike"PAF,, + D" Dy — U (1.13)
A equacio do movimento para o campo de gauge nesse caso fica:
k¥ = J¥ (1.14)

onde F* = 1e#PF,, e J# é 0 mesmo que em (1.5).
A componente zero da equagio do movimento é a lei de Gauss, nesse caso modificada

pelo termo de Chern-Simons, i.e.,
—-kB=p (1.15)

que integrada em todo o espago fornece uma relagao entre o fluxo magnético e a carga

topolégica mostrando que, nesse caso, os vértices sio carregados. Matematicamente,

@8] = Q] /% - (1.16)
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O tensor energia-momentum relacionado a (1.13) é dado por:
Tp,u = %(Dﬂ(b*quﬁ + Duﬁb*DMb) - npw['- (1-17)

Notemos que nio aparece explicitamente nenhuma contribuicdo do termo de Chern-
Simons para T}, uma vez que esse termo é topoldgico e ndo depende da métrica [33]. A

energia é dada simplesmente por:

£ = f d*z {1 Dog|* + D" Dip + U} . (1.18)

oQ

Como na secao anterior, podemos reescrever a energia tal que

2 U Jo
e

1
£ = fdz:c ¢ Do T 00/ 2U |87 +
{2 e 4|
+1 (D £iDy) ¢ F £B 4%} chjf J.dl (1.19)
T—00
Note que o segundo termo na equacio acima forca o campo magnétrico B(= —Jy/x) a

se anular sempre que ¢ o faz. Tal situacio é responsdvel por manter os campos dentro
de uma regido toroidal e ndo como nos vértices de Nielsen-Olesen, onde os campos sao
mais intensos no centro do vértice. Esse termo é fisicamente relevante por estabilizar
as solugbes ndo-topolégicas do modelo®. Como estamos interassados em solucdes que
possuam o limite de Bogomol'nyi e fluxo de campo magnético como limite da energia,
acrescentamos o termo +£B(v? — v%) & equgdo acima, tal que a reescrevemos como (jd

2 \RU T,

sem a integral de linha):
4 Y22 20
e

2 1
£ = %I@Bl+fdzm{2|¢|2 ¢ Do¢ F iy/2U |9 i

+31(Dy £4Dy) ¢* F £B (I — v?)} (1.20)

1Podemos comparar esse termo com 2 B2 /de?|¢|? obtido por Jackiw et al [28, 32] para um potencial
de Higgs de sexta ordem. Na realidade, reobtemos esse termo quando consideramos configurages de
energia minima.
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Impondo as seguintes condigdes de autodualidade:

6" Do = Li/219PU

Do Filro (1.21)

Il

e usando (1.15) ficamos com

&= %U2|@B| i/d%: (%('u2 — o) — A/ %&) B. (1.22)

Para configuracdes de campo ndo-triviais (B(z) # 0) atingimos o limite de Bogomol'nyi,
& = £v%|®p/, quando

UG6l) = g=5lof (I8 =)’ (1.23)

Esse é o potencial de Higgs considerado na literatura [28, 29, 32, 34] para se encontrar
vértices no modelo. A primeira eq. (1.21) pode ser manipulada para produzir uma

condicdo de autodualidade em termos de Jy, i.e.,

Jo = +e/2[¢2U. (1.24)

Assim, usando mais uma vez (1.15), o potencial como dado em (1.23) substituido acima

implica em
3
B = 2 16P (16 — o), (1.25)

que estd de acordo com a literatura [28, 29, 32, 34]. Note ainda que nesse modelo surge
um vinculo sobre o campo de gauge, a saber, A, estd relacionado ao campo magnético

por meio de (1.15) tal que, usando a componente temporal de (1.5}, ficamos com:

k B

Af = ——— .
" gf

(1.26)

Isso implica, é claro, que a escolha do gauge de radiacio (4 = 0) neste caso é proibida.

Esse modelo possue solugdes do tipo vértice topologicamente estdveis para as quais
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|¢| — v quando ¥ — oo ¢ também solugdes nao-topolégicas para as quais ¢ — 0 assinto-

ticamente (veja {28, 29, 32, 25, 34]).

1.2 Explicando a relagao entre a supersimetria e o
limite de Bogomol’nyi

E conhecido que a slgebra de supersimetria estendida impde uma relagao entre a energia
e a carga central de qualquer configuragio de campo (35, 36]. Em (2+1) dimensdes as
supercargas @ sao espinores reais de duas componentes, onde & é um indice espinorial
e LM = 1,2 sao indices internos de supersimetria. A relacao de comutagao entre as

cargas da dlgebra estendida é [35, 36, 37):
(@, O} = 2681 Py + Ce™Meyy (1.27)

onde P,s é 0 biespinor de energia-momentum que comuta com os geradores da supersi-
metria.

Sendo o comutador acima hermitiano, seu trago ¢ positivo semi-definido. Como con-
sequéncia,

M > |C| (1.28)

onde M é o autovalor do operador de Casimir® do grupo de Poincaré correspondente &
massa de repouso. A desigualdade acima tem a forma de um limite de Bogomol'nyi, mas
surge para qualquer carga central em uma algebra de supersimetria com ou sem carga
topologica.

Portanto, se temos em nossa teoria uma carga topolégica, esperamos que exista um

5Por definicio, um operador que comuta com todos os elementos de um grupo de Lie é dito ser
um operador de Casimir daquele grupo; o Casimir é entdo o autovalor desse operador [38]. Sendo
P? o operador de Casimir, tendo como autovalor M?, as representacdes irredutiveis da algebra de
supersimetria sao de massas iguais.
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limite de Bogomol'nyi, tal que

M = |2

a menos de uma constante multiplicativa, sendo @, em geral, um fluxo de campo magné-
tico®. Em teorias com carga topolégica, vemos que esse fluxo é proporcional grga to-
polégica como, por exemplo, na segdo anterior onde encontramos que & = ¢ /#. Sendo

agsim, podemos escrever

M > |Q) (1.29)

a menos de constantes. Isso quer dizer que a extensdo supersimétrica desses modelos
com carga topoldgica, que apresentam limite de Bogomol'nyi acima, obedecem a equagao
(1.27) como consequéncia de podermos ter uma corrente topologica conservada inde-
pendente das equagBes de movimento e podermos associar, a essas correntes, cargas
topolégicas que fazem o papel de Q2 [20].

Hlousek e Spector afirmaram que qualquer teoria supersimetrica com uma carga to-
polégica em (241} e (3+1) dimensdes possui um limite de Bogomol'nyi (1.29) bem como
uma equacio de Bogomol'nyi em forma de supermultiplete [21]. Segundo eles, isso é de-
vido a presenca automatica de uma 4lgebra de supersimetria estendida (1.27) nas teorias
supersimétricas com uma carga topoldgica e, ainda mais, que essa carga topolégica (1.29),
com as devidas normalizacoes, é exatamente a carga central da teoria (1.28). Esses fatos
foram primeiro observados em modelos particulares por Olive e Witten (1978) [39] e Lee

et al (1990) [25].

6Veja a secio anterior, onde M = £ (em unidades de h=c=1)
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Capitulo 2

Supersimetria N=2 e o modelo
Maxwell-Chern-Simons com

acoplamento nao-minimo

Neste capitulo, construimos uma versao supersimétrica do modelo Cremmer-Scherk-Kalb-
Ramond (CSKR) com um termo de acoplamento ndo-minimo com a matéria em quatro
dimensoes. Adotando um procedimento de redugao dimensional, baseado no formalismo
desenvolvido por Scheri{, obtemos um termo de Chern-Simons genuino (diagonal em trés

dimensoes) com supersimetria estendida N=2.
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Introducao

Modelos de gauge supersimétricos planares vém sendo bastante investigados nestes
altimos anos em vista das varias propriedades interessantes que esses modelos exibem.
Entre suas caracteristicas mais relevantes, podemos assinalar que eles possuem massa
invariante de gauge [40, 41, 42], sdo finitos no limite ultravioleta [43, 44, 45, 46] e ainda
que POSsUEm uma conexao entre a supersimetria estendida e a existéncia de solugoes
solitonicas autoduais [26]

Alguns anos atras, um modelo Maxwell-Chern-Simons (MCS) com momento magneé-
tico anémalo foi proposto [2] onde equagdes autoduais (equacdes de Bogomol'nyi) pude-
ram ser encontradas e configuracdes de vértice apareceram quando certas relagoes entre
0s parametros do modelo foram estabelecidas [17, 47, 19]. Comumente se aflirma que
existe uma relacio entre o aparecimento da autodualidade e a extensdo supersimétrica
N = 2 do modelo [20].

Nesse sentido, P. Navratil [48] apresentou um modelo MCS N = 2 com as carac-
teristicas acima. O trabalho recai sobre uma escolha especial de pardmetros a fim de
estender a supersimetria. Nesse capitulo também objetivamos uma versdo estendida
desse modelo, entretanto, ao invés de escrevermos nossa agio diretamente em (2 + 1)
dimensdes e vincularmos seus pardmetros para atingirmos a supersimetria N = 2, pri-
meiro formulamos o modelo N = 1 em D = 4 dimensoes sem tais vinculos acrescentando
um termo BF [49, 50, 51]. Tendo em vista uma interagio como a que estamos tratando
em D = 3, consideramos a matéria acoplada ndo minimamente a um potencial de gauge
2-forma em D = 4 com independéncia completa entre as constantes de acoplamento.

Ap6s uma reducio dimensional conveniente da acio em campos componentes de (3 +1)
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para (2 + 1) dimensdes, ficamos com um modelo de gauge N = 2 com um termo de
Chern-Simons e com interacio nao minima com o setor de matéria sem vinculos nas
constantes de acoplamento.

Como discutimos adiante, nosso processo de redugao dimensional tem que ser comple-
mentado por identificacbes convenientes de alguns campos, identificagoes essas que nao
quebram as supersimetrias do modelo. [sso é necessario para assegurar que um termo de

Chern-Simons genuino apareca em trés dimensoes.

2.1 A acao supersimétrica N=1-D=4

Campos vetoriais de gauge e a 2-forma de gauge sio, de acordo com o contetido dos
supercampos da supersimetria N=1, D=4, acomodados em um supermultiplete escalar
real e em um supermultiplete espinorial quiral, respectivamente. Neste sentido, iniciamos
com a seguinte agao em supercampos:

. 1 -
S1p = / d*zd?6 {féwawa +d%0 | =57+ ;ng + %«be%%e“gg} } (2.1)

onde m é um pardmetro de massa, h e g sio constantes de acoplamento e ®, W e V
sao respectivamente um supercampo escalar complexo quiral, uma intensidade de super-

campo e uma superconexao de gauge:

b = el (o(a) + 6 xa(z) + 625(z)) , Da® =0,

we = —-jI_EQD“V, (2.2)

V = Cz)+ 6%a(x) + 0:5° + 0°H (z) + 8 H*(x) + 00 GA, +
629 (X— %E“aﬂb(m)) +7%0 ()\ - %o«ﬂaﬂﬁ(m)) + 627 (A(a:) . %DC’(;B)) .

Aqui D, ¢ D, sao derivadas covariantes de supersimetria

D, = 0, —z'o”;d_édaﬂ
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E{l — —6d+i9a0";a6#. (23)

e G é definido em termos de um supercampo espinorial quiral,

g-" (D"“Ea - D;E‘i)

oo |

onde

S = () + 8 e(x) + 67 [{a($) n iagdaﬂ"‘(:c)] i85 80,p (x)

—i8*06°8, pa(2) — 392525% z), (2.4
# 4

tal que DX, = 0.
As representactes irredutiveis do grupo de Lorentz, que estdo contidas em 24,(z),

podem ser separadas como segue:
Qo = €pep() + (6*),, B (),
sendo p(z) e By, (z) campos complexos definidos como:

plz) = P(z)+iM(z),

B, (z) = % B,.(z) —iB’W(x)] , (2.5)
com
B#V(*r) = %EﬁwaﬁBaﬁ(:C)- (2.6)

Definido dessa maneira, By, exibe sua natureza autodual:

Bp.u = iB,uu- (27)

Quanto a B,y, €le é uma 2-forma a qual, no modelo Cremmer-Scherk-Kalb-Ramond
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(CSKR) [52, 53]', aparece explicitamente quando projetamos a eq.(2.1) em componentes
(por isso nos referimos a G como um multiplete tensorial [55]) O papel dos outros campos
componentes introduzidos acima se torna claro depois. Por hora vamos mencionar que
o nimero de graus de liberdade ndo é, na verdade, tdo grande quanto parece. Para
exemplificar, sabemos que tanto ® como %, sdo supercampos quirais e a superconexao

V quando sujeita ao gauge de Wess-Zumino toma a forma:
V = 004TA, + 6208 + 076\ + 0%0° A(z). (2.8)

Entretanto, anteriormente o escrevemos em sua forma mais geral (2.2) somente porque
algumas das variacoes de supersimetria exibem explicitamente os campos compensadores.
Como é usual, a intensidade de campo Fj,, junto com o gaugino A e o campo auxiliar A
sdo encontradas apenas numa representacao da dlgebra de supersimetria . De fato, o uso
de uma expressao completa para ) torna mais facil a tarefa de determinar as propriedades
das transformacdes de supersimetria dos campos componentes e nos permiite encontrar as
identificacdes de campos necessarias para formular uma teoria de Chern-Simons em 3D.
Notemos também que, na acdo, o supercampo espinorial (2.4) aparece somente através
de G, o qual carrega metade dos graus de liberdade de X,. Em outras palavras, ¥,
ndo aparece, de p aparece somente a componente M e, da mesma maneira, 13, aparece
somente através de G, tornando claro quais séo os graus de liberdade relevantes.

A expansao em campos componentes de G é:

1 i P DU
g = ——§M+ 49 ga 49a£ + 29 Uatig G.M
- . _. 1 .-
+%9“o§é9*’-aﬂga - %9202"&9“8”5“ — §9292DM, (2.9)

onde Gy« € seu dual, @”, sao dados por:

Gopr = 0OaBuv + 0uBua + 8, Bay,

105 modelos de Cremmer-Scherk e Kalb-Ramond sdo duais no sentido que possuem a mesma equagio
master, como estd mostrado na ref. [54] através de redugio dimensional.
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A 1 o
Gu = gEmwasC & (2.10)

Quando tomamos o superpotencial espinorial £, no gauge de Wess-Zumino, a para-
metrizacio descrita acima para ¢ tem uma certa vantagem no sentido de que os graus
individuais de liberdade carregados por £, podem ser agrupados em combinagoes conve-
nientes para que correspondam somente aos campos fisicos.

Antes de analisarmos a acao (2.1) em termo dos campos componentes, notemos que
o acoplamento entre a matéria e 0s campos de gauge exibe a exponencial usual do su-
perpotencial ¥V, bem como uma exponencial do supercampo G. Essa dltima tem mais
conseqiiéncias uma vez que carrega campos componentes invariantes de gauge que po-
dem aparecer na acdo em todas as ordens e nao podem ser reabsorvidas por redefinigoes
dos campos, como é o caso do campo M que aparece na expansio de §.

Finalmente, escrevemos abaixo S;p em componentes:

1 1
Sip = /d4$ {—ZFWFW + EJ,TGuaﬁG”aﬁ + mE“mﬁA#avBaﬁ
20 4 SRIG,A + 8, MO"M + 58,2 +imATE — 4mMA
. 2
L 29M () [V#(,OV”(,O* + %—XI‘“VMEJX — %aﬂM (XT I#Ep" + EF M X )

2 2
+2 (BT TRX Vi + XTLT#EV,0) — i P B0, — BN T,E

+lof? (2hA +ighATsE — ¢*0,M* M) — h(@AT X + @* AT X)

: 2 0 2_
+ (S - %YFLE + %EFLEW) (S* + %"—XPRE + %EFRE@)} } . (211)

onde organizamos os campos fermidnicos para formarem espinores de Majorana de quatro
componentes da seguinte maneira:

() = ulo) , X = Xa , A= A‘.l ,

&4 () x* A

(1
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e a corrente 7, sendo dada por

ih’ * &
T :_'é‘ (©"Vaup — oV ) (2.12)
com
V0= (a“ 4 ihA, + igé',u) 0. (2.13)

Ainda na acfio aparece uma derivada covariante acoplada com ['s que é dada por
Vs X = (aﬂ —ihA,Ts — igéufg,) X (2.14)

E interessante ver que os trés primeiros termos da Lagrangiana (2.11) formam a parte
bosénica do modelo CSKR e, veremos nas segoes seguintes, que o termo misto que envolve
A, e B, pode ser manipulado para produzir o termo CS usual em 3D. Notemos que o
primeiro termo entre colchetes é a parte cinética que corresponde ao acoplamento nao-
minimo da matéria escalar com os campos de gauge do modelo CSKR. Esses quatro
termos definemn uma teoria de gauge invariante e serdo cuidadosamente analisados ja que
servem de guia para conectar ambos os grupos de gauge, presentes no modelo através de
A, e B

Como estamos interessados em escrever espinores de quatro componentes, escolhemos

a seguinte representagio para matrizes I'* em (3+1)D:

0 o
IV.L — ab
ghat ()

E claro que a acio é independente de tal escolha. Na préxima se¢do adotamos uma
representacio de Majorana para fazermos a redugdo dimensional.
Abaixo escrevemos as variacoes de supersimetria dos campos em termos de espinores

de quatro componentes:
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bxe = 2645 — 2ic*.e*D,o, (2.15)

) = *ifdﬁ'#daDMXa + th,iéji(p;
‘ i_ =, i
5” = —_li ¢ — —gt a
] 25 £ 25 £
56, = 26“’“(6 M - uﬁﬂ), (2.16)

S = ket (0"t + 15 (6, B8

a

SA* = ¢° “.X& — EaTMON
dha = QEaA + 20 ba”bbEwa, (2.17)
OA = —55 “ot O, A — §5aa”““8 Aa-

Estd claro acima que o primeiro e segundo grupos de equagoes formam respectivamente
duas representacdes irredutiveis da algebra de supersimetria enquanto que o 1ltimo, jun-

tamente com 0 termo

5Fyy = %01aal N — £t 8 Aa, (2.18)

encerram outra representacao. Por outro lado, A, transforma-se com os campos compen-
sadores b e b mas podemos sempre escolher o gauge de Wess-Zumino para elimina-los. De
fato, nao tem nenhuma importancia exibir as transformacées supersimétricas dos campos
compensadores ja que eles sao nulos nesse gauge.

Abaixo escrevemos as variacoes dos campos em termos dos espinores de quatro com-

ponentes:

(5@ = EFLX
6X = 2(8— 4D, )€ +2(8F — il D) TrE (2.19)
65 = —iET*TD,X + 2hETRAy
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M = %31”55
5 = o (TedM —iG,) € (2.20)

s — %Erwauz

§F, = ETVI0%A
i
SN = 2AE — ST E,E (2.21)

71—
5A = —ETMO.A,

£ sendo o parametro (infinitesimal) espinorial de Majorana da transformagado super-

simétrica, dado por:
ga

&t

2.2 Reducgao dimensional de D=4 para D=3

A partir de agora identificamos os indices de Lorentz quadridimensionais por j =
0,1,2,3, enquanto que no espago-tempo tridimensional, p = 0,1, 2.

Vamos primeiro realizar a reducio dimensional do setor bosénico da agao (2.11). Para
isso, exigimos que os campos em D=3 sejam independentes da coordenada z; [56, 57],
i.e.,

O3(campos) = 0. (2.22)

Por outro lado, assumimos que a componente i = 3 dos campos vetoriais do espago
D=4 sio tomadas como campos escalares independentes no espago D=3. Nesse caso, a
invariancia de Poincaré SO(3,1) estd sendo quebrada em um produto direto da invariancia
de Poincaré SO(2,1) e um fator U(1). Assim, A, estd na representagao vetorial do grupo
de Lorentz e é um singleto desse grupo U(1) associado, enquanto que Az fica sendo
um campo escalar independente. Os graus de liberdade relevantes (fora da camada-de-

massa) de By, sio B, e Bys. Portanto, no espaco tridimensional fazemos as seguintes
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identificagoes:

N=A% Bt=B% Bw=gwrz,
0, 7" = —G*, O"B®— 8"B" = G*, (2.23)

com g"*? = ¢3¢ Em vista disso, na reducao dimensional os termos bosénicos reduzem-se

da maneira abaixo:

1 1
—EGﬁpﬁG#up — fiG”uG;w + B#Z'LLB,,ZU,
1 . 1 1
—ZF‘},“,F#U — *ZF“,,F'LW + 56#N6“N, (224)
me 3 APYP B s 2me,,, AO” B + 2mN B, Z*,
V'V — V0 VRS — (hN — g8,2") [l

Em relagao & redugio dimensional do setor fermidnico, devemos mencionar que sempre
se pode construir uma representagio da dlgebra de Clifford na forma de um produto
tensorial de matrizes de dimensdo menor. Usando I'? para as matrizes de Dirac em 4D

e v* em 3D, uma escolha conveniente para essas matrizes é a seguinte:

! = jo,, e v = io,, temos uma representacio de Majorana tanto

Tomando 7° = oy, v
em D=4 quanto em D=3. Dessa maneira, um espinor de Majorana em D=4 ¢ real e se
divide em um dubleto de espinores de Majorana em D=3.

Antes de reduzirmos o setor fermidnico, notemos que nesta representacio os graus de

liberdade relevantes dos espinores de quatro componentes se reorganizam segundo

X - {x, w)
- & ¢ (2.25)

1]
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A = (A1),

o que possibilita a formagao dos seguintes espinores de Dirac de duas componentes em

3D:

Xy = x+tiaw
=y = 43¢ (2.26)

Isto é, os férmions de Majorana de duas componentes (por exemplo, x € w) correspon-
dentes a cada espinor em 4D {por exemplo, X) tornam-se completamente independentes
apés a redugdo para 3D e, além disso, na agado reduzida eles aparecem como espinores
de Dirac na forma particular indicada acima (2.26). De maneira andloga, o parimetro

infinitesimal de supersimetria quebra em dois espinores desassociados
E > (£,0) —ex=¢=+1d, (2.27)

revelando a existéncia de duas supersimetrias no modelo reduzido.

2.3 O modelo N=2 em D=3

Em termos dos campos bosdnicos e dos campos férmions de Dirac definidos acima

em D=3, a aclo tridimensional fica:

Sip = / &z {-%FM,,F’“’ - %GWG”" + 2mer 4,8, B, + 207 + (8,2%)?
i
1
—4mMA +2mN9, Z* + 9, MM + M [V, 574" — (AN = g0, 7%)" i

- ~ - ~ X
+%A_a A_+1E g=_+ %m(ma_ ~ K Z) + 50NN

+%(hN — GO I X X+ %(Bflynx_ +X.VX,)

L E PX- + TayEy) Vg~ 1 (E-Xop + X297) (AN — 98,2
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g - — oy = N =

—ZaﬂM (X_'y”:,tp +Z X ) - ’L%(,D 0 (:_;?:_ +=, _4+)
2

9" (1 = = .

+21—h (E(C—V“Juu- -2+ ju~+) +Z_E_h(hN - 93#2“)9090 )
9 igh — . = 2 " h, — o~
+|§0| 2RA -+ 7(A+:‘— — :._A+) — g B#Ma M) — §(QOA+X_ + @ )&_A_}_)
ig ¢ =

Podemos ver na expressao acima o “termo de Chern-Simons” misto, muito embora nao se
saiba todo seu significado fisico. Ainda assim podemos dizer que o setor bosbnico carac-
teriza uma teoria de gauge estatistica que preserva a paridade e que, eventualmente, pode
estar relacionada com a supercondutividade & temperatura finita [58, 59]. Neste ponto,
devemos chamar a atencio para o campo Z,, dual da 2-forma B, em trés dimensoes.
Sen termo cinético nio é construido de uma intensidade de campo da maneira usual,

como é o caso dos campos de gauge vetoriais ordindrios. Sua transformagao Abeliana

52, = Loy 0
mostra qie sua parte transversa pode ser anulada por uma escolha de gauge (isso se deve
ao fato que apenas sua parte longitudinal se propaga fora da camada-de-massa). Esse
tipo de campo ndo corresponde a qualquer excitagao fisica e, ainda mais, o campo de
gauge 2-forma B, associado nio apresenta graus de liberdade on-shell em D=3. Assim,
apesar do terno cinético de Z, propagar apenas a sua parte longitudinal, nao se corre
o risco de presenca de ghosts no espectro, ja que nenhuma dindmica esta assoclada ao
campo Z. De fato, na aproximagao de campos livres, a dinmica de Z é completamente
determinada pela propagacao do escalar fisico N.

Mais A frente encontramos um resultado interessante vindo de uma inspecaoc mais
detalhada da Langrangiana (2.28) e das transformacdes supersimétricas, sugerindo uma
identificacio simples entre alguns dos véarios campos presentes no modelo. Na verdade,

como propomos a seguir, a divergéncia de Z,, G, serd identificada como a componente
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auxiliar do supercampo de gauge em 3D. Agora, vamos apresentar as transformagoes de

supersimetria que atuam sobre os campos 3D. O multiplete escalar transforma-se como:

1
6(10 — §E—X+7
55 = —%g+ (] — ihN) X, + hes Ay, (2.29)
§X, = 2Se,+2(hNyp—iDyp)e_,

5X. = 25+ 2(ANg" —iDy") ey

as transformacdes do multiplete vetorial sio dadas por:

SN = —%(§+A+ +e A,
SAy = (2A+i@ N)ey % v, Frey, (2.30)
SA = _%(aa A +e_@gA),
SF* = —%(§+5“”A7ABUA+ — E_e"Apd,AL),

e, finalmente, as componentes do multiplete tensorial se transformam de acordo com:

2

oM = Z(#EL*E—EQ,
62 = A2PM +10,2")eq — 2i7,G ey,

50,2 = F(EFE- ~F P24, (2.31)
SGY = —%(E_s“”’\ma,,E.F+€+5”")"y;\3 =)

Essas transformacées mostram por um lado que S3p é na verdade supersimétrica N=2 e,
por outro lado, elas exibem a chave para obter a Lagrangiana de Chern-Simons tornando
manifestos os graus de liberdade para realizar a dlgebra de supersimetria estendida.
Uma vez que as leis de transformagdo N=2 foram obtidas, vamos demonstrar que
a agdo (2.28) pode ser convenientemente manipulada para nos dar um sistema mais

familiar, a saber, a extensio supersimétrica do modelo MCS nao-minimo.
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A primeira tentativa natural é associar os dois campos vetoriais de gauge procu-
rando o correspondente fermidnico sem , no entanto, quebrar nenhuma das duas super-
simetrias. Fazendo isso chegamos a conclusio que, identificando simplesmente A, com

B, (A, = B,), podemos completar as identificacOes restantes:
¢,
N==-M, A=—-—2G° Ai= i§:$ (2.32)

atingindo assim a conexfio entre os dois grupos de gauge iniciais e obtendo, dessa maneira,
o modelo MCS supersimétrico N = 2 com acoplamento nio-minimo. Como os dois grupos
de gauge se transformam identicamente sob uma transformagao de simetria, podemos
identificid-los sem quebrar a supersimetria.

A identificacio entre A, e B, é para ser entendida como parte de nosso ansatz de
reducdo dimensional. Devemos ter mente que nosso objetivo aqui é obter um termo de
Chern-Simons genuino. Isso pode ser feito j4 com a agéo, contanto que nenhuma incon-
sisténcia apareca nas transformagoes de supersimetria para 0s campos componentes. A
dlgebra de supersimetria resulta ser consistente com esse ansafz e pode ser visto com-
parando as eq®. (2.30) e (2.31) juntamente com as identificagdes (2.32). Chamamos a
atencio para o seguinte fato: a nao identificagdo entre A, e B, produziria dois modos
fisicos, a saber, um vetor sem massa e um vetor massivo. Assim, a redug@o com e sem a
identificacio desses potenciais leva a dois modelos inequivalentes. Nosso ansatz trabalha
no sentido de fazer um mapeamento entre os modelos.

H4 ainda um outro ponto que merece ser comentado mais uma vez em relagdo a
identificacdo dos campos. O modelo original quadridimensional exibe dois fatores U/ (L) e
o aparecimento do potencial vetorial extra B, no modelo reduzido compée uma simetria
adicional, cujo pardmetro escalar vem da redugio do pardmetro vetorial da simetria

Abeliana da 2-forma em quatro dimensoes, i.e.,

§BF = gy — greP
§B% = —gp
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sendo # = &% um parametro escalar. Caso ndo tivéssemos identificado os potenciais,
o modelo tridimensional apresentaria uma simetria [U(1)]>. Com nosso ansatz, essa
simetria para o modelo reduzido mantém ainda uma invariancia U(1) x U(1). Claramente,
essa identificacdo impée também o mesmo entre os pardmetros associados as simetrias
Abelianas ligadas a A, e a B, i.e., « = § (sendo 64, = —8,a). Na verdade, a simetria
residual do modelo 3D é na realidade uma simetria U(1) simples, j4 que podemos fazer
uma escolha de gauge sobre Z, e eliminé-lo de tal forma que os campos de matéria nao
tenham carga relativa a invaridncia U(1) associada a esse potencial de gauge.

A fim de obter a acio 3D com os fatores cinéticos usuais é conveniente redefinir os

supercampos e as constantes de acoplamento da eq. (2.1) da seguinte maneira:

V= V/V3, G G/V3

3
h—V3h, g3, m— e (2.33)

Feito isso, a eq.(2.1) torna-se:

1 1 1 1
— 4 . 42 n a 2 T2 - 2RV 496G 234
Sap fd zd*0 { GV Wa + &0 | =20+ crVG + S BMVe @]} (2.34)

nos dando os termos da acdo N=2 supersimétrica do modelo MCS com acoplamento

nao-minimo:

1 1
‘SI\A;E'?S' = /dsw {_iFqu'W + gE#uaApauAa -+ 2A? + EBuNa“N + 26NA

+%K_(i@ +r)A- + %Y [V,0V* " — (hN — 2gA)? |of?
1
_ 8
+2 (ReVpX- = he) - (hN = 298) (R4 X_p + huc)

1 — _
+7 (N = 298) X, X, + (XY X+ X,V Xy)

ig? o . - P~ _
“—”Z—auN (X _v*Arp” — A X_p) — z%ao (AP AL +A_GA)
271 - — —
+8 (RGN~ 1T+ Rah N - 293)14F)

+ipl? (2hA + 2ghA AL — g?0,NO*N)
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h, + e 95 7
*E(QOAA;.X_ -+ QD*X_A+) + ‘S + §X_A_ — EQOA_,_A,

2} } , (2.35)

Vi = (8 + kA, + igh,) . (2.36)

onde agora

Note que essa ultima redefinicio (2.33) muda somente os fatores multiplicativos dos

termos cinéticos e de massa topoldgica mas nio dos termos de interagao.

Concluindo este capitulo, ressaltamos que a estratégia adotada para a construgao do
modelo Abeliano de Maxwell-Chern Simons com supersimetria estendida N=2 consistiu
na formulacio do modelo Abeliano em D=4, com uma supersimetria simples, ¢ sua
posterior reducio dimensional para trés dimensdes. Poderfamos ter adotado o ponto de
vista de construir 0 modelo N=2 diretamente em D=3, porém tal processo envolveria
uma analise bem mais complicada de vinculos no superespago. Os dois métodos sao
equivalentes, a menos de redefinicoes de campos. Assim sendo, a primeira estratégia

parece-1nos mais objetiva.
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Capitulo 3

Vortices autoduais

Neste capitulo encontramos vértices autoduais no modelo Maxwell-Chern-Simons com
momento magnético anémalo. Desenvolvido o modelo supersimétrico N=2 no capitulo
anterior através do nosso ansatz de redugdo dimensional, seu setor bosonico apresenta
uma classe de equagdes de movimento de primeira ordem conhecidas como equagoes de
Bogomol'nyi, as quais, juntamente com o potencial de Higgs encontrado a partir do campo
auxiliar da superconexio de gauge, originam solugdes que apresentam fases topologicas

e nao-topoldgicas com estruturas solitonicas bem definidas.
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Introducao

A Como foi mencionado na Introducao desta tese, alguns anos atras, foi proposto
um modelo Maxwell-Chern-Simons com uma interacao adicional devida ao momento
magnético anémalo [2, 1], no qual sio encontradas configurages autoduais do tipo vortice
sempre que relacbes convenientes entre os parametros do modelo sejam obedecidas [60].
Um fato importante que surge da analise de modelos dessa natureza é uma relacao entre
a propriedade de autodualidade e a extensio supersimétrica, relagio essa realizada por
meio de uma conexio entre a carga central do modelo estendido e a existéncia de nameros
quénticos conservados [20]. Muito embora uma razio fundamental para esta conexao nao
tenha sido dada até agora, em certos casos parece ser inevitavel encontrar a extensao
supersimétrica N=2 de um dado modelo bosbnico a fim de obter um potencial de Higgs
adequado e condigoes de Bogomol'nyi compativeis com as equagoes de Euler-Lagrange.

Nesse sentido, no capitulo anterior, conseguimos encontrar um modelo MCS super-
simétrico N=2 com acoplamento ndo-minimo. Nossa estratégia consistiu na formulacao
de um modelo de gauge N=1-D=4 com um termo BF, livre de vinculos sobre as constan-
tes de acoplamento!. Apds uma reducio dimensional conveniente da agao em componen-
tes de (3+1) para {2+1) dimensdes, obtivemos um modelo de Maxwell-Higgs N=2-D=3
com um termo de Chern-Simons € uma interagio de momento magnético com o setor de

matéria.

Adotando esse procedimento, criamos a possibilidade de manusear livremente os

INosso procedimento é para ser comparado com o da ref. [48] que, por sua vez, recai sobre uma
escolha especial de pardmetros a fim de ter uma supersimetria estendida construida diretamente em
D=3 dimensbes. Vinculos similares sio também necessirios para encontrar uma extensdo N=2 do
modelo Maxwell Higgsl [26] e Chern-Simons Higgs [25].
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parimetros do modelo, permitindo-nos obter solugdes topoldgicas autoduais mesmo no
regime critico para as constantes de acoplamento [25, 26, 17, 48]. No presente capitulo
encontramos as equagoes de Bogomol'nyi e o potencial de Higgs necessarios para permitir
vértices autoduais, topolégicos e ndo-topoldgicos, num modelo MCS acoplado ndo mini-
mamente, o que é o principal resultado no capitulo. A anédlise de uma ampla variedade

de configuragoes de sélitons autoduais é apresentada no final do mesmo.

3.1 O modelo nao-minimo

No capitulo anterior apresentamos a Lagrangiana supersimétrica N=2 (eq. 2.35). Ela
exibe, em sua parte bosonica, 0 modelo MCS ndo minimamente acoplado que vamos
analisar aqui. Esse acoplamento se faz necessdrio para nosso propdsito principal de

encontrar uma fase topoldgica na teoria. Assim, temos:

1 1
L o= =3B+ 5GO,MO"M + &MV, 00" + SAFF“

4" H
+ {247 — 26MA + A — ¥ M| [(eM + 29A)* +2eA] }, (3.1)

sendo que definimos

Vup = (0, —ieA, —igF,) @

Glp) = 1—2¢%e*M|p|? (3.2)

onde, por conveniéncia, escrevemos i — —e e g — ~—g; 0 termo 1A corresponde ao termo
de Fayet-Iliopoulos que incluimos na Lagrangiana a fim de permitir a quebra espontanea
da simetria de gauge [37]. A seguir, encontramos o potencial de Higgs correspondente a
Lagrangiana 3.1 necessrio & obtencgdo das relagdes de Bogomol'nyi.

A equacio do movimento para o campo auxiliar A é

€

A:Z"é

2
(2629M|(,0|2 S Nl Ve 4ge29M|<,0|2M) (3.3)
e
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onde escolhemos 7 = ev?. Substituindo a equagio acima no termo entre chaves na eq.

(3.1) obtermos o seguinte potencial de Higgs:

2

U:é*é

9 2
(2629M|g0|2 — v+ M 49629M|cpf2M) + MM (3.4)

que depende de dois campos escalares: M (real) e ¢ (complexo). De volta & Lagrangiana

(3.1), a escrevemos como:

1 1
L= _ZFEV + icaﬂMaﬂM + engV#goV“go* + “EA;AFH -U (3.5)

a qual terd um papel importante em nossa discussdo. Primeiramente vamos definir as

seguintes correntes:

ie % *
H.u - '—5 (‘P D#QD—QDDPLQD)

€ * *
Ty = _‘2” (Cb vud’_ vauﬁb ) (3-6)
onde ¢ é um escalar complexo parametrizado em termos de M e ¢ como dado abaixo,
¢ =2eMp. (3.7)

Como discutiremos na proxima secao, o campo escalar ¢ é identificado como o campo
fisico em termos do qual os vértices sdo especificados. Em termos deste campo, a equagao

do movimento para o campo de gauge pode ser escrita como:

Qe 4 KFP = T 7 ge‘“”’auj,, (3.8)
onde a componente temporal determina a “Lei de Gauss” modificada

8,E; + kB + geija,;j;- + Ty =0. (3.9)

Os modos invariantes de gauge sdo agora de curto alcance devido ao termo de massa
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topoldgica resultante da equagdo acima. Por isso, o primeiro termo acima tem uma
integral que, quando tomada em todo o espago, se anula. O terceiro termo corresponde
a uma integral de caminho num circunito fechado, de raio infinito, que também se anula
para configuragtes de energia finita. Por conseguinte, teremos que a carga das solugoes

de vortice estd relacionada com um fluxo magnético diferente de zero por:
Q) = xPp, (3.10)

onde &5 = — [ d?zB.

3.2 As equacgoes autoduais do movimento
O funcional energia correspondente a Lagrangiana (3.5) é dada por

£ = /dzz {;G (B* + E) + %GBUMB[,M + %G&M@M

+e*M Dy Do+ M DDt + U} (3.11)

a qual podemos reorganizar da seguinte maneira:

1 2 ?
£ = [ dzli6{BF 2 (262M|p] — 02+ M + 49e2M |2 M
2 2G €
1 1
+eB (e29M|cp]2 — 51)2 F oM+ geggM}(p]QﬂJ) + §G (E; £ B M)*
e
TGEO:M + e29M( |Dop = ieMop|* £ 2M Hy + |(Dy £ 4D,) |
1 1
:E*EijaiHj %:GB|(,0|2 + §G80M80M)} (312)
e
Note que o termo nao-minimo que estava incluido na derivada V,, embora agora
nio estando explicitamente escrita na equagao acima, tem um efeito implicito através de
G(p). Os termos lineares em F), nfo estao presentes na energia porque sao independentes

da métrica.
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A procura do limite de Bogomol'nyi para a energia produz as equagdes autoduais de

uma maneira natural,

2
By — (2829M|(p|2 — v’ + _eEM + 4gngM[<p|2M) =0

2G
E,4+3M =0
Doy FieMp =0 {3.13)

(Dy +iDy) ¢ = 0.

Usando as seguintes identidades:

1 1
EBQQMEijaiHj = 5238 J? + a E; — Ez_; (a M) \7 2g2629NI|(p|2EiaiM

2e?M I, = jg — ege29M|<pJ2,
integrando por partes e retirando os temos de superficie, finalmente obtemos:

2
ev
£ = ﬁ|@5| +/d2$ :l’:ﬂ/lr (._70 + gzzij@ij} + kB + 81-E1-)
1
+— G@oMaoM + 61]8‘73 i 8 E; }
Se, por um lado, os dois ltimos termos desaparecem sempre que integrados em todo o
espaco, por outro podemos usar a Lei de Gauss [eq. (3.9)] e, considerando configuracoes
estdticas, atingimos, entdo, o limite inferior para a energia, ou seja, & = %|<I>B|.
Para encerrar esta segdo, vamos expressar as equacoes autoduais e o potencial de
Higgs em termos do campo ¢; fazendo isso, obteremos expressoes mais Utels para nossos

propdsitos futuros. Assim, as eq?. (3.13) ficam

2
B:p—(w u2+fM+zg|¢|2M) =0
AgxtM = 0 (3.14)
Vip+iVed = 0
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e o potencial de Higgs é reescrito como:
U e? |¢5‘2 2 2}{,M+2 lqﬁ‘?M 2+ 2 M2‘¢|2 (315)
—_ — —_ — — . Ao
8G e g g e

Notemos que, para ¢ = 0, a equagio acima fornece o potencial de Higgs do modelo
MCS minimo como dado pela Lagrangiana supersimétrica encontrada na ref.[60], como
esperado. E importante notar que o sistema tem dois minimos degenerados, ou seja,
urna fase simétrica para a qual |¢| = v, M = 0 e uma fase assimétrica onde ¢ = 0,

M = ev®[2k.

3.3 O acoplamento anémalo critico

Vamos analisar agora um valor muito especial do acoplamento anémalo, a saber,
e — —E/K,, (316)

para o qual as equacdes do movimento (3.8) reduzem-se a primeira ordem, como no

modelo Chern-Simons puro (sem o termo de Maxwell)%. 5 importante salientar que esse

valor é o mesmo que foi fixado para obter um modelo MCS nio-minimo supersimétrico

N=2 em D=3, como fez a ref.[48], entretanto, somente um potencial de Higgs simétrico,

#”, é encontrado produzindo, apenas, solugdes nfio-topoligicas (veja também [17]).
Assim, para g = ¢, temos

j,u: KJF# (317)

da qual a componente temporal é:
e 2 2

Mostraremos agora que, em nosso modelo, podemos fazer tal escolha, g = g, sem vin-

2Essa escolha produz o que chamamos estatistica fraciondria, a qual descreve anyons. Veja, por
exemplo, {2, 1] e suas referéncias.
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cularmos o potencial a uma fase puramente simétrica. Encontraremos também vortices
topoldgicos, contrastando com tentativas anteriores [17, 48|.
Usando Ay = FM [veja eq.(3.14)] e definindo v por meio de K = vev (com v > 1

para configuragdes de energia finita) temos

J¢I2
— |

Por outro lado, as relacées de autodualidade (3.13) fornecemn também

B = qi'yeUM (3.19)

i L

B =
2 *r%? 1)

‘27 + yev M.

Assim, para v definido como o valor maximo de |¢|, podemos combinar as equag¢des acima

para obter

s
2w
e 19 (197 — »?)
B = S (3:20)

Note que o campo M desacopla dos outros campos, t.e., pode ser escrito apenas em
termos do campo de Higgs, ¢. Outra caracteristica interessante do modelo bosonico
que encontramos € que ele apresenta, também no caso critico, fases topologicas e néo-

topolégicas, a saber:

_ et gP(|gl® — v?)?
U= (3.21)

Note que para x — oo (y >> 1), ele comporta-se como o potencial de Higgs tipico do

modelo de Chern-Simons puro [25], como esperado.
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3.4 Anailise das solucoes autoduais

Assumindo urma simetria méxima (axial), adotamos o seguinte ansatz para encontrar

os vortices autoduais compativeis com a condigdo de energia minima:

$(r,0) = vR(r)e™

Alr) = ;% la(r) — n], (3.22)

onde R e a sao funcoes de 7, e n ¢ um inteiro indicando a carga topolégica do vértice.
Entiao, o campo magnético fica
1
B=—d

er

0 que irplica para o fluxo

@y = 2 [a(0) - a(oo)

Uma vez que temos, em coordenadas polares,
: )
8y £ 10, = ¥ (ar + a(,) ,
T

as eq®. (3.14) podem ser escritas como:

R\ dR a
(1-5) G =

1da _ R (R* - 1)

- i Sl A 2
'rdr:F (v* — R?) 0, (3.23)

onde usamos (3.20) junto com uma redefini¢do da coordenada r, a saber, r — gr.

As condicées de contorno no infinito resultam da condigdo de energia finita, enquanto
que para evitar um comportamento singular escolhemos adequadamente os valores na
origem. Em outras palavras, na fase topoldgica impomos R(oc) = 1 e a(oo) = 0 para

uma vorticidade n que ndo seja a trivial (n # 0). Sob essas condigdes, a partir de (3.23)
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Tabela 3.1: Alguns valores de ¢, paran =1,2,3e v = 1.5, 2.0,4.0.

YN 1 2 3
1.5 | 1.7948 x 10—+ 2.0538 x 102 | 1.4206 x 1073

20 [1.0664 x 1071 1 9.1194 x 1073 1 4.7256 x 101
4.0 | 28118 x 1072 | 1.1979 x 1073 | 3.1004 x 1075

a(r) ~ n—c,r", (3.28)

sendo ¢, = 2(n+1)/707". Esta iltima relacio é obtida expandindo a eq.(3.26) em torno
de r = 0; entretanto, os valores numéricos precisos das constantes ¢, sdo determinados
pela forma dos campos no infinito ¢ ndo na origem. Para encontra-los, resolvemos nume-
ricamente as equacoes autoduais por meio de um procedimento iterativo dando um valor
inicial para c, que é corrigido cada vez que impomos B — 1 e a — (, sitnultaneamente,
no infinito (ver Tabela 3.1). Algumas solugdes estdo mostradas na fig.1 para os casos
n =1, 2,3. Notemos a estrutura anelar dos vértices topoldgicos apresentada pelo campo
magnético B (veja fig.2 e fig.3) que é semelhante a apresentada pelo modelo de Chern-
Simons puro [28]. As configuragdes para n < 0 estdo relacionadas com as de n > 0 pela

transformacio o« -+ —a e R — R.

Vamos analisar agora o setor ndo-topoldgico do modelo. Neste caso v nao é mais um
parametro relevante (ja que o campo de Higgs é nulo no infinito), mas podemos, por
outro lado, usar o mesmo ansatz (3.22) com v = «/e (v = 1). Neste caso, o sistema de

equacoes diferenciais torna-se mais simplificado

1da
2 = =R?
T dr T
dR al?
& T Tra-my (3:29)

embora admita ainda solugdes soliténicas. A forma dessas solugbes é andloga aquelas

encontradas com o potencial ¢? considerado na ref. [17], muito embora, em nosso caso, a
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fase simétrica do potencial surja de U = %lq‘:lg ( ’;—; — |¢5|2) e as estruturas solitonicas ndo
sejam, obviamente, idénticas. Devemos mencionar, no entanto, que na situacao presente,
diferentemente do trivial |¢|> = 0, um valor de vécuo |¢|? = Z—: nao é fisicamente aceitdvel
porque o fluxo magnético, e conseqiientemente a energia, seria divergente.

Para as solugbes ndo-topoldgicas, vemos em (3.29) que para r grande, onde vale
(1 R?) ~ 1, a equacgdo de segunda ordem para o campo R(r) torna-se novamente uma
equacao de Liouville tal que as solugdes assintéticas sao andlogas a (3.26) e (3.27). Uma
vez que para esse tipo de solucido somos obrigados a impor E(oc) = 0, de (3.27) obtemos
N = —(a% +1), ou seja, temos uma relagdo entre a constante N e a,(co) na regido onde
vale a aproximacao de Liouville, i.e., para r grande; os valores a,(o0) sdo encontrados
numericamente. Na origem, configurages de sélitons que ndo sejam singulares tém que
satisfazer a nE(0) = 0 e a(0) = n, simultaneamente. Vamos distinguir entre as duas
seguintes possibilidades.

Por um lado, a auséncia de vorticidade (n = 0) implica que R(0) = by é um pardmetro
continuo restringido entre 0 e 1. Esta restricdo ¢ para garantir a validade da eq.(3.25)
para todo r evitando singularidades.

Quando by — 0, podemos assumir que a aproximacao de Liouville é valida para todo
r e entdo da eq.(3.27) calculamos ag® usando apenas o fato que ¢(0) = 0. Isso nos fornece
N vilido para r qualquer, isto é, N°° = N e por conseguinte nos da (a§°)min = —2 como
um resultado analitico. Quando by — 1, ndo podemos mais usar (3.27) na origem para
calcular aS° o que nos obriga a calculd-lo numericamente. De fato, obtemos (af®)™* =
—1.83 (veja as figs. 4,5,6 ¢ a Tabela 2). Nas figs. 4-6 podemos ver a estrutura de tubo
de fluxo dos sélitons para n = 0, com o valor do campo magnético maximo na origem.

Por outro lado, para vorticidades diferentes da trivial (n # 0), R(r) tem que ser zero
na origem. Mais uma vez podemos usar (3.27) resultando novamente em N = n +1 .

Assim, para r ~ 0 temos:



Tabela 3.2: Valores de b7% e —(a%°)max para n =0,1,2,3,4, 5.

b:?ax _(aﬁo)max
1.0000 1.8300
3.4648 x 1071 |  2.5484
5.9971 x 1072 [ 3.5210
6.2389 x 1073 | 4.5112
4.6720 x 10~* | 5.5069

2.6900 x 10°° | 6.5011

et s | b = o 3

mas, em contraste com o caso topoldgico, as constantes b, sio agora parimetros conti-
nuos, limitados entre 0 < b, < d™*, Para b, ~ 0, R{r) < 1 tal que aproximacao de
Liouville é valida em toda parte, por isso podemos obter analiticamente um limite inferior
para a(cc), a saber: (a2®)min = —(n + 2). Obtemos, numericamente, os valores maximos
de b, b7'*%, e por conseguinte (a°)™*, como est4 ilustrado na Tabela 2.

Do que foi dito acima podemos concluir que, na fase nao-topoldgica, o fluxo magnético
nao ¢ quantizado sendo, ao contrario, limitado entre dois valores para cada vorticidade
7, OU seja,

2(71 - (a?to)max) < E(I)B < 4(“"‘ 1)
i

Como podemos ver na Tabela 2, os valores assintéticos do campo de gauge perma-
necem limitados tendendo a —(n + %) enquanto que o fluxo magnético se aproxima do
limite (4n + 3)Z quando n cresce.

Na fig. 9, vemos a estrutura anelar dos vértices nao-topolégicos, com o méximo do
campo magnético fora da origem como acontece na fase topoldgica do modelo. Note que
o raio dos vortices para b;**, juntamente com sua distdncia & origem, sio minimos para
um dado 7, enquanto que o campo de Higgs apresenta uma forma semelhante atendo-se

ao valor maximo K= 1.

Esperamos, com a analise feita neste capitulo, ter levantado e elucidado propriedades

da estrutura de vértices do modelo estendido N=2. Seria interessante reconsiderarmos
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Figura 3-1: O campo escalar R(r) e o campo de gauge a(r) na fase topoldgica. Os
valores das constants ¢, sdo fixados pela forma dos campos no infinito: ¢, = 0.1066,
ey = 9.1190 x 1073, ¢3 = 4.726 x 10, para v = 2.

este modelo sem a identificagio dos potenciais A, e B, isto é, o modelo com um setor
mais rico de campos de gauge. A possivel interferéncia entre os vértices associados a
dois potenciais distintos poderia nos revelar aspectos bastante peculiares da estrutura da

teoria mais geral.

45



__2
hv?

B(r)

0.08 ;

0.06

0.04

0.02

Figura 3-2: O campo magnético B como fun¢do de r paran = 1, 2, 3 e v = 2 na fase
topoldgica. A estrutura do vértice é anelar como no caso dos vértices de Chern-Simons

puro.
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1 e alguns valores de



— by = 0.99
--by = 0.30

Figura 3-4: O campo de Higgs R(r) na fase ndo topoldgica para n = 0 e alguns valores

de bo.

0.0 p——— ; . ; .
B
05 1t \ .
y
Y b bo =0.99
" .. by = 0.60
a(r) -10r " -~ by = 0.30 |
N
\\
15+ A .
_2.0 | i |
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Figura 3-5: O campo de gauge a(r} na fase nio topoldgica para n = 0 e alguns valores

de bo.
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0.8 !
06 - b[] = 099 7
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Figura 3-6: O campo magnético B(r) na fase nao topolégica para n = 0 e alguns valores
de by. Sua estrutura é semelhante a um tubo de fluxo.

1.0 : : :
08 | | |
06 | | — by~ brpes = 0.3465 -

R(r) by = 0.1
04t/ \° 1
0.2 H .
0 20 30

Figura 3-7: O campo de Higgs R(r) na fase nao topol6gica para n = 1 e alguns valores
de bl.
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a(r) b =0.1 |
-3.0 ' Rt el
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Figura 3-8: O campo de gauge a(r) na fase nio topoldgica para n = 1 e alguns valores
de bl-

— by ™ bimar = 0.3465 .

~ 2 B(r) by = 0.1
0 15 20

Figura 3-9: O campo magnético B(r) como funcdo de r para n = 1 e alguns valores de
b, na fase nio topolégica. Os vértices sdo anelares como no setor topoléogico.
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Conclusoes (Gerais

Apresentamos 0 modelo CSKR supersimétrico com um acoplamento nao-minimo entre
a matéria e um potencial de gauge 2-forma e, atravé de uma redugio dimensional a
partir de D=4 , obtemos um modelo BF? supersimétrico N=2 em D=3 dimensdes. Apds
uma identificacdo conveniente entre alguns campos do modelo, sem com isso quebrar
quaisquer das duas supersimetrias, nos foi possivel obter uma extensao supersimétrica
N=2 do sistema MCS com interag¢oes de momento magnético andémalo.

Em relacao aos resultados da ref.[48], onde o autor estende a supersimetria na auséncia
de um campo escalar neutro, afirmamos que nosso procedimento fornece um modelo N=2
contendo tal campo “extra” N {c.f. eq.(2.24)] como uma conseqiiéncia natural da reducdo
dimensional. Assim, sua presenca ¢ bem justificada, ou seja, ele aparece como resultado
dessa reduciao dimensional do setor de gaunge, sendo que sua auséncia leva apenas a
solugbes nao-topoldgicas no modelo MCS. Nao necessitamos também impor inicialmente
que todos 0s campos tenham a mesma massa. A razdo é que, em nosso caso, construimos
a acao N=2-D=3 com multipletos de gauge e de matéria independentes. Na referéncia
acima citada, por sua vez, o modelo é formulado em termos de um tnico multipleto de
gauge.

No capitulo 3, obtemos sélitons autoduais a partir do setor bosdnico do modelo su-
persimétrico do capitulo 2. Este setor a que nos referimos contém o modelo MCS com
acoplamento ndo-minimo e, ainda a partir do campo auxiliar advindo da supersimetria,

é possivel encontrar o potencial de Higgs correspondente a esse modelo. Os setores to-

3Genuinamente, o termo BF é escrito em quatro dimenstes. Mais apropriado, talvez, seria dizer
termo de Chern-Simons misto.
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poldgicos e nao-topoldgicos forao discutidos em detalhe.

Até onde sabemos, esta é a primeira vez que se obtém vortices topoldgicos no modelo
MCS nao-minimo. Analisando o setor nao-topoldgico para alguns valores dos parametros
do modelo notamos que, em contraste com os trabalhos na ref. [17], essa fase nao-
topolégica nao é dada simplesmente por um potencial ¢? mas sim por uma funcio de
quarta ordem |¢|? (f; - |¢5|2). Nossas soluges sdo entdo diferentes daquelas apresenta-
das em [17] embora sejam similares em forma.

A fim de comparar nossos resultados com trabalhos anteriores [48, 17|, nos restrin-
gimos a andlise do valor critico do acoplamento ndo-minimo, muito embora possamos
ver que as eq.f (3.14) e (3.15) admitem , para g # g., uma fase topoldgica e uma fase

nio-topoldgica correspondente a solugdes de vértice autodual.
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Perspectivas

Enumeramos abaixo algumas perspectivas abertas por esta Tese.

¢ O modelo que contém o termo de Chern-Simons misto (com dois campos de gauge),
advindo da redugao dimensional, é supersimétrico N=2 e esse fato sugere a existén-

cia de vértices autoduais também para esse modelo.

e Calcular a contribui¢do do momento andémalo para o calculo da carga central da

algebra de supersimetria estendida N=2.

e Averiguar como a quebra espontdnea de supersimetria (N = 2 — N = 1) afeta
a estrutura de vortices. Espera-se perder a autodualidade e, entdo, obter vortices

diferentes.
e Estudar a estrutura de vértices fora do caso critico, isto é, (g # g.).

e Uma interessane continuac¢do desse trabalho seria averiguar a aplicagdo desses

vértices, com contribuicao do momento andmalo, a fenomenologia dos supercondu-

tores do tipo IL.

e Uma conseqiiéncia natural ao que fizemos aqui é considerar a extensao nao-Abeliana

desse modelo.
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Apéndice (Notacoes e convencoes

sobre supersimetria em 4D)

“Supersimetria é um assunto de interesse consideravel entre os fisicos e matematicos. Ela
nao s6 fascina por seu proprio mérito, mas hd também uma convic¢ao crescente que ela
pode desempenhar um papel fundamental em fisica de particulas. Fsta conviegao esta
baseada em um resultado importante de Haag,Sohnius ¢ Lopuszanski {61]. Eles provaram
que a algebra de supersimetria é a inica dlgebra de Lie graduada de simetrias da matriz
S consistente com a teoria quantica de campos relativistica.”

Wess&Bagger

/
Algebra espinorial
A mnotacido que usamos ao longo desse trabalho é baseada nas refs. [35, 62]. Em

quatro dimensdes, a convencao de soma que usamos para espinores de duas componentes

é a seguinte:

'ﬁbf - wa‘ga = miﬁafa = fa'% = f’ﬁb
VE = Palt = &, = Lt = &Y (A1)

A definicio de ¢ é escolhida de tal maneira que

Iy
~—
=
]
e’

(€)= (£%a)" = Pal® = ¥
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Para levantar e baixar indices espinoriais, usamos o tensor antissimétrico £2? (¢! = ¢, =
1,et =g =—1, el =2 =0),
P = e, e = capy’,
T (A.3)
Algumas relacoes espinoriais
xotp = —paty
(xo*d)' = oty
(xo"a"y)! = 5"o"x
00° = —%saﬁee (A.4)
9095 - 350599
1
(65)(60) =~ (cv)o6
A algebra de supersimetria
A algebra de supersimetria é definida da seguinte maneira:
{QQASQBB} —= 2UQB“.P#(5AB
{04 2"}) = {Qaa Qp} =0
[PMr QC[A] = [Pm @dA] =0 (A5)

[P.L-‘-’PV] = 0

Os indices gregos o e 3 vio de 1 a 2 e denotam espinores de Weyl de duas componentes;
os indices gregos p e v vio de 1 a 4 e identificam os quadrivetores de Lorentz. Os {ndices
latinos maitusculos referem-se ao espaco interno indo de 1 a NV > 1. A dlgebra com N=1
é chamada dlgebra de supersimetria enquanto que aquelas com N > 1 sao chamadas

algebras de supersimetria estendida.
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(GGeradores

Sendo a dlgebra de supersimetria uma algebra (graduada) de Lie, com pardmetros

anticomutantes, podemos definir o elemento do grupo por

I (3:,(9,@) _ oi{-ePuto0+00} (A.6)

O movimento no superespaco pode ser gerado pelos operadores diferenciais Q e Q, tal
que:

£Q+£Q=¢" (i+w“ 649 )+§a (8(3 + i0“c” ’%8) (A7)

De fato, esses operadores diferenciais, na verdade, sdo os geradores do grupo e satisfazem,

tal como em (A.5), as seguintes relacdes de anticomutagio:

{Qa, Qu} = —2i0};0,
{Qa. Qs = {9a. 94} =0 (A.8)

Podemos ainda definir outros operadores diferenciais, D, e Dy, derivadas covariantes de

supersimetria, que comutam com <, e Oy, a saber:

D, = aga—iaﬁdé‘ié‘#
_ a o i
D, = —87-1-‘&9 50 (A.9)
tal que
{D,,Ds} = 2ic%,8,
{Dy, D} = {Da, Dy} =0 (A.10)
Supercampos

“Os supercampos dio uma descricdo elegante e compacta das representa¢des de su-
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persimetria, simplificam a adicao e multiplicagio das representagdes e sdo muito dteis na
construcido de Lagrangianas interagentes”
Os elementos do superespaco sao representados por z = (x,6,6), tal que os super-

campos sao funciao desses elementos da maneira seguinte:
F(x,6,0) = ¢ + 6w + 8% + 80m + 00n + Bo*0 A, + 068X + 666 + 0066d (A.11)
A lei de transformagcao para o supercampo € definida como:

JEF(.’L‘, 6, g) = 5£¢ + 065&) + gé{)_( + 9965?’” + 9_6—65?'1 + 90'#9_5514#’
+0065: ) + G085 + 00665.d (A.12)

e, por definicio,
6cF (2,0,6) = (EQ+E Q) F (A.13)

As leis de transformacao para os campos componentes (¢, w, X, ...) podem ser encontradas
confrontando as poténcias de ¢ e § de (A.12) e (A.13).

Supercampos escalares que cumprem a condi¢ao
D@ =0 (A.14)
sdo ditos serem quirais. De maneira geral, podemos escrever, para um campo escalar:
@ = ¢ — 00400, — 3000004 + 0y + £ 600,958 + 06T (A.15)

Para @' vale a relacao D,®' = 0.

Supercampos ditos vetoriais, para esses valem a relacao
V=V (A.16)
Um exemplo de supercampo vetorial é dado por (A.11), com os campos (¢,w, x,m,...)
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convenientemente escolhidos para satisfazerem (A.16) [veja também eq.® (2.2) e (2.8)].

A intensidade de campo supersimétrica (superfield strength) €, como definida em

(2.2), dada por:

Esses supercampos sao chirais

e invariantes de gauge.

we = —%521)"1)

_ 1 _

W, = —ZDQDdV
DWWy = 0
DQWB = 0

(A17)

(A.18)

Matrizes o: algumas relacoces uteis

1 0
pom— y O-l =
01
0 —
== P 0'3 =
¢t 0
—60 dﬁ of3
Oy = &8 045
=0 00, FL23
ottt = —25758f
Tro*c” = 2np*
1
Tra,LLUC—J_EO' — _ ,U,K wa
5 (7"

Bo*B0c"0 = %999‘97;#“

a7

HT VK
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