'TESE DE

MESTRADO

Espacos-tempos Tipo Godel em
Teoria de Gravitacao com Matéria
Induzida

HeEcTOR LENY CARRION SALAZAR

CENTRO BRASILEIRO DE PEsQuIsAs Fisicas-CBPF

Ric DE JANEIRO. NOVEMBRO DE 1999



Dedicatoria

Masa

Al fin de la batalla, y muerto el combatiente, vino hacia él un hombre y le dijo: “No
mueras, te amo tdnto!”Pero el caddver ay! siguid muriendo.
Se le acercaron dos y repitiéronle: “No nos dejes! Valor! Vuelve a la vida!”Pero el
caddver ay! siguid muriendo.
Acudieron a él veinte, cien, mil, quinientos mil, clumando: “T'dnto amor, y no poder
nada contra la muerte!” Pero el caddver ay! siguié muriendo.
Le rodearon millones de individuos, con un ruego comin: “Quédate, hermano!” Pero el
caddver ay! siguid muriendo.
Entonces, todos los hombres de la tierra le rodearon; les vio el caddver triste,

emocionado; incorpordse lentamente abrazd al primer hombre; echdse a andar ...

Cesar Vallejo

A Sarch, minha familia e todas aguelas pessous que me deram apoio ¢ for¢a emguanto

realizava este trabalho.



Agradecimentos

Ao CNPQ pela bolsa concedida.

Ao meu orientador Marcelo Reboucas pelas discussdes, orientacio e ajuda na conclusio

desta tese.

A Antonio Teixeira, German Gomero e a Armando Bernui pela paciéncia e ajuda no
desenvolvimento deste trabalho.

A Myriam Simées Coutinho, secretdria de CFC pela cooperagio durante o periodo de
1997 até hoje.

A Rodolfo Casana Sifuentes, Vera Ferreira, Rodrigo Villaroel, e a todos meus amigos

e colegas do CBPF.

Ao pessoal da Biblioteca do CBPF, pessoal da CFC, pessoal do DCP, a secretdria do

DCP senhora Rosangela.

il



Resumo

Variedades tipo Godel generalizadas e pentadimesionais sao examinadas a luz do prob-
lema de equivaléncia formulada por E. Cartan. As condigoes necessarias e suficientes para
a homogeneidade local destas variedades pentadimensionais sao deduzidas. Encontra-
se que estas variedades estdo localmente caracterizadas por trés parametros essenci-

2w, K.) correspondem a variedades 5D localmente

ais m?, w, k. [dénticas triadas (m
equivalentes. Determina-se um conjunto irredutivel de métricas tipo Godel 5D general-
izadas isometricamente nao equivalentes e localmente homogéneas. Uma classificagao
destas variedades baseada nos parametros essenciais é apresentada. Determina-se os
campos vetoriais de Killing e suas correspondentes algebras de Lie para cada classe.
Demonstra-se que as variedades 5D tipo Godel generalizadas admitem grupos maximais
de isometria G, comr =7, 7r =9, our = 15 dependendo dos parametros essenciais. A
violagao de causalidade em todas as classes de variedades tipo Godel homogéneas ¢ exam-
inada. Encontra-se que nas trés primeiras classes de variedades tipo Godel homogéneas a
causalidade pode ser violada. Determina-se a tnica solugdo tipo Gédel 5D generalizada
da teoria de matéria induzida da gravitacdo. Em conexfo com o teorema de Campbell e

os trabalhos recentes se discute a existéncia de uma solugao ndo-causal 5D tipo Godel da

teoria com MI.
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Summary

Five-dimensional generalized Godel-type manifolds are examined in the light of the
equivalence problem techniques, as formulated by E. Cartan. The necessary and sufficient
conditions for local homogenetty of these 5D manifolds are derived. The local equivalence
of these homogeneity Riemannian manifolds is studied. It is found that they are char-
acterized by three essencial parameters m?, w, & : identical triads (m?, w, &) corre-
spond to locally equivalent 5D mantfolds. An irreducible set of isometrically nonequiva-
lent 5D locally homogeneous Riemannian generalized Gddel-type metrics is exhibited. A
classification of these manifolds based on the essential parameters is presented, and the
Killing vector fields as well as the corresponding Lie algebra of each class are determined.
It is shown that the generalized Godel-type 5D manifolds admit maximal group of isom-
etry G, with r =7, r =9, or r = 15 depending on the essencial parameters m?, w, & .
The breakdown of causality in all these classes of homogeneous Godel-type manifolds is
also examined. It is found that in three out of the six irreducible classes causality can
be violated. The unique generalized Gaodel-type solution of the induced matter (IM) field
equations is found. In connection with a theorem of Campbell and recent works the ex-

istence of a noncausal generalized Gédel-type solution of the induced matter (IM) theory

is discussed.
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Introducao

Na teoria da relatividade geral (TR(G) as equagdes de campo se apresentam na forma
Geopg =k Tag (1)

e relacionam a geometria do espago-tempo com sua fonte. O ente matemadtico utilizado
para representar o espago-tempo (colecdo de todos os eventos) é um par (M,g), onde
M é uma variedade conexa quadridimensional e g é uma métrica localmente Lorentziana
definida sobre a variedade. Entretanto a relatividade geral nfdo prescreve as variadas
formas de matéria-energia e recorre a outros ramos da fisica para construgdo do tensor
energia-momentum T,5. Neste sentido, a teoria da relatividade geral nao é uma teoria
fechada, a separacad entre o campo gravitacional e sua fonte tem sido considerado como
um fato indesejavel na TRG [1, 2].

Kaluza e Klein [3, 4, 5], na década de 20, abordaram o problema da unificagdo da teoria
de gravitagio com o eletromagnetismo, construindo uma unica teoria em 5 dimensoes,
dando inicio a uma importante linha de pesquisa na histdria da fisica, que séo as grandes
teorias de unificagdo. Wesson [6, 7, 8] propds uma teoria de gravitacao tipo Kaluza-Klein
em 5 dimensdes nao compactificada, com uma dimensio extra proporcional & massa em
repouso. Em 1990 Wesson e co-autores [9, 10] propuseram uma nova teoria de gravitagao,
na mesma linha da antiga idéia de Einstein [1] de geometrizacdo da matéria, em que a

matéria e a maneira como ela determina a geometria do espago-tempo sdo tratados do



ponto de vista de uma teoria puramente geométrica penta-dimensional, com equacoes de
campo dadas por

Gap=0. (AB = 0,1,2,3,4) (2)
Nesta teoria de gravitagdo em 5D pode-se considerar que as equagdes de campo (2)
fornecem curvatura ao espago-tempo e matéria em 4I). Pode-se mostrar que sempre ¢
possivel reescrever as quinze equacoes de campo (2) como um conjunto de equagdes tals
que dez delas sio exatamente as equacoes de campo de Einstein (1) com um tensor de

energia-momentum 7,5 induzido em (1+3)-D dado por

a
871G Ty = V5(0a) € |02 Ongap 84(0agas) + 97 O1ger, Drgss

¢ 2¢° ¢

g’)’da g ) o
B 4 ;5 4904 + % (34975 Mgy + (g7 84975)2) )

onde as letras gregas denotam indices quadridimensionais, e variam de 0 a 3, g1 =€ ¢?
come? =41, B, p= B¢ / 0z, 8, =08 ) dz*, V, denota a derivada covariante usual
em 4D.

As cinco equacgdes restantes (uma equagio de onda e quatro leis de conservagio) séo
automaticamente satisfeitas por qual(juer solucdo das equagdes no vacuo (2). Desta forma,
nio somente a matéria, mas também seu papel na determinagfo da geometria do espago-
tempo pode ser considerada com tendo uma origem pentadimensional geométrica. Esta
abordagem unifica o campo gravitacional com sua fonte num contexto geométrico 5D.
Esta versdo da TRG estendida a 5D é conhecida como a teoria de gravitagdo com matéria
induzida (MI). A referéncia [11] contém uma revisdo dos recentes trabalhos relacionados
a esta teoria com MI, e também inclui uma extensa lista de referéncias para o leitor
interessado. Os fatos mais importantes desta teoria e suas implicagGes astrofisicas e
cosmoldgicas foram examinados nos trabathos [13] - [30].

Na TRG a estrutura causal do espago-tempo 4D tem localmente a mesma natureza

do espago-tempo da relatividade especial, isto significa que vale localmente a causali
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dade. A questao global, entretanto, é deixada em aberto. Em larga escala, a violagdo de
causalidade ndo estd excluida, e atualmente é bem conhecido que existem solugdes das
equacoes de campo de Einstein que possuem anomalia causal, isto é, que admitem curvas
tipo tempo fechadas. A solugdo exata encontrada por Gddel em 1949 {31], é um exemplo
de espago-tempo da TRG em 4D que ndo exclui linhas de universo tipo tempo fechadas.
De fato, o cardter Lorentziano da teoria conduz apenas & validade local do principio de
causalidade. Devido a inusitada propriedade de permitir a violacido de causalidade, o
modelo de Gidel tem uma reconhecida importancia e portanto tem sido objeto de varios
trabalhos de investigagdo. Para uma listagem bibliogréfica sobre os modelos cosmoldgicos
tipo Gddel com matéria em rotacio e anomalia causal na TRG ver as referéncias [32] -
[52] e em outras teorias de gravitagdo ver [563] - [59]. Dois artigos recentes se referem a
espagos-tempos tipo Godel pentadimensionais. Primeiro na referéncia [59] se investiga as
propriedades geométricas das variedades Riemannianas pentadimensionals que possuem
uma métrica tipo Godel 5D como uma extensdo imediata da métrica tipo Godel 4D
da TRG. Um dos resultados é a obtencao de um conjunto irredutivel de métricas tipo
(Godel isometricamente nio equivalentes e localmente homogéneas em 5D. Mostra-se que
em todas as classes Ide variedades com métrica tipo Godel geometricamente homogéneas &
excegio da classe IV existe quebra de causalidade. Como néo foi usada nenhuma equagio
particular de campo, os resultados de [59] valem para qualquer teoria de gravidade Kaluza-
Klein em 5D. No segundo artigo [60] discute-se a possibilidade de que as variedades
espaco-temporais tipo Godel 5D sejam solugdes da teoria de gravidade “espago-tempo-
massa” (teoria de gravidade ETM) e da teoria de gravidade com matéria induzida, ou
seja, a questdo se estas teorias admitem ou ndo como solugao as familias ndo causais de
métricas tipo Godel estudadas na referéncia [59]. Mostra-se em particular que a teoria

de gravidade com MI exclui as geometrias tipo Godel 5D estudadas na ref. [59], como



solucao de suas equacdes de campo.

Em ambos os artigos [59, 60] a familia de métricas tipo Gddel 5D discutidas sdo tais
que as segdes u = cte (u é a coordenada extra) sdo as métricas tipo Godel 4D [40, 39]. Na
verdade, o elemento de linha utilizado em {59, 60] ndo depende da quinta coordenada u,
portanto, em relacdo a teoria de gravidade com MI uma equacgao de estado tipo radiagéo
¢ uma hipotese subjacente a ambos os artigos. Entretanto, é conhecido que a dependéncia
da métrica 5D com relacdo a coordenada extra é necessdria para assegurar que a teoria
com matériainduzida permita a indug¢dio de matéria de tipo geral em 4D (ou seja a equagio
de campo da TRG com fonte arbitraria de matéria) [11].

Neste trabalho de tese, examinamos algumas propriedades geométricas de uma classe
generalizada de variedades 5D com métrica tipo Godel em que a métrica depende explici-
tamente da quinta coordenada, generalizando os resultados da referéncia [59]. Além disto,
buscamos saber se a teoria de gravidade de matéria induzida formulada por Wesson e co-
autores [9, 10] admite as variedades com métrica generalizada tipo Gédel como solugdes
de sua equacio de campo, generalizando desta forma os resultados da ref. [60]. A seguir
mostraremos a forma como fol organizado este trabalho de tese.

No capitulo prin;eiro fazemos uma revisio da abordagem do problema de equivaléncia,
formulada originalmente por E. Cartan [64]. Esta abordagem permite saber, por exem-
plo se duas variedades Riemannianas n-dimensionais sao ou nao localmente isométricas,
questao importante em nosso trabalho. Primeiro apresentamos a formulagao do problema
de equivaléncia. Depois mostramos a solu¢io deste problema feita por E. Cartan. Por
dltimo apresentamos a abordagem de Karlhede [66] - [69] que pode ser utilizada para
resolver o problema de equivaléncia local entre duas variedades Riemaniannas, de mo-
do que, com um namero finito de passos pode-se decidir pela equivaléncia ou nao desas

variedades (para outras aplicagdes ver as referéncias {70, 71]).



No capitulo dois estudamos uma familia de variedades pentadimensionais com uma
métrica tipo Godel generalizada, discutimos as condigdes necessirias e suficientes para a
homogeneidade local destas variedades, e também determinamos um conjunto irredutivel
de métricas homogéneas deste tipo, isometricamente ndo equivalentes, dividindo deste mo-
do estas variedades em classes disjuntas dependendo dos valores dos parimetros s, m? e
w. Discutimos ainda a existéncia ou néo de circunferéncias tipo tempo fechadas para cada
uma das classes de variedades apresentadas. Encontramos os geradores infinitesimais do
grupo de isometria (campos vetoriais de Killing) para cada uma destas classes de var-
iedades 5D tipo Godel, assim como a algebra de Lie assoctada a cada grupo de isometria.

No capitulo trés examinamos se a teoria de gravitacdo com MI admite como solugio
das equacoes de campo as geometrias das classes de métricas generalizadas do tipo Godel
5D discutidas no capitulo dois. Discutimos também se ha ou ndo violacido de causalidade
local para a unica solucao encontrada da teoria de gravitacdo com MI

No apéndice A.1 faremos um resumo das principais carateristicas do sistema de com-
putacdo algébrica CLASSI/SHEEP, sistema este desenvolvido por I. Frick, J. Aman, M.
A H. MacCallum e outros [61]. Ele ¢ til em calculos que sdo usuais na TRG, tais como
calculo de conexées: curvaturas e a determinagio das equagdes de Killing em base coor-
denada ou em base ndo-coordenadas. Em nosso caso serao tteis no capitulo trés, também
fazemos um resumo dos comandos principais deste sistema de computagio algébrica e sua
utilidade.

No apéndice A.2 apresentamos a listagem dos arquivos dos programas que escrevemos,
utilizando o sistema de computagio algébrica CLASSI/SHEEP, para o célculo do tensor
de curvatura e a derivada covariante do tensor de curvatura em base de péntadas, e para
encontrar as equacoes de Killing na base de péntadas.

Os resultados principails deste trabalho de tese foram condensados num artigo cientifico



publicado na revista Journal of Mathematical Physics [89].



Capitulo 1

Problema de Equivaléncia

1.1 Introducao

Na Relatividade Geral o principio da covarianca estabelece que as leis fisicas devem ser ex-
pressas como equacdes tensoriais e permanecem validas sob transformacoes arbitrarias de
coordenadas, implicando na inexisténcia de referenciais privilegiados. Esta arbitrariedade
na escolha dos referenciais da origem a problemas praticos, como distinguir efeitos fisicos
reais de efeitos de coordenadas. FEste problema pode ser visto como parte de um outro, que
¢ o de decidir quando duas solugoes exatas das equacgdes de campo da TRG, aparentemente
distintas, sao localmente equivalentes, i.e representam o mesmo campo gravitacional em
coordenadas diferentes — o problema de eguivaléncia. Para abordar este problema do
ponto de vista da fisica, é necessdria uma descri¢ao invariante do campo gravitacional,
isto é, a partir de alguma métrica em algum sistema de coordenadas, gostariamos de
obter uma completa descricao do campo gravitacional independente do sistema de coor-
denadas. Neste capitulo vamos ver que é possivel obter certos escalares, no sentido de
que eles sao invariantes sob transformagdes gerais de coordenadas. Portanto, com estes

escalares pode-se descrever localmente o espago-tempo de uma maneira independente das



coordenadas.

Sabemos dos trabalhos de E. Cartan que uma variedade Riemanniana n-dimensional é
completamente caraterizada pelo tensor de curvatura e suas n(n-+1)/2 primeiras derivadas
covariantes |67, 64, 71|. As componentes nas bases nio-coordenadas destes objetos sio
escalares sob transformagoes de coordenadas, embora elas possam mudar sob rotagoes das
bases ndo-coordenadas. Entretanto, a escolha de uma base nao-coordenada {ou base de
tétradas no caso quatridimensional) num ponto da variedade é também arbitrdria. Logo,
podemos dizer que em um certo sentido as possiveis bases ndo-coordenadas constituem
uma simetria da geometria. Assim podemos pensar que as componentes numa base néo-
coordenada do tensor de curvatura e suas derivadas covariantes podem ser tteis na de-
scricao das propriedades Jocais da geometria, independente do sistema local de coorde-
nadas, podem ser (teis no estudo e interpretacdo das solugtes de equagdes de campo
das teorias geométricas da gravitacio, como por exemplo a TRG. Sao dteis também no
problema de equivaléncia e se quisermos determinar se duas variedades Riemannianas sao
localmente equivalentes, temos que comparar dois conjuntos de invariantes, consistindo
cada um do tensor de curvatura e um ntmero finito de suas derivadas covariantes, e as
variedades serdo di;:as equivalentes se, e somente se, estes invariantes sao compativeis.
Contudo estes invariantes estao expressos em diferentes sistemas de coordenadas, por-

tanto eventualmente podem parecer diferentes e é necessério ter em conta este fato para

resolver o problema de equivaléncia.

1.2 Problema de Equivaléncia Local

A conexdo e a métrica podem ser introduzidas como estruturas independentes numa
variedade diferenciavel. Na TRG, contudo, a conexao é determinada pela métrica, assim

por exemplo, numa base coordenada a conexio ¢ dada através dos simbolos de Christoffel.



O campo gravitacional fica completamente determinado pela métrica g (explicitamente
com as componentes g,, numa dada base ), que é determinada a partir das equacdes de
campo de Einstein. Do ponto de vista matemdtico é totalmente irrelevante se a geometria
representa ou nao um espago-tempo ou seja, se a métrica é solucdo das equacdes de alguma
teoria da gravitagdo [65]

Vamos dar alguns exemplos para entender melhor o problema de equivaléncia.

e Um cone e um cilindro sdo localmente euclideanos, e portanto eles sao localmente

equivalentes. Note-se porém que globalmente eles ndo sdo equivalentes.

» Seja (M, p) uma variedade Riemanniana com métrica p e com elemento de linha

ds® = p,,drtdz’ = dx® + dy? |

seja (N, o) outra variedade Riemanniana com métrica o e com elemento de linha
ds? = o, detdz” = dr® + r*d6?,

As duas variedades Riemannianas sfio obviamente localmente equivalentes, de vez
que as transformacoes x = rcosf e y = rsinf, levam as componentes da métrica p

nas componentes da métrica o.

Um exemplo menos familiar necessita uma maneira sistematica de deduzir a equivaléncia
ou ndo de duas variedades. Na pratica existe um procedimento para decidir a equivaléncia
local ou nao de duas variedades e usualmente chamamos este procedimento de técnica do

problema de equivaléncia.

1.2.1 Teorema de Cartan

Teorema 1 Sejam dois conjuntos de n I-formas linearmente independentes {w!, w?, ......... wh} e
Ty (M) e {&h, &%, @t} € Ty(M). Entdo existe wm difeomorfismo local F tal que
g=F(p) e wh, = &*|,, onde A=1,2,....... n & o sistema de equagdes algébricas

9



(1.1} sdo compativeis

Chpc(F(p)) = CP%c (p),
C*sem (F(p)) = C*ucim, ()
C* s (F(0)) = C*poomnms (p)
(1.1)

5'ABC;M1M2..,MQ(F(p)) = C*soannty..m, (P) .

Este sistema de equacées esta formado pelos objetos C*pc e suas derivadas covari-
antes na base nado-coordenada, o ponto e virgula indica derivada covariante na base
nao-coordenada. Portanto, M), Ms, ..., M, sao indices de derivadas covariantes. Os co-

eficientes em cada membro da equacio (1.1) sdo obtidos através do célculo das derivadas

exteriores
dwt = % CApow® AwC | (1.2)
onde
Chpc = —C%cp, (1.3)
e além |
dC%c = C*poan ™,
dC%sean = C?ponn w™?,

e assim sucessivamente, ver [66, 78].
A derivada covariante de ordem (g + 1) é a derivada de ordem mais baixa que é fun-

cionalmente dependente do conjunto {CABC, CABC;Ml; ....... C‘ABC;MlMg ,,,,, Mg, qUe contém

1

apenas derivadas até a ordem ¢ *, considerando que cada derivada contribui pelo menos

1As fungdes f; sdo ditas [uncionalmente independentes se suas diferenciais df; sdo linearmente inde-

pendentes, neste caso nao se pode escrever uma das fungdes em termos das outras.
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com uma nova fungao independente, obtemos o Hmite (¢ + 1) < n, onde n é o namero
de coordenadas de M. O leitor interessado na prova do teorema de Cartan pode ver as

referéncias de E. Cartan [64] ou Karlhede [66].

1.3 Equivaléncia Local de Variedades

A idéia bisica para resolver o problema local de equivaléncia entre duas variedades Rie-
mannianas consiste em comparar um conjunto suficiente de quantidades invariantes sch
transformacdes de coordenadas obtidas respectivamente das meétricas e que, da com-
paragao destas quantidades, possibilitem decidir pela equivaléncia ou ndo destas variedades [64]
— [68].

Cartan mostrou que, estas quantidades invariantes que necessitamos sao o tensor de
Riemann e suas derivadas covariantes. Uma maneira heuristica e simples de ver que
isso é possivel é a seguinte : Seja M uma variedade Riemanniana, seja (U, ¢) uma carta
local de M tal que p,p, € U, T = ¢(p) é a coordenada local de p e Ty = ¢(p) € a

coordenada local de pg, e que para todo ps , gap(pe) é uma métrica Minkowskiana, ou

seja gap(po) = Nap = (+, = —, = —, -..—). Entdo pode-se mostrar que
- - 1 -C _ =C\(nD _ D
945(Z) = 9as(Z0) — 3 Rapen(2” —1y)(3" ~ 27
+ ....(série de poténcias)(z” — )., (1.4)

com funcao de Rapep e suas derivadas covariantes como coeficientes, onde T, = o(p,) [68].

Da equagao (1.4) pode-se ver que a métrica é totalmente determinada em uma vizin-
hanca de py pelo tensor de curvatura e suas derivadas covariantes em py , ver {64] — [67].
Portanto, uma primeira idéia para formar invariantes sob transformacdes de coordenadas
seria pensar no tensor de curvatura de Riemann e de suas derivadas covariantes como

por exemplo, os escalares R, | R, ", R,,.R* etc. Infelizmente estes escalares nao
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servem, porque existem variedades com curvatura local diferente de zero, onde todos estes
escalares se anulam, e que sao indistinguiveis {usando tals invariantes) de uma geometria
plana. Um exemplo desse tipo se apresenta na referéncia [81]. Um método eficaz utiliza as
componentes numa base nao-coordenada de quantidades tensoriais em ambas variedades,
comforme discutimos adiante.

O contexto mais adequado para resolver o problema de equivaléncia local entre var-
iedades Riemannianas é dado pelo fibrado dos referenciais generalizados B(M) definido
numa variedade M e tal que B(M) = UyenB,, onde By é o conjunto de todos os refer-
encials generalizados no ponto p € M, ou seja

Bp = {Referenciall, Referencial2, Referencial3.......... Referencial..}.

A transicao de um referencial a outro é obtida através de um elemento do grupo GL(n, R)
(veja figura).

No caso particular em que todos os referenciais sdo ortogonais, temos por definigao

F(M) = Upear Fp, onde F, é o conjunto de todos os referenciais ortogonais admissiveis no

ponto p € M.

>; E Referencial 3

' Referenclal 2

Fibraem P %.

Referenclai 1

variedade M

'
'
'
'
1
'
'
v
v
'
'
'
'
1
i
i
]
I
L
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Listes referenciais sao definidos pelas bases {£4}, do seguinte modo :

£alp) = ?EA'U(p)au |pv (1.5)

tal que (A = 1,........ ,n). Por definicio {9,} |, = {1, P,....... On}lp € um referencial
especial chamado base coordenada. Em geral {£4(p)} chamam-se bases néo-coordenadas

2. Em geral

no mesmo ponto p , no caso quadridimesional chamam-se base de tétradas
{€4"} € GL(n,R), na TRG a variedade base M (variedade espaco-temporal) é localmente
Lorentziana, logo {£4*} € SO(n — 1,1). Neste caso a fibra £, tem estrutura do grupo
SO(n—1,1), logo a dimensao da variedade fibra F, é igual a dimenséo do grupo SO(n—
1,1), isto é igual a n(n — 1)/2 . Observe que os referencials ortogonais sdo definidos
no mesmo ponto, e estdo relacionados através de rotagoes. E por isso que {A,B,C....}
sao chamados indices de rotagdes. O fibrado F'(M) incorpora naturalmente a liberdade
de rotacgoes dos referencials ortogonais generalizados. As coordenadas de F'(M) estao
definidas pelas coordenadas {z# = ¢*(p)} de M e pelas coordenadas{¢4} da fibra F,.

Neste contexto, a definicao do problema de equivaléncia local pode ser reformulada,

usando a linguagem de fibrados, como podemos ver na referéncia [72].

1.3.1 O Teorema de Equivaléncia

Vamos dar a seguir algumas defini¢des dteis para entender o teorema de equivaléncia.
Seja M a variedade Riemanniana, base do F'(M), onde F(M) e o fibrado referencial de
Lorentz, que é uma variedade diferencidvel por constru¢io, de dimenséo n(n + 1)/2.

Dado u € F(M) definimos a projecdo n sobre M do seguinte modo :

(M) — M (1.6)

?Na verdade {8,} 1, , {£a(p)) séo bases do espago tangente T,(M).
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u — w{u) =p. (1.7)

7 p) = F, ¢ a fibra sobre o ponto p € M, com estrutura de grupo SO{n — 1,1),
portanto de dimensdo n{n - 1)/2 (veja figura).
Denominaremos por T, (F{M)) o espago tangente a F' (M) e por T (F(M)) o espago

cotangente a F(M).

F(MA\

F(M) : Fibrado

. &1 Referencial 1 Referencial
>
e Ortogonal
e
‘\\ F p : Fibrasobre p
L &2  Referencial 2
F

\

: g & SO(m1,1)
I

P

m\r’ariedade Base de F(M)

O espago vetorial T,,(F(M)) pode ser descomposto numa forma unica como a soma direta

de um sub-espago vertical denotado por V,(F(M)) e outro sub-espago horizontal denotado
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por H,(EF(M)), tal que
TUF(M)) = Hy(F(M)) & Va(F(M)). (1.8)

Onde por definicao V,(F(M)) é o conjunto de todos os vetores que sao tangentes a fibra
F, [73, 82).

A expressdo (1.8) assegura que todo vetor do espago T,(F(M)) pode-se descompor
em duas componentes, uma que pertence ao sub-espaco V,(F(M)) e outra que pertence
ao sub-espaco [,(F(M)). Pode-se mostrar também que a projecdo = induz um isomor-
fismo entre T,(M) e H,(F(M)) [73, 82]. De uma maneira similar o espago cotangente
Tr(F(M)) pode ser descomposto como uma soma direta dos sub-espagos H:(F(M)) e
VX (F(M)) conforme

U

LL(F(M)) = Hy(F(M)) ® V,(F(M)). (1.9)

u

Onde H;(F(M)) é o sub-espago horizontal de T, ( F(M)) gerado pelas 1-formas candnicas
{©4}, VX (F(M)) é o sub-espago vertical de 17(F'(M)) gerado pelas n(n+1)/2 1-formas
de conexao {W#g} definidas em F(M) [74]. Em resumo o conjunto {64 Wz} forma
uma base linearmente independente no espago Ty (F(M)).

A variedade diferencidvel F(M) incorpora a liberdade de escolhé dos referenciais de
Lorentz em cada ponto da variedade. Entdo a abordagem do problema de equivalénica
local entre duas variedades M e M é feita de forma mais apropriada utilizando-se os
fibrados F(M) e F(M), no sentido que {€, W4} define univocamente uma base nio-
coordenada no fibrado F(M), e do mesmo modo {64, W4z} define univocamente uma
base ndo-coordenada no fibrado F (M) [73, 72]. Logo o teorema 1 de Cartan pode ser
utilizado para obter as condigdes necessarias ¢ suficientes para a equivaléncia local entre

variedades Riemannianas. A idéia basica é que se duas variedades Riemannianas M e M

sao localmente equivalentes entao seus fibrados referenciais de Lorentz também o séo.
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Dizemos que duas variedades Riemannianas M e M sio localmente equivalentes, quan-

do existe um difeomorfismo local J : F(M) — F(M) tal que

J et = ef (1.10)

W4, = W4, (1.11)
Onde J* : TX(F(M)) — T*(F(M)), é o mapeamento ”pull-back”definido entre os es-
pagos cotangente de F'(M) e F(M) [73, 74]. Logo para resolver o problema de equivaléncia
local entre variedades M e M aplicamos o teorema 1 de Cartan as 1-formas {04, W4g)}
e {O4, WAz}

Para isto temos que calcular as compontes dos objetos correspondentes aos Cape

definidos no teorema 1 de Cartan. De acordo com a equacdo (1.2) estes objetos estao
definidos pelas componentes das 2-formas d ©4 , d W#g, as quais podem ser obtidas

das equacdes de estrutura de Cartan para o fibrado F(M )} dadas (quando néo hé tor¢éo)

por [73, 75

de* = WineP (1.12)

dWi = Wi A WCB+%RABCD Q% A oF . (1.13)

Portanto, as componentes R*pop da curvatura da variedade F'(M) fazem o papel dos
coeficientes C4pep nas equagoes (1.1). Tomando a derivada exterior de R4pcp encon-
tramos os outros coeficientes nas equacoes (1.1). A titulo de exemplo apresentamos a
seguir a derivada exterior do tensor de curvatura e a derivada exterior da derivada covari-

ante do tensor de curvatura. (ver a referéncia [66]) :

d Rapcp = Repcp WE4+ Rapcp WPp
+ Ruapsp W¥¢ + Rapce W¥p + Rapcpe WP (1.14)
d Rspepan = Repcpas WEa~+ Ragcom, WEs + Rapepar, Whe
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+ Rapcea, WEp + Rapep.e Won, + Rapepanan WM (1.15)

Do teorema 1 de Cartan podemos ver que para gerar os coeficientes correspondentes
a Capc e suas derivadas covariantes na equagdo (1.1) somente temos que fazer a derivada
exterior do novo termo em cada etapa de derivagdo. Estes novos termos so os dltimos
termos nas equagdes (1.14) — (1.15). O ponto importante aqui é a unicidade das bases
{04, WAz}, que é fixada pela métrica e sua correspondente conexdo. Se duas variedades
M e M sho equivalentes , deve existir um mapeamento difeomorfo F entre F(M) e F(ﬁ?f),

e a unicidade das bases em cada variedade F (M) de F(M) implica na equivaléncia destas

bases sob o mapeamento I'. Logo segue naturalmente o teorema seguinte

Teorema 2 Duas variedades Riemannianas M e M ambas de dimensdo n, sdo localmente
equivalentes se eriste um difeomorfismo entre seus correspondentes fibrados referenciais

F(M) e F(M), tal que as equacdes algébricas formadas com as componenies das curvai-

uras e de suas derivadas covariantes,

R*sep = Rep,
RABCD;Ml = RABC'D;M1 )
R%coanmn = Rsepanms
(1.16)
EABCD;M1M2...MQ = RABCD;Mle----Mq L

sejamm compativeis em termos das coordenadas {x*,€4} e {:E“,EA} dos fibrados F(M) e
F(M), respectivamente. Reciprocamente, se as equagdes (1.16) sio compativeis, entdo M
e M sio equivalentes localmente [66, 68].

Aqui, de acordo com o teorema 1 de Cartan, a derivada covariante de ordem (¢g+1) da cur-

vatura é a derivada de ordem mais baixa que é funcionalmente dependente das derivadas
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covariantes de ordens 0,1,2,3........ g, onde (g+1) < 1/2n(n+1) = dim(M) -+ dim(F,) =
dimF(M). O teorema de equivaléncia, além de estabelecer as condigGes necessarias e
suficientes para a equivaléncia, dadas pelas equagdes (1.16), também estabelece uma de-

scrigao local, independente de coordenadas da variedade Riemanniana através do conjunto

Aq = {RABCD: RABCD;M] ; RABCD;Ml May <eeee ) RABCD?MlM?'"Mq }’ (1.17)

formado pelas componentes do tensor de curvatura do fibrado F(M) e de suas derivadas
covariantes até no maximo a ordem n(n + 1)/2 para uma variedade de dimensio 7.
Este conjunto sdo escalares sob transformacoes de coordenadas, por isso sao denomi-

nados escalares de Cartan [80, 72].

1.3.2 Escalares de Cartan e o Grupo de Isometria

Da subsegao anterior temos que o conjunto de escalares de Cartan A, permite uma de-
sericdo das propriedades locais da geometria Riemanniana [66], isto significa que todas as
informagdes que podemos obter de g, também podem, em principio, ser obtidas a partir
dos escalares de Cartan. Nesta secdo vamos apresentar o teorema que permite obter as
dimensdes do grupc; de isometria utilizando os escalares de Cartan.

Como sabemos, o grupo de isometria mapeia uma variedade Riemanniana em outra
variedade Riemanniana preservando a métrica pelo menos localmente. Por outro lado
o problema de equivaléncia pode ser usado para investigar a isometria local de duas
variedades. Por exemplo, a geometria intrinseca do cone é localmente equivalente a ge-
ometria de uma superficie plana, o que quer dizer que elas sdo localmente isométricas.
Globalmente como sabemos, o cone e uma superficie plana ndo sio equivalentes.

Considerando que {z*} sio coordenadas de M e os pardmetros £4 correspondem ao
grupe SO(n—1, 1), apresentamos o seguinte teorema (veja refs. [64, 66] para uma demon-

stracao)
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Teorema 3 Seja o fibrado F(M) dos referenciais ortogonais generalizados, com cur-
vatura R4pcp e coordenadas (z*, £4), definido sobre uma variedade Riemanniana M de
dimensao n, e considere que existem k, escalares de Cartan funcionalmente indepen-
dentes no conjunta Aq = {RABCD,RABCD;MI,RABCD;Mle, ..... RABCD;Mle....Mq}- Seja
mgy 0 nimero destes escalares que sdo fungdes das coordenadas £#, e t, o nimero destes
escalares que sdo funcdes das coordenadas z#. Entao, existem em M um grupo de isome-

tria de dimensdo r tal que

r=n(n+1)/2 -k, (1.18)

com um grupo de isotropia de dimensao s
s=n(n+1)/2 - my, (1.19)
onde a dimensao da orbite d é
d=r—s=mn—t, (1.20)

Aqui estamos vendo um exemplo de aplicacio dos escalares de Cartan na determinacio
de propriedades locgis de uma variedade Riemanniana. De fato existern outras aplicagoes
como a determinacao da dlgebra de Lie do grupo de isometria [70, 801.

Na proxima secao apresentaremos um algoritmo para testar o método de equivaléncia.
Como resultado deste algoritmo foi possivel estabelecer critérios para uma classificacao
de variedades Riemannianas em termos dos escalares de Cartan, invariantes sob transfor-

macoes de coordenadas.

1.4 Algoritmo de Karlhede

O teorema 2 fornece um método para determinar se duas variedades sdo ou nao localmente

equivalentes, e determina também que o nlmero maximo de derivadas covariantes do
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tensor de curvatura deve cumprir ¢ + 1 < n{n + 1)/2. Por exemplo: para uma variedade
pentadimensional ¢ < 14. Este limite superior pode ser diminuido usando o formalismo
espinorial da relatividade e usando a abordagem espinorial do problema de equivaléncia
(ver a se¢do 7 da referéncia [66]). A solugdo de Cartan resolve formalmente o problema
de equivaléncia, mas na pratica se torna muito dificil, pois por exemplo, para espacos
tempos quatridimensionais, além de usar 4+6 coordenadas (z*,£4) do fibrado F(M),
pode envolver clculos com mais de 8690 quantidades independentes [71]. Karlhede propoe
um procedimento pratico [66], que depois de um nimero finito de passos permite decidir
se duas variedades sao equivalentes ou nao. O procedimento de Karlhede permite realizar
os calculos somente na variedade M e reduz bastante o nimero de quantidades calculadas.

Procedimento :
e Escolher uma base nado-coordenada relativa a métrica constante nap, no caso pen-

tadimensional uma base de péntadas.

o Calcular as componentes R4gcp do tensor de Riemann na base ndo-coordenada fixa

anteriormente escolhida.

o Calcular 43, o numero de fungdes funcionalmente independentes entre as compo-
nentes do tensor de curvatura (fp < n). Note que agora os elementos R pop sio

funcoes de z*, porque o referencial £4 esta fixado.
¢

e Determine o grupo de isotropia Hy, subgrupo do grupo de isometria G, que deixam
invariantes R*pcp. (Hy pode conter transformacdes discretas desde que G, as

possua também).

e Determinar uma base nao-coordenada padrao pela exigéncia de que sob a acdo de

Hyg, as componentes Kapcp tenha uma forma especial chamada forma candnica.

o Calcular R4 pcp.as, na base nio coordenada padrio.
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e Determinar ¢, o nimero de componentes entre Rapep € RB? pcp,a, que sao fun-

cionalmente independentes entre si.

e Determinar o sub-grupo de isotropia H; que deixa { Rapcp, R pcp.a, } invariante.

Em geral H, C Hy .

Se t; = ty, H1 = Ho; Rapep ¢ Rapcp tem a mesma forma candnica, B pepas, e

R*gep.m, tem a mesma forma candnica, e além disso

Rapep = EABCD
Rigcpan, = EABCD;M;
sao compativeis como equagoes em z* e Z*, entdo as duas variedades sao localmente equiv-
alentes e o conjunto A, = {RABCD,RABCD;MI} é um conjunto completo de invariantes
que descreve a geometria local da variedade.
Se t1 # {p ou Hy # Hp, temos que determinar uma nova base ndo coordenada padrio,
onde R pop.as, toma uma forma canénica.

Repetimos o processo com a segunda derivada de R peop € continuamos com a terceira,

¢ assim por diante ( H, C H, 1), até que tg4) =1, ¢ H,y) = H,. Entdo o conjunto
Ny ={R"pcp, R sepmy, B sepom vy, B2 pepian .. a, } (1.21)

di uma descrigdo invariante da geometria.
A dimensao do grupo de isometria, de seu grupo de isotropia e da dérbita podem ser

determinadas através do teorema 3 anterior, usando
d = n—t, (1.22)
r = s+n—t, onde s= dim(H,). (1.23)

Se investigarmos as variedades (M, g) ¢ (M,g) com 0 mesmo n4p, com a mesma forma

padrio para o tensor de curvatura e suas derivadas covariantes, e se o tensor de curvatura e
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suas derivadas covariantes no conjunto de equagoes (1.16) sdo compativeis como equagdes
em £# e I*, entdo a condicado necessiria para a equivaléncia das variedades é t; = {; e

Hi=H , i=0,1,23.... g. O conjunto
{to,tr, o, oo ty, Hoy Hyy Ho, ..o H,}, (1.24)

junto com a forma candnica dos elementos do conjunto (1.21) carateriza localmente a

geometria.
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Capitulo 2

Homogeneidade de Espacos-tempos

Riemannianos Tipo Godel em 5D

2.1 Introducao

Em 1949, Godel encontrou a solucdo particular das equagoes de campo de Finstein com
constante cosmoldgica, tendo como fonte de matéria poeira com rotagao [31]. A solugio
cosmoldgica de Godel tem uma reconhecida importancia na TRG. Uma medida deste fato
é a quantidade de trabalhos publicados relacionados & solugdo de Goédel no estudo de
modelos cosmoldgicos com rotagio no contexto da relatividade geral (ver [48, 52, 89] e
suas referéncias). Uma importante consequéncia da solugio de Godel é que a teoria da
relatividade geral (TRG) néo exclui a existéncia de linhas de universo tipo tempo fechadas
(anomalia causal).

Um resultado relevante referente aos modelos cosmoldgicos do tipo Gédel no contexto
da TRG é o teorema de Bampi-Zordan [35], que estabelece que toda métrica tipo Godel
solucdo das equagdes 4D de Einstein com tensor de energia momentum de um fluido

perfeito é necessariamente isométrica a métrica de Godel [31].
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Em 1980, Raychaudhuri e Thakurta [37] consideraram pela primeira vez o problema
geral de homogeneidade local das variedades espaco-temporais 4D tipo Gédel, e deter-
minaram as condigbes necessdrias para a homogeneidade espaco-temporal. Trés anos
depois, Rebougas e Tiomno [39] provaram que as condi¢des necessirias encontradas por
Raychaudhuri e Thakurta eram também suficientes para homogeneidade espago-temporal.
Contudo, em ambos os artigos (37, 39}, o estudo da homogeneidade espago-temporal (ET)
local destas variedades contém a hipétese simplificadora de que os campos de Killing sao
independentes do tempo.

Usando a técnica do problema de equivaléncia para espacos-tempos Riemannianos em
sua versdo espinorial formulada por Karlhede [66, 67], e o sistema de computagao algébrica
chamado CLASS] [69] escrito em SHEEP [61], Reboucas ¢ Aman acharam as condigdes
necessarias e suficientes para a homogeneidade BT local das variedades tipo Godel sem
nenhuma hipétese restritiva [46].

Uma generalizacao natural das variedades tipo Godel 4D para 5D ¢é considerar as
primeiras como hipersuperficies num universo de cinco dimensdes. E neste sentido que M.
Rebougas e A. Teixeira publicam um primeiro trabalho onde se estuda a homogeneidade
ET de um tipo de ‘variedades pentadimensionais com métrica tipo Godel [59]. Usando
a técnica do problema de equivaléncia formulada por Cartan e o sistema de computacao
algébrica CLASS], eles determinaram as condi¢bes necessarias e suficientes da homo-
geneidade ET local para este tipo de variedades 5D [59]. Neste trabalho vamos estudar
variedades Riemannianas 5D com uma métrica tipo Godel mais geral que na ref. [59, 60].
A estas variedades vamos dar o nome de variedades Riemannianas 5D tipo Gddel gener-
alizada M.

Similarmente aos artigos [46, 59], neste capitulo examinaremos as condi¢des necessérias

e suficientes para a homogeneidade ET (espaco-temporal) local destas variedades Rie-
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mannianas 5D tipo Godel generalizada, usando a técnica do problema de equivaléncia
de Cartan [64] conjuntamente com CLASSI, estendendo desta forma os resultados da
referéncia [59, 60]. Este capitulo estd organizado do seguinte modo : Primeiro, determi-
namos as condigdes necessarias e suficientes para a homogeneidade ET local destas var-
iedades Riemannianas 5D tipo Gddel generalizadaes. Segundo, discutimos a equivaléncia
local destas variedades Riemannianas. Demonstramos que tais variedades sio caracter-

2w, e &, e que idénticas triadas (m?, w, k)

izadas por trés pardmetros essenciais m
correspondem a variedades Riemannianas localmente equivalentes. Terceiro, discutimos a
possibilidade de existéncia das curvas tipo tempo fechadas para cada classe de variedades
5D Riemanniana tipo Gddel, ou seja, a possivel violagio da causalidade. Demonstramos
que os resultados sao similares ao trabalho de Rebougas e Teixeira [59] e sua contrapartida
em 4D [39, 46]. Também determinamos um conjunto irredutivel de campos vetoriais de
Killing para cada classe de variedade e sua correspondente algebra de Lie. Demonstramos
que para uma classe de variedades 5D Riemannianas tipo Godel existe um grupo maximal
de isometria G7, para uma outra classe destas variedades existe um grupo maximal de
isometria (g, e finalmente para uma terceira classe de variedades deste tipo existe um
grupo maximal & 15.'

Os resultados deste capitulo fazem parte de um trabalho cientifico publicado no Jour-

nal of Mathematical Physics [89].

2.2 Homogeneidade Local e Métricas Irredutiveis

O elemento de linha da variedade Riemanniana 5D tipo Gédel generalizada My que

estudaremos é

ds? = dt? + 2H(z)didy — dz® — G(z)dy? —~ F2(0)(d2® + dit?) | (2.1)
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onde H(z),G(z) e F(4) sio funcdes arbitrérias, e as 5 coordenadas ET estio ordenadas
do seguinte modo : ¢, z,y, 2, 4. Este elemento de linha é uma generalizacao do elemento
de linha dos trabalhos [59, 60].

O elemento de linha (2.1) pode ser levado, por transformaces adequadamente de

coordenadas, a seguinte forma :
d&® = [dt’ + H(z)dy’]? — dz? — D?(z)dy” — F?(u)d2® — du? | (2.2)

onde D?*(z) = G(z) + H*(x), e u é a nova {quinta) coordenada. Em um ponto arbitririo
p € Ms, podemos definir uma base ndo-coordenadas (base de péntadas) através de uma
escolha de 5 vetores linearmente independentes no 7,,(M). A base dual de 1-formas {@A}

no T;(M) correspondente a nossa escolha é dada por

8 = dt+ H(z)dy, (2.3)
&' = dx, (2.4)
0% = D(z)dy, (2.5)
© = Flu)dz, (2.6)
& = du. (2.7)

O elemento de linha (2.2) pode ser reescrito como

ds® = iap 6707 = (") - (8')2 - (67)2 - (8%)* — (©*)2. (2.8)
Sendo 745 a métrica Lorentziana, com a representagio matricial ||45| = |74 = diag
(+,—,—,—, —). Usando como dados de entrada do CLASSI [61] as 1-formas (2.3) - (2.7),

e o referencial Lorentziano (2.8), obtivemos as seguintes componentes ndo nulas do tensor
de curvatura

[
—~

Roml = Rozoz = - 2_D)2 3 (2-9)
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Rz = (Q_D_ ) (2.10)
— DH Hl’ 9

Rigp = F -3 (E) : (2.11)
= F

R334 = 7o (2.12)

onde a plica denota derivada com respeito a x, € 0 ponto sobre uma letra denota derivada
com respeito a u. Uma listagem do arquivo utilizado para o cédlculo das componentes
do tensor de curvatura é dada no apéndice A.2. Vamos agora discutir as condigbes de
homogeneidade local da nossa variedade Riemanniana tipo Godel generalizada M.
Quando o grupo de isometria local 7, age transitivamente sobre a variedade Mg entdo
a variedade M é dita localmente homogénea [76, 78). Neste caso a érbita O, ( p um ponto
arbitrdrio de M ) é a prépria variedade Ms, e assim obviamente a dimensao da variedade
é igual a dimensao da 6rbita O,. Da expressio (1.20) d =15 —1t, = 5,logo ¢; = 0 para
1= 1,2,3,...q, 0 que quer dizer que o numero de func¢des funcionalmente independentes
de {z#} no conjunto A, deve ser zero, ou seja as componentes R4pcp das pelas equagoes
(2.9) — (2.12) devem ser constantes. Portanto, das equagées (2.9) — (2.12) concluimos que

para a homogeneidade ET local da variedade A5 é necessdrio que

HI
5T constante = —2w , (2.13)
D”
o~ constanic = m? (2.14)
P
7= constante = K . (2.15)

Impondo as condigdes necessdrias, as componentes nao nulas do tensor de curvatura no

referencial de bases nao-coordenadas ou bases de péntadas se reduzem a

Ryoy = Ror = —w?, (2.16)
El?l? = m® -3’ ; (2.17)
§3434 = kK. (2.18)



Seguindo o método de Cartan para equivaléncia local de variedades, calculamos a primeira
derivada covariante do tensor de curvatura na base de péntadas obtendo-se as seguintes

derivadas nao nulas da curvatura
Row12a = Roa1z = w(m?® — 4w?) | (2.19)

sendo entdo claro que nao dependem do valor da constante x. Os cilculos para determinar
as expressoes (2.13) — (2.19) foram feitos a mao e simultaneamente com o sistema CLASSI,
a listagem do arquivo utilizado estd no apéndice A.2.

Na expressao (2.19) observamos que a primeira derivada covariante do tensor de cur-
vatura € algebricamente expressivel em termos do tensor de curvatura, além disso tendo
em conta a imposi¢ao das condicées necessarias para a homogeneidade local, observa-se
que nas expressoes (2.16) ~ (2.18) ndo aparece explicitamente as coordenadas {z"}. Logo
o numero de fungdes funcionalmente independentes de {z”} no conjunto Ay = {Rapcp}
é zero, to = 0. Da expressdo (2.19), no conjunto A; = {Rapep, Rascp;m, } 0 nimero de
fungdes funcionalmente independentes de {z"} é zero também, logo t; = 0.

Seja Hy o grupo de isotropia que deixa invariante 2 A¢ = {Rapcp}, andlogamente
seja H, o grupo de ’isotropia que deixa invariante a A; = {Rapcp, Rascp.an }- No que
concerne 2 dimensio do grupo residual de isotropia se distingue trés tipos diferentes

de classes de variedades localmente homogéneas tipo Gdédel, de acordo & relevincia dos

pardmetros m?, w, x como segue !
1. dim(Hy )= dim(H; )= 2 quando

a) w#0, m?# dw? Ve e R ;

by w=0, m?#0, k#0;

LA integracio dos campos de Killing para estas classes de variedades generalizadas tipo Gédel, que

desenvolvemos na préxima segdo, confirma a afirmagéo feita neste pardgrafo.
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2. dim( Hy )= dim(#; )= 4 quando

a) w0, m? =4u? Ve C R ;
b) w=0,m?#£0, k=0,

c) w=0m*=0, k£0;
3) dim( Hyp ) = dim(H; ) = 10, quando w = m? = k == 0.

Destes itens acima e da equacao (1.20) concluimos que as variedades 5D generalizadas
localmente homogéneas tipo Godel admitem grupos maximais de isometria local G, com
r=7, r=09, ou r =15 agindo em uma érbita de dimensio d=5, isto é, Mj5. Logo as
condi¢des necessarias para a homogeneidade da nossa variedade Mj dadas por (2.13) -
(2.15) sdo também suficientes, pois observe-se que a dimensao dos 3 grupos de isometria
sobre a variedade Riemanniana My sfo maiores que a dimenséo da 6rbita d = 5 que é a
variedade M;.

Os resultados anteriores podem ser coletados nos seguintes teoremas :

Teorema 4 As condigbes necessdrias e suf icientes para que uma variedede pentadimen-
cional Riemanniana tipo Godel generalizada seja localmente homogénea sao fornecidas

pelas equagdes (2.13) - (2.15).

Teorema 5 As variedades 5D Riemannianas tipo Gidel generalizadas localmente ho-
mogéneas sdo localmente caracterizadas por trés pardmetros independentes w, K e m?

idénticas triadas (w, k, m?) especif icam variedades localmente equivalentes.

Teorema 6 As wvariedades 5D Riemannianas tipo Godel generalizados localmente ho-
mogéneas admitem um grupo de isometriac G, com
(i) r= 7 se uma das condigdes (1.a ) e (1.b) € satisfeita ;

(i1) r= 9 se uma das condigdes (2.a), (2.b) ou (2.c) € satisfeita
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(iii) r= 15 se a condicdo (3) € satisfeita.

Vamos agora concentrar nossa aten¢ao em achar uin conjunto isometricamente nio equiv-
alente de métricas tipo Godel generalizados localmente homogéneas. As métricas cor-
respondentes para cada classe de variedades podem ser obtidas de uma forma similar
a conseguida por Rebougas ¢ Tiomno {39]. Iniciamos integrando as equagoes (2.13) -
(2.15), logo, eliminamos as constantes de integracdo ndo essenciais em concordancia com
o teorema 5. A seguir, apresentamos as classes irredutiveis de métricas sem detalhes dos
cdlculos feitos em cada caso. Distinguimos seis classes de métricas como segue :
ClasseI :m?>0,Vek€R, w#0.

Para esta classe as solugbes gerais de (2.13), (2.14) e (2.15) séo

D(z) = aysinh(mz + ay), (2.20)
2w
H(z) = o cosh (mz + ay) + aa, (2.21)

by sinh (au + bs) se k=a2>10,
Fu)=< bu+b se k=10, (2.22)
blsin(au%bg) se K=—a? <0.
Na equacao anterior aq,as, as, by, bs sdo constantes arbitrarias e reals. De acordo com o
teorema o, estas constantes nao sdo essenciais, isto quer dizer que podern ser absorvidos
por transformagdes adequadas de coordenadas. Entéo o elemento de linha (2.2) junto com
as funcoes H(z}, D(z), F(u) fornecidas pelas equagdes (2.20 ) — (2.22} pode ser levado

na seguinte forma em coordenadas cilindricas [32] :
di® = [dit + H(r)d¢)? — D*(r)d¢? — dr® — F?(u)dz* — du?, (2.23)

con as seguintes funcdes métricas

H(r) = 2w(1 —;fzsh(mr)] , (2.24)

D(r) = S—I% (2.25)
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a'sinh{au) se k=a’>0,
Flu)=< 4 se k=0, (2.26)
a™! sin (au) se k=—a*<0.
De acordo com o teorema 6 os possiveis grupos de isometria para esta classe sdo G; e Gg,
onde Gy é quando m? # 4w? e Gy é quando m? = 4w?, independentemente do valor de .
Classe II : m? =0, Vk € R, w# 0.
O elemento de linha para esta classe também pode ser levado a forma (2.23), com a fungio

métrica F'(u) dada por (2.26) e com as fun¢des H(r) e D(r) dadas por
H(r)=—wr? , D(r)=r. (2.27)

O teorema 6 assegura que para esta classe existe um grupo de isometria (', independente
do valor de .

Classe III :m?= -2 <0,Vse R, w#0.
Da mesma maneira para esta classe o elemento de linha (2.2) pode ser levado a forma
(2.23) por transformacdes adequadas de coordenadas, com I'(u) dado por (2.26) e

H) = 2w[cosl(/1;r)“1]; (2.28)
D(r) = Smfjw)} | (2.29)

o teorema € garante que para esta classe existe um grupo de isometria G, independente
dos valores de x

Classe IV . m?>#0,¥ceR, w=0,
Neste caso, o termo cruzado do elemento de linha (2.23), relacionado com o pardmetro
de rotacdo w em modelos tipo Godel 4D, se anula. Partindo da expressdo (2.2) para

o elemento de linha podemos fazer adequadas transformacoes de coordenadas e obter o

seguinte resultado
d§? = dt? — D*(r)d¢® — dr® — F*(u) d2” — du’. (2.30)

31



Observe que aqui H(r) = 0 e D(r) é dado pelas equacdes (2.25) ou (2.29) conforme
m? > 0 ou m? = —v? < 0 respectivamente. A fungao F'(u) é fornecida por (2.26). De
acordo com o sinal de x, pode-se separar em duas sub-classes.

De acordo com o teorema 6 , as variedades My desta classe admitem um grupo de
isometria local G'; quando « # 0 ou Gg quando k = 0.

Classe V. .m? =0, x #0, w=10.
Da mesma maneira que nos casos anteriores, podemos levar o elemento de linha (2.2) &

forma (2.23) com as fun¢bes métricas

H(r)=0, D(r)=r, (2.31)
F ) a~! sinh (a u) se k=a?>0, (2.32)
w) = .
a™! sin(au) se  k=-0?<0.

Do teorema 6, as variedades desta classe admitem um grupo de isometria Gg.
Classe VI: m? =0, k=0, w=10.

Das expressdes (2.16), (2.17) e (2.18) podemos notar que esta classe corresponde as

variedades planas 5D, dado que o tensor de curvatura é identicamente nulo. De outra

maneira, seguindo o procedimento andlogo nos casos anteriores, o elemento de linha (2.2)

se pode levar a forma
d&® = dt* — r*d¢?® — dr® — u?d2® — du’, (2.33)

que corresponde a uma variedade plana 5D. De acordo com o teorema 6, esta variedade
admite um grupo de isometria (15, sendo 5 isometrias de translacdo e 10 isometrias de

rotagio. Observe-se que as variedades desta classe sio maximalmente simétricas [82]).
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2.3 Violagao de Causalidade

Existe uma solugio cosmolégica exata das equagdes de Einstein que admite curvas fechadas
tipo tempo, encontrada por Godel em 1949 [31]. A solugdo de Godel tem como fonte
de matéria um fluido perfeito livre de pressdes (poeira) em rotacio. A variedade Ay

correspondente tem como elemento de linha
ds® = [dt + H(z)dy]? — D?(2)dy® — dz* — d2? | (2.34)

onde H(z) = exp(mz), D(z) = ex\‘;_—(’:;:); onde m = cte. real, estd relacionada com a
constante cosmoldgica A e com o pardmetro de rotagdo w por : m? = 2w? = —2A = p,
onde p ¢ a densidade de matéria. O modelo de Gédel é homogéneo em espago tempo (ET
homogéneo), uma vez que admite um grupo de isometria G5 que atua transitivamente
sobre a variedade espaco-tempo com elemento de linha (2.34). Desde a publicacio do
trabalho original de Godel muitas publicagoes foram feitas ao longo da linha de inves-
tigacdo de modelos cosmolégicos com rotagdo e violacdo de causalidade no contexto da
TRG, denominadas solu¢bes cosmoldgicas tipo Godel [48, 52, 46]. Nesta se¢io vamos
analisar a possibilidade da existéncia de curvas fechadas tipo tempo para nossa variedade
Riemannia na pentadimesional tipo Godel. Nosso resultado é uma generalizacio aos es-
tudos feitos em variedades tipo Godel 4D [31, 39] e variedades tipo Gédel 5D [59, 60]. A
existéncia destas curvas permite que a causalidade seja violada. No entanto, localmente
o principio de causalidade continua sendo vilido, posto que, nossa variedade é localmente
Lorentziana.

Seja V um vetor unitdrio tangente num ponto p de alguma curva sobre Ms, agora se
¢g(V,V) > 0 entdo diz se que V é tipo tempo no ponto p, se g(V,V) > 0 é valido para

todo ponto da curva, entao se diz que tal curva é tipo tempo. Vamos reescrever aqui o
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elemento de linha (2.23) :
d§” = df* + 2H (r)dtdd — dr* — G(r)d¢® — F(u)dz® — du?, (2.35)

onde G(r} = D(r)*— H{r)?, (r,t, ¢) sdo coordenadas cilindricas. Consideremos as curvas
fechadas onde u = cle, { = cle, z = cte, r = cte, ou seja circunferéncias. Posto que
9ss = gleg,€4) = G(r), a existéncia ou nao de curvas fechadas tipo tempo, depende
somente do sinal de G(r). No caso que G(r) < 0 as circunferéncias u = cte, t = cte, z =
cte, r = cte sdo tipo tempo (circunferéncias de Godel) [59, 84]. Vamos analisar a
existéncia ou nao destas curvas ndo causais para cada classe de métricas irredutiveis
estudadas anteriormente. Vamos apresentar primeiro o caso IT por ser relativamente mais
facil.
Classe II w#0, m® =0, Vs C R.
Usando a equagao (2.27) para H(r) e D(r), o elemento de linha (2.35), determinamos o

comportamento de G(r)

se O0<r<rg, G(r) > 0,
se r=r., G(r) = 0, (2.36)
se r.< 1 <00, G(r) < 0,

onde, a 7, = ﬁ ¢ denominado raio critico. Podemos portanto concluir que para a zona
r. < r < oo as circunferéncias u, ¢, z = ctes e r = cte > r, sdo curvas tipo tempo
fechadas, logo ha violagao da causalidade. Na zona 0 < r < r, as circunferéncias u, t, z
= ctes e r = cte sdo tipo espago ou nulas

Classe I w+#0, m?>0,Vk c R.
Usando as equagoes (2.24) e (2.25), o elemento de linha (2.35) e definindo B = 2w/m

encontramaos que
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e Se B>1 ,secumpre sinh’(%=) = (B? — 1)7! entdo para a regiao r, <r < 0o, a
condicdo G(r) < 0 é satisfeita. Logo, as circunferéneias v, t,z, = cte e r =cte > r,

sdo curvas tipo tempo fechadas, existindo violacdo de causalidade,
e Se B <1, entdo as circunferéncias u, t, z, = cte e r =cte nao sdo tipo tempo.

Classe III m? = —1? <0, w=0Vxk € R.
Para esta classe, a partir do elemento de linha (2.35), juntamente com as equacdes (2.28)
e (2.29) para H(r) e D(r), deduzimos as condicdes para a existéncia de circunferéncias

nao causais mostrando que elas dependem da raiz da equagio
sinQ(%) =(1+BY)' <1, (2.37)

onde B = 2w/m, mostra-se que existem circunferéncias nao causais e causais de maneira
alternada nas se¢bes wu,t, z, = cte. Por exemplo, a primeira regido nao causal estd entre
r = 0 e a primeira raiz da equacdo (2.37). A segunda regifio ndo causal esti entre a
segunda raiz € a terceira raiz de {2.37) e assim por diante.

Nas classes IV, V e VI ndo existem circunferéncias ndo causais do tipo wu,t,z, = cte,

devido a que para estas classes G{r) >0,¥Vr > 0.

2.4 Campos Vetoriais de Killing

Nesta secio determinaremos os geradores infinitesimais e a dlgebra de Lie do grupo de
isometria que atua sobre a variedade generalizada homogénea tipo Godel 5D. Estes ger-
adores sio campos vetoriais sobre a variedade Ms e chamam-se campos vetoriais de
Killing. O elemento de linha fornecido por (2.23) para estas variedades pode ser levado &

forma Lorentziana (2.8) com as 1-formas {64} dadas por

&° —dt+ H(r)dp, O =dr, & =D(r)ds, 0= F(u)dz, O =du.  (2.38)
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Aqui H(r), D(r), F(u) dependem dos pardmetros m?, £, w de acordo com as classes das
variedades localmente homogéneas estudadas anteriormente. Seja K um campo vetorial
de Killing genérico sobre a variedade espago-temporal Ms, denotamos as componentes
deste campo por K# = (Q,R,S5,Z/F, V), onde Q,R,5,Z,V sio funcdes de todas as
coordenadas ¢, 7, ¢, z,u. Tendo em conta que estamos trabalhando numa variedade Rie-
manniana, e que a conexao ¢ compativel com a métrica (conexdo Riemanniana) , mostra-se

que os campos vetoriais de Killing satisfazem a equagao
K(A;B)=Kap+Kpa=0. onde A B=1{0,1,23,4} (2.39)

Estas quinze equacoes sdo denominadas equagoes de Killing. Para nosso caso e no refer-

encial de Lorentz (2.38) elas se reduzem a

T,=0, T,—V,=0, (2.40)

R, =0, Ry+V;=0, (2.41)
V=0, (2.42)

D(T, ~R) - H,P =0, (2.43)
P,D—HV,+V,=0, (2.44)
—DP,—HT,+ RH, + Ty =0, (2.45)
DP,— HR,— PD,+ Ry =0, (2.46)
—HP,+ RD, + P, =0, (2.47)
—FZ+T, =0, (2.48)

FZ,+ R, =0, (2.49)
VF,+2,=0, (2.50)

ZuF —ZF,+V, =0, (2.51)
PD—HFZ,+FZy=0. (2.52)
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Onde
T=H5+4+@Q , FP=DS5. (2.53)

Agora, para resolver as 15 equag¢des anteriores, vamos fazer uso dos resultados obtidos da
ref [40] e para esse objetivo, nds faremos a troca u —+ z , V — Z nas equagdes (2.40) —

(2.52), obtendo

T,=0, T,-Z,=0, (2.54)
R, =0, R,+Z, =0, (2.55)
Z, =0, (2.56)

D(T, - R) -~ H,P=0, (2.57)
P.D-~HZ+ Zy=0, (2.58)
~DP,+RH, + T, =0, (2.59)
DP, —HR,- PD,Ry =0, (2.60)
—HP, + RD, + P34 =0, (2.61)
—FV,+T,=0, (2.62)

FV,+ R, =0, ‘ (2.63)

ZF,+V, =0, (2.64)
V,F-VF,+7Z,=0, (2.65)
P,D—HFV,+FV;=0. (2.66)

Vemos que as equagdes (2.54) — (2.61) sao formalmente as mesmas equagoes de Killing
(4) a (11) de [40]. Nao obstante, nas equagdes (2.54) — (2.61) as fungbes T, R, P, Z
dependem adicionalmente da.gquinta coordenada u, e a componente V depende de todas
as coordenadas. Levando em conta esta similitude, a integracdo das equagoes de Killing

(2.54) - (2.66) podem ser feita do seguinte modo -
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Primeiro, por analogia com (4) — (11) da referéncia [40] integramos (2.54) — (2.61),
mas aqui em vez de constantes devemos ter ainda uma dependéncia com relagdo a quinta
coordenada u.

Segundo, observando que V = V' (¢, 7, ¢, z,u) e usando as equacdes restantes (2.62) —
(2.66) encontramos a forma explicitade T, P, R, Z ¢ V como fungao de u. Ao final fazemos
de novo a troca z - u, Z -+ V obtendo desta forma a solu¢io das equagdes (2.40) -
(2.53). Usaremos os dois passos anteriores na integracdo das equagoes de Killing (2.40)
— (2.53) para todas as classes das métricas generalizadas tipo Godel. Para exemplificar
vamos resolver as equagbes (2.40) — (2.53) para as métricas generalizadas de Classe IA.

Classe I :m?*>0,w #0, ¥ € R.

Classe TA : m? # 4w? , Ve € R.
oe~lsinh{au) se k=a*>0,
Flu)=1< u se k=0, (2.67)
a1 sin (eu) se k=-a"<0,
com
Hr) = %[1 _ cosh(mr)] , Dfr) = i@%@ | (2.68)

Dado que para este caso (classe IA) temos 3 possibilidades para (bositivo, Z€ro, nega-
tivo), entdo temos que resolver separadamente para cada .

Vamos resolver agora as equagoes (2.40) — (2.53), especificamente para a classe IA em
que (Mm% >0, w#£0, k=2a®>0). Como foi sugerido anteriormente, ao fazer a troca
u—z, V- Z, temos que resolver especificamente as equagoes

(2.54) — (2.66) com

F(z) = ﬂl%(-@ . (2.69)
Da ref [40] temos
T = ky+ 2w [keDy + (kzsing + kycos¢ ) D] | (2.70)
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R = kycos¢p—kysing , (2.71)

P = —kym?D — (kysing + kqcos¢ ) D, , (2.72)
< = ke, (2.73)
onde
kl = k1(u) s k’g = kz(’bﬂ) , k’g = k’g(’bﬂ) y k4 = k4(’bﬂ) y k'y = k'y('LL) ; (274)
V = V(tz T: ¢)ZJ ’U.) . (275)

De (2.64) - (2.65) obtemos

ZF% LV Py = Zyy (2.76)

Da equagao anterior cbtemos
Lyw+ 2 =0, (2.77)
Zcosh(az)+V,=0. (2.78)

Das equagdes (2.77) — (2.78) obtemos

Z = kgsinu+ kgcosu, (2.79)

V = —cosh(az)[kssinu — ks cosu] + g(t,d,7, 2) , (2.80)
e de (2.62), (2.63), (2.70), (2.71) obtemos
Ty + Ry = 0. (2.81)

logo

ko = cte, ks = cle, ky = cte. (2.82)

Dos resultados anteriores e das equagdes (2.62), (2.66) se deduz que &y = cte e g = g{z).

Logo, usando novammente a equacdo (2.66) chegamos a que g = b sinh(az), onde b é uma
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constante arbitraria.

Em resumo

= —cosh(az) [kesinu — ks cosu] + b sinh(ez) |
= kysinu+ kgcosu ,
ki + 2w [koDy + (kysin ¢ + kg cos ¢ ) D],

= kzcos¢ — kysing,

"N NN S
I

= —kym?D — (kysin ¢ + kq cos @)D, .

(2.83)
(2.84)
(2.85)
(2.86)

(2.87)

Para voltar as coordenadas originais fazemos z = v Z — V, e redefinindo a constante
b

de integragio b temos a solucdo das equacgtes (2.40) — (2.53)

= ki + 2w [keD, + (k3sin ¢ + ks cos ¢ ) D],

= kzcos¢g — kysing ,

—kom®D — (kasing + kycos @)D,

= — cosh(au) [kesin z — ks cos z] + krsinh(au) ,

= kssinz+ kgcosz,

SN Y o™
fl

e usando a equagdo (2.53) temos também

Q@ = ki+ ks [2wD, + Hm? + k32wDsing

HD HD,
+ ks Drsin¢+k4[2chos¢+ 5 coso |,

= kycosd — kysing,

D
= —fym® — 3’“ (kssing + kscosé ),

— cosh(ua) [sin zks — cos zks| -+ k7 sinh(ua) ,

< N o=
i

= kgcosz+ kssinz .

(2.88)
(2.89)
(2.90)
(2.91)

(2.92)

(2.93)
(2.94)
(2.95)
(2.96)
(2.97)

(2.98)

Dos resultados acima, e do fato que o espaco dos campos vetoriais de Killing sobre a
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variedade forma um espago vetorial, obtemos os seguintes campos de Killing

Ky, = 0, (2.99)
2

K, = Ew 8, — md¢, (2.100)
H D, .

Ky = —~551n¢50t+008¢53r— —D—Sln¢ Oy , (2.101)
H , D,

Ky = —Ecosgb dy — sin¢ 8, — Ecosqﬁ%, (2.102)

_acosh{au) _

K5 - W cos 2z 32 + SIH(Z) au ) (2103)

Kg = —Msinz 0, +cosz 0, , (2.104)
sinh(au)

K; = 0,. (2.105)

De maneira andloga para a classe IA (k = a?), vamos encontrar os campos de Killing
para a classe 1A (x = 0) e para IA (k = —a?), os resultados parecidos para os trés casos
permite coletar numa vinica solucio.

Em resumo, temos os seguintes campos vetoriais de Killing para a Classe IA :

K, = &, (2.106)
Ky = %U O —mde, | (2.107)
Ky = —%sinqﬁ@tvLcosqb ar-%sinqb Oy , (2.108)
Ky = —%cosqb 0, — sin¢ 3, — %cosqb Os (2.109)
Ky = %cosz@z+sinz Oy (2.110)
Ky = —% sinz 8, + cosz 0, , (2.111)
K7 = 8,, (2.112)

onde F(u) estd dado pela equagio (2.26).
[Kg, K3] = —imn K4 ) [KQ,K4] = ng y [Kg, K4] = ng s (2113)
[K5,K6] :—!{K'(, [K5,K7} :—Ke, [Ks,K7] :K5. (2114)
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Algebra de Lie £;4 = L, @ 7 @ s0(2,1). Daqui em diante os simbolos @ e ¢ denotam
a soma direta e soma semi-direta de subdlgebras, a subalgebra £, é s0(3) para x < 0,
s0(2,1) para k > 0, e t2&s0(2) para k = 0. Para esta classe [a , £, é gerado
por K5 , Ky e K;; o simbolo 7 é associado & translagido temporal K, e finalmente os
geradores infinitesimais da subdlgebra so(2,1) sao K, , K3 e Kj.

Determinar a dlgebra de Lie para cada grupo de isometria é importante do ponto de
vista matematico dentro do contexto do estudo e classificacao das algebras de Lie. Nesse
sentido vamos explicitar a dlgebra de Lie dos campos vetoriais de Killing para cada classe
de variedades Riemannnianas 5D tipo Gddel encontrada neste capitulo [79, 78].

Classe IB : m? = 4w?, w® #0, VR e R.

Com F'(u) dado por a equacdo (2.26). Os campos de Killing para este caso s&o

K, = 0, (2.115)
Ky = 0y—m,, (2.116)
K, = m%sinqﬁat-i-cosqb 8T—%s'1n¢ O (2.117)
K, = —%cosqﬁ & — sin ¢ 8T—%cos¢ e (2.118)
Ky = L%cos(mt + ¢) &, +sin{mt + @) &, + %cos(mt +¢) Fp,  (2.119)
Ky = ~% sin{mt + ¢) &, — cos(mt + ¢) &, + %Sin(mt + ) 0, , (2.120)
K, = cosz % 0, +sinz 0, , (2.121)
Ky = —sinz % O, +cosz &y , (2.122)
K, = 0,. (2.123)

Os comutadores nao nulos destes campos vetoriais de Killing séo

[Kl, K5] = —mn Kﬁ s [Kl, Kﬁ] = mK5 s [KQ, K3] = —m K4 , (2124)
[KQ,K4] = mK3 s [Kg, K4] = ng y [K5, Kﬁ] = mKl 5 (2125)
[K7, Kg] —_ KJKg ; [K;r, Kg] = ""Kg y [Kg, Kg] = K7 f (2126)
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Destes comutadores, a algebra de Lie para esta classe é L, = L, @ s0(2,1) @ so(2,1).
Como na classe anterior o subdlgebra £, depende do sinal de &, e aqui ela é gerada por
K7, Kg e Ky. As duas subalgebras so(2, 1) sao geradas pelos campos vetoriais de Killing
K, K5, K, e Ko, K3, K4 respectivamente.

Classe Il : m?=0, w#0,Vk € R.
Para esta classe também F'(u) é fornecido pela expressdo (2.25). Os campos de Killing

para este caso sao

K, = &, (2.127)
Ky, = 9,, (2.128)
K; = —wr sing 6t_cosq256,.+%sin¢ Op (2.129)
Ky = —wrcos¢ G, -+sing 6T+;"l—cos¢ 3y, (2.130)
Ks = cosz % 8, +sinz g, , (2.131)
Kg = —sinz % 3, + cosz O, , (2.132)
K, = 8,. (2.133)

Para estes campos Yetoriais temos os seguintes comutadores nao nulos :
(Ko, K3l = Ky, [Ka, Kyl =—Ks, [K; Ky=2wkKk,, (2.134)
[K5, Kel = — K7, K5, K7l = — K5, (K, K7] = K5 . (2.135)
Portanto, a correspondente algebra de Lie para esta classe é Ly = £,9 £4. A subalgebra
L. ¢ amesma das classes anteriores; neste caso é gerada por K, Kg e K;. A subalgebra £,
é gerado por K, Ky, K3 ¢ K. Esta dlgebra é solivel, ndo contém subalgebras abelianas

3D, e esta classificada por Petrov [85] como tipo I77 com g = 0.
Classe III m?= 12 <0, w#0,Vk € R.

Para esta classe F'(u) estd dado pela expressio (2.26). Os campos vetoriais de Killing sdo
K, = 0, (2.136)
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KQ = (2?.!]/1/) 3¢ + v 3¢ ' (2137)

H D, .
Kg = —BSiHQ’) 83+COS¢) 6T——531n¢ 8¢,, (2138)
H : D,
K, = —Bcosqb Oy —sin¢ 9, — 3cos¢> Fy (2.139)
Ks = cosz % d, +sinz 9, , (2.140)
F,
K¢ = —sinz ?8z-+—cosz A (2.141)
K; = 8,. (2.142)

Estes campos de Killing possuem os seguintes comutadores nao nulos :

[K’g,Kﬂ = VK4 , [KQ, K4] = =V Kg , [Kg, K4] b= VKQ y (2143)

(K5, Kg] = ~ 5 K7, [Ks, K7 = —K§ | [Ks,K7] = K . (2.144)

Para esta classe, de acordo com estes comutadores a dlgebra de Lie é L7 = L, ®7D s0(3).
Aqui 7 é associado com o campo vetorial de Killing K, a subdlgebra so(3) é gerada por
K, Ki, K4, e finalmente £, é gerada por K5, Kge K.

Classe IV m? #0,w =0,V € R.
Ao integrar os campos de Killing, esta classe se subdivide em duas sub-classes, de acordo
se k¥ #+ 0 ou se m:(l).

Classe IVA :m? £0, s 40, w=0.
Esta classe corresponde as chamadas variedades degeneradas tipo Godel, obtemos os

seguintes campos de Killing :

Kl — 8t 3 (2145)

Ky, = 04, (2.146)
D, .

K; = cos¢ &, — wﬁsmqb s (2.147)
D,

Ky = =—sin¢gd, — - oS ¢ g, (2.148)

Ky = cosz % ., +sinz @, , (2.149)
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Fy
K¢ = —sinz + 3, +cosz 3y, (2.150)

K, = 0,, (2.151)
(2.152)

onde D(r) = m™! sinh(mr) para m? > 0, ou D(r) = v}

sin(vr) para m? = —|v|* < 0,
a fun¢do F'(u) para & # 0 é fornecida pela expressio (2.26). Para esta caso temos os

seguintes comutadores nao nulos :

(Ko, K] = Ky, (Ko, K4) = —Kj3, (K3, Ky) = —m? K, (2.153)

[K57K6] - - K'K'T H [K5:KT] = _Kﬁ ) [Kﬁ)KT] = K5 . (2154)

Assim a 3lgebra de Lie para esta classe é Lrva = Li ® 7 & Ly, onde L, é s0(2,1) para
m? > 0, e so(3) para m? = —|v|* < 0. A subdlgebra L, gerada por Ky, K¢, K7 é s0(3)
para & < 0, e s0(2,1) para £ > 0. Finalmente 7 ¢ associado ao campo vetorial de Killing
K.

Classe IVB:m? £0, k=0, w=0.
Nos referimos a esta classe, como variedades 5D tipo Godel duplamente degeneradas.

Obtemos neste caso’ 0s seguintes campos Vetoriais de Killing :

K = 8, K,=0,, (2.155)
K; = cos¢p &, — (D,/D)sing 0y, (2.156)
Ky = —sing d, — (D,/D) cos¢ dy , (2.157)
Ky = sinz 8u+%cosz d, , (2.158)
K¢ = coszd, — ésinz 0, , (2.159)
K, = 0,, (2.160)
Ky = wusinzd;+1isinz 8u—l—étcosz d,, (2.161)
Ky = ucosz 0 +1tcoszdy — é tsinz 0, , (2.162)
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onde D(r) = m~sinh(mr) para m® > 0, ou D(r) = v !sin(vr) para m?* = ~|v|? < 0.

Para estes campos vetoriais de Killing temos os seguintes comutadores nao nulos :

Ky, K3 = Ky, [Ky, Ky| = — K3, [K3, Ky] = —m? K>, (2.163)
(K5, Ky = —Kg , [Ke, Kv] = K5, (K1, Kg| = K5, (2.164)
[K,y, Kq] = K, [Ks5, K| = Ky, [Kg, Kg) = K, (2.165)
[K7, Ks) = Ky, (K, Ko = —Kg, [Kg, Kg] = — K7, (2.166)

onde devemos substituir —m? por v? se m? < 0.

A correspondente dlgebra de Lie é Lyvp = 3¢ s0(2,1) & L,,. L., é gerada por
Ky, K3, Ky, sendo so(2,1) para m? > 0, e so(3) para m? = —|v|? < 0. O subdlgebra
t3er s50(2, 1) é gerada por K, K, Kg, K7, K ¢ K.

Clase V. m?=0,x#0, w=0.

Para esta classe encontramos os seguintes campos de Killing :

K = 6, Ky=328;, (2.167)
Ky = cos¢ O, — % sing 8, , (2.168)
Ky = —sin¢g o, — ;1: cos ¢ Oy , _ (2.169)
Ky = sinza, + % cosz 0z , (2.170)
Ky = coszd, — % sinz 8, , (2.171)
K, = 9,, (2.172)
Ky = 7sin¢ &, +tsing d, + % tcosg dy (2.173)
Ky = rcos¢dy+tcosg dr — % tsing Oy , (2.174)

onde F(u) depende do sinal de k e est4 dado por (2.26). Aqui temos 08 seguintes comu-

tadores nao nulos :
[Kg,K(g] = K4 y [KQ,K4] = —Kg , [Ks,Kﬁ} = — EK’; , (2175)
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(K5, K7] = — K5 , [Kg, K| = K5, (K, Kg| = — K4, (2.176)
[KIJKQ] - K3 3 [K‘hKS] - _Kl s [K37K9] = Kl 3 (2177)

(Ko, K3 = Ky, [K3, Kol = — K3, (K3, K| = K5 . (2.178)

A algebra de Lie para esta classe é Ly = t*@ s0(2,1) & L,, onde L, é gerada por
Ky, Kg, Ko7 e serd s0(2,1) se x > 0 ou so(3) para x < 0. A subdlgebra *& so(2,1) é
gerada por Ki, Ky, Ky, Ky, Kg e K.

Classe VI :m?=0, =0, w=0.

De (2.16) — (2.17) podemos concluir que esta classe corresponde &s geometrias planas
pentadimensionais, o que se pode constatar pelo elemento de linha (2.33). Podemos
observar que os campos de Killing correspondentes as isometrias desta geometria sdo
5 translacoes, 10 rotacoes generalizadas (onde temos 4 rotagdes espago-temporais e 6
rotagbes espacials). Para estes 15 campos vetoriais de Killing a algebra de Lie ¢ Ly =
toa so(4,1).

Determinar se a algebra de Lie L;4 é simples, semi-simples ou ndo é importante no
estudo e classificacao das algebras de Lie. Nesse sentido observamos que nenhuma das
lgebras de Lie correspondentes aos campos de Killing das classes anteriormente estudadas
sdo semi-simples, algumas delas sdo simples. Entretanto as sub-algebras so(3) , s0(2, 1)
sdo semi-simples. As subalgebras so(2) ,£4 e so(4,1) nao sao semi-simples. As sub-
algebras so(3) e so(2) slo compactas. As sub-dlgebras so(2,1) ,so(4, 1) ndo sdo com-
pactas [79].

Em resumo, o nimero de campos vetoriais de Killing que achamos para cada uma das

seis classes demonstra que as variedades 5D tipo Godel localmente homogéneas admitem

¢ Um grupo de isometria Gz quando,
(la) m?#4uw? w#0,VKER ,ou
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(Ib) m* £ 0, w=0, Vs #0.
¢ Um grupo de isometria Gs quando,

(2a) m*=4uw*, w#0, Ve e R, ou
(2b) m? #0, w=0,x=0, ouquando

(2¢) m*=0,w=0, x #£0.

Quando m? = w = x = 0 temos um grupo de isometria G5. Estes possiveis grupos estio
de acordo com o teorema 4 da secio anterior. Na verdade, a integracao das equagdes de
Killing constitui uma maneira diferente de mostrar o teorema. Além disso, estas equacdes
mostram que o grupo de isotropia H, subgrupo de G, ¢ tal que tem dim{H)=2 quando
as condi¢des (1a) e (1b) sao satisfeitas, e dim(H )= 4 quando as condicdes (2a), (2b) e

(2¢) séo satisfeitas. Finalmente quando m? = w = s = 0 temos dim(H) = 10 .
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Capitulo 3

Solucoes Tipo Godel na Teoria de

Gravitacao com Matéria Induzida

3.1 Introducao

Motivadas pela unificacido da eletricidade e magnetismo numa tnica teoria, Nordstrom,
Kaluza ¢ Klein [3, 4, 5] abordaram o problema da unificagdo da gravidade com o eletro-
magnetismo postulando a existéncia de uma quinta dimensdo extra para o espago-tempo.
Kaluza demonstrou que as equagbes de campo da relatividade geral, quando sao interpre-
tadas como equagoes de campo em 5D no vacuo, contém as equagoes de campo da rela-
tividade geral em 4D em presenca de um campo eletromagnético, junto com as equagoes
de Maxwell. A partir destes trabalhos originais, surgiram teorias de unificagao das in-
teraches fundamentais, que sdo denominadas teorias tipo Kaluza-Klein. As teorias tipo
Kaluza-Klein em 5 ou mais dimensdes despertam interesse em varios contextos.

No contexto da teoria de campos e particulas elas sao uteis na questao da unificagao
das interacoes fundamentais da natureza. A idéia de que varias interagbes na natureza

podem ser unificadas incrementando a dimensionalidade do espago-tempo teve origem nos
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trabalhos de Nordstrom, Kaluza e Klein. Para alguns, o interesse inicial foi a extensao da
relatividade geral a espacos em mais de 4D. A possibilidade dos espagos-tempos com mais
de 4 dimensdes também tem recebido razodvel atencao na cosmologia. Uma questdo que
surge naturalmente neste contexto é : “ Por que nosso universo em seu estagio atual pode
ser modelado através de uma variedade espaco-tempo 4D 7 7. Se existem coordenadas
extras seria interessante saber qual é a dindmica destas dimensdes, e de que maneira
poderemos constata-las.

Ao longo da histéria das teorias tipo Kaluza-Klein foram definidas duas linhas de es-
tudo, as teorias tipo Kaluza-Klein compactificadas e as ndo compactificadas. No primeiro
caso se impOe uma condicio de cilindricidade as coordenadas extras, sugerido pelo fato
de que a fisica no estdagio atual depende das quatro primeiras coordenadas e nao das
coordenadas extras. No caso em que a teoria de Kaluza-Klein compactificada seja formu-
lada num contexto de uma variedade espacgo-temporal pentadimensional entao a quinta
coordenada teria topologia de S!, logo a variedade espac¢o-temporal total seria da forma
M* x S' [12]. Para o leitor interessado numa versao moderna da teoria de Kaluza-Klein
sugerimos a leitura das refs. [11, 12]. No caso das teorias nao compactificadas admite-se
que a fisica precisa'das coordenadas extras, neste caso para uma teoria puramente grav-
itacional no contexto de uma variedade espago-temporal de 5 dimensdes se impde como

hipdtese uma métrica 5D da forma seguinte :

. Jop 0
0 e¢?

Os indices latinos A, B viio de 0 a 4 e os indices gregos vao de 0 a 3, €2 = 1. O sinal do
fator "¢” depende de se a quinta coordenada é de tipo tempo ou tipo espaco, para uma
discussao sobre a escolha do sinal do e ver a referéncia |{11], entretanto ¢ depende em

geral de todas coordenadas.
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Recentemente Wesson e co-autores [9, 10] introduziram um novo enfoque a relatividade
geral, na mesma linha da antiga idéia sugerida por Einstein [1], em que a matéria junto com
o seu papel na determinacgdo da geometria do espago-tempo é dada de um ponto de vista
puramente geométrico pentadimensional. Na versao pentadimensional da relatividade
geral se apresenta uma equagio de campo no vicuo. Esta equacdo deve fornecer curvatura
e matéria para a contraparte em 4D. Isto é um passo elegante na visao de Einstein sobre
a geometrizagao da natureza. Na introducgdo desta tese nos referimos a esta teoria de
gravidade como a teoria da gravidade com matéria induzida, ou simplesmente teoria de
gravidade com MI. A teoria da gravidade com MI tem sido estudada recentemente [11] -
[14], [60], e [92] - [94]. As aplicagbes em astrofisica e cosmologia desta teoria podem ser
vistas nas referéncias [29] — [49] da referéncia [11].

Neste capitulo vamos examinar a possibilidade das métricas 5D tipo Gddel general-
izadas como solucao da teoria de gravidade com matéria induzida. Estudaremos particu-

larmente se esta teoria aceita solugoes ndo causais de suas equacgoes de campo.

3.2 Teoria de Gravitacao com Matéria Induzida

Wesson e co-autores introduziram uma teoria de gravitacdo puramente geométrica pen-
tadimesional, onde o espaco-tempo pentadimensional é representado por uma variedade
Riemanniana 5D, em que a matéria e seu papel na determinacdo da geometria do es-
pago-tempo 4D é uma manifesta¢ao de uma geometria pentadimensional. Nesta teoria se
consideram vdlidas as equacgdes de campo da TRG.

Uma das hipdteses desta teoria ¢ uma equagdo de campo no vacuo em 5D, ou seja,

uma equacao de campo sem fonte seguinte.

Gap =0, (3.2)
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Onde G Ap € o tensor de Einstein em 5D definido por

R gap
2 bl

Gap = Rap — (3.3)

e onde fEAB é o tensor de Ricci, R= g ABEAB ¢ o escalar de curvatura pentadimensional.
Gap ¢ a métrica da variedade espago-temporal 5D com signatura (+, -, —, -, -), fornecida
pela expressao (3.1). A equagdo (3.2) é claramente uma extensao a 5 dimensoes da equagio
de campo de Einstein de TRG. A equagao (3.2) pode dar origem a curvatura e matéria
em 4D conforme mostraremos a seguir.

Primeiro a equagdo (3.2) é equivalente a

Rup=0, (3.4)
onde
. 1 ) ) ) i}
[“ap = 3 §°F (8adpp + OBIpA — Opdan), (3.5)
Rag = 0cTCap — 00 ac + 451 cp — TC4pI P ue (3.6)

sao a conexdo Riemanniana e o tensor de Ricci respectivamente para uma variedade
pentadimensional. Como hipdtese seguinte exigimos a validade das equagdes de campo

com fonte da TRG, que escrevemos na forma
1
SWG Taﬁ = Raﬁ - §R gaﬁ 1 {OA,,B = 07 1) 27 3}) (37)

onde T,s € 0 tensor de matéria ou tensor de energia-momentum. Nosso objetivo é obter
uma expressao para Tns partindo da equagdo (3.2). Das equagdes (3.1), (3.5), (3.6) temos

as seguintes expressdes para a parte af3, a4, e 44 do tensor de Ricci EAB :

~ V5(0utp £ [ 04 Ougas
Ras = Rup— %Jr 5 (%_  610us
M 8105 O e
+ 976 atlga'y a49ﬁ6 — g 49;6 19 ﬁ) H (38)
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. 44,6y 8505 O10ma
Roy = 7 f (0495 0agas — 01044 349a,6) -+ ﬂ;i )
5"}8qr 84(3ﬁ9'ya) 0o g7 0195+ 977 04 (Capy)
+ _ —
2 2 2
Ay 40¢ 8, g% 3,
+g g 34497,1 35965 n 44 y gpy ’ (3‘9)
~ af g 8 9,(0
R = _eorip_ 249 : 198 g 4(:2 1908)
A1 9°0 Ougop  9°Pg"° O1gyp O1G0s
_ 3.10
+ 7 7 , (3.10)
onde [ estd definido como
O¢ = g*V4(8.9) , (3.11)

e V, é a derivada covariante em relacio a coordenada z*. Usando as equagoes (3.4) e

(3.8) temos
V5 (0u0) £ (&;qﬁ 019ap
Roy = ~2\%0) £ (040%9ed _ 5, (5,q,
’ 5 T\ g e
19 04 0a
+ 97 4Gy Oagps — g 49;5 19 ﬁ) ) (3.12)

Usando a equagao (3.4), a equacao (3.9) pode ser reescrita como uma lei de conservagdo
VPP =0, (3.13)
onde por definicio

1
Pf = b g — &% 47 0,0..) . 3.14
N (97" Bagya — 05 7 Ougre) (3.14)

Finalmente, usando a equacio (3.4) a expressdo (3.10) toma a forma de uma equagio de

onda escalar para ¢

049° Dugop _ 9° 0(Oag0p) | 0s89°" Diges

1 5 2 (3.15)

epdp = —

As equacdes (3.12) — (3.15) sdo a base desta teoria de gravidade com MI. Se contraimos

a eq.(3.12) com ajuda do tensor métrico g°? e da eq.(3.15), obtemos a seguinte expressao
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para o escalar de curvatura 4D :

2

R=15

[34gaﬂ BiGas + (g°F 0p)?] - (3.16)

Usando esta equagdo (3.16) e as eqs.(3.12) e (3.7), encontramos a seguinte expressdo para

o tensor Top :

vﬂ(aaqb) e [0 aigaﬁ

Gl = B 83(Bagap) + 9"° Osgar Dsggs
"8 84945 O190 a
_ g 49;6 4905 + g% (3451’Tlﬁ Osgs + (g7° 5497.5)2) . (3.17)

A expressdo (3.17) para T,p é tal que a equacdo de Einstein em 4D Gup = 87GT, 5

esta automaticamente contida na equacio pentadimensional do vdcuo G ag = 0. O que
permite que a matéria descrita por T,s pode ser interpretada como uma manifestacao da
geometria pura em 5 dimensoes. E por isso que a expressio matéria induzida é usada para
este tipo de teoria de gravitagdo. Similarmente podemos chamar a expressio (3.17) como
o tensor de energia-momentum para a matéria induzida. Este tensor satisfaz as exigéncias
de simetria, i.e. Tog = Tpa, posto que o primeiro termo é uma derivada segunda e os outros
termos 530 todos explicitamente simétricos. As equagdes (3.13) — (3.15) sdo vinculos da

teoria, a interpretacio fisica destas equagdes é uma questdo aberta no momento [11]

3.3 Solucoes Tipo Godel em Gravitagao com MI

Nesta secdo vamos analisar a possibilidade de existéncia de solugdes tipo Godel para a

teoria com gravitacao de matéria induzida. Lembramos que, nossa variedade Riemanniana
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M possul a métrica

gap =

fI)

, (3.18)

onde G?(r) = D*(r) — H%(r), com elemento de linha (2.23) definida no capitulo trés, que

reescrevemos aqui

d8® = [dt + H(r)dg]* — D*(r)d$® — dr® — F*(u)dz® — du®.

(3.19)

De acordo com a se¢io anterior, a equacdo de campo para a teoria com materia induzida

é a equagdo (3.2). No referencial de Lorentz (2.38) usando o sistema CLASSI/SHEEP

(ver apéndice A.2) obtemos as seguintes componentes nao nulas para o tensor de Einstein

5D associadas ao elemento de linha (3.19).

GOO -

G =

G =

G33 -

Goo
Go2
G

G

Fuu D‘rr Hr 2
F D 3(213) =
E(Hrr _ HT-DT')

2\ D D2
~ F,, H?
G22 - F 4D2 3
-5 -Drr H'E
Gun =5 ~ip?

F‘uu Drr Hr 2

- F D 3(21)) =0,
o 1 HTT _ HT‘DT‘) _ O
2D D2z’

~ F H?2
— . uu T O

Gao T +4D2 ;

D, H?

= Gu=Tp i

(3.20)

(3.21)
(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)
(3.26)

(3.27)



Das quatro equagoes (3.24) — (3.27) se deduz que

H,
= 9y =
5D w =70, (3.28)
D,
Dr = m?= q, (3_29)
P g 3.30
F = A=V ( - )

Deste modo a equagdo (3.2) é satisfeita unicamente se w = m? = x = 0. Das equacdes

(3.28) — (3.30) resulta que
H(r)=a;, D{r)=asr+by, F(u)=ozutbs, (3.31)

onde @i, @2, as, b, e by sdo constantes reais arbitrarias. Porém de acordo com o teo-
rema 5 do capitulo trés, estas constantes ndo sdo essenciais, desde que por transfor-
macdes adequadas de coordenadas podemos fazer com que elas tomem valores especificos

(ap =0, aa = 1, a3 = 1, by = 0, b3 = 0). De fato as seguintes transformagoes de

coordenadas:
t = i- 2§, (3.32)
: G2
r o= - b , (3.33)
aa ‘
1 -
¢ = —¢, (3.34)
as
1
z = —Z, (3.35)
as
_ b3
v o= - —, (3.36)
G3
levam o elemento de linha (3.19) a forma
d3® = di2 — di® - #d¢”® — d5* — dii’. (3.37)

Este elemento de linha claramente corresponde a uma geometria plana 5D, tendo portanto
curvatura nula. Além disso, G(F) = #* > 0, V¥ # 0. E claro que a variedade subja-

cente pode ser considerada como uma variedade Euclideana RS simplesmente conexa, e
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portanto como G(7) > 0 circunferéncias de Godel néo sao permitidas. Consequentemente
o resultado anterior mostra que a teoria de gravitagdo com matéria induzida nao admite
nenhuma geometria curva com métrica 5D tipo Godel (3.19), como solucio de sua equagio
de campo (3.2), sendo este resultado uma generalizagdo do trabalho {60]. Entretanto, Mc-
Manus em seu trabalho de 1994 [17] mostra que uma familia mono-paramétrica de solucdes
da equacgio de campo (3.2), previamente encontrada por Ponce de Leon [88], é de fato
plana em 5 dimensoes, e se mostra que seus correspondentes modelos induzidos em 4D
para fluido perfeito sdo uma familia de modelos curvos tipo Friedmann-Robertson-Walker.
Ver as referéncias [16, 19, 20] e também as referéncias [88] — [92].

Portanto surge naturalmente a questao de que se a unica solugdo 5D de geometria
plana acima encontrada (para métricas 5D tipo Gddel) para a equagao de campo (3.2)
pode similarmente produzir algum espaco-tempo curvo em 4D. A resposta vem da equacéo
(3.37), de onde obviamente seu correspondente espaco-tempe 4D é um espaco-tempo
4D plano Minkowskiano. Este resultado também pode ser obtido usando o sistema de
computacio algébrica CLASSI [69, 61] fazendo o cdlculo do tensor de curvatura 4D para
m? = w = 0. Em resumo, a vnica solugao da equacdo de campo (3.2) da teoria de
gravitacao com MI para métricas generalizadas tipo Godel é uma geometria plana 5D
com elemento de linha (3.37), que induz unicamente o espaco-tempo plano de Minkowski
em 4D.

Do resultado acima, aparentemente, a teoria MI é uma terapia efetiva da anomalia
causal da TRG em 4D, pelo menos quando trabalhamos com uma especifica familia de
métricas generalizadas tipo Godel 5D, mas o certo é que a versao matéria induzida da
TRG nao é um tratamento eficiente da anomalia causal (soluc¢bes com curvas fechadas
tipo tempo ) da TRG como foi conjecturado na referéncia [60]. Para esclarecer este

fato, fazemos uma pergunta: “Serd que a teoria de gravidade de MI reproduz todas as
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solugoes das equagoes de campo da TRG”7 A resposta é sim. Para entendermos bem esta
resposta, nos referimos ao problema de mergulho das solugdes da TRG num espago-tempo
de dimens@o maior ou igual a 5D.

O conceito de mergulho de uma variedade em outra tem carater local e global e
neste trabalho nds nos referiremos somente ao cardter local, sendo o mergulho global
de variedades mais complexo e mais restritivo. A seguir damos algumas definicoes e
mencionamos alguns teoremas relevantes discutidos nas referéncias [93, 94].

Diz-se que uma variedade Riemanniana é analitica se a métrica é analitica para todo
ponto da variedade, e como é conhecido, uma variedade Riemanniana é plana quando a

curvatura € nula para todo ponto da variedade.

Teorema 7 Qualquer variedade Riemanniana analitica n-dimensional pode ser localmente
e 1sometricamente mergulhada em alguma variedade Riemanniana plane m-dimensional,

comn<m<n{n+1)/2 [94, 906].

Teorema 8 Uma solucdo ndo plana n-dimensional da equacdo de Finstein n-dimensional

no vdcuo ndo pode ser mergulhada num espaco plano (n+ 1)-dimensional.

() teorema anterior explica por que a solugio de Schwarzschild nao pode ser mergulhada
num espago-tempo plano 5D, portanto o mergulho da métrica de Schwarzschild num
espacgo-tempo plano precisa de pelo menos 6 dimensdes. Este teorema foi provado por
Kasner em 1921 [97]. Entretanto é possivel mergulhar a solugao de Schwarzschild num
espaco-tempo Ricci-flat 5D, sendo este um caso especial de um teorema mais geral que

VETeImos no que se segue.

Teorema 9 Qualquer variedade Riemannianae analitica Ricci-flat n dimensional pode ser

localmente mergulhada numa variedade Ricci-flat analitica (n + 1)-dimensional [94].
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Logo, o mergulho da solu¢ao de Schwarzschild obtida por Wesson dentro de sua teo-
ria [7] é um exemplo da validade deste teorema. A seguir vamos enunciar o teorema de

Campbell [95] que é muito importante para nosso trabalho.

Teorema 10 Seja V,(s,t) uma variedade Riemanniana analitica n-dimensional, com s
coordenadas espaciars e t coordenadas temporais, n = s-+1t. Qualquer variedade Rieman-
niana V,(s,t) analitica pode ser localmente mergulhada numa variedade Riemanniana

Vio41(8,1) Ricci-flat, onde
=35, t=t+1 ouw §=5+1, =t (3.38)

E claro que, além do interesse matemdtico, o teorema anterior é importante no esquema
da teoria de matéria induzida de Wesson. De fato o teorema de Campbell e conforme os
trabalhos de J. E. Lidsey, C. Romero, R. Tavakol e S. Rippl [93] e C. Romero, R. Tavakol.
R. Zalaletdinov [94] implica que todas as solugbes da equacdo de campo de Einstein
n-dimensional com tensor de energia-momentum arbitrario podem ser mergulhadas, pelo
menos localmente, num espago-tempo Ricci-flat (n+1)-dimensional'. Em outras palavras,
0 esquema da teoriada gravitagao com MI é suficientemente geral para abrigar localmente
todas as solugbes da equacao de campo de Einstein 4D, Em nosso contexto isto quer dizer
que deve existir um espago-tempo Ricci-flat pentadimensional, que induz localmente as
familias de espacos-tempos 4D tipo Gddel, solugdes ndo causais da TRG, ou seja, deve
existir uma métrica 5D Ricci-flat, que induz as solugdes tipo Godel 4D. Logo, fica claro
nosso comentario feito na pagina 57, onde diziamos que na verdade a teoria com MI nao
é uma terapia efetiva da anomalia causal da TRG.

Para concluir este capitulo mencionamos alguns fatos vinculados com o mergulho da

1Quando dizemos mergulho local, entendemos no sentido da geometria diferencial, sem nenhuma
referéncia direta 3 topologia global do espago a mergulhar ou do espago onde vai se mergulhar, logo cada

uma das variedades pode ter topologia diferente.
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TRG na teoria com MI. Primeiro, qualquer variedade Riemann-flat obviamente é também
Ricci-flat. A reciproca entretanto nao é necessariamente certa, ou seja, podemos ter
espacos-tempos Ricci-flat que nao sdo Riemann-flat. Certamente as variedades 5 com
métricas tipo Godel generalizadas discutidas neste trabalho no contexto da teoria com
MI sao Ricci-flat e Riemann-flat simultaneamente. Notavelmente algumas solugdes da
equagio de campo (3.2) sdo também Riemann-flat (ver as referéncias [16, 17, 19] e também
as referéncias [90] - [92]). De um ponto de vista matematico todos os espagos 5D Riemann-
flat sdo localmente equivalentes (localmente isométricos). Entretanto no contexto da
teoria com MI, todas as variedades 5D Riemann-flat referidas anteriormente induzem
espacos-tempos 4D fisica e geometricamente distintos, (ver [16, 17, 19] e [90] - [92]). Aluz
da técnica do problema de equivaléncia discutida no capitulo 2, para essas variedades 5D
Riemann-flat mostra-se que os escalares de Cartan se anulam identicamente, entretanto
os correspondentes escalares de Cartan induzidos em 4D podem ou ndo anular-se. Em
nosso caso os escalares de Cartan induzidos em 4D também sao nulos.

Os resultados principais deste trabalho de tese foram condensados num artigo cientifico

publicado na revista Journal of Mathematical Physics no més de agosto do ano 1999 [89].
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Conclusoes

Neste capitulo vamos a expdr as principais conclusdes deste trabalho de tese. No capitulo
primeiro basicamente desenvolvemos o contexto tedrico do problema de equivaléncia. Os
resultados originais estdo expostos nos capitulos dois e trés.

No capitulo dois determinamos as condicbes necessarias e suficientes para a homo-
geneidade local de variedades Riemannianas 5D tipo Godel generalizadas, tais condigoes
sdo expressas através das equagbes (2.13) — (2.15) do capitulo dois. Mostramos que as
variedades Riemannianas 5D tipo Godel generalizada My sdo caraterizadas localmente
por trés parimetros independentes m?, w, &, de maneira que duas destas variedades
com idéntica triada (m?, w, x) sdo localmente equivalentes. Podemos dividir estas var-
iedades em classes de acordo com os paridmetros reais m”, w, &, ¢ da relagdo entre
eles, de tal maneira que existe uma métrica irredutivel para cada classe da variedade
M. Demonstramos a existéncia e exibimos os elementos de linhas correspondentes das
seguintes classes de variedades Riemannianas 5D tipo Godel generalizadas :

Classe I m? >0, w#0,Ve € R.

O elemento de linha desta classe é dado pelas equagdes (2.23) — (2.26).

Classe [I m? =0, w+# 0,V e R.

O elemento de linha desta classe é dado pelas equagdes (2.23), (2.26) e (2.27).

Classe 11T m?=—-1? <0, w=0Vk € R.

O elemento de linha desta classe é dado pelas equagdes (2.23), (2.26), (2.28) e {2.29).

61



Classe IV m? £0, s 20, w = 0.

O elemento de linha desta classe é dado pelas equagdes (2.30), (2.26), H(r) = 0e D(r) é
dado pelas equagdes (2.25) ou (2.29) conforme m? > 0 ou m? = —v? < 0 respectivamente.

Classe V. m?=0,Vke R, w=0.

O elemento de linha desta classe é dado pelas equagdes (2.23), (2.31) e (2.32).

Classe VI m?=10, k=0, w=0.

O elemento de linha desta classe é dado pela equagao (2.33).

Chamamos atencao para o fato de que inclusive dentro de uma classe de variedades
Riemannianas tipo Godel dadas na listagem acima, podem ter duas variedades localmente
nio equivalentes, para isto simplesmente tem que ter as triadas m?*, w, « diferentes, logo,
na verdade em cada classe existem infinitas variedades Riemannianas nao equivalentes.

No capitulo ‘@ - também estabelecemos que as classes de variedades IA, II, III e IVA
admitem um grupo de isometria (v com um subgrupo de isotropia de dimenséao igual a
2. Entretanto, as classes de variedades IB, ITVB e V admitem um grupo de isometria Gy
com um subgrupo de isotropia com dimensio igual a 4. Finalmente a classe VI admite
um grupo de isometria G153 com um subgrupo de isotropia de dimenséao 10 .

Encontramos ex;‘)licitamente os geradores infinitesimais das isometrias (campos vetori-
ais de Killing) para cada familia de espagos-tempos tipo Godel generalizada, determinando
a dimensdo do grupo de isometria para cada familia de espagos-tempos. Determinamos
também a algebra de Lie associada a cada grupo de isometria para cada classe destes
espagos-tempos.

A anélise feita na referéncia [59] para determinar se existe ou nao violagio de causali-
dade num tipo de variedades 5D Tipo Gidel pode ser facilmente estendida as variedades
5D tipo Godel generalizadas do presente trabalho. Como resultado obtivemos que apenas

as trés primeiras classes das seis classes de variedades homogéneas tipo Godel general-
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izadas apresentam violagao de causalidade, ou seja, permitem a existéncia de curvas tipo
tempo fechadas.

No capitulo trés estudamos a possibilidade de que a teoria de gravitacdo com matéria
induzida admita como solucdo de sua equacgio de campo (3.2) a geometria 5D com métrica
(2.23) tipo Godel generalizadas estudadas no capitulo dois. Demonstramos que a Unica
solugao 5D com métrica (2.23) do tipo Gddel desta teoria é uma geometria plana pen-
tadimensional com elemento de linha (3.37). Se a variedade subjacente para esta métrica
plana é considerada como uma variedade Euclideana R® simplesmente conexa, e como
G(r) > 0, entdo, circunferéncias de Gidel nzo serdo permitidas. Consequentemente o
resultado anterior mostra que a teoria de gravitacio com matéria induzida nio admite
nenhuma geometria curva com métrica 5D tipo Gédel (3.19), como solugio de sua equagoes
de campo (3.2). Este resultado é uma generalizagao ao trabalho [60].

De acordo com os trabalhos de McManus [17], Ponce de Leon [88] e outros [88] - [92]
existem solugOes geometricas 5D planas da teoria de gravitagao com matéria induzida e
que de acordo com esta teoria seus correspondentes modelos induzidos em 4D sao espagos-
tempos curvos. Em nosso contexto no capitulo trés se mostrou que a solucio espago-
temporal 5D plana da teoria de matéria induzida, induz apenas em quatro dimensoes o
espago-tempo plano de Minkowski.

Conforme os artigos recentes [94, 93], podemos afirmar que a teoria de matéria in-
duzida, gera, pelo menos localmente, todas as solugoes da equagao de campo de Einstein.
Assim, no contexto da teoria com matéria induzida deve existir uma geometria pentadi-
mensional Ricci-flat tal que, a métrica 4D tipo Godel solugio da TRG esta mergulhada
localmente nela. Em outras palavras deve existir uma métrica 5D tal que a métrica 4D
tipo Godel anteriormente referida esta mergulhada localmente nesta métrica 5D.

Os resultados principais deste trabalho de tese foram condensados num artigo cientifico
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publicado na revista Journal of Mathematical Physics {89].
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Apéndice A

O Sistema de Computacao Algébrica
SHEEP /CLASSI

A.1 Sistema Classi/Sheep

Neste apéndice fazemos um resumo do sistema de computagao algébrica CLASSI /SHEEP.
Este sistema foil desenvolvido nas Universidades de Esf,ocolmo e Londres, tendo por ob-
jetivo o calculo de expressdes algébricas dos tipos encontrados na Teoria de Relatividade
Geral (TRG). Ele permite o cdlculo de conexdes, tensor de curvatura, escalar de curvatu-
ra, tensor de Einstein, derivada covariante do tensor de curvatura etc, para uma variedade
Riemanniana de dimensdo n (inteiro), seja numa base de coordenada ou uma base nao-
coordenada. K itil tambénﬁ na classificacio das métricas na teoria da relatividade geral,
classificagdo de Petrov, de Segre e também na abordagem do problema de equivaléncia
segundo Karlhede. Uma descrigao completa deste sistema de computagao algébrica pode
ser encontrada nas referéncia; 161]. Aplicagbes ao problema de equivaléncia e a TRG
podem ser encontradas nas referéncias [68] - [71]. Existe também um pacote denominado

TCLASSI escrito em CLASSI/SHEEP para calculos nas teorias de gravitagao com torgao,
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onde a variedade espaco-temporal ¢ dito tipo Riemann-Cartan [72].

A seguir vamos apresentar algumas nocOes bdasicas que permitem utilizar o sistema
CLASSI/SHEEP, tuteis no contexto desta tese. O sistema CLASSI/SHEEP depois de
inicializado apresenta “SHP > ”, indicando que o sistema esta pronto para a emtrada
de dados e comandos. Os comandos de CLASSI/SHEEP usam a sintaxe de LISP [62,
63], onde cada comando tem um paréntese no inicio e outro no final. No contexto da
classificacdo de métricas a entrada de dados com as informagGes sobre a métrica pode
ser feita interativamente ou carregando um arquivo que contenha informacdes sobre a
métrica. A seguir vamos apresentar algums comandos iiteis para manipular este sistema

de computagdo algébrica [61].

(TITLE “ _ . _ _”) : E utilizado no inicio do arquivo da métrica e normalmente

contém o nome desse arquivo e informacdes sobre a métrica. Este comando é usado
somente quando carregamos um arquivo de métrica para executar no sistema CLAS-

S1/SHEEEP;

e U : Permite a introdugdo de comentdrios. Tudo o que se escreve & direjta de “ %

"¢ ignorado por CLASSI/SHEEP;

¢ (LOAD “nome.lor”) : Carrega um arquivo de métrica ou de programa. O argumento
“nome.lor” é o nome do arquivo, em geral este argumento deve conter a localizagao

e 0 nome do arquivo entre aspas;

o (OFF ALL) : Desliga todas as chaves que controlam a execugao do sistema, SHEEP

/ CLASSI;

e (VARS warl var2 var3,...etc) : Define as coordenadas. Os argumentos varl var2
var,... etc formam uma lista com as letras (ou nomes) que especificam as coorde-

nadas, sendo a coordenada temporal em primeiro lugar;
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{ON NOZERQ) : Este comando faz com que o sistema apresente somente aque-
les componentes nao nulos de qualquer tensor {seja na tela ou mesmo quando os

resultados sdo direcionados para um arquivo);

(NAMLC wars) : Faz com que o argumento vers seja apresentado em letras

mintsculas. Geralmente é utilizado nos nomes das coordenadas e das fungoes;
(DIMENSION n ) : Define a dimensio n (inteiro) da variedade;

(RPL GDD) : Define os componentes covariantes da métrica. A entrada de dados
pode ser feita de maneira interativa ou de maneira global em forma matricial. E

preciso usar o comando $ para separar um dado de outro;

(FUNS (A warl var2 ....)) : Este comando define o argumento A como uma fungao
arbitriria das coordenadas varl, varg, var$ , etc, possibilitando o célculo de suas
derivadas. No caso de uma funcio constante, os nomes das coordenadas nao sao
indicados. Se uma fungido A depende de todas as coordenadas entdo € mais simples
fazer o seguinte : (FUNS(A all) ). E possivel também juntar estes dois comandos

num s6 comando conforme o item abaixo;

(FUNS (A all)(B var! ver2)). Aqui a fungio A depende de todas as varidveis e
a funcio B depende das coordenadas warl, verg. Os comandos RPL e FUNS nao
dizem onde os valores das funcdes devem ser utilizados, isto é feito na lista de

substituicoes;

IZUD : Matriz nxn cujos elementos sio componentes das 1-formas w? = Z4, dao*
que definem uma base ndo-coordenada para a entrada de dados . Os valores dos
elementos de 1ZUD sio atribuidos com o comando RPL. O nome IZUD tem origem

em Input Z Up Down ;
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e (LORENTZ IFRAME) : Define o tipo de base ndo-coordenada utilizado para a en-
trada de dados, sendo (IFRAME) uma base ndo-coordenada tipo Lorentz (chamada
tétradas de Lorentz no caso quadridimensional). Para definir outros sistemas de
referéncia tais como bases nao-coordenadas tipo nulas, semi-nulas ou cartesianas,
utiliza-se NULLT, HNULLT, CARTESIAN. Assim, por exemplo, para o referen-
cial semi-nulo o comando seria : (HNULLT IFRAME). Apresentamos alguns dos

sistemas de referéncia mais usuais

1. FRAME LORENTZ ds? = (W) — (w')? — (W?)? — (W2
2. FRAME NULLT ds? = ww! — wiw?,
3. FRAME CARTESIAN ds? = (w0)? + (Wh)? + (w?)? + (w?)?

Existem duas formas para especificar derivada de uma fungio no sistema CLASSI/SHEEP.
Por exemplo, para dizer a CLASSI que faca a seguinte operago 83A/01*dz! fariamos :
A&T&T&X ou DF(A,T,2,x,1).

O comando que define uma lista de substitucdes é

e (NEWSUL m SULNAME) : Ela define uma lista de substitu¢des chamado SUL-

NAME com m itens, por exemplo :

(NEWSUL 2 RIESUL )
DF(Ax)$ & $
DF(B,y,2) $ w $

define uma lista de substitugdes chamada RIESUL com dois {tens. Especificamente
o comando estd instruindo a SHEEP que substitua %f por k, similarmente 3;??

por w, este comando ainda nio especifica onde vai se fazer aquela substituigéo.

68



Para instruir a CLASSI/SHEEP quando vamos utilizar RIESUL, usamos o comando

USESUL;

o (USESUL SULNAME cobral cobra?2 cobra8....} que aplica SULNAME quando cal-
culamos os tensores cobral cobra? cobra8... Seguindo o exemplo anterior : (USESUL
RIESUL RIE RIC EIN) aplica RIESUL no momento de calcular os tensores RIE,
RIC, EIN.

Dado que usualmente na TRG se trabalha com tensores, campos vetoriais, etc, e usual-
mente em algum sistema de referéncia (em especial num sistema inercial local), criou-se
um pacote chamado “FRAME”. Sempre que se quiser calcular conexdes, curvaturas, en-
contrar os campos vetoriais de Killing, numa base de tétradas ou em geral numa base
nao-coordenada é preciso carregar primeiro o pacote FRAME com (LOAD FRAME).

Alguns tensores que sdo calculados com FRAME estio na tabela 1.1, onde os indices
com letras gregas denotam componentes num sistema de coordenadas generalizadas. Os
indices com letra latina denotam componentes numa base nao-coordenada local.

Para dizer a CLLASST que calcule qualquer um dos objetos definidos na tabela 1.1,
temos somente que broceder conforme a regra seguinte :

SHP> (wmake nome-em-classi ! ),

Por exemplo, se queremos calcular o tensor de Einstein o procedimento sera :

SHP > {wmake ein) ,

e se depois do calculo quisermos sair de CLASSI entdo faremos -

SHP > (quit).

"Wer tabela 1.1
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Tabela A.1: Tensores no FRAME

Nome em CLASSI

Definicao j

HDD Hap (dado, fornecido pelo usugrio)
HDET det(H ap)
ZUD Z# ,(dado, fornecido pelo ususrio)
ZDD Zay=HppZ5,
GDD G = HapZ", 77,
FORMSU WA = 24, do®
DS?. O dztdz”
LIE Capc = 27 alum Zc
LIEU Che = HAP Cppe
GAM Iape = 1/2(Coap + Cpac ~ Capc)
" GAMZ Wapy =T apc 2,
CONFC Wap = Wap, dz*
RIE Rapep
RIC Rap = HP R spcp
RSCL R=R",
EIN Tas = Rap — 1/2 R Hp
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Tabela A.2: Tensor de Curvatura no SHEEP/CLASSI

Nome Simbolo | Médulo

1 Tensor de curvatura RIE FRAME

2 Deriv, covar. do tensor de curvatura DRIE DRIEF

3| 2da Deriv. covar. do tensor curvatura D2RIE | D2RIEF

4 | 3ra Deriv. covar. do tensor de curvatura | D3RIE | D3RIEF

Na tabela 1.2 temos algums objetos relacionados ao tensor de curvatura que sdo
definidos no sistema CLASSI/SHEEP. Logo utilizando este sistema pode-se calcular por
exemplo o tensor de curvatura (RIE) e suas derivadas covariantes (DRIE), (D2RIE) e
(D3RIE), tuteis na abordagem do problema de equivaléncia segundo Karlhede. O con-
teido desta tabela serd utilizado em nosso trabalho no capitulo dois.

Supondo que inicialmente foram dados entradas corretas, podemos calcular qualquer
objeto definido na tabela 1.2 carregamos o médulo “FRAME”com (LOAD FRAME).
Em seguida carrega-se o moédulo respectivo. Por exemplo, para calcular a derivada co-
variante do tensor (‘ie curvatura (DRIE) carrega-se o médulo “FRAME”, logo 0 médulo
“DRIEF”com (LOAD DRIEF). Finalmente o comando (wmake drie) calcula a derivada
covariante do tensor de curvatura.

Para encontrar as equacgoes de Killing correspondentes a uma variedade que possui
uma métrica conhecida na base nao-coordenada precisamos carregar o modulo KILLNF
e, logicamente, devemos fornecer também os dado de entrada. Logo introduzimos como
dado de entrada o vetor de Killing VUC (na base de coordenadas locais), entdo podemos
calcular qualquer um dos objetos definidos na tabela 1.3 . Neste trabalho de tese é util

calcular KDDF, pois temos que resolver a equacio Vg + Vp.a = 0 (que é 0o mesmo que
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Tabela A.3: Campos Vetorias de Killing no SHEEP/CLASSI

Nome Simbolo Definicao ]
Vetor de Killing VUF VA
Derivada de V DVEF VA g
Componente covariante de VUF |  VDF Vg = npaV4

Derivada covariante de VDF DVDF | Vap=Vap— GAMP 45V

Parte simétrica de DVDF KDDF (Vasg + Vp,a)/2

KDDF= 0) para encontrar os campos vetoriais de Killing sobre uma variedade que possui
uma determinada métrica.
Um exemplo de um arquive de métrica é dado a seguir :

Arquivo de programa escrito no sistema CLASSI/SHEEP

% ### 2podel.lor

(TITLE "2GODEL.LOR Godel’s Universe in Lorentz frame.
Pressure—free perfect fluid, rotating Kurt Godel 1949
Hawking-Ellis pi168, first coordinate system".

A, B, C, D : Killing Vector Fields)

(LDAD FRAME)

(LOAD DRIEF)

(LOAD KILLNF)

(DIMENSION 4)

(OFF ALL)

(ON NOZERO)

(NAM T X Y Z)
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t$x $ y$z$
(VARS TXYZ) % (&, x, 9, z)
(FUNS (W)) % omega

(FUNS (A all)(B all)(C all)(D all))

(RPL 1ZUD)

1§08 E™(27(1/2) *W*X) $ 0 3%
0818 ¢ $ 0 %
080 ¢ 27°(-1/2)+E"(2°(1/2)*WxX) $ 0
0$0% 0 $ 1 %

(RPL VUC)
A$SBS$SCS$DS
(LORENTZ TFRAME)

% ### 2godel.lor end

O arquivo de programa acima permite calcular, por exemplo, o tensor de curvatura, o
escalar de curvatura, a primeira derivada covariante do tensor de curvatura ¢ também
permite encontrar as equagdes que satisfazem os campos vetoriais de Killing.

Para rodar o arquivo do programa acima, carrega-se o sistema CLASSI/SHEEP, apare-
cendo na tela o seguinte: “ SHP>....... ”, a continuacdo carrega-se 0 arquivo do programa.
Por exemplo, se 0 arquivo chama-se “2godel.lor” e estd no diretério
C:\ SHPTESE | entao temos que fazer o seguinte :

SHP > (load “C:\ SHPTESE \ 2godel.lor”). Em seguida, para obter resultados do
programa, ou seja para que ele calcule algum objeto de interesse reconhecido por CLASSI,
se procede da seguinte forma : |

SHP> (wmake nome-em-classi).
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A.2 Arquivos de Programas para Espacos-tempos 5D

Tipo Godel

Nesta secao listamos o contetido de alguns arquivos de métrica tipo Godel 5D, titeis no
céleculo da curvatura, tensor de Einstein e campos vetoriais de Killing no referencial de

péntadas.

1. 1GTYSD.LOR

% % 1GTYSD.LOR

(title "1GTYSD.LOR
5D Godel type space-time ,curvature tensor,first
and second covariant derivatives of the curvature.")

(load frame)

(load drief)

(load d2rief)

(dimension 5)

(off all)

{on nozero)

(vars t x y 2z u)

(namlc T X Y Z U)

(funs (H X)(D X)(F U))

(RPL IZUD)

1¢ 0 ¢ HS$ 0% 0 §
0$ 1 ¢ 0% 0% 0 8
0$ 0 $ D$ 0% 0 $
0$¢ 0o ¢$ 0% F$ 0 §

74



0% 0 $ 0% 0% 1 %
(LORENTZ IFRAME)}Y

% ## 1GTYSD.LOR end
. 2GTY5D.LOR

% ### 2GTYSD.LOR
(title “2GTYGD.LOR
5D Godel type space-time with homogeneity condition.")
(load frame)
(load drief)
{load d2rief)
(load d3rief)
(dimension 5)
(off all)
(on nozero)
(vars t r p z w) % time,radial coord,phi,z,last coord.
(namlc T R P Z U)
(funs (H 1) (D 1) (F u) (m) (w) (k))
(RPL IZUD)
1% 0 H$ 0% 0 $
0§ 1 0$ 0% 0 %

0% 0

$
$

0$ 0 ¢ D$ 08 0 §
$ 0% F$ 0 §
$

0% o0 0$ 0% 1 3
(LORENTZ IFRAME)

(NEWSUL 4 RIESUL)
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DF(H,R,1) $ -2*w*D $ % First homogeneity condition
DF(H,r,2) $ -2%u*DF(D,R,1) §

DF(D,r,2) $ m~2+D $ % Second homogeneity condition
DF(F,u,2) § kxF $ % Third homogeneity condition
(USESUL RIESUL rie drief d2rief d3rief)

% ##2GTY5D.LOR end
. 3GTY5D.LOR

% ### 3GTYSD.LOR

(title "3GTYSD.LOR

Killing vector fields in 5D Space-time
Godel Type.")

(load frame)

(load killnf)

(dimension 5)

(off all)

(on nozeroj

(vars t x y z u)

(namlc t x y z u )

(funs (H x) (D x) (F w)(TT all) (R all) (P all)(ZZ all)(V all))
(NAM ZZ TT )

Z8TS$

(RPL IZUD)

18 0 $ HS$ 0% 0 $

03 1 $ 0% 0% 0 3

03 0 $ D$ 0% 0 %
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0$ 0 $ 0% F$ 0 8§
0$ 0 $ 0% 0% 1 8
(RPL vuc)
TT-H#P/D $ R $ P/D $ ZZ/F § V §

(LLORENTZ IFRAME)

% ## 3GTYSD.LOR end
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