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Resumo

Teoria de Perturbacoes em Universos Anisotropicos: Modelo de
Kasner

Um método de perturbacao gauge-invariante € aplicado ao modelo cosmoldgico de Kas-
ner, como um modelo de tipo Bianchi-T especifico, o ¢ual é tomado como um paradigma
para os modclos anisotrépicos. Os casos de perturbacio tensorial, escalar e vetorial sao
analisados no contexto das equacoes Quase-Maxwellianas ¢ as diferengas em relagao a

solucio de Friedmann-Robertson-Walker siao apresentadas ¢ discutidas.
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Summary

Perturbation Theory in Anisotropic Universes: Kasner Model
A gauge-invariant perturbation method is applied to the Kasner cosmological model,
as a specific Bianchi-I type model, which 1s assumed as a paradigm for anisotropic models.
The tensorial, scalar and vectorial perturbation cases are analysed in the framework of
Quasi-Maxwellian equations and the differences in relation to the Friedmann-Robertson-

Walker solution are presented and discussed.
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Notacao e Convencoes

e Indices Gregos: 0,1,2,3 (denotam indices do 4-espaco).
o Indices Latinos: 1,2.3 (denotam indices do 3-espaco).
o { ): denota quantidades pertencentes ao 3-espaco.
¢ Convencoes de Simetria:

1. Simetria: (a 3)=ad+Ja

2. Antissimetria: [a 3l=a 3 -3«

¢ Derivada Simples (total ou parcial): X,3, = ‘—%f};i
¢ Derivada Covariante na 4-geometria: X°;, = X%, +I'?, X3 — ', X7,

e Derivada Projetada na direcao temporal: (X751 = Xy, V0
¢ Derivada Covariante na 3-geometria: @Q X, = h,? ' N

¢ Assinatura da Métrica: { + .- - - )

» Simbolo de Christottel: 17, = % (i T Grvw — Guwn)

e Tensor de Riemann: R¥,3, =T%, —Th 4+ T4 T), —Th; T2,

nidn
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¢ Tensor de Levi-Civita:

+1 para permutacoes pares de (0,1.2.3)

~aduy ~ . :
s = ¢ —1 para perratagoes impares de (0,1,2.3)

0 para incices repetidos

¢ Escolha das Constantes Universais: 8w k/c* =1

e As demais definigoes e notacoes sao apresentadas ao longo deste trabalho, a medida

que se tornarcin necessarias.
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Introducao

Eoob jetivo deste trabalho estudar-se perturbacoes de modelos cosmoldgicos com anisotropia.
A motivacao para que uma tal analise se faca vem da possibilidade de que, na evolucao
inicial do Universo, tenha havido uma fase anisotrépica, com o shear passando de um valor
inicial nao milo, na fase anisotrdpica incial, em um espaco-tempo que sofre um processo
de isotropizacao (conforme analisado em [1, 2]) até atingir o valor zero, no que seria a
atual fase isotrdpica, descrita pelo modelo cosmoldgico de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW).

Modelos apresentando anisotropia tém sido estudados, em seus diversos aspectos, na
literatura cientifica [3, 4, 5]. Matarrese et al. [6, 7] estudaram a evolugio nao linear de
perturbacdes escalares de fluidos irrotacionais sem colisdo e, posteriormente [8], os modelos
cosmoldgicos nao homogéneos com poeira irrotacional ¢ constante cosmologica maior do
que zero. Mutoh et al. [9] trata um modelo similar, com a parte magnética clo tensor
de Weyl nula (o qual denomina “universo silencioso”™). No presente traballo, o modelo
cosmolégico de Kasner sera tomado como num paradigma dos modelos anisotrépicos no
contexto da Teoria de Perturbacées cosmologicas.

O método empregado para a andlise das perturbagoes cosmologicas et um background
anisotrépico é, basicamente, a abordagem gauge-invariante ja utihizada por Novello ef al.
em [10, 11, 12] para o modelo de Friedmann-Robertson-Walker. na qual uma base analoga
2 de hammoénicos esféricos construida nos moldes de Lifshitz e Khalatnikov {13] ¢ nsada
para escrever-sc as variaveis perturbadas. no contexto das equacoes Quase-Maxwellianas.

Entretanto, a presenca do shear e da parte magnética do tensor de Weyl introduz, como



veremos. modificacoes na aplicacio do método que remetem ao trabalho de Bardeen [14].
Este trabalho ¢, portanto, desenvolvido nas seguintes linhas: o Capitulo 1 apresenta os
maodelos cosmoldgicos de tipo Bianchi-I, em especial o modelo de Kasner, bem como suas
propricdades. Uma formulacdo Hamiltoniana para o background de Kasner é também
extbida, como um primeiro passo para a sua quantizacaio.

O Capitulo 2 trata da construcio das bases em termos das (uais serdo escritas as quan-
tidades perturbadas, para os casos escalar, vetorial e tensortal. As bases sao escritas de
forma explicita ¢ suas propriedades especificas sao analisadas e discutidas. No Capitulo 3,
fazemos uma rapida apresentacao das equacoes Quase-Maxwellianas, as quais sao usadas
para construir-se um sistema dindmico envolvendo apenas variaveis adequadas no sentido
de Stewart [15, 16]. Estas vltimas sdo, neste ponto, analisadas e novas variaveis sdo obti-
das para substituir o shear, a parte magnética do tensor de Weyl ¢ a expansio, as quais —
sendo diferentes de zero no background — nao se constituem em verdadeiras perturbagoes
segundo o critério de Stewart [15, 16]. O sistema dinidmico em termos do novo conjunto
de varidveis é entio obtido, com o auxilio das equacoes Quase-Maxwellianas.

O Capitulo 4 apresenta a analise clas perturbagoes tensoriais de wma mancira completa,
exibindo-se um sistema dinamico fechado ao seu final. Os Capititlos 5 ¢ 6 apresentam um
esboco de analise dos casos de perturbacoes escalares ¢ vetoriais, respectivamente. Seguce-
sc a Conclusao, onde os resultados obtidos, bem como possivels extensoes deste trabalho
sao discutidos. Ha ainda guatro Apéndices, que exibem resultados auxiliares relevantes
para este trabalho: o formalismo da 3-geometria é discutido no Apéndice A, enquanto os

Apéndices B, C ¢ D contém demonstracoes auxiliares utilizadas ao longo do trabalho.



Capitulo 1

Universos de Tipo Bianchi-I

1.1 Introducao

Como um paradigma dos modelos cosmoldgicos 120 isotrépicos, estudaremos os universos
de tipo Bianchi-I. Trataremes, portanto, as geometrias que sdo solucdes das equacoes de
Einstein sem termo cosmoldgico e que tém uma hipersuperficie 3-dimensional, com se¢do
t = constante para o tempo global . Em um sistema ce coordenadas Gaussiano

(t, r, y. 2). o elemento de linha dos modclos de Bianchi-I é escrito na forma

ds® = dt* — A% (t)dx? — B2 (t)dy* — C*(t) d=°, _ (1.1)

onde 4, B e (' sao funcées somente de . A equacdo acima nos possibilita escrever de

imediato tanto o tensor nmiétrico g,, quanto a sua inversa, g¢¥, em forma matricial:



1 0 0 0

0 —A2¢) 0 0
Gu = )

0 0 —B2(t) 0

0 0 0 —C)

(1.2)

1 0 0 0

0 —1/4%(t) 0 0
g =

0 0 —1/B2(t) 0

0 0 0 —1/C?¢)

e define-se daf uma classe de observadores privilegiados, para os quais vale V, = 6,°

As conexoes associadas sao facilmente calculadas neste sistema de coordenadas como:

Ih =Tly=A/4 T =44 Ty =0 Vijk
[3,=1%=B/B % =BB I} =0Vj£k (1.3)

Fos—Fm_C/C % =cc¢ i =0 Vi £k,
onde denotamos ()* = d/fdt. Ja as componentes ndo nulas dos tensores de Ricmann e

Ricei, bem como o escalar de curvatura se escrevem como

Rgi01:*’1’1 lez——‘“%BB

_Aoe 1.4)

ROy =—CC Ry, =-2CC,



Ry=(44+84+8) RL,=2+4(1+5)

(1.5
1 _ AL A(B_ C 3 _C L C (A B
Ry=4+4(5+5) By=5+5(1+1).
A B C AB AC BC
R=2 |7+ 4+ +o=+4 : 1.6
(Gi+5+e)+ (354 5c 50 19
onde 0s pontos representam, novamente, a derivada simples em relagao a t.
O tensor de Weyl, definido pela expressao
. 1 1 -
H'o_ﬁ;w = Raﬁyw - 5 (Ra[,u gv3 + RS[V g,u]a) + 6 n Jalu Gvis. (1 ()
tem as seguintes componentes nao nulas:
o AT (AR | AC 5 BC
Woor = 4 (45 + 46 — 255)
Wonoe = %1 (% -2 % + ﬁ—g—)
oo AB | AC | BC
(1.8)
Ve Ay AB | A | BC
Wiap = T3 (_2 B + KYal + BC')

e (ACY? [ AB 2 A BC
H’1313 - 3 (Ab‘ T AAC + BC)
A (BC)® A AC bBo
U 9393 _.__3L (_4_ + STl )7)

E, definindo a operagao dual [17] como:

1

I'i’v;zﬁu = 2 ??n.uw"/\ Waaaw.

a qual ¢ aplicada indiferentemente a qualquer dos dois pares de indices do tensor de

Weyl {a prova desta afirmacao pode ser encontrada no Apéndice B). obtemos como tinica

o



componente nao nula:

—_— 1 ,4B+_4c'* QBC.“
023 = 3\ AB = AC BC

(1.9)

onde g ¢ um verdadeiro tensor, completaniente antissimétrico, eserito em termos do

pseudo-tensor de Levi-Civita, €,3,,,, como:

7]0;3,1“/ =v—g 50_;3;11}

?]aﬂ;w — 1 aiduy ,

com: g = det(g,,). Algnmas propriedades de 7,5, serao muito uteis cm calculos sub-

sequentes, a saber:

o 68 80 6

f &8 & 6
naﬁ.uy Trer = — f:,’\jéf P ! A = (110)

TR

o &

Contraindo indices sucessivamente, na relagao acima, vem de imediato que:

Y e = 00
?]aﬁpu Mdjrr = -2 5:1:\3
(1.11)
73 g = —6 65
];’ﬂﬁ#p Ny = —24.

De posse dos resultados acima, passamos ao cdlculo de todas as quantidades relevantes
do modelo de Bianchi-I: cinemdticas, geomdétricas ¢ as assocladas & matéria. Isto sera feito

nas secoes que se Seglem.



1.2 Quantidades Cinematicas em Bianchi-I

As quantidades cinematicas para o modelo de Bianchi-I podem ser obtidas a partir da

decomposicao da derivada covariante da velocidade, V5,3, em suas partes irredutiveis:

f
";.\r;_ﬁ = Op3 -+ g ]?*(.1_,‘3 + Waz + 1:5 (112}

onde temos:

Ezxpansao:

6="v°, (1.13)

“Shear”ou Deformacdo:

1 N b
Ta = 3 o Ry Viw — 3 hog (1.14)
Rotacdo:
1 .
Wad = hio B Vi (1.15)
Aceleracao:
(o = Vi V2. (1.16)

Usando as definigdes (1.13) a (1.16) acima, para o observador V# = %y, cscrevemos

as quantidades cinemadticas para o modelo de Bianchi-I como:

(i) Expansao:

A B C _
==+ =+ = 1.
¢ (.4 B C) (1.17)

-



(i1) “Shear”:

et
o2y = % _ % (1.18)
=
onde temos: o, = 0.
(i) Rotacgao:
ez =0, V a, 8 (1.19)
(iv) Aceleracao:
a, =0, V a. (1.20)
E. aplicando (1.17) a (1.20) & definigao (1.12}, temos que ela se reduz a:
, ¢
I'a;_ﬁ = Ong + - h—m’i-. (121)

3
para os universos de Bianchi-I. Além disso, as relagées (1.17) e (1.18) podem ser substi-

tnidas nos resultados (1.3) para dar:
Tg; = (05 + §1°5) =0,V ik
{1.22)
Fg,'} = T Yap F'gﬂ - = (Uoﬁ + %haﬂ) ;

um resultado que nos sera muito util. E, de (1.2), temos ainda uma outra relagao impor-

tante para calculos futuros:

G = 20ual0y (1.23)



(70)" = Yo V= guo = 0, ¥V v (1.24)

1.3 Quantidades Geométricas em Bianchi-I

O tensor conforme de Weyl, definido pela expressio (1.7). pode ser decomposto com
respeito a um observador arbitrdrio movendo-se com velocidade V), nas partes clétrica
(denotacla por E,, ) e magnética (denotada por H,, ), as quais sao cefiniclas por analogia

com o campo eletromagnético:

Eos = —Wopa V*VY,
(1.25)
Hoy= ~W,5, VA VY.

i3
Das definicoes acima constatain-se imediatamente as propriedades de simetria dos indices

livres, traco nulo e ortogonalidade em relacao ao observador com velocidade V¥, isto é:

E.3 = Es, Hyp = Hay,
Er};ﬁ gad =10 Hm’a 90’3 =0 (126)

E.,Vo=0  HyVe=0.

Fazendo uso das definicoes (1.25), obtemos para o modelo de Bianchi-I:

H,3=0. V a3 (1.27)

2 1B 1 (D ) 1AC 1B [, :
Eh=—j5+s(3st&)—1ac+88 (3+6) (1.28)



onde é facilmente constatado que £, = 0.

1.4 Quantidades Associadas & Matéria para Bianchi-1

O tensor encrgia-momento de um fluido geral serd escrito em sua forma costumeira:

T:uz/ = ﬂ 1/t I;/ - ph;w + Q(p I’,;!/) + ﬁpy-. (129)

em termos da densidade p. pressao p, fluxo de calor g, e pressio anisotrépica @p. O
escalar T ¢ dado por:

T=p-3p=R, (1.30)

onde a tltima equivaléncia acima é facilmente provada a partir das equagoes de Einstein.

1.5 O Modelo de Kasner: Um Caso Especial

E interessante estudar-se um subgrupo dos universos de Bianchi-I, o assim chamado me-
delo de Kasner [18]. Trata-se de um modelo anisotrépico, que representa uma TCELAO

do cspaco- tempo na qual a participacao da matéria na cria¢ao de curvatura ¢ desprezi-

vel {191+, Pode-se dizer entao que a curvatura é auto-sustentada, de uma forma que esta

ligada & ndo-lincaridade da gravitacao.

As equacoes de campo para o modelo de Kasner sao, portanto. escritas como

Rc\:ﬁ' =0,

o que — das equagdes (1.5) — nos fornece o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

1Na verdade. ¢ possivel construir-se wina “Solugio de Kasuer Generalizada ™(ver, a essc respeito. a
Referéncia [19]). Eutretanto, verifica-se que os termos associados 4 matéria sao de uma ordem mais baixa
do que os termos assoclados & geometria. Vercmos, mais adiante, que este resultado justifica fisicamente
o interesse em estudar-se perturbagoes de tipo escalar e vetorial,

10



A B C_,

A B C - o

LA,

A A\B (C

B B (A C

B + B (er '5) =10 (1.31)
g + g(i+§)—0

C C\A B '

A solucédo do sistema acima é obtida escolhendo-se, para as funcoes A(t), B(t) e C'(¢)

que descrevem a métrica, o seguinte Ansatz

Aty =, B(t) =1, C{t)=1m, (1.32)

com p; (¢ =1,2,3) constantes. As equagdes (1.31) se reduzem, entao, a

ptptp =1

(p1)” +(p2) 4+ (p2)? = 1, (1.33)

o que caracteriza os modelos de Kasner. Considerando-sc o ordenamento py < ps < p3 (20},

temos os segmintes limites de validade para as constantes pg:

IA
F
IA

<p3=1

S|
Ll

—-5<pm <0, 0

=

De posse das relacoes (1.33), ¢ facil ver que hd apenas um grau de liberdade na escolha
das constantes p;. Vamos, portanto, escrever ps e py em termos da terceira constante p;.

Da primeira das equagoes {1.33), temos que:

11



p3=1—{(p1+p2)

¢, substituindo este resultado na segunda relagio em (1.33) e resolvendo para ps em termos

de pq1. obtemos que:

P+ + L=+ p)f =1 =

= () + () + 1 =2(pr+p2) + (1) +2pip2 + (pa)?P =1 =

= 2(pP 2P +2pmp -2 +p)=0=

= (P +pm-—Lp+p—1)p =0,

donde, resolvendo a equagdo de segundo grau acima em pjy, obtemos gue:

po=3 J0 =m0 T=pi Gr+ D). (1.34)

E daf escrevemos afinal {(substituindo (1.34) na primeira das relagées (1.33)):

b= [—p)F TP B+ 1)) (1.35)

Analisando a equacio de segundo grau para ps acima, verificamos que o seu delta

(A= (1—p)(3p + 1)) tem os scguintes sinais:

(i) A=0,scpy=1loup =—-1/3;

12



(i) A > 0, se:

m<lep >—-1/3=-1/3<p <1
ou

m > lep, < —1/3 = nio ocorrem simultancamente

(1) A < 0. se:
pp<lep < —-1/3=p <—-1/3
ou

pp>lep >—-1/3=p>1

Portanto, supondo-se quc escolhamos p; como real, temos as scguintes possibilidades:

(p2: p3) Teais se: — 1/3 < pp < 1

(po, p3) complexos se: py < —1/3oup; > L.

Diante de tais resultados, podemos reescrever as quantidades cineméticas ¢ geométricas

em termos das constantes p; — o que faremos a seguir.
(I) Quantidades Cinemdlicas:
A expansio. dada pela equagio (1.17), se reduz a (usando-s¢ a primeira das equagoes
(1.33)):
1 1
0= —(tp2tps)=7 (1.36)

o que nos possibilita eserever imediatamente que

gt = —= = —0° (1.37)

As compounentes nao nulas do “shear”. equacao (1.18). sao reescritas, com 0 uso de

(1.36), como:

13



oty :%(3])1—1): %(31}1—1)

o =& (Bp—1)=5Bp—1) (1.38)
o =4Bp—-1)=203p;—1)

Temos, além disso, de (1.36) ¢ (1.37), os seguintes resultacdos importantes para futuros

caleulos :

207 =0"%30%, = 207
(o)) o= —80", (1.39)
(O-#u). - JIIV;(.\ Ve =0 J#ye

os quais sao identidades validas somente para o modelo de IKasner.

As componentes do tensor de rotagio weg e do vetor aceleracdo a, sao, por (1.19) c

(1.20), nulas.
(IT) Partes Elétrica ¢ Magnética do Tensor de Weyl:

A cquagao {1.27) nos garante que a parte magnética do tensor de Weyl, H,j, tem
todas as componentes nilas. A parte elétrica, E,z, € reescrita — usando-se as equagoes

(1.28), (1.32) e {1.36) — como:

> 1 b 1 =
B = —apilp D8 = 2= D)0 = iy = 16+ i (1= p) 02
2 1
= —gplpi-1)6 —gpp—1)0
= =pilpi = 107 (1.40)

14



donde escrevemos entio:

Ely=p (1 —p)#?
E?) =psy (1= pa) 8 (1.41)

3, 2
E’3 = p3(1—-p3) 6~
E, a exemplo do que foi feito para o shear . obtemos os seguintes resultados adicionals

(validos especificamente para o modelo de Kasner):

(E*))o=—20F", (1.42)
(Eﬂu). = E#J/;a V’a = E#H;O

0
= —20F", + (a“o + 3 I#‘O) E®, -~ (cr",, + gh“,,) E*,

= —20E*,. (1.43)

(1II) Quantidades Associadas & Matéria:

Conforme mencionado anteriormente, no modelo de Kasner a matéria nao contribu

para a curvatura. Neste caso, todas as quantidades associadas sao nulas, on seja

4. =0. Y p, (1.44)

T =0, V 0

Uma solucdo importante do modelo de Kasner ¢ aquela em que ha um plano de



isotropia. Ha duas solucoes que apresentam tal caracteristica: a de Kasner (p) = p» =
2/3: p3 = —1/3) e a de Milne (p; = po = 0: p3 = 1). E conveniente escrever-se os
resultados obtidos até agora (i.¢., quantidades cinematicas e parte elétrica do tensor de

Wevl, equagoes (1.38) e (1.41)) para cada uma destas solucdes:

(i) Solucio de Kasner:

0'11 = 0'22 = ‘:1,:9
(1.45)
(733 = -%9
Ell — E‘z? — %92
(1.46)
3 = _%152
(i) Solugdo de Milne:
0']1 = 0'2-'_) = —%9
(1.47)
EZY=E»=E=0=FE',=0, ¥V u, v (1.48)

1.6 Formalisimo Hamiltoniano para o background de

Kasner

Como uma analise adicional, apresentaremos nesta segao a aplicacao de mm algoritmo pelo
qual escreveremos uma Hamiltoniana para o background de Kasner, como um primeiro

passo para a sua quantizacao. Este assim chamado método da Hamiltoniana auxi-

16



liar, foi aplicado inicialmente ao background de Friedmann-Robertson-Walker (conforme
a referéncia [21] e, posteriormente, em [22]).
Tomemos. inicialmente, as equacoes de Elsntein para o background de Kasner, as quais +

traduzem a dindmica desta solugio cosmolégica; sdo elas:

Ros =0, (1.49)

ou, explicitando cada uma,

I
_|_
ST
.+_
ls®
f
<o

A

i+ (3180
¢ _ (1.50}
Bk (448) =0

.

onde as derivadas sao no tempo f e onde temos ainda a relagao adicional:

B C’ _a 151
KJL B'CT o)
Renomecando os termos em (1.50), vem:
4 2 - . .
r=4—=z=4 (—:) = 4 =1+
_ BB B)Q:,AB;M.}»_) (1.52)
Y=13 Y=5— (E =Yy -

. w ) .
B B N S
| “=Ec =7 *=¢ (c):('_~+~=

onde (r.7.7) ndo tém nada a ver com as coordenadas espaciais do background, ecm termos

das quais é escrito o tensor métrico. Como as novas varidveis, o sistema dinamico (1.50)
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é reescrito como:

'3

r+zr(z+y+:z)=0

(1.53)
ytyz+tytz)=0
i+z(r+y+:)=0,
com a (1.51) reescrita como:
(x+y+2)=0. (1.54)

Substituindo, agora, as trés ultimas equac¢oes em (1.53) na primeira delas, obtemos a

scguinte equagao de vinculo:

22 ar g+ -yt -zt +t+ P+ =0=

=2 (ry+rztyz)=0=

[uha ]
(&3]
—

ry+yz+a:=0, (1.

e o sistema dinamico (1.53) fica entao:

18



( _
r+rPt+a(y+:2)=0

vty +ty(z+z2)=0

{1.56)
i+ 224z (r+y)=0
ry+rz+yz=0.
A cquagao de vinculo, (1.55), elimina uma das variaveis, por exemplo, =
ry ~
= - . 1.57
(x+y) (L.57)
E. substituindo {1.57) nas duas primeiras cquagdes dinamicas em (1.56), obtemos:
t= iy @ty + )
(1.58)

=gk (P ry+ o)

E facilmente demonstrado gue a tercelra equagdo dinamica do sistema (1.56) nao
fornece nenhuma informacao adicional e pode, por isso, ser descartada como redundante.

Derivando o vinenlo (1 57) no tempo, obtemos:

ry Xy 4o (x + )
Gty (+y  Etwp

1 t y . .
— m [_-I’y (;I? + y) — Y (;r. -+ U) + ry (.l‘ + U)]

. : i1 2 A .
= (r +y)? {"“;1~J:y_.1‘y - 'y—.ry.y+.r;.rg;+.1,.yy]
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1 . 2. -

Substituindo {1.57) » {1.59) na terceira das equagoes dinamicas em (1.56), vem:

i (0 + 220+ B - 2 (1) = 0=

= —ry? g+ Py -y (2 try+ ) =0 =

:>i‘.y2+1:2'y+$y(:FQ_FJ’ery?):O-

Mas, substituindo (1.58) no resultado acima, vem:

.I-"?2 . IQ? ) ; ‘ .
___(_I:y) (x2+;ry+3}3) _ (I_Jr/y_) (xz+xy+y_)) foy (4 ay+v) =
T ) ‘
- w(rJrJ_y) (x4 ) (3:2+;I.'y—|—y2) +ry ($2+$y+y2) _
= 0.

COINO CSPETAVALOS.

Isto nos deixa, entdo. com o sistema dinamico fechado bidimensional (1.58), com a
terceira variavel z dada em termios de r e y, conforme o vinculo (1.57). Vamos, ncste
pouto, fazer uma nova mudanca de vartaveis com o objetivo de desacoplar o sistema —
o que produziria uma simplificacao bastante significativa em nossos calculos posteriores.
Para tanto, introduzimos uma nova variavel temporal. denotada por n, de forma que o

sistema dinamico se reduza a nma forma consideravelmente mais simples:
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(1.60)

Yy =y,

onde () = ﬁ A relagao entre a nova coordenada temporal ¢ a antiga é facilmente

obtida substituindo-se a variavel & definida em (1.58) na primeira das equacoes (1.60)

acima:

S tw)
L=t {(z2xy+y?)
de _ _dr _ (x+y) :
dg T dt (242 y+y?)
<> 2
r+ry+y
(ln:_( vy )dt. (1.61)

(2 + )
Isto posto, a pergunta a ser feita ¢ o nove sistema dinamico (1.60) admite uma
fornmlacao Hamiltoniana? A resposta ¢ nao, o ue torna nccessario aplicar-se o método
da Hamiltoniana auxiliar, nos moldes de {21, 22]. Comecaremos, portanto, definindo um

novo conjunto de variaveis ((2,P). da seguinte maneira:

Q\ _ [ aln 3 Tlogf ” . (1.62)

P v &) y y
onde a., 3, 7 ¢ 6 sio fungoes da nova coordenada temporal 7, a serem determinadas

futuramente. O determinante da matriz de transformagao S é dado por:

A= det(S) = ab — 37 # 0, (1.63)

e S7!. a inversa de S, fica portanto definida. Entdo, temos a sceguinte dinamica para

(Q.1):
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S BT : (1.64)
P r

donde vem imediatamente de (1.60) e (1.62) que:

H=8SI8"'+887, (1.65)

com I denotando a matnz identidade, e onde temos, por (1.60):

GG G)

Se (Q.P) sdo, de fato, varidveis canonicas, entdo ‘H nao deve ter trago e, neste caso,

temos:

Tr H = Tr (313—1+8'3-1)

= Tr (818‘1)+T7~ (S’S”)

A.’
= Tr I+ —
rod+ A
AJ‘
= — 42,
X + 2,
donde vem entao
A :
T 2= N =28 = A0 = A e 2, (1.66)

onde Ay é uma constante de integracao.

A Hamiltoniana quadratica mais geral para o nosso sistema ¢ escrita como [10, 11]:
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]?-1 fiy

H=—=0Q*4+=r"4+2nQP,
2 2
cuja forma matricial é entdo:
2 h;} h.‘_)_
H =
—hl -2 }23

com h; dados em termos de @, 3, v ¢ 8. A condicao para a existéncia de H é:

Q" or’
5‘@ + 3P 0.

Substituindo (1.66) em (1.63), vem:

ad— 35 =2Nge 2

E. como simplificacao, tomamos:

<
il

=
I
)

donde vem de (1.70):

. _—
6= Nge 2a L,

¢ cntao temos:

o que nos da, de (1.62),

23
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Dai vem:

—
e
-3
(634

-~

o 0
S'=
( 0 —Xp e it [2 + %}

;) a.wl 0 ~
S5 = . (1.76)
0 (:’_\0)_1 P

e entdo, de (1.65), vem:

o) 0 1 0 ot 0
H = +
0 Ape 27a71 0 1 0 (Ag)teMa

o 0 ! 0
+ , |
0 —Nge a7 [2+ 4] 0 (Ag)! e2a

10 o 0
= +
(01 (0 —[2+¢]
= ([%+1] ! : (1.77)

0 —[Z+1]

e a condicao de existéncia da Hamiltoniana. (1.69); é realmente satisfeira. Comparando

o resultado acima com (1.67). obtemos entao:

hy=hy =0,
(1.78)
hgii (%'-l-l)
dOIldC O5CTrevenlos:
!
}ﬂQJﬂ:(%+J)QP. (1.79)
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Para reescrever a Hamiltoniana do sistema em uma forma mais adequada, efetuaremos

uma transformacio canénica (Q,P) — (Q.P) [23]. donde temos entio que:

Q=24
ar
p . _ 8l
P = 50"

e temos a fungdo geradora da transformacao, F, em uma das seguintes quatro formas:

f

Fi(Q; QE 7?)
FQ(Qrp= T?)

-F:‘Z(P: Qe U)

Ey(P, P, 7).

\

Escollendo a segunda forma para a func¢do geradora da transformacao, com dependéncia

cm (. De 7, temos:

ar

p =2

5 _ on
Y@= aF

g o
\ H=H+ on

e gostariamos de escrever H como a Hamiltoniana de um oscilador harmonico, ou seja,

I—:f::;tf’2+vQ9,

com p ¢ v funcoes de 7 a serem determinadas. Neste caso, tomaremos F> na seguinte



forma:

Fz(Q f) '})

sP'InQ. (1.80)

onde : e a sao ~—— pelo menos a principto — fungoes do tempo 175. Com 1880, CSCICVEIOS!

'3

P

| @

o

\

Dai vem que:

Pa Q—l

vy

as PO inQ (1.81)

(%' + 1) QP+ P inQ.

lf)ﬂ — 5-_1 QP — 13 — 51/(1 QI/({ PI/([

Q) = az Pl

C, (0Oml iSSO, esCreveImaos:

donde

nQ = Q — ql/a Q(a—l)/a Pla=1)/a 0.

(1.82)

—_

Pterp [— (as)™! QIB(I““)] .

pe, (1.83)

rry

QP

donde escrevemos a Hamiltonlana transformada como:

Se, agora, escollierinos:

g:(ﬂ

('l"
(1.84)

. =
—+1) sP“+a”?QP.



a=2
(1.85)
£ =k |
ficamos con:
Q = exp [_,L Q P‘l]
(1.8G)
P=cPlerp [—i @15'1]
donde vem:
-~ C[/;, ~ 5 _
H==s[—+1)] P (1.87)
a
que ¢ a Hamiltoniana de uma particula livre, sem potencial, de “massa”dada por
(1.88}

Se escrevermos a Hamiltoniana final (1.87) em termos das coordenadas (r,y.n) iniciais,

teremos:
(1.89)

H(a,y.1) = A ) ey,

a
(— +1
o

Isto conclui os calculos associados ao formalismo Hamiltomano para o background de

Iasner.

27



Capitulo 2

Construcao das Bases

2.1 Introducao

Seguindo o formalismo estabelecido por [13] e utilizado na literatura {10, 11, 12, 17, 24],
na andlise do modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW), é conveniente construir-se
uma base e termos da qual as quantidades perturbadas possam ser escritas ¢ que possam
ser fatoradas das equacoes Quase-Maxwellianas, de forma a explicitar a dependeéncia tem-
poral das perturbacdes. No caso, ja estudado anteriormente, do modelo FRW, ¢ utilizada
uma base de harmonicos osféricos, determinados cm termos de polindmios homogéncos.
construidos cm um espaco ---dimensional e Euclideano. e que satisfazem a Equacao de
Laplace neste espaco. Em nosso caso, a base a ser construida nao sera escrita em ternios
de harmonicos esféricos, ja que estamos tratando um modelo com anisotropia. Entretanto.
podentos obter uma hase especifica para o modelo de Bianchi-I, de uma mancira analoga
aquela feita para FRW. Isto sera realizado nas secdes que segueni.

Temos. como no caso do modelo de FRW, tl‘éé tipos diferentes de base, adequadas a

descricao de diferentes tipos de perturbacoes, e que enumeraremos a Seguir:
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1. Base Escalar:

Descreve as perturbacées da geometria que estdo ligadas 4 matéria (mais especi-
ficamente, & densidade de energia); este tipo de perturbagdo serd referido daqui em

diante como Perturbacdo Escalar.

2. Base Vetorial:

Descreve as perturbagfes associadas ao estado de movimento do fluido (mantendo
a densidade de energia nao perturbada); a este tipo de perturbagao nos referiremos

como Perturbacdo Vetorial.

3. Base Tensorial:

Descreve as perturbagbes da geometria que nio estdo associadas A matéria (em
outras palavras, descreve as ondas gravitacionais); este tipo de perturbacdo serd

referido como Perturbacao Tensorial.

Torna-se nmecessario, neste ponto, tecermos alguns conientdarios a respeito dos casos es-
calar ¢ vetorial. Dado que pelo menos um dos casos especificos dos modclos de Biancli-I
(a solucao de Kasuer) ¢ uma solugio exata das equagoes de Eisntein para o vazio (e, como
tal, ndo possui matéria), teriamos uma dificuldade conceitual aparente em definir per-
turbacoes escalares ou vetoriais para este caso especifico. Entretanto, ¢ possivel construir-
se uma solucdo gencralizada para o modelo especifico de Kasner (conforme mencionado
no Capitulo 1 e na Referéncia [19]) com termos associzdos a matéria, os quals verifica-se
serem de ordem mais baixa do que os termos restantes, associados a geometnia. Logo.
podemos argumentar que, embora os termos de maténa nao contribnam para o modelo
nio perturbado, podem vir a ser importantes na métrica perturbada. Neste caso, a analise
dos casos escalar e vetorial torna-sc interessante, mesmo quandoe a matéria ndo contibui

para a geometria do background.



Vamos, entao, proceder a construcao dos trés tipos de base para o modelo de Bianchi-1.
Imporemos, em todos os casos, condicoes andlogas aquelas especificadas para o caso das

perturbacoes no modelo de Friedmann-Robertson-Walker. -

2.2 Construcao de uma Base Escal~r
Comecaremos por escrever a equacao de Laplace para a base { Q(.r, Y, z)}:

A9 “

vV Q=n"Q, (2.1)

onde n? é uma fun¢ao do tempo ¢ e onde o simbolo ( ” ) denota o fato de que os Q
sao quantidades pertencentes a 3-superficie. Calculando o Laplaciano para a métrica de

Bianchi-I (vide Apéndice A, equacéo (A.12)), a equagio acima reduz-se a:

2
33 d
9:°

& P
(gl 22 4,

-— . g () =0,

a qual é facilmente integrada. dando:

Qlr,y.z) = Nexp{—i(mx+nyy+ny2)} =N exp—in;a, (2.2)
onde & e n; (j = 1,2.3) sdo constantes arbitrarias (assim cscothidas por uma questio.de
simplicidade nos calculos) e a relacio

n?=—h"n, ng, (2.3)

é valida.
De posse de uma base escalar explicitada, procedemos a construcao de um vetor es-
pacial e de um tensor simétrico de traco nulo, os quais serao usados para escrever as

quantidaces perturbadas:
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Qo=7,0=0"03= ;%Q; ho” = wiha’gﬂg(;)
(2.4

Qaﬁ = f(f) v,j Qa + g(f) h(xﬁ Q
onde f e g sao fungoes do tempo que serao determinadas a seguir.

E facil ver-se de (2.4) que Q4 tem apenas componentes espacials, jJa que

Qo =ho” Q3 =0.

Além disso, temos que a quantidade (743 (2,) € simétrica. A prova desta assergao ¢ dircta:

VaQo = hs"h.” (h.;“ Qf)
= hiha' b Qe+ (), Q]

= hs"h,” QE;,u -+

Fht het (R + 15, b~ Th, he) Q- (2.5)

O segundo termo no lado direito da relacao acima reduz-se a:

hat bt [(6), = (VE10),].

o qual é obviamente nulo. Os termos seguintes também se anulam, j& Gue as conexoes
que neles aparecem tém todos os indices espaciais (conforme a equagao (1.3)). Ficamos

entao con:

{\753 Qﬂ = h.’:i'u hoy Qy;p
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]2.5“ h-nv Qynu

hﬁ“ hou Q.u,,u
ha! 1" Q pw

Va Q_ﬁe

onde novamente os termos (7,7}, ¢ o de conexao totalmente espacial sao nulos. Isto prova

a simetria de (V5 @, ) €, por extensao, a da quantidade tensorial Q.3 (j4 que o segundo

termo cm h,q, € obviamente sumétrico).

Vamos passar, agora, a determinagio das fungoes f(¢) ¢ g(t) que utilizamos na definigio

de Qm;, a segunda das equacoes (2.4). Impondo que o trago de (A)mg seja nulo, temos:

Qoa — hu;i Qa;’)’ =0

FOYh*? 75Qu + g(t) A7 a3 Q =0
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FO V" 0 +39(1)Q = 0. (2.6)

Vamos calcular a divergéncia de (J,. Da primeira das equacoes (2.4) vem:

da equacao (2.3).

haﬁ @.H Qa

1775 (Va @)

R gt ha” (R Q)

i

W TRy Qo+ (B7),,, Q]
W [ Qe = T2 Q) + (80 — VI Vi = VI V0) Q1)
WY Qo+ B (67, —T0, 670+ T, 6%) Q4

P Qo

.2 -~
Y, n, @

—h® n,n3Q
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E, snbstituindo o resultado (2.7) acima em (2.6), vem afinal:

ftn?Q+3¢(t)Q =0=
= f(t)n* = =3g(t) =

= g(t) = —éng ().

Logo, podemos escolher f(t) e g(t) cstard imediatamente fixada. DPara simplificar

nossos calculos subseqiientes, tomamos f(#) como uma constantc:

donde vem:

Neste caso. o tensor simétrico e de traco mulo construido a partir da base escalar se

escreve comao:

Qod = @d Qa - %712 Q (28)

Entretanto, vimos que:

Vsloa = IWHsh" QL =—h3han,n, Q

= —iansQ,
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de (2.2). Logo, a definicio (2.8) acima pode ser também escrita como:

2 )
Qoa = — (-na 73+ % 1105) Q. (2.9)

As derivadas projetadas no tempo da base escalar e das quantidades a partir dela

construidas sao, neste ponto, facilmente obtidas:

(@) =QuVe=-in,VoQ =0, (2.10)

(QO) = Q&;ﬁ 1%
= (Qa.ﬁ T Qﬁ) 1
= QuaV’-Th @,

o ) g “
= —N,Ng V-"jQ — (O'Q'j + 3 hn’j) s

- —gQa_aoﬁQ:i- (2.11)

(Qu3)” = (V5Qa) =3 (P has @)

Wi

- 1 .
= {hﬁv hoi’ (h',u; QE):U] VT4 5 h#uw 1Y Ny My ho;.:f Q +

e
Ty

1 . ~ 1 e P
+§ P 0 Vg, has @ 4 3 Py, Vo has @ —

2
n- ay

_3‘ hmﬂ',',\ 17 Q



RY 3., V7 RG" (h,f Qg):y + g A, VY (hﬂs Of) LT

+hy" ho® (h‘ng Qs):m Vi : (gﬂun A A W:?) V3 muny hag Q +

3
1 .1 .
+§ It (?1.#_,y -, -nT) Vi, has @ + 3 Ry, (-n,,,, -1, 'n.T) VThas @ —
n? N
3 (Gagy — Vo Vo — Vo Vi) V7

(hu_ﬁn, + FI;_,} h‘;ﬂT _ P:r;,} h_r’/) VY h(}-“ (hyi Qg):v +

s (R + T ha” =T0 he?) V7 (B° Qg)w +

s 1 ] 2
+hs" ho [(h#t Qs);y] . Vi— o (U#T t3 hpr) nrtvhas (=

1 ¢ .
-3 h*n, (U,,T -+ 3 hVT) Ny fgs Q

(oo ) e (12 @) = (o ) e (1702, +

9 1 T B
+h.ﬁu (U-,-p + 5 h-;-'i ) hcw (h;tu QE);V -
v T 4 T H e
—hst {007+ gha" ) Rt (B Q:)

. n 1 ¢ A
thst o (R Qs) V= o, (”“)T + 5’“’;) rhos @

wry

ha” hot [(h'.us (i)h) — Ry (hre Qg)] V7 —

Y

2 Hy 9 ’;.u.’/ } Q
_5 o —+ -5 3 n';_z Ny, a3

bt ot {[(h; 0.). v - (nea), 1} _

2 ¢ -

w

h_,-':iy h-o,lu [(h#f QS).] - ’1:3’/ hn'u (UV—Y + g hv’)) (hite Q:) . -
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9 A
—3 g oy ny hag Q+ 9 g n® B Q2

= h3" h.* [(h-“s). Q:‘ + h’lii (Q“) .J;y -

— (0_3” + —z—h,‘g") [(hﬂs)n Q. + hy* Qw’,] -

2 A2 2
-3 o nyny hag @ + 5 0 n* hog Q

. (8 - A
= h_;{-]y ho# |:_h',uc (5 h':T QT + UET Qf)] -

g . - } R A

- (gﬁ” + h,;’) Bat [B O + T5 b7 Qo = T, 17 Q] -
0 v t A

- 0-.31/ + g hﬁ h'o‘ Q.u;u -

2 s 2 ~
—3 " ny,my, hag Q + 9 g n’ hop @

v : ¢ : g T T £y A 4 g A
= _h-,-j h-aﬁ [5 (hhn._v + F;.,, h.u + F,uu by ) Q:‘ + 5 h.li QEWJF
+ (h:,u.u + Ff}p hHT - F;Jw h”l‘e) GETQT+
P (7 4 TS0 T0,0,7) Q= " Q) -
g .
— (O'_JT + g h;a‘r) hru ho'u Q.u;z/ -

2 PRI
—3 o™ nyny has @+ 9 én* hos @

0 . X A T .
= -—g ]Iay hc.‘u Q,u:y - O-a'u h;‘ip h,ur QT:V - (G:JT + g h:3 ) hr hﬂ'u Q#EV -

. o9 A
—% o, n, hoa @+ 5 0 n? hoy Q)

g - A -~ s S~ oA
= _“5 V5 Qﬂ - O-C\‘u Vﬁg Qﬁ - 0'[3‘ VT QQ -
~ A 2 A2 .
Ag 3 Q@ — 3 o nyn, has @ + 9 B0’ h, 0@
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2
3

A 2 .
—0," V, U — 3 o' nyn, hag Q

U
9v3Q0+§9ﬂ_hoJ‘Q-

2olo 0. Lun ¢ - a2 .
- ——59 v_gQa_'gn'?h&dQ _Ufﬂﬂv,uQH)_“gapy??” nyh(xﬁQ

2, a - s 2 .
= *g t Qaﬂ - J(a'u V,u Q,@) - 5 ot LT h'“.'g Q
Mas. das equacoes (2.4), podemos escrever:
~ - 1 2 b
nun, Q= —0Qu — 3" My @ =
o A e 1 2 oy A
= o n,n, Q@ =—-0"Qu — 5?? a h,, @ =
= o"n,n, Q = —gt¥ Q;w: (2.12)

e ainda:

S A A 1 . .
0"V, Q) = 00" Qsm—k—vn-’hﬂ)ﬂ(g]

3
I 2 9 A ;
= Jla Qﬁ);t + gﬂ Tagd Q (213)
Entdo vem finalmente que:
A\ 2 = - 2 . n 2 .
(Qm) =3 0 Qus — 0" Qo — 3 n 0,50+ 3 hag 0 Q- (2.14)

r - -
E ficil ver que o traco de (QQ_;;) também ¢é nulo:
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(Qno). = _ggQﬂna —20% Qa;; -

2 . a2 .
~3 n? %, Q + 5 RO 0 Q

= —2g% Q&p + 2 gt QW

A divergéncia de @a ¢ dada pela relacao (2.7). A divergéncia de Qas 6

@P Q,(w = At <7Q va

Y e . 1 .
= h*7, [VU Q. 3 n” Py Q]

= ht {7() (VU Q) - ;h’m {70 (-712 by, Q)

= h"m- [{7;/ (@a Q) + f?:j.uau QH] -
1 - -

-3 N [(vn n?) Ty Q+n’ ({70 h,ﬂ,) Q+n? Ry ({70 Q)]
- Q- (€1) (5.0 4
Ry Qs = 5 10 (Vo) @

1, . T
—3 n” h*® (Va h.“,,) Q — 3 n? h,° Q-

Mas, de (A.8) e (A.10). temos que o segundo, terceiro ¢ quinto termos no lado direito

da cquacio acima se anulam: além disso, podemos calcular o quarto termo como:

39



donde escrevemos entao que:

%‘u Q;w

2
ht (n”)
37

—h,* (hm} Na 713)_
—h* [(ho‘ﬁﬂu + T:",‘# e - 1“-‘3“ h‘”) N Na+
+hed (-n.c,_# =I5,y -71.3) +

+h g (-n,.g_ﬂ - T n.q'.)]

Jern

m vid - rid -3 ke
—h, (g”' e Ve ve -V v °) N N3
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Por wltimo, vamos calcular os Laplacianos de (J, ¢ Qaga:

V@ = ¥V vQ

= V"' (V. Q)

= 27, (Va Q)

= 1 [ (90 Q) + 7 Qs

= Vo (9, Q) = (Va 1) (V, Q) + 1 B0 Qo = Va (V" Q)
= ¥, (”°Q)

= 0 (V. Q) - (V) @

= pn? Q&, (2.16)

"? o ~2 [ - N T A
V Qas = V [vg Qo = = 2 hay Q]
= @ﬂ [@y (%J‘ Q(\)] - % 17.2 ha;ﬂ (@2 Q)
= h" ﬁVV [ﬁVa (@p Qn) + f?‘:a,u;? Q'\,] - ‘;’ n* P (’9
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- hﬂy év [@d (@y QO)] + h‘uv (@u n;zd) Q - —ﬂ hadQ

5 (0 (9, 0)) 1 T (3, 0) +
1, (7, Q) + e e b s (R Qﬂ}} _

1 4 ~
_ hos €
n 13(2

~ PREP IR B ~ n
= Vs (v QQ) R R Rt by R (R s + Ty R ay—

R . . . 1 .
8 R = T2, Ry = 19, RTaso) Qy = 57" has Q
. y - 1, R
= V3 ('”* Qa) —3" hag Q
Yy 1 4, A
— 72 (VJ QQ) —3n fas (9

% n2 hos Q]

= 0 [, Q0
2 A Fs q e
- ”"de-. (2.17;

o gue conclui, portanto, os calculos referentes a base escalar.

2.3 Construcao de uma Base Vetorial

Passarcmos, agora, a obtenciao de uma base vetorial, a qual denotaremos por {Pn(.r. Y.z, f)}.

Como fizemos na secao anterior, escreveremos a equacao de Laplace que uma tal base de-

vora satisfazer:
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P ~
2 R )

v Po=m"F,. (2.18)
onde m? é uma funcao de t e onde. novamente, o siabolo (7) identifica quantidades

pertencentes a 3-superficic. Usando, entio, a relagio (A.12), escrevemos:

2 52 2

o= 9e O 2:
11 22 33

e e R
Vg Y e

2

P, = m? f)G_ (2.19)

As equacdes acima sao facilimente integradas, obtendo-se:

P, =Pl (2.20)

onde PY é, a principio. uma funcao de todas as coordenadas (f.r.y.z). enquanto os m;
dependem apenas de £, j4 que uma dependéncia nas coordenadas espaciais causaria proble-
mas na base {conforme ja vimos no caso da base escalar, na se¢do anterior). As derivadas

parciais espacial e temporal sc escrevem, de (2.20), conio:

Pa.k — 732]; P—;imj:rj . Y‘-'?N,l,f tpg e~ M 2!
0 o
_ a.k - 0 —imja!
= 0 emyp | PLemt
o
Po .
RS . o <
= LU — i | P, (2.21)
P

—im.:xd . - —im. )
Po.() :73(()).06 imjrt _ nlk.();l‘]' 7"26’ imjal

Entretanto, o segundo termo acima apresenta problemas, visto que ha uma coordenada

espacial: isto ¢ resolvido escolhendo-se:

myo = 0= my = &,

13



para qualquer & = 1.2, 3. Neste caso, vem entao:

R 1 dP%y .
Pa,.(' = B T Pa. {222
o= (3% 7 "

Entretanto. calculando a derivada segunda espacial, obtemos:

X 1 &#PY 1 .
el = [ﬁ dordd o M ’Pg_l) — My, -mg] P

onde o segundo termo é complexo. Para evitarmos problemas, tomamos entao os P2 como

dependentes somente de t e ficamos portanto com os seguintes resultados:

Pog=—tmy P, (2.23)

o= —mypy P,. (2.24)

Substituindo (2.24) acima em (2.19), obtemos entao:

Y P .
m? = —h m, mg. (2.25)

e podemos passar as propriedades de nossa base vetorial.
1%) Propricdade:

A base vetorial é uma quantidade do tri-espaco, ou seja, nao possul ula componente

temporal:

e a condicao de preservacio desta propriedade no tempo € escrita como:

(12 B) =0 =
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= o P, +V° ( Q)':0:>
= VPV’ =0=

= Vey? [pa!_,._’-; ~T0 P =0=
= VVPP,3=0=

= VP, 0=0=

lit

2 A
— Vo (1 ‘ '*) P =0

P—g dt
a qual é identicamente satisfeita.
22 Propriedade:

N#o é possivel formarem-se quantidades escalares a partir de F,. ou scja:

a qual, ao ser expandida. nos da:

-~y o~ 3~ ~



= ¥ (h P,

M
t

= 07 by Pro — (Viea VI + V51 0) P

= 1% [P, — T3, Py

= —ih*m, Ps.

Dai, a segunda condicao ¢ dada por:

e m, Pa =0, (2.27)

o1, reescrevendo,

gty 151 + g7 my b+ 933 m3 Pa =0. (2.28)

Isto nos da:

2P my P1 + 172, Py FtP g P, = 0.

E constatamos duas possibilidades:

(1) p1 # p2 # p3 = Condigao satisfeita se cada um dos trés termos acima se anular
separadamente, o que equivale a escolher um dos m; como mulo; isto causaria problemas

na definicao da base, que néo dependeria de uma das coordenadas espaciais.

(i1) Plano de isotropia: p1 = po.

Tomando P. = 0, tertamos que:
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$2m [-ml ﬁ.r +my fjﬂ =0

= P=- (ﬁ) P (2.29)

mo

donde existe somente uma componente independente na base vetorial, no caso especifico

do plano de isotropia:

o= (P = (=) P2 0) e, (2.30)

SN (—i. h m, }3{,) Vi=0=—=
/i3
7y 3 ,".5 —
- (h Mo Pn‘,);ﬁ j? — () =
= — (Vo V + V2V 3 m, Vo R‘ + WO g VP }37 +

+h%m, p}.},;:,g V3= (=
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1

= h™ ('ma,_ﬁ — F;\}d m,\) Ve f’? + %7 mg (P.V). =0=
= h*¥m, (ﬁg). — h?7 1‘30 my 135 =0=

Ay N 1 ) N
= h*m, (Pg) — g m, Py — 3 8 h*? m,, Py =0,

e, dado que o terceiro termo € nulo pela propriedade de divergéncia nula da base vetorial,

VoIl

1 (Pg). — ¥ m, Py = 0.

Se calcularmos a derivacla projetada no temnpo de F,. obtemos:

(p‘*). = FasV?
= (Pa—TLP)V°

- ﬁa.()'_rgapﬁ

1 dP? 1 . 3 =
- Kﬁ ((HT) N 56] Fa —Uo'apﬁ- (2.31)

E. entdo, a condicao de preservacao da segunda propriedade fica:

1 dP%\ . A T . .
' m, [(ﬁ C(HT) Pz —ay" P, — 3 d Pj] —a®m,P;=0=—
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1 dP°

(??9 W) e m, Py-—2 5 mg Py — 3 O he?m, Py=0=>

= o m, IA’,.; =0=
— gl my }:’_T + ma ij} =0 =

= my P+ ms IA’y 0,

de {2.29). Logo, também ¢ preservada a propriedade da divergéncia nula da base vetorial.

A partir do vetor {Pa}., podemos construir as scguintes quantidades:

(1}Tensor simétrico de segunda ordem € trago nulo:

Poss = Vo Loy, (2.32)

a qual pode ser reescrita como:

Py = Tl
= hnthy (h)f 157);1
= Rt hat [- (Ve VTV Pt T P
= hu"hy' f’m

— h(n—" h,;)/\ I:"/\v-‘_
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= —ihu? hsm, P

= —im, Pa. (2.33)
E facil caleunlar as componcentes de P.s para exibi-la na forma de uma matriz:
f)ll = —2'15?711 sz,-.,
Py = —2imy P, = 2imy P,

Pra=—2¢m; R =,

}512 = —1 (ml P+ ms f’y)

Pla=—1 (-ml P, + my P_,,,) = —1ma Py,

P23 = —i (‘??12 P+ s Py) — ¢ BT Rm

ny

2m, 0 m3
Pog=—11% 0 -2, —myma/my | - (2.34)
my  —my mgfmg 0

Duas quantidades envolvendo o tensor F,4 serao importantes em calculos futuros e¢.

como tais. serdo aqui obtidas. Sao elas: 0,7 Py, € %7 P, 5:

(1! + 03%) Poy. para Pige Dy,

()'(Q? Pj).-. - (235)

i

20,1 P35, para as outras componentes a, 3.

[y
=



3 . 2 F 33 A
0® Py = oM P+ 0 P4 0™ Py
. ] - . -1
= -2 [J“ml P+ 0% m, pyJ

= -2y (Illf-)l. [m1 + Mo (—11—)]

mo
- 0. (2.36)

A dertvada projetada no tempo de 150.5 ¢ dada por (usando a relagio (2.33}):

(o) = (Vi Pa)’

= —i (-m((x }:’,3)).

. e B 1 dPYy -
= — {['ﬂ?(o_q. - Ffﬁ‘m m,\} V7 Py (—73—0 d_f) Py—

e 1 -
—Ma 05 By = g 0me Da

1 ~ .
= —1 {— (O’(n)\ + 3‘ Qh(a/\) 'T?I)\P’g) — Mia ()"3)“' _PA!—l—

1 dPY . 1 A
+ (—755 q ) M(a P_ﬁ) - 5 8 Mg Pﬁ)}

) N 2 -
= — {—-m,} O’ Py — 3 Omq P3y—

s 1 dP? -
—Mia 0’(‘,3" P.) + (—ﬁ' —(7{2) My Rg)}




—0 (—~:rm P,; —~

__()"7'(_3 (—I 7??0} —|—

(

g (—nn P;)
(1 d”PO\

PO dt ~imia )

1 dP? 2 1 . .
f?)ﬁ (HT) o ‘73' 9] Pm3 - G'_}& (_? M., Rg) —

-0 (—irm‘ Pa) — 073 (—-i Ma Pv‘) — 7 (w—‘imﬁ P,}.)

(7
(

1 dP? 2 . - Lo

PO dt ) 59] Log =070 Pay — 075 Fay

1 dP? 2 N .o o oo
ﬁ 0t _"gg Pa_ﬁ_a'(apﬁ)'}- {23()

E o Laplaciano de P, ¢ também facilmente calculado como:

S R ~

V V(ipa}

@Aj @'} @(J Po)

-~y

\va [6(9 év f)a} + I?A(o';ﬁ} P

- "D . ) - ~ N ~ -
e (V Pa)) + R/\ﬂ,q'(;ﬁ Valay+ RA(&';?) V4 Py

~ o o~

Vi3 (-mz Pa))

m’ @(3 Poy+ ('\7’ 3 ”12) a)



(2)Pscudoveis. .

E definido como:

m? Py (2.38)

By =02V (v, P (2.39)

e stias componentes podem ser calculadas diretamente como:

. BN hal
= —3 ?)10“3 Tl Py

. DR~
= —igy mantt® P

;20123 mypms s
= -y g1 m P,
2

2 = " (@3 fjw,) + 1% (@1 fs’;)

. D] ; hd
= —igm 17'0”1113 P,

RPN .
= —1 'I,?m~3 Ggoamy Py

= 1‘23012 (Vz Pl) + 7?3021 (VI Py)



. ¥ .‘) had .. - ad
= —ig3 [,]301_ my P %y Py}

. 9
= —1433 7?01‘-3 (”Il Py — M2 JP.L‘)

. ba 1 . .
= —tya ?30123; [('ml)z +(‘”12)z] .,
9

e dai temos entdo {escrevendo o pseudovetor na forma de uma matriz-linha):

P = ( g1 BB goymy —82 [(-ml)'2 + (-mg)‘“)] ) - (2.40)

Entretanto, as mesmas propriedades que se aplicam a P, devem também sc aplicar a
ﬁ;, j4 que ambos serao usados para construir-se quantidades perturbadas. Da definigao
do pscudovetor, equacao (2.39), vemos que a primeira propriedade ¢ obviamente satisfeita
¢ 0 pseudovetor é — a exemplo do vetor — uma quantidade pertencente a tri-superficie.

A segunda propriedade, da divergéneia nula, ¢ cserita como:

— gV dpP; e (Epi w AP
d Y] dz
m, msy dP, P, 1 : n dP,
ey, m s . + my i - — [(-7711)2 + (77?2)2] o 00—
my  dr dy  ms dz

3 N ]. < <}
— {(ml)” M3 +memg — — [(ml)z + ('Tl?g)_}} Po=0==

iy Mo



= [(-71?.1)2 + (-71?,2)2] (g —1)=0.

o que nos da duas condicbes possiveis para que a divergéncia do pseudovetor scja. de fato.

nula:

mz =1

9

(my) + (m2)” =0,

Escolher o segundo resultado implica em

Pr=0. (2.41)

Logo. ¢ cle que escolheremos, obtendo entao:

Mo = Himy. (2.42)

Pode-se provar por um calculo direto que ambas as propriedades do pseudovetor sdo

preservadas:

(Ver) =0=
= " Pr4 Ve (P*). — 0=

(a3

- V° ( §)°:0:>

— 17 ‘[,-d p;;,a =0 —

[ ]
1



ad

= VOV (P, T, P =0=
—= Ve VP, =0=
s e TL,r,ﬁ (”Q’)’,\‘T‘ Vo %T PA).S? =0l=

= TRV (G, B, =0

— (@'G P,;:)6 V9 =0

A derivada projetada no tempo do psceudovetor ¢:



= a.0

1

AR 3 P
073l e T

= (™ Vvsv, 1)

Bup oy - - ~ I % 3 ok
= T]Q!j!-f 1d (vljﬂt)wo_gapa"’gajﬂ’i.

O primeiro termo pode ser calculado como:

= 1 Vah ) hyT (PT?T)_O

= WV b [P =I5 P

= N VahYht (wi n., P,\) o

= i, Ay Vam, hﬂ)‘ Py

- 1 dp? Buv r
= i ("P_Q pm ) o Vam, P,

1 (fpg Bup - -
N (ﬁ ?) N Ve, By

=4

(1 AP\ -
O\ PY dt

donde vem entao o seguinte resultado:

o
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Ay ® 1 d")D? 1 )% 3 P \
(P;) = Kﬁ o ) - 59] P -, P (2.43)
Finalmente, o Laplaciano do pseudovetor é escrito como:
L) -2 ETTIIE S >
pyo= v (v h)
= VY (Ve P
13 2V \Va Vo iy
- 7?HWV ‘:; <7a [%7;') "\7() ]5}1 + RA,uC:V PA

= WV, (Va B

= "V [0,V (Vo B) + 8207 (Vs B) + 70 (Ve )]

LD Y e P
= YL T, (m“ Pﬂ)

= o (V0 B) Vs (9 B

= m’ 155 (2.44)

(3) Pscudotensor simétrico de trago nulo:

Esta quantidade é definida analogamente ao tensor simétrico Py



g = Via PE),

a qual pode ser reescrita como:

P*g = h(oﬁ‘ h}a)/\ (hTT fj*)

x; T/

= hathy |- (Vi VIV V) PR P

~

= ' h-ﬁ)A Il

~ A Fys ) *
= h"hy [P0 —T2) P‘r]
= h(a‘) hﬂ)/\ P’:._,\

= h(o-} h‘_ﬁ)/\ (an”w ‘jr Vv '15,11) 3

= Vo by (VL P
= ™ = 0 ViV Vo (VL B)

= eV, hﬁ))\ ({7U f)"),)«

= TV by [h.,ﬁ h (hs\f’\)zr] :



= MV iyt [(II#TPT)_]
w]l

= ?I(& THY ‘; ]1‘.3))\ [# (IL,V Lr'r + I,; 1'PT;A) f)T + hp‘r PT;V]-A

3

. 1 s TP : F
_(U,\ -l-ﬁé’hA ) Vi Pr + hy [P”’_FT'”P"]A}

" 1 T I
= eV, hey {_ (U#V + 20 hw) Vo=

= "V hg))‘ {-— ((TAT + %9 hAT) Vi Pf:/\ +hy PT-V-’\}
= eV, h.;g))\ (_mv my fj,u)

= =N MV h-,a)’\ My, T, fj,u

= = Vomg m, f’,,

= —inge MV, my, (-—i m, ]A’#)

= —1mM(s ('ﬂa)ﬂ"’w L @'u f)ﬂ)

= —1Ma f’}‘} (2.46)

O traco de P*; é obviamente nulo, por (2.15). A sua divergéncta pode ser calculada

COINO:

-~

. pat o P
Vv ad h v‘) a3

G0



pela equacao (2.44).

h? @«, é(;s f):)

h*Y g, [@_ﬁ Py, f’;]

A D A ~ N ~

v Py + 0T [V7 Y P;]

AR [V 7y B s B

G B, P

@2 f’; + @_ﬁ (h-m‘ @q« P;) - (@3 hm) V« P(:
V P+ s (V)

~2 A

v P

m? ]5;‘ (2.47)

O Laplactiano de f’;‘ﬁ é calculado de modo exatamente idéntico a relagio (2.38), dando

tmediatamente:

v P =m? P, (2.48)

A derivada projetada no tempo do pseudotensor simétrico é dada por (o calculo ¢,

novamente, idéntico ao da derivada projetada no tempo de FP,3):
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a POt 3 ot

P

e \® 1 dP\ 2 ] - -
(Br,) = (_CPT — 20| Py - 0wt By, (2.49)

Finalmente. cncerraremos esta secao apresentando explicitamente cada uma das com-

ponentes do pseudotensor simétrico Py ; e calcularemos as quantidades (a‘*-ﬁ Pc‘:ﬁ) e (0(0"" Px;)w):

~ ~

Pyo= 2 7h(}‘23 (-m] ms . —myma Py)

. 1 2 -
= =2y . (m1)” mg Py,
2

5, = 2 9,013 ('”?.2 my P — mamg PT)
= =2 g mama P,

P = 2-7;3012 (7??.3‘???1 Py, —myms Pl.)

. m- ‘ :
= 2P gy — [(7”1}2 + (?"2)2] D,

. . A -
= 1)1“-3 M9 (-mg P, —ms Py)

+
+1p% my (-ml P —mg ﬁ’f)

: 23 >
= =2 7101“3911 mymy P,



. N
Py = m™ ms (m)P — ??I}P)) +

—I—r};m2 m (ml — 1l )

1 5 -
2 2
= —*]’]01_3 i1 ; Hiy (”73) P_l-,

by = -7]201'3 ms (-ml P.—m3 P) 4

5 .
+r]301“ Mo (rm Py —ms )

= —" B4 (m3)® P..

E, portanto, podemos escrever o pseudotensor na forma matricial como:

201 ﬁ(m] Kh: 2gymims gu ml(mq
15* — 0123 f) 5 ; _ (2 50)
app — N1 v Guma g 2y mamz gy (111.3) . .
(ma)? 2
g " g1 (mz) 0

As quantidades (a“ﬂ P:S) e (a(o’f P}‘Jﬂ) sao obtidas de maneira andloga as suas con-

trapartes (2.35) ¢ (2.36):

(07 Pry) = o' (P + )

— gt B [(ml)2 + (m)))]

Mo

de (2.42).
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(or! + a3®) Py, para Iy e P

(007 P3,) = (2.52)

20,1 P75, para as demais componentes.

Como uma observacao final, vamos simplificar os nossos cilculos tomando a funcao yz
como sendo uma constante. Esta escolha nao influencia a generalidade dos caleunlos rela-
tivos ao sistera dinamico perturbado, que serd apresentado no Capitulo 6 deste trabalho.

Escrevemos entao:

0. (2.53)

1 dP]
P dt
2.4 Construcao de uma Base Tensorial

Como primeiro passo, definimos um tensor misto U¥ {f, z. y, ¢}, escrito na forma matricial.

€Ol COIMPONENLes:

¢d 0 0 0
. 0 a ¥ ¢ _
vt = ’ (2.54)
0 n 3 ¢
0 x ¢ v

onde {a, ¥, ¢, {, 3, €, \, 7. 7) sdo funcbes do tempo e das coordenadas espacials, a
principio. O simbolo { ) denota novamente o fato de que os tensores U séo projetaclos
sobre a 3-superficie. A escolha de nm tensor misto foi feita com vistas a uma simplificacao
adiciona) nos céleulos que se seguem. dado que, neste caso, podemos tomar a derivada
simples de l:"‘y em relacao ao tempo como nula. Conforme mencionado anteriormente e,
visto que os [ # sdo por definicao quantidades pertencentes a 3-superficie. os indices sdo

levantados ¢ abaixacdos com o projetor b,

E#, = O, (2.

w3}
Wby
—
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com U, sendo um tensor simétrico: U, = U,

Se o tensor LF, constitui, de fato, wma base, ele deve satisfazer & equagio de onda:

v U, =k0x, (2.56)

onde k? é uma funcdo de t. Fazendo uso dos resultados do Apéndice A (equacdo (A.12)),
a equacao acima ¢ dada por:
| & a5? 02

g 92t 9 = ap g% 52 Cr, + 20+, =0, (2.57)

a qual deve ser satisfeita para todas as componentes de U#,. Temos, entdo. o seguinte

sistemna de equacoes diferenciais parciais de segunda ordem:

w®f O F

0)+J ad ;‘Qf:O,

+J

onde f(t. x. y. 2) = {a.d.ons. 2.x.0,7}-
O sistema de equacdes acima é facilmente integravel: uma possivel solucao para o

tensor U, € eserita como:

Ur, =ut, e il (2.58)

onde U*, sio tensores (e, a principio, dependem apenas de t ¢ os k; sio constantes

. .. - N ” ) ao.
arbitrarias relacionadas A funcio de onda &% ¢ ao tensor métrico por':

'Da equacio (2.60) é facil constatar-se que, no caso mais geral em que os k; sdo também fungdes do
t~11po. terfamos:

. TN ;o
Uk, ,o=U"pe phyet g kioal UV,

o que introduziria wm termo adicional, proporcional a uma coordenada espacial e que nao poderia ser
tratado. a nao ser tomando-se

]\:j.() =0 ]1_; = cfe.

confornic haviammos escolhido auteriormente.



o o (Y (RN (R
K=ok = (A(t)) +(Bm) +(C(t>) | (259

Da cquagao (2.58) obtemos as seguintes derivadas parciais simples:

Uk, =UF,ge 5" (2.60)

(‘:!_'u,,_l = —i k( (;'T'u,,, (261)

as quais serfo 1teis nos calculos que se seguen.
Para aue o tensor U¥, scja, de fato, nma base tensorial adequada, ele deve satisfazer
v ; 1

as propriedades enunciadas anteriormente em [13, 17, 25], e que passamos a listar aqui:

Propriedade 1 — O tensor U#, é um objeto da 3-geometria, isto ¢, ele é ortogonal a

o
o

vV, U*, = 0. (2.62)

Note-se, da equacao (2.54), que as componentes de U, ja foram escolhidas tendo-se esta

propriedade em mente.

Propriedade 2 — Nao é possivel formar-se quantidades escalares a partir de U'*,. Em

outras palavras, o traco deste tensor deve ser nulo:

W U = TF, = 0. (2.63)

Ou, reescrevendo nas componentes de oh,,
a+3+5=0. (2.64)

Propriedade 3 — Nao é possivel formar-se quantidades vetoriais a partir de U#,. Ou
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scja, a sua divergéncia deve ser nula:

o

i [f';.tw =0 (265)

Usando a definicao (A.11} do Apéndice A, escrevemos a condigdo acima como

It

@# [}pr h'}‘,(-f v,} L__.'HV

= R R, (W AUy

or

= RSP R, (hf,g h™, &7) .

= R R}, [hf_,g By Uria + B3 (A2 ) Ut

+(hs), hTa U]

= WO R, Uer + B0, (BT, Uer +

k), T

= h™h", [U:"T.a - F:-\a [:rf\f - F‘J/\'O Lﬂff/\] +

+h/\z/ (hrl\);n ljr(.‘rT + (hf_ﬁ) . h&ﬁ éray

Entretanto, temes que o segundo e o terceiro termos acima sao nulos:
R BT, T Uy = K BT, T2, U =0,

j4 que todos os indices das conxoes sio espaciais e temos 'y =0V 7, . k. no background

de Bianchi-I. Além disto, o quarto e o quinto ternios aclma se escreveln Como:
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h’\y UIT,\);O [;—-'GT = ]]’\V [hT,\.o + l-ﬂ;a h,‘?/\ _ ]_—1;& h-T!j] [:,ro_r

= PN (80 = Vo Vi VT Vi) U7,

(hg_ﬁ);a haﬁ L,—:y = [hsﬂ.n + Fia h/\j - ]'—1:;“ hs’\} h“'fa [:"'51,

= (650 —ViaVi—=ViVa,) BT,

onde. novamente, usamos o fato de que conexdes com todos os trés indices espaciais sao
nulas no background de Bianchi-1, além do fato de que tanto a base quanto o projetor sdo

ortogonais a velocidade. Neste caso, a propriedade da divergéncia nula se reduz a:

W nT, Uery = 0
W k7, (~ikg L) =0

—ik, G, =
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k,U*, =0, (2.66)

onde usamos as relacoes (2.55) e (2.61) para obter:

A." — i 3
L-'W_j = (hliﬁ U V) 4
= (hua); U7 + Ry 070

= (gup1 = Via Va = Vi Vi) T2 = ius e U7,

— ik U, (2.67)

Reescrevendo a condicio de divergéncia nula, equagio (2.66), em termos das compo-

nentes de U'F,. vem:

kia+hken+kyx=0, (2.68)
kl i+ ko g k;} C = 0, (269)

E necessario, ainda, que as trés propriedades anteriormente enunciadas sejani preser-
vadas a0 longo do tempo. Para isto, vamos calcular as derivadas projetadas no tempo das

quantidades cxibidas nas Propriedades enunciadas acima e impor que eclas sejam nulas.

(1) Preservacio da Ortogonalidade:
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(L v) =0 =
— Uh VoV 400" =0—=
e (O T D% — T2, D8) VO =0 =
— VvV =0—=
— oV =0=

—= Ut Ve N =0 —=

— U,y =0. (2.71)

Ou scja, a ortogonalidade é preservada sc o tensor U*, nao depender da coordenada ?.

(2) Preservagdo do Traco Nulo:

(0") =0—=



’ An‘ ;3 £
= T U7, =Tl =0.

E, portanto, verifica-se que a propriedade de traco nulo ¢ imediatamente preservada.

(8) Preservacgio da Divergéncia Nula:

(b T%) = 0=

— Foa UFL VO 4 R, UF 0 VO = 0 =

= (ko Do ks) T#, VOt hy (0P + 15, 0% =5, U45) VO = 0=
— kg Do UF, 4 R, UPg + b, T U7 = Tl e UF 5 = 0 =

— k,U*e=0=

= kU et =0 =

s M'u,,‘o = 0.

E dai, novamente, a condicao de divergéncia nula é preservada se a relagio (2.71) for
valida.

A derivada projetada no tempo da base tensonal U¥, ¢ obtida como:



= (:.'ﬂ v T Fga [:TQU - ]'—‘81/ i;“ﬁ

TN ~ IS
= Urge BT Y0 - TG, T

¢ . g N .

= g, U%, -0, U", (2.72)
onde usamos as relagdes (1.22) ¢ (2.71).

Para completarmos a definigdo de nossa basc tensorial, ¢ necessario que sejamos ca-
pazes de escrever quantidades pseudo-tensoriais. Para tanto, definimos o dual U, a
exemnplo do que foi feito anteriormente, para o caso de Friedmann-Robertson- Walker (13,
17, 24, 25| como:

T ! e i R i " T 5 =
D;w = E h (e h'j‘u) U{i/\" A (V; L'yo) . (2(3)

Calculando U7,,. obtemos:

rEfL . L0x h:r*
b, = kel

. i o LT 3 AEy LT - T
- _2_hli h (o 7k ) 3 I’)\ (v, L‘yr)

= = (R n?, + 10 1) 2V (9.0

[N

=~
[\



— % [h.fm (Uu)\c"’r Vi — ])3A57 1 Vo 1;)

+
+ht (779 Va =™ VI V)] (9. 0n)

1

2 [h‘ﬁla UVA&T + h'av ﬁ’l)\m} L/\ (@: évﬂ‘})

[U,u/\aq v, (Vh [:,vw) + T (@u I}n?)] :

b

ja que @u h*? =0,V a.3,¢ {(conforme provado no Apéndice A, equagao (A.8)). Temos,

cntao, que:

Gy = L v (9.0,) +

+, W (V.0 )

= 5 v (S0 +

+"?v/\€? Wi (AV: [:_.-'117)]

= % [—?]3’\5“ 15 (@ [:'“'V) +

1V (9. 0%)] (2.74)

Entretanto, temos que:

(V_ ir?v) = R°.R5. R, (th h?, [:.w‘;)

s

= RO R (WL RT U e — (VT Vo VTR0 7, 0=

(VP Vb VP V) LT
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= WO KLRE, (U T2, U7 =TT, 07,

— KO RBY BE [
= RO-RLEE,UY ..

j4 que os termos de conexao sc anulam no background de Bianchi-I. Utilizando-sc, neste

ponto, a relacao (2.61), obtém-se:

(9.00) = —ik b, 0%,

= —ik.U",. (2.

[
|
[ue ]

Substituindo-se a relacdo (2.75) em (2.74), vem finalmente que:

iy [_?h SRS (_?' k. l:'ﬁ,fp) . nv)«:",\ 15 (__.l,j . 6—#7)]

[N

—_ % ]\f [?h)«fﬁi 199 é”} . — ”VA.:‘A_: I‘A [",,v,u ]

- _% ke (000, 7, 1K T (2.76)

Vamos, agora, escrever as propriedades do dual. A exemplo do tensor U', original.
ele também possui as propriedades de ortogonalidade, traco e divergeéncia nulas. E fdcl
provar ainda que tals propriedades sao preservadas 10 tempo. mediante o calculo de suas

derivadas projetadas em #, conforme veremos a seguir:

1) Ortogonalidade:



VO = gk Vi (AT )

il
o

(2.77)

= (Cr*#r/,a + 1“5& Of*ﬁ’v _ ]:\53& é.-*yﬁ) Ve ‘;u

_ 7 - 0 7r=3 3 rr -
— L *'uu,[) I/,u + PSO L ™ v FVO L *#;3 Vu

Tk ks
= U 'UV.O‘/,U

7 i Lo pd c r - 2.5 -
- _5 kt‘ IL e’ ki (U‘Y Aew Wi, o+ 'U'LU I’I/\ u#’."*o)

e a propriedade ¢, de fato, preservada.

2} Trago Nulo:

~1
o



[

f N Asp - "-"} ’)/\E ks A;‘I
? ~Aep 1r Fr Acp v 7t
—g ke (P VT + 07 N Ty

N N

—i k. .nw)\f %Y Uw

E, verificando a condigao de preservagao da propriedade no tempo. obtemos:

)

usando-se a propriedade (2.71).

3) Divergéncia Nula:

— Z’/;'.'*y .u;o I/.rﬂ

2%

— Lr*'t"p.(] + 1—1;_1 L?Vj.l T‘A_.rn . l’\:‘a U’fly ‘..vcl

= Th B, — T 07,



SO = (e U
= (v# hp.a) 0=t by (V [:y*ov)

= vC, DY*Q.V '.

de (A.8). Usando, agora, os resultados (1.22} e (2.76), vem que:

60 U*Ou = hﬂ“ hn'} h'uv (hq: hTﬁt [}*ET)

3

= . he, (Woh7, L)

i3

= h-";}? h.“y [h‘:E hT,u ljr*g‘r;.ﬁ’i'

O 104 B () D

= WU — (Vg Ve VI Vi) IR, T, —

—_ (I/T;ﬁ ‘;1 + I/r'r I";L;ﬂ-) h'ﬁa hpy [}-*ET
= K., 0%,

i P onT CER R ~Aa 1- 7
= gk W, (2 s R 13



. 1 . I I T D Vo TR T 2.0 ~ Ao roFrs
= —gka ks b0, (= O+ 1007

1 £Yr Frv ~ Ar r s
= —3hake (V3 U, 4+, Vi 055

= 0, (2.78)

j4 que o primeiro termo apresenta uma quantidade simétrica nos indices (@, £) multipli-
cada por outra que ¢ antissimétrica nesses mesmos indices. Além disto, o segundo termo
acima se anula devido 2 condicéo de divergéncia nula da base tensorial, equacao (2.66).

A preservacao da propriedade acima pode ser imediatamente calculada como:

(6# ﬁ*#”). = (ﬁli [;T*HV);G ve

lil
=

da condigao da divergéncia nula do dual.

Qutras quantidades titeis para nossos calculos sdo a derivada projetada no tempo do

- L4 o ~ . .
tensor dual -—— (L *“,,) — ¢ o duplo dual — U™#,. Ambas sdao obtidas a seguir:

(i) Derivada Projetada no Tempo do Dual:



(#1) Duplo Dual:

S . FITa g S 2
[1' v - h Lﬂl/

1 p Y S
= h#" 5 hT(a hjdy) ‘T].,-J/\:p) 1)\ (v: L",T)}

L'r*,uvgﬁ "’)r(.\
(O + 1%, T2, — T8 D] VO
0P+ 15 0, = T T

n‘. = - ey v A& Tt
—5 ke [T 0+, VAT 0]

9 " ) 9 # -
+ (UF‘B +3 h",a) e, — (mfﬂ +3 hu'd) U™

- N o .. 0 .
(7#, b"*_ﬁu — r/_-3 L,-'*!-l.: . b-*luu v br*_ﬂu
s o, g+ 3 3

ot U — g, U™,

1 4 _ _ ~ T
= E hma ll'd)u 7],-3)‘;} 1)\ (V: L:‘o)

1

. v 1, Wl 17 = I
= 3 e p?, 17:3/\" ¥ [Vg (5 R R ey 1, VL (vp LCT))}



= ih“(a W1 0 0™ s v [V (9, U,

1 — _, , |
, (R 2 17y BT R 0P+ WP R BT+ R R R

. 7?3‘\:"} np'w'sﬁC v, [(@: I:}) ({79 ﬁgq—) + ¥, @:_ (ﬁp t"‘l’r)]

NN

H= | =

(h“(ﬂ R, N+ REE T bP 7,) na™Y n, o 1 . (@F if}g)

%

TN T (T Un) + 0 L YL (7,07 +

_|_.U#f\£’y il e {7 ({77/ (}-ﬁ) + .nuf\f’r .,stct’ WVl {7 (Y}; UCV)]

1

4

[y VIV (V2 076) e VAL (0,87 +

P s AV 0L (V7 T4) 4 09 e, WV 0, (V7 0S)]

Calculando termo a termo, obtemos:

12 termo

T =~ VLY (9.07)

s B e g
L6 ey 6 &

_z LY (vl O
Yoy &8 o & v (v, )

85 &5 of &

Z

e -ne ) (@.000)

9 (9,00) - ¥ (@.00)

W | =

30



= i {L“ Ue, — hes [Vp (6—0 é—'ﬂs) 4 R“'wa . — R é“uq‘}}
2 1 ) o

= 7 Uur, — 1 Ve (h“‘ v Lnu_) (V,, h“‘) (Vq L”‘E)] N
+;1{ e, U7, + i R, On,

Entretanto, sabemos que as componentes dos tensores de Riemann com todos os indices

projetados no 3-espaco sao escritas basicamnente como:

}?E,uv(:r ls = @[.u. @U] la

= Ao T termos de conexdo com indices espaciais,

onde [, é um vetor arbitrario. Ora, o primeiro termo na relacao acima é obviamente

nulo: ¢ os termos de conexao, sendo calculados no background, o sao igualmente. Dal, o

primeiro termo se reduz a:

&
[
H
4

T

|

1 R
Wiermo = Ty = 1 ot Gl S S v (V,; L’“C)
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= i sp o7 o | VIVLY (V. 0%)
85 85 6
- [V (@) - 9 (9.0
= é [@2 o, — <7, (@“ [:*‘) + termos R nulos]
— 11;.2 Ar#V.
il

3% termo = Ty = igual ¢ T\ . trocando os indices (p.2) e (C.v):

;=

| =

I C e 1,
O tormp = Ty = — 65 15 1~ B £
Ltormo=To= ALY, (V7 E%) = KU

&

pelos mesmos argumentos acima. Temos, entdo, finalmente, o seguinte resultado para o

duplo dual:

L.-x*,uy — '11,2 Lr,uy_ (280)

Isto conclul os cdlenlos relativos a base tensorial U#,. Podemos entao, neste ponto,
obter as componentes de [7#, explicitamente. Para tanto, Jancaremos mao das condigoes
de traco ¢ divergéncia nulas. equagdes (2.64) ¢ (2.68)-(2.70), bem como da condigao de

preservacao da ortogonalidade, equacio (2.71). Por esta ultima condi¢ao, constata-se
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2.\.,7} sdo. obrigatoriamente, constantes. Além disto,

(ue as componentes {a,g',g,n,d,

temos, de (1.32) e (2.54), que:
=g, 322 [:.-'12 = 2 —p2)

(2.81)

— 2(p
:T(Pl ps)&p

PlEx=gmeR U

-~
[2V]
—
Il

3y =( = gm 7> (;'23 = {2(m—p3) -

Substituindo {2.81) em (2.68)-(2.70) e usando (2.64), as condigoes de divergéncia nula

w=0

Se escreveln como:
kia+ ks t2(pi=p2} gy 4 ks F2im-ps)

kl ?;'+!\'2Jij+k3f2(m_p3)€:0 (282)

Bip+the—k(atd)=0.
Entretanto, sabendo-se que os k; e as componentes da basc sdo constantes, concluimos
caso, temos as seguintes

que cada termo nas relagées acima deve sé-lo também. Neste
as rclacoes (2.82) sejam

condicées que deven ser necessariamente satisfeltas para que

consistentes:
ko 2o = constante = pr=py ou v =10
a2 (r=P) 0 = constant: — py=p3 ou ¢ =10 (2.83)
= 0.

a8

climinando uma das de-

Ly 12(P2=m) = = constante = pr=p3 ou

ja que fazer qualquer um dos A, igual a zero seria inaceitavel
pendéncias espaciais da base, como ja vimos anteriormente. Logo. nao ha a possibilidade

de obtermos uma bhase tensorial adequada c consistente para o caso de um background com
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anisotropia total. Isto se traduz, como vimos acima, no fato de que a anisotropia total
immplica em unt “excesso” de condicoes sobre esta base. Contudo, ha mmna base tensonal
consistente no caso especifico de mm modelo de Kasner com um plano de isotropia —
caso das solucdes de Milne e Kasner, as quais sao dadas, conforime vimos no Capitulo 1,

por:
o Solucio de Milne: (py,p2,p3) = (0,0.1)
o Solugio de Kasner: (py,pa2.p3) = (2/3.2/3.—1/3)

Os resultados que se seguem foram obtidos especificamente para a solugao de Kasner.

Temos, primeiramente, de (2.81), que:

Uh=p=Uh=v

Uhe=x=4s0%=k0=0 (2.84)
[:TJQEC: 91—-3[:'2359_13':":0.

Com os resultados acima, a terceira condiciao — de divergéncia nula, dada pela equagao

(2,70) — é escrita como:

onde, novamente, escolher-se k3 como zero na relacao acima elinuinaria a dependéncia da
base tensorial na coordenada : — uma complicacao adicional desnecessdria e (que leva a
problemas de adequacao do tensor U*, que dai resultaria. Da propriedade de trago nulo.

equacao (2.64), obtemos entao que:
a+d=0=—= 7 =—a.

e, lancando mao de (2.68)-(2.70), vemn:
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[ Motk d=0=p=—-kjg=ltq
i Fia+kydir=0—= 1 = —%}a.
Os resultados acima sao consistentes se:
ko k . .
Zo=-—a= (]1’2)2 = (k1)2,
]171 ;1’-2
donde obtemos:
A'?_ = :l:llx,l

E. portanto, a base tensorial especifica para a solugao de Kasner é dada por:

o +ia 0
(4= | Lia —a 0
0 0 0

onde temos:

) 5 9 o [N
=) (OO = (k) (£) -
0
Temos, entdo, os seguintes resultados uteis:

(Uﬂp Uﬂﬂ _ U‘“ﬁ ém'u) =0, V (Cl'._ﬁ) — ([:_“V). 0.

(2.85)

(2.86)

(2.88)



2002, (a=5=2)
0 (a=73=3)
(t’)ﬂ,u (:ma + U’l;j é"aﬁ) o
200 (a=1 7=2)
0 (a=1 3=23)
| 0 (a =2 3=23)
9
= —fgU” 8¢
3 3 (2.89)
05307 = o a+o%d+0%y =0 (a+5) =0, (2.90)
a fr W fra . 4 2 rra :
(B, Urs+ E*50°,) =560, (2.91)
E“ 307, =0, (2.92)
(2.93)

_Urx_d;u/ I,-J U,n, i L = 0.

As componentes do tensor dual sdo calculadas a partir da equacao (2.76), como:

——i s (?3'}051 0+ 7% i"'l'r)

o
£
£

—

!

17293, ey oL 4+ 702, b,y 0y
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LT oone . 0y -
-T2 [7?2031 g ks Uty + 7% guy ko Ulg
i

+ 720 g ks U 4 7% gy ke T

= ignkslU

[+l _[“,r*‘zs_@
Dai temos:
o 1a 0
U, =—gukse " | ia Fa 0 . (2.04)
0o 0 0
donde constatanios facilmente de (2.86) que:
1 0 O a Fia 0
U, = —gihkye b 0 +1 0 tia —a 0
0o 0 0 0 0 0
+£1 0 0
= —guks| 0 41 0 | Tx. (2.95)
0 0 O

Com isto e o resultado (2.94), obtemos os segunintes resultados {os cdlculos sao exibidos

87



no Apéndice C):

o U =o' U + 0% U2+ 0% U5 = 0. (2.96)
(0% 05 = 0#50,) =0, ¥ (a.8) = (0,) =0, (2.97)
e Frep BT g 1 frea 2 “r¥a ‘
(0% T+ 0"3 U ) =204 U5 = 20T, (2.98)
Ayoid 17 ! kS Avad Crxg 2 2 T

[7] o "\ ot A hsu U a8 + P“,‘ TuA h:‘u U cz;d] = 5 k=0 U'uu-. (299)

[-;r;m"’"} V5 Ty i:.-*xa;.d + 7,008 Vo hHy (;"*A&;ﬁ] = 2120+, (2.100)
e - Tk ey i3 T 2 e

(120, 00 U + 020V, 0#0 0 ig) = 20470, (2.101)

??‘:'1'0.{3 V, 0 I;r*/\a;ﬁ:l =0, (2.102)

M V30,0 U, = 0. (2.103)

Repetindo os calculos efetuados acima para a solugao de Milne, obtemos novamente

de (2.81) que:

(:-'31 =n= [:f'lg =
é_.vgl =\ =t2 (:_-'13 =t2p=10 (2.104)

e (2.70) nos da de novo:

3y =0= vy =0,

onde tornamos a considerar necessariamente k3 # (. A equacao (2.64) nos da entao:

3= —aq,
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como antes — o que, de (2.68) - (2.70). acarreta

key = +iky, (2.105)

e entdo a base tensorial especifica para a solucdo de Milne é também dada pela equacao
(2.86), com 2 escrito como:
t

K = (k) (5) = (hyte)? 2 (2.106)

E os resultados tteis se seguem de manetra analoga (vide cdlculos correspondentes no

Apéndice C) como:

(O_Q# [:‘:Yyﬁ - (fﬂ_‘.‘B [;;a,u) = O-_ V (Q, Aj) 2 ((/\”JV). = O; (2107)
a fr L T 2 Croy

(0% U5+ o* 5 U°,) = —300%. (2.108)

0”507 =0, (2.109)

(Bo, Ut + EP30°,) =0, (2.110)

E°, U7, =0, (2.111)

77&5#1/ 1’:3 LJTES I:"} v {h. (2112)

Para finalizar os calculos referentes a base tensorial, o tensor dual ¢ idéntico ao dado

pela equacao (2.94): temos também que:

s, = 0, (2.113)
(o U5~ 0 U,) = 0= (T,) =0, (2.114)

(07, T4 0#3T0,) = —% 80, (2.115)

[nm.s Vot Ty U s + 7 1, 0y R If:"*‘}_,;,;} =3 oR>TH,, (2.116)
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[ { r Tk e Yo 4 L A‘*A § L_';) !,(1 .
; A(} 7 ] "n'( "‘q ]2’ A / Cl;.")) — 2 I
Lalels ‘« } l h I 14 q +

Srw — ——29];2()7#,,,
Y L ovad Tt: O,;JA [ 0;3] — 3
[Uﬂ':-c‘rﬁ ‘[; T I 0 + 1, ‘

S35 o = 0’
_U*;'TG_B er O U a:ﬁ]

WV @ U, = 0.
?}a;i,uv I”‘B Ty v
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Capitulo 3

O Formalismo Quase-Maxwelliano
na Teoria de Perturbacoes

Cosmoloégicas

3.1 Introducao

Historicamente a teoria das perturbacoes cosmoldgicas tem sido estudada de duas manciras
diferentes. A primeira destas abordagens ¢ baseada nas equagoes e Einstein originais
{conforme o trabalho de Lifshitz e IKKhalatnikov [13]. por exemplo). A-segunda abordagem
é haseacla nas equacoes Quase-Maxwellianas (QM) {26], a qual é cquivalente a primeira.
mas apresenta certas vantagens em relagao a esta. Estas vantagens tornam-sc mais ¢-
videntes no caso cem que a variacio do tensor de Weyl é uma quantidade importante a
ser considerada. Hawking [24] fol um dos primeiros a fazer nso das equagoes QM na de-
scricao das perturbacdes cosmolégicas em 1966, assim como Jordan et al.. em 1961 [27].
Entretanto, a descricio de Hawking apresentava vérios erros que foram corrigidos nos
trabalhos de Novello e Salim (1982/1983) [28. 17]. e, em trabalho posterior destes com

Hcintzmann [25].

Entretanto. desde o artigo original de Lifshitz e Khalatnikov. tem sido nma prdtica
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conmum examinar-se variacoes de quantidades nao observaveis, tais como o tensor métrico,
(64,,.). Isto levou a problemas ao efetuar-se a distingao entre as verdadeiras perturbacoes
¢ aquelas associadas a meras transformacoes de coordenadas — o assim chamado pro- -
blema de gauge da teoria de perturbacoes cosmoldgicas. Muitas foram as tentativas de

solucdo deste problema. Uma abordagem consiste em escrever-se quantidades gauge-

independentes em termos de (6g,,) ¢ de suas derivadas, o que foi feito, entre outros, por

Hawking (1966) [24], Jones (1976) [29], Olson (1976) [30], D'Eath (1976) [31]. Bardeen

(1980) [14]. Brandenberger et al. (1983) [32]. Abbott ¢ Traschen [33}, Huang ¢ Vishniac

(1990) [34] ¢ Mukhanov et al. (1992) [35]. Todos estes trabalhos resolvem o problema de

gauge das perturbagdes; contudo, as varidveis em termos das quais os sistemas dinamicos

sao cscritos nestes trabalhos, apesar de gauge-independentes, tén uma interpretagao fisica

extremamente complexa — em especial, as varidveis de Bardeen [14], que obtiveram um

maior sucesso, sendo amplamente usadas na literatura [36, 37, 38].

A scgunda abordagem (Novello, Salim, Motta da Silva, Klippert ¢ Jords [10. 11] ¢ No-
vello, Salim, Motta da Silva ¢ Klippert [12]) consiste em partir de gnantidades fisicamente
observiveis e que scjam, além disto, verdadeiras perturbacoes — gauge-independentes,
portanto.

Esta abordagem resolve o problema de gange das perturbagoes cosmolégicas, com
a vantagem de fazé-lo emr termos de ¢uantidades observdveis, com uma interpretacao .
fisica direta. Resta, apenas, definir o que serlam as “verdadeiras”perturbagoes origi-
pais. Isto, no entanto, é bastante ficil se o lema de Stewart (conforme referéncias [15]
e [16]) for considerado. Segundo este lema, qualquer quantidade que seja nula em um
dado background a ser perturbado constitui-se, apés a perturbagao. cm uma (quantidade
gange-independente (e, portanto, em uma verdadeira perturbagao). Tudo o que sc tem
a fazer, entdo. é cscrever-se o sistema dinamico de equagdes QM perturbadas em termos
comente destas “hoas” observdvels, as quais constituem neste caso wmn conjunto minimo
fechado, em termos do qual todas as outras quantidades sao descritas. Note-se (ue esta

abordagem resolve o problema de gauge cvitando lidar-se com aguelas quantidades que
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sejam consideradas “ruins 'no sentido definido pelo lema de Stewart. Para analisar-se
tais quantidades, ainda seria necessario efetuar-se uma escolha de gauge. a exemplo de
. Lifshitz ¢ Khalatnikov. Novello et al. usaram este método para resolver o problema
das perturbacoes no modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [10, 11, 12], em ter-
mos das partes elétrica e magnética do tensor de Weyl, do shear ¢ da rotacao — todas
quantidades nulas no background cde FRW,

Neste capitulo, mostraremos as equagoes Quase-Maxwellianas e as escreveremos para
o background de IKasner. Em seguida, aplicaremos a elas o método descrito acima, pertur-
bando as equacdes QM e escrevendo-as em termos das quantidades gange-independentes
disponivels. Contudo, como estanios tratando aqui um modelo anisotropico, veremos e
¢ necessario definir-se quantidades gauge-independentes “auxiliares”, escritas em termos
das quantidades observadveis ndo mulas deste background ( shear, parte elétrica do tensor
de Weyl e expansio), ¢ que irdo substitul-las no sistema dindmico a ser obtido. Veremos
ainda que, embora um tal recurso seja algo semelhante & abordagem de Bardeen [14] no
sentido de envolver quantidades gauge-invariantes “artificiais”, elas nem de longe apre-
sentam a complexidade algébrica destas. jd que sao construidas a partir das equagoes QM

originais, nao perturbadas, para o modelo de Kasner.

3.2 As Equacoes Quase-Maxwellianas

As equacoes Quase-Maxwellianas (QM) sao obtidas a partir das identidades de Bianclu
(ver, a este respeito, as referéncias [10, 17, 39]} e constituem-se em um sistema dindmico
que descreve a propagacio da gravitagao. Elas sao completamente equivalentes as equagoes
de Einstein, mas sao escritas em uma forma similar a das equacoces de Maxwell do eletro-
magnetismo. Nesta se¢iio, portanto, obteremos o sistema completo de doze cquagoes
associadas ao formalismo Quase-Maxwelliano.

Temos. para todo espaco Riemanniano, a seguinte relacao identicamente satisfelta para

o tensor de curvatnra de Riemann, 14,5, [40]:
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RO&;J:/:,\ + RQ#UA;# + RQJAH;V = 0-, (31)

a qual conhecemos por identidade de Bianchi. Ela pode scr escrita de um modo mais
compacto multiplicando-se a equacao (3.1) pelo tensor de Levi-Civita % e contraindo-se

os indices a ¢ p na equacao resultante:

Rrxﬁjw;y — R}J[(?J] (32)

As identidades de Bianchi acima podem ser novamente reescritas em termos do tensor

de Weyl, usando-se a definicao (1.7) em (3.2) acima:

1 1
Hr,'o-ﬁyy.y — 710 | I 1] [ R.ﬁ]_ .
w =5 I 59 (3.3)

O lado dircito da equacio acima pode ser redefinido sc usarmos as equacoes de Einstemn,

1
I:Lw = _R;w + E Guv R: (34)

para obter o seguinte resultado:

Frod
e '“U;V

1 1 p
— _E T,u.[a.Jl + 6 gp[o .T,:J]‘ (35)

Usando-sc agora a decomposicao do tensor de Weyl em suas partes elétrica e magneética,
equacoes {1.25), bem como a decomposicio do tensor momento-energia 7Ty, em suas partes
irredutivels, cquacao (1.29), projetamos a equacao {3.5), multiplicando-a por produtos de

Vi, ¢ Ry, Ha quatro projegdes independentes para a equagao (3.5). Sao elas:
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H.-'aﬁpu;y 1-";-3 I',-u hag,

H;m},uu v na’Aaﬁ LL "’A

Wwed (Tt V,

[.,»Vaﬁ,uuw 1,.:3 h,u(r h‘a)a-

Um caleulo algébrico relativamente simples, porém bastante longo, nos da entao as

quatro equagoes Quase-Maxwellianas:

Primeira Projecao:

L Esw + 75 V2 H" oty +3 HOP wy —

1 1 ,
- haiPd—gf’fla‘Fg(Uﬁa“lgw ) g —

1. Lo
-3 7% ay — 3 hed gt = 0. (3.6)

Sequnde Projecao:

pos v Hﬁp;u . 7]0;3;zu 178 g 0’“.{ — 3 Eo8 Wy — (p+p) ™+

Voo vr | -
+ 2 PV, g — 9 N (0 b ) 75V, =0,



Terceira Projecao:

L ; 1 ; g T .Y ol S o
he h?, () + Bﬂmﬁ—gﬂyawnx%V+n#wﬁ* uwAHU(qW+§hW)—

: .1 e e 3 , |
- a, E,,(“ ?]d)ww Tv‘? + 5 E um’ hu(a .,ffb\ﬂ.” Vi + 1 q(n W) E hod " Wy —

1 , 1 -
. :I (‘T,u(n ”.3)1'/,(1/\ {,A Gy — 1 h.U-(O _nnﬂ)l/ﬁk I’Z\ "T#y;n, = 0. (38)

Quarta Projecao:

{3 . : 1 [N gTHY apns L OvAT T 1 ¢
h,? h? (E*) 4+ §E — 5 E#( R, VI g e Rrs yivd V, Vi Eer (CF‘,_W + 3 h‘;w) +

1

i s IV B
+ a, H e g V., — 5 H/”. (e gy, — A he? (q“p — "o, — 7" o) +

P TR ; 1 , ]
(p+p) 0® — 5 ¢ a? + 1 he R g, — 3 R, by (&) —

Lo =

) ; 1 :
7, g ’JT'U{Q W 5 f % = 0. (3.9)

1
4

o { b

Temos, ainda. duas leis de conservacao que representam as projecoes da divergéncia
do tensor T, (nula, conforme se constata facilmente das equagoes de Einstein e das

identidades de Bianchi contraidas) sobre os subespacos paralelo ¢ ortogonal:

Primeira Lei de Conservagao:

T, V, =0 =
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= p"+p+p) 0+ (") Vit — 7 0p — 807 hy, =0. (3.10)

W=

Sequnda Lei de Conservagao:

T ) by = 0=

= (p+p) ta — puhfa+(g.) Wotbg, +
H 1 H Mo — H
+ q Uﬂa_"_ggq h#a"—q u"‘}lﬂ-'_”m i

1
+ T oL Vo + g(?ﬂ“” b Vo =0. (3.11)

A definicao do tensor de curvatura de Riemann, escrita para um vetor S, qualquer

COMmMo:
S,Lt;[a;;‘%] = _Ryﬂﬂﬁ S,.

¢ o ponto de partida para que obtenhamos as restantes seis equagoes ¢ue completam o
sistema QM com o gual trabalharemos aqui. Destas, t1és sao equacoes dinamicas para
as quantidades cinemadticas (expansdo, shear e rotacdo): as outras trés sao equagoes de
vinculo envolvendo as quantidades cinemdticas. Os passos algébricos para a sua obtengao
podem ser encontrados nas referéncias [17, 40]. Aqui, limitar-nos-cmos a apresenta-las

em sua forma final:

Equacdo de Roychaudhuri:

1 1
0* + 53-’ + 0" 0y + w0 g — @ + 5 (p+3p)=0. (3.12)
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Fquacao Dindmica para o “shear”:

1
’ v * - P
Rt a I 3 (U,uu) - = flaﬁ (w,uu Wyp + o

3

i 3
o — ) +aaag —

1 2
- 5 h,u& hyﬁ‘ A ey + 5 g Oas + Tap U'uﬁ + Wap "-""‘”;3 +

(=Y

+ Eo:_ﬁ + Taid —

(p+3p) hop =0.

Equagdo Dinamica para a Rotagdo:

. 1 .
R 1 g () — 5 o h'gap) + 5 0was + Oy w5 = 0.

3

Primeire Fquacio de Vinculo:

2
3 0, ha— (", + w*";,);ﬂ o —a" {(Ope +wya) +qu by = 0.

Sequnda Fquagdo de Vinculo:

W + 2w a, = 0.

Terceira Fquagao de Vinculo:

1 .
H.5+ 5 hot hay” n,,“f’\r Vi (v + win );/\ — Qg Wiy = 0.
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3.3 Equacoes Quase-Maxwellianas para o Modelo

de Kasner

Considerando que o modelo de IKasner tem somente trés quantidades nao nulas — a parte
elétrica do tensor de Weyl, o shear e a expansao — ¢ fécil ver que o sistema de cquagoes
QM. (3.6) a (3.17), reduz-sc no background a apenas trés equagdes: as dinamicas para
E.3. 0,3 ¢ 6. Todas as demais sao identicamente nulas, como se pode facilmente constatar

por mma inspecao direta. Neste caso, temos entao:

Equacao Dindamica do "shear™:

. 2 1
(O'ag) + E.3+ g 90’0.,3 - 5 Neg o™ Ouy + Tap O"uﬁ = 0. (3.18)

Quarta Projegdo:

3
(Emg). +39Em3 -|---O'# ﬂEg — hag lrind Ew = 0. (319)
: : 5 ¥ (e =3 : !

Equacio de Raychaudhure:

1 . .
0° + 592 +206% =0. (3.20)

3.4 Equacoes Quase-Maxwellianas Perturbadas

Neste ponto ja podemos perturbar az equagoes QM. Para tanto, escreveremos todas as

quantidades perturbadas na forma usnal [17, 10]:

-4(per'iur'fjada) - —4(barrkground_) + (é"{) -

Entretanto, o fato de existirem quantidades tensoriais nao nulas no background de
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IKasner exige que facamos nma modificacdo do método, diferentemente do que foi feito no
caso do modelo FRW [10, 11, 12]. Dado que temos trés quantidades nao nulas no modelo
de Ikasner, vamos substitui-las por trés ontras quantidades “artificiais”. construidas a
partir das quantidades originais, mas que sejam nulas no background (constituindo-se,
portanto, em “boas” quantidades de trabalho, no sentido do lema de Stewart [15]). Tal
procedimento ¢ similar Aquele adotado. entre outros, por Bardeen [14].

Uma opcao direta se apresenta ao examinarmos as equagoes QM escritas para o back-
ground de Kasner, (3.18) a (3.20) — o que farcmos a segnir.

Se tomarmos a equacao (3.18) e substituirmos o termo em (045)°, que sabemos ser
dado em termos de 0,3 (pelo terceiro resultado em (1.39)), cefinimos a segninte quantidade
tensorial auxihar:

207

1
-X—a_ﬁ = Eo-.:3 - S ¢ T3 — —3*' hmfj -+ Tap O"”;’}. (321)

Tomando, agora, a equagao (3.19) e substituindo o termo (E,3)* pelo resultado (1.43).
obtemos a seguinte nova quantidade tensorial:
Yos=0F S E* / ) 3.2:
ad = a3 + 5 Tpia &7 3) — lag O I ( - 2)

Por altimo. vamos considerar a cquacao de Raychaudhuri, (3.20). Se substituirmos
nela os resultados (1.37) ¢ o primeiro resultado em (1.39). obtemos a terceira quantidade

necessaria — desta vez, nma escalar:

W =20 —2¢° (3.23)

E facil provar-se que as novas quantidades — X, 3. Y,5 ¢ W —sdo. de fato, “boas” quantidades
de trabalho, pois sao todas elas nulas no background de Kasner. Da primeira das equagoes

(1.39), venmros imediatamente que
W =0 (3.24)
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quanto as outras, faremos uso de um calculo direto. a seguir.

Xoy=0, ¥ a5

X = En*%ﬁﬁn—%sln“i“”u”ll
= gu {EH—%QUI—Z—;}Z"‘UIUI}
= " {pl (1—p) 6% — (%9)2 (3p1—1)— %92 + %92 (3p1— 1)2}
= 0P [pl—(])l)Q_%pl"‘%_é‘l'(pl “_[)1+9]
=~ [pl_p1+%_§

e X o X33 tém o mesmo resultado.
Yos =0, V a#
Y = 6En+30nEY —gnot, EY,
= g [0E'y +30% BNy — o, E,]
= En [9 + 3011] — 411 (0'11 E'Y 4+ 0% E% + 07y Egs)
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= m {E11 [9 + 30’11] - (0'#1 Eu#)},
¢, analogamente, temos:

Y22 g {E2-2 [9 43 022] — (o*, Eu#)‘j

V3 = gag {E% [0+ 30%) — (09, EV,)} -

Calculando, agora, a quantidade escalar (¢*, E¥, ), obtemos:

1 3
(0¥, E¥)) = 593 Do (B3pi—1)(1—p)
i=1

1,5 < :
= 5{93 Z i [3pi —-1-3 (Pf)z +Pz‘]
i=1

3
= O3 [-3 )+ d4pi— )
=]
- %93 {=3 [t + e)" + ()] + 3}

- {1 - [@1)3 +(p2)’ + (p3)3]} :

/

a qual nao é mvariavel para qualquer solugio (py.pe,p3). Vamos, portanto. calcular estas

quantidades para diferentes solucoes de Kasner.

1)Solucio de Kasner — (p1.pa.p3) = (2/3.2/3.-1/3)
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R T

15
=
27
= 931_2
27
4 .
— _93_
9

Logo, temos, para cada componente de Y3,

2 2
o= 93 {—(—)1 21y —
Y 1 \3 1 5 [14( )]
. 2 4
_ 3 i D
= o [92 9]
= 0,
Yo=Y =0

1
9

. 1 1
Ya = g 33 {—5 (1 + 5) [1 +{—1— 1)] —
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2)Solugio de Milne — (p1.po.p3) = (0,0.1)
A varidvel Y),, é trivialmente nula, ja que a parte elétrica do tensor de Weyl é zero

para esta solucao particular, conforme a equacao (1.48).
3)Um Caso Arbitrdrio

Supondo um caso sem plano de isotropia, escolhemos agora um valor arbitrario para

Py
M= 1/2e
donde, das equacgoes (1.34) e (1.35), obtemos imediatamente o scguinte resultado:
P2 = (1 + \/5) /4.

ps=(1+ V5) /4.

o qual é também uma possivel solugao para a métrica de Kasner. dado que as equagoces

(1.33) sdo vdlidas. Repetindo os célculos feitos patra os dois casos anteriores, ven:

R S (ORI CEOM )

oolp-'-

- 93{1—:-;- i(16i8f+16:;8\f)]}

i)
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i = o {2 (1-2 (B e} (reave) -8

B

3 :} 1 ; . = i - -
= 2o {g (—2;2\/Si2\/5+10)~1}

3 .
= Z#(1 -1



= ¢ {2 (17 V5)' (34 V5) - 3

= 2!l 52 v5) (s72v) 1)

_ 59’*{ (18:{26\/_j:6x/_—10)—1}

3 .
— P11
3 ( )

Conclui-se dai que, dado qualquer conjunto de p; que satisfaga a condicio de Kasner,
a variavel Y, sera sempre nula — e, portanto, uma “boa’” quantidade de trabalho. Nosso
proximo passo sera, portanto. o de obter um sistema dinamico fechado nas quantidades

de trabatho disponiveis. Este procedimento ¢ descrito na proxima secao.

3.5 Obtencao de um Sistema Dinamico
Devemos, agora, escrever a partir das equagoes QM um sistema dinamico que envolva
somente o conjunto das “hoas” variaveis, a saber:

={Nos. Yoz, W, Hog. Mo P o Qo Wa ) - {3.25)

Destas oito variaveis, apenas as scis tltimas sdo observaveis co sistema — ¢, cono
tais, j& possuem mma dindmica descrita pelas equagoes QM. Note-se que tomaremos daqui
por diante, para wma maior simplificacio de nossos calculos. a relagao entre a pressao p

e a densidade de matéria p como sendo
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p=Ap, (3.26)

comi A = ¢! nicsmo apds a perturbacdo, a exeniplo do feito anteriormente no estudo
das perturbacoes em FRW {10, 11, 12]. Isto explica o nao aparccimento da varidvel p

1

no conjunto minimo fechado M acima'. Entretanto, um exame de M mostra que as

trés primeiras variaveis, construidas a partir de quantidades gauge-dependentes, nao tém,

ainda, wma dinamica explicita. Nosso procedimento. entdo, serd o seguinte:

1. Derivar, projetando no tempo, as definigoes de X, 3, Y, 3 ¢ W, substituindo os termos

em (E,3)°. (0a3)" ¢ 8° pelas respectivas equagdes Quase-Maxwellianas.
2. Reescrever os termos gauge-dependentes nas novas variaveis X,3. Yo3 ¢ W

3. Reescrever as cquacoes QM restantes em termos das variaveis do conjunto M.

Isto posto, procedemos ao primeiro e segundo passos, obtendo as equagoes dinamicas

para as novas variaveis de trabalho, cscritas em termos das variaveis de M:

I} Equacdo Dinamica para X,3: ,

_ . . 1 . 1. 20° .
R b7, (Xas) = h°u 0% {(Enﬁ) - 59 (Gaz)” — 59 Tapp = 5~ (has) —

1 . . e
_% Rog 07 (043)° — 3 Po Ty (U?A) + (0ax) 073+ Ooy (073) }
) . 1 . . 1 - 20% .
= [n 1 (o)) = 50 [0 b (00)"] = 5 0 [0 = S5 000 (s

___%h-pv L [fﬁa h*s (cr«;,\).] B %hw a3 [ho'f' Wy (Jﬂ'/\).] -

+ot, (RO 17y (00, + o [h’\ﬁ‘ n’, (0"".3).]

1Esta relaciio sera sempre cousiderada conto vélida ao longo deste trabalho.
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= [ ] - 30 (170, (000)"] = 5 0 7] -
A—ghﬁ_w o [h“"o nty (m’,\)'] +o [h”u) h-"j (003)°] -+

+termos em (I)*.

Os termos em {h,3)" nao contribuem para a perturbagao que serd efetuada poste-
normente, JA que a métrica perturbada ainda ¢ Riemanmana e, portanto, temos que a
derivacda covariante do tensor métrico perturbado é nula. Termos deste tipo scrao sempre
desconsiderados em nossos caleulos daqui por diante.

Substituindo os termos entre colchetes na equacao acima pelas equacoes QN corres-
pondentes, {3.9). (3.12) e (3.13). ¢ coletando no lado esquerdo todos os termos escritos

nas “bhoas” varaveis de trabalho, obtemos:

) - e 1 o < 1 ;
R, R, (Xas)t — 5 e Vi Ry Hano — 5 T R o +
1 B 1 5 1
R e — 8 R agq + SORC, R, aas +
ad 2 (2% 1 o 3 1
-+ O-,uu i} An:3 -+ g hpv O Qe 3 — 5 h (it 07 a(r};_.‘i) + § U,uup -
1 ) .1 1 . 1,
- E hﬂ.r.z h'liz/ ("Tcr_ﬂ) - 6' g T — 6 h‘.uV Oﬁd Tai + 1 T (u Tya
2 1 1
= _'3' ¢ Eyv + 'é' Ea(pt Tpya = 5 h',uu Uad Ea.;'i +
1. , 202
+56% 0y + (20%) o, +8 (%) R —

[ : o = a ol
—0 0,0 0"+ 3 Po 07 Oy 073 — 20" 00y O30

LD.

Resta-nos. entao. escrever LD - o lado direito da equacao acima — em termos das

quantidades X,3, Y, ¢ 7. usando as equacoes (3.21). {3.22) e {3.23):
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fll

192 T + (202) Tp +

2 1
—_BE,HD_F_ 3

1 .
3 2 EQ(;J Toe — :3_ h,uy 0_(13 Ea:’j +

257 2
46 ( g) Ry —00,,0%, + 3h#,,o* dama 3—20 Ty Tiu

5 N 1 1 ;
ugﬂﬁﬂ,}+9Eﬂu+§Ea(ﬂJ Jaa T —S—hplu 00!3 Eﬂ.i?_"
2 2 Ny 2 Der?
~592 ot (20‘)) T = gﬂ (T) Py +

2 2
+§90m o 3 by, o°

Uo-» o’ 3 = 2g% O-Q;; T3

S - a e 2

393&#,,+}W—E +3h e Ed‘"§9 Ty +
2 20° 2

+(2 “) Ty — 59 (Lg—) Ry +§9";m a%, -

: o ~ 5o
+§ P 07 Oy 073 — 20 04, 03,

I

. . 1 e 2
—%9 X = 0" N + Y0 + 3 [202 —3 92] Ty +

2 - 3
+—§ Dy Al g 9 ( ) P + 3 P i Ty O 3

20?
3

5

AR
_56 ‘X,uu — 0 (n —Xu)a “+ },rw “+ S'U,(w W+

2 o3 202 ail $
+'§h,uu o Ea;fa—g 3 + g™ Tar T°3

5 2 P . 1 .
_é g —’Y,rw - JO(,u -XV)(,\ + :.))‘ h;w Ja'd -Xo_ﬁ + },uu + g O-'uy W +
2 2a? . 207 " i
+‘§hw |:(J' (390,”—]- g —ama'__@)—e ( ; )ﬂLU‘jam,a’.g]
5 i} 2 g . 1 .
mé 0 Xy = 0" N + 5 By 0% Xoy + Yo + 3 0 W
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E. portanto, a equacao dinamica para X 3 se escreve como:

R b, (Nag)® + ge Xy 4+ 0% Xoja — %hw 0" Xog — Yo —
- écrw W — % r](,t"'“"j |28 hl,)A Hiyn — -16 R ho? Qo3 +
+ :11_ h* hﬂ,,) Goig — % 6 hu ho? (a3 + é@ hgc'# no, Qng +
+ 0. po? g + 1;_ Py a? Qo — -;_ ¢ 0‘3[,) M) +
+ %JW p— -21~h"*1u B2, (7a3)" — é b Ty — éhw F Tas +
+ zli‘ga(.u o
= 0 (3.27)

II)Equagao Dinamice pare Yoz:

Repetindo o mesmo procedimento executado acima, vem:

B, (Yot = 8 (RN, (Eas)| + B 16071+ ; W o (Ea) +
-;-g‘ h—aﬂ hay E’}(a (0.3)'}'). - ha” h"jy hmj O’h",\ (EA.},). -

b B2 ko BT (00) = R0 07 By (hag)”

B[R0 (E)] 4 B 10045 0 [0 B (E)] +

+;E1{.u [h%) A7, (%3)'] Ny, 07 [h'a“s h\ (E“ﬁ).} N

—hyy EP RO R (0a3)°| + {termos em (h)*
7 ;

Como anteriormente. os termos em ( h,,4)® nao contribuiem para as perturbagoes e serao
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descartados daqui para a frente. Substituindo. agora, os termos restantes pelas equagocs
Quasc-Maxwellianas nao perturbadas dindamicas para E,3, 0,3 ¢ 8 — (3.9). (3.12) ¢ (3.13),

respectivamente — obtemos diretamente ques:

I B 3
]1&'“ hdu (}m?) + 5 7 Ty i3 L_}, h.ny\ H,\Q;.J + Z My 3 I/,} O'U)/\ H,\Q;;g +
3

+ 4 T A o Py Heog — Ty 7V, O'“.A Hyais —
1 i3 . 3 . 1 af .
- -0h%, h-",, (Tas)” — — 0% h.,,J-ﬁ (Tas) +zhuo 8 (Taa)” +
2 4 2
1 p I 1 .
+ 6 Gilﬁw o a3 — 1 g U&(“ Toa + 5 Tpw CJ'O""j Tod —
3 ; 3 A 3
- ;I UO,u O"ju Tad — —é O'a'd Ua(,u T3 + :1" Ea(,u T +
Sy 0 07 !y B g — = 8y 17
+ 1 Ly 07 O (qa Ty — § tup 77 a3 6 L I a3 +
1 [} i3 o a 1 il
+ 1 g h (1 hv)' Qo3 + g h {n Ov) Hlezd) — 5 h‘;w G o3 —
1 ,
-5 T hod Gory — Eyp a0 + By hed Qasg —
— 1 J?,Q(P E,,)‘d a:d) + h.',_“/, Eo'd e —+
1 1 3 X
+ {59 (140 0 +5 (1433) B+ 5 (141) 0% 01—

,% (1+23) (20%) h#.,} p

4 2 .
= -3 9 E,, + o 0% Bog = 30,,0°° Eay — 0 0°(, By +
9 ; 3 3 v o
5 Eas 0% 0%+ | 0oy 0% By =3B, B —

—2 h;.w Uﬂﬁ OJ-‘»’ Er}a + h',uy Ead E{)B

LD

Hi

Entretanto. o termo em p no lado esquerdo da equacdo acima pode ser reeserito em
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uma maneira mmais compacta como:

(L+A) (202) h.w,} =

[N

1 1 3
{50040 0 +5 (1430 By +3 (14+2) 074000 -

1 [1 20°

— 5{(1-6—3)\)E,W-i-?)(l—i—/\) 5(90#,, ghw,-l—cro‘,,crm]}
] 2 .

_ 5{(1+3,\)f«:-,u,,+3(1+,\) goaﬂ,ﬂu_x,w—gﬁw]}
1 . 2

- §{3(1+/\)_x,“,+(1+3,\—3—3,\) Ep,,+3(1+,\)§eaa,u,}
3 -

= 5(1+)‘) ‘X,uv—'E,Lw_i'G(I_F)\) Ty -

Além disto, podemos reescrever o lado direito da equacdo dindmica de Y, 4 cm termos

das “boas”varidveis de trabalho:

1 2 | ‘
LD = —3 0> E,, + 30 Py 0% By~ 30, 0% Egs —00°, Euye +
9 5 3 :
+§ Emj O-G,u O"d,, -+ 1 Tas Oﬁi EV)‘S - 3}_“:-’&'u EVC, -

c i 3
~2 Ny 0% 0-31 Er o+ hy E°7 Eys

2 < —L . =
= 20Y,, + 207 Ey — =8l 0°? Eay —30,,0% B+

3 3
9 E 3 _
+29 (J'QI(F Eu)n + E Emg O’aﬂ (J'd,, + -‘i Tad O'O(.u El,)"j — 3 Enﬂ E[){) -

: 5 - 3
—2h,, 0% cr-dq, EP o+ hyy E97 0n3

4

‘ 1
3 g hpu O-O'J Ea;:f + ?2‘ ¢ 0,0(# Eu)n -

3 . 2 .
= ‘"29};zu + »2+ (]"1(# }'y}«) + 583 E#u -
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3 , ,,
3 s 0% By =3B, By — 21,0, 0%307, BV g+ EY E.3

. 3 i G es
= -2 9}'.‘”, + -2" O_a(# }'V)Q h-,u,, g Yos +
2 1 . L, o 3 a ;
592 E,uv - g é h,uv 00"3 E.3+ 59 T (u EU)G - E Ta3T (n EU)} o

3 E%, oo 4 hy 0°30%, B + B E°? B

+

.3 i s 3 . 2
= =20% 4 50% Yo = b 0 Y4 — 5 F e+ 3 82 E,, —

1 , : . 4
—50hu 0°? Bop ~ (20%) B + Iy 0°5 0% B + Iy E*% By

3 3
= —20% + 50" Yo — R oY, 5 —
2 o

3 x » Ie'Ts - y
ﬁ"§E (1 —‘\y)a + h‘uv E i AXO.ﬁ - [(202) - g ¢ ] Epz/

3 3
= -20Y,, + 3 0% Yoro = By 0°7 Yo —

3

5 Eo(p ‘va Jex + h,uu Eaﬁ ‘Xa_iﬂ - E;u/ W,

Logo, a equacao dinamica para Y3 sc escreve finalmente como:

; . e . 3 . P
ha'u hﬁd,, (}'aﬁ) + 20 y;w - 5 aa(,u }'v)a + h;m UO'J }'0_3 +

+ % E% X — hyw E°F X + %9 2V, oy Haoss +

+ ?)1" "i’(umﬁ Vo0, He s + % 1Yy 04 ™ Hoags = Iy 10

- %ahﬂﬂ 12, ()" — —iion(p Ry (703)* + % P 077 (70s)" +
+ é 0Ny 0°7 Tps — zlif) 0%y Tuya + % Oy 0°7 Tog —

- %Uau 07, Tag — -2*00"3 Tatp T3 + %E“m Toya +

1 . 1 . 1
+ 4 Ry oo o T3y — B i E* mo3 = 6 0l he? Yos3 T
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1 . ; 3 4 . 1 i
+ ; g h© » h-ﬂfv) G + g I (1 (Tu)d Yns) —~ E h;w g Goss —

1 _ ; 3 .
- E (Tpv hnd oy — E,uu ﬂ-m;a + E,u.u ha'd a8 — Z ha(;t Eu)ﬂ a(a;ﬁ) +
+ N Fad Gag+ EW W —1[E, - 7 (1+A) o] p+

3 . .
+ 5 A+A) Awp=0 (3.28)

onde o tltimo termo em (3.28) é de segunda ordem de perturbacio e, como tal, pode ser

desconsiderado em nossos calculos posteriores.

I Equacio Dinamica para W .

Repetindo 0s passos exccutados na obtencgao das equacdes dinamicas para X,z e Y, 3,

VOoni

we o= 20 (o) - Yoo

N . 4 ,
= 20407 (00,)" — L0087 +20% 500, (m)

e, eomo das outras vezes, o ultimo termo sera desconsiderado por nao contribuir para a

métrica perturbacda. Neste caso. temos entao que:

| 4
W = 2g" [h”‘u n, (O’m}).] —_ 59 [6°]

; 4 .
= 206" a4 — 3 fa"., ~ a7 s

. e
+—§-9 (143)) p—20% (Epg + 0op0’y) + 593.
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Donde escrevermos:

i , 4 |
W = =20 ags+ 00 + 0" 105 —

S0a, 9 (143X p

Lol b

; 2 : 2
= —2g% (Eog + 0ap0t3) + 3 06" 5,5 — 3 8w

2 p 1
= —5 9 W — 20’0"5 (Ea:j‘ -+ o—ap: U“ﬁ - 5 9 003)

2 . : 207
= ﬂEH W —25°° (.- o3+ % ha_a)

2
-3 W —25°% X, 5.

E a cquacao dinamica para IV se escreve como:

2 3 < 5
W+ SOW +20% X + 0% T —

. 4 2
— 20 ans+ 3 0 h°? apy — 303N p=

- 0. (3.29)

Obtidas as equactes dinamicas para X,3. Yos ¢ W, podemos, agora. desconsiderar
as equacoes dindmicas para E,3. 0,3 ¢ . Podemos, entac, passar a tarefa de reescrever
as equacdes Quase-Maxwellianas nao perturbadas restantes em termos das variaveis do
conjunto M, equacido (3.25), o que ¢ feito a seguir.

A primeira equagio a scT Teescrita serda a equacao dinamica para Ha.gz. a terceira
projecao. equacio (3.8). Coletando os termos nas “hoas” varidveis no lado esquerdo da

equacao, 1emos:



he b, (H,y)' + 60H,, — 5 Ve by Hoye +

e Aheq- 1 . .
+ nﬂa'}’a _nyd/\r 14 15 T H., + 5 2 U'ua’rc ?]Vﬁxr V_v "A haﬁ H;_T —_
1

it oy ;
= TV By aa + 19w~ 5 Ry Wy wg —
1 v 1 - 1 2 <
- Z ?](.lim ' L’)’ Ty o — :l_ 7](#0'3' "—} hy),\ T haid

1 o
= 57;(;-0*’ V, byt Exas = LD.

Reescrevendo o o termo LD acima em termos das “boas” quantidades, temos (usando

a definigao de XN, 3):

1 -
LD = ; 0,7V by Bras
: -V 1 2 2 -
= 3 TP A e l—;(m + 3 0 osa + _gw Ma = a0 3

T L a., . 1 el
= = v} Vi hV))‘ Noas + G 0 My v V. hy)’\ O ra:d +

2

| 1 . wad tr
5 Va0t (20%) 1,7V, by haag +

1 yaid o 2 1 a3 17 A £
—|—§ MV e (20 )‘5 -3 NV, byt (o 0 0);_,_3

Todavia, o quinto termo acima é nulo. conforme provamos abaixo:

= 0.
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Além disto, o segundo termo em LD pode ser reeserito de um modo mais adequado.

utilizando-se a terceira equacio de vinculo, (3.17):

1
~A -
5 Do ’ Vo h.ﬂy Tpy;a = g + G iws —

AT 1 v
—5 7’ "V Ryt Wy

Simetrizando, agora, nos indices (a,5), vem:

1 ~ A r 7
5 e’ TV h.ﬂ) Tyy:d = -2 Ha_{i + Gq way

1 BAT Vs
—5 Na' ""r hd)y Wi

Multiplicando por /3. e rearranjando indices, obtemos finalmente o segundo termo

em LD:

1 tra3 17 A 2 2
6677(#‘ ' l"'} hv) Tra:d = —5 HHIIV+§6(I(I1 Wyy —

1 ~rit 17
——6‘ f 'T](# yordd I/.} hy})‘ Whaid-

Logo, o lado direito da equagao dinamica de H,j5 se escreve como:

1 ~aid 17 Ay 2 2 1 ~od s A
LD = E ' L’)" hy) .X,\O,;:_—j - E’; g H#V + 5 f Oy Wy ™ —6- g TR 1’7 hy‘ “razd +
1 e T s 1 e Te 0 - £
= IV, Oure 0 — 5 7l IV by (0:0%0) 5 (3.30)

e devernos analisar os termos

1 yenid 17 1 Y 770 A z
="V 0o Ba = S VS My (007 0z0) 4,

6
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da equagao (3.30) acima. O primeiro destes dois termos pode ser obtido com o auxilio da

primeira equacao de vinculo, {3.15):

1 yoid 17 1 ~eaxid - A
g Vaonats = g 1V, Guga i +

1 1
~ald 17 A 3y A,
+E i o TV,} Tpya T Q) + 1 ?](‘,Ta' ",}. Opye @ Wyy —

1 1
—ZLT)(#"J‘-’,:,.(TU)G(]_H—}-EJI(H' ‘31/,),0'1,)9 (}'Agg,\. (331)

Entretanto, nao ha nenhuma outra equagao em nosso sistema que apresente um termo
em 0*3.,. Sabemos, porém, que esta quantidade é nula no background. Por uma questdo
de simplificacdo de nossos calculos, vamos portanto considerd-la como sendo também
nmila na perturbacao. Da mesma forma, a quantidade (o) 0*"(,,);5, que também aparcce
no lado direito de (3.30), também é nula no background e serd — a exemplo da anterior
— considerada como nula mesmo apés a perturbacdo. Neste caso, ap6s descartarmos
todos os termos em seguncla ordem de perturbagdo e usarmos as relacoes (3.30) ¢ (3.31),

a equagao dinamica para H,s se escreve colno:

,. . 4 1 NP
h‘;ta hu3 (an)’) + 5 ¢ Hpr) - E Jﬁ(;.: Hr))o( + U.ua;u- 77vdAT "» 1)\ Tasd H.-"'r +
1

v BAr1r 17 3yr
+ = g ?)‘uo'y LI 4 Lq{, I"A hQ_ﬁ HE,- — 'T){‘,ﬂﬂ' I-ﬂr, E,,)g Ao —

—

1
Sy o1 By A
— 1 '?](pa‘ ’ ‘,\ T3 o — Z n{,uﬂ' ! 1/7 }Ir)) Mg —

]- ~aitye - 1 ~oeid 17
- 5 N A ‘ﬂ h,,)/\ .‘\,\a;;} + —6- ¢ N 3 TV.}r h,,)’\ Waa:d —

yeud 1o A rad 17 A
T ?](F,fl "‘} Ovja W gx = 7T P'\,‘ Ouya 03" G\ +

4 1
1 P
+ 3 M V00 g5 = 0. (3.32)

Resta-nos. apenas, reescrever as duas nnicas equagdes Quase-Maxwellianas que nao

foram ainda utilizadas na construcio deste sistema dinamico: a primeira e a segunda
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projecoes, equacoes (3.6) ¢ (3.7). Reescrevendo o primeiro termo de (3.6) em termos das

“hoas” quantidades de trabalho, vem:

ail g
R R B

._ o
hc.,-i R |:_}&_,-j.u;r/ + 5 (9 (jﬁ"‘)EV +

+§ (20'-’ h_.aw) — (74 U""#)W]

w

o v o 1 n 2 v 1 aj v
he? R Xy, + 59" [g D 9,,,] + 36”1 Y (o ), +

1 1 2 12,5

o 6 o “_,—#.V "71/ -V—,u L'y-y - hﬂrﬁ '[,{_,_.' - 6 [_ }_0,‘3 9 ) :| _—
+3 o™ (VH + )+ 3 8t RV 3

1

2 L1 .
; (I-I--' + 5 99) [(o” + 30 hm”) Vi + (0", +68) p’g] _

hm'ﬁ hi ( 0.37 O-‘} 'u)

iw

hﬂﬁ R -XS;A;V + 5 (ja;t [h}w JJV.;,"} + i wﬂu;d + ot a, — [ qr/] +
1 : i3 ‘ 1
iy had . Zg 0&_;:3 r =

+3 g d__;,ﬂLg a,j+3

2 , N g
—|-§ 6 [h““g 0" gy + ne? wWgy o ag - ho? gy —

. 1
020 Vg 4 2 h™I Wy 4

2 5 3 1 _g) - 2 3 31
iy’ o; 0 R Ve — —§° ™V
#9 ((f + 3 2 A 9 3

_]103 ht ((f-"?'} o’ H );u

. ) 1 1 1 .
B2 1 Xy + 5 0% 00 + 5 0% 50 + 5 0%, 7" ag —

1 ) i . 3 - 2 ;
—5 07 s+ 00 s+ S hOT W+ 08 07 s+ SORY 5,

—3 g b 43 — ho? i (63, 0%)., +

+ (3 ¢ 07— 2 g ”Qd) i

9 27
) VAP S 1 o
R R Xg + 5 (a”-'-’ + 5911"“’) 5 (0°,07" +200 d) ay —
1 j 4 j 1 -‘"1‘ - 1 .) -j 8 3 r
= (o™ -eum) s =W {-9— (a“ __9;0*) Vit
2(" RO ) st g TG g0t )
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1 ‘ -
+§ (G,a_d + Qghad) 0,'};));j — pod v (O’_ﬂ'}- (}"'#);y} ) (333)

Entretanto, os dois dltimos termos entre chaves serao considerados como nmilos mesmo
apos a perturbacdo, enquanto que o primeiro termo entre chaves, cm Vs, nao é definido

para perturbacgoes tensoriais. Neste caso, a primeira projecao se¢ escreve como:

R pe Nopw  + ?}“’3“” Voo, Hyy — B hod e Ty +

1 afb 4 a? 1 3~ a3 a3
+ 5 (a- +§9h-) w“;-;;,l+—2- (0“70- ’+290"-) ag — 8N gz —

. |
1o g+ 5 B0 . (3.34)

1
3

Passando, agora, a segunda projecao — equagao (3.7) — escrevemos:

P B s~ ) 1 20°
— PRy Va(o7, E,) = —1)“3"‘” Vior, [x\m. + 3 0., + 3" Ny — o, ‘7/\1-]
; . p 1 207
— _?)oﬁ‘uu Tt“':g J’}“ Xy — ?]mﬂw 1y lg g (Uﬂ’l,u [ )+ —3— T — (0’7” Ur,v'\ U/\V)jl ]

Entretanto, o,,. (0,7 0.,) € (0,” 0y, ) sao simétricos nos indices (p.v/). Logo, multiph-

cados conio cstdo por 7, cles se anulam imediatamente ¢ temos entdo que:

R v Hizp — ?]“-d”” Vaor, Xuy +
1 .. P 1 . .
} _2‘ UQJ#L‘ 13 Ty Ty 3 Ead wy > ”al#w "'ﬁ Qi — 0.

(3.35)

Isto encerra, portanto, a tarefa de escrever-se un sistema dinamico em termos somente
das varidveis do conjunto M, equacio (3.25). Entretanto. resta ainda um caso especifico

a ser estudado: o da solucio de Milne. Ela apresenta caracteristicas ligeiramente diversas
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do caso mais geral, o qual acabamos de analisar ¢ serd, por conseguinte, estudada na

ultima scgao deste capitulo, a scguir.

3.6 Um Caso Especifico: A Solucao de Milne

Dos resultados {1.47) e {1.48) obtidos para esta solucgao cspeeifica do modelo cosmoldgico
de Kasner, verifica-se de imediato que a parte elétrica do tensor de Weyl F,, é nula,
constituindo-se portanto em nma “boa” variavel de traballho, embora o shear e a cxpansao
continuem nio nulos ¢ ainda devam ser substituidos por outras quantidades que scjam
zero no background.

As equacoes Quase-Maxwellianas escritas para o background da solugao de Milne pas-

sam. ¢ntao, a Ser escritas como:

. 2 202
(Oap) + 3 0 00z — 3 Yas T Oau 0”3 =10, {3.36)
. ]. 7 2 -
6 +§9‘—|—20 = (. (3.37)
e. partindo delas, bem como fazendo uso das relagdes (1.37) ¢ (1.39) — validas para

qualquer solucao do modelo de Kasner — redefinimos novas quantidades: a escalar W .
dada pela equacao (3.23), e uma nova quantidade tensorial, Z,4, de forma a enfatizar a
sua especificidade para a solucao de Milne:

1 207

Zm; = —g 90’0_3 - ? tag t Tap o3, (338)

, 2
W =20° - Z 6%
773

A sepunda destas quantidades é mila, como ja foi discutido anteriormente neste capitulo
(vide equacao (3.24)). A varidvel Z,3 pode ser imediatamente caleulada, de (3.38), para

dar:



1 20°
Zn = *390"11"* 3

1
gu ooy

1 1 .
= —f1 [—90’11+“ (20'_)) —0"110"11]

3 3
= —39‘-’+1392f(19)2
N 9 3°3 3

1 2 1
NEES

99 9
= 0= Zp.

1 3 1 o2 3 3

433 = (33 [59034'5(20)—0303]
22, 2 2 32
= t+ |04+ -=-0"—-(=0
[9 *9 (3 ”

4 4
s

9 9
= (.

O conjunto minimo fechado de “hoas”observaveis ¢ definido, pois. da seguinte forma:

M= {Zm.g, H"‘, Haﬁ-, Eo.ﬁ-. Taz- P Qo Qo ujo} . (339)

onde repetiremos os passos ¢ procedimentos ja definidos para o caso mais geral. Em
primeiro lugar, obteremos as equagdes dinamicas para Z,y ¢ W, de maneira andloga a
realizada anteriormente.

I)Equagao Dindamica para Za3:
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: 1 1
Wl (Zas) = =50 [0, (005)"] = 5 0,0 [0%] -

_§ R o7 [h—}.a h/\,d (0"})«).] + 07, [hﬂuJ h;jﬂ.' (‘7&.‘3)‘] .

Substituindo os colchetes pelas equagdes QM (3.12) ¢ (3.13) ¢ coletando no lado es-

querdo todos os termos escritos nas variaveis de M, vem:

. . | 2 1
RO 0, (Zas)t + 2 M’ IV byt Hages + gﬂE,“, — 5% E, +

1 1 1
+ 3‘ h-,u:/ Ua'ﬁ EOB - 6 h;u/ hmj G + Z h-a(,u h}ju) Y3 —
- 1 .
— fracl98h,, R ang+ = 8RR ans+ 0w h tgg +
f 24 6 nr el |’ %
2 , 1. . p 1
+ 3 B, %3 Upid — 2 n 0'-"5,,) U(a;a) + 3 Ty 1 —
1 . . 1 1 o I .,
— 5]’10!1 hlau (’.T(Hg) — Egﬁ‘uv—gh'uu(]l' ‘dﬁct_i:?—!_ EO- (e 7o)
1, 5 20° o
= UV O g O e by — V00
39;+(2),+931, 9, +

9 . .
o ¥ : ol
+§hw,or P Oan 03 — 207 0oy 03,

LD.

e. usando as definicoes (3.23) e (3.38). escrevemos LD acima em termos de Z, 5 ¢ W

2

1 . . 20°
LD = 3 > Opw + (203) O + 0 (T) hyw — 00,6 0% +
2 ol ~ a a3
+§ Ny 0% 0o 075 — 20%7 Oap 03,
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5 O 2 o 1 .
= '—'3‘9 Za-ﬁ — T (u Zu)c. + '3‘ h;u/ a Zn_d + "?; T U
o que nos da a seguinte equacao dinamica para Z,3:
4] fd . 5 o 2 a3
e b7, (Zas) + 3 82+ 0% 2y — 3 Ry 0 Zog +
| 2 1 1
+ 5 Tp 'dTV"r huJA Hyos + 3 9 Eu — 5 % e + 3
1 - 1 . 1
- huh ad Go:g + 1 R h.dy] G — 9 —@n, h" ﬂa 4+ = z Qh
, 2 ‘. 1 3
+ T hmj Qo3 + 5 h‘;w 00'3 Qo3 'é he (T 'A v) QA ad) + 5 Tpw P —
1 .1 - . 1 1
— 5 Ty W - 5 h,”’ﬂ h_‘ju (';Ta‘g) 6 -6 Ty — G h#” o® 1103 +

1
+ :J‘:(TQ{“ Tp)a — 0.

II)Equac¢do Dinamica para W :

IV'::zva%h%(%@j—%ewﬂ

= 206"ap3— —08a".,— o s+
H 3 :
2 . . 4
+§9 (143X p— 2 oo Eas— 9 g Top 03 + 3 3.

Entretanto, os dois iltimos termos acima podem ser calculados como:

2

0% g, ok 393 = 20" 0,, 0"+ ;9 [ 4+ ( “)]

2 1
= SO - 2ﬂfkwmw—§9%4
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2 e o ad 207

e —5 21 + 20 Zo;3 -+ T h‘&,:j‘
2 .

= 30042 ™ Z s,

donde vem atinal a equagao dinamica de W para a solucao de Milne:

S DR *
W* 4 Z0W =20 Z,, 420 E,s—

3
4

2 -
20°% G5 + 3 0a”n — 3 (143X) p+0* 7 = 0.

(3.41)
Com os resultados (3.40) ¢ (3.41) obtidos, podemos passar as demais equagoes dinamicas
do sistema.
1) Equagdo Dindmica de Hygz:

E dada pela terceira projecao, equacao (3.8), a qual jd estd escrita em termos das

obscrvaveis do conjunto M. Faz-se necessaria somente a climinacaodos termos de segunda

ordem de perturbacao para escrevermos:

4 . 2 1 e i
he, h?, (Haa) + Z0H, Z 0% Hoye + 0,2 0,22V Vioas Hey +

3779
T . b
+ 5 0 _?]#O'}r. ?]y"}/\T ‘. ! A hm_:; Hsr — 5 '?](#7 d ‘”'} h.,,))\ E/\O;;g —
1 Fy 1 1 ady 1 ’
1 0™V, Oupa Ga 3 TV, Ry Taass = 0. (3.42)

IV )Equagao Dindmica de Foj:

E dada pela quarta projeciio, equagio (3.9). a qual também jd esta escrita em termos



das “boas”varidveis de trabalho. Eliminando termos de segunda ordem de perturbacao.

VeI por conscguinte que:

K 3 5

1

e . 1 3y
+ =, 7,7 VL Vi has Eor + 5 Uuﬁo‘? Vi h,,)A Hyn3 —

3
1

2

1 ]
5 h,* h,? (Tag)” — 5

V)Equagao Dindamica de p:

Vem da primeira lei de conservagao, equagao (3.10):
PP+ 8+ — o 7,5 = 0.

VI Equagio Dindmica de q,:

Vem da segunda lei de conservagio, dada pela equacao (3.11):

ha'a ;3 + 9 o + o,a_ﬂ 43— A haﬁ P.3 -+

S|

+

=

VII)Equacao Dinameca de wo:

E dada pela cquacio (3.14), sem qualquer alteragio.
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s L 1 s & > r
W0, (Bag)' + 20E,, — = 0% B + 1,5 0,2V, Vi 00 Ber +

1 , 1
y: fw 4% + ) ha® hoy’ Gaa + = (L4 X) o p —

> g, 1
l(lj 2ot T’(‘r (Uﬂj + '59 hﬁh) T3y — 0.

1
3 — —
Q?TH,, + é’ fl'm, o Tl — ZUO(I‘ Tyia = 0.

(3.43)

(3.14)



Resta-nos, agora, verificar o restante das equagoes (JM. A primeira projecao, equacao

(3.6), fica, apds a eliminagao dos termos em scgunda ordem de perturbagao:

‘ ) . 1 ‘
h,? hH Es.o + oY 1y o, Hyy — 59 ho g3+

1, 1
+ o g
02”45~ 3

,_ 1,
2 ha'd Pa— r:) hcxﬁ ﬂ"ﬁ! = 0. (346)

A segunda projecao, equacao (3.7). se escreve como {apds a climinacio dos termos de

scgunda orden):

1% i i - - 1 B 1.7
had h* HB;:;V - ?]rxswj 1";3 Oy’ Ev:v + 5 nad'u LS Tpze +

14 , —
+ ;2_ ?]Gduu Llﬁ O.P’r Ty = Q. (3_4()
A primeira equagao de vinculo, (3.15), nos da:

h(}d 43 — O-mr'd ag — h‘a'd 5-‘-/'_.-3‘”;# = [haa Gﬂ“;p - 5 hod 9.;3 . (348)

Podemos calcular o terino entre colchetes acima, obtendo os seguintes resultacos:

Ws=(20") - gae,ﬁ,

- 2. K 2 ; 1 .
h,” ot — 3 ho? 95} = ~3 ha‘d Zgt, — 3 0h,”a, — P 1"1(.,-’j W —

_3_ {hmﬁ (U_,-BA Jf\.u)m — % (go# _ % h{,ﬁ) 9_,-3} :

donde vem entao:



. 1 1
ho? Zgt — =8ho ws ,1+39h,1 Qs — —9(7 a3+ a ho as -+

3
+ lh TW 5+ {h A (am cr*“) — = (cr 6'!1 *3) 0.3} =0
3 [ 24 (83 ] ” 3 [ 3 (93 s k]

(3.49)

onde os termos no lado direito da equacio (3.49) sao também nulos no background cm
questao e, como tém apenas um indice, nao sdo definidos para perturbagoes tensorials.

A segunda equagdao de vinculo, (3.16), nos dé tao somente o resuitado:

w” =0. (3.50)

Finalmente. a terccira equacao de vinculo, (3.17), simetrizada em scus indices livres,

nos da que:

1 ‘ 1 N
2 Hmj + 5 h(o'u hg)y '7}#?)”— ‘rr WiqsA -+ 5 lm'” h_,g)” i AT V5 Ty = 0, (351)

onde podemos escrever (0")‘0:_;3) em termos de Z,3 ¢ W como:

3
A _ A A T
T a3 = _EZ n;,ﬁ 492 g ‘7 T (O’ 5;,3) +
3 . 3 .
+§J‘.Q (UAE)J+ EUA.;‘ (Juo:ﬂ)w

e verifica-se que a derivada covariante do shear nao pode ser eliminada em termos apenas
das quantidades auxiliares, embora cla seja também n.:a no background e, portanto, uma
*“Ihoa"quantidade de trabalho para o modelo que estamos considerando. Para simplificar
os calculos posteriores, entretanto, vamos considerd-la daqui por diante como nula mesmo
apOs a perturbacao.

Isto da conta de todas as equacoes Quase-Maxwellianas ¢ podemos, agora, passar a

tarefa de analisar as perturbacdes tensorial, escalar e vetorial — o que serd feito nos
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capitulos que s¢ seguemn.
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Capitulo 4

Perturbacoes Tensoriais no Modelo

de Kasner

4.1 Introducao

A exemplo do que foi feito para o modelo de Friedmann-Robertson- Walker {10, 17, 25],
perturbaremos o sistema dindmico obtido no capitulo anterior para as vardveis do con-
junto M, (3.25). Neste capitulo, analisaremos somente as perturbacoes associadas as
ondas gravitacionais. Apenas as quantidades tensoriais serao consideradas neste caso. o

que inicialmente reduz o conjunto basico M a apenas quatro variavels:
M = {Aerd ; }laﬁ : Ha3 : WQJ} -

FEntretanto. da termodinamica causal, a equacio de evolucao da pressio anisotropica

envolve o shear [41]:
7 (m;)" + 7wy = €0y,

onde 7 denota o parametro de relaxamento e £ é o parametro de viscosidade. No caso

mais geral. 7 e £ sdo funcoes das variaveis de equilibrio (como, por exemplo. a densidade
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p e a temperatura T'). Novamente, como no caso FRW [10]. vamos nos limitar ao caso

em que o parametro de relaxagao pode ser considerado como negligivel, o que nos leva a:

Wz'j:éo'ija (4-1)

com a viscosidade dependendo do tempo, via variaveis de equilibri do sistema. Isto
coloca-nos ante o seguinte problema: como ¢ possivel que wma “boa” varidvel de tra-
balho seja escrita em termos dc nma outra, que € gauge-dependente? A resposta esta
na viscosidade, a qual — sendo zero no background — seria também uma quantidade
gauge-independente apds a perturbagao. Entretanto, esta quantidade nao esta definida

para perturbagoces tensoriais e, portanto, devemos tomar

£=0, (4.2)

CcOn

(0m35) = £ (bay;) = 0, (4.3)

apos a perturbacdo, para preservarmos a consisténcia do sistema dinamico. Com isto, a
pressiio anisotrépica ¢ removida do conjunto minimo M de ~boas”variaveis de trabalho,

reduzindo-o a apenas trés quantidades:

M = {"X‘O‘ﬁ : };)3 L] Hﬁﬁ} .

Podemos, entio, proceder ao passo seguinte, que é o de expandir as grantidades

perturbadas em termos da base tensorial U5, analisada no Capitulo 2:
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(6X7;) = X(B) U,
(6Y ) =Y (U (4.4)

(8H')) = H(B) T},
As equacdes do sistema dinamico, em sua forma perturbada, sdo listadas a seguir para
o caso tensorial. Foram descartados todos os termos escalares ¢ vetoriais (nao definidos
para este tipo de perturbacao), bem conio a quantidade (é;;). por conta da relagio (4.3).

A equacdo dinamica de X,z. (3.27), é dada por:

)

W B, (6X°5) + 28 (BXF,) 4 0% (6X%,) + 0%, (6X%a) =
2 : 1 . 3+-
~5 R oty (BX70) = (Y1) 4 50T VRN (BH),, +

+% e Vo Y (6H®,) 5 = 0. (4.5)

A equagao dinamica de Y, 4, (3.28), ¢ escrita para perturbagoes tensoriais como:

, . 3 i 3 : )
ho 1, (8Y%5)" 26 (8Y™,) = Sa%a (Y%) = 5 0% (Y ¥a) + 1y 0% (637, +
3 3 . B
+ 5 B (0X0) 4 5 B (8X0,) — B By (6X37,) +
1 ol Y A 1 ovad A
FSOnY By (aH Q);3+ SO0 0V (éH O);_‘_3+
3 youd y A 3 ~aid yr ' A
A (6H Q)_’.‘8+ 20V o (8H%) .+

: 3 -~ i r T
+ %?;”")‘“3 Vioy h, (8H o) 5+ 1 eV g, W (6H a)y—

— h#y ﬁ." rod Ir‘r Tya (éH/\O);ii

= 0. (1.6)
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A equacao dinamica de T, (3.29), escrita para perturbacoes tensoriais fica:

20 (8X7,) = 0. (4.7)

e a equagio dinamica de H,s, (3.32), para este caso, ¢:

| . 4 1 |
Wo b, (0H5)" + 30 (8H",) = 0% (6H™) — % o, (6HM,) +

+ g TV VW ong (8H) + 30 0T 0TV VA R (6H,) —

1

_ 5 y]mﬂ.ﬁ I,\ fs (5_}(/\0) . ;nu'yoﬁ‘/’-? h, ((3_‘\"*&)

13 el

_— (4.8)

Além disto, a primeira e a segunda projegoes, equagdes (3.34) e (3.35), reduzem-se no

caso das perturbacoes tensoriais a:

sk (8X7,) 0 V0 (8HY,) =0, (4.9)

ek (8H?,) = 0P V0, (6X7,) = 0. (1.10)

Resta-nos. agora, a tarefa de resolver o sistema dindmico formacdo pelas equagoes (4.5)
a (4.10). Farcinos isto para os dois modelos de IKasner com plano de isotropia: a solucao
de Kasner propriamente dita ¢ a de Milne. a qual — como ja vimos — tem um sistema

dinamico diferente do encontrado para o caso mais geral.

4.2 Solucao de Kasner

Se considerarmos o caso especial da solucdo de Kasner, com:
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PIVEL ]

b1 = P2
(4.11)

Lot |

Dz = —

temos, da equacao (4.7) ¢ da definicéo (4.4}, que
X(1) (0°50%,) =0,

onde, pelo resultado (2.90), é facil verificar-se que a relagdo acima é identicamente satis-
feita para esta solugao.

A primeira projecao (4.9) nos da:
X&) hegh U2, + Ht) 1P Vaa,, U, = 0.

E. das relacoes (2.66) e (2.103). temos que ela também é identicamente satisfeita. Da

mesma forma, a segunda projecéo, equacao (4.10), nos da que:
Ht) hegh™ U, — X0 Vy0,, U7, = 0,

onde as relagoes {2.78) ¢ (2.93) nos dao — novamente — que também esta equagao ¢
wlenticamente satisfeita.

A equagao dindmica de X, (4.5). fica:

X* (:’Y'uu + Xh¥, h"ay (lf.-m_a). + g g X [:nuy +
bX (o 07 0n T8 = SX W (22 07%) =¥ Oy 4

+ ”2” H (?”J“-Qd 1—\ hw\ L"*’\n;,-i + 7}1/"0'3 1[/:1 h,u/\ U*Ao;ﬁ)
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— 0. (4.12)

E. usando os resultados (2.88) a (2.90) e (2.100) em (4.12) acima, temos (apds fatorarmos

a base fa"f‘,,):

Xt éex Y+ H=0. (4.13)

A equacao dinamica de Y, (4.6), é dada por:

Y'UR, + YRR, (02) +20Y 07, -

- gy (072 T2, + 0, 070 ) + Y b2, (0507 +

b (B0, 4 B D) - X (B2 00) +
+ %9 H [0 Wy by U s 40,790V, WA G 5) +
+ i [?ﬁ“"ﬁ Wy (05" hur + 0y 1) ﬁ”a;;?] -

— HI (7700 U )

= 0, (4.14)
e, usando os resultados (2.88) a (2.92) e (2.99} a (2.102) em (4.14). escrevemos afinal:

}'°+9}"+§92X+29A"2H:O. (4.15)

Finalmente, a equacao dinamica de H. (4.8), ¢ dada por:

H O™, + Hi b, (00)) + § BHU™, — ;le (o#0 £+ 0%, U,) +



b H (P 0V V00, 00) 4 SOH (00,27 Vil UF) -

1

Y G R T

(4.16)

O quinto, o sexto e o sétimo termos achna podem ser calculados como:

(P PV Vioas U ) =

de (2.98).

( e AT Vo Va B lj*:r)

Mooy ?]u:;ix\r VY T,'/\ REs hvw gaﬂ U'*E‘r

— 6TV R by 0% 5 U,

poys

N
(53 éﬂ éd 6;3

¢ Yo Yy U & Sue
- - VIV R hvw UOH U= T

A roTr Frks
= "}'”:.-37; N T ‘[-; W™, —

— NV, NV VT,

= YT VIV by U,
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6 g0 g

= -6 8 8 VR, O

S
L ‘lb'l

[ﬂ“mﬁ V. hyy U s 4 1,797 V, B [:TAQ;:J]
= (Va4 P V) [0 + T2 U0 - T T
= —iky (7N, hyy 07V R T
= —iky ('r]a“f-""“ Voo, 4,1 5’*‘0)

= 20U+,

onde foram usadas as relacoes (2.61) ¢ (2.76). Usando-se, entao, as relagdes (2.88)-(2.93)
e (2.96)-(2.103) e fatorando-se (:"*“,,, escrevemos afinal;
2 .
H'(?‘)+§9H(f) - X(t)=0. (4.17)

E. com isto, o sistema dindmico para perturbagoes tensorials da solucao de Kasner
com plano de isotropia p; = p» se reduz as equagoes (4.13), (4.15) e (4.17) on. e forma

matricial, como:
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N -0 1 =k X
veol=1 262 -6 -20k7 Yol (4.18)
o 10 -3 H

onde X, Y e H sao funcoes do tempo a serem determinadas.

4.3 Solucao de Milne

No caso especifico da solucdo de Milne, o conjunto minimo fechado de obscrvaveis reduz-se

a.
M = {Zmd: H&ﬁ: En,-;‘} s

onde a pressdo anisotrépica foi retirada do conjunto pelos mesmos argumentos exibidos em
(4.1)-(4.3). Expandindo as trés quantidades restantes em M na base tensorial. escrevemos

entao:

(62) = Z(1) U
(6E ) =EM) U (1.19)

(8H';) = H(t) U™,

A cquacao dindmica para Z,3. (3.40), ¢ dada por:

BB, (67°5)° 4+ 28 (8ZF,) + o (02%,)+ 0°, (621,) -

W, 0'0;3 (ézda) + % Ummg ‘” Fry (éHAO);-'J‘ *

4
N o] B2 ol e

~ad o 7] 2 1 1 o
1, 517]1, A (éH%)ﬁ%— 59 {(0E",) — 50“0 (6E°,) —
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1 1 .
I o 1 - [y i3 _ c
5 0% (EY) 4 S, 0% (68%,) = 0. (4.20)
A equacdo dindmica para . (3.41), reduz-se a um vinculo:

0°5 |(82%,) - (6E7.)| = 0. (4.21)

A equacgao dinamica de H,gz. (3.42), é escrita como:

A N 2 1 1
WG (BH5) o 0 (07,) = 50" (8H?,) = 50 (6H"a) +
+ '?Tmp"s ?iu'ﬁAT V“f 1) TFag (éHs'r) +

1 - .
+ 00TV Vahay (8H) —

_ %nm'o;i V. hua (éEAQ):g — %]]V"m‘a Vo hHy ((5E’\ﬂ):3 =0.

(4.22)

A equacdo dinamica para F,3. (3.43), fica:

Moty (BB7)" 4 FO(OFY) =3 0% (BE%) =5 0% (68%) F
+ 7)“07‘5 ﬁu":u‘r 1‘} 1Y T3 ((SE;’J‘) + 5 ¢ HiaTy - ”urn# “‘} 13\ ha"”) (éEuT) +
1 vo3 17 A 1 vald s A =
£ SV by (6H ,,);_3+ 57V (11 0);3 = 0.
(4.23)

Asg equacoes dinamicas de p. ¢, € w, — (3.44)-(3.45) e (3.14) — sdo identicamente
nulas para perturbagoes tensoriais em Milne. o gque nos deixa com os vinenlos do sistema.
A primeira projecio, dada pela equagao (3.46). é:

Ras W (éE-‘"’P)_V F MV ,n (6H,) = 0. (4.24)
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A scgunda projecio, (3.47), se escreve comnio:

hash (6H?,) =0 Vo, (8E7,)=0. (4.25)

A primeira equagao de vinculo, {3.48). nos da:
s WY (523#)_ = 0. (1.26)

A segunda equacao de vinculo, (3.50), ¢ também identicamente nula. A 1iltima equagao

de vinculo. (3.51). apés a simplificagao discutida na se¢ao 3.6, nos dé afinal:

(6H"5) = 0, (4.27)

¢ o sistema dindmico reduz-se as equagoes (4.20)- (4.27). Podemos, agora, efetuar a
decomposicio na base tensorial, equagio (4.19), em cada uma das equagoes do sistema.

Temos entao da equacdo dinamica de Z. (4.20), que:

7208, + ZhaH, (6°0) + 20200, + Z (0" 0% + 0%, U —
3
— 3 ZR 0% U7 + 5 H 7702V ha U™y 4+ 1,797V, ¥y Lf*"m,,] +
2 3 1 1 fra a fr
+ 0BT, - F (0" 0% + 0%, T",) +
1 ¢ a 7rid _
o ER (025 07) = 0.

(4.28)

Usando, na equaciio acima, os resultados (2.107)-(2.109) e (2.117) para a solucao de

Milne ¢ fatorando U*,, obtemos a equacao em sna forma final:

Z°+0Z+0FE+k*H =0. (4.29)

O vinculo (4.21) ¢ identicamente satisfeito, por (2.109). Passando a equagao dinaica
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de H. (4.30), vem:

HU%, + HiF R, (U5) + 59 HUM, ~ 3 H (o8, 0%, + 0%, 0,) +
+ H (TIPO?;" 7)!/;3,\7— T"\ ‘-A Tap [:"T*S-.—) +

1 ; . -
+ g 0 H (W‘um‘s '?Iujh I'lﬁ, 13 hmﬁ' U= -r) -

1 " . .
- 5E (7% V. by T + 07V 1 Uhs) = 0. (4.30)

Usando os resultados (2.113)-(2.115) ¢ calenlando os trés dltimos termos do lado direito
da equacao acima (de um modo analogo aquele adotado para a solugao de Kasner na scgao

anterior), escrevemos — apos fatorar o dual U™,:

H*+260H — E =0. (4.31)

A equacéo (4.23), apds o uso de (2.107)-(2.109) e (2.117), bem como a fatoragao da

base UH,,, se escreve cOmMo:

4 .
E*+30E+k H=0. (4.32)

Passando aos vinenlos restantes. é facil ver que as cquacoes (4.24)- (4.26) sao identi-
camente satisfeitas para perturbagoes tensoriais, devido as propriedades da base tensorial

e de seu dual (especialmente a da divergéncia nula). A equacao (4.27) reduz-se a:

=0, (4.33)

o que nos dd — da equagéo (4.31):

£E=0 (4.34)

Substituindo (4.33) e (4.34} em (4.29), vem:
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Z2*+07Z =0,

0 que, apés uma integracio simples, dd:

Z(T) = ngil.

Isto conclui os nossos célculos para a solucao de Milne.
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Capitulo 5

Perturbacoes Escalares no Modelo

de Kasner

5.1 Introducao

Analisaremos aqui o caso das perturbagoes ligadas & matéria, as quais envolvem pratica-

mente todas as varidveis do conjunto minimo fechado de observaveis M, equagao (3.25).

As (uantidades de trabalho, escritas em termos da base escalar apreseatada no Capitulo

2, sa0:

(0Xns) = X(8) Qo (6Yas) = Y () Qup
)

(67ap) = 7(t) Qas
(6W) = W(t) Q

Como estamos tratando aqui de perturbagoes escalares, udo consideraremos perturba-

coes associadas a vorticidade [10, 36]. Portanto, da terceira equagao de vinculo, (3.17).

temos que a parte magnética do tensor de Weyl nao ¢ definida para perturbagoes escalares.

A relagdo termodinfimica entre o shear e a pressao anisotrépica. (4.1), continua valida.

Eutretanto, visto que a viscosidade & é nula no background, podemos considerar a sua
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perturbacido (8£) como uma “hoa”variavel de trabalho, o que nos daria entao:

(67 ) = 00 (0£) = 0., E(1) Q. (5.2)
e, da definigdo (5.1) acima, bem como da relagdo (2.9), terfamos:

Et) o Q = —7(t) (-ny n, + % hw/) Q.

donde, multiplicando ambos os lados da equagdo actma por ¢*¥, vem afinal:

£(t) = ———= (6™ n,m,) 7(1). (5.3)

Com isto, o conjunto minimo fechado de “boas” observaveis M se escreve como:

M = {-’\raﬁ-. }ra;?: W, Tad:9a: Lo P} - (54)

E. além disto, dado que a parte espacial da velocidade, Vi, ¢ também zero no background

devido & nossa escolha inicial de observadores co-mnoventes, podermos escrever:

(8V3) = V(#) Q. (

(W]
(W5
—

embora nao scja ela uma variavel de trabalho adequada, ja que depende da escolha do ohb-
servador. Isto posto, podemos passar a analise propriamente dita dos sistemas dinamicos
obtidos para perturbacdes escalares. Apresentaremos a segulr o sistema dinamico para o
caso geral do modelo de Kasner, seguindo com a andlise de um caso especial, a saber, o

da solucdo de Milne.

5.2 Pertubacoes Escalares — O Caso Geral

Todos os resultados discutidos na se¢ao precedente sio obviamente aplicavels ao caso

geral. Procedemos, entao, a listagem das equagoes relevantes. A equagao dinamica de
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o3 (3.27), fica — apés ser perturbada:

R h?, (6Xa3)" +

Lo en

0 (6Xu) + 0% (8X00) — 3 b 07 (8Xas) =

S R
- (é}pu) - § Tup (C‘)H ) - 6 h‘;w h ? (6qﬂ)3 +

1 1 .
-+ Z hﬁ(# h‘du) (éqa);ﬂ - 5 ¢ h;w h 7 (6‘10);5 -+

1 . .
+ 5 ) h("‘# R?, (bag,) 3+ O hed (6an). 5+

M z

2 o 1 3
+ ghlu,, a 3 (6&0);3 — 5 ha[;l o ((SCL(G);;?) -+
1 1o .1
+ 3 O (6p) — 5]1 u nP, (6map)" — 69 (070 ) —

1

6

. 1
By 0°2 (87 03) + 1 0" (4 (6ﬂ“)°) = 0.

A equacio dinamica para Y,3, (3.28), é escrita na forma perturbada como:

: e A
B h e (0Yoa)” + 26 (8V) = 5 0% (0¥a) +
T+ Ry 0% (8Yes) + D E7, (6X,0) —
Hy ) 9 I v)a

. 1 ;
B E*? (8X03) = 5 0 107 (600). +
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1 o , 3 ,
+ Z 9 h { ]131)) (é‘?());ﬁ + g h‘(‘“t (J‘JU) (6q(ﬂ);ﬁ) —_
1 ad 1 ad a
- Eh‘w 0% (6ga) g — 5 T R (84q).5 — B (0a%), +

+ B h® (bag), —

3 & i3 al
— -fi h (it Eu)' (6(0);‘5} + h',uu B (‘Sark);‘@ +

+ B (6W) = [Bu — (L4 ) 00,] (69) -

1 . . 3 , .
— 591:0# R, (61as) —Zaﬂ(ﬂ h2,y (6ma3)" +

1 e 1 .
+ § h',r.w oﬂﬁ (éﬂ_aﬁ) + 6 ¢ h;u/ 0'05 (éﬁalﬁ) -

- ga“-ﬁ Talpn (671‘,,)0) + gEa(ﬂ (é@)a) +

1 ) . |
+og o™ 0 (‘S’Tﬁ)’f) =5 hw E°7 (87ap) = 0.

N
=
~—

Perturbando (3.29), a equagao dindmica para ', obtemos:

(6T + %9 (6W) +20°% (8Xo3) + 07 (67mas) —

— 2% (bag) (1+3X) 8 (6p) = 0.

1
s+ 007 (baa) s~

[
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(5.8)
A equacio dinamica de Hoa. (3.32), escreve-se apés a perturbacio como uma equagao
juad ; : . 1

de vineculo:

1 ya3 17 - 1 vyaid yr
5 M’ PV RN (6X0a),y s Vot (7). —

a3y 1 ~ex -
— My *31-;, Eoy (baz) + 1 Wy 8 V5 0u)a 0.3’\ (bay)

A primeira lei de conservagao, (3.10) perturbada, nos da a equacéo dinamica de p

(69)" + (LX) 0 (6p) + (8¢°),, — 0™ (670) = 0, (5.10)

¢ a segunda lei de conservacéo, (3.11), nos dé apds a perturbacao:

. 4 ; .
mﬂw%)+—§mquw+mﬁw%%wmﬂwmﬂ+

+(6m7) Vo™ (bms) = 0. (611)

A equaciio dindmica para a rotacio, (3.14), é identicamente nula, bem como a segunda
¢ a tereeira equacoes de vinculo, {3.16) ¢ (3.17). J4 a pnmeira projecao. cquagao (3.34),

perturbada, nos da:
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P 1 3
flnd h* ((S;YHH) o -2_ h’(ld R ((S T’Ti—f.”);v +

W

IR

(00, 7 + 28 0,7) (ba5) -

. 1 1. . .
— 6h," (6q3) - 3 h,” (g,p).;3 ul gha'd (éﬂ,—)ﬁ +

1 .8
+ s (JOL gﬁha'j) (6V5) = 0. (5.12)

e a segunda projegio, (3.35), ¢ dada por:

-;qo-d"“/ Va U‘f‘ ((()_XW) -3 'Uadw Vi Up’} (0T ) —
1 .
_ § .Ua,x‘j.f.iil I’?’j (ég‘“);y = 0 (513)

O sistema dinamico para o caso geral das perturbacdes escalares é, pois, dado pelas
equacdes (5.6)-(5.13). Escrevendo cada uma destas equagoes em termos da base escalar

Q. obtemos os resultados a seguir. A equacdo de vinculo (5.13) da:

Ay 1r ~ A 1 B Y5
/"T(t)] ']?a!j'u 3T Qu') - 5 Q(f) "?(x‘}" I3 Q,u;v = 0.

Do | =

[X(t) -

O tltimo termo do lado esquerdo na equagdo acima pode ser caleulado como:

1 Que = 1PV (9,Q)

W

W
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= [V V) Qs i (Q0),]
— ?}Gd.uu L:j [Q:#.u _ F:’w Qﬂ]

- 0, (5.14)

enquanto o primeiro termo nos da {usando as relagdes (2.8), (2.5) e (2.2), respectivamente):

2
i r -~ Gy T ¥ - A " :
ﬂa‘dl "“Vao," Quy = 7?0'\%‘ Vao,’ [(v“ Q") Y P Q]

~oa n?

= na.ﬁxw Vao, (v'r Qu) _ ? ?}aﬁﬁﬂ’ 3 O Q

3 ” / A1 e A

= N Va0, Ry S Qe
3 - A A

= o [ 13 U# Q_AT,,

= Unaﬂ” 1:3 O-Iu‘,' (_n,}. n, Q)

r

3 :
= =" Vo, nyn, Q

= =0, Ny Nq 0. (5.15)
Dai vem entao:
. 1 o -
X{t) — 3 w(t)| %y n. @ =0,
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o que nos dé duas possibilidades de solucao, dado que a base (Q é obviamente nao nula.

Investigando a primeira delas, ou seja, a de que a antissimetria seja nula, obtemos:
(0%n, — o m,) ng =0,

a qual ¢ imediatamente vdlida para todo g = v. Se tivermos, no entanto, jt # v, obtemos

trés condicoes,

p=1, v=2= (0" —0%) mny =0,
p=1, V:B:>(0'11—O'33) nyny =0,

= 2 , V= 3= (022 —_ 0'33) Na Ny = 0-.

que $6 sao satisfeitas simultaneamente se houver um plano de isotropia e se, simultanca-
mente, um dos n; for nulo. Como esta segunda exigéncia levaria a problemas no problemas
no estabelecimento da base escalar (ja que neste caso. ela nao dependeria de uma das co-

ordenadas espaciais), devemos considerar como valida a outra poessibilidade de solugao.

qual scja.

£(t) = ~—— (o™ n, m,) X(2). (5.17)

O vinculo (5.9). proveniente da equacao dinamica de H. nos da:

w(t) [0 Vs Boa Qo = 3070 V5 0010 057 Q] =



[—X'(t) + w(t)] 7V ey Qiass.

b —

3

VAN

onde, substituindo o resultado (5.16), vem:

. N3 1 A ! 7 y
¥ (t) g rod V}- Fiya Q,ﬁ o Z 7](#703 V5 0ua 0}'3/\ Qx| =

= X(¢) 7)(“70"8 ¥, hoy* Qe

Entretanto, podemos calcular os termos acima separadamente como (utilizando as

relagoes (2.4), (2.9) e (1.3)):

2

i - eondd n- -
n(ﬂ“'"-d Vi h,,}A Qraz = T 3 |78 h,,))‘ { — [(71,\ ne + Y h,\o) Q] +
i)

+F;d Q'ro - F;,a QT)(}

2
S el n? .
= T o Iﬂ h‘y)‘\ (77-/\ N + K} ]1,\()) ng Q

5
: e e e .
= 3 [J](# y "j‘f,). Ny Mg N3 + En(#'”'ax-uy Rire '11_,-'3] Q¢
2
- SRR e o3 v A
Y {7?(#‘») V=V Y LV)] s Q
= 0.

W0V E @ = 0V, o (=ihs™1,Q)
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- 3y ~
= =i YV B, na Q.

yoid 1 A _ R vad 17 A A
. 1’7"7:/)(\ 03 Q/\ = 1 UU.IM} I"'y(l"-u)n T3 h/\T”'TQ

yogd ‘

_ ;. . ¥ ~
= T v Tuya Ta" 1A Q-.

o que nos da:
—i vt R A I B E A ) = ) ==
r ( ) iy 5 via N3 4 Tpya 05 T Q -

| | 1
— () [V, (E”“ m=grancs'm)| =0

Usando a definicao de X, 4 no background — rclacio (3.21) — podemos escrever F

em termos dc # e do shear acima:

2

1 7
: vaid 17 A
WP(t) g,V 3 6 a9y, N3 + 3 Mya M3 — Tuyn T o Ng—

1
A
*zﬂ'y}n T3 ??-A:| = (.

O scgundo termo entre colchetes acima ¢ nulo quando multiplicado por ;ﬁ‘*ﬁ V,. 0

que nos da entao:

. 1 1
(1) 1"?&“’3 [ KE 0000 = Ou ”A”) 1Ty G 7" ”A]} =0

Tomar o termo entre chaves acima como seido nulo, implicaria e restrigoes excessivas

tanto sobre a base escalar quanto sobre o préprio background. Logo. tomaremos o resultado



W) = 0. (5.18)

como valido. Note-=~ que uma tal escolha é adicionalmente vantajosa por fixar uma
variavel — a aceleragao — que nio possul uma dindmica.

O vinculo re tante, equacao (5.12), fixa-nos tao somente a quantidade (8¥}):

. . 1 : :
W(t)] he” B Qauw + 5 v(t) (""M: o7 +20 ‘T“’j) Qs —

-

—B4(t) h,” Qg — % [R(t) — W ()] ho' Q,) +

1, . 8 N
#5000 (07 = S007) Q=0

De (5.16) e (5.18). o primeiro e o segundo termos acima sdo imediatamente nulos. E.

do primeiro dos resultados (2.4), escrevemos (apds fatorar a base (Q):

0 {% I [(a(ﬁ na) - genﬂ]} - {a a(t) +% (R(t) - V[f'(f)]} e (5.19)

Podemos, agora. passar a andlisc das equacdes dinamicas. A equacao dinamica de X

(5.6), nos da — usando os resultados (5.16) e (5.18) diretamente:

X(1)0° e Qoo = X (1) (6% Qus) =¥ (1) +

SV

4 .
SOX(1Qu +

+ % [R(f) - ‘Lv(f)] Ty Q - '6];(‘[(1‘) h-'u,, h(}fa QO;J +

1 . a
-+ 4 q(t) h°¢,. hjv} Qazs = 0.
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Temos, porém, de {2.9), que:

2
~ 1= ~
4 Quya = —0% (nv) "‘“L—:’a_h”)“) ¢

3/ . 3 A A
P D% Qg = Py 1 (Qas — T25 Q)
= —ihu k0, Qs
= _h,uu h(xﬂ Na n’_ﬁQ

= n%h,, O, (5.21)

¥ 3 ~ i A ¥ A
R Qas = W%, h_r,’y) (Qﬂﬁ - r&_ﬁ Q”)
3 A
= h. 0, (—nﬁ ng Q)

= Q@

= —2n,n,Q (5.22)

e. fazendo uso também das relacoes (2.9) e (2.12), ven:
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4

3 BX(t) =Y () — %q(l‘)} (A?,w + {X(t) [(O’OH Ny ‘Ilﬁg) Ty —

<
2n*

!
D o

A equagdo (5.11) nos da dois resultados independentes. Sao eles:

0°7 (67as) = 0,

) . 4 . ‘
ho” (6q3) + Eﬂhgaww)+aﬁam%)—

FAAmﬁwmj+@%ﬂﬁ:0

A relacdo (5.24) nos dd — usando-se o resultado (2.12):

() (00'3 Q‘a.@) = —7(t) (J“-‘"} Mg -11._3) Q=0 =

== 7(t) (U“-” g n.,q) =0,

onde temos, de (1.38), que:

(rf‘“ N nd) = o't (m)? + 0P () + 0™ (ny)

‘ 1
(JQ(F 'ny_) Ny + T U,uu)] + § [R(f)

:%ernmﬁ+wrnmﬁ+wwnmﬂ



1 ) . ..
e -§9 I:?L—-!p] (3])1 — 1) ('171)3 + 1‘-721}3 (3])2 - 1) (H-Q)_J +

+ 7 (3py— 1) (??3)2] ,

a qual é diferente de zero em geral. Logo, ficamos com o resultado

E ainda, de {5.23), temos:

¥ + 540 Qu = 3 1R - W] 00 Q. (5.25)

Ja da relacdo (5.25), obtemos uma equagio dinamica para o fluxo de calor:

CQ0 + a0k (Qu) +30() Q0+
+ Q(t)o-r‘r'ﬂ Q,ﬁ - AR(” had Q__S = 0,

a qual — fazendo uso de (2.4) e (2.10) — se escreve como:

F000 ~ a0 (50Qu+05 Q)+ 5040 Qu t

+ 4o’ Qs — AR Qn = 0 =
= ¢"(1)Qu +04(t) Qo —
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— 4N O+ ety an” Qi — ARIE)Q, =0 =

= [g"(t) +0q(t) — AR(1)] Qa = 0.

e, fatorando ¢J,. obtemos afinal:

¢ () + 0 q(t) — AR(7) = 0. (5.20)

Com os resultados (5.27), a equagao dinamica para Y, (5.7), se escreve de uma mancira

mais simples:

o 3 - a i 2, - - o, 3 . a ~
V) Qu + Y(1)I°.h7, (Qo,a) +20Y(1) Qur — 5 Y (1 0% (2 Qe +
- e I ad &
+ Y () A 07 Qas — 5 8 qlt)hw ™ Qo +

1 I N
-+ i 0 q(f) ha(j’l hju) Qa;;‘i + g (I(t) h (12 O-d hu) Q(a;;.’ﬁ) -

1 g A 1 g s
- E (I(f) h-;uz Und Co_;p - E {[(f) qu had Qo;;'j‘ +

+ EnW(HQ—[E.—(1+A) 80, RHQ =0.

A relacao (2.14) nos da:

PR a2 o
h'n,u hdv (Qaﬂ) = N I h:ju _g 0 Qﬂp‘ — U Q;ﬂ)",-A
2n? L2
- ; (TnﬂQ*f“ghmgO'A/\Q«{\



2 - . 202 .
= _g o Q;w - Ja(,u Qv]a - —3‘ Ty Q +
2 3 -
+ g h‘;w O-m Q(x;}-.
donde escrevemos:
2

. 4 . 5. . ) .
}7.(1?) Q,ur/ + 5 9 }’(t) Q}JV - é" } (T) JO(# QV_)() - _é-" } (T) J,Lw Q —+

I .. a3 A 1 S a 1 o e A
+ 53-' (8) Ry 07 Quss — EGq(f)hW 7 Qup + Zf;vg(t) W b7y Qo +

1

3 4 A 1 aild A i A
+ g g(1) ha(,u JJV) Q(G;'ﬂ) - E q(t) h‘,uu i Qa;,ﬁ - 5 Q(f) Ty h? Qa;ﬂ +

+ E,Wt)Q - [Ew —(1+\)80,] Rt)Q=0.
E. calculando
& 3 = 0 ) A ~ A
o Quay = Moy (Q(a-ﬁ) — s Qﬂ)

= ha(p Jﬁu) Q(Q.J)

= —i ho('u O"ay) [H(o Q.g)]

= —h" O"J,,) {n(a n3) Q]

= —2h%, a ) g ng Q
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= —20%, )N, Q. (5.30)

Moo 0°° Qo = hyu 0% (Qia = T3, Q)

= —h, (o‘“ﬂ Na ‘n.'@) Q. {5.31}
O D7 Qg = 0 1 (Qus =17, Q,)
= Ouv h'aﬁ Qa.ﬂ
R he? N Mg Q
= n? T Q, (5.32)
bem como fazendo uso das relagoes (2.11) ¢ (5.20)-(5.22). escrevenmos:
e 4 - 1 oy - D 5
)+ 8+ 50400] Quo= ~ {0 [P0 +5 0%y
- §h (J"’B Mg N )] +E W) —[Ew—(1+A)8o,] R(t)—
3 iy o 13 i g Jeu L g
1 . 3 ; ~
-3 q(t) [?12 T + 3 T Ny e — Dy, (o”" e -n.a)] } Q. (5.33)

A equacao dinamica de W, (5.8). é dada por:



ol o

W Q@+ W) (Q) + %9 W(HQ— = (1+3)) 8 R(1Q = 0.

Usando o resultado (2.10) e fatorando a base (), obtemos por fim:

(1) + gewu) - % (1+3\) 8R(H) = 0. (5.34)

A dltina equagao a ser escrita em termos da hase escatar é (5.10), que fornece a

dindmica da densidade de matéria. Ela da:

RQ+ R (Q) +(1+ 1) 0ROQ+g(t) ("0 =0,

¢, usando os resultados {2.7) e (2.10) e fatorando a base (), obtemos:

R(t) 4+ (1 4+ N 8 R(t) +n?q(t) =0. (5.35)

Ficamos, entao, com as equacoes (5.18), (5.19), (5.27). (5.28), (5.29), (5.33). (5.34)

e (5.35) para descrever o sistema dinamico para as perturbacoes escalares. Alguns co-

mentarios sao relevantes neste ponto:

e As varidveis X(t)., w(t), &(t) ¢ ©(f) sao mulas apds a perturbacio, conforme as

equacoes (5.18) e (5.27).

o A varidvel 17(¢), inadequada a nossa andlise. ¢ dada em termos de ¢(#). R(¥) ¢ W (),

conforme o vinculo (5.19).

¢ A equacao dinamica de Y (¢). (5.33). ¢ o vinculo (5.28) — que envolve Y'(?), ¢{t).

W () e L(t) — nao sao fatordveis cm termos de va-

¢ As equacoes dindmicas (5.29) ¢ (5.35) constituem um sistemna dinamico fechado

nas variaveis fluxo de calor ¢ densidade de matéria, respectivamente. A equacao
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dindmica para a variavel auxiliar W(t), (5.34). pode ser integrada de imediato, uma

vez que a funcao R(#) seja conhecida.

Difereutémentc do caso das perturbagdes tensortais, os resultados acima nao apre-
sentam mudangas significativas para o caso especial da solugao de Isasner com plano de
isotropia. Isto ocorre basicamente porque todas as componentes do tensor construido a
partir da basc escalar, Qm-g, sdo nao nulas a principio. Entretanto, a solugao de Milne —
por apresentar um conjunto de variaveis de trabalho diferente do exibido no caso mais

geral — sera analisada em separado na proxinia segao.

5.3 A Solucao de Milne

Lidamos aqui com as varidveis do conjunto M dado pela equagio (3.39). Como no caso
geral, as variaveis w, e H,3 nao estho definidas para perturbacées escalares; a pressédo
anisotrépica satisfaz, do mesmo modo, as relacoes (5.2) e (5.3). A relacgio (5.5) continua

vilida e podemos, entao, escrever as variaveis de M emn termos da base escalar:

(6F;) = E(t) Qi (8Z:) = Z(t) (y;

(6mi5) = = (1) f?-z‘j {q;) = q(t) Qi' (5.36)
(6a;) = (1) Q;  (6p) = R(+)(}

(EWY=W(HQ (6p)=A (8p).

A equacao dinamica para Z. (3.40). ¢ perturbada como:

. 5 2 -
ROy (6Zas) + 38 (6Z) + 0% (8Z010) = 5 w0 (6Z09) +
2 1 a 1 i
+ 59 (LSE,_W) - :2" T (6Eu)n) + 5 hyu a ’ (éEai) -
1

‘ 1 : 1 .
A N he? (6¢a).y + 1 h ho,, {6g0).y — 3 0y ho (6, ).+
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1 . _ - 2 -
+ g f h(‘*,I h?, (éaﬁ)_ﬂ + 0 h? (as) s+ 3 Ry oo (0€a)5 —

| S 1 1 .

_ 5h (s (J'j) (cﬁaa);ﬁ3 -+ 3 T (ép) — 5 Ouv (6W) —
| R . 1 1 o

- 'Z'h i hﬁu (6Waj) - 69 (éﬁ,uv)_ G_h,uua 7 (éﬁoﬁ)'l'
L , - e

+ ;()’ (i (éﬁu)ﬁ.) = {. (5.37)

A equacao dinamica de W, (3.41), fica:
2 5 ‘
(W) + 59 (6W) =207 (6Z,5) 4+ 20%7 (0Eag) — 207 (bag) 4+
4 o 2 sl -

¢ a equagio dinamica original de H, (3.42), transforma-se neste caso em um vineulo:

i) r 1 Vex *
My ? IJ*} hu)A: (6Ez\0);5 + 5 Wy 4 I’;\ Tuv)3 (6Qr1) +

1 meid -
+ 7 M vt V. h.l,))‘ {(67xa )., = 0. (5.39)

A equacao dinamica de E., (3.43). é perturbada como:

1 - Cr-
9 (6Epy) - :2' Un(,u (éEV)(}) + ”.“n'}-, UJ/JAT I'} i ATa3 (éE:T) +

Lol by

b i, (6E,5)° +



1 1 1 ;
+ géﬂn# 0TV WV g (8E:) — ahpy (6¢%)., + 1 Ry, (6¢0).4 -+

1 | . 1
+ 3 (L4 A) o0 (0p) — 5 heh ), {0Tas) — 66) (07,) +

1 o 1 a Eog
5 0% (67as) = S 0% (670 ) = 0. (5.40)

As equacoes dinamicas de p e ¢,, (3.44) e (3.45), sdo escritas diretamente como:

(6p)" + (L +A) 8 (6p) + (8¢%),, — 0°% (6743) = O, (5.41)
, 4 .
ho{i} (59';3). + 5 6 (éQe"r) + Jajj (éQJ) — A haﬁ ((‘1[))”,3 +

+ (am,f) + Voo™ (674y) = 0. (5.42)

A equagio dindmica da vorticidade, a segunda e a terceira equagdes de vineulo. (3.14),
{3.50) e (3.51}, séo identicamente nulas e resta-nos aprescntar a perturbagao da primeira
e segunda projecoes e da equacao de vineulo restante, (3.46)-(3.48):

, 1 . i
B WY (6E3), = 50k (8a)+ 5 00" (802

1. 3 1

— ghd‘ (6p) 4 — Eh,ﬁ (6m5"),, = 0. (5.43)
Do 311:}1 o, ((SEV ) _ %Uod.lm ],;j (éq!“):.u _
— %;;ﬁw Vo, (67, ) =0, (5.44)
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. 1, . I
ho (0Z4"),, + gamﬁ(mw)—geggfm%g+

o
=
by |

2 ‘ 1, . -
+ -9“ 9') h.ad ((‘)(I,g) + ghdd ((Sﬂ )3 =0, (

onde fizemos, na equagao {3.48). a escolha de considerarmos os termos entre chaves como
sendo nulos mesmo apds a perturbacio, a fim de manter uma simplificagao relativa nos
calculos que se seguem.

Substituindo, portanto, as varidveis escritas em termos da base escalar de (5.36) na

equacdo (5.42), obtemos duas equagoes distintas:

(1) 0°7 Qus = 0. (5.46)

~ ; ~ [ 4 ~ a o~
(N Qa + at)he’ (Qa) + 500 Qu +4(t) 0.” Q5 -
- A R(f) hoﬁ Q._H + ﬁ(f) Qod;ﬂ =0. (547)

A relacao (5.46) da o mesmo resultado (5.26), ou scja. a perturbacao associada a
pressao anisotrépica ¢, novamente, nula. A equagdo {5.47) tamhém é idéntica a0 caso
geral, relacdo (5.29). A equacao (5.41) também néo sofre mndangas. obtendo-se entao
novamente o resultado (5.35).

A equacio de vineulo (5.44) nos da:

ﬂﬂ%”“wmuQn—§ﬂwmﬁla®w:a

¢, nsando as relacoes (5.14) e (5.13). obtemos:
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~

Et)opnyn, @ =0,

a qual — a exemplo do caso geral — s6 ¢ valida se:

E(t)=0. (0.48)

O vinculo (5.43) é escrito como:

1 .1 Y
S600) Q0 — 54(1)0.° Qs+ 3 REYQu =0,

donde veny:

(R +0 0] o= 5 alt) 00 G (5.49)

O vinculo (5.39), proveniente da equacgao dindmica de H, ¢ dado por:

Q(f) (”(,ujﬂd ‘r“, T3 QO) = 0

a qual. dado ¢ue o termo entre paréenteses ¢ nao milo. da como resultado:

q(t) = 0. (5.

1]
(11
<=

—_—

Substituindo {5.50) em (5.49) obtemos:

R(t) = 0. (5.51)

o que faz as cquagoes (5.29) e (5.35), bem como a equagao dinamica de E. (5.40). identi-
camente nulas.

Tendo em mente os resultados (5.48) e (5.50)-(5.51) acima. o ultimo vinculo restante.
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equacao (5.45), se escreve como:

Z(t ha’Qa!——Ht %’Qa+99t(f)(2n 5?1-'(7?)!:0-‘*@.5:0.

donde — usando a primeira das relacées (2.4) e (2.14} — obtemos:

. 2 . . 4
20® Z(8) + W(t) + 3 0% 0(t)| Qo = 00(1) 00" Q- (5.52)
A dinimica de W, equacéo (5.38), fica:
- - 2 “ o
WetHQ + WHQ+ 3 BW () Q —2Z(1) 0 Qus —
o# 4
— 2t QGJ+39L()Q o =0,
e — fazendo uso de (2.7), (2.10), (2.13) ¢ (5.31) — vem, apos fatorarmos Q:
Tre = [57%)
W) + 391/1 + 2 (a Ny ?15) Z(t
+ 2 [(a“ﬁ N ﬂ,.g) + Ee] (1) = 0. (5.53)
' 3

Finalmente, a equacao (5.37) — que d4d a dinamica da variavel auxiliar Z — se escreve

COIMO:

20 Qe + ZOR R, (Qas) +3 92 ) Quo + Z(1) 0% Qe —

3 A 1. g A 1, . A
Z(f) hpu (}.nﬁ Qa.&‘ - '9" g E’(f) h,uu hO'j Qo:;ﬁ? + 6 ¢ 'C'(f) h(a,u h"”u QO;H +

| D
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| a2 P R
+ L'(f) Upu hﬂd Qa;_{i + g L‘(t) h,uu O-'d QQ;_J - EL'(T) h (4t O-'Jz/) Q(m;_ﬁ) -

1 .
~ 3 WHo. Q=0

e, com o auxilio das cquagoes (2.9}, (2.14), (5.21)-(5.22) e (5.30)-(5.31), obtemos entdo:

T + 0 Z(t) + - 0 ut)

Qu = {[Z(t)—k%W(t)—-712@(7})] G+

3
2 o3 ;
+§ (O’ g ’nﬂ) () Ry —
— ((IO‘(# M) -na) ’L(z‘)} Q. (5.54)
Obtenmos, assim, um sistenta dinamico fechado nas quantidades Z ¢ W — equacgoes

(5.53)-(5.54) — mais uma equacao de vinculo, (5.52}, que fornece a accleracdo ¢ em termos
de Z ¢ W. Entretanto, as equacoes (5.52) e (5.54) ndo sdo completamente fatordveis na

base escalar.
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Capituln 6

Perturbacoes Vetoriais no Modelo

de Kasner

6.1 Introducao

As perturbacdes ligadas ao estado de movimento do fluido, sem perturbar-se a densi-
dade de energia, sdo descritas, a principio, pelos seguintes conjuntos minimos fechados de

obscrvaveis:

M = {‘Xnﬂ . Yos. H.3. o - Ca ‘-‘-"n} . - (61)

para a solucio de Kasner (py = po = 2/3, p3 = —1/3), e

M = {Za_-‘} : Eo.ﬂ : Hm’j s Qo Qo s "-*/'(.1} . (62)

para a solucio de Milne. A pressdo anisotrépica ¢ eliminada do conjunto M, em ambos
0s casos. pelos argumentos relacionados as cquagoes (4.1), (4.2) ¢ (4.3). Além disto, hd
ainda uma variavel inadequada: V. a parte cspacial da velocidade (a qual ¢ nula no
background por uma questao de escolha de referencial ¢ cuja perturbagao correspondente

ir4 estar ligada a csta escolha). Iniciaremos pela andlise das perturbagoes da solucao
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de Kasner, escrevendo, entdo, as quantidades perturbadas correspondentes em termos da

base vetorial ¢ das quantidades com cla construidas:

~

(6Xag) = X(1) Fap (8Yas) =Y (1) Pas

(6H.g) = HH) Pry (6¢a) = q(t) Pa

(baa) = V() Py (bwe) = QUt) P;

(6Ve) = V(1) P..
Da mesma forma, as varidvels perturbadas do conjunto M para a solucao de Milne se

esvrevem cm termos da base P, como:

(6Zog) = Z(t) Pag  (8Fag) = B(t) Pas

(6Has) = H(t) By (8¢a) = q(t) Pa
(6.4)

(6a0) = v(t) Py (buwa) = Qt) P2

(8VL) = V() Pi..
Podemos. entio. passar ao estudo dos sistemas dinramicos que sdo obtidos para ambas

as solucdes especificas acima; isto serd feito nas dnas segoes a seguir.

6.2 Solucao de Kasner

Considerando-se o conjunto M dado por (6.1) e a equacao dinamicade X, 3, (3.27), temos

apds a perturbacao:
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i . i I .
0 (6X0) + 0% (8N0a) = 3 T 0 (6X ) — (630) —

‘h,uO hyﬁ (6-‘\—0:‘3). + 3

ol ¢

1 o s 1 af 1 o o
~ 5 My 7 Vy hV)A (6Ha )., — 6 Py B 7 (8¢a).5 + 1 R (ma hi:/) (éqo);ﬁ -

1 ‘ 1 _, ;
= 507w ho? (bay) 5 + 6! R B, (804).5 4 0 B (800).5 +

9 1
T3 R 0%7 (ba4).5 — 5 W o) (6“(“);@ =0

Usando (6.3), podemos reescrever (6.5) como:

X P+ X(0h 1P, (Pag)” + %9 X(#) Py + X(8) 0% Py —

3 2 1 . 1 .
X(#) By 0°7 Pog — Y () Py + 3 H(t) 9"V, ko Pro s — 5 q(t) by 17 Pog +

|
(IR

1 s — ]. ) ] ~ 1 ; )\ ~ ) Ct“ -
+ z (I(f) ho(,u h’dv) Pa;ﬁ - 5 7 L'(f) h,uu hm} Pa;_ﬁ + 6 ¢ L'(f) h(ﬂ,u I )u Pn;d + L'U) Ty h H Pn;

2 PR 1 R
+ 5 t‘(t) h,uu Uﬂﬂ Po;ﬁ - 5 L(t) ha(mu O"Jv} P(o;_;?_) = 0.

Usando, agora, os resultados (2.35). (2.37) ¢ os do Apéndice D, a equagao acima fica:

. . . 5.
-X-.(T)I);w + =0 ‘\'(f) I).ur/ - -Y(f) Uﬂ(;z Py)o + 5 9:\ (f) Ppu; 4
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e vem entao

{X'(t) FOXN(t) —

1 ~
3 00() P — 5 0(0) 0% Lga =0
. m? 1 L, F 1. R
Y(t) + o Hit) + 7 al0) + 58900 0 Bu — 50t 0%, Da = 0.

(6.7)

A equagao dindmica de Y,z (3.28), ¢ dada por:

R R, (6Yas) +

. 3 i e .

20 (6%0) = 50" (6Y030) + Py 07 (8Y00) +
3 5 - 1 ~xi3 Y-
5 B (0X00) = Py B (6Xag) + 5 0007 Vs oy (8Haa) 5+
3 el y- A 3 ~dad {7 T H
1 no” VL o) (c"H,\C,);_i3 + 1 TV gy by (6 m);_,.; —

~Tai} 1,7 A 1 ad
P 7TV 0, (8H ) g — g 0 Ry 7 (8qa),5 +
1 o i 3 o iJ 1 o)
Z 6 h (u hJJ/) (é‘}b);ﬁ + —8— he {p O-jV) (éq;,-.);ﬁ) - 5 h,uu a i (é‘?(l );_3 -
1

5 O o (éQa);j _ E.uv (c‘m.“);ﬁ 4 E'u,, hed (éan);ﬂ —

S E?,, (aa(ﬂ);_ﬂ) + hyy B (8a,),; = 0. (6.8)

171



Usando novamente (6.3), a equacio acima fica:

YU B + YRR, (Pos) +20Y (1) B — SY ()0 P 1Y (1) By 0% P

3 - o D 1 ~oyd YT o 3 Y3 yr vk
+ 5 N B Loy + 5 8 H6) 1,7V oy P + 7 HE) m 7™V, ) Pl +

3 - T Py ~Toil T 7 %
+ :1_ H(f) ”';/\aﬁ 12 Tyip h‘u) : - H(T) h,m/ n g Ve 0'?,/\ PAO;B -

Taid

1 . 1 g - 3 . oa
-3 8 q(t) by h*° Pog + 1 0 q(t) R 17y Pus + 5 Gt h* (07 Prasy —

1 Y e 1 - , .
-3 ¢(t) by 07 Pog — 5 q(t) Gy B Py — 0(t) B,y P, +

- 3 - N ) N
B Py = S0 G B ) Plosg) + 0(8) by B2 Pocy = 0. (6.9)

Agora, substituindo as equacoes {2.37). {2.35). ¢ as relactes demonstradas no Apendice

D, obtemos:

. 9 e g NP S
}".(t) -P,ur/ - 59}'“)}311/ =¥ (t)ao(p -Pu)a + 20Y (f) Ppt/ - TQ-} (t)(’)’ (i Pt/)o +

3m?2 -
" H () e B +

2
m-

+ OX{t) o Poa + ~ O H(t) P+

3 12 o ) 1 . 3 a
+ T H) 0 Poa + 1 04(0) P+ 5 alt) 0% Py -



[sto nos da entao a seguinte equacao:

s v ™ ommn s Loan) £ -
{1 (1) +350Y(0)+ 9H(f)+49q(t)} P,

5.. . 3m? 3 1 .
- {%} (t) — 6 X(2) — % H(t) ~ S a(t) + §9¢'(t)} 0% P = 0. (6.10)

A equacio dinamica de 17, (3.29), reduz-se a (apds a perturbagao):

o’ (("‘-Ya,ﬁ) — o (665&);.1"5 + %9 he? (6a0);3 =0=

== X(1) 0™ Py — ¢(t) 0°® Pos + 20 0(t) 1°? Py = 0,

a qual ¢ identicamente nula.
A equagio dinamica de f, ;. ndo perturbada, ¢ dada por (3.32), onde os termos

associados ao tensor de rotacao devem ser convertidos em tensores antes de poderinos

proceder & perturbagao. Para tanto, usaremos a relacao [25]:

1 .
w' = 5 1P Wag V- (6.11)

E ficil inverter-se a relacao (6.11) aciina para escrever-se:

(6.12)

Wnid = “Nadpr V2w

Note-se que, substituindo-se (6.11) em (6.12), reobtemos we 3. Podemos, entao, rerscrever

os ternos em (3.32):

~oid p e A ~Yeeid A e T
N7V Ty waes = il ™V )" (eer Vw0 ).
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1

o1 ) w4+ ¥ uJT.]
3 13 + 3

- '—?f(,u‘}ﬂﬁ Mast .["\ hv)/\ [(O—ﬂs +

3y oyre T
= =NV VE by iy e s

= —2h, W% = VoV R ety — Vo VI b by W+

+V; I.,.-—B h‘/\(,u hy)/\ Uﬁr;,’j + I’:} ‘,ri hE(# hu)‘}’ L.u‘ﬁ;ﬁ + h-'r(p hyjd L»L;T;;j

3
= RN was — 20, %,

; .1
vad 17 ~aB | A - =z £ re
??{F‘Q'JT‘/,} (’TV)CY“U‘AB;A = -—7"}(#'0#?) _35.,.1/,‘\ Tvia [((’7)\ +§9h,\ ) wT—l—Tv LL;T;A:I
= OV VIR b 00w
per Vo Wu Ve o
A A
= h (n T wa;a — h,T(‘“ Tv) u)T;,\
A 3 A
= R wan — M0 00 ways
= —h%, oy’ Vayd]-
E. portanto. a equacao dinamica de H, 3 se escreve, apds a perturbagao, como:
x i3 . 4 1 o ave ., FAT T L
By (6Hos) 4 50 (8Hw) = 5 0%, (6H,00) + 0 07V Vh Go (8H o) +
1 anz FAT Y oY Aol Y
+ 5 ¢ g T I'-'; L/\ hn;i ((SH.-:T) — p ‘ﬂ, EU)_j ((S(Lc,) —
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1 . 1 .. .
— 1 ,]mnd; 1‘,:_ T3 (5(1(.1) — 5 r](,,,"'-'3 1_,? hl,)’\ (5-\Aa):_,.3 +

1L 1 1.
+ SOR°, Wy (6wa)y — 5 0 (6°), + 1%, o, (é%)ﬂ —~

T |
- Z Ty g V:\ Tv)a 0—4'3/\ (éa)\) + 1 n(,u’) s L’y Tu)n (éQS) = 0. (613)

E. repetindo o processo executado para as outras equacoes, escrevemos entao:

. . e 1
H*(t) Py, + H{) R, 1, ( ) +39H( ) B, — S AOLE

a3 v)o

. B 1 e -
— H(t)o", + = QH( )P () n, V Ey)jP +2 q(t) n” -'31/“‘,(71,)&}35“—

V)a 3

1 31 - 1 1 )
- §X(t)nm“’“’*lf:,vfay)*l’w+Eefz(t)h h,, P —599(t)h,wl’*”m+

1 Lo 1 o .
+ Z Q(f} ha(# O'J,,) P{a;ﬁ] - :l" w(t) Hip yeris Iq, Ta 0'.3)\ P, =0.

E. nsando os resultados ja citados anteriormente, bem como os do Apéndice D, obtemos

afinal:

{H‘(t)+9H(t) - %X( ) — 699( )} P

pr

5 AP - 2 1 ot X
— SHM G Py = [0+ 54| (1Y o B) -

1 . a3 T A A _ -
- Sult) (Y, 00 03™ ) = 0. (6.14)
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A primeira lei de conservagdo, equacao (3.10), é identicamente nula ¢ a scgunda lei,

(3.11), é perturbada como:

i » £ 1 -
ha? (64g)° + 6 (6q,) + 0.” (8g3) + 50 he? (bq3) = 0. (6.15)

Substituindo (6.3). vem:
Y 3{H\* s i > 1 g r
(1) By +q(t) ha? (P3) +0(t) Pa + 0.7 qt) Ps + 504t ha® Py = 0.
o que — substituindo-se (2.31) — nos da. afinal,

g (t) +0¢(t) = 0. (6.16)

A equacdo seguinte é a dindmica de w,, (3.14), a gqual também precisa ser reescrita

em termos co vetor de rotacao. Temos, portanto, que — usando-se a definigdo (6.12):

[ ] A s
hat By (W) = ha? by’ (=00 V1)

A - . ~ A
= =1 " Rt g Vo (@) = T Rt R e
L]

= =" Vi (W)

onde o segundo termo acima foi descartado por ser de segunda ordem de perturbagao.

Continuando, vem ainda que:

LAY,
Ouln s = —Ou a7 V5w
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Ay ,‘
= " VoW

~X\ oy
= eV, O

e, perturbando a equacao (3.14) recscrita, temos:

r ] 2 JILan o LY r
Do Vi (0uwn)® + gﬁ-ryﬁj’ Vi () — 10 YA Vo og, (dwy) +

1
+ 5 hot by (6ag.)  =0. (6.17)

v

Com (6.3). (6.17) acima se escreve como:

QW) g Vi B+ Q) nag™ Ve (P2)+ %9 Q) g™ Vi P —

- 1 -
- Q(t) 7}{0'“?,\ ‘: T30 P; + 5 T-(T) i h’ﬁv -P[,u;u] = 0.

E., usando as relagdes (2.43) ¢ as do Apéndice D. temos:

Q°(t) + %9 O(t) + % w(t) = 0. (6.18)

A segunda equacao de vinenlo, (3.16). ¢ identicamente nula, por (D.17). ¢ resta-nos,
entao, perturbar as duas projecoes restantes: a primeira projecao, equagao (3.33) ¢ a
scguncla projecio. equagao (3.42). A primeira projecao deve ter um dos scus termos

reescrito em termos do vetor de rotagao:

P | ; . 4 1 : , .
(O’,’,"j + 3 o hnld) Wity = =3 ! (U"’d + 3 o hﬂd) Vywn + 15wyl
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‘ . 4
= _??;1,3‘})\ I-",’ (0'0_3 -+ 5 0 hmq) W
Logo, a primeira projecao perturbada se cscreve como:
, . ‘ Bd v s 4
ha® B (6Xg), + 0™ Va0, (8H,,) — MY, (0""3 +30 h“ﬁ) (6wn)., +

(00r 07 +200,%) (bap) =0 (800) + 5 6° (0&-3 - %9 hnﬂ) (6V5) = 0.

[N

(6.19)

e, substituindo novamente (6.3) e as relagdes do Apéndice D, vem afinal:

(t) Oy 1 Py

T
[
'-T"
p
—~—
~h
R
+
W
—
o~
T
|
o
=
%)
2
—
N
g
[ I —)
ST
|
| —

a [é 02V (1) —m® H(t) +m® Q(t) + 02:(1)| 0" Py = 0.

(6.20)

A segunda projecao perturbada fica:

had i (éHH.U);v - ?]Orﬁlw sz 0'#7 (6‘XV’}) - SEQﬁ (éwﬁ) +

1 .
+ o (Eg), = 0. (6.21)

e repetindo os passos exccutados para todas as outras equacoes, €SCIrevemos:
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H WY Bl — X(010.7% V50,7 Py — 30(t) K7 P+

1 ‘ oA
+ 5 Q(f) ncxﬂ#w Lﬁ Ra:v =0,

o que nos da afinal:

m? H{t) + % gt)| P2+ [BX(t)—200Q(t) 0.” P} = 0. (6.22)

[a]

6.3 Solucao de Milne

O sistema dinamico para o caso especifico da solugéo de Milne €, como ja vimos, cscrito
para as variaveis do conjunto minimo fechado da equac¢do (6.2). Temos. entdo, para a

cquacio dinamica de Z,3 — rclagio (3.40) — o seguinte resultado. apos a perturbagao:

. ., b 2 ; 2
RO (0205) S0 (8Zw) + 0%, (0Zusa) = 5 0™ (8Z03) + 50 (8Fas) =

1, 1 o 1 ad 1 c
- 50 (n (éEu)a) + gh'_i.«'.l/ o™ (6Eﬂ3) - 6 h#r/ ho? (éqO);;’i +

1 - 1 ; 1 ,
+ 1% ho0) (0ga).s — oM ho? (ban) 4 + 5? re, n?, (baq)  +

‘ 2 Lo,
+ 0w k™ (bag),+ 3 e o™ (8ag).y — 5 R oy (8a4),, = 0.

s

(6.23)
Reescrevendo (6.23) em termos da base vetorial, com o auxilio de (6.4), vem entao:
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Substituindo {6.4) em (6.25) acima, vem:

. o 2 1 .
H(t) by, o+ HOR 0 (Pl) 4 S0 H P, — 5 Ht) 0% Py~ H(#) 0% P +

i

1 ~ 1 . . 1 . .
+ g o H(t) P:V - 5 E(t) ?](.umd V“.' h’V)A PAa;ﬁ B (T) ??(.umh- 1* Ty Po =0,

1 4
e, usando (2.49) e (D.1), obtemos:

{H'(f) + L omm -1 E(t)} pe

73 2 re

5 = 1 ~o3 1r I
o 5 H(t) Oﬁ(.u Pv)o + Z Q(t) (n(#' ? L’}‘ Ov)a Rﬁ) = 0. (626)

A equacao (3.43) é perturbada como:

; - 2 1 I aye SAdr 17 xr
BOuh?, BB 4+ 50 (0B} = 5 0% (6Bua) + 0,7 0"V Va 00 (4Ezr) +

1 nE FAT 1 s L a 1 o i
_3_ 0 ”"‘a'k HV"._})‘ "‘ Vi ho.ﬁ (éEET) o _é hl-lu ((‘)q );a + Z i (g h'ju} (é{{());ﬂ =0.

(6.27)

Se usarmos (6.4}, a equagao acima fica:

. L e e 2 . 1 .
E't) B + B, 0, (Pog) + SOEW) P — 5 B(1) 0%y Poo = E(H) 0% Py +

1 - 1 . 1 3 :
+ 3¢ E{t)P,, — 5 q(t) Ry P + 1 gt h® W P Pos = 0,
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¢ — usando (2.37), (D.3) e (D.4) — obtemos dai:

1 1 .5 .
{E'(f) + OB + Iq(l‘)} o %E(f) 0%y Prya = 0.

A equacdo dindmica de p, (3.44), é escrita como:

(6(10);& — (I(t) Pa;a = Oe

(6.28)

é identicamente nula, por (D.3), e a equacao dinamica de ¢, ¢ 1déntica a do caso da

solucdo de Kasner, {(6.15), obtendo-se entio a equagio (6.16). O mesmo acontece com

a equacio dinamica da rotacao, (6.17), obtendo-se entdo (6.18). A segunda cquagio de

vinculo, (3.16) é também identicamente nula, por (D.17), como no caso anterior.

A primeira projecao, equacao {3.46), é perturbada como:

p 1 . |
ha? 1Y (6B ), 1™ Va0, (6Hi) = 500 (b05) = 5 0a° (bg3) = 0.

a qual, usanclo-se (6.4), ¢ recscrita como:

(6.29)

E(#) o b Py + H) 0" V0, Py — 30 q(t) ha® Py + L q(t) 0.” Py = 0 —

— —m? H{t)o,” Py ~ 304q(t) P+ sa(t) oo’ Py=0—

. . 1 .
m> H(t) — %g(f) o hatl’; = -3 0q(t) P,,

onde usamos as relacoes (D.20) e (D.21).

A scgnnda projecéo, (3.47), é perturbada como:

5 ; - - 1 Huy T r
h-ad hH (6H-':fp );U - ”a:}w} 15 Ty’ ((SEU’}) + 5 ’]ddﬂ 1.3 (6‘?;1);1, =0,

e, nsando (6.4), (D.26). (D.27) e (D.28). vem entéo:
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H(t) ha” 1 Py = E( 0™ Ve 0,7 Py 50(0) 1™ 15 Dy = 0=

: 1 - .
m? H(t) + 5 g(t)| Br= -3 E(t)a.” Ps. (6.32)

A primeira equagao de vinculo, (3.49), precisa ter o seu segundo termo reescrito em

termos do vetor de rotacao: logo. usando-se a equagio (6.12), obtemos para cste termo:

3 A r 3
g wﬂ#;y = k7?,ﬁy' (L'yw/\);,u ha

3 ¥ r T 1 e
= — (UOMA — W_B“‘A V. 1[,.;3) [(gw + ?3- g hwl) why + ’[,? W'A;,u]

A,
= _'nai' ."'yu-f/\;p

-

LA
= Ta “' 1"')' Wiy

Ay,
= hat 1[, wWaa.

Portanto, a primeira equacio de vinculo perturbada se escreve para a solucao de Milne

conLos

E 1 ~ - 1 %
hn'j ((SZ.‘iﬂ);;t + E,; f o e I" (6Ld;3);)\ + 5 g hﬂj ((‘7([3) -

. 2. P
- %9 oo" (bag) + 5 02 h,? (baz) =0, (6.33)
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e, usando-sc (6.4) ¢ (D.20), obtemos:

. 1 1 2 . 1 -
m? Z(t) + 3 g Q1) + 3 0q(t) + 5 0% e (t)| P, = 3 6 (1) o,” Ps. (6.31)

A segunda equacio de vinculo, (3.50), é identicamente nula por uma inspe¢ao direta
e por (D.3). A tltima equacao a sci considerada ¢ a terceira equaciio de vinculo, (3.51).
Reescrita em termos do vetor rotagdo, conforme feito para o caso anterior da solucao de

Kasner, temos:

1
2 (6Hq3) + 3 R Ry (6wh), — hag (6u7),, = 0. (6.35)

E, apds usarmos as equacoes (6.4), (D.3) e (D.29), temos enfim:

2H(t) + % Q) = 0, (6.36)

o que conclui os calculos para o sistema dinamico para cste caso.
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Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho, aplicou-se o método gauge-invariante de perturbacao, ja usado anteri-
ormente para FRW [10, 11, 12], ao modelo cosmolégico de Kasner. Verificou-se que
a cxisténcia de um shear nao nulo no background imtroduziu complicacoes em diversos
nivels deste estudo. A primeira delas esta relacionada & obtencao das hases, notada-
mente no que concerne ao caleulo das quantidades tensorials assoclaclas aos trés tipos de
base. Isto se traduz no que poderiamos denominar um “excesso’ de condigoes para que as
bases pudessem ser escritas explicitamente — um passo importante para (ue as equacocs
Quasc-Maxwellianas pudessem ser escritas em mmna forma razoavel. As conscquéncias
deste “excesso’no caso tensorial sdo duas: a hmitacdo da base a uma matriz 2 X 2 com
apenas una componente livre e — esta mais importante — a impossibilidade de escrever-
se uma base tensorial explicita para o caso mais geral do modelo de Kasner. isto é. aquele
el que a anisotropia é completa. Verificou-se somentte ser possivel resolver-se este proble-
ma ¢ explicitar-se uma base tensorial no caso mais restrito das solucoes com um plano de
isotropia, caso das solicdes especificas de Kasner ¢ Milne. Somente para cstes dols casos
foi possivel obter-sc um sistema dindmico fechado a partir das equacgoes QM, ainda que
restrito a apenas trés quantidades. Vale notar que resultados andlogos para a base tenso-
rial sdo tambéni validos no caso das perturbacées da solugdo de Schwarzschild, conforme

trabalho de R.IKlippert [42]. Os casos escalar e vetorial compartitham das mesmas carac-
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teristicas acima, mas a existéncia de um shear nao nulo complica as equacoes QM de tal
modo a tornar impossivel a fatoracio da base. Estes fatos, embora ébvios algebricamente,
estao ligados ao shear de uma maneira que esta longe de ser clara fisicamente.

A segunda complicacio esta ligada a necessidade de trocar as quantidades gauge-
dependentes por outras que — enmibora construidas a partir destas — fossem nulas no
background ¢, portanto, verdadeiras perturbagoes. A interpretacdo fisica destas quanti-
dades nio é, obviamente tao direta quanto seria a de uma observavel — embora scjam
elas muito menos complexas do que as ¢uantidades de Bardeen [14]. Estas quantidades
“sintéticas” foram. como vimos, construidas a partir das equacoes QM para o background
nio perturbado, de uma maneira bastante direta. Entrctanto, seria possivel construir-se
outras quantidades gauge-invariantes ignalmente validas, embora nao tao simples quanto
as que foram usadas aqui.

Uma possivel abordagem a ser considerada futuramente seria, portanto, uma andlise
mais profunda das consequéncias da aplicacio do método gauge-invariante a nodelos
anisotrépicos, cm especial as consequéncias sobre a construcao das bases. Um estudo
adicional do sistema dinamico fechado obtido para a solugao de Kasner no caso das per-
turbacoes tensoriais também scria importante. Finalmente, como parte de um programa
de traballio mais amplo, poder-sc-ia considerar uma generalizagao deste método a ontros
tipos de modelos cosmolégicos: o de Gédel (como um paradigma de modelos cosmoldgicos
com rotacdo} e os modelos tipo Bianchi-V e IX scriam alternativas futuras, dado que a
analise para o modclo de Schwarzschild [42] j4 foi exccutada. Adicionalmente, uma anélise
mais profunda da quantizacio do background de Kasner deverd ser realizada, ja que uma

Hamiltoniana para este modelo foi obtida.
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Apeéndice A

Separacao 3+ 1 e Formalismo da

3-Superficie

Neste apéndice apresentamos definicoes ¢ resultados necessarios para este trabalho.
Como um primeiro passo para a aplicacio do método gauge-invariante a tcoria das
perturbacdes cosmolégicas, vamos considerar a separaciao do manifold Riemanniano 4-
dimensional em uma congruéncia de curvas tipo tempo, com vetor tangente V normalizado

al

VEVY g, = 41 (A.1)

o qual serd identificado com o vetor velocidade — escrito para wina classe de observadores
co-moventes (1, = 6°,), mais o espago das 3-superficies ortogonais a V. Temos, entéo,
que a métrica do background, ¢,.. ¢ 0 vetor v pertencente ao 4-cspaco itduzem um
projetor A, definido no 3-espago, que separa qualquer objeto geonn trico do 4-cspaco em
quantidades definidas sobre as 3-superficies ortogonais a V.0 projetor hy, serd definido

como de costume [10, 17. 25):

h;u/ = G — ‘;1 V. (A.2)
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e satisfaz todas as propriedades usuais de wm projetor:

h;w = hyy:
By VI =0, (A.3)

h;w h-'u'\ — h'yz\ — 6:)/\ _ V’\ V;}
Dado, portanto, qualquer vetor A, (pertencente ao 4-espaco), podemos definir a sua

projecio sobre o 3-espaco como:

Ay = h,2 Ay, (A.4)

¢ o mesmo vale para um tensor B, :

B3 = ha" hs” B,. (A.5)
: h !

De maneira andloga, definimos o operador derivada covariante projetado na 3-superficie,

Vo COMO:

o que nos possibilita escrever as relagoes que se seguem:

Vo Az =l hs” (1,7 AL)

i

'A.6)
é(_\ B,uu - hc:d h‘,uA" hyA (h'}T hy* Bre):;g '
onde todos os indices devem ser projetados.
A derivada covariante segunda. projetada na 3-superficic, ¢ portanto escrita de maneira

andloga como:
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Vo Vsdy = b ks’ 1 [T (0,7 A, ]

M

@O @3 B = hy” h;g)‘ he h," [iu” h h, (h“;E o' BE-n) } .

WP
1

onde todos os indices sdo, por sua vez, projetados.

De posse destas relagoes, é facil constatar-se que o projetor hy,, funciona como a

métrica que descreve o 3-espago; em outras palavras, a derivada projetada no 3-espago de

R, € nula, como provamos abaixo:

@a b

ho I, R (RS hyT her).g

Bo? B > [(hF) 5 BT e+ By () e " 0T (er ) )

ho? By e [(855) 5= Vi Vy = V° V“-‘?ﬁ] +
o e B (037 = V7 Vi = VT Vs +
ho Iy Ry [gerg — Vi Ve = V2 Vi

ho? I e [(6,°) 5+ T3g 0 — T0;80°] +

T

ho? B > [(837) 5+ TT5 6% - 15,6.7)
he? h,” h,* (I’;3 — l—'f;ﬁ) + h,? fur R, (T}ig — ;3)

0. (A.8)

onde fizemos uso das propriedades (A.3) ¢ da relacdo g3, = 0. Ya. 3. . Vemos dai que

h,, sobe e desce indices dos objetos da 3-superficte.
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O tensor de Riemann projetado na 3-superficie, 1, 4,,. tem uma definicao andloga a

de sua contraparte do 4-espaco {17]:

@a V3 "i# - VJ Va ‘4;1 = f?l;ia_ﬁ ":lV‘«
(A.9)
@a @;? B,(w - @d @a B,U.V = f?/\uaﬁ B/\u + f?)‘wxﬁ B;.z/\-
E. fazendo uso da primeira relacdo (A.7) na primeira das definicées (A.9) acima,

obtenmos o seguinte resultado importante:

Ry.“mj "211/ = 6[0 @3] ";ili

= hp’ h‘,g]’\h#” ha? h° (h,;;i,)_ ]

v
o

= I hy bt (7)., S (h A

e

(), (h A2+ b ()]

= h[n‘r hﬁ])\ hF‘E (h":f AAT):A:'\

Tl b {“(h.;‘if)ﬂ] e (A - (h-fﬁr);y}

Y
"

TV (k) A

¥

=l By By {L(h”l),\ ~T°, (h;AT)]

—TY R Ay — T, (BT, A —T%, BT Ary

= Il ha S T Ay — (T, he” Ar = L8 B Ap—
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—Fiﬂ/’n‘ h"’r ":1""7’\ - FK" h‘fT "iT.V}
= hhTAT.[.S_(}] — I‘Ejﬁi h#‘r ‘;iT,U

= 0, (A.10)

donde, dado que ,flu é um 3-vetor arbitrario, temos que f?agw, tem todas as componentes
nulas. Dal vem imediatamente que f?aﬁ ¢ R, o 3-tensor de Ricel ¢ 0 3-escalar de curvatura
respectivamente, sao também nulos.

Neste ponto, podemos calcular certas quantidades que nos serdo 1iteis ao longo deste

trabalho:

(1) Divergéncia de um 3-tensor B, :

~p o - ~

vV Bu = kv, By
e hy* ) (hﬂrE hATB”)--‘;

= hpA (h.f T Bﬁ):ﬁ

= W [0 b7 Ber+ hy® (T)y Bey + 1y 1T Biry

= h‘ﬁe h-,,T [B:TS - I‘?H BC*T - F(T)'} Bso]

. OB
— 3z ] V‘r ~‘T ) A1l
R dr? ( )

(2) Laplaciano de um S-tensor BH,,:
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pod Va . Bw

hed o b A h,® b7 [mp he? bt (hﬁ‘i’ hs B@é) }
P

e
7

1A z T ¥ b « 8 E
X e by, [h,\” he¥ h, (h¢ hs Baxa)m]

el
i

0 .
—p (U,\., +3 h,\,,) ho? h' (" ks Baz) —

S ( ot g h. ) # (h,® hy? Bﬂﬁ);p—
Orny + g hﬁ) * (h," hs? Bag) Lt
¢

+h b, hy® s hﬁaBaj)

iy
Py

Lo e 9 ) o
& h,”? h,* (h.p" hs? Ba_,.a) —h,° (Jﬂ” -+ 3 hﬂp) V¥ (h&;” hg? Bm;)_p—

—h,¥ (J,," + glzl,") Ve (b, hy” B,,ﬁ);p+ W0 h# bt (R R Bus)

—60,7 15 [(h,2) he® Bas + b, (hs”)" Bas + b he® (Bag) | —

—h,f (J#p + 3 z””) Ve [_ (Ve Vo + V1) s Boz —h" (h‘g*j Bm_,a) ;p] .

—h,¥ (of + Qh,,”) v [(1 " Ban), B = (V2,5 + V7V, ) b B’ma] +

3
p] i - Fv (h;“ hs 3303);!)} -

5),
(h.\Pn h,{d Bmg) ;E}

IO Ry Ry { [(h; hs’ B,

_rgﬁ- (h'*°a hﬁﬁ Bad);p - rph

i
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3 (s \* , 8 9 .
—60h," h,” (Bng) + (a(;’ +3 hﬁ) (a(ﬂ“ + -?;h(,f‘) Biya +

+h fl,zp hl’é { [(h,—:n haa Bm*)_,—, B F:‘;p (hrn hﬁd B”J) o ng (hx,cﬂ hr'd B“J)] - "
415, [0V, Vot Vo) he? Bag - bt (ke By) | +
4T, [(V*"f P VR VIV) Bt Bag — b7 (B, Bﬂﬂ):p] B

—-Fg,}, (flpa h@'ﬁ ij) .}

. . ) g a -
—f hpﬂ hpﬁ (Bmg) + (ga‘a 4 5 h.a.@) (J{HO 4 g h(ﬂo‘) BV)Q +
ap 317 A 6 0 Ié] a ? o 0
+l’1# hp' R Ba.;:?,p.’; — | 7" + g ha' 0'{.“ + g h(‘u Bp)a 4

n, 1 (Boo)”

, 9B,
YA o =4 ol
w h” h A ort

(A.12)
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Apéndice B

Demonstracao Auxiliar Referente a

Operacao Dual

Partindo da definicdo do dual aplicado ao tensor de Weyl,

. 1 .
Wja,{ﬁ,uu = E Nag e Hfﬂ, A (Bl)

pretendemos provar que a relagao:

Wia, —Waah, = 0, (B.2)

afur
¢é valida, ou seja, a operacao dual ¢ aplicada indiferentemente a qualquer um dos dois
parcs de indices do tensor de Weyl, conforme enunciado no Capitulo 1 deste trabalho.
Comecaremos calculando duas quantidades interniediarias:

Wi, Wis

aduy aidpy:

isto é, o duplo dunal aplicado sucessivamente ao mesmo par de indices ¢ o aplicado ao outro
par, respectivamente. A primeira operacao ¢ facilmente obtida, usando-se as relacoes (B.1)

e (1.11):

194



KK _ e AN TI"
14 aduy T 1 Nag = s |45 YApY

1
ATE 1A
= T lagrs ?]’,V i PI/’})\,L:V

(—2825) W

H= | —

- _% (él 53 - 5; éé) Worw

- _% (Wasw — Waam )

= —3 (2Waga)

- W (B.3)

A segunda quantidade, W7 . ¢ dada por. usando-se novamente (B.1) e (1.11),

% % 1 e T T
H:‘a.:#rw = Z Nag a n#"A 4 AT

AL

1 O\ AT
- 1 Nadve ]?VV\ G Gon, | SAP

1 oar e
T T3 6:;}/\_ G G W70



67 05 oF &Y

P&y 8y 6y 8y

= —=| 7 T T T G g W,

67 65 67 &1

= _i 85 (85 0 67 + 63 6 65 + 6 63 87)) —

— 8% (360 6 + 6Y 8 67y + 62 8, 67)) +

(
+67 (865 60 + 63 6k 87 + 8 &) 6) —
(83

— o (63 6y 6Ty + 6380, 7 + X 6 83)] g i W7

1 .
= _‘Z {_‘490;41"1' yﬂ3+493p11 u-yn+4gmznf u~i3 4951)”/ ,u'vn+

+2 Gap 950 VV?A*,«A -2 Yov 9 wr /\f)A —4 H;aﬁ;w}

- y ey 1 v
= _Lpaﬁpu + Falu W w3 T Y8 W “vha T "é Jalp )3 W '/\'y)\- (84)

Entretanto, de {1.7), vem:

vy - 1 . ~ - 1 -
Wlas = o= 5 (U0 gay + 08 0o )+ G Y’ Ush

= Ras. (B.5)

W, =R, =R, (B.6)

e, substituindo (B.5) e (B.6) em (B.4), escrevemos:

. 1
W . j}u — _H"oj;w + Gafu Rv]_{i = U3ip Rv]a - 3 R Yalu G-
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onde os trés ultimos termos acima sao nulos, ja que o background cujas perturbacoes

estamos estudando é o do modelo de Kasner. onde vale:
Ro3=0, V a,3 = R=0

Neste caso, escrevemos afinal:

Wiyt = —Wasu. (B.7)

aidpr

Para finalizarmos a demounstracio de (B.2), vamos aplicar a operacao dual sobre um

7k

dos pares de indices de (I/Ifo_ﬂw — I-T-"'m;;u). Calculando sobre o prinieiro par, ven:

(W = Wita) = =W = (= Wag)

e, repetindo a operagao para o segunco par de fudices,

(n ::;3 ,,lk!u - Wy :':{') - = H;ﬂﬁﬂ v (— W By )

onde usamos os resultados (B.3) e (B.7) em ambos os calculos acima. Logo, podemos
escrever que o dual da relacao (B.2) ¢ nulo. donde a prdpria relagao também o é:
(W = Wass,) = 0= (W7, — Wast,) = 0.

ahu 3y

¢ fica, finalmente. demosntracda a relagao (B.2).
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Apéndice C

Calculos Auxiliares Referentes a

Base Tensorial

Apresentaremos aqui os calculos associados aos resultados {2.96)-(2.103) e (2.107)-
(2.120), refercntes A base tensorial e seu dual para os casos especiais das solngoes de Kasner
e Milne. respectivamente. A prova das relagoes (2.96) ¢ (2.107) fica obvia se levarmos em
conta os resultados (1.45), {1.47). (2.86) ¢ {2.94). As relagdes (2.96) e (2.114) sao também

facilmente obtidas. Calculando componcente a componente vem:

(C.1)

e 0 mesmo vale para o« = 3 = 2 ¢ a = 3 = 3. Usando novamente as quatro relagoes

citadas acima. obtenios também:
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E - S T 2 k2
a=1. F=2—= (Uau["*“a—U’Iabmp) = o Uy —a% U

a=1 F=3= (UO# I _3) = ' Uy - 0% 0%
= 0,
a=2, =3= (cr“,1 Lﬂ-‘r*“g —ay l;”*“,t) = o3, U0 — 0%, U,
=

As relacoes (2.97) e {2.115) sdo calculadas componente a componente de mancira
andloga & exibida em (2.89), usando-se {1.45), (1.47), (2.86) e (2.94). Os resultados (2.99)

e (2.116) sao obtidos escrevendo-se:

LT3 I Crks i 1.7 Crxz
[i’]/\ o 1-1, J#,\ h:-u b*”ﬂ;;j + ??A*}a_ L.}. (Y h:«# U Q;;j] =

- Uhﬂa ‘-“ (Uﬂ)\ h-;'u + Fua hs#) [[:T 7(.1;,(3 + Psfﬂ lj'*To - P;& (;T*Er] .

(C.2)

O prinweiro termo de conexao acima se anula por (1.3), ja que todos os seus Indices

sao espaciais. O segundo termo é simétrico em («,i3) e, multiplicado por 07 também
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se anula. Com isto, vem. usando {2.95):

+1 0 0O

if*“v.‘j = —fu }‘3 0 +1 0 (;T'uv.j
0 0
=1 0 0

11 k3 by 0 +1 0o | UH

O 0 0

— ik O,

¢ escrevernos entao;

n,\';'cxlﬁ If::, O"u/\ h‘:u U*Ea;ﬂ + T)A'ya,’j I; T h‘:” Lr*ia;ﬁ} —

= — ”/\'yaﬂ I:\ k.‘? (O.,u/\ h‘:u + T, h‘c"u) ér*sa_

i"sando, agora, a expressao (2.76) para o dual, obtemos:

[?)/\—}.053 I’:}, hay {:;-*30;}3 + ”/\'ya_ﬁ ‘/:' Gor h-a'u (;.—*50;3]

1 o oz s s h.
= _5 [7)/\’}“3 TI\WT; I'\ Ve kd k‘r (O"u)\ hau + T h;‘“) D\a+

_I_”/\—;mﬁ U\NTG I:' I’; k;f kr (O-#/\ hsv + Tua hs“) LT:’V]

1t et - o o 5
= =5 [TV ks ke ot Dt



_l_.”/\’,\a_ii )]\'u;r,u I; V., k‘_d k‘r T é‘\'ﬂ_i_
+7I/\’}.Q:IT¥?T€TO “:} -‘l:,: Jl\'.d k‘r 0’#/\ [:'\V_i_

—|—1]A"a'ﬁ . VoV kgh- o,y é'.“\]

= 33T

J=1

[NR I

Calculando cada um dos termos acima isoladamente, vem:

1 = nh“‘ﬁ 77;,”,, Vo Vo ks by 0ty UY,
— 6/\"}‘(,‘1,‘3 "/' e k k'r yo] [}'\'
- - Tl Y 3 T A (23

= —kghk’ot, TP,

‘) A.'
= k2", 0,

Ty = TV Ve ks ke oy Ut

. NWTH Y Y, U3 A fra
= —OIEVIVLAS k0,0 00

A Arra
= A;-}O'V L 1

2 &
= =k U,,'\ L"“/\,
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Ty = 0 oV, Vo kake o\ U,

Ay
= —i°

hear V3 V7 ag KT 0", U,
= SIVIVIRg kT 0" U,

= ‘l“,‘j 'I‘d O-Ff\ [’;/\V

2 T A
= =k U'u)\[/ v

S
I

I])‘A*"““:j T VoV, Ra ke oy (- \
= ez 1TV, K key ) OF v
= I VIVLA 0, TR

- ko O

- _k'z O'VA (:rﬂ)\'

E dai vem entao:

”/\'}a;j I,} O_.u/\ hsv (/'-*E(,\;.‘_'f + U/\",aﬁ I:’ Ty h:,u LT*E();B] _



= —5 (=28) (o0 1 o Om)

R (o D ).

o que nos dé - usando (2.89) ¢ (2.108) para as solugoes de Kasner e Milne respeciivamente

— 0s seguintes resultados:

[0V 0 e U + PV, o R U 0] =

204 Ur, (solucio de Kasner),
—% gL20m, (solugdo de Milne).

As relagoes (2.100) e (2.117) sao obtidas de:
(P77, by O+ 170V 8, U] =

= (P70 hos + 0V ) [T s+ T 070 =TT, 0]

onde novamente eliminamos os termos de conexao pelos mesmos argumentos discutidos

na demonstracao anterior. Usando as relacdes (2.76) e (2.61) em seguida, veln entio que:

[7]"”0’3 1; h-,.,A [}v*A&;ﬁ 1 nu‘}-aﬂ 1:‘: h_.lI’\ é‘*/\a;ﬂ] =

1 s » e r Tr == - TrT
= _"5 ‘l"d 'll_ (”FTG'J 1: hu,\ + 'Uv’yo'd 1["-;- hﬁl)«) [WTYCQ I"\;: [/ /\-r + F?'rv_/\ I'-\,: [’ n



= s kake [ TG VLT 0 PV, D
SRR AP R (A L W TR O S

T,

; '
=1

b o

e, calculando termo a termo, vem {usando-se a equacao (2.66)):

T P, PV Vo kg kU7,

i

- _nﬁl'}’ﬂﬁ Nrsos ‘,; ¥ k;")’ L [;rry

= éfr‘;‘i 104 Vo kg ke [:,.'TU

T, = g, ViV, kshe U7,
= e Nrper Vo VF R R* o,

= _é,u',\aﬂ I:} V¥ k}_} IS (:;'rn

Ty

= —k, (k,{ﬂ l:r,uﬂ) & i;;tv + Ak, R, (;\‘J 53,‘) — hor ke, (f\‘,j UBU)



Ty = gV, Vo kb U,
= T P PEVIVR R T,
= SSVIVLE R DR,

- 2 (:””y L, (kﬁ [:"“;3)

e

Iy = 0V kg kO

= —OEEVIVL R R T,

vy

= Bk (ks UP,) = R2T™, + 8%, b7k, (ko U2) =k, (K207 .

doude vem afinal:

[nh'}"aﬁ ‘:\ hy}\ é‘*f\aﬁ + ?}U’}G;ﬁ ‘:'r f?;(x\ Zj_*{\a;d:’ — D k2 (:'—“z/-
A prova para os resultados (2.101) e (2.118) é dada a seguir:
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et 3 ts A.':k,\ - ,3 I "r*
[U# o 1'v Ty U ;3 + T e 1"} O-'u,\ U /\c‘x;ﬁ
_ ( Lyl 1’ Ul/A e ] ya3 I":} ) [L *)\a 3 + F A L :k'r . 1-\ L;*,\T
= (U#F}'mﬁ 1:} Tux+ 'Uu’?aﬁ "iy O-F»\) Lr*/\rx.,-‘:'i

= f% k. (?)““’”‘5 Viou + 1, 7" v, 0“;\) [r; e VoU e+ 0770 Vs U Ar,g

1 ey 1 o - S [ o - .
— -3 ks hos [?];z vad _n?_x,u;,\ VoV, o, Uma + .n;r}a,i WLV V.0 4

0,20 g RV, 0\ U7 7V Vot U

4
-5 2. T

i=1

NI'—‘

onde, calculando cada um dos termos acima em separado, obtemos:

Ty = 2 VoV ko U7,

P e Vi VI kg k0, 0T,
= 6V VE e DT,

,r,,A

- }? T,” [::;in — k3 Uz/i; Jy (A‘,\ [,A.-‘"\,})



7

.2 o Fr
K20 O

”#’mﬁ WT\PEQ L:‘ V:P k;‘i? 'l‘: T (’;—A‘T

_.,fﬂfaﬂ Nroac Vo VE k3 L< U,,A iy,

9V, V¥ kb 0, U,

.2 “rex
—k G-Fa U v

T)Vq*uﬂ _nTpE)\ VoV, kg ke o\ U,

T;.'X_Ya'd T?TQ&' I/:} I;'—‘f'" kﬁ kf hy\: G_,u)\ L:rTa

_é\'}’ﬂ.’}g I’; Lr;’; L';j kE h-y\ O_[J)\ i;TTO

T A

2 o
—k o-luol-/ e

NV kg ke o U

—Nrad UTpia Vo 1:,—" I\'Ij k;‘ at A Lr/\'r

é;’f} ViYL bk, oty T



. 2 u rra
= -~k O"‘GL v

¢ temos entao que:

(7798, 00 T e + 077V, 0¥ U] =

= o3 [~22 (0T 4 0% O]

= 1 (0% T+ 0% TR,
onde — de (2.89) ¢ (2.108), para as solugtes de Kasner ¢ Milne, respectivamente — temos
afinal:
]}u’}'m? 1; T @’*Ao;a + ”VTOH 1: ot C:/\a;ﬂ] -

2017 Ue, (solugio de Kasner),
—=; GR2H, (solugio de Milne).

As relagoes (2.102) ¢ {2.119) podem ser demonstradas da seguinte maneira:

~ ety - g P T - r e -
U'TQV Vi Ta ) U */\a;;i] - n’}ra} o Tax [[/ *Aa.ﬁ + F/,—\ig U T(_x - ;',-3 U *A‘r}

— yrad T T A
=y Viaan U™

— _% Ur}.‘mﬂ 1 T k. [JL_;:‘)\ 1 ;: I:?“;(I..fj + U_A:;sn 1;; iﬂ._-;.;?]
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. 1 vrad {1 . wEX T Trw - VA 32
- —5 7? I"‘i' J‘.ﬁ ]"S U’}f\ (nu) L*P L a + T? o ‘/‘73 L _._;)

1 PR . b PR ~
= 3 [-1]“* rad ) PV Vokak. o U, + AT N A Viokgh. oy U ’\w]

T,

il

!
DN | o—
'le

1

J

¢, calculando termo a termo, vem:

T = ?]“"m"} m‘*’“‘ ViViokshk o, 0%,
= T Vo VIR ke a2 T,
- yTod 17 VE Lo bE AT
Vy kg k*0,” U¥,

T Yz

= —-kp)(f'ﬁ)‘ (l"a (;-'tl)‘)

I, = a3 P VoV kg ke oy U
— e EEECVTL L Y [:."A
= hra ] SRR

= EEVTV ko, O

~Td
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— _‘l\‘_d o (J\Q (:ro/\)

e ver finalmente ~me:

7]77&'3 1_} CL)J_\ (:r*/\a;ﬂj’ = 0; (CT)

umn resiltado que ¢ geral para qualquer solugao especifica do modelo de Kasner.

Para finalizarmos, exibiremos a demonstragido das relacoes (2.103) ¢ (2.120), onde

usamos o resultado (2.76):

3 TRy : . Bpy 17 ZY 17 F7A A N R
”0' e V;”:i Tuny U™, = _E ke ™71 Vg Ty (7]/\(‘“ ¥ 1/:,: U+ 77, L‘\p & A)

7 ; . -
3 SEY VSV I TA
= _§ nm (g m¥ T p?} {,w RE Ty U+

—i—?}‘“s’“" ,])/\psy L:? V; l\’s T ey (:f’.v ’\:{

7 p Pt g s
= 3 N e VRV B g,V U+

i3 r j£¥o) =z “T.\
Y e, Va VIR 0,7 U]

(652 VoV ek 0,0 U2, + V3 VP 1 0,7 T

N[ o=

= % [k" (0’3,} (:"3) -0

- (1\‘3 [:d*v) — kyo” [}Qﬂ."l'
+hy o U =k (07, 075)]
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o qual é também vilido para qualquer solugio especifica do modelo de Kasner.



Apéndice D

Calculos Auxiliares Referentes a

Base Vetorial

Apresentaremos aqui os calculos relativos a termos que surgem nas cquagoes (Quase-
Maxwellianas para perturbacoces vetoriais. As demonstracoes sao listadas na ordem cm

que surgem em cada equagao.

0V Py = oV [ Pras = Tha P = Tog P
= Vo g
= Iy ,1""0‘-3 Py TV, Vg m P\,_‘.,;;
= —in, [?],,)”\ Mo + 1" gy | ¥V, Vemgmg Py

= a3 TV Vo, m?m, VEN
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= —tpmsa VT Vomy, m? m., P,

— S AT 1YY s L
= zé(ﬁn‘ﬁl Vomyym? i, Py

= i (6, 670) + 65 650) + 65,67, 63~

z : < % X : gf ( YL i3 5
— 8, 85 6% — & 87, 6% — 6581 88 ) VO Vo m” m, Py

= 1 [—-7712 My, P,,J T My m® Pj:{

= m? (—im(“ P,,))

(D.1)

ues

onde utilizamos a relacao (2.27). Esta mesma equagdo tamhém ¢ usada na relacao abaixo:

¢ ainda:

ha'd Po;ﬁ' = haﬂ [Pa._ﬂ - Faﬁ ﬁ')‘
— ha'ﬁ Paﬁ

- 1al %
= —h™ma P,
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P, = (ha‘df),j)

Ha

= = (Ve VIV vaL) P+ hof Py,

= o’ [Pm — T3 P ﬁ:]

~ —ih*? m, P

Usando (2.33), prova-se facilmente que:

B R ) Py = —ih" By ms D,

= —im P,

- B (D.4)

0_03 Pa;ﬂ — 0.0_»'5 [Po a3— FZ_H P—;]



I
=
—
W)
e

: 3 P . 3 .
R0t Plagy = —ih®,07,m Ps

= ho(# Uﬂy) Pﬁﬁ

= 0-0(,(1 PV}() (DT)

A préxima relacio a ser demonstrada é consequéncia direta das equacoes (1.45)-(1.46),

vélidas para a solucgdo de Kasner {py = po = 2/3, py = —=1/3). Delas, é facilmente obtido
que:
[2 2 ']
£ i:§90;3 (D.8)

donde vem entao que

Fa (D.9)



= Z60°, P (D.10)

3
onde usamos a relacdo (D.7) acima, e:
E? P = —imyE*D,

= —1 g (hﬂ’.‘ Eﬁ—v) p{x

7

2 . -
= —th® mgy (590’57) I,

2

= —gﬂj()’aﬂ'??].gpa

i

= 0, (D.11)

onde fizemos uso de {2.36).

As proximas relacées a serem demonstradas sao:

~yaid 17 AT . ~yad y - A £ : r r
N VL o) Py = i PV o0 [T e 0 mn] Ve ms Py
} H ¥

S owad ., T\ 17 V- >
= =i, M (7,,)’\ mymymg Py

= —ifgmse VL oq,)’\ My my mP P\

P ARETY el #
= zé(;;‘,;j VIV, mym.m? P,
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= i(éfﬂé,':é§+é§ 8T8, + 8587, 8% — &, 6760 —
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6\ 6,; 6T (;z) V7V O’U)A mym.m? P
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= m? g% Py

= 0. (D.14)

Temos, ainda, que:
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- 3 D= ; Fyx s
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ja que estamos multiplicando nm termo antissimétrico nos indices (a.3) — entre colchetes
— por outro que esta simetrizado e () e, por extensio. nos mesmos indices (o./3).

Prosseguindo com as demonstragoes, temos:
s Pk 11y - AT TS O -
Mad™ Vo D) = oV, TV U P
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= Maduv ”V?,\T 17# Tl:; Y}A f)f
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FAT
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= Wl g (hy? & ”) s

= W [ (VLY VIV P bt By
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ho? Py, = ho® (Pot, = T3, Pr+T%, By)
= —ih,” (-m 3 PP 4ot ]5,3)
; 3/,

3 L ;P
= —-h, (m;j m,, P* 4 m, m’ P;)
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= énﬁpu
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apy
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Os termos que apareccin na primeira e scgunda projecoes, equacoes (6.19) e (6.21)

respectivamente, Sao cscritos como:

hd‘j e Rg{#;,} = h’n 3 ht' Rd,u.u - F:jy P'},u - F;:w Rﬁ".':i
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N Va0, Pro= N 10, Vg Voo, mymy Pr

= .;,?a.dpw ,Uue)\r Vﬁ 14 0#7 m, my P+

+ 7},5” VaVio,"m,my Py

= g VIV M e, my P+

+ Dase VIV MY my Py

AT vrB s _py s YEAT v o317 sy ¥ »
= O VIViod T m, o my P = 005, VI Veat, mPmy P;

= o m,my Py — o™ mym By —o¥m"m, By +

- ~

+ ofamrma Py + ot mYmy, Py — 0" mYm, P,

= 29 Mg My P, —20% Mey My Py —0,” my e . P,\ —m?g,”? P;
= —m2o,” Py+2 (aﬂ"’ ms -mﬁ‘) P,

= —-m?a,”? f)_g +2ic% my Po-; —2i0™ "hﬁ @a f)v

2 3 0 f e 2
= —m?e,*Ps— 20" my g £

= —mio.” Py, (D.24)



1

Uﬂ,ﬁ";z\ I:\ (Uoﬁ + ;

ho_ﬁ AR P;,u;_y

- p 4 - -
* 1Ay * T £
ahqﬁ) o= g (Umg—l-gﬂhag) |75, — 15, %)

1

. o 4 .
= g V, Ve (O’a_g + 3 6 hag) (_z m” PT)

Nt

Gt m g e 4 -
= 7 61‘.‘,;? Vv (00_3 + 3 g h&[j) m” (—i-mﬂ PT)

3 4 p 4 4 p -
= — (aa’j + -4 hO@) mtmg P, + (()“O,d + 3 (Jh(,-d) m*m, Ps

3

2 g2 4 .
= —?77.200:3123—5917&,

ol W (B3, = T, B3, = T, B3]

T HY

3 pr P
h'& h R‘B}J.J/

R B (r](g"’)‘T Voo, i, PT)

~

ha-"g h (71.3" A Vom,my + n,f"')” Vimagm A) P,
PR R 0V o, P nATT o 1P
—th,” h 13 oy, o, P, Smg iy, I

. - D = ' - a
—1 (—r}n PAT VimZmy P+ 7)”"-’\T Vimamym, PT)

im? r]a“')” Voomy Pr

224

(D.25)



2 “y L. -
= —m’ " Vi FPr
5 . . -
= min "V, v, Py

= m?P, (D.26)
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