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Resumo

Nessa tese estudamos propriedades estdticas e dindmicas de alguns modelos de spins
com simetria discreta através de calculos analiticos e simulagdes computacionais.

Na primeira parte da tese estudamos, através do método de Grupo de Renormalizacao
110 espago real, alguns aspectos da criticalidade do modelb de Ising em redes fractais.
Derivamos expressoes extates para diversas fungoes termodindmicas e investigamos a val-
idade das leis de escala de Rushbrooke e hiperescala para o ferromagneto de Ising em uma
familia de redes Sierpinski-gasket com m folhas (com lado b = 2) e também verificamos
analiticamente a validade da lei de hiperescala para esse modelo na familia de redes do
tipo diamante. Ainda nessa primeira parte da tese, determinamos o diagrama de fases
estdtico e alguns expoentes criticos do modelo de Ising com campo externo na familia
Sierpinski-gasket com m folhas (com lado b = 4).

Na segunda parte da tese estudamos, através do método de propagagdo de danos,
algumas propriedades dinimicas dos modelos de Potts e Potts quiral que evoluem se-
gundo uma dinidmica de banho térmico. Investigamos o diagrama de fases que resulta da
aplicacio desta dinamica ao modelo de Potts quiral com trés estados na rede quadrada.
Encontramos cinco fases dinimicas distintas, dentre as quais, quatro podem ser rela-
cionadas com as fases estdticas do modelo de Potts quiral. A fase‘a,dicional é um regime
dindmico cadtico com caracteristicas nao usuais que reduz-se, para campo quiral nulo,
a nova fase obtida recentemente para o modelo de Potts padrao. Visando investigar a '
existéncia de um possivel teorema do tipo flutuacao-dissipagao para grandezas associadas
ao dano no modelo de Potts com trés estados na rede quadrada, estudamos a flutuacao de
danos locais em pares de sitios que distam r entre st e a suscetibilidade do dano. Nossas
simulacoes Monte Carlo mostram que, se normalizarmos esta fungio de correlagdo em
T _ 0, a flutuacio do dano assim definida tende a divergir, tal como a suscetibilidade, na
temperatura de transicao de dano. Verificamos também que o quociente entre estas duas
funcbes, para tamanhos finitos, é uma fungio monétona da temperatura, indicando assim

a existéncia de uma relacio do tipo flutuacao-dissipagao para danos neste modelo.
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Abstract

In the present thesis we study static and dynamical properties of some spin models
with discrete symmetry through analytic calculations and numerical simulations.

In the first part of the thesis we suudy, through the real space Renormalization Group,
some aspects of the criticality of the Ising ferromagnet on fractal lattices. We derive
exact expressions for several theimodynamical functions and we investigate de validity of
the Rushbrooke scaling law and hyperscaling for the Ising model on a family of m-sheet
Sierpinski gasket lattices (with side b = 2) and we also verify analytically the hyperscaling
law for this model on the family of diamond-type hierarchical lattices. Also in this first
part of the thesis we calculate the static phase diagram and some critical exponents of
the Ising model with external field on a family of m-sheet Sierpinski gasket lattices (with
side b = 4).

In the second part of the thesis we study, through the spreading of damage method,
some dynamical properties of the Potts and chiral Potts models which evolve in a heat bath
dynamics. We investigate the dynamical phase diagram which results of the application
of this dynamics to the square lattice three-state chiral Potts model. We find five distinct
dynaniical phases, among which four of them can be related with the static phases of
the chiral Potts model. The aditional phase is a dynamical chaotic regime with unusual
features which recovers, for zero chiral field, the new dynamical chaotic phase fbund in the
standard Potts model. In order to investigate the possible e}éistence of something similar to
a fluctuation-dissipation theorem for functions associated with the damage in the square-
lattice three-state Potts model, we study the damage fluctuations, the correlation function
between local damages in pairs of sites which are a distance r apart from each other and
the damage susceptibility. Our Monte Carlo simulations show that, if we normalize this
correlation function in » = 0, the damage fluctuations defined in this way tend to diverge, -
as occurs with the susceptibility, at the damage transition temperature. We also verify
that the quotient of these two functions, for finite size systems, is a mondtonous function
of the temperature, indicating the existence of a relation like a fluctuation-dissipation

theorem for the damage in this model.
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Introducao

Modelos que sao simples em suas definigdes formais porém ricos em informagdes e resulta-
dos desempenham um papel central no estudo das transictes de fase e fenémenos criticos
e muito contribuem para o desenvolvimento desse importante ramo da fisica estatistica.
Dentre esses modelos, destacam-se sobremaneira os modelos de Ising (para um histérico
ver [1]) e Potts {2]. No modelo de Ising associa-se uma varidvel binaria o; (0; = %1) a cada
sitio s; de uma rede e sitios primeiros vizinhos interagem entre si através de um Hamilto-
niano Hy; = —Ji0405, onde Jy; € a constante de acoplamento entre o; e ;. Esse modelo
pode ser usado para ‘simular’ um sistema ferromagnético cujos momentos magnéticos (0:)
sao admitidos como cldssicos e capazes de assumir apenas duas oﬁenta,g(")es no espago - um
ferromagneto uniaxial como, por exemplo, o RboCoFy emr duas dimensoes. O modelo de
Potts pode ser visto como uma generalizacao do modelo de Ising, no qﬁal as varidveis ;
podem assumir g estados diferentes (o; = 0,1,2,...,¢ — 1) e dois ‘spins’ primeiros vizinhos

na rede interagem entre si através do Hamiltoniano Hy = —Jy6(0;,0;) onde 6(,) é a



funcao delta de Kronecker.

Tanto o modelo de Ising como o de Potts possuem relagbes com muitos problemas em
fisica estatistica como, por exemplo, o gis de rede, ligas bindrias (Ising) e modelo Z(N);
modelo de vértices com tegra do gelo, percolacio, redes de resistores, etc. (Potts) [2].
Possuem também uma variedade de realizagoes exper-imentais, dentre as quals podemos
citar, para o modelo de Ising, além -dos ferromagnetos uniaxiais que j4 mencionamos (ver,
por exemplo, [3]), sistemas de adsor¢ao em substratos como o hélio 4 adsorvido em uma
superficie de grafite e cripténio [4] e, para o modelo de Potts, oxigénio adsorvido em niquel

(g = 4) [5] e processos envolvendo polimeros {como a vulcanizagao) (g < 0 < 1) [6].

A soluciao exata do modelo de Ising ferromagnético a campo nulo na rede quadrada [7],
mostrando que este sistema apresenta magnetizacao espontinea e possui expoentes criticos
nao classicos, constitui um marco no progresso da teoria dos fenémenos criticos, conferindo
a0 modelo de Ising um status comparavel ao do atomo de hidrogénio na mecanica quantica.
Onsager mostrou [7] ainda que o calor especifico desse sistema possui uma divergéncia
logaritmica na temperatura critica T,, novamente em contradi¢do com a teoria classica
que previa para essa grandeza uma simples descontinuidade em T.. Outras solugoes
exatas para sistemas cm redes de Bravais, como o problema de seis vértices resolvido por
Baxter [8] e 0 modelo de Ising com interacdes entre pares e entre quartetos de spins [9],
desempenham o papel de servir como referéncia, dentro da fisica estatistica, para testar
métodos que fornecem solugbes aproximadas em problemas similares. De fato, tanto
no estudo das propriedades estiticas quanto dindmicas, a grande maioria dos trabalhos
abordando sistemas de spins em redes com dimensdes acima de d = 1 fazem uso de
métodos numéricos ou aproximacoes analiticas e, novamente, os modelos de Ising e Potts,
por exibirem comportamentos estiticos nao triviais que jé foram bastante estudados,

tornam-se protétipos ideais para se investigar, dentre outras coisas, as possiveis correlacoes



entre transicoes de fase estaticas e dindmicas. Dentre esses métodos podemos destacar
o do Grupo de Renormalizacao no espago real e o de Propagagao de Danos, que sao as
técnicas usadas nos trabalhos apresentados nessa tese e sobre as quais discutiremos em

seguida.

Desde sua formulagio, por Wilson em 1971 (10, 11}, o método do Grupo de Renormal-
izacio (GR) produziu uma profusio de trabalhos tedricos abordand> fendmenos criticos
em todo tipo de sistemas cooperativos (sistemas geométricos, térmicos e mistos). A
técnica de GR no espaco real estd baseada na renormalizagio de células, de comprimento
caracteristico b, em células de comprimento menor ¥ e no estabelecimento de relagoes
recursivas para os pardmetros do sistema (constantes de acoplamento, etc.) em difer-
entes niveis de escala de tamanho. KEssa técnica permite a determinacdo de diagramas
de fases e expoentes criticos, bem como, em alguns casos, equagoes de estado e fungoes
termodinimicas (para uma revisao de varios resultados obtidosl pela técnica de GR ver
[12]). Dentre os vérios procedimentos para se aplicar a técnica de GR esta o esquema
de Migdal e Kadanoff [13] do ‘movimento de ligacoes’ que, por ser um dos mais simples,
foi largamente utilizado para sc obter resultados aproximados em sistemas definidos em
redes de Bravais. Berker e Ostlund [14] foram os primeiros a reconhecerem que os resul-
tados aproximados obtidos pelo procedimento de Migdal-Kadanoff para certos sistemas
em redes de Bravais constituem solucdes exatas para esses mesmos sistemas definidos em
uma classe de redes fractais denominadas redes hierdrquicas, sobre as quais discutiremos
com maior nivel de detalhe no capitulo 1. Raciocinando no sentido inverso, podemos con-
siderar que a solucio exata (calculo de fronteiras criticas, expoentes criticos; ete.), obtida
através de um procedimento de GR, de um determinado sistema em uma rede hierarquica
éonvenientemente escolhida pode servir de solucao aproximada para esse mesmo sistema

definido em uma rede com invariancia translacional.



A aplicacao da técnica de GR a sistemas de spins definidos em redes hierdrquicas
originou um grande nimero de resultados exatos nao triviais [15-27] que, em alguns ca-
sos, podem ser vistos como aproximacoes para sistemas em redes de Bravais. Além disso
podem ser também, em todos os casos, vistos como sistemas interessantes por si proprios,
por apresentarem uma variedade de comportamentos criticos nao triviais como, LOT €xem-
plo, expoentes criticos que variam continuamente com parametros relevantes do sistema,
transi¢oes de fase sem o surgimento de ordem de longo alcance, etc. A primeira parte dessa
tese esta dedicada ao estudo, através de calculos analiticos, de propriedades estéticas do
modelo de Ising em substratos fractais, mais especificamente, utilizamos a técnica de GR
para estudar varios aspectos da criticalidade do modelo de Ising em redes hierdrquicas do

tipo Sierpinski-gasket com m folhas e em redes do tipo diamante.

Antes dos capitulos 2, 3 e 4 que apresentam nossas contribui¢des originais dessa
primeira parte da tese, fazemos, no capitulo 1, uma breve revisao sobre propriedades
de objetos fractais e de sistemas de spins em redes fractais e, em particular, nas re-
des hierdrquicas. Nos capitulos 2 e 4 abordamos a questdo da validade de algumas leis
de escala em sistemas fractais. Como sabemos, essas leis podem ser demonstradas rg-
orosamente na forma de desigualdades para sistemas em redes de Bravais [28] e emergem '-
naturalmente (novamente para sistemas com invariancia translaciohal), na forma de ignal-
dades, do formalismo do grupo de renormalizagio. No entanto, néo existe ainda uma
prova rigorosa da validade geral dessas leis para o caso de sistemas fractais. No capitulo
2 investigamos a questdo da validade das leis de escala de Rushbrooke e hiperescala para
os expoentes criticos do médelo de Ising numa familia de redes Sierpinski-gasket com m
folhas. Essa famflia de redes fractais foi proposta por De Menezes e De Magalhaes [25]
como uma classe de fractais deterministicos com ordem de ramificacao infinita onde o

modelo de Potts com ¢ estados pode ser resolvido exatamente e apresenta, para m > 1,



transicoes de fase a temperaturas finitas. BEssa familia de redes constitui, em nosso con-
hecimento, o primeire exemplo [25] de redes hierdrquicas que néo pertencem & classe das
redes do tipo ligagéo, onde um modelo de spins com interagoes finitas e de curto alcance
exatamente soluvel apresenta transigbes de fase a temperaturas finitas ndo nulas. No
capitulo 4 nos dedicamos & questio da validade da lei de hiperescala para o modelo de
Ising na familia de redes do tipo diamante, para a qual podemos verificar a validade
de tal lei analiticamente, sem a necessidade de nenhum célculo numérieo intermediério.
Conforme teremos oportuniciade de discutir, nossos resultados para os expoentes criticos
v, funcoes termodindmicas e para o expoente critico @ (no capitulo 4) nessas redes frac-
tais sao exatos e permitem verificacoes bastante confidveis de algumas leis de escala. No
capitulo 3 estudamos o diagrama de fases estatico do modelo de Ising generalizado que
contém além de interagbes entre primeiros vizinhos, interagoes entre pares e tripletos de
spins e campo magnético externo na familia Sierpinski-gasket com m folhas e lado b = 4.
Esse sistema apresenta diversas caracteristicas interessantes como frustracio, competicao
entre diferentes tendéncias de ordenamento e degenerescéncia residual (a temperatura
nula) infinta. Através da técnica de GR investigamos, por exemplo, o dominio da fase do
tipo Berker e Kadanoff [29] jd observada para esse mesmo modelo na auséncia de campo
magnético e acoplamento entre tripletos [25]. Esse tipo de fase apresenta cara-tcteristicas
néo usuais como decaimento algébrico da funcéo de correlagao entre spins e ordenamento,
caso este exista, nao trivial e sua origem fisica estd |29] na degenerescéncia infinita do

estado fundamental.

A segunda parte dessa tese consiste no estudo de propriedades dindmicas dos modelos
de Potts e Potts quiral. Nessa parte da tese, composta dos capitulos 5, 6 e 7, abordamos os
modelos de Potts quiral e de Potts com trés estados na rede quadrada através da técnica

de propagacgio de danos, técnica esta discutida em detalhes no capitulo 5. Basicamente, o



método de propagacio de danos consiste em se estudar a distancia entre duas configuragoes
de spin (réplicas) que evoluem no tempb submetidas a0 mesmo ruido térmico. Variando-
se a temperatura e outros parametros do sistema, podem ser observadas (em geral) fases
onde a distancia (ou dano) entre as duas réplicas se anula ou atinge um limite assintotico
nao nulo. Essa técnica tem sido aplicada a uma variedade de sistemas como automatos
celulares [30], ferromagneto de Ising [31-36}, modelo XY ferromagnético (37, 38], modelo
de Heisenberg [39], modelo de Potts [40, 41, 42], modelo ANNNI [43], relégio com p es-
tados [44], vidros de spin [32, 45, 46, 47], modelo de Ashkin-Teller [42], modelo de Ising
totalmente frustrado [48] e diluido [49], sistema imunolégico [50]., propagagao de fogo em
florestas [51], jogos de imitacao [52] e evolugao de espécies [33]. Nossos resultados originais
que constituem essa parte da tese estdo apresentados nos capitulos 6 e 7. No capitulo 6
aplicamos a técnica de propagacio de danos para estudar, através de simulagbes Monte
Carlo do tipo banho térmico, as transigées de fase dindmicas no modelo de Potts quiral
com tres estados na rede Quadrada. O modelo de Potts quiral foi introduzido por Ostlund
[54] e Huse [55] visando o estudo de fases moduladas comensuraveis e incomensuraveis.
Esse modelo apresenta um diagrama de fases estdtico bastante rico - contendo uma fase
flutuante, i)OIltOS de Lifshitz e uma interface ‘wetting’ - e, apesar de ja ter sido estudado
por diversas técnicas diferentes, apresenta ainda pontos controversos como, por exemplo,
'a questao do dominio da fase flutuante (se este se extende até campo quiral nulo ou nao).
No trabalho que apresentamos nessa tese fazemos um paralelo entre nossos resuitados
para as fronteiras das fases dinamicas desse modelo com os resultados ja conhecidos para
as fronteiras estaticas. Abordamos a questdo do dominio da fase flutuante e também
investigamos a persisténcia ou nao da fase dindmica totalmente cadtica que ja havia sido
estabelecida para o modelo de Potts com trés estados na rede quadrada (o caso particular

com campo quiral nulo do modelo que estudamos). No capitulo 7 investigamos a possivel



existéncia de um analogo ao teorema de flutuagiio-dissipagao para as grandezas associadas
ao dano no modelo de Potts com trés estados na. rede quadrada. Conforme os resultados
de Da Silva et al [40] para esse modelo, a suscetibilidade definida como a derivada do
dano médio em relagio ao seu campo conjugado (dado pela freqiiéncia com que as duas
réplicas do sistema sdo atualizadas com numeros aleatérios diferentes) diverge na tem-
peratura onde o dano se anula. Por outro lado, foi demonstrado [56] para o autémato
celular de Domany-Kinzel que o comprimento de correlagao associado & fungéo de cor-
relacdo entre flutuacdes do dano diverge na temperatura de transigao ativa-cadtica desse
modelo, analogamente ao que ocorre com a suscetibilidade [57]. Em nosso trabalho apre-
sentamos um estudo das fungoes de correlacao entre flutuagoes do dano (para spins que
distam de uma distdncia r entre si) e mostramos que, caso essas fungoes sejam convenien-
temente normalizadas, a funciao de correlagio total também apresenta uma divergéncia
na temperatura onde o dano se anula. Obtemos uma extrapolagio para campo nulo da
suscetibilidade e mostramos que a razéo entre essas duas fungdes (a correlagao total e a
suscetibilidade) apresenta um comportamento monétono com a temperatura, sugerindo
assim, uma relac@o anilogo ao teorema de flutuagdo-dissipagdo para o dano nesse modelo.

Concluindo, no capitulo 8 estdo sintetizados os resultados apresentados nessa tese e

as possiveis extensdes desses trabalhos.



CAPITULO 1

Fractais

1.1 Introducgao

Nesse capitulo discutimos algumas caracteristicas bdsicas dos objetos fractais e alguns
aspéctos de sistemas magnéticos de spins definidos em redes fractais. Discutiremos os
fractais de uma maneira geral e, em particular, as redes hierdrquicas que usamos como
substrato para sistemas de spins nos capitulos seguintes da primeira parte dessa tese.
Essa primeira parte esta éomposta, além desse capitulo de revisao sobre os fractais,
dos seguintes capitulos: (2) onde obtemos expressoes exatas para varias funcoes ter-
modinamicas e investigamos a validade das leis de escala no modelo de Ising generalizado

definido em uma familia de redes fractais; (3) onde determinamos o diagrama de fases



do modelo de Ising em uma familia de fractais e (4) onde retornamos & questao da vali-
dade da lei de hiperescala para o modelo de Ising na familia de redes do tipo diamante.
Apesar do tema das leis de escala ser comum aos capitulos (2) e (4), demos preferéncia a
essa sequéncia para os capitulos devido a maior afinidade entre os capitulos (2) e (3) que

abordam sistemas em substratos fractais similares, qual seja, a familia de redes do tipo

Sierpinski gasket com m folhas.

1.2 TFractais

A palavra fractal, derivada do latim fractus, que significa irregular ou fragmentado, foi
criada por Benoit Mandelbrot [58, 59, 60} para cxpressar a variedade de formas complexas
gue foram reconhecidas pelos fisicos, desde meé,dos da década de 70, como quase que
onipresentes nos fenémenos naturais. Dentre os varios exemplos de sistemas que sao hoje
focalizados dentro dessa nova linguagem dos fractais, podemos mencionar as formas dos
objetos da natureza como arvores, nuvens e a linha costeira dos continentes, bem como
estruturas geradas por processos de crescimento, como agregados formados por particulas
em difusdo, fraturas, eletrodepoésitos de fons, etc. [61-64}. Com o desenvolvimento da
pequisa nessa nova geometria dos objetos irregulares, os fisicos tém voltado sua atengio
também para os sistemas bioldgicos que apresentam padroes geométricos complexos como,
por exemplo, as células cancerosas [65], a matéria porosa da madeira {66, colonias de
bactérias [67] e os vasos sangiifneos da retina [68].

A caracteristica central que distingue os objetos fractals dos objetos suaves da ge-
~ometria Euclideana (como retas, esferas, etc.) é a auto-similaridade ndo trivial. Isso
significa. que se cortarmos uma porcao do objeto, essa serd, apés ampliada em sua es-
cala de tamanho, uma réplica, talvez um tanto deformada, do objeto original. Podemos

dividir os objetos fractais em duas classes quanto ao seu processo de formagao: os frac-
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tais deterministicos e os fractais aleatdrios ou estocésticos. Os objetos que se encontram
na primeira classe possuem uma auto-similaridade exata, ou seja, qualquer uma de suas
partes, ap6s ampliada por um fator de escala conveniente, é idéntica ao objeto original.
Nessa classe estdo diversos objetos matemadticos gerados por regras geralmente simples
que o iteradas sucessivamente até o infinito (como as redes hierarquicas que discutire-
mos em seguida). Alguns exemplos de fractais deterministicos podem ser vistos na figura
(1.1). Os fractais aleatdrios possuem, em seu processo de formagao, algum ruido gerador
de desordem, que faz com que esses fractais possam ser classificados como auto-similares
apenas em um sentido estatistico e dentro de uma faixa limitada de ampliagoes de escala.

Nessa classe estdo certamente todos os objetos fractais da natureza, onde a presenca de
fatores externos incontroldveis é marcante. Alguns exemplos de fractais aleatérios estao
mostrados na figura (1.2) (exemplos extraidos das refs. [69] e [63]).

Uma outra caracteristica marcante dos fractais reside na relacao existente entre seu
volume V e seu comprimento caracteristico L. Para os objetos suaves, sabemos que essa
relagiio estd expressa por uma lei de poténcia na forma V(L) ~ L% onde o simbolo ~
representa proporcionalidade e d (um nidmero natural) é a menor dimensao Euclideana
do espaco onde esses objetos podem ser imersos. Por exemplo, para um segmento de reta
de comprimento L, V(L) = L', para um disco de raio R, V(R) = 7 R? e para uma esfera
de raio R, V(R) = (4n/3)R>. Para os objetos fractajs essa expressao ¢ generalizada de

tal forma que

V(L) ~ L% (1.1)

onde ds, a dimenséo fractal do objeto em questdo, ¢ um ndmero real, em geral menor
do que a menor dimensao do espago em que este pode ser embebido. A expressio (1.1)
é bastante conveniente quando pretendemos determinar a dimensao fractal de um objeto.

gerado por agregacio sucessiva de pequenas partes, como os agregados de particulas em
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N A T e

nivel 0 nivel 1 nivel 2 nivel 3
(gerador)

(a) curva de von Koch

nivel 0 nivel 1 nivel 2 nivel 3
(gerador)

(b) Sierpinski gasket

Figura 1.1: Alguns exemplos de fractais deterministicos. (a) A curva de von Koch (df =
In4/In3 = 1,26...). (b) O Sierpinski gasket (df = In3/In2 = 1,58...). A curva de von Koch
é gerada pela substituigao sucessiva dos segmentos de reta pelo padrao (gerador) da hierar-
quia 1 (convenientemente reescalado). O Sierpinski gasket é gerado pela remogao repetida do
triangulo central ou, equivalentemente, pela substitui¢ao de cada triangulo oriéntado para cima

(hachurado) pelo padréo do nivel 1 reescalado.
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Figura 1.2: Alguns exemplos de fractais aleatérios. (a) Um agregado gerado por particulas em
difusao (simulagio computazional com 50.000 particulas) (df ~ 1,7). (b) Depdsito de 6xido de

manganés na superficic de uma pedra (df = 1,78).
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difusdo. Uma expressiao alternativa para a dimenséao fractal resulta do método denomi-
nado ‘contagem de caixas’. Nesse método deve-se cobrir o objeto fractal com um nimero
minimo N () de caixas hipercibicas de dimenséo d (a dimensao do espago onde o objeto
estd imerso) e lado X, A medida em que tomamos caixas de lados cada vez menores, o

mimero N ()) cresce e assume o comj.:iamento assintdtico:

N~ A (A — 0) (1.2)
e portanto,
. InN(X)
df = — lim ——— : .
=750 A (1.3)

De fato, a grandeza N ()\) estd intimamente relacionada ao volume do objeto fractal e as
duas expressoes (1.1) e (1.2) coincidem se definirmos a grandeza adimensional ¢ = A/L
(o lado das caixas que fazem a cobertura renormalizado pelo tamanho linear do fractal)
e considerarmos que, para um fractal de tamanho fixo (L fixo), ¢ vai a zero quando A val
a zero e para um fractal que cresce, A estd fixo (¢ o tamanho linear das particulas em
agregacao) e € val para zerolquando L cresce (ver, por exemplo, [69]).

Podemos encontrar na literatura diversas defini¢des de dimensio como, por exemplo, '
dimensio de Hausdorff, de ‘contagem de caixas’, de ‘empacotamento’, etc. [69]. Cada
uma dessas definicoes possui suas propriedades que podem se adequar ou nao a um objeto
fractal particular. Com efeito, mesmo nos trabalhos originais onde primeiro propds o
conceito de fractal, Mandelbrot definiu um objeto fractal como um conjunto cuja dimensao
de Hausdorff € maior do que sua dimens‘é,o topoldgica ( a dimensio topolégica de um objeto
é sempre um numero inteiro dr tal que dr = 0 se esse objeto ¢ totalmente desconexo,
dr = 1 se cada um dos seus pontos tem uma pequena vizinhanga cuja fronteira tem
dimensdo dr = 0 e assim por diante), conceito que, como hoje é sabido, exclui uma
variedade de conjuntos que claramente podem ser classificados como fractais. Afualmente,

a dimensao de ‘contagem de caixas’ (eq. (1.3)) {que, em geral, coincide com a dimensao de
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Hausdorfl) é mais amplamente utilizada na literatura por se adaptar facilmente a forma

de um algoritmo computacional.

1.3 Redes Hierarquicas

As redes hierdrquicas (RHs) sao redes construidas através de um processo recursivo e que
apresentam auto-similaridade nao t:ivial exata. As redes hierdrquicas ‘do tipo ligagao’
com duas raizes sao fractais deterministicos gerados pelo processo recursivo de substituicao
de cada ligagao por uma célula bésica, ou gerador. O processo de construgao dessas RHs
parte de uma simples ligacao conectando dois sitios {as raizes da rede) (nivel ou hierarquia
0) e segue sucessivamente substituindo cada ligagio pela célula bésica. Na figura (1.3)
mostramos os primeiros passos de construcdo de dois exemplos de redes hierdrquicas do
tipo ligacao, a rede diamante e a rede Ponte de Wheatstone. A definicdo de distancias
entre sitios e dimensao para redes hierdrquicas nao é trivial, devido & topologia irregular
dessas redes (ver, por exemplo [17]), no entanto, seguiremos aqui o procedimento de
Melrose {18] para definir a dimenséo intrinseca de uma rede hierarquica (que chamaremos,
como é atualmente usual, de dimensao fractal) e definiremos a distédncia entre dois sitios
[70] como o nmero de ligagdes no caminho mais curto que conecta esses dois sitios. Se
encararmos o processo de construcio das RHs como um processo de agregacao (de células
bésicas) e assumirmos que a massa de uma ligagao vale 1, vemos que, para a rede ponte
de Wheatstone, a massa na hierarquia n serd M, = 5" (ja que o niimero de ligacbes na
célula basica (o niimero de agregacio) é 5) enquanto gue seu comprimento caracteristico
(a distancia quimica entre as raizes, l.e., o aimero minimo de ligagGes necesséarias para
conectar as raizes ) serd L, = 2™ e, portanto, usando a expressédo (1.1) (com a massa
no lugar do volume) podemos deduzir que sua dimenséo fractal vale df = In5/In2. De

maneira analoga, para a rede diamante obtemos dy = 2.
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R

nivel n=0 nivel n=1 nivel n=2
(gerador)

(a) rede hierarquica diamante

o

nivel n=0 nivel n=1 nivel n=2
(gerador)

(b) rede hierarquica ponte de Wheatstone

Figura 1.3: Alguns exemplos de redes hierdrquicas do tipo ligagao. (a) Rede diamante. (b).
Rede ponte de Wheatstone. O gerador de cada uma dessas redes constitui o nivel 1 dos seus
processos de construgao. Cada nivel é obtido do nivel antericr pela substituicio de cada uma

de suas ligagoes pelo gerador.
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Podemos considerar também redes hierdrquicas construidas por processos diferentes
deste exposto acima e também com mais de duas raizes. Um exemplo simples é a rede
Sierpinski gasket que consiste simplesmente no fractal Sierpinski gasket mostrado na figura
(1.1) onde assumimos que cada vértice dos tridngulos é um sitio da rede e cada lado desses
tridngulos € uma ligagao. Esse é um exemplo de uma RH .. .a trés raizes (as raizes sao
os trés sitios no nivel 0) e aqui o elemento a ser subsituido no processo recursivo é um
triangulo e nao uma ligagdo, como ocorre nas RHs do tipo ligagho. Seu processo de
construcao consiste em se substituir sucessivamente cada triangulo equilatero orientado
para cima pelo gerador constituido de trés tridangulos conectados como mostrado na figura
(1.1). No limite de infinitas iteragoes obtemos uma rede de dimensao fractal dy = In3/1n 2.
E interessante notar que para a rede Sierpinski gasket, o nmimero de coordenagao dos sitios
internos (i.e. distintos das raizes), qualquer que seja a hierarquia da rede, é finito e igual a
4, e que, nesse caso, a ordem de ramiﬁéag&o (R = 3) é finita (a ordem de ramificagdo R em
um ponto P da rede é um conceito matematico complexo que envolve o nimero minimo
de pontos de intersecdo com a rede de uma fronteira que delimita uma vizinhanca de P
convenientemente escolhida [59]). Para os exemplos de redes do tipo ligacio dados acima
(figura (1.3)), a ordem de ramificagao é infinita (R — o), e no limite de infinitas iteragoes,
cada sitio estara conectado a um ntmero infinito de outros sitios. Podemos considerar
generalizagoes da rede Sierpinski gasket como, por exemplo, redes que incluem variagoes
no nimero de tridingulos na célula bésica, redes embebidas no espago tridimensional cujas
unidades bésicas sao pirimides de base triangular ao invés de triangulos, e redes cujo
gerador possut muitas folhas conectadas entre si, como o Sierpinski gasket com m folhas

que discutiremos com mais detalhes na préxima se¢éo e que consideraremos nos capitulos

(2) e (3) dessa tese.

Em principio qualquer problema definido numa rede de Bravais pode ser adaptado
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para as redes hierdrquicas como, por exemplo, caminhadas aleatorias, percolagao, sistemas
magnéticos de spins, etc. As Rils possuem a propriedade de auto-similaridade exata, como
todos os fractais deterministicos, mas constituem redes sem invarién(;ia translacional. A
propriedade de anto-similaridade faz com que as RHs sejam idealmente apropriadas para
a aplicagio das idéias do método de Grupo de Renormalizagao (GR) no uspago real,
que é intrinsicamente baseado na nogao de auto-similaridade sob mudanga de escala.
Apesar da auséncia de invaridncia translacional, esses sistemas definidos em RHs podem
ser considerados, em algumas situagoes, como aproximagdes para 0s mesmos sistemas
definidos em redes de Bravais. De fato, quando se utiliza a aproximagio de Migdal-
Kadanofl (movimento de ligagdes) [13] para sistemas de spins em redes hipercibicas,
obtem-se o mesmo modelo de spins em RHs. A aproximagio de Migdal-Kadanoff ¢ uma
das técnicas mais simples de GR no espago real que tem sido aplicada a uma grande
variedade de sistemas, fornecendo, em geral, resultados qua.litat.iva.mente corretos quando

comparados com resultados obtidos por outros métodos para sistemas em redes de Bravals

[12].

Diversas propriedades em sistemas de spins tém sido calculadas em RHs do ‘tipo
ligagio’, como, por exemplo, os modelos de Ising [23, 70, 71], de Potts ferromagnético [27]
e antiferromagnético [26], de Blume-Emery-Griffths [72, 73], cibico discreto [74], Ashkin-
Teller simétrico [75] e Z(6) [76], para os quais foram encontradas transi¢bes de fase a
temperaturas finitas nao nulas. Em contraste, os modelos de spins com interacbes finitas
e de curto alcance definidos em rtedes fractais com ordem de ramificagao R [59] finita
permanecem desordenados para todas as temperaturas nao nulas, ou seja, % = 0. Desse
ponto de vista, esses sistemas em RHs com R finita sao similares aos sistemas unidimen-
sionais. Essa semelhanca se origina na presenca de sitios estrategicamente localizados na

estrutura das RHs (com R finita) que, caso suas ligagbes sejam cortadas, isolam grandes
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porcoes da rede. Dessa forma, uma andlise do crescimento da en-tropia similar aquela
para os sistemas unidimensionais [77] se aplica também a esses sistemas e justifica seu
desordenamento para todas as temperaturas ndo nulas. No entanto, fora da criticalidade,
os modelos definidos em RHs com R finita podem apresentar comportamlentos bastante
distintos daqueles encontrados para esses mesmoé modelos em dimensio 1. Para ¢ modelo
de Ising a campo nulo no fractal Sierpinski gasket, por exemplo, o comprimento de cor-
relacio diverge como uma exponencial de uma exponencial na vizinhanca da temperatura
critica T, = 0 [20]. Essa ‘ampliacao’ da regido critica deve ter sua origem na propriedade

de auto-similaridade das redes fractais [78, 79].

1.4 A Familia de Fractais Sierpinski gasket com m folhas e

lado b

Os modelos exatamente soliiveis, com interac¢des finitas ¢ de curto alcance, definidos em
fractais e que exibem transicoes de fase a uma temperatura niao nula, ocorrem somente
em RHs do tipo ligacdo, i.c., RHs com duas raizes, com excecao daquela introduzida na
referéncia [25] que se refere a uma RH com trés raizes. Nessa referéncia, foram propostas
famflias de fractais deterministicos, especificamente, as redes Sierpinski gasket com m
folhas e lado b (referida como (mSG);), que tém diferentes dimensoes fractais dgcb’m) e nas
quais o modelo de Potts de ¢ estados pode ser resolvido exatamente.

A construcio desses fractais segue o seguinte processo recursivo: iniciamos com um
tridngulo (nivel n = 0) que -é substitufdo por uma célula bésica {ou gerador) constitulda
de m folhas tridngulares conectadas somente através de seus vértices externos A, BeC
Cada uma das m folhas contém b(b + 1)/2 tridngulos menores orientados para cima. O
nivel n é obtido a partir do nivel anterior pela substituicio de cada tridngulo orientado

para cima pela célula basica. Esse procedimento recursivo estd ilustrado na figura (1.4)
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paraoscasos (m=2,b=2)e(m=2b=14).
No limite n — oo obtemos uma rede fractal de dimensao dada por:

I (b(b -+ 1)m/2)
Inb S

dPm = (1.4)

e cuja ordem de ramificagio no nivel n da rede, R, satisfaz [25] & recorréncia Ry, = m R,
onde Ry(m) > 1 para todo m. Portanto, com excecao do caso m = 1 (o Sierpinsi gasket
{SG)p), a familia de redes (mSG), possui, no limite termodindmico, ordem de ramificagao
infinita.

No que concerne ao ferromagneto de Ising nas redes (mSG)g e (mSG)y, foram obtidas
[25] as temperaturas criticas exatas T.(m,b = 2) (ver figura (1.5a) e T.(m,b = 4) (ver
figura (1.5b), mostrando que essas se reduzem a zero somente no caso de ramificacao
finita, i.e., no caso da familia de fractais Sierpinski gasket usual (SG); de lado b (m = 1)
proposta por Hilfer e Blumen [80} (ver figura (1.1) para b = 2). Essa Gltima contém o
Sierpinski pasket padrao (SG) (quando b = 2), que tem sido usado extensivamente como
um substrato geométrico fractal no qual wma variedade de problemas foi resolvido de
uma forma exata [20,78,80-92). Em particular, os trabalhos focalizando o modelo de Ising
com interaces finitas e de curto alcance no SG [20, 78, 81, 79, 83, 88, 89| mostram que
esse sistema se ordena ferromagneticamente somente em T, = 0, onde o comprimento
de correlacio tem uma divergéncia andmala (exponencial de uma exponencial) levando
a expoentes criticos infinitos. Um fato similar também é encontrado [89] para outros
valores de b na familia (SG);. As m folhas que constituem o fractal (mSG), tornam o
(SG)p mais fortemente conectado, suprimindo flutuagdes e induzindo as transicdes para-
ferromagnéticas a ocorrerem em temperaturas nio nulas com expoentes criticos finitos
[25]. A possibilidade de solucao exata do modelo de Ising, e mais genericamente, do modelo
de Potts com ¢ estados nas familias (mSG), torna esses sistemas, portanto, bastante tteis

para o estudo de fendomenos criticos em fractais.
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Figura 1.4: Os primeiros estagios de construgéo das familias de fractais (mSG)g e (mSG)4 com

duas folhas (m = 2). Para uma melhor visualizagao, representamos por uma curva iracejada

(para b = 2) a segunda folha do estégio n = 2, que esta conectada & primeira folha apenas pelos

silios externos 4, B e C.
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f
Figura 1.5: Temperaturas criticas para o ferromagneto de Ising nas redes (mSG)z (a) e (mSG)a

(b) em fungao do nfmero de folhas m (b = 2) e da dimensao fractal (b = 4).
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O modelo de Ising totalmente frustrado com interacoes antiferromagnéticas entre pares
primeiros vizinhos na rede (SG), (b = 2) [88] e com valores quaisquer de b [89] é, devido &
altissima degenerescéncia do seu estado flundamental, sempre paramagnético, mesmo para
1'= 0. O mesmo acontece na rede (mSG), para valores de m abaixo de um valor critico
me (M, = 115.57), mas, acima desse limiar, esse modelo apresenta [25] uma fase ndo usual
do tipo prevista por Berker e Kadanoff [29] para alguns sistemas complexos com entropia
tresidual (j.e. & temperatura zero) por sitio ndo nula. Ao longo de toda essa fase néo usual
o comprimento de correla¢do é infinito e a funcdo de correlacdo entre spins apresenta
um decaimento com a distancia do tipo lei de poténcia. Esse comportamento da funcéo
de correlacdo na fase ndo usual fol demonstrado exatamente para o antiferromagneto de
Potts com ¢ = 2, e 4 na familia (mSG), [25] e para esse mesmo modelo com ¢ = 3 numa
familia de RHs do tipo diamanté [26}.‘ Dentro do contexto do grupo de renormalizagdo,
essa fase ndo usual estd associada a um atrator localizado em uma temperatura finita
néo nula (onde o comprimento de correlagio é infinito). As flutuag¢des de longo alcance
nessa fase t8m origem na altisima degenerescéncia do estado fundamental (T = 0) que,
abaixo da dimensao critica para a qual surge a fase nio usual, torna o sistema trivialmente

paramagnético.

1.5 Modelo de Ising Generalizado na Familia (mSG),

Admitimos como substrato uma rede (mSG), onde m e b estdo fixos e associamos a cada
um dos seus vértices uma varidvel de spin Ising, 0; = +1 (representaremos o estado +1
(—1) pelo simbolo 1 (1)), e consideramos o modelo de Ising generalizardo descrito pelo
Hamiltoniano adimensional:

—ﬁH:KQ ZUiJj+I{320inUk+hZCiJi ’ (15)
<ii> FAN i
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onde § = 1/kpgT, Ko= Jy, Ky=fJ3eh=0H; Jp é a constante de acoplamento entre
pares de spins primeiros vizinhos, J3 é o acoplamento de trés corpos entre os spins que
estao nos vértices dos tridngulos orientados para cima e H ¢ o campo magnético externo.
As trés somas acima sao realizadas respectivammnte sobre todos os pares de sitios primeiros
vizinhos < i >, sobre todos os tridngulos orientados para cima A, e sobre todos os sitios
i da rede (rnSG)s. O termo ¢; na equagdo acima denota o nimero de coordenagdo do sitio
i

Este Hamiltoniano é fechado (ou seja, nio hé a proliferacdo de outros tipos de acopla-
mentos entre os spins do sistema) e invariante na sua forma sob a aplicacdo da trans-
formagao de grupo de renormaliéagz’io utilizada. O termo de trés corpos é gerado natu-
ralmente (na presenga do acoplamento K3) pelo termo de um corpo apds um passo de
renormalizacio. A presenéa do nimero de coordenacio ¢; no termo do campo magnético
externo garante a invariincia na forma do Hamiltoniano [73, 70]. Note também que o
Hamiltoniano (1.5) é invariante sob a inversao dos spins e a troca simultdnea dos sinais

dos termos impares, ou seja:
H({oi}, Kz, K3, h) = H({—0i}, K3, - K3, —h) (1.6)

Definimos as funcoes de partigao restritas no nivel n de construcao do sistema, quais

sejant

Wém)(sA, s, Sc) = Tr ’eXp{.—ﬁHgm)} . (SA) sm, S¢ :T , l) (17)

onde Tr ' denota o trago sobre todas as configuragoes dos spins internos com o0s trés spins
ras raizes, 04, op e oc (veja a figura (1.4)), fixados nos estados s4, sp € sc respectiva-
mente.

Devido & simetria da rede, existem somente quatro fungoes de partigao restritas dis-

tintas: WEI(111), WEH(TTL), W (141), e WE™(L1]). A simetria do Hamiltoniano
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expressa na equacao (1.6) implica ainda nas seguintes relag¢oes restritivas:

WO (1LY (K g, K3, h) = W (111) (Ka, K, —h) L9
W (L) (K, Ka, h) = WE(111)(Kg, —K3, —1)

Além disso, devido ao fato de que, no gerador da rede (mSG)s, as m folhas conectam-
se entrc si apenas nos trés sitios rajzes, as fun¢bes de particido restritas do nivel n =1

f~toram trivialmente como:

W (s 4, 58, 50) = ( {1)(8,4,83,30))1" (sa, 88, sc =1, 1) (1.9)

As equacoes de recorréncia do Grupo de Renormalizacao (GR) sdo obtidas através da

relacao
W!sa,sp, 5oy Kb, Ki, b') = C W(sa, 5B, 50; Ko, K3, It) (1.10)
onde

(SA:SB: SC’) = (TlT)T)!(T?T:l)’(l?l?T) ou (l:l:l) . (111)

e W' denota a funcio de particdo restrita W((,l-) do agregado triangular renormalizado
(n = 0). Os pardmetros K4, K4 e b’ sdo os acoplamentos renormalizados que podem
ser expressos, pela imposi¢io das quatro equagdes resultantes de (1.10), como fungodes
dos acoplamentos originais Ko, K3 € h. O termo independente dos spins, C, estabelece
a renormalizagdo do nivel zero de energia. Note que nossas equagoes de GR (1.10) para
os parimetros Ko, K3 e h sdo exatas devido ao processo recursivo de consirucdo da
r.ede (mSG)b. Nos capitulos 2 e 3 que se seguem, usaremos esse método de GR para
deduzir algumas funcdes termodindmicas e expoentes criticos do modelo de Ising usual

(K3 == 4 = 0) na familia (mSG)g e determinar o diagrama de fases e alguns expoentes

erfticos para o modelo de Ising generalizado na familia (mSG)4.
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CAPITULO 2

Ferromagneto de Ising na Familia de
Fractais (mSG)s: Fungoes Termodinamicas

e Leis de Escala

2.1 Introducao

Nesse capitulo estudamos o modelo de Ising na familia de fractais (mSG)s. A partir da
energia livre do mo-elo de Ising generalizado, derivamos expressdes exatas para algumas
funcoes termodindmicas do modelo de Ising (K3 = h = () e calculamos os seus expoentes
‘eriticos correspondentes @, # e 7, bem como, o expoente critico v associado ao compri-

mento de correlacio. A determinacao dos valores desses expoentes criticos nos permite
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testar explicitamente a lei de hiperescala estendida aos fractais (i.e., dyv = 2—a)ealeide
escala de Rushbrooke (a+ 28+ = 2). A primeira lei tem sido verificada numericamente
em uma variedade de RHs [21-27] e foi demonstrada analiticamente [26] para o antifer-
romagneto de Potts em uma familia de RHs do tipo diamante. No que concerne a lei de
escala de Rushbrooke, h? .auito menos evidéncias em favor da sua validade em sistemas
fractais. Essa foi testada [93] no ferromagneto de Potts na RH ponte de Wheatstone,
usando métodos aproximados para a derivacao dos expoentes ,6 e «v; foi encontrada uma
pequena violacio dessa lei para todos os valores do niimero de estados ¢, exceto para o
caso Ising (¢ = 2). Em nosso conhecimento, nao h4 nenhuma prova rigorosa e tampouco
uma verificacao confidvel (no sentido de, pelo menos, se derivar os expoentes criticos de
expressdes exatas das suas funcdes termodinidmicas correspondentes) da lei de Rushbrooke
para modelos de spins em fractais - um fato que pode lancar alguma lﬁz sobre a questao
da universalidade (ver, por exemplo, [94] e [95]) nesses sistemas. Em nosso trabalho [96],
verificamos essa lei de escala, bem como a lei de hiperescala, para o ferromagneto de
Ising na familia de redes fractais (mSG)s. Além disso, calculamos de uma forma exata
o parimetro de ordem associado com as interacdes de trés spins (apenas em tridngulos
alternados) e sua suscetibilidade correspondente, ¢ verificamos que seus expoentes criticos

sao iguais a J e 7 respectivamente.

Esse capitulo estd estruturado da seguinte forma: na segao (2.2) definimos o modelo
de Ising generalizado na rede (mSG)z e derivamos equagoes recursivas para as varidveis de
GR. Na secio (2.3) obtemos as expressoes exatas para as seguintes funcdes termodindmicas
do modelo de Ising: o calor especifico, a magnetizagao, a suscetibilidade, o pardametro
de ordem de trés spins e sua suscetibilidade. Na sec¢ao (2.4) calculamos os respectivos
expoentes criticos dessas grandezas e testamos a validade da lei de hiperescala e da lei de

escala de Rushbrooke.
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2.2 O Modelo, Equacoes de GR e Fronteiras Criticas

Nosso ponto de partida reside na defini¢cao das fungoes de parti¢ao restritas no nivel n de
construgdo do modelo de Ising generalizado no fractal (mSG)s. Essas 'fung()es ja foram

introduzidas no capitulo anterior, mas relembraremos aqui suas defini¢des:
W,Em)(SA, S$B, Sc) = Tr feXp{—ﬁHs;m)} § (3A1 sp, ¢ =1, l) ) (2'1)

onde T'r ' denota o trago sobre todas as configuragdes dos spins internos com os trés spins
nas raizes, c4, op e o¢ (veja a figura (1.4a)), fixados nos estados 54, sp e s¢ 1espectiva-
mente. Embora estejamos interessados aqui apenas no estudo do modelo de Ising usual
(Kz = h = 0), a introdugiao do campo magnético externo h implica .necessariamente,
conforme ji& comentamos no capitulo anterior, na existéncia mitua do acoplamento en-
tre tripletos K3 que é gerado no processo de renormalizagao. O método que utilizamos
aqui para derivar a energia livre do sistema ¢é similar ao que foi utilidado por Bleher e
Zalys [71] para o modelo de Ising em vredes hirdrquicas do tipo ligacdo. Nesse capitulo
usaremos a notagio abreviada: Wan = W (111), Wen = W™ (111), Wan = W™ (11T)
e Wy, = W™ (1]) para as fungdes definidas em (2.1).

O procedimento recursivo de comstrugdo da rede (mSG)2 leva as seguintes equagdes
de recorréncia que relacionam as funcoes de particdo restritas em niveis diferentes de

construgao do sistema:

Wani1 = (W3, + 3Wau W2, + 3W2Z Wan + W3, )™
Weni1 = (W2 Wen + W3, + 2WonWen W, + 2Wo Wi+ (2.2)
FWer W2 + W WE)™
equagbes essas que se reduzem, para m = 1, s equagdes (11) de Liu [81]. Levando-se em
conta o fato de que nosso procedimento de GR preserva a simetria (1.6) do Hamiltoniano,

as equacoes para Wy, 1 € Wany1 podem ser obtidas das equages acima pela inversao dos
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spins, i.e., permutando os indices @ e & bem como c e d. As condigoes inicials para essas
equagdes correspondem aos pesos de Boltzmann do tridngulo (n = 0 na figura (1.4)) e sdo

dadas por:

— 3K+ K3+6h wKo—I3+2h
W == 3Kz Wy = e~ Ko-Kat2h (2.3)

enquanto que aquelas para Wy e Wy podern ser obtidas pela invaridncia do Hamiltoniano
(1.6).

Introduzindo as variaveis relativas

o (W) (Win) (Ml .
" Waann > n Wan. ’ " Wan.WEm ’ .

podemos derivar, de (2.2}, equagdes de recorréncia para pn, gn € Zn {cujas expressoes estao

explicitadas no apéndice (A)) que definem nossa transformagio de GR,R. : {px, n, Zn} —

{Pn+1; Gn+1, Zni1}. As condices iniclais para essas variaveis sao:
po = e-8h ©go = g Bh—K3 s zp = e—dK2 (2_5)

Iteragoes sucessivas da transformagdo R sujeita as condigbes iniciais acima levam as fron-
teiras criticas e aos atratores das fases do sistema no espago (p, ¢, 2}. Vamos nos restringir
aqui ao caso particular em que os pardmetros Ko, K3 e h sao positivos, o que implica que
nossas varidveis de GR esto restritas ao intervalo [0, 1]. Esta restrigao se deve ao fato de
que o estado fundamental antiferromagnético ndo é preservado em nosso GR quando K
é negativo [25]..

Os eixos {1,¢,1) e (1,1, 2), bem como a linha (p, p*/4, 1) (correspondente a um sistema
de spins independentes enfre si em um campo magnético externo), sio invariantes sob
nossa transformacao de GR. No eixo (1,1, z) que corresponde ao modelo de Ising usual

com Jy = H = 0, nossa transformacao de GR. fica:

- (M)m , ' (2.6)

1 — z, 4 422
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o que concorda com a equagao (22) da referéncia [25] e recupera, para m = 1, a equagao
(1) da referéncia [15]. A equagio (2.6) (com m > 1) possui trés pontos fixos no inter-
valo 0 < z < 1, quais sejam, os dois atratores z = 0 e z = 1, correspondentes as fases
ferromagnética (T' = 0) e paramagnética (T — o0) respectivamente, e o ponto critico
instdvel 2{™ separando essas duas fases. Alguns valores *‘>icos de zg’") sao: z{M =0,
2 = 0,309..., 28 =0,433..., e z2¥ = 0,513.... Na figura (2.1) mostramos o gralico
de kgT./J; como uma fungdo da dimensao fractal d}") (curva superior). A curva inicia
com derivada infinita no ponto df = In3/1n2 (m = 1) e se comporta assintoticamente
como 2% para df — oo, de maneira similar ao caso do ferromagneto de Potts em redes
hierdrquicas do tipo Migdal-Kadanoff d-dimensionais [97] (onde df = d). Por outro lado,
esse comportamento exponencial difere do comportamento linear kpT./Js ~ 2d encon-
trado para o ferromagneto de Ising em redes hipercibicas com dimensoes d altas [98].
No eixo (1,4, 1), que corresponde ao modelo de Ising apenas com intera«;ées de trés
spins nos vértices dos triangulos orientados para cima (J; = H = 0), nossa transformacao

de GR. se torna

2
q = M ™ (2.7)
n+1 1+3q3 H -
que se reduz, para m = 1, & equagdo (2.35) da referéncia [78]. No caso m > 1, a .

equacao (2.7) apresenta trés pontos fixos: os dois atratores g =0 (AT =0) e g =1 (&
T — oo) correspondentes, respectivamente, as fases ordenada e paramagnética, e o ponto
fixo instével ¢{™ que separa as bacias de atragao dessas duas fases. Valores tipicos de glm)
siao: gt = 0, g¥ =0,346. ., qga) = 0,485... e ¢ =0,557.. .. A curva de kpT./Js em
funcao de dsrm) é mostrada na figura (2.1) (curva inferior), exibindo um comportamento

assintético do tipo 2%7/2 para valores grandes de d}m).

Verificamos que, para qualquer valor de m > 1, com excegao dos eixos (1,9,1) e

(1,1, z), todos os pontos do cubo unitdrio sao renormalizados sucessivamente no atrator
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Figura 2.1: Temperatura critica T, em fungac da dimensao fractal dgcm). Na curva superior

(inferior) mostramos os pontos criticos do ferromagneto de Ising com K3 = h = 0 (Ko = B =0).

(0,0, 1) correspondente a fase paramagnética com campo magnético infinito (com h — co).
Portanto, o campo magnético, bem como o acoplamento de trés corpos, destréi a transigéo

para-ferromagnética do modelo de Ising usual na rede (mSG)s (m > 1).

2.3 Fungoes Termodinadmicas

Nesta secao calculamos, para o modelo de Ising na rede (mSG)g, expressoes exatas para o
calor especifico, magnetizagao, suscetibilidade, pardmetro de ordam associado ao acopla-
mento de trés corpos e sua suscetibilidade correspondente. Para este fim, vamos obter
primeiramente a energia rlivre do modelo de Ising generalizado em termos do conjunto de

variaveis de GR, p, g e z.
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A funcéo de particdo do sistema no nivel n é definida por:
Zn = Tr{exp(~BH{)} (2:8)

onde o traco é feito sobre todas as configuragdes dos spins na rede (mSG)z no n-ésimo

nivel de construgao. Utilizando as definigbes das fungdes de parti¢do restritar dadas em

(2.1) obtemos:

Zp = Wan+ Wen +3Wen +3Win (2.9)

e portanto, usando as equacbes de recorréncia (2.2) e as definiges (2.4) obtemos

2
Z
Zp = Wangn onde gn=1+ qfL + 3M + 3pnzn . (2.10)

n

Por outro lado, Wy, satisfaz (veja a equagdo (2.2)) a seguinte relagao recursiva

W - ng‘,:l—].v;,nwl Lo (2‘11)
onde
2 2 4.3
vp=1+3 (q""’") +38in 4 (52)? (2.12)
Pn Pn

Iteracgoes sucessivas da equagio (2.11) combinadas com a equagao (2.9) conduzem a

n—-1 e
2= W g T o™ (2.13)
e, consequentemente,
n In g, 17t i
lnZ, = (3m)" | In Wy + = Gm)" + - Z(Bm ln v; : (2.14)

Levando em conta o fato de que, para o caso de campo h finito (pn # 0), a funcio g, é

limitada, a energia livre adimensional por sitio no nivel n (n >> 1) fica

. 1 n—1
joo mE (=3m) fop o eht K+ 2> (3m) ) (2.15)
N 3m 3= ‘
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onde o nimero de sitios N, no nivel n.da rede (mSG), é dado por

(3m) _1+3~ 3m

N, =3 ~
on = UM T S — 1

Bm)® (n>>1) . (2.16)

A energia interna adimensional por sitio do modelo de Ising usual (H = J3 = 0) no
nivel n pode ser obtida através de

< Hp> _ Ofam

U, =
JoNan lh=ica—0 0Kz

, (2.17)

h=F3=0
onde a notacio < & >, representa a média térmica do operador @ na rede (mS8G)z no

nivel n, qual seja:

Tr{ OeFHn
< O, >= {Oe ;i (2.18)
Zn
Para calcularmos a derivada do tltimo termo da equagao {2.15), fazemos
Jluw; kgT o i kgT 15] i
1 Y; _ ksl Ov = 5B (62 + 1227) o , (2.19)
K2 {p=ky=0 v 9Jaly_goo Vi 2| ks
sendo que
. azi _ 82.’,; 821‘_1 , (220)
O2lpegymo P%i-1lpeka=0 992 ln=ks=0
e consequentemente:
On| | A wep, (.21)
dJy he K3=0 kgT
onde definimos
po= I 220 (2.22)
k== :
§=0 BZj 2

Portanto, usando as equagdes (2.12) (2.15), (2.17), (2.19) e (2.21) obtemos para a energia

interna do sistema a expressao:

(1 — 3m) A e "h o 6zt 124
. _2 JOET I Ap) o 2.23
Un= g 37355 50 \Tazras) 7 (223)

O calor especifico adimensional por sitio no nivel n pode ser calculado através da

derivacao de U, ou seja, C,, = 90U,/ 9(1/Kz). Parasimplificar as expressoes matematicas,
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vamos definir em (2.23) as seguintes fungoes:

-1 2
62; + 122;
=Y (3m)7 A P Il i 2.
;0 m)™ A; P; onde A R (2.24)
Portanto
3Un . 3dm =174 — 4 4gn agn
- = 2 - == ) 2.25
87, _  3m (3) ¢ {kBT - an} (2.25)

Utilizando um procedimento andlogo aquele em (2.20) na derivagao de G, em relagao a

Jos obtemos:

C, = 16%1:1-1) K:? oK {gn + etz E?:—Ol (3m) —i [%:;f '7’7:2 + . 26)

+ AP Pea ]}
onde definimos 1, = (9zk41/02k) |z € ‘T‘Ec) = (6%2x:1/ 02, -

Na figura (2.2) mostramos as curvas do calor especifico para os casos m = 1 (a rede
SG), 2, 3 e 4. Note que no eixo horizontal usamos, para uma melhor representagio, a
varidvel © = e~4#2/" Nenhuma das curvas diverge na temperatura critica, o que indica
valores negativos (ou nulos) para o expoente « (0s valores explicitos deste expoente serao
dados na proxima segdo), de maneira similar aos resultados encontrados paré. o modelo
de Ising usual em uma variedade de redes hierarquicas do tipo ligagio |70, 21, 24]. O caso
m = 2 apresenta um comportamento do tipo cispide com um pico finito no ponto :cg?).
Os outros casos com i > 2 apresentam picos arredondados localizados abaixo dos pontos
criticos ::cgm), de maneira simtlar ao comportamento encontrado em alguns sistemas com
estado fundamental infinitamente degenerado |26, 99, 100].

Devido & introducio do nimero de coordenagio ¢; no termo do campo magnético do

Hamiltoniano, vamos definir a magnetizacao M. do sistema no nivel n por

M _&an)<0i> _ Nn 8fsn
n= t_c("n,) - Ncn) Sh

; (2.27)

h=K3=0

onde a soma ¢ realizada sobre todos os sitios da rede (mSG)s no nivel n, e onde intro-

duzimos Ng, = chn) = 6(3m)" de tal forma a normalizar M, em T = 0. Da equagao
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Figura 2.2: Calor especifico adimensional por sitio em fungéo da varidvel z = exp{—4Ko/m}
para os casos m = 1,2,3 e 4 no nivel n = 30. Os tragos no eixo horizontal, indexados por (2},

(2 @ . @

(3) e (4), marcam as temperaturas criticas z¢ ', z¢c’ € z¢ = respectivamente.

(2.15) obtemos:

Nen\ 8fs 1= . 1 8
_ (_) Jom S Y Bmy T =2 (2.28)
New) 8h |y_se_o 18 = v O g o
Note que v; é funcao das varidveis de GR p;, g; e 2; e, portanto:
M i ; Op; 8 gy i
Ay _ (a_z,avz) . (ﬁa“) 4 ( 1 i) (2.29)
Oh [ _y.—0 Oh 82 ] \j_ g0 Oh Op; h=FC3—0 dh Bg h=F3=0

Definindo a; = (8¢;/0h) |heis=0 € bi = (8ps/ Oh) {h=ks=0 € levando em conta que, para

qualquer valor de j,
Oz4

=0
ah

h=K3=0

, (2.30)

relacio essa que podemos derivar como uma conseqiiéncia da simetria (1.6) do Hamilto-

niano (j4 que z(Kq, K3, h) = z(Kq, —K3, —h)) obtemos:

Mp=1+ Dn({zi}: {a:}, {bz}) s (2.31)
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com

= l

172 22[2(1 + zi)a; — b
z a;}, {b; C : . 2.32
Dnl{za}, {oh, {ba}) = ; { 14322 + 423 (2:32)

As funcoes a; e b; introduzidas em (2.32) obedecem &s seguintes relagoes de recorréncia
{que podem ser facilmente deduzidas usando-se a regra da cadeia na derivagao, como feito

em (2.29) e (2.20)):

Qi1 — F(l)ai Fi@) bi

(2.33)
‘H—l F(s)az + F(4)b H
com
m _ 3(1—z; @ 622
() . (i)
(2.34)
(3 _ 4f1+z—27—25) 4 1—22,4-1322 4423
B =m ((1—zi+4zi2)(1+3zi)) , Byt =m ((1~zi+4z?)(1+32i)) '
e com as condicoes iniciais ag = —6 e by = —8. Os graficos da magnetiza¢ao para 0s casos

m = 2, 3 e 4 sho mostrados, com linhas sélidas, na figura (2.3).

Como vimos na secao anterior, Js desempenha o mesmo papel que o campo'H no
que concerne & transigao para-ferromagnética do modelo de Ising usual, i.e., ambos des- .
troem essa transicdo. Portanto, podemos introduzir o seguinte pardmetro de ordem Ma

conjugado ao acoplamento de trés spins Js:
Mpa = lhm Man (2.35)

com M a no nivel n sendo dado por:

A< 000, >

Man = ,
An = NAn

(2.36)

onde a soma. é realizada sobre todos os Na, = (3m)" triangulos orientados para cima 1o
nivel n da rede (mSG)a. Na, foi introduzido na expressiao acima de forma a normalizar

MaemT = 0.
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Figura 2.3: Magnetizagoes espontancas M (linhas sélidas) e as fungoes M (linhas traccjadas)
em fungao de 2 para os casos m == 2, 3 e 4 no nivel n = 30. Os niimeros entre parénteses, (2),

c , Correspondem as lemperaturas critlcas ze Ze € Zp respec ivamen 2.
3) e (4 pondem &s temperat iticas 262, 26 e 28Y t t

M an pode ser obtido de fq, (equagéo (2.15)}) através de

Mpy, = — (Nan ) 8fsn (237)
Nan ) 8Ks he K30
Levando-se em conta que, analogamente & equacao (2.30),
92 =0 | (2.38)
OK3p,_gc;—0

e definindo, A; = (8q:/0K3) |h=ks=0 € B;i = (8pi/8K3) |h=ks=0 chegamos (os célculos
aqui sdo similares aos desenvolvidos para a magnetizacio M,, apenas substituindo-se as
derivacdes em relacio ao campo h por derivagoes em relacio a /{3) a uma expressao para

M an totalmente andloga aquela obtida para a magnetizagio My, qual seja

Mpap = 1+ 6D,({z:}, {Ad. {B:i}) (2.39)
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onde as fungoes A; e B; satisfazem as mesmas equagoes de recorréncia que sao satisfeitas
por a; e b; (2.33), mas com condigdes iniciais diferentes (49 = —1 e Bg = 0).

Os graficos de M, para os casos m = 2, 3 e 4 estao mostrados na ﬁgura (2.3)
(em linhas tracejadas). Dessa figura podemos confirmar que M, desempenha o papel
de um pardmetro de ordem ji que ele se anula acima da temperatura critica e, como ji

haviamos visto, a aplicacao do seu campo conjugado (J3), ndo importa o quao pequeno
seja 0 seu valor, destrdi a transicao de fase. Note também que M e Ma se anulam na

mesma temperatura critica zém). Além disso, como veremos na préxima se¢ado, os dois

parametros de ordem, bem como suas respectivas suscetibilidades, possuem os mesmos

expoentes criticos (i.e., ﬁl(m) = ,B(Am) e v = ’y(&m)) para qualquer valor de m. Este fato

pode ser entendido se notarmos que a adigao de um pequeno campo magnético H ou, da

mesma forma, de uma interacao de trés spins ao modelo de Ising usual (somente interacées

entre dois spins) quebra a mesma simetria (i.e., a simetria Z(2)). Um fato similar ocorre

no modelo de Ising com interacoes somente entre trés spins na rede triangular [101], onde

ambos, 0 campo magnético e a intera¢ao entre dois spins, quebram a simetria de inversao

-de todos 0s spins em quaisquer duas das trés subredes que particionam a rede triangular.
A suscetibilidade a campo nulo x, = (0M,/8H) |p=k,—0 No nivel n estd relacionada

com fg, através de

Non *Fon
Toxn = — ( ) Ko , (2.40)
" N, G R
e portanto
2
Kyt =1 {6u; 1 8%y
=—=%0Bm)" |5\ —— 2.41
Toxn = Jg 2,(3m) ['Uf (ah) T ahﬂ} (2.42)
- h=K3=0

O célculo de dv;/8h foi mostrado em (2.29) na dedugido da magnetizacao. Para calcular

0%v;/ Oh? usamos novamente a regra da cadeia na derivagao, qual seja:

o . c’?zi ad 3’})1- o c’?qi 5]

&h  OhOz;  OhoOp;,  Ohdg

(2.42)
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e, levando-se em conta (2.30) (e também que 8¢;/Fzi_1|n—k3-0 = 0, p;/ 8z 1| h=kz=0 = 0,
82;/8¢i1|h=is=0 = 0 € 92:/Opi—1|h—kz=0 = 0) e definindo (analogamente ao que foi feito

para as funcoes a; e b; na deducao da magnetizagio)

| &g &°p; 8%z
d; = Bh; , €= Eh_; e g = ﬁ; , (2.43)
h=K3=0 h=K3=0 ' h=£K3=0
obtemos, alémn das equacoes de recorréncia dadas em (2.33), as equacdes
diny = FO4, + FPe; + FO02 + 270asb; + F{Vb2
e = G+ BV + F®a2 + 28 ab; + FLO? (2.44)
gins = Fg; + FIDa2 4 28 aib; + F903
com FV, £, Fi(s) e F dadas em (2.34) ¢
(5) (2:—1)(1-3m—2;+3mz+422) & _ 18m? (1—z1)zf
By =3m ( (1—zi+4z])2 ) , By = ((1-zf+4z;.~')2(1+z.-) !
(2.45)
(7 g [ 1+3z2—6ma2 142
F = —bmz; ((1A25+4z?)2(1+2¢)'1) )
(8 Am(zi—1)(2i41)2(1+ 2242241220 —4m(1+2i—27—23)
B = ( (T—2+H42)2(14+32:)? ’ (2.46)
(@) —am2(zi—1)(zi+1)2(1—-22:+1327+427)
Fi —_ ( (1_zi+42{2)2(1+3z1‘.)2 ) s y (2-47)
10) [ m(1=22:+1322+42)(— 1~ 25122 ~12z}-+m(1 -2+ 1327 +42F)
F = ( (I—z+4=2 ¥4 (1+32:)? ! (2'48)
pOD _ (mli-zoel T4z (1b4n4 3T (2.49)
L (=2 420y (1432 ) (1+2)™ ’
(12) [ 16mizi—1)2 (24 1)3 (524 1) (1 H4zi+32])™ ]
F = ( (-2 +42]) P 2(1432;)2 ! (2.50)
13y 4m(1-—z,-}z:“+1(5zi-—l)(1+4z,;+3z?}“‘(1—1—62;—32‘?4—43?)
Fy - ( (1-zi+42f)™F2(1+21)™ (1+324)2 ! (251)
14 amz: 1) (2 1)~ —L(1 44z 327) ™ (—3—2zi~4z] ~62] —532} +2027)
Fz( ) = ( & . (1—zi+427)"+2(14-32:)? ' (252)
As equagdes (2.44) tém como condigoes iniciais ap = -6, bg = =8, dp — 361, eg =64 e

go = 0.
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Na figura (2.4) (linhas sélidas) mostramos os graficos da suscetibilidade nos casos
m = 2, 3ed. Assuscetibilidades divergem apenas nas temperaturas criticas, em contraste
com o comportamento da Iﬁesma fungdo para o modelo de Ising na rede hierdrquica
diamante [71], onde hd uma divergéncia para todo z > z.

Podemos definir a . .scetibilidade a campo nulo do acoplamento entre trés spins xan =
{(OM An/0J3) |h=ks=0, que pode ser obtida da equagao {2.15) similarmente ao que foi feito
para a suscetibilidade x, apenas trocando a derivagao em relagao a h pela derivagdo em
relagdo ao acoplamento K3. Obtemos uma expressio similar dquela dada em (2.41) e
equagoes de recorréncia analogas s dacias em (2.44) (com E;, F; e G; definidas em termos
de derivadas em relagao a K3) mas, com as condi¢oes iniciais a9 = —1, bp = 0, dg = 1,
eo = 0e gy = 0. Os graficos de x5 param = 2, 3 e 4 estao mostrados na figura (2.4) (linhas
tracejadas). Essa suscetibilidade apresenta uma divergéncia na temperatura critica z((:m),

de maneira similar a suscetibilidade x.

2.4 Expoentes Criticos e Leis de Escala

Nessa secao obtemos os expoentes criticos v, a, § e v correspondentes aos respectivos
comportamentos criticos do comprimento de correlagao, calor especifico, magnetizacao
espontanea e suscetibilidade para o modelo de Ising usual (K3 = h = 0) na rede (mSG)s.
Com esses expoentes testaremos a validade das leis de hiperescala e de Rushbrooke.

A linearizac¢io da Equagéo (2.6) na vizinhan{;é do ponto critico zé’") leva a:

p ) , (2.53)

onde 'rgm) = (0znt1/02a) lz(m)- Com isso obtemos os valores exatos para os expoentes do
comprimento de correlacio: v = 0,028..., v® =0,850..., v® = 0,840. .., ete. (na

figura (2.8) mostramos o grifico de v em fungao da dimensio fractal d}m) ).
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Figura 2.4: Suscetibilidades adimensionais x (linhas sélidas) e x o {(linhas traccjadas) em fungio
de = para os casos m = 2, 3 e 4 no nivel n = 30. Os tragos no eixo horizontal indexados por
(2}, (3) e (4) correspondem &s temperaturas criticas zgz), 2 e Y respectivamente. O grafico

menor exibe um detalhe da suscetibilidade x para o caso m = 2.

Os grificos das grandezas termodindmicas mostrados nas figuras (2.2), (2.3) e (2.4)
foram obtidos para a rede (mSG)g na hiere-trquia n = 30 que corresponde a, aproximada-
mente, NI™ = (3m)* spins (N{) ~ 10, N{8) ~ 10%2), A anilise da convergéncia dessas
fungoes com o aumento de n mostra que este tamanho fornece valores numéricos para
Chpy My, Man, Xn € Xan (com excessio de x, € Xan Da vizinhanga imediata de z,ﬂ'"')) que
nao variam mais nas suas 16%° casas decimais. Na figura (2.5) mostramos, para exem-
plificar o que acabamos de afirmar, o comportamento da magnetizagaio M, em funcao
da temperatura para o caso m = 2 em diferentes hierarquias da rede, n = 2, n = 3 e
n = 4. Podemos notar que essa fun¢ao, mesmo nos primeiros passos de iteracao da rede,

jd comecga a convergir rapidamente para a curva assintotica que estd mostrada na figura
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0.0 2, 0.5 » 1.0

Figura 2.5: Magnetizacoes espontaneas M, em fungao da variavel 2z = e 42 para o casom = 2

nas hierarquias n =2, 3 e 4.

(2.3). Vamos, portanto, considerar que Cag, Mag, Masg, X30 € Xasp Sa0 aproxmmagoes

muito boas para essas fungdes no limite termodinamico.

Usando a expressio exata para C, (2.26) obtemos, de um grafico log-log de | Cag(z) —
Cao(z™) | versus (2™ — 2) (para um exemplo (m = 2), ver figura (2.6a), os seguintes
valores para os expoentes o™ do calor especifico: @ =~ —0,401, a® ~ 0,696, oV =~

—1,012, ete. (veja o gréfico de « versus d}m) na figura (2.8)).

Os gréficos log-log de M3g(t) versus (2{™ — 2) (para um exemplo (m = 2), ver figura
(2.6b) fornecem os seguintes valores para os expoentes B da magnetizagio: B& ~
0,247, @ ~ 0,441, g% ~ 0,582, etc. (veia o gréfico desse expoente versus d(fm) na figura

(2.8)). Usando um procedimento similar, verificamos que a fun¢ao M., se anula na mesma

temperatura critica zém) com o mesmo expoente 3™ calculado para a magnetizagao M.

Os expoentes criticos 4™ foram calculados através de Finite Size Scaling (FSS).
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Figura 2.6: Gréaficos log-log exibindo os comportamentos do calor especifico (a) e da magne-

tizagio (b) na vizinhanga da temperatura critica para m = 2 e hierarquia n = 30.
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Usamos este procedimento porque as suscetibilidades x(™ variam de uma maneira muito
brusca para pequenas variagoes em zgm), 0 que gera erros numeéricos muito graﬁdes na
determinagio do expoente 7™ através de um simples grafico log-log de x™) versus (z —
zgm)). Para um dado m e para valores crescentes de n, observamos que o valor maximo de
XS:”') aumenta com n, tendendo a divergir no limite termod’..imico. Este pico ocorre em
uma temperatura pseudo-critica zi(,’g'% que converge, a medida em que n aumenta, para a

temperatura critica z{™ da seguinte forma [102]:

| 2{m) — 2 |~ Lo (n>>1) (2.54)

onde L, é o tamanho linear caracteristico da rede (mSG)s no nfvel n (L, = 2") e 8 ~
0,928, 03 ~ 0,850, 0¥ =~ 0,839, etc. (para um exemplo (m = 2), ver figura (2.7a).
Esses valores de 8 coincidem com os valores exatos do expoente critico »(™ com uma
concordéncia excelente (com erros relativos da ordem de 0,1%), o que corrobora o fato
de que a igualdade § = v parece ser usualmente verdadeira dentro do formalismo de FSS.

O scaling da suscetibilidade em hierarquias finitas (n >> 1) da rede (mSG); ¢, de

acordo com o formalismo de F'SS, dado por [102]:
Xn(zpen) ~ LIV (> 1) (2.55)

o que leva A curva superior mostrada na figura (2.8), em particular, @) ~ 1,904, 73~
1,814, 4 = 1,847, etc. (para um exemplo (m = 2) do comportamento indicado na
equagio (2.55), ver figura (2.7b). Os valores de ~™ obtidos diretamente de um gréfico log-
log de xag versus (z — zgm)) concordam com estes valores obtidos aqui até na segunda casa
decimal de seus valores numéricos. Usando um procedimento similar para a suscetibilidade
X An Obtemos o mesmo conjunto de expoentes ~™) obtidos para a susceptibilidade xn

A lei de hiperescala estendida aos sistemas fractais, qual seja

deI 2 —« ’ (2.56)
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Figura 2.7: Gréficos log-log exibindo os comportamentos das grandezas | zpen—2¢ | € Xn{Zpen

com a variacao do tamanho L, = 2" da rede (mSG)a.
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Figura 2.8: Expocntes criticos v, a, 8 ¢ v do modelo de Ising com campo nulo na rede (mSG)2

como fungoes da dimensao fractal d_(fm).

nao foi ainda rigorosamente demonstrada em geral mas, ainda assim, esta tem sido ver-
ificada para uma variedade de sistemas deﬁnidt:;s .em fractais [21,24,26,27]. Neste nosso
trabalho, usando os expoentes criticos exatos ™) obtidos da equagao (2.53) e os expoentes
aproximados &™) acima obtemos d(fm) pm 4 ofm) ~ 1,908 (m = 2), 2,001 (m = 3), 1,999
(m = 4).

No que concerne ao teste da lei de escala de Rushbrooke, obtemos o™ 4-23™ 4 4(m) ~
1,997, 2,000 e 1,999 para m = 2, 3 e 4 respectivamente. Essa lei foi também verificada
[93] para o ferromagneto de Ising na rede hierdrquica ponte de Wheatstone usando um
método aproximado na, determinacao das fun¢oes termodindmicas e de seus rfeépectivos

expoentes criticos.
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CAPITULO 3

Criticalidade do Modelo de Ising

(Generalizado na Familia de Fractais (mSG)y

3.1 Introducao

Neste Capitulo estudamos a criticalidade do modelo de Ising na familia de redes fractais
(mS8G), sujeito a interagdes entre pares primeiros vizinhos, entre tripletos em triangulos
alternados e a um campo magnético externo, onde as respectivas constantes de acorla-
mento Jo, J3 e H podem assumir valores positivos e/ou negativos [103]. A abordagem,
através de um procedimento exato de GR, desse modelo de Ising generalizado é relevante

pois permite responder questGes de interesse, tais como: (i) a fase n@o usual descrita



47

anteriormente persiste ou nao para Jy < 0, H # 0 efou J; # 07?; (ii) quando aplicamos
um campo fmpar (H ou .J3), a degenerescéncia do modelo de Ising frustrado com in-
teraches antiferromagnéticas (AF) entre primeiros vizinhos (Jz < 0) diminui; pode esse
fato gerar uma ordem AF similar ao caso na rede triangular?; (iii) ja que o caso puro
do ferromagneto de Ising usual (J2 > 0, J3 = H = 0) e o caso do modelo de Ising com
interacées somente nos tripletos (Jz £ 0, J; = H = 0) possuem temperaturas criticas
finitas distintas para um valor fixo de m > 1 (como mostrado em [96]) esses modelos per-
tencem a classes de universalidade distintas? No caso afirmativo, qual o comportamento
critico dos modelos intermediarios com Jo > 0 e J3 ## 07 Em suma, esperamos que o es-
tudo da criticalidade do modelo aqui conéiderado, que para algumas faixas de pardmetros
contém muitos ingredientes complexos (e.g., frustragdes, denerescéncia infinita no estado
fundamental, competicao entre diferentes tendéncias de ordenamento, um sushtrato nao

bipartido), contribua para um melhor entendimento dos fendmenos criticos em fractais.

Esse Capitulo est4 estruturado da seguinte forma: na se¢io (3.2) derivamos equagoes
recursivas para as variaveis de GR no (mSG)s. Na se¢io (3.3) discutimos o diagrama de

fases obtido para esse modelo, bem como seus expoentes criticos v.

3.2 Equagoes de GR

Nesse capitulo vamos considerar apenas o caso particular b = 4 do conjunto de fractais
(mSG),. Nosso critério para a escolha deste fractal especifico fol a exigéncia da preservagao
das simetrias do estado fundamental AT sob renormalizagio, como estd discutido em [25]
(os célculos que levam & escolha do (mSG)s sdo muito extensos e nao serao detalhados
aqui).

Ao invés de trabalharmos com o espaco (Kg, K3, k), que ¢ ilimitado, preferimos usar
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as varidveis de GR ¢, z e y definidas por:

¢t = tanh(K3), 2= tanh(K3), e y=tanh(h) , (3.1)

e que formam um espaco limitado.

A equagao (1.10) leva, portanto, s seguintes equagdes de GR:

, a;n/zl 1 ) m/4 -1 ) m/S ~1

m ) T = m ) ey_ ) 3-2
T/ LA ""/8+1 (32)

‘onde definimos as fungoes

= R ammwO] 7 PR atowl )]
= Wammw | 7 R anwiatn?
a3=[Wfl-)(TTT)W§1)(TTl)]/[ w WP eI (3.3)

As expressbes das fungdes de partigéio restritas, como fungdes de t, z e y, estao explicitadas

no apéndice B.

Cada uma das variaveis de GR est4 confinada ao intervalo [—1,1]. No eixo (t,0,0)
.(que corresponde ao modelo de Ising usual com J3 = H = 0} nossa transformagio de GR
fecupera ulm resultado anterior [25]. No eixo (0, z,0) (correspondente ao modelo de Ising
com interacdes somente entre os trés spins nos vértices dos tridngulos orientados para
cima (Jo = H = 0)) a transformagéo de GR (3.2) se tornat’' =t¢,y =y e

P € 0 Kl € B
(14 29)m+ (1 —2%)m

(3.4)

O eixo (0,0,y) corresponde a um conjunto de spins nao interagentes entre si sujeitos a

um campo magnético e as equagoes (3.2) tornam-se, simplesmente, k' = mh.



49

Ponto Fixo (¢, z,y) p(m

AFT® (—0.603, -0.851,0.427) | v ~ 1.963

AFT® (-0.603,0.851, —0.427) | 1D =~ 1.963

F(0,1,0) M —Ind/Inm (l<m<9)
PP (0.371,1,-0.192) v ~ 0.630

PP (0.433,1, —0.228) v(19 ~ 06016 (for ¢ > 0)

P (—0.0537, 1,0.0269) (19 ~ 0.6018 (for ¢ < 0)

P (0.767,1, —0.467) v@) ~ 0.4626 (for ¢ > 0)

P™ (~0.340,1,0.175) 20~ 0.4629 (for t < 0)

Tabela 3.1: Expoentes criticos do comprimento de correlagao v™) calculados nos pontos fixos

relevantes (de coordendas (¢, z, y)) para valores diferentes de m.

3.3 Resultados

3.3.1 Diagrama de Fases Global

Inicialmente gostariamos de frisar que, similarmente & rede tridngular, a rede (mSG)4 é
tripartida, ou seja, ela pode ser dividida em trés subredes similares e interpenetrantes,
a, § e . Os sitios de qualquer uma dessas trés subredes sao segundos vizinhos uns dos
outros e tém vizinhos mais préximos localizados numa outra subrede. No modelo de lsing
AF (J; < 0), a notacao para as fases (afiy)==(1T]) aqui utilizada significa que a maloria
dos spins nas subredes o, § e v estdo, respectivamente, nos estados T, T e |. O conjunto de
trés fases AF degeneradas (aﬁ’y)z(Tle, (afy)=(111) e (efy)=(1{T) séo referidas aqui
simplesmente por AF; ou T1{, enquanto que as trés fases AF degeneradas (afv)=(111),

(afy)=(111) e (aBv)=(11]) s@o referidas simplesmente por AFj ou [{T.
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Figura 3.1: Diagrama de fases global do modelo de Ising na rede (mSG)s para m = 2. Os
quadrados cheios representam os atratores das fases 11} (AFy), 111 (AF}), 111 (P1) e L1l (Py),
enquanto que P(0,0,0) é o atrator de quase todos os pontos da superficie ABCD. Mostramos
também um dos pontos criticos de ‘Baxter-Wu’ zpw. Os quadrados vazados simbolizam os

pontos fixos especiais que sdo as intersecoes de trés fases.

Vamos agora estudar a criticalidade do modelo considerado segundo nossa trans-
formacio de GR (t,z,y) — (t',a', 1) obtida das equagbes (3.2). Iniciaimente podemos
notar que, devido b simetria do Hamiltoniano (equagao (1.6)) do sistema, o diagrama de
fases mostrado na figura (3.1) & simétrico sob a transformacio R : (t,#,y) — (t, =z, —y).
As iteragdes sucessivas das equagoes (3.2) levam, bara um valor fixo de m, a quatro
pontos fixos completamente estdveis, quais sejam: Py = (0,0,1) (caracterizando a fase
paramagnética P; com campo infinito positivo), P| = (0,0, —1) (caracterizando a fase
paramagnética P| com campo infinito negativo), AFy = (=1, —1,1) (correspondendo &
fase antiferromagnética triplamente degenerada AF; com a maioria das subredes com

spins orientados para cima 71]) e AF| = (-1,1,—1) (caracterizando a fase antiferro-
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Figura 3.2: Superficie critica AF|-P| para m = 2. Os atratores das fases sao representados
por quadrados cheios. No eixo invariante t, que corresponde ao modelo de Ising usual, ¢ €
o ponto crilico ferromagnético que separa a fasc paramagnética (com atrator em P) da fase
ferromagnética (com atrator em Ft). AF| é o atrator da superficie critica AFy — P). Para uma
melhor visualizacao as outras superficies néo sdo mostradas. Note que a linha vertical A AF)
representa, de fato, linhas verticais diferentes mas muito préximas entre si correspondendo a

secoes r=constante com valores diferentes de x proximos de 1.

magnética triplamente degenerada AF| com a maioria das subredes com spins orientados
para baixo | [1). Essas quatro fases sao separadas entre si pelas trés superficies bidimen-
sionais P} — P| (a superficie retorcida ABCD com o ponto P em seu centro), AF; — P (a

superficie meio cénica superior A AFy CD) e AF| — P (a superficie meio conica inferior

D AF, BA).

Issas superficies sdo, excluindo suas bordas e algumas partes dos eixos t e = (ver

abaixo), os dominios de atragao dos respectivos pontos fixos semi-instaveis P = (0,0, 0)

(que corresponde a uma temperatura infinita}, AFY ) o AFf(m) (ver tabela (3.1)). A
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su'pe_rfl'cie critica AF| - P| (que pode ser vista com mais detalhes, para m = 2, na figura
(3.2)) intercepta a superficie P; — P| nos planos z = 1 (ao longo da curva AB mostrada
na figura (3.3)), que é a inica situagio onde ocorre a transi¢ao Py — AF|) et = —1 (a0
longo da curva AD mostrada na figura (3.4)). As 6utras bordas dessa fronteira AF| — P
sio as linias AF| B (t,1,—1) € AF| D (—1,z,—1) cujos pontos fluem para o atrator AF).
A fronteira AF| — P| é similar a um cone com vértice em D e cujas segoes z=constante
(mostradas na figura (3.2)), para z nao muito préximo de 1, sdo bastante estreitas e se
aproximam dos pontos da curva AD tangencialmente ao plano { = —1 (representado na
figura (3.2) por linhas verticais paralelas ao eixo y). Na regido préxima ao atrator AFj,
a abrangéncia de uma segio r=constante aumenta muito rapidamente & medida em que
z se aproxima de 1, sem nunca intercépta.r o plano y = —1 {com exceééo da linha AF|
D), até que esta toca a curva AB quando ¢ = 1. A superficie critica AFy — Py (que pode
ser obtida da superficie AF| — P, pela tranformacao R) intercepta a superficie Py — P
nos dois planos ¢ — —1 (ao longo da curva DC obtida da transformada R da linha critica
AB da figura (3.3), que é a tnica situagio onde a transigao P| — AFy existe) e t = —1
(ac longo da curva AD mostrada pa figura (3.4)). Essa curva no plano t = —1 é, de
fato, a intersecéo de trés superficies. Portanto, a transigdo AFy — AF| ocorre somente
nesse plano (que nfio é um plano invariante) ao longo da curva AD. No que concerne a
superficie Py — P|, além desta ser limitada pela curva AD, suas outras bordas estao nos
planos invariantes ¢ = 1 (ao longo da curva BC mostrada na ﬁguré, (3.5)), = = 1 (ver
curva AB na figura (3.3)) e ¢ = —1 (ao longo de DC). Além dessas trés curvas em planos
invariantes, a superficie P; — P; contém outros dois espagos invariantes, quais sejam, os
cixos t € 7. rCada um desses cinco espagos invariantes corresponde a um modelo especifico
(com sua prépria classe de universalidade) que decreveremos em detalhe nas proximas

segoes.
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Figura 3.3: Diagrama de fases do plano invariante z = 1 para qualquer valor de m > 1. A linha
critica AB separa a fase antiferromagnética AF| (com atrator em (-1,1,-1)} da fase paramagnética
com campo externo infinito positivo P (com atrator em E(0,1,1)). Como discutide no texto, os

poutos da fronteira AB convergem todos para o ponto fixo Fy somente para m < 9.

Contrariamente as outras superficies AF; — Py e AF| — P|, verificamos numericamente

(e também analiticamente na vizinhanga dos pontos fixes Fi(1,0,0) e F(0,1,0)) que a
superficie P; — P| ndo varia com a dimensao fractal dgcm) (para m > _1). Podemos entender
essa invaridncia da seguinte forma: a superficie Py — P| nio € critica, jd que todos os seus
pontos (incluindo a curva AD), com excegao daqueles pertencentes aos espagos invariantes .
mencionados, fluem para o ponto fixo & temperatura infinita P onde o comprimento
de correlacio é nulo. Essa superficie desempenha o mesmo papel da linha nao-critica
constituida pelos pontos paramagnéticos (T > Te(d), H = 0) do diagrama de fases do
ferromagneto de Ising usual num caxﬁpo magnético uniforme H em redes hipercubicas
d-dimensionais (d > 1) (Tc(d) denota a temperatura critica quando I = 0). Os pontos da

transi¢io AF; — AF| (curva AD mostrada na figura (3.4)) devem, portanto, corresponder
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Figura 3.4: Corte do diagrama de fases no plano nao invariante ¢ = —1 (para qualquer valor de

m > 1). A linha AD é a interseco de trés superficies: Py-Py, AFy-Py, e AF)-Py. Os quadrados
cheios representam os atratores das duas fases antiferromagnéticas AFy e AF). Os pontos em

AD convergem para o ponto fixo P no centro da superficie P; — Pj.

a comprimentos de correlagao finites que, sob aplicagbes sucessivas da transformacao de
GR, decrescem até se anular em P. Dessa forma, a transigao AFp — AF) deve ser de

primeira ordem.

Alguns cortes do diagrama de fases global estao ilustrados, para m = 2, na figura (3.6)
(plano t = 0), (3.7) (plano 2 =0) e (3.8) (plano y = 0). Devido ao fato das fases AF; e
AF| serem muito estreitas nos trés casos acima, desenhamos as linhas criticas AFy — Py
e AF| — P| fora de escala. Estes cortes contém dois casos particulares importantes: o
modelo de Ising usual (ond2 z = y = 0) ao longo do eixo t e 0 modelo de Ising com
apenas mteragoes entre trés spins em tridngulos orientados para cima (onde t = y = 0) ao
longo do eixo z. Esses casos serdo analisados em detalhe na préxima segao. No entanto,

gostariamos de frisar que o dominio da [ase nao usual de Berker e Kadanoff [29], que .
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Figura 3.5: Diagrama de fases do plano invariante ¢ = 1 para qualquer valor de m > 1. A curva
BC separa as fases paramagnéticas Py e P| {(com campo externo infinito) cujos atratores sao C

e B. F; & um ponto fixo de descontinuidade (transigao de primeira ordem).

aparece no caso AF do modelo de Ising para dimensées fractais suficientemente grandes,
estd restrito apenas ao eixo + < 0. Isso significa que a aplicagdo de qualquer um dos
campos impares H ou K3, nao importa o quio pequeno cada um deles possa ser, destron
essa fase. Fiste mesmo fato ocorre para a fase ferromagnética ao longo do eixo ¢t > 0 (como
pode ser visto nas figuras (3.7) e (3.8)), de uma maneira similar ao que acontece para a

rede (mSG)g [96] (vide capitulo 2).

Cortes adicionais do diagrama de fases estio mostrados nas figuras (3.9) (plano t =
~0,7), (3.10) (plano » = 0,8) e (3.11) (plano y = 0,2) para diferentes valores do nimero
de folhas m. Podemos notar que as fronteiras criticas Py — AF; e Py — AF} sao muito mais-
sensiveis ao aumento de m nas regioves proximas dos seus respectivos atratores (ver, por
exemplo, a figura (3.10), onde as transi¢bes Py — AF; para 2 < m < 32 sao indistinguiveis,

dentro da escala adotada).



56

bt

-9 = .
-1 X {

Figura 3.6: Corte do diagrama de fases global no plano ¢ = 0 para m = 2. O ponto xpw
(—azpw) é o ponto critico do modelo com interagoes somente entre trés spins que separa a fase
paramagnética (com atrator em P) da fase ordenada cujo atrator é Fy (—Fz). Para uma melhor
visualizago, as fronteiras AF] — P| e AF} — Py (que sao muito estreitas) estao desenhadas fora

de escala.

3.3.2 Modelos nos Eixos Invariantes

O modeclo de Ising usual na rede (mSQG), corresponde ao eixo invariante (t,0,0) do nosso
modelo. Nossa transformacio de GR se reduz, nesse caso, & equagao (26) da referéncia
{25]. No caso m > 1 ferromagnético, t > 0 (K3 > 0}, existe um ponto critico instavel em
tf_.”') que separa a fase ferromagnética (com atrator Fy emt = 1), da fase paramagnética
(com atrator P em t = 0). Como veremos na segao (3.3.4), existe uma transigao de
primeira ordem no intervalo t((:m) <t < 1. A medida em que a dimensao [ractal aumenta,
a temperatura critica TF (M) aumenta, como é mostrado na figura (1.5b}, expandindo o
donrnio da fase ordenada. No que concerne ao caso AF (1 < 0}, o sistema € paramagnético

em todas as temperaturas para valores de m < m¢ (m, = 115.57). Mas, para dimensoes
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Figura 3.7: Corte z = 0 do diagrama de fases global para m = 2. O eixo ¢ corresponde ao
modelo de Ising usual na rede (mSG)y. ¢ é o ponto critico ferromagnético que separa a fase
paramagnética (com atrator em P) da fase ferromagnética (com atrator em F). As fronteiras

AF| — P| e AF; — Py, que sao de fato muito estreitas, estdo desenhadas fora de escala.

fractais acima dessa dimensao critica (dys. =~ 5, 08), surge um ponto critico tﬁc separando
a fase paramagnética da fase nao usual com atrator t%‘;-? localizado a uma temperatura
nao nula (ver figura (8) de {25]). Como foi demonstrado {25] anteriormente, a fungao de
correlagio ao longo dessa fase do tipo Berker e Kadanoff [29] tem um decaimento com
a distancia do tipo lei de poténcia. A variacao da temperatura crﬂ:ica com a dimensao

fractal pode ser vista na figura (9) de {25] (por exemplo, para m = 140, tape = —0,555,

enquanto que o atrator ocorre em t4p =~ —0, 879).

O eixo invariante (0,z,0) (H = K2 = 0) corresponde ao modelo com interagoes
somente entre trés spins localizados nos vértices dos tridngulos orientados para cima.
Um problema similar na rede tridngular (mas com interacoes em todos os triangulos) foi

resolvido exatamente por Baxter ¢ Wu [104]. Nesse caso, nossa transformagao de GR
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Iigura 3.8: Corte y = 0 do diagrama dc fases global para m = 2. As fronteiras AF] — P| e

AFp — P; estao fora de escala.

é dada pela equacio (3.4). Existe, para m > 1, um ponto critico :cg'ﬁ), (BW se refere a
Baxter e Wu) que separa a fase paramagnética (com atrator P em z-— 0) da fase ordenada

(com atrator F; em z = 1). I interessante frisar que encontramos transigoes continuas

(como veremos na secio (3.3.4)) em a:g?},, em contraste com a transigdo de primeira

ordem (onde h4, para temperaturas abaixo da temperatura critica de BW, coexisténcia

da fase P; com as trés fases AI" degeneradas da forma AF}) obtida por Baxter ¢ Wu.

- . . - . A . sy kiid
Devido & simetria do Hamiltoniano, no caso £ < 0, existe um ponto critico em ——xfgﬂ),

separando a fase paramagnética (z = 0) da fase ordenada (com atrator —F; em z =

—1). O comportamento da temperatura critica kBTg;} /J3, & medida em que variamos

(m)

a dimensdo fractal, pode ser visto na figura (3.12). Para dy* -— 0o, a temperatura

;- . . (rrt) 4
critica se comporta assintoticamente como kBTgw [Js 9%/t | Esse comportamento
exponcncial é similar aos casos do modelo de Potts em redes hierarquicas [97] e do modelo

de Ising na rede (mSG)q (vide capitulo 2) [96], contrastando com o comportamento linear
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Figura 3.9: Secéo ¢ = constante do diagrama de fases global com ¢t = —0, 7 para valores distintos
dem (m = 2,4,8,16 ¢ 32). Podemos notar que o dominio das fases antiferromagnéticas aumenta

a medida cm que a dimens&o fractal cresce. A superficie Pj-P) nao varia com a dimensao fractal.

kgTe/J2 ~ 2d encontrado no ferromagneto de Ising em redes hipercibicas com dimensoes

d altas [98]. Nosso resultado acima, junto com o resultado obtido no capitulo anterior [96]
(m) ) : om)

(kBTg;Z/ Ja ~ 2% 7/?) sugerem o comportamento assintStico geral kBT,(—,,TJ [Jg ~ 24P

para a temperatura critica do modelo de Ising com interagdes entre tripletos na rede

(mSG),,.

O dltimo eixo invariante, {0,0,y) (K2 = K3 = 0), que corresponde a spins indepen-
dentes entre si em um campo magnético externo, ¢ governado pela equacao simpl=s de GR
B = h. Para m # 1, essa equagao leva a um ponto {ixo somente em h = 0, ponto esse
que separa a fase P; (com atrator Py em y = 1) da fase P| (com atrator P; em y = —1)

{ver figuras (3.6) e (3.7)).
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Figura 3.10: Secao = = constante do diagrama de fases com z = 0,8 para diferentes valores
dem (m = 2,4,8,16 e 32). A linha P;-P| (linha em negrito) é invariante com m, e as linhas

criticas P} — AFy para 2 < m < 32 sao indistinguiveis dentro da escala aqui adotada.

3.3.3 Modelos nos Planos Invariantes

Nessa secdo analisamos os cinco planos invariantes t = 1, z = £1 e y = £1. O plano
¢ = 1 é um plano invariante onde o acoplamento K ¢ infinito. Portanto, as configuragoes
acessiveis para os spins sio somente aquelas onde spins primeiros vizinhos estdo na mesma

diregao (0;0; = +1). Nessa condigao, o Hamiltomano se torna

OH = —KoNy — Z(hc‘i + KS)Ui (3.5)

1

que é equivalente a spins independentes entre s1 em um campo magnético ndo uniforme
(com uma dependéncia no sitio em ci) h; = he; + Ka. Ny representa o nimero de ligagoes
na rede (mSG)y. Nossas equaces de GR (3.2) conduzem, para todos os valores de 7@
investigados, & fronteira BC mostrada na figura (3.5). Essa curva separa a fase P; (com
atrator em C = (1, —1,1)) da fase P| ( com atrator em B = (1,1, —1)). Mostraremos, na

secao (3.3.4), que essa transicao é de primeira ordem no ponto fixo Fy(1,0,0). Como era
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Figura 3.11: Segao y = constanie do diagrama de fases com y = 0,2. As linhas Py-P) nao variam
cont m. As curvas na parte superior esquerda representam as linhas criticas P|-AF; param = 2

(a curva mais alta), 4, 8, 16 ¢ 32 (a curva mais baixa).

esperado, para valores positivos (negativos) de y e z e portanto k; > 0 (h; < 0), a tnica
fase possivel € a Py (P]). Quando os dois acoplamentos tém sinais diferentes, h4 uma
competicao entre os ordenamentos ‘para cima’ e ‘para baixo’. E interessarﬂe notar que os
atratores B e C das fases estao localizados na fronteira BC que € tangente aos eixos ¢ = 1
(no ponto B) e z = —1 (no ponto C). Esse comportamento nao usual, onde os atratores
estiao localizados na fronteira entre as fases, foi também obtido para o modelo de Potts
com trés estados com interacdes entre pares e tripletos na rede (mSG), [25] e no modelo

de Ising com interagdes entre pares primeiros e segundos vizinhos na rede quadrada [105].

Os planos ¢ = 1 e z = —1 também sao invariantes sob a transformacio de GR.
Devido & simetria do Hamiltoniano (ver equagao (1.6)), discutiremos aqui somente o plano
z = 1. BEsse plano corresponde a um acoplamento Ky infinito. Portanto, as configuragoes

acessiveis sao somente aquelas onde spins nos vértices dos tridngulos orientados para cima



62 .

Figura 3.12: Temperatura critica (curva traccjada) e expoente critico v (linha continua) em

fungdo da dimensao fractal d}m) da rede (mS5Ga.
obedecem & condicio v;00, = 1 (i.e, 117 e 1]]). O Hamiltoniano se torna

OH = —K3sNa— Ka Y 0i05 —hY_ cio; (3.6)

<i5> i
onde N é o nitmero de tridngulos orientados para cima na rede (mSG)4. As configuragoes
que aparecem nias somas em < ¢,j > e em i devem obedecer também & condigao 0,00, =
1. O diagrama de fases nesse plano é mostrado na figura (3.3). Ha uma fronteira critica
separando a fase P; (com atrator em E=(0,1,1)) da fase AF| (com atrator AF). Como
era esperado, as linicas fases presentes sdo a Py e a AF|. Para valores positivos (negativos)
de t e y ha somente a fase P; (AF|), j4 que nessa regiao nao existe competi¢ao entre as
diferentes tendéncias de ordenamento. Como iremos mostrar na pré#ima secao, o ponto
fixo I, muda de estabilidade quando o nimero de folhas m atinge o valor m = 9. Para
m < 9, todos os pontos na fronteira critica convergem para o ponto fixo Fy. Param =9,

surge um ponto fixo Pl(g) sobre a fronteira critica para o qual convergem todos os pontos
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dessa fronteira com ¢t > 0, os outros pontos convergem para o ponto fixo marginal Fz.

Para m > 9, surge um ponto fixo adicional Py sobre a fronteira critica que atrai todos

os pontos dessa linha com ¢ < 0; os pontos com ¢ > 0 convergem para Pl(m).

No plano invariante y = 1, que corresponde a um modelo com campo magnético
positivo infinito, os tnicos pontos fixos sao os atratores P; e AFy, bem como os pontos
E(0,1,1) e C(1,—1,1). As linhas z = —1 e t = —1 pertencem & fronteira critica da fase

P; e todos os seus pontos, com excegao do ponto fixo C, convergem para o atrator AF;.

Todos os outros pontos desse plano, exceto E, séo atraidos para o ponto P;. Portanto,

a fronteira critica no plano y = 1 se reduz as duas linhas de borda z = -1 et = 1. A
discussio do plano y = —1 , devido & simetria do Hamiltoniano, ¢ similar a do plano
y=1L

3.3.4 Autovalores e Expoentes Criticos

Os expoentes criticos do comprimento de correlagao (™) podem ser obtidos dos autova-
lores relevantes ,\fm) > 1 (I = 1,2 ou 3) da matriz Jacobiana Jm = g’ &, v) /8, 7, v)

nos pontos fixos instdveis através da expressao:

(m) Inb
i T )
].n Al

(onde XA > 1) | (3.7)

onde b é o fator de expansio linear (b = 4). A variagdo de v com a dimensao [ractal no
modelo de Ising usual (K3 = H = 0) pode ser vista em [25] (figura (13)) para as duas
transigbes, para-ferromagnética e a do tipo Berker e Kadanoff. No caso do modelo de
Ising com interagdes nos tripletos (Ko = H = 0), o grafico de v versus d}m) é mostrado na

figura (3.12). E interessante frisar que, neste caso, v diverge quando m — 1 da seguinte

Tforma:

UNP?warl (m—1) (3.8)
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que coincide com o comportamento assintético obtido no caso K3 = H =0 [25], e que é
similar aos resultados encontrados para o ferromagneto de Potts em redes hipercibicas
[106] e redes hierdrquicas do tipo Migdal-Kadanoff [97].

Qutros valores do expoente (™ para a transicio para-ferromagnética nos dois casos,
o caso geral e o caso limite K3 — oo, estdo mostrados na tabela (3. 1) para alguns valores
de m. Note que, devido & simetria do Hamiltoniano (equacao (1.6)), as duas transicoes,
AFy — Py e AF;— P;, estdo, para um valor fixo de m, na mesma classe de universalidade.

No ponto fixo F, encontfamos os seguintes autovalores: Ay =0, Aa =m/9 e Az =m,
que provoca, para m > 9, uma mudanga na estabilidade de F. A classe de universalidade
da transicio P; — AF) no plano invariante z = 1 descrito na segao (3.3.3) é controlada
por: i) Fy para m < 9; ii) Pl(g) quando t > 0 e Fy quando ¢ < 0, para m = 9; iii) Pl(m)
quando t > Qe Pg(m) quando t < 0, ambos param > 9.

No .que concerne ao modelo de Ising usual (onde K3 = H = 0), o segmento linear
(™ < t < 1) ligando o ponto critico férroma,gnético (™ a0 ponto fixo com acoplamentos
fortes Fe(1,0,0) (ver a linha tracejada nas figuras (3.7) e (3.8)) ¢, para todo m > 1,
uma linha de transicao de primeira ordem pois (considerando uma generalizagao para
fractais do argumento de Nienhuis e Nauenberg [107, 108]) o maior autovalor em F%,
A=10m = bdffm), reproduz a dimensao fractal d}m) do sistema. Uma linha de C(-)existéncia
similar entre as fases P; e P aparece no modelo de Ising na rede triangular (ver, por

exemplo, [109]).
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CAPITULO 4

Ferromagneto de Ising em Redes
Hierarquicas do tipo Diamante: Verificacao

Analitica da Lei de Hiperescala

4.1 Introducgao

Nesse capitulo retornamos a questio da validade das leis de escala para expoentes crl'ticos.
em sistemas fractais, que abordamos no capitulo (2) para o modelo de Ising definido
em uma familia de redes fractais com topologia similar & da rede triangular. Apenas
para relembrar, nossa abordagem naqueles sistemas partiu da determinaciio das fungdes

termodinAmicas para em seguida, através da andlise dos comportamentos dessas fungoes
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na vizinhanga da temperatura critica, determinar pumericamente os expoentes criticos do
gisl;ema e finalmente verificar a validade de algumas leis de escala para esses expoentes.

No trabalho que vamos relatar em seguida, vamos usar um método diferente para a
determinacao dos expoentes criticos que foi introduzido por Morgado et al [23]. Nessa
abordagem ..emos mostrar que a lei de hiperescala para o modelo de Ising em toda a
familia de RHs do tipo Diamante pode ser verificada analiticamente, sem a necessidade
de nenhum céleulo numérico intermedidrio [110]. Como vamos nos restringir ao modelo
de Ising na auséncia de campo magnético externo, nos limitaremos a VQI'iﬁC&I‘ a validade
da lei de hiperescala.

Esse capitulo est4 estruturado da seguinte forma: na segao (4.2) definimos o modelo
que estudamos e o método empregado na determinacio dos expoentes criticos. Na secao
(4.3) derivamos relagoes de recorréncia para a energia interna do sistema em diferentes
hierarquias da rede e a transformacio de GR para a constante de acoplamento ferro-

magnético. A secio (4.4) consta da verificagdo analitica da lei de hiperescala.

4.2 Modelo

Vamos consider o ferromagneto de Ising & campo nulo na familia de redes hierarquicas do
tipo diamante (s quais nos referiremos simplesmente como RHD). No capitulo 1 vimos
que essas redes sao geradas pOT Um processo iterativo que parte de uma tunica ligagao
conectando dois sitios (n = 0) que é substituida pela célula bésica constituida dé P ramos
em paralelo, cada um dos quais é constituido de b ligagoes em série. O nivel, ou hierarquia,
n é obtido do fhivel anterior pela substituigio de cada uma das ligagoes pela célula basica.
Qs primeiros passos desse processo recursivo estao ilustrados na figura (4.1) para os casos
(P =2,b=2) (a RH diamante) e (P = 2,b = 3).

No limite n — oo obtemos uma rede, que denotaremos por RHD(py), com dimensao
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JRVRS
ol

nivel n=0 n=1 n=2

Figura 4.1: Primeiros trés passos de construgdo das redes RHD(p_g -0 € RHD(p_2 p—3)- Os

circulos vazados sao as raizes das redes hierarquicas.
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fractal dada por:

In(Pb)
Inb

ds (P, b) — (4.1)

Nos célculos que se seguem, os pardmetros P > 2 e b > 2 estao fixos.

A cada vértice ¢ da rede RHDpp) no nivel n vamos associar uma variavel de spin de
Ising o; = 41, e vamos considerar o modelo descrito pelo Hamiltoniano adimensional {que
é o caso particular K3 = A = 0 da equagio (1.5))

—BHp=Kn Y 0i05 (4.2)

<hg>
onde K,, = fJ, € J, > 0 é a constante de acoplamento entre pares de spins primeiros
vizinhos no nivel n. A soma é sobre todos os parés primeiros vizinhos < i, j > da rede no

nivel n. Relembramos que a funcdo de particao do sistema no nivel n é definida por

Zyp =Y exp (Kn > cr,;crj) . (4.3)

{o} <ig>
Se realizarmos um traco parcial sobre todos os spins da rede no nivel n, com excegéo
daqueles pertencentes a uma célula bésica particular (ver a figura (4.2)), essa fungao de
particio serd expressa como um trago sobre os spins restantes (aqueles que pertencem &
célula bdsica isolada) com um Hamiltoniano equivalente Hg que tem a forma malis geral

dada por (para a RH mostrada na figura (4.2)):

Hg = C + Ko{j10 + 10’ + p20 + p20”) + Kpgapo + Hipn + Hapa (4.4)

onde ¢, Kg, Hy e Hy sio funcoes desconhecidas, em principio, da constante de acopla-
mento K,. A célula bisica escolaida esta conectada a0 resto da rede pelos spins p e pa.
o e ¢’ sao os spins internos & célula basica que aparecem apenas no nivel n da rede. Os
campos (H, e Hy) e o acoplamento (K g) efetivos sao devidos & influéncia do resto da rede

sobre os spins externos g e pa.
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nivel n-1 nivel n

Figura 4.2: Ilustracdo do mecanismo de construgio do Hamiltoniano efetivo. No nivel n, cada
ligagdo da rede no nivel n — 1 ¢ substituida pela célula basica (com P = 2 e b = 2 nessa figura).
As médias envolvendo os spins que apareceram apenas no nivel n (o e o’) estdo relacionadas
com as médias envolvendo os spins do nivel anterior (11 e pg) através do sistema de equagoes

derivado do Hamiltoniano efetivo exibido no texto.

Esse método do Hamiltoniano efetivo foi usado para calcular exatamente magne-
tizagoes locais, varias grandezas termodindmicas e expoentes criticos do modelo de Ising
em RHs [23, 24|, do ferromagneto de Potts com ¢ estados em algumas RHs do tipo
diamante [27], do antiferromagneto de Potts com ¢ = 3 numa familia de RHs do tipo
diamante (b = 3 e P > 2) |26] é de vidros de spin [24].

Na proxima se¢do vamos usar esse Hamiltoniano efetivo para ca.léular a relagao entre

as energias internas do sistema em niveis diferentes da RHD.

4.3 Relacoes de Recorréncia

A energia interna adimensional (em mddulo) por ligagdo para o sistema no nivel n é dada

por:

< Hyp > :
Ep=—1"  —<por> | 4.5
—JnN(pbm # (4:5)
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oude N(pp), € 0 nimero de ligaces e iz e 0 sdo quaisquer dois spins primeiros vizinhos na
rede RHDp) no nivel n.

Usando o Hamiltoniano dado pela equacao (4.4) (e suas generalizagoes para outras
redes com diferentes parametros b e P), podemos calcular as guantidades relacionadas

aos spins g, e pg, que podem ser formalmente exp.essas como:

4

Ly = fl(I{m KE') H11H21 C)

Iy < pt >= fo(Kpn, Kg, H1, Ho, C
< n 1/42 ( E, 41 ) (4.6)

Zn < pt1 >= f3(Kn, Kg,H1, H, C)

L Zn < o >— f4(I{n, KE: H11H2a O)

Para o caso mais simples, b = 2, por exemplo, obtemos as seguintes equagoes

,
Ty = eC(eHHl—H2+2Kn+KE + e—-Hl—Hz—iZKnJrKE + 28—H1+H2-KE+

28H1—H2—KE +6H1+H2-42Kn+KE + 6H1+H2+2Kn+KE)
T < fyfin > = eC(e~H1—H2+2Kn+KE + e Hi—Hy—2KntKg _ 9o—Hi+H2—Kgp_
28H1—H2-KE + 8H1—+—JL12—2K.1—+-K;-: + eH1+H2+2Kn+KE)
{ (4.7)
Zn < >= eo(._e_'Hl“H2+2Kn+KE _ e—Hl—H2"'2Kn+KE _ 28—H1+H2*KE+

26H1“H2_'KE +€f11+H2—2Kn+KE +6H1+H2+2Kn+KE)

_ C(  —Hi—Hpt2KntKp _ —Hi~Hp—2Kn+Kg | 0,—Hi+H2—KE_
T < fig >= e“{—e e + 2e

2€H1—H2-—KE +8H1+H2—2Kn+KE + 6H1+H2+2Ku+KE)
\

Podemos também calcular médias envolvendo os spins pertencentes ao tltimo nivel n,

em particular:

Zn, <010z >= @1 (Kn: KE: Hla H2: O) ) : (48)

onde 01 e 09 Sdo spins primeiros vizinhos na rede HL(pp), e portanto, da equagao {4.5),

< g109 >= FE,. Para o caso b = 2, por exemplo, obtemos

—H;y—H K, —Hy—Hz—-2K, Hi+Ha+2K,
T < 0109 >= eO+KE(e Hy—Hz+2 n _ g H1—H2 " 4o t+Ha2 n) (4‘9)
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Invertendo o sistema de equacdes dado por (4.6), obtemos os parametros C, Kg, Hy e Hq
como fungdes das médias envolvendo os spins ¢ da hierarquia n — 1. Para o caso b = 2,

por exeniplo, obtemos:

1/2
eHl — i (84K + 1)(_ < py >+ < po> b < ppn > —1_) / eKE (410)
eX 2< py >+ < po > — < pypp > —1) -
1/2
e L (€ +1)(< py > — < pg > + < prpg > —1) )7 Ke (4.11)
el 2(< p1 >+ < p2> — < ppe > —1) ’

oKE — 4B ((< > + < po >)* — (< papg > +1)2) 8 (4.12)

(eBK 4 204K + D)((< py > — < g >)? — (< prypig > —1)2) '

Note que ndio é necessario calcular C, jé& que, né pratica, dividimos as equagoes (4.6) e

(4.8) por Zy.

As solugdes de (4.6) podem ser substituidos nas equagdes (4.8) para obtermos relagdes
de recorréncia para a energia adimensional E,. Essa recorréncia pode ser formalmente

expressa como:

Al c®
() _ n’ () n
En * B-;(;b) Enwl + Bf(,,b) ' (413)

onde A®, B,(f’) e C® que dependem da rede HL(pp particular que utilizamos atraves
do parametro b (o parametro P nao aparece devido a equivaléncia entre os ramos em
paralelo na célula bésica), <sé0 funcgoes do acoplamento. K,. Dessa forma, se fixarmos a
energia do sistema na hierarquia 0 (uma tGnica ligacao), é imediato o cdlculo da energia nas
hierarquias subsequentes através da iteracao da equagéo (4.13). As expressoes explicitas

das funcoes Ag’), BS’) e CS’) podem ser facilmente obtidas através do uso de computagao
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algébrica. Obtivemos:

A® — (g4 — 1Y para b=2,3, ...

C® = (24— 1)B®D  para b=2,3, ..

e

( BU = 1

B@ = 2(z*+1) = [(z2+ 1)* — (2% — 1)*]/4a?

B® = (2*+3)3at+ 1) = [(s?+ 1)® — (2? — 1)%)/4a?

B®W = 4(z* +1)(a® + 62* + 1) = [(z* + 1)® — (¢ — 1)%]/44?

BO) = (z8+10z* + 5)(52% + 10z + 1) = [(2? + 1)*0 — (2 — 1)'%}/42?

$ B® = 2(2% +3)(z* + 1)(3zt + 1)(z* — 22° + 222 + 2z + 1)(z* + 22° + 227 — 22 + 1)

= [(z?% 4 1)*2 —'(.'1:2 — 1)12]/4:1:2

B0 — 9(z* 4 1)(58 4 102% + 1)(2® + 102* + 5)(z*® + 4422 + 1662° + 442* + 1)

= [(2?+ 1)® — (2% — 1)) /4&”

(4.14)
onde definimos a varidvel © = €. As expressoes acima para A®) e C®), bem como a

expressao geral

B®(z) — —&%5{(:1:2 12— (-1} (4.15)

para a funcéo B, foram verificadas para valores do pardmetro b até b — 15. Portanto,
levando-se em conta que a estrutura das equagdes (4.6) se mantém sempre a mesma,
qualquer que seja o valor de b, alterando-se apenas o numero de tefn;os nos polindémios
em z nelas contidas, admitiremos que essas expressoes para AW BE o 0®) s50 validas
para todos os valores de b.

Para completarmos nossas equagdes de recorréncia, precisamos da renormalizacao da
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constante de acoplameunto adimensional K,,_; = K’ (ou, equivalentem'ente Tp_1 =2') em
termos da constante de acoplamento K, = K {ou z, = z). Essa recorréncia é estabelecida
de uma manueira usual, através da preservacio da fungio de correlagdo entre as raizes da
RH, que pode ser obtida através do célculo explicito do trago parcial Tr’ sobre os spins

internos da célula bisica da rede HL¢pp) da seguinte forma:
Tr' expH1(K) = exp(C + Ho(K")) (4.16)

onde H; é o Hamiltoniano da célula bésica {(nivel n = 1), Hg é o Hamiltoniano de uma

tinica ligacio (nivel n = 0) e C é uma constante. Obtivemos entao

by (1+U(@=)° Fr2 i1
z'(zr) = (m) onde U(z)= o ] : (4.17)

Para b = 2 nossa transformacio de GR resulta em K’ = Pln/cosh(2K) como na re-
feréncia [22]. A equaciio (4.17) admite, para todo P > 2 e b > 2, dois pontos fixos
estéveis triviais, quais sejam, z = 1 (I’ — oo) (fase paramagnética) e . — oo (T' = 0)
(fase ferromagnética), bem como um ponto fixo critico (instavel) que denotaremos por
:EEP:") (0 < z(py < 00). Conforme j& vimos nos capitulos anteriores, o expoente critico
v(py) do comprimento de correlagao ¢ calculado através da linearizacao da equagio de GR

(4.17) na vizinhanga do ponto critico z{py:

Inb d _ do'(x)
onde T(pp = da

Py = (4.18)

Inr .
(Pb) T(pb)

4.4 A Lei de Hiperescala

Com as relacdes de recorréncia obtidas acima, a lei de hiperescala (eq. (2.56)) pcde ser
provada analiticamente para o ferromagneto de Ising em todo o conjunto de redes fractais
RHD(ppy). Inicialmente, assumindo que na vizinhanca da temperatura critica Typp) (ou

z(py) & energia B, pode ser escrita como E, = E. + A(e)?, onde E. = E(z(py) ©
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€n = (mE‘P,b) — a,), obtemos, da equacgao (4.13), a seguinte expressdo para o expoente o:

In(B® (2)/ AP (7)) |«

*(rb)

O(pp) = (4.19)

Inrpp
Como o calor especifico estd relacionado com a primeira derivada da energia interna em
relagdo & temperatura, segue-se que qpy — 1 — T(pp).. |

Usando as expressdes da equacgoes (4.1), (4.18) e (4.19) verificamos que para que a lei

de hiperescala seja valida é preciso que:

(4.20)

que, apés algumas simplificacoes, se reduz & seguinte igualdade para o ferromagneto de
Ising nas redes RHD(pp):

52 1 B®

. C

1
1 (at-1) (U - UY) A0

(4.21)

Te

onde x. = T(py, U estd definido em (4.17), e U, = U{z.). Utilizando as expressoes
de A® B® ¢ C®) (egs. (4.14) e (4.15)) verificamos que a igualdade acima ¢ satisfeita
analiticamente para todas as redes RHD(py) e, em particular para.aquelas que testamos
explicitamente (2 < b < 15).

Apenas para ilustrar, no caso mais simples (b = 2), por exemplo, segue-se das equacoes

(4.14) que
() 4
ot [ RS (4.22)
A® zi—1
enquanto que
1 1 (2 -1)? (4.23)
(Us2-U2)  Bad(ef+1)
e portanto
(2 4 _
b 1 _lee ] (4.24)

(T2 — 72 2 '
A( ) (UC UC ) 4 :EC
que, sem o auxilio de nenhum célculo numérico, fornece o resultado que queriamos de-

monstrar.
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CAPITULO 5

O Método de Propagacao de Danos

Uma questdo central na teoria dos sistemas dindmicos é o quanto umna trajetéria no
espaco de fase depende das condigoes iniciais. Numa simulagao Monte Carlo, por exemplo,
o estado de um sistema segue uma trajetoria no espago de fase, atrav;és de aplicagGes suces-
sivas da dindmica utilizada no método Monte Carlo, até atingir um estado de equilibrio,
onde as configuragoes microscépicas sao visitadas com probabilidades proporcionais aos
seus pesos de Boltzmann. Se considerarmos o mesmo sistema, evoluinde com a mesma
dinimica, mas partindo de uma condi¢ao inici#l um pouco diferente, a nova trajetdria
seré pouco ou muito diferente da trajetéria original? Objetivando abordar essa questao,
Stuart Kauffman [111] introduziu o conceito de propagacao de danos no contexto de sis-

temas dinamicos com motivacao bioldgica. Mais especificamente, Kauffman modelava os



76

genes e suas mutagoes através de sequéncias de bits que evoluiam segundo regras simples,
do tipo autémato celular. Seu interesse consistia justamente em estudar a influéncia de
pequenas mutagoes (danos) sobre a evolucdo temporal desses genes.

De forma a tornar preciso o conceito de proximidade ou nao entre trajetorias no espago
de fase, devemos definir uma distincia nesse espaco. Kauffman considerou a distéancia, ou
dano (ou ainda distincia de Hamming), num tempo ¢, como sendo simplesmente a fracéo

de bits diferentes em duas seqiiéncias bindrias {O’EA)(t)} e {JgB)(t)}, ou scjas

Distancia(t) = D(t)

13 @ (8)
R;;Wrz' t)y—o; () (5.1)

, - . o A
onde N é o tamanho das seqiiéncias. Se considerarmos que a seqiiéncia {U,( ) (t)} repre-

senta um gene ‘normal’, enquanto que a seqiiéncia {o,?B) (t)} representa esse mesmo gene
apés sofrer uma mutacao (um dano) e estudarmos suas evolugdes temporais, medindo
a distancia D(t), poderemos responder & pergunta que fizemos no inicio desse capitulo.
Se, para uma determinada faixa de pardmetros do sistema, essas duas configuragoes, que
evoluem no tempo, seguem trajetérias préximas no espago de fase que finalmente coa-
Jescem, o sistema é dito estar numa fase congelada (D(t) — 0). Por outro lado, se as
duas configuracdes se mantém afastadas uma da outra indefinidamente, o sistema ¢ dito
estar numa fase ativa (D(t) > 0 # 0). Caso esse afastamento das trajetdrias seja obser-
vado mesmo para um dano inicial D{0) muito pequeno (apenas um bit (D(Oj = 1/N)),
podemos dizer que o sistema se encontra numa fase cadtica.

Na metade dos anos 80, esse conceito de propagacao de danos foi incorporado & fisica
(112, 31, 32], especificamente ao estudo de sistemas magnéticos de spins. A evolugio
temporal dos modelos para esses sistemas fisicos nido obedece regras deterministicas, como
era o caso do autdémato de Kauffman, por isso, essa extensao do método de propagacao de
danos ndo é imediata. De fato, as evolugdes desses sistemas envolvem um ruido térmico

que é obtido computacionalmente através de uma seqiiéncia de nimeros aleatdrios que
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toma parte no processo de decisao da evolugdo temporal de cada spin. De forma a manter
a idéia original do método de propagagao de danos (qual seja, manter a regra de evolucao
inalterada, mudando-se apenas a condigao iniciaﬂ) foi proposto que as evolugbes das duas
configuracdes (réplicas) que estdo sendo comparadas devessem ser acopladas através do
uso da mesma seqiiéncia de nimeros aleatérios [31], ou seja, as duas réplicas do sistema

devem estar submetidas ac mesmo ruido térmico.

Stanley et al [31] aplicaram o método de propagacio de danos ao ferromagneto de Ising
'na rede quadrada. Inicialmente eles deixaram o sistema de N spins evoluir até o equilibrio
segtindo uma dindmica de Glauber em uma simula¢io Monte Carlo. Uma vez atingido o
equilibrio, eles criaram uma réplica do sistema e ‘fliparam’ o spin no centro dessa réplica
(D(0) = 1/N). Daf em diante as duas réplicas evoluiram seguindo a mesma dindmica
e a mesma seqiiéncia de ntmeros aleatérios. Na figura (5.1) mostramos a fracao ¥ de
sitios diferentes (danificados) nas duas réplicas (equagio (5.1)) obtida em [31] em funcac
da temperatura do sistema. Nessa figura o dano ¥ é uma média sobre varias stimulacoes
independentes. Pode-se observar que existe uma temperatura 7y que coincide, dentro da
faixa de erro, com a temperatura critica estatica do modelo Te(d = 2), onde o dano se
anula (essa temperatura é chamada de temperatura de transigao de dano). Abaixo dessa
temperatura o ¥ é nulo (fase congelada) e acima de Ty este cresce com a temperatura T

(fase cadtica) até tender assintoticamente a reta ¢ = 0,5.

A dependéncia dos resultados obtidos através do método de propagagao de danos com
a dinamica particular que se usa para simular um sistema fisico ficou evidenciada com os
trabalhos que se seguiram sobre o modelo de Ising usando a dindmica de banho térmico.
Wang et al [34], por exemplo, obtiveram valores de dano nio nulos somente abaixo da
temperatura critica Ty =~ Te(d = 3) do modelo de Ising na rede cibica. Eles estudaram

a propagacio de danos partindo de duas condigdes iniciais diferentes: (a) D(0) =1 (uma
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Figura 5.1: Dano médio ¥ em funcao da temperatura para o modelo de Ising em d = 2 simulado

pela dindmica Monte Carlo de Glauber.

réplica preenchida aleatoriamente e a outra réplica com os spins invertidos em relacao a
primeira) e {b) D(0) = 0,5 (as duas réplicas aleatdérias e independentes entre si). O valor
médio (sobre todas as amostras simuladas) do dano < D(t) > em funcgao da temperatura

obtido em [34] est4 mostrado na figura (5.2).

Com base nesses resultados, os autores indicam a existéncia de duas fases dinamicas
distintas para o ferromagneto de Ising em d = 3. Uma fase onde o dano médio < Dt =
500) > se anula rapidamente para todas as temperaturas T > Ty ~ T.(d = 3) = 4,48 &+
0, 05, e uma fase a baixas temperaturas onde o dano no tempo ¢ = 500 se mantem nao

nulo e depende do dano inicial (T < Ty).

Essa discrepancia entre os resultados obtidos em [31] e [34] para a natureza da fase
a baixas temperaturas do modelo de Ising, se congelada ou cadtica, tem sua origem na
diferenca entre as dindmicas utilizadas para simular o sistema. A razdo principal da
diferenca entre os resultados para as diferentes dinamicas, de Glauber e banho térmico,-
decorre das defini¢oes das probabilidades de transi¢ao. Mais especificamente, na dinamica

de banho térmico para o modelo de Ising o estado do spin ¢; no tempo ¢t + 1 é deter-
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Figura 5.2: Dano médio (em ¢ = 500) para o modelo de Ising em d == 3 em fungao da temperatura

para diferentes condigoes iniciais e diferentes lados L da rede.

minado através da comparacao de um mimero aleatdrio z com a probabilidade Pz-(U:l) =
{1+exp[—273;0;(¢)/kBT]} ™" de que o spin evolua para o estado 1 (a soma em P; é sobre
os spins ¢; primeiros vizinhos de 0;). Por outro lado, na dinimica de Glauber, esse numero
aleatério deve ser comparado com a proi)abilidade Pz-(FLIP) = {14expl2Jou;(t) X2; 04(t) [k BT]]»‘_‘1
de que o estado de spin no tempo ¢ venha a ser alterado em ¢ + 1. Portanto, dependendo
do valor do spin ¢; no tempo £, o nimero aleatério z serd comparado com limiares que
podem ser diferentes nas duas dinamicas. Em particular, para T — co, onde obtemos
P, = Pi(FHP) = 1/2, se considerarmos que 0s spins a§"‘) da réplica A e UqEB).da, réplica
B estio no tempo t em estados diferentes (e portanto o dano local nesse sitio vale 1),
vemos que no tempo ¢+ 1 ambos os spins irac para o mesmo -estado na dindmica de banho
térmico (e portanto o dano se anula), enquanto que na dindmica de Glauber estes serao

conjuntamente invertidos ou nao, mantendo o dano do tempo ¢ intacto.

O resultado obtido através da dindmica de banho térmico para o ferromagneto de

Ising pode ser facilmente entendido em termos da estrutura do espacgo de fase desse mo-
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delo. Abaixo de T, o espaco de fase consiste de dois vales distintos com a mesma energia,
um com magnetizacio positiva e outro com magnetizacao negativa. Duas configuragoes
microscépicas que partem (em ¢ = () longe uma da outra nesse espago irao se manter con-
finadas em vales diferentes e, portanto, separadas por um longo tempo. Se o dano inicial
for muito pequeno, as duas configuragoes ja partirao no mesmo vale e o dano se anulard
rapidamente. Por outro lado, na fase paramagnética (T > T.) s6 existe um vale e as duas
configuragdes irdo sempre se encontrar no espaco de fase, tornando o dano nulo nessa fase.
De fato, utilizando-se a dinamica de banho térmico com condigdes iniciais convenientes,
0s mesmos mimeros aleatérios para as duas réplicas e aplicando-se campos magnéticos H
de mesma intensidade mas opostos nas duas réplicas, pode-se demonstrar analiticamente
que, quando H — 0, o dano médio coincide com a magnetizacao espontinea do modelo de
Ising [36] e que, portanto, T4 = T.. Embora essa igualdade entre a temperatura estatica
e a temperatura de transicao de dano nao possa ser demonstrada analitiéamente para os
modelos de Potts [42], Ashkin-Teller {42} e N-vetorial discreto [113], foi possivel estabele-
cer relagoes exatas entre alguns tipos de danos e propriedades térmicas relevantes desses

modelos.

Além do ferromagneto de Ising [31-36,45], o método de propagaciao de danos tem
sido utilizado para se investigar uma grande variedade de sistemas como, por exemplo,
.éutamatos' celulares [30], modelo XY ferromagnético [37, 38}, modelo de Heisenberg (39,
modelo de Potts [40, 41, 42], modelo ANNNI [43}, relégio com p estados [44], modelo
N-vetorial discreto [113}, modelo de Ashkin-Teller [42], vidros de spin [32, 45, 46, 47], um
modelo de evaiucao de espécies (53], jogos de imitacao [52], fogo em florestas [51] e sistema
imunoldgico [50]. Além de sua grande variedade de aplicacoes, a técnica de propagacéo
de danos tem recebido um interesse renovado devido ao fato de que a temperatura de

transicdo de dano parece estar correlacionada com sua correspondente temperatura de
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transicao de percolacao de agregados geométricos de spins correlacionados (veja [48, 114,
115, 116] e compare os resultados de [117] e [37]).

Em sistemas com um nivel de complexidade mais alto, como o modelo ANNNI em
d = 2 [43], o ferromagneto XY [37] e o modelo relégio com p estados (5 < p < 10)
[44] foram encontradas meis do que duas fases dinémicas, das quais, algumas nao pos-
suem equivalente estdtico claramente identificivel. No modelo ANNNI em d = 2 [43)
com a dinadmica banho térmico, por exemplo, foram obtidas trés fases (para um valor
sulicientemente alto da constante de acoplamento entre segundos vizinhos): uma a al-
tas temperaturas onde o dano se anula, uma a temperaturas intermediarias onde o dano
nunca se anula mas seu valor assintético é independente do dano inicial, e uma fase a
baixas temperaturas onde o valor assintético do dano apresenta efeito de memodria, i.e.,
depende do dano inicial Essas fases foram identificadas, respectivamente, com os regimes
paramagnético, flutuante incomensurdvel e comensuréavel (antifase), e o domfnio (no di-
agrama de fases) observado [43] para a fase dinamica Hutuante foi bem maior do que o
dominio estatico atribuido a essa mesma fase. Essa mesma estrutura de fases foi obtida
para o modelo XY em d = 2 {com a dindmica Metropolis) [37] para o qual (como também
ocorre no vidro de spin +.J em d = 3 [32, 46]) a transicao mais baixa é coﬁsistente com a
sua equivalente estitica e a transicdo mais alta estd préxima da transicao de percolagao
de agregados geométricos de spins correlacionados [117, 37, 116, 114].

Para o caso do modelo relégio com p = 10 estados [44] na rede quadrada, simulado

através da dinadmica banho térmico, o dano definido por

D) = 2—;—2 E[l — cos(6; — )] (5.2)

onde 8; é a orientagao no plano do spin §; na réplica A do sistema (0; idem na réplica B)
e a soma em i é sobre os L? sitios da rede, resulta, apés uma média sobre as amostras

simuladas para as quais D(t) # 0 no tempo ¢, no comportamento mostrado na figura
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Figura 5.3: Dano médio < d > para o modelo do relégio com p = 10 estados na rede quadrada
e com dinamica banho térmico.
(6.3). Denotaremos essa média do dano feita somente entre as réplicas sobreviventes por
<d (t) >. Nessa figura sao mostradas duas condicdes iniciais diferentes: (1) D(0) = 1 com
as duas réplicas ordenadas e opostas uma & outra; (2) D{0) = 1/2 com as duas réplicas
ordenadas e ortogonais entre si. Na figura (5.4) mostramos a probabilidade (de sobre-
vivéncia) no tempo ¢, P(t), de que, apés um tempo ¢, as duas réplicas do sistema ainda
estejam em configuragdes microscépicas diferentes (ja que quando duas configuracoes se
tornam idénticas em um tempo {, essas se mantém idénticas para todos os tempos poste-
riores):

P(t) = lim %}1 , (5.3)
onde M (%) é o nimero de amostras, de um total de M amostras simuladas, para as _qua,is,

no tempo t, as duas réplicas do sistema sdo ainda diferentes. Na figura (5.5) mostramos

a flutuagao do dano o4(t) definida por:

oa(t) = /< d2(t) > — < d(t) >z . (5.4)

Com basc nesses resultados os autores [44] identificam quatro fases dindmicas distintas

para o modelo relégio com p = 10 estados: (i) uma fase a baixas temperaturas T <
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Figura 5.4: Probabilidade de sobrevivéncia P(t) para o modelo do relégio com p = 10 estados

na rede quadrada e com din&dmica banho térmico (com D{0} = 1).

Ty =~ 0,24 (identificada comn a fase ferromagnética estatica) onde < d(t) > é néo nulo e
dependente da condi¢do inicial, P(t) = 1 e op(t) € pequeno; (ii) uma fase intermedidria a
baixas temperaturas (I3 < T < Tp ~ 1,05) onde < d(¢) > é nao nulo e independente de
D(0), P(t) é pequena e as flutuacbes do dano sao altas (identificada com a fase de equil{brio
de ondas de spin); (iii) uma segunda fase intermediaria (75 < 7' < 73 =~ 2,0) que difere da
primeira pela probabilidade P(¢) préxima de 1 e baixas flutuagdes (uma fase puramente
dindmica sem equivalente estitico) e (iv) uma fase a altas temperaturas (identificada com

a fase paramagnética estétiéa) (T > T1) onde < d(t) >= P(t) = o4(t) = 0.

Mais recentemente, mostrou-se que essa estrutura contendo mais de duas fases nio
é exclusividade de sistemas com ingredientes complexos, estando também presente no
ferromagneto de Potts com trés estados na rede quadrada [40] (que é o caso particular de
campo quiral nilo do modelo de Potts quiral que estudaremos no préximo capitulo). Além
das transi¢bes consistentes com as de equilibrio, também foi obtida [40] para esse modelo,
com a dinimica de banho térmico, uma nova fase dinamica cadtica com caracteristicas

nao usuais. Os resultados de Bibiano et al [41] de propagacao de danos com a dinamica
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Figura 5.5: Flutuagao do dano o4(t) para o modelo do relégio com p = 10 estados na rede

quadrada e com dindmica banho térmico {com D{0) = 1).

de Glauber conduzem também a trés fases para esse sistema.

O Hamiltonianc do modelo de Potts com trés estados ¢ dado por

—PH =K > 6(0,05) (5.5)

<ig>
com g; = 0,1 0u 2, K = J/kpT, e a soma ¢é realizada sobre todos os pares de spins
primeiros vizinhos na rede e §(,) é a fungio delta de Kronecker. Da.‘Silva, et al [40]
simularam esse sistema em redes quadradas usando o seguinte algoritmo de banho térmico:
i) Determina-se as diferencas de energia AE;"" = E] — E{* para mudar o spin o.(t) do
estado o para o estado v (o, v =0,1,2). |
ii) Calcula-se as probabilidades pE“) (a = 0,1,2) para o;(t + 1) assumir o estado «, quais
sejam: | _
o = [1+ ep(-AABT) + exp(=0AE)] T (1,84 ) (5.6)

iii) Sorteia-se um nimero pseudo-aleatério uniforme z(t) € [0,1] e faz-se oy(t +1) = 0,1
ou 2 nos respectivos casos z(t) < pgﬂ), pEOJ <z(t) < pgo) + pgl) e p,(-"’ +p,(-1) <z(t) < 1.

Na figura (5.6) exibimos a probabilidade de sobrevivéncia obtida por Da Silva et al

[40] em fungao da temperatura. Na figura (5.7) exibimos o dano médio (sobre todas as
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Figura 5.6: Probabilidade de sobrevivéncia P(t) para o ferromagneto de Potts com g = 3 estados

na rede quadrada com lado L = 64 para diferentes tempos de simulagio.

amostras simuladas) < D(t = 10000} > em fungdo da temperatura obtida em [40] para
trés condi¢es iniciais diferentes (ver legenda da figura). A distancia de Hamming D(t)

entre as réplicas do sistema foi definida, nesse caso, por:

D(t) = %le{l ~ 5@ o)) (5.7)

onde a soma € sobre os N spins U?SA) (U?EB)) da réplica A (B). Para realizar médias de D(t)
sobre as flutuacgoes térmicas, as simulacoes foram repetidas para M amostras e o dano

médio < D(t) > foi definido como:
1 m_M .
< D) >= Jm 5o S Dult) (5.8)

onde D,,(t) é a distancia de Hamming no tempo ¢ para a amostra particular m (m =
1,2,...,M).
Os autores [40] estudaram também o comportamento do dano médio < d(t) > definido

como a média de D(t) somente sobre aquelas amostras que sobreviveram no tempo ¢, ou
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denadas), (b) D(0) = 1/2 (ambas desordenadas onde 50% dos spins de uma réplica ¢stdo em

estados distintos dos da outra réplica) e (¢} D(0) = 0,05 (desordenadas).

seja.

< D(t) >=<d(t) > P(t) . (5.9)

Um grafico das evolugbes temporais dos danos médios < D(t) > e < d(t) >, e da proba-
bilidade P(t), para a temperatura T = 0,90 (com a condigéo inicial (b) (ver legenda da
figura (5.7)) nas linhas descontinuas e condigdo inicial (2) na linha cheia) é mostrado na
figura (5.8).

As fases encontradas por Da Silva et al [40] foram: fase ferromagnética (F) (para
T < Tg = 0,994 0,01) que apresenta efeitos de memdria (< D(t) > é dependente das
condigdes iniciais); fase paramagnética (P) (para T > T} = Ty = 1,135 + 0,003) (onde
< D(t) >= 0 para todas as condigdes iniciais), e uma fase intermedidria (To < T < Ty)

onde o dano nao é nulo mas independe das condi¢bes iniciais. Essa estimativa para a
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Figura 5.8: Danos médios < D(¢) > ¢ < d{t) > ¢ a probabilidade de sobrevivéncia P(f) cm
»
funcao do tempo na temperatura 7' = 0,90 com condigocs iniciais diferentes: condigao (a) na

linha cheia e condigdo {b) nas outras linhas (ver legenda da fig. (5.7)).

temperatura Ts estd bastante proxima da temperatura critica exata do ferromagneto de
Potts com trés estados (T, = 0, 9949...) em equilibrio térmico. Mostrou-se [40] que a fase
inte.rmediéria. é completamente cadtica no sentido de que, mesmo que duas configuracoes
sejam infinitesimalmente proximas em t = (), essas irdo sempre se tornar separadas por
uma distdncia finita, levando a P(t) = 1 para qualquer dano inicial ndo nulo D(t = 0).
Essa nova fase com propriedades nio usuais foi denominada ‘fase dindmica caética’ (DC).
Sua fronteira superior T3 estd, surpreendentemente, muito proxima da temperatura critica
estatica do modelo de Ising na rede quadrada (T, = 1,1345...). Além disso, o expoente
critico dindmico § (< D(t) >~ t™%) obtido por da Silva et al [40] nessa temperatura foi
§ = 0,46 + 0,03, valor esse que é compativel com a transi¢do de percolagio direcionada

em dimensdo 2 + 1, de acordo com uma conjectura de Grassberger [118].

Note na figura (5.8) que o dano médio < d(t) > converge para tempos longos para o
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mesmo valor, independentemente da condi¢do inicial, e, por isso, nao é conveniente usé-lo
‘para distinguir a fase ferromagnética (T < T3) da fase intermedidria (T; < T < T3), ou
seja, se os autores [40] tivessem usado somente o dano < d(t) > para estudar o sistema,
teriam obtido Ty = 0.

Da Silva et al [40] mencionam que a flutnagio do dano op é quase nula (no caso de
condigoes iniclais (a) onde D(0) = 1) no regime de baixas temperaturas, exceto perto da
tfansig&o Tg onde apresenta um pico, e que na fase dindmica cadtica op é relativamente
pequeno. Fstes autores estudaram também a influéncia do campo conjugado ao dano
perto da temperatura de transicdo de dano do modelo. Conforme j4 havia sido exibido
[119] para o modelo de Ising tridimensional, o campo magnético, apesar de ser o campo
conjugado da magnetizac¢ao, nao é o campo conjugado & distincia de Hamming, j4 que um
campo magnético infinitesimal ndo destréi a transicdo dindmica acusada pelo dano. Tsallis
e Martins [57] mostraram, para o autémato celular de Domany-Kinzel, que podiam definir
um campo £ conjugado ao dano como sendo a freqiéncia na qual os nimeros aleatorios
que fazem a atualizagao das duas réplicas do sistema sdo escolhidos diferentes um do
outro. Fstes autores mostraram evidéncias de que esse campo s desempenha o papel de
campo conjugado ao dano, ou seja, na presenca de A # 0, o dano é nio nulo para todas

as temperaturas (desaparece a transicao de dano) e a suscetibilidade xp, definida por:

. 9<D>
xp = lim ———

Jim == (5.10)

diverge na temperatura de fransiggo de dano 7p. Esse comportamento para xp no
auntomato de Domany-Kinzel também foi previsto através de uma andlise de campo médio
[120].

Essas mesmas propriedades foram obtidas, via simulagdes Monte Carlo tipo banho

térmico, para o ferromagneto de Ising na rede quadrada [121]. Na figura (5.9) mostramos

a suscctibilidade xp em funcio da temperatura para esse modelo obtida em {121]. Os
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Figura 5.9: Suscetibilidade xp para o modelo de Ising na rede quadrada (L = 64) para dois

valores do campo conjugado h: k= 0,03 (e) e h = 0,05 (A).

autores sugerem uma divergéncia de xp, quando A — 0, na temperaturé critica dinamica
kgTa/J =~ 2,26 que estd préxima da temperatura critica estatica T.(d = 2) do modelo de
Ising (note que essa temperatura contem um fator 2 em relacao ao comentéario que fizemos
anteriormente sobre os resultados de [40] devido as diferentes defini¢oes do Hamiltoniano
do sistema,).

De mancira aniloga, Da Silva et al mostraram [40], para o modelo de Potts com trés
estados na rede quadrada, que um pequeno valor do campo conjugado h é suficiente para
destruir a transicio de dano continua em Tp = T). Verificaram também que a susceti-
bilidade xp em Tp cresce & medida que o campo h diminui, sugerindo uma divergéncia

nessa temperatura eritica.
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CAPITULO 6

Transicoes Dinamicas no Modelo de Potts
Quiral com Trés Estados na Rede
Quadrada obtidas através da Propagacao

de Danos com Dinamica de Banho Térmico

6.1 Introducgao

Desde que estruturas espacialmente moduladas foram observadas em materiais ferroelétricos
e magnéticos, no final da década de 50 e inicio da década de 60 [122], tem havido um

grande interesse no estudo de modelos estatisticos que poderiam exibir tais modulages.
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Basicamente, dois modelos tém sido estudados: o modelo de Ising anisotrépico com in-
teracoes aié¢ segundos vizinhos (ANNNI) e o0 modelo de Potts quiral (também conhecido
como relogio assimétrico, reldgio quiral ou Potts helicoidal) de g estados. Os dois modelos
contém diferentes interagées que competem entre si e permitem o surgimento de estruturas
espacialmente moduladas. No modelo de Potts quiral anisotrépico a competigao ocorre
entre as interagoes ferromagnéticas e quirais (ou helicoidais) ao longo de um determinado
eixo da rede. Esse modelo pode servir, em duas dimensdes, como um protétipo para a
fusdo de uma fase comensurdvel adsorvida [123] e uma de suas realizacbes experimentais

- ¢ a dissociacio de hidrogénio em Fe(110) [124].

O modelo de Potts quiral com g estados em duas dimensdes foi estudado através de uma
variedade de técnicas, incluindo a analise de férmions livres [54], teoria de campo médio
(125, 126], andlise de paredes de dominios combinada com idéias topolégicas (127-130],
expansdes em série [131, 132], andlise Hamiltoniana de escala de lacuna de massa (1nass
gap scaling) {133}, simulacoes Monte Carlo [134, 135], diferentes tipos de célculos de Grupo
de Renormalizacio [136-140], e matriz de transferéncia [141). Para ¢ > 3 e para todos os
valores do campo quiral A, foi encontrada uma fase flutuante incomensuravel separando a
fase comensurdvel da fase paramagnética. Entretanto, no caso q¢ = 3, néo foi determinado
com certeza absoluta se existe um ponto de Lifshitz em Ay > 0 [54,55,123,131,134,137-
140} ou se a fase flutuante se estende até um campo quiral nulo [129, 130, 133]. De fato,
a determinacao da postcao desse ponto de Lifshitz, no caso dele existir, estd longe de ser
trivial e os valores sugeridos para o campo quiral nesse-ponto (para A < 1/2) variam

desde Ap = 0,25 até A = 0, 45.

Nesse capitulo estudamos o modelo de Potts quiral com trés estados anisotrépico
na rede quadrada [142], introduzido independentemente por Huse {136] e Ostlund [54].

Utilizamos o método de propagagao de danos segundo a dinamica de banho térmico. In-
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vestigagoes de sistemas apresentando fases flutuantes através da técnica de propagacao de
danos sao bastante raras e, em nosso conhecimento, nao ha na literatura nenhum trabalho
aplicando esse método, ou mesmo outra técnica qualquer, para estudar a dindmica do mo-
delo de Potts quiral com trés estados na rede quadrada. A meta principal desse capitulo
¢ investigar as transicoes de fase dinimicas desse modelo detectadas através dessa téenica
e conferir, em particular, se a fase dindmica cadtica encontrada [40] para A = 0 persiste,
ou nao, para valores nao nulos do campo quiral. Ainda que as transicoes dinimicas nao
coincidam necessariamente com suas correspondentes no equilibrio (caso elas gxistam), é
interessante verificar se nossos resultados conduzem, ou nao, a uma fase dindmica flutu-
ante para todos os valores de A > (. Esse capitulo estd estruturado da seguinte forma:
na sec¢ao (6.2) descrevemos o modelo e os detalhes do método que utilizamos, e na secio

(6.3) apresentamos nossos resultados.

6.2 Modelo e Método

O modelo de Potts quiral com ¢ estados consiste em ‘varidveis de spin’ n; distribuidas nos
sitios ¢ de uma rede. Cada spin pode assumir ¢ valores discretos n; = (0,1,2,...,¢ — 1.
Os spins estao acoplados entre st pelo Hamiltoniano adimensional

—~fH =K Z cos{—%{ (n,——-nj+5.ﬁij)} (6.1)

<ij> q

onde a soma percorre todos os pares de sitios primeiros vizinhos < ij >, Aéo campo
quiral, J > 0 é a constante de acoplamento entre spins primeiros vizinhos, K = J/kgT
e 1%,-3- é o vetor unitario que vai do sitio 7 ao sitio j. Para ¢ = 2, esse Hamiltoniano é€,
para valores arbitrarios de A, equivalente.a,o modelo de Ising anisotrépico a campo nulo.

Quando o campo quiral A se anula, o modelo com ¢ = 3 estados se reduz ao modelo

de Potts ferromagnético usual. O campo A induz uma tendéncia para os angulos de
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fase 27n;/q assumirem uma rotacdo continua em funcdo da posicio ao longo da direcdo
do campo A na rede. Essa ‘quiralidade’ compete com a restricao de que os angulos de
fase devem ser discretos, levando a transicoes comensuravel-incomensuravel no sistema.
Daqui em diante vamos nos restringir a rede quadrada e considerar que o campo quiral
wtd direcionado ao longo do eixo fixo z da rede (A — Ag£). Devido & controvérsia
sobre a extensao do dominio da fase flutuante (se para todos os valores de A > 0 ou
nao), a determinacao precisa do diagrama de fases estatico desse modelo é ainda bastante
nebulosa. No entanto, hé duas previsoes qualitativamente diferentes para esse diagrama de
fases que sio mostradas esquematicamente na figura (6.1). As fronteiras criticas em linhas
cheias nessa figura foram baseadas nos resultados de [134] onde foram obtidos pontos de
Lifshitz em Ap =~ (0,40 e 0,60. A curva tracejada representa esquematicamente o censrio
alternativo previsto em {129, 130, 133] para a fronteira entre as fases paramagnetica e
flutuante sem a existéncia de pontos de Lifshitz para A > 0. O estado fundamental do
sistema ¢é ferromagnético (n; = n; para todos os sitios) quando |A| < 1/2 (fase F). Para
1/2 < A < 3/2 o estado fundamental apresenta uma configuragio ferromagnética ao
longo da diregédo do eixo ¥ e uma configuracio quiral dextrogira ao longo da diregao z (os
spins formam um padrao ...0120120... nessa diregao) (fase C). Esse estado fundamental é
comensuravel com a rede e a ordem espacialmente modulada possui um periodo de trés -
constantes da rede. A = 1/2 é um ponto de multifase, infinitamente degenerado, onde
o estado ferromagnético e qualquer seqiiéncia qpiral dextrégira compartilham da mesma
energia. A fase intermedidria M ¢ a fase flutuante incomensurdvel (onde convivem uma
infinidade de couﬁgura(jées com diferentes periodos de modulagao, comensuraveis ou nao
com a rede) e a fase a altas temperaturas P € a fase paramagnética. As fronteiras das

fases de equilibrio sao simétricas em relagdo a linha A = 1/2. Essa simetria tem origem
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Figura 6.1: Diagrama de fases estatico do modelo de Potts quiral anisotrépico com trés estados
na rede quadrada. A curva tracejada indica qualitativamente a fronteira entre as fases param-
agnética e flutuante assumindo a auséncia de pontos de Lifshitz para A > 0. As lLinhas retas
pontilhadas indicam os valores de A e T' (em unidades de J/kg) para os quais nossas simulagdes -

foram realizadas com detalhes.

na invaridncia do Hamiltoniano (6.1) sob a transformagao

A—-1-—A
(6.2)
n; — (—n,- 4+ .'L‘i) mod 3
onde x; € a coordenda do sitio ¢ ao longo do eixo do campo quiral (z).
Nesse nosso trabalho, o modelo de Poits quiral com trés estados (equagdo (6.1) com
g = 3) é simvtado usando redes de tamanho L, x L, com I, sitios na direcio z e
L, = 30 sitios na direcao y com condigoes de contorno periodicas nas duas diregdes.

Consideraremos sempre L, maior do que I, (Lx = 90, 120) para permitir, o melhor

possivel, as modulagbes espaciais sem distorgoes ao longo do eixo z (a diregio do campo
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quiral}.

Para atualizar os spins usamos um processo Monte Carlo seqiiencial do tipo banho
térmico. A cada passo de Monte Carlo (MCS) t, a varidvel de spin n;(t) é atualizada
seguindo o mesmo procedimento utilizado para o modelo de Potts na ref. {40] (vide eq.
(5.6)).

Consideramos duas configuragdes iniciais {n{™(0)} e {ngB)(O)} no tempo t = 0 e
deixamos que evoluam de acordo com a dinamica banho térmico acima usando, nas duas
réplicas, a mesma sequéncia de nlimeros aleatdrios para atualizar os spins. Essas duas con-
figuracoes no tempo t, {n,gA)(t)} e {ngB) (t)} sdo comparadas através da seguinte distancia |

de Hamming (ou dano) D (%) entre elas:
1 X A
D(t) = ;{1 ~s(rM 1), nP )} (6.3)
onde a soma é sobre todos os N = L, x L, sitios de cada réplica e §(, ) € a fungao delta de
Kronecker. Essa distancia D(t) é a mesma da eq. (5.7) (usada na ref. [40]) e representa a
fracao de spins que diferem em seus estados nas duas réplicas no tempo t. O dano meédio
< D(t) > sobre as flutuagdes térmicas foi obtido similarmente a equagao (5.8) (o niimero
de amostras simuladas foi tipicamente M = 100).
Para estudar os efeitos de memdria, consideramos trés conjuntos de configuracoes ini-
ciais para as duas réplicas:
(a) Ordenada ferromagnética: mM0) = 0 Vi} e {(né®(0) = 1 ou 2 com iguais

probabilidades} (D(0) = 1).

(b) Desordenada: {(n(0)} é aleatéria e n#(0)} = {n,(:"_‘) (0)} exceto em 5% dos

i

spins aleatoriamente escolhidos (D (0) = 0,05).

(¢) Ordenada quiral: {n,gA)(O)} tem uma configuragao ferromagnética ao longo do eixo
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y ¢ uma configuragdo com ordem quiral dextrégira ao longo do eixo z (...0120120...) e

{n,EB)(U)} é construfda através das permutacoes 0 — 1, 1 — 2 e 2 — 0 dos estados dos

spins de {n{(0)} (D(0) = 1).

6.3 Resultados

Levando-se em conta o fate de que demandaria um tempo muito longo para explorar com
cuidado todo o diagrama de fases dindmico, decidimos analisar em detalhe (computando,
para amostras de tamanhos diferentes, todas as quatro grandezas < D(t) >, < d(t) >,
P(t) e op(t)) o caso A = 0 e os cinco cortes mostrados em linhas pontilhadas na figura
(6.1). Efetuamos também simulagdes parciais para vérios valores de A < 0, 8 escolhidos
(que séo qualitativamente eqm:valentes aos que discutiremos em seguida e, por isso, nio
serao mostrados aqui), simulagées essas que nos ajudaram a estabelecer as caracteristicas
gerais para cada fase do diagrama de fases global. Em todos os nossos resultados, a
temperatura T € calculada em unidades de J/kpg.

Para o caso particular A = 0 recuperamos os resulté.dos de Da Silva et al [40] para
o modelo de Potts com trés estados onde foram observadas trés fases distintas conforme
descrevemos no capitulo anterior. Obtivemos para as temperaturas das transi¢oes de fase
os valores T) ~ 1,7 e Ty ~ 1,5 (note que temos um fator 2/3 em relagao as tempe-
raturas indicadas em [40] devido A diferenca nas defini¢gdes dos Hamiltonianos, ou seja,
K quirat com a=0 = (2/3) K potts)-

Com o objetivo de investigar as transi¢bes de fase dindmicas para valores pequenos
do campo quiral, computamos os limites para tempos longos do dano médio < D > (eq.
(5.8)), da probabilidade de sobrevivéncia P (eq. (5.3)) e da flutuagao op (eq. (5.4) com
< D > no lugar de < d >) como fungdes da temperatura T para A = 0,1 e para as

condigdes iniciais (a) e (b). Os seus respectivos graficos estdo mostrados nas figuras (6.2),
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Figura 6.2: Dano médio < I? > para tempos longos versus temperatura 7’ (em unidades de J/kp)
para um valor fixo de A = 0, 1 e condigdes iniciais (a) e (b) descritas no texto (¢ = 10000 MCS).
As simulagbes foram realizadas para dois tamanhos diferentes do sistema (30 x 90 (M = 500

amostras) e 30 x 120 (M = 200 amostras)).

(6.3) e (6.4) (note que o caso correspondente & condiggo inicial (b) foi omitido nas figuras
(6.3) e (6.4)) para amostras de tamanhos 30 x 90 e 30 x 120. Observamos claramente
quatro regimes diferentes conforme variamos a temperatura, quais sejam:

i) um regime de altas temperaturas (HT) (para T > T1; 71 = 1.7) onde < D >, P e 0p
se anulam para qualquer condigao inicial.

ii) um regime intermediério a temperaturas altas (HIT) (para Tp < T < Ty; T =~ 1.2)
onde < D >+# 0, P = 1 e as flutuagdes do dano o p sdo pequenas (exceto nas suas bordas).
Essas quantidades sao independentes das condi¢bes iniciais.

iii) um regime intermedidrio a baixas temperaturas (LIT) ( para T3 < T < Ty; 13 ~ 1.0)
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Figura 6.3: Probabilidade de sobrevivéncia P para tempos longos versus temperatura 7' (em
unidades de J/kg) (¢t = 10000 MCS) para A = 0,1 fixo e condigao inicial (a}. Os tamanhos e

nitmeros de amostras sao os mesmos da figura (6.2).

onde < D >, P e 0p se anulam para todas as condi¢des iniciais.

iv) um regime de baixas temperaturas (LT) (para T < T3) onde < D ># 0, P # 0 e
op se anulam (exceto préximo de T3) para a condigdo inicial com ordem ferromagnética
(a). Essas quantidades dependem da condigao inicial, e < D >= P = 1 quando uma ou
ambas as replic'ahs estdo, em t = 0, em estados fundamentais ferromagnéticos diferentes,

como na condigio (a).

Note que a flutuagdo do dano op apresenta picos razoavelmente estreitos nas tem-
peraturas T3, T> e T (ainda que em Ti esse seja bem pequeno). Todos os resultados
enunciados acima mostram que existe uma estrutura de quatro fases quando A = 0,1,

mas, ambos regimes HT e LIT possuem as mesmas caracteristicas com respeito a < D >,
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Figura 6.4: Flutuagio do dano ¢p para tempos longos versus temperatura T’ (em unidades de
J/kg) {t = 10000 MCS) para A = 0,1 fixe e condigho inicial (a) para sistemas com tamanhos

30 x 90 (M = 500 amostras) e 30 x 120 (M = 200 amostras).
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Figura 6.5: Evolugoes temporais de < D(t) > para A = 0,1 fixo, condigao inicial (a) e tempe-

raturas (em unidades de J/kp) pertencentes a regimes diferentes. Os tempos caracteristicos
dos decaimentos exponenciais sao, aproximadamente, Trr(T = 1,1) ~ 2,0 x 10 MCS e

gr(T =1, 8) = 77 MCS. Os tamanhos e niimeros de amostras sao os mesmos da figura (6.2).

P e op. No entanto, se olharmos para os comportamentos temporais tipicos da disténcia
de Hamming média nesses dois regimes, ilustrados na figura (6.5) para T = 1,8 (per-
ﬁencente an regime HT) e T = 1,1 (no regime LIT), vemos que os tempos de relaxagao
envolvidos sao muito maiores na fase LIT do que na fase HT. De fato, verificamos que
< D(t) > tem um decaimento exponencial (< D(t) >o e-xp{_t / T(T)}) nos dois regimes,
mas os tempos caracteristicos Ty sao da ordem de 3000 MCS (10° < 7L < 2 x 10%)
na fase LIT enquanto que na fase HT o maior tempo 77 encontrado € aproximadamente

100 MCS (para amostras de tamanho 30 x 90).

Podemos notar também da figura (6.5) que < D(t) >, depois de um pequeno témpo‘
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transiente, flutua pouco em torno de seu valor estaciondrio para uma temperatura fixa
(T' = 1.5) no regime HIT, enquanto que na fase LT < D(t) > se mantem constante no seu
valor maximo quando a condic¢ao inicial é ordenada ferromagneticamente (a) (mas, para
as configuragbes iniciais (b) e (¢}, < D(t) > atinge lentamente seu limite para tempos

longos).

Note que os grificos mostrados nas figuras (6.2)-(6.5) quase nao se alteram quando
aumentamos o tamanho da amostra de L = 90 para L = 120, o que indica que nossos
resultados obtidos para amostras de tamanho 30 x 90 devem estar préximos aos corres-
pondentes ao limite termodinamico (quando N — oo e L — o0). Visto que também
verificamos esse fato para valores maiores do campo qural, iremos daqui para diante
apresentar nossos resultados somente para o tamanho 30 x 90. Observamos ainda que,
caso o dano inicial D(0) = 0,05 seja introduzido em configuragdes de equilibrio a baixas
temperaturas, o dano final se anula em toda a fase LIT. Esse fato é condizente com a
interpretacao de que nessa fase, para um dano inicial muito pequeno, as duas réplicas do

sistema j& partem desde o inicio em um mesmo vale no espago de fase.

Na figura (6.6) mostramos os limites para tempos longos de < D > como fungoes da
temperatura para diferentes valores do campo ciuiral (A=101,04¢08). Computamos
também, para A = 0,4 e 0,8, suas correspondentes probabilidades de sobrevivéncia P
para tempos longos e a flutuagiao op. Para todos os valores de A > 0 observados, obtive-
mos sempre uma estrutura de quatro fases qualitativamente similar aquela descrita para
A = 0,1. Entretanto, para A préximo de 0,5 obtivemos indicagdes de que o regime LT

" desaparece. Encontramos as mesmas caracteristicas para os quatro regimes mancionados
previamente para A = 0,1, exceto pelo fato de que, para A > 1/2, devemos substi-
tuir a condigao inicial com ordem ferromagnética (a) pela ordenada quiralmente (c) nas

afirmactes concernentes ao regime de baixas temperaturas. Por motivo de clareza, omiti-
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Figura 6.6: Dano médio < D > para tempos longos versus temperatura T (em unidades de
J/kg) para valores fixos de A = 0,1, 0,4 e 0,8 (£ = 10000 MCS). As simulagbes foram reali-
zadas para M = 100 amostras de tamanho 30 x 90. As condigGes iniciais foram a ordenada

ferromagneticamente (a) para A = 0,1 e 0,4, e a ordenada guiralmente (c) para A=10,8

mos, na figura (6.6), os graficos para condiges iniciais diferentes que mostrariam que

< D > depende de D(0) somente no regime LT.

Observamos que, & medida em que o valor do campo quiral cresce e se aproxima de
A = 0,5, as duas temperaturas de transicao T3 e 1o diminuem (para A - 0, 4 obtivemos
Ty ~ 0,34, To ~ 0,50 e Ty =~ 1,68). A situacao 'oposta. ocorre para os valores observados
de A > 0,5 (por exemplo, obtivemos T3 =~ 0,36, Tz =~ 0, 5 e Ty =~ 1,75 quando A =
0,8). Um encolhimento (expansao) similar do regime de baixas temperaturas a medida
em que A cresce de 0 para 0,5 (de 0,5 para 1) ocorre para a fase ferromagnética F

(quiral C) estdtica. O fato de que, no regime de baixas temperaturas, < D >=P =1
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Figura 6.7: Dano médio < d > para tempos longos versus temperatura T {em unidades de
J/kg) (t = 10000 MCS) para sistemas de tamanho 30 x 90 (M = 100 amostras) para diferentes

condigoes iniciais e A = 0,1 fixo.

sempre que as configuracoes iniciais das duas réplicas sao escolhidas como sendo os estados
fundamentais do sistema foi obtido também [43] para os dois regimes ferromagnético e
comensuravel (antifase) no modelo ANNNI bidimensional. Na ref. [43] foi verificado que
o dano das amostras sobreviventes < d > depende (nao depende) da condigao inicial na
fase comensuravel (ferromagnética), e que a probabilidade P depepde das configuragoes
iniciais nesses dois regimes. Uma situagao similar é encontrada aqui para as fases LT
nos casos 0 < A < 0,5e A > 0,5 como estd ilustrado nos graficos de < d > versus

temperatura para A = 0,1 (figura (6.7)) e A = 0,8 (figura (6.8)).

Podemos ver também nas figuras (6.7) e (6.8) que < d > assume valores nio nulos,

independentemente das condigbes iniciais, para todas as temperaturas no regime LIT e
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Figura 6.8: Dano médio < ¢ > para tempos longos versus temperatura T’ {em unidades de

J/kg) (¢ = 10000 MCS) para sistemas de tamanho 30 x 90 (M = 100 amostras) para diferentes

condigbes iniciais e para A = 0, 8 fixo.
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qualquer valor de A > 0. Ainda que < D(t) > e P(t) diminuam, tendendo a zero, muito
lentamente com o tempo na fase LIT (esse tempo transiente cresce quando aumentamos A
de 0 para 0,5, e entdo passa a diminuir quando variamos A a partir de A = 0, 5), sua razao
{ d(t) > étinge muito rapidamente um valor finito em torno do qual flutua pouco para
um tempo longo (antes de P(t) se anular). Os comportamentos temporais de < d(t) >
e< D(t) >, enconfrados no regime LIT estao ilustrados na figura (6.9) para T = 0,5 e
A = 0,8 com as condiges iniciais (b) e (c). Observamos que, para A = 0,8, < D(t) >
tem decaimentos exponenciais nos regimes LIT e HT com tempos caracteristicos (Terr
e Tgr) superiores aqueles encontrados para A = 0,1. Observamos ainda, como no caso
A = 0,1, que 7pir é uma ordem de grandeza maior do que 7yy. B interessante frisar

que os comportamentos de < d(t) > e P(t) encontrados [43] na fase flutuante do modelo

ANNNI sao similares aos mencionados aqui para o regime LIT.

Nossos resultados para a fase HIT obtidos para A > 0 possuem as mesmas carac-
teristicas qualitativas {40] para a fase caética DC do modelo de Potts usual (A = 0) que
mencionamos no capitulo 5. Verificamos que, ainda que a fronteira inferior dessa fase
(12) varie bastante com A, sua fronteira superior é praticamente insensivel a mudangas
do campo quiral (77 =~ 1,7), permanecendo préxima da temperatura critica estética do
ferromagneto de Ising na rede quadrada (T 15 = 1.701...) (note que nossa constante de

acoplamento K é 4/3 da constante de acoplamento usual do medelo de Ising).

As figuras (6.10) e (6.11) exibem a probabilidade de sobrevivéncia P(t) em funcéo do
campo quiral A para temperaturas fixas T = 0,2 (Fig. (6.10)) e 7' = 0,5 (Fig. 6.11)) no
tempo ¢ = 10000 MCS. Quando T = 0, 2, percebe-se claramente uma fase LIT estreita
(P(t) se anula lentamente e ainda nao atingiu o valor zero no tempo considerado) para
valores de A préximos de 0,5 (0,48 S AR, 46) que separa dois regimes LT distintos

onde P = 1 para diferentes condigoes iniciais ((a) para A < 0,48 e (c) para A > 0, 56).
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Figura 6.9: Evolugbes temporais dos danos < D(t) > e < d(t) > para A = 0,8 e temperatura
T = 0,5 {em unidades de J/kp) fixos, com as condigdes iniciais (c) e (b}). M = 100 amostras
foram simuladas para sistemas com tamanho 30 x 90. O tempo caracteristico do decaimento
exponencial de < D(¢) > é o7 =~ 3,4 x 10® MCS (que é uma ordem de grandeza maior do que

rar(T = 1,8) ~ 3,7 x 102 MCS).

Quando aumentamos a temperatura para T = 0, 5, o regime LIT se torna mais abrangente
(para 0,25 A <0, 5), mas agora este surge entre a fase LT com A pequeno e a fase DC.
Essa diminuigao da fase LIT com a redugao da temperatura segue a mesma tendéncia dos
diagramas estiticos (ver figura (6.1)) , e eventualmente seu dominio poderia reduzir-se,
~ para T = (), a apenas um ponto préximo de A = ), 5, como no ponto multifisico estatico
em A =0,5 Em T = (},5 o regime DC desaparece em torno de A ~ ¢, 75, acima do qual
a fase LIT reaparece, em concordéncia com o comportamento temporal de < D(t) > em

A = 0, 8 mostrado na figura (6.9).
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Figura 6.10: Probabilidade de sobrevivéncia P versus campo quiral A para uma temperatura
fixa T = 0,2 (em unidades de J/kg) em ¢t = 10000 MCS. As simulagbes foram realizadas para

M = 100 amostras de tamanho 30 x 90 com as condigoes iniciais (a) e {c).

Levando-se em conta: (i) todas as similaridades mencionadas acima entre nossos re-
sultados para os regimes dinamicos LT com A pequeno, LT com A grande e LIT e aqueles
para as respectivas fases estéticas ferromagnética (F), quiral (C) e flutuante (M); ii) o
fato de P(t) e < d(t) > nesses trés regimes possuirem os mesmos comportamentos encon-
trados em [43] nas respectivas fases dindmicas ferromagnética, comensuravel e flutuante
do modelo ANNNI, vamos associar o regime LT com A pequeno (com A grande) 3 fase
dindmica ferromagnética (quiral) e o regime LIT 4 fase dindmica flutuante do modelo de

Potis quiral com trés estados.

4 . . P
E interessante notar que, diferentemente do diagrama de fases estatico, nossas fron-

teiras de fase dindmicas néo séo simétricas com respeito & linha A = 1/2. Provavelmente
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Figura 6.11: Probabilidade de sobrevivéncia P versus campo quiral A para uma temperatura
fixa T = 0,5 (em unidades de J/kg) em t = 10000 MCS. As simulagdes foram realizadas para

M = 100 amostras de tamanho 30 x 90 com a condigao inicial (a).

esse é um efeito da dindmica particular e da prdpria definicdo da distincia de Hamming
que utilizamos. A influéncia desses fatores foi exibida para o ferromagneto XY cldssico
por Chiu e Teitel [38], mostrando que as transicoes na propagacio de danos dependem
crucialmente da simetria desses dois fatores. Através da escolha de uma dindmica e de
uma distancia de Hamming com invaridncia rotacional, diferentes daquelas definidas por
Golinelli e Derrida [37] (que ndo possuem invariancia rotacional), eles obtiveram resulta-
dos que estdo mais fielmente relacionados as transicoes de equilibrio. Mas, por outro lado,
eles nao encontram a transicdo superior obtida em [37], que, acredita-se, estd relacionada
& transicio de percolagio (mencionada no capitulo 5). Seria interessante verificar se as

fronteiras de fase dindmicas se tornariam simétricas com respeito a linha A = 1/2 através
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da escolha de uma dindmica e de nma definicio para o dano que preservassem a simetria
do Hamiltoniano do modelo de Potts quiral. Em nosso trabalho seguimos as defini¢des
da dindmica e do dano utilizadas para o modelo de Potts padrao [40] mencionadas no
capitulo 5, j& que um dos nossos objetivos foi investigar a persisténcia (ou nao) da fase
DC (que ndo possui w.dlogo estatico) encontrada para A = 0 [40]. |

Em resumo, o estudo das variagdes das quantidades dindmicas < D >, P,ope<d >
com o tempo, temperatura, campo quiral e condigbes iniciais nos permite distingiiir os

regimes enumerados abaixo com as seguintes caracteristicas:

1. Fase paramagnética (P) (HT - para T > T3(A), V A > 0):
< D(t) >, P(t), op(t) e < d(t) > decaem rapidamente (com um comportamento
exponencial que relaxa rapidamente com o aumento da temperatura) a zero para

todas as condigoes iniciais.

2. Fase dindmica caética (DC) (HIT - para Th(A) < T < T1(A), V¥V A > 0):
< D(t) >=< d(t) > e P(t) assume valores nao nulos para tempos longos (< D >< 1
e P = 1) que sdo independentes das condic¢des iniciais e sao atingidos rapidamente.

As flutuacgbes op(t) de < D > sio pequenas nessa fase, exceto em suas fronteiras.

3. Fase flutuante incomensurével (M) (LIT - para T3(A) < T < Ta(A), V A >-0):
< D(t) >, P(t) e op(t) diminnem muito lentamente até se anularem para todas
as condiges iniciais. < D(f) > tem uimn decaimento exponencial com um tempo
de relaxacéo tipicamente uma ordem de grandeza maior do que o tempo méaximo
encontrado na face P, para qualquer A > 0. Por outro lado, para tempos inferiores
ao tempo de transiente de P(t), < d(t) > assume rapidamente um limite nio nulo

(< d >< 1) que ¢ independente das condigdes iniciais.

4. Fase ferromagnética (F) (A < 1/2 LT - para T' < T3(A), 0< A <1/2):
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< D(t) >, P(t) e op(t) possuem limites nao nulos, para tempos longos, que de-
pendem das condigdes iniciais e sao atingidos lentamente quando as configuracoes
iniciais sio diferentes da ordenada ferromagneticamente (a). No caso da condigéo
inicial {a), < D >= P = 1 e op = 0. O limite para tempos longos de < d > é

sempre 1 para todas as cond..ves Iniciais.

. Fase quiral (C) (A > 1/2 LT - para T < Ta(A), ¥V A > 1/2):

< D(t) >, P(t), op(t) e < d(t) > possuem limites nao nulos, para tempos lon-
gos, que dependem das condi¢des iniciais e s&o atingidos muito lentamente quando
as configuragbes iniciais sdo diferentes da ordenada quiralmente (c). No caso da

condicdo inicial (c), < D >=<d>=P =1leop=0.
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CAPITULO 7

Suscetibilidade e Funcao de Correlacao do
Dano no Modelo de Potts com Trés
Estados na Rede Quadrada: Evidéncias de

uma Relacao do tipo Flutuacao-Dissipacao

7.1 Introducgao

Conforme j4 tivemos oportunidade de discutir no capitulo 5, Da Silva et al [40] mostraram,.
para o modelo de Potts com trés estados na rede quadrada, que a grandeza definida como

a frequéncia com que as duas réplicas do sistema sao atualizadas com nimeros aleatorios
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diferentes possui as propriedades de um campo conjugado s ao dano < D > pois este (i)
destrét a transigao do dano em Tp e (ii) a suscetibilidade xp definida na equagao (5.10)
diverge em Tp. Na temperatura To no modelo de Potts, a suscetibilidade xp nao deve
apresentar nenhuma divergéncia j4 que o dano nao é um parimetro de ordem para essa
transicio. Nessa temperatura, foi sugerido [40] que in: parfmetro de ordem apropriado
seria a diferenca entre danos com condigoes iniciais distintas A(t), mas as tentativas de se
identificar o campo conjugado correspondente falharam. Essas mesmas propriedades da
suscetibilidade xp {em Tp) foram verificadas para a transicao ativa-caotica do autémato

celular de Domany-Kingel [57] e para o modelo de Ising na rede quadrada [121].

Recentemente foi verificado [56] para o autémato celular de Domany-Kinzel que o
comprimento de correlagio associado & funcio de correlacao entre flutuacdes do dano {que
foi a inica grandeza obtida pelos autores nesse trabalho) apresenta um pico pronunciado
na mesma temperatura de transicio ativa-cadtica onde xp diverge. Os autores sugerem
que esse comprimento de correlagio também diverge nessa temperatura e mdicam esse
fato como uma (primeira) pista para a possivel existéncia de um anélogo ao teorema de

flutuacio-dissipacao para o dano.

Por outro lado, no modelo de Potts com trés estados na rede quadrada, apesar das -
evidéncias de que a suscetibilidade de dano xp diverge em Tp, a flutuagdo do dano op
é pequena perto de Tp [40]. Na realidade, constatamos (tal como ocorreu no modelo de
Potts quiral, como pode ser visto na figura (6.4) para & = 0, 1) que, antes de se anular no
regime de altas temperaturas (T > Tp), op apresenta um pequeno pico em Tp (ver figura
(7.4) mais adiante nesse capitulo). Estes dois fatos paiecem indicar que ndo existe uma
relacdo do tipo flutuagio-dissipagdo para o dano nesse sistema, contrastando com o que
foi sugerido [56] para o autémato celular de Domany-Kinzel. Para esclarecer essa questao,

resolvemos inicialmente calcular numericamente, para uma dada temperatura T, a fungao
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de correlacdo I'(r, T') entre flutuacdes de danos locais em pares de spins que distam r entre
si, bem como seu comprimento de correlagao £ p(T'). Verificamos entao, nesse capitulo, que
¢p tende a divergir em T'p, contrariamente ao compor{;amento da correlacao total (ou seja,
a soma de ['(r, T') para todos os pares possiveis) que é essencialmente a flutuacgao do dano
op. Constatamos que a razao desta aparente contradicac . deve ao fato de I'(r = 0, T")
‘ser muito pequena perto de Tp, e que, portanto, se normalizarmos a correlacao total em
r = 0 (dividindo a correlagao total por I'(r = 0, T)) esta grandeza, tal como xp, tende a
divergir em Tp. Finalmente, verificamos que o quociente entre xp e esta correlagao total
normalizada é uma fung¢ao monétona da temperatura, sugerindo entdo a existéncia de uma
relacao do tipo flutuagdo-dissipacido para grandezas associadas ao dano. Ressaltamos que
nao existe, em nosso conhecimento, nenhum trabalho abordando esse t_ipo de questao em
algum modelo particular (note que nos trabalhos [36, 42, 113] foram deduzidas relacoes
entre grandezas usualmente estudadas em modelos de spins e grandezas associadas a danos
e nao somente entre grandezas associadas ao dano como fazemos aqui).

Esse capitulo esta estruturado da seguinte forma: na segao (7.2) definimos o modelo

e o método que utilizamos e na segéo (7.3) mostramos nossos resultados.

7.2 Modelo e Método

Associamos a cada sitio ¢ de uma rede quadrada uma variavel de Potts o; que pode
assumir trés estados distintos (3 = 0, 1,2) e consideramos o Hamiltoniano dado em (5.5).
Realizamos simulacoes Monte Carlo do tipo banho térmico em sistemas com tamanho
N = L x L e condicoes de contorno periédicas. O processo d« atualizacao dos spins segue
nos moldes ja citados no capitulo 5 (como na ref. [40]), bem como as deﬁnigées do dano
(5.7) e do dano médio (5.8). Todas as grandezas médias que utilizamos nesta secdo estao

definidas para L, T et fixos, onde admitiremos que ¢ é suficientemente longo de tal forma
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que as grandezas abaixo tenham atingido estados estacionarios.
Para estudarmos a funcido de correlagao nesse modelo, iniciamos definindo o dano local

a:ﬁ*’) no sitio ¢ para uma amostra s constituida do par de réplicas A e B por:

o = 1= 8(e™, Py | (7.1)

com a mesma notacao da equagao (5.7), ou seja, o dano D® para o par de réplicas de
uma amostra particular s (das M amostras simuladas) é dado por:

1 & ()

i=1

D —

Podemos notar que :r:,(;s) ¢ uma varidvel binaria (0 ou 1) que pode ser associada ao sitio ¢
de uma terceira réplica, compondo assim um sistema ‘tréplica’ de N spins. Nas grandezas
que definiremos eIﬁ seguida estaremoé considerando M amostras desse sistema tréplica
(chamado de sistema ‘Hamming' em [56]).

A flutuacio quadratica média (no conjunto de amostras) do dano §D(T) na tempera-

tura T (vide equagdo (5.4)) pode ser definida por:
§D(T) = ob(T) =< (DUNT)— < D(T) >¥ >=< DYT)> - < D(T)>* . (7.3)
Portanto, usando a equagao (7.2), obtemos:
6D(t) = =5 < O - < >) X - <a5>)> (7.4)
i=1 i=1

Introduzindo a notagao y;(T) para a funcio de correlagio entre os ‘spins’ nos sitios i e
j do sistema. tréplica (que representa as correlagbes entre flutuacdes de danos locais nos
sitios i e j) por:

145(T) =< (=; @ < g >)(x3 O < g; >) >=< Ty > — <2 >< T s, (7.5}

obtemos:

1 N N
= —]\-{—;Z:j (7.6)
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Definindo a fungio I'(r, T), que mede a correlagdo média, na temperatura 7', entre spins

do sistema tréplica que estdo separados pela distancia r, por:

1

NP(T)Z%-_,-(T) .com li-G|=r | (7.7)

(i)

onde a soma é feita somente sobre os N,(r) pares (distintos ou nio) de spins (i,7) que

I'ir,T) =

distam r entre si (r podendo ser nulo ou nao), obtemos finalmente:

L
6D(t) = —]% ZONP(T)F(T,T) : (7.8)

A expressao que obtivemos acima € totalmente analoga & sua equivalente estatica:

L
ém(t) = Tv1_2 SN () T) (7.9)
=0
onde m ¢ a magnetizagao por sitio do sistema.

Em nosso calculo de I'(r, T') adotaremos o procedimento usual de calculo de funcoes
de correlagao no qual r é interpretado como sendo a distancia quimica, ou seja, o nimero
de ligacoes na rede ao longo do menor caminho que une o par de sitios_considerado. BEsta
interpretacio decorre do fato de que o modelo de Potts em estudo assume interagoes
diretas somente entre primeiros vizinhos. Conseqientemente, a influéncia de um spin o;
sobre, por exemplo, um dos seus segundos vizinhos ;4o envolve duas interagoes diretas (a
de 0; com 0, € ainteragdo entre 0;,1 €OM 0;.9, € assim sucessivamente). Nesse contexto,
para uma rede quadrada de lados L, a maior distancia possivel seria r = 2L. No entanto,
dadas as condicdes de contorno peridédicas que adotamos aqui, as distancias entre sitios

varrem efetivamente apenas o intervalo [0, L.

7.3 Resultados

Nas figuras (7.1) e (7.2) mostramos o comportamento tipico da funcao de correlagao
I'(r,T) em fungéo da distdncia. Para pequenas distdncias a fungao de correlagéo de-

cai rapidamente para um valor préximo de zero. Podemos notar da figura (7.1) que no
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Figura 7.1: Fungdes de correlagdo ['(r, ') na temperatura T = 1,10 e tamanho L = 64 em

fungéo da distancia r para diferentes tempos de simulagéo (média sobre M = 100 amostras).

tempo t = 4000, para T' = 1.10, I'(», T') j4 convergiu para seu valor assintotico. Esse
tempo se mostrou satisfatério para todas as outras temperaturas que estﬁda.mos e coITe-
spondera portanto ao tempo de simulacao utilizédo em todas as figuras que mostraremos
em seguida. Vemos da figura (7.2) que I'(r, T') apresenta um comportamento exponencial
para valores de r em uma faixa intermedidria préxima de r = 0. Esse comportamento
foi verificado para todos os valores de temperatura que simulamos (0,95 < T < 1,125).

Podemos entio calcular o comprimento de correlagao £(T) através de:
T(r,T) ~ e /20 (7.10)

Assumindo esse comportamento para I'(r, T') (numa faixa intermedidria de valores de r)

obtivemos o comportamento de £p(7T) em fun¢io da temperatura que estd mostrado na
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Figura 7.2: Funcdo de correlagao I'(r, 7)) para tempos longos (¢ = 4000) na temperatura 7' =
1,11 para dois tamanhos L == 64 e I, = 128 (média sobre M = 100 amostras). Na parte
superior mostramos um detalhe (semi-log) do comportamento de I'(r,T) para uma faixa de

valores intermediarios de r para L = 128,

figura (7.3).

Podemos observar na figura (7.3) que o comprimento de correlagdo £p apresenta um
pico pronunciado na temperatura de transicio de dano Tp = 1,13 (um valor de tempera-
tura bem préximo do obtido em {40] (.TD = 1,135+ 0,003) através de uma extrapolagao
para [, — co). Esse pico aumenta significativamente quando o tamanho do sistema vai
de L = 64 para L = 128, o que sugere que £p apresenta uma divergéncia nessa tem-
peratura para um sistema infinito. Um comportamento similar para o comprimento de
correlacdo foi observado para a transi¢ao de dano ativa-cadtica no autémato- celular de

Domany-Kinzel [56]. Observamos também um pico secundario de £p(T') na temperatura,



118

20

©  L=64

0.96 1.00 1.04 1.08 1.12
T

Figura 7.3: Comprimento de correlagao £p{T) para tempos longos em funcgao da temperatura

7" para dois tamanhos diferentes f. = 64 e L = 128 (M = 100).
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Figura 7.4: Flutuaggo op(T) em fungao da temperatura T' para L = 64 e tempos longos.

Ty que cresce muito pouco com o aumento do tamanho do sistema.

Como ja mencionamos na introducdo desse capitulo, podemos notar da figura (7.4)
que a flutuagao op(7') apresenta um pico quase imperceptivel na temperatura 1'p, menor
até do que o pico em Ts que, em principio, deveria ser secundério ji que o dano nao ¢ um
pardmetro de ordem para essa transi¢ao. Esse pequeno pico em Tp parece contradizer o
fato de que a fungéo I'(r,T) decai mais lentamente 4 medida em que nos aproximamos
da temperatura Tp (como pode ser visto no gréfico (7.3) de £p versus T ) o que deveria
implicar em uma maior ‘integral’ op(7p). O que ocorre de fato é que, ao mesmo tempo
em que a funcao I'(r,T') fica mais lenta & medida em que nos aproximamos de 1p, seu
valor absoluto (ou sua amplitude) também decal, resultando em uma soma sobre 7 que, '

a0 invés de aumentar, diminui ou aumenta muite pouco nessa temperatura. Esse fato
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Figura 7.5: Fungao de correlagado para r = 0, I'(r = 0,7), em fungdo da temperatura para

tempos longos e L = 64 (M = 100).

pode ser visto na figura (7.5) onde mostramos, para exemplificar esse decaimento, o com-
portamento de I'(r = 0, T') (que é o maior valor de I'(r, T) para uma dada T') em fungéo
da temperatura. Por esse motivo, a funcdo 6D (T) introduzida no inicio desse capitulo

- . . .
apresenta, em funcao da temperatura, picos arredondados quase que imperceptiveis em

TD & Tz.

Com o objetivo de isolar e eliminar esse efeito de decaimento da amplitude da funcao
de correlagio I'(r, T'), definimos a funcio de correlagio total G(T') entre as flutuagoes de

dano nas téplicas do sistema por:

L _
G(T) = %Z{)Np(r) To(r, T) (7.11)
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Figura 7.6: Funggo de correlagdo total G(T) e o inverso da fungao de correlagao para r = 0,

1/T(r = 0,T), em funcao da temperatura para L = 64 e tempo ¢ = 4000 (M = 100).

onde introduzimos a funcao de correlagdo normalizada em » = 0:

FD(?‘,T) = f_(-:’[r_‘_‘gjij—?ﬂ . (712)

O comportamento da funcio G(7') em fun¢ao da temperatura estid mostrado na figura
(7.6). Note que a relacao de G(T) com a flutuagio §D(T) definida anteriormente é:

N&D(T)

Essa fungio G(T') apresenta um pico pronunciado na temperatura de transicao de
dano T'p e um pico menor na temperatura Ty, énalogamente ao comportamento da sus-
cetibilidade yp que estudaremos em seguida. Acima da temperatura Tp, G(T) (para
campo h = () é identicamente nula, j4 que nessa regido, para a dinamica banho térmico

utilizada nas nossas simula¢oes, o dano se anula rapidamente e, devido as duas réplicas
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serem atualizadas com o mesmo ruido térmico, se mantém nulo indefinidamente. Para se
estudar o comportamento de G(7T') acima de Ty é necesséirio aplicar um campo conjugado
h nao nulo e depois considerar o limite dessa fungao para h — 0. Esse procedimento foi
o que adotamos para obter os pontos mostrados na figura (7.6) para 7' > Tp. Obtive-
mos também essu mnesma curva para o tamanho L = 128 e pudemos observar que, assim
como ocorre comn a suscetibilidade (como veremos em seguida), a fungio G(7T) depende
muito pouco do tamanho do sistema, com excec¢io das regides de temperaturas muito
.préximas das temperaturas de transicio Tp e Ty onde o tempo ¢ para se obter resulta-
dos estaciondrios (que j4 é grande para L = 64) aumenta muito quando passamos para
L = 128. Por essa razdo nossos graficos nao apresentam muitos pontos nas vizinhangas
imediatas das temperaturas Tp e T5. Nessa mesma figura (7.6) mostramos o comporta-
mento do inverso da fungéo de correlagdo 1/ F(r = 0, T) para efeito de comparagio com o

comportamento de G(7') na vizinhanca da temperatura Tp.

Os resultados de Da Silva et al [40] para a suscetibilidade x p no modelo de Potts foram
obtidos atfavés da variagcdo de < D > correspondente a pequenos valores de h (h = 0, 01
e h = 0,005), sem apresentarem uma extrapolagio para campo tendendo a zero. " Por
isso, em nossas simulagdes recalculamos essa suscetibilidade para mais valores do campo
conjugado h e apresentamos na figura (7.7) os nossos resultado para xp em fungao da
temperatura para uma rede de tamanho L = 64 e para quatro valores distintos do campo
conjugado h. Apresentamos ainda o resultado de uma extrapolagao para b — 0. Podemos
observar que essa func¢ao apresenta um pico pronunciadé em Tp ~ 1,13 e que esse pico
mostra um crescimento répido & medida em que o campo h tende a zero. Notamos também
a presenca de um outro pico pequenoc na temperatura T, ~ 1,0, temperatura essa que

estd préxima do resultado obtido (T3 = 0,99 + 0,01) em [40].

Na figura (7.8) exibimos o comportamento (log-log) de xp na temperatura Tp em
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Figura 7.7: Suscetibilidade x p em fungao da temperatura para L = 64 e campos k = 0,01, 0,05,
0,005 e 0,002. Os circulos cheios s30 os resultados obtidos de uma extrapolagao para h — 0

(M = 100). O pico maior ocorre em Tpp ~ 1,13.

funcio do valor do campo conjugado h. Vemos desse grafico que xp(T'p, h, L = 64) apre-
senta um comportamento bem préximo de um;a. lei de poténcia (xp(Tp h, L) ~ h™%),
mostrando que o resultado para esse tamanho L = 64 ndo deve diferir muito da susce-
tibilidade no limite termodindmico (L — oo) onde xp deve apresentar uma divergéncia
na tempera,tura. Tp quando h se anula. FEsse resultado, juntamente com as temperatu-
ras Tp e Ty obtidas aqui sugerem que nossos resultados para o tamanho L = 64 devem
estar bem préximos dos resultados que seriam observados no limite termodinamico para

temperaturas nao muito préximas das transigoes.

Esse fato é também corroborado pela figura (7.9) onde mostramos o comportamento

da suscetibilidade x p em funcgdo da temperatura para dois tamanhos diferentes da rede
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valores do campo conjugado h (M = 100).
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Figura 7.10: Razao entre a suscetibilidade xp e a fungao de correlag@o total G(7T') em fungao

da temperatura para L = 64 (M = 100).

(L = 64 e L = 128) e campo conjugado fixo & = 0,002. Podemos ver nessa figura que
xp é essencialmente independente do tamanho do sistema, exceto nas vizinhancas das
transicoes onde o tempo de relaxagao é tao grande que nio nos foi possivel computar o
valor assint6tico de x p para tempos longos.

Nossos resultados para o dano nesse modelo sugerem algo similar ao que esta expresso
no teorema de flutuagao-dissipacao, qual seja, um vinculo estreito entre os comportamen-
tos da resposta do sistema a um campo externo (xp(7)) e das flutuagées do parimetro de
ordem conjugado a esse campo (G(T)), onde as flutuacdes devem ser convenientemente

normalizadas em r = 0. Essa relagao esta expressa por:

NSD(T)

=01 (0

xp = F(T)G(T) = F(T)
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com a funcio F(T'), monétona crescente em T, conforme est4 exibido na figura (7.10).
Apenas para efeito de comparacéo, o teorema de flutuacao-dissipagio usual para a mag-
netizacao é expresso pela relagao:

kT

om =< m2 > —<m >2—_—‘ Txm ' (7.15)
ou seja
N
m | —— )8 7.16
xm = (7 ) om (7.16)

onde m é a magnetizacio por sitio e xm ¢ a suscetibilidade magnética.
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CAPITULO 8

Conclusoes Finais

Nesse capitulo apresentamos um resumo dos principais resultados apresentados ﬁessa
tese e algumas perspectivas para trabalhos futuros.

Na primeira parte da tese (composta dos capitulos 2, 3 e 4, além do capitulo didatico
1) apresentamos resultados analiticos exatos obtidos através do método de Grupo de
Renormalizagao no espago real aplicado a modelos do tipo Ising em substratos fractais.

No capitulo 2 apresentamos um modelo exatamente soluvel definido numa familia de
fractais deterministicos, o ferromagneto de Ising com, além da interaciao en*ras primeiros
vizinhos, campo externo e interagbes de trés spins {denominado modelo de Ising gene-
ralizado) no fractal Sierpinski gasket de m folhas e lado b = 2 ({(mSG)s). Obtivemos

as expressGes exatas para algumas grandezas termodinamicas em funcao da temperatura
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no caso do modelo de Ising usual (com interagbes somente entre pares de spins) para

diferentes valores de m.

Verificamos que a fungdo Ma (definida nas equagdes (2.35) e (2.36)) pode ser usada
como um parametro de ordem alternativo neste modelo de Ising com campo externo
pelas seguintes razoes: (i) ele se anula na mesma témperatura critica e com o mesmo
expoente critico § da magnetizagao M; (ii} a introdugio de seu campo conjugado (i.e.,
a interagao entre trés spins J3), ndo importa quio pequeno este seja, destrdi a transicio
para-ferromagnética; (iii) a sua suscetibilidade correspondente y » diverge na temperatura

critica com o mesmo expoente critico v da suscetibilidade y associada & magnetizacao.

Com os expoentes criticos computados, v, a, §, e 7, testamos a validade da lei de
hiperescala e da lei de escala de Rushbrooke. Mesmo com os erros implicitos nos calculos
muméricos dos expoentes criticos (com excegio de v, que foi calculado exatamente), os
valores obtidos aqui fornecem uma evidéncia muito forte a favor da validade dessas leis
para o ferromagneto de Ising na familia de fractais (mSG);. Em nosso conhecimento, nio
houve ainda nenhum outro trabalho na literatura exibindo qualquer prova ou verificacao
explicita (sem usar expressdes analiticas aproximadas para as fungoes termodinimicas

correspondentes) da lei de Rushbrooke em sistemas fractais.

No capitulo 3 obtivemos, através de um procedimento exato de Grupo de Renormali-
zag¢ao no espago real, o diagrama de fases, bem como os expoentes criticos do comprif
mento de correlagao, do modelo de Ising generalizado numa familia de redes fractais com
topologia triangular, especificamente, o Sierpinski gasket com m folhas e lado b = 4
((mSG)y). Ainda que o diagrama de fases, para qualquer valor fixo de m > 1, contenha
pontos criticos para os dois casos (o ferromagneto de lsing usual com interac¢Ges entre
primeiros vizinhos (K3 = H = 0 e K¢ > () ¢ o modelo de Ising com interagoes somente

entre tripletos (Ko = H = 0)) pertencentes a classes de universalidade diferentes, os
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modelos intermediarios com Ko, > 0, K3 # 0 e H = () sdo sempre paramagnéticos. No
caso mais geral, o campo magnético destréi, para todo m > 1, nao a.penﬁs a transicao
para-ferromagnética do modelo K3 = H = 0, mas também a transi¢ao do modelo com in-
teragbes somente entre tripletos. Quanto ao caso antiferromagnético (Ko < 0), o sistema
apresenta, além das fases paramagnética e antiferromagnética frustrada (que ocorrem para
todo m > 1), uma fase nao ﬁsua.l do tipo Berker e Kadanoff quando a dimensao fractal é
suficientemente alta. Verificamos que essa fase tem seu dominio restrito a apenas o eixo
K2 < 0, mostrando que um campo infinitesimal (H ou K3) é suficiente para aniquilar essa
fase nao usual. Todos esses resultados diferem dos obtidos para o modelo de Ising na rede
triangular onde nem K3 déstrdi a transigao para-ferromagnética do modelo K3 = H = (),

nem H aniquila a transicido do modelo com interacoes apenas entre tripletos.

No capitulo 4 retornamos & questdo da validade da lei de hiperescala para o ferro-
magneto de Ising na familia de redes fractais do .tipo diamante. Utilizamos um método
exato para determinar equacoes de recorréncia para a energia interna e para a constante -
de acoplamento desse sistema. Com essas equacdes de recorréncia obtivemos os expoentes
criticos a e v e verificamos explicitamente, sem nenhum célculo numérico intermediario,

a validade da lei de hiperescala para toda essa familia de sistemas fractais.

As equacgdes de recorréncia obtidas através desse método de Hamiltoniano efetivo para -
o ferromagneto de Ising com campo externo sio mais complexas do que as obtidas com
campo nulo. N(; entanto, acreditamos que ainda seja possivel, e pretendemos tentar isso no
futuro, determinar analiticamente os expoentes J da magnetizacio e 7 da suscetibilidade

de forma a obter uma verificacao analitica da lei de escala de Rushbrooke nesse modelo.

Na segunda parte da tese fazemos uso de simulagdes Monte Carlo e do método de
Propaga.gao de Danos para estudar propriedades dinamicas dos modelos de Potts e Potts

quiral que evoluem segundo uma dindmica de banho térmico. Essa parte da tese é com-
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posta dos capitulos 5, onde fazemos uma. revisio do método de propagagao de danos, 6 e

7, onde apresentamos nossos resultados.

No capitulo 6 investigamos, através da técnica de propagacao de danos, as transi¢oes de
fase dindmicas no modelo de Potts quiral com trés estados na rede quadfada submetido
a dindmica de banho térmico. Encontramos Ciﬁco fa.ses dinimicas das quais, quatro
podem ser associadas com as fases estdticas conhecidas (ferromagnética (F), quiral (C),
flutuante (M) e paramagnética (P)) e uma outra, a fase dindmica caética (DC), que
subsiste mesmo para um campo quiral nulo e nao possui equivalente estdtico. A fronteira
superior dessa fase DC, que é quase insensivel ao valor do campo quiral, estd. préxima do
valor exato da temperatura critica estitica do ferromagneto de Ising na rede quadrada. As
cinco fases podem ser diferenciadas por comportamentos distintos de pelo menos uma das
quatro grandezas relacionadas ao dano analisadas aqui. Em particular, as caracteristicas
encontradas para < d > e P(t) nos regimes flutuante e comensurdvel sio os mesmos que

foram obtidos para as fases correspondentes no modelo ANNNI bidimensional.

Obtivemos um regime dindmico flutuante para todos os valores nao nulos do campo
quiral observados, analogamente a alguns resultados existentes na literatura para a fase

de equilibrio correspondente.

Uma questio interessante que pretendemos investigar nesse modelo é a coincidéncia (ou
nio) da temperatura de transigio de dano com a temperatura de transicdo de percolagao

de aglomerados de spins correlacionados.

No capitulo 7 abordamos a questdo da existéncia, ou nao, de um andlogo ao teorema
de flutuacio-dissipacao para grandezas relacionadas ao dano no modelo de Potts com
trés estados na rede quadrada. Estudamos o comportamento das fungoes de correlagao
entre flutuagoes do dano para spins distantes r enre st e da fungio de correlagio total.

Mostramos que o comprimento de correlagao apresenta um pico pronunciado na tempe-
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ratura de transi¢ao de dano (onde o dano se anula), e que a fungfo de correlagao total
também parece divergir nessa temperatura. Para mostrar essa divergéncia foi necessaria
a normalizacado das funcdes de correlagao na origem (r = (), de tal forma a eliminar o
efeito de decaimento da amplitude dessas fun¢bes. Comparando esses resultados com uma
extrapolacido da suscetibilidade do dano para campo conjugado nulo, pudemos mostrar
que existe uma fung¢io mondtona crescente com a temperatura que relaciona a correlagao
total com a suscetibilidade, analogamente ao teorema de flutuacdo-dissipacao usual.
Futuramente pretendemos estender esse estudo a outros modelos como, por exemplo,
o modelo de Ising, para o qual a temperatura de transicdo dinimica, na dindmica banho

térmico, coincide com a temperatura de transicio estitica.
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Apéndice A

Conforme as definigbes

( IVanbn) 12 ben. 1/2 Wcm, de) 1/2 (9 1)
= | = D G = ; tp = , :
Pn Wa,n ch I ( VVan ) " ( Wan an

das varidveis de GR introduzidas no Capitulo 2, e utilizando as equacoes de renormalizacio

(2.2), obtemos as seguintes equacoes de renormalizacao:

' , 2
q4p3 + z(psz + 2q4p2+ 2q4zp-|-p4+ q4))(q4p3 +z(3psz +3z2p4+q4z2)) m/
(P + 2(3¢%2 + 3q%2%p + p®2%)) (p? + 2(q%z + 2p® + 22p% + ¢%p + p°))

P (p,g,z2)= ((

2043 5.2 3.4 4.3y\ m/2
g (g*p” + 3p°z° + 32°p* + ¢*2
q'(p,q,z):( ( )) 9.3)

p(p* + 3¢%2% + 3¢*2%p + p°2%)

m/f2
S, a,7) — 22(p? + 2(g%2 + 20° + 220* + g% + 29 (4% + 2(0°2 + (2% + 22p + 1) + 1)\
S (p? + 2(3¢%2 + 3¢2%p 4 p°22)) (g%p° + 2(3p%2 + 322 + ¢%22))
(9.4)

onde definimos p’ = p,,1 e p = p,, analogamente para z, z’, g e ¢’
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Apéndice B

Negse apéndice nés explicitamos as funcoes de particao restritas definidas pela equagao
(1.7) no capitulo 1, com n = 1 e m = 1 e que foram utilizadas no capitulo 3 para o modelo
de Ising generalizado na rede (mSG)y. De forma a compactar ao maximo o tamanho das

expressoes para essas fungoes de particdo, usamos as seguintes defini¢oes:

4

tg=1+t tg=1-1
Y zeg=14+z zo=1-x ' (10.5)

ve=1l+y yo=1-—y

\

e fazemos ainda

(10.6)

WL =H+I+J+K

WL
onde as funcées A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L. e M sao dadas pelas expressoes

)

Wi, )=D+E+F+G
)
)

L+ M

mostradas nas paginas que seguem:
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