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Resumo

Este estudo é dedicado aos mecanismos de violacdo da aproximacdo adiabéatica (Born-
Oppenheimer) para sistemas cujos graus de liberdade rapidos exibem dindmica cadtica
no limite classico. Discutimos as dificuldades de se usar a teoria de Landau-Zener para se
modelar sistemas com muitos niveis interagindo. A andlise de um sistema realistico cattico
mostra que a estrutura do espectro em geral nao apresenta “avoided crossings” isolados.
Outro ponto é a impossibilidade de obter uma boa parametrizacao dos “avoided crossings”.
Eles nio podem ser consideradas hipérbolas exatas. Estes dois fates mostram que a
férmula de Zener leva a resultados erréneos quando aplicada a sistemas cadticos.

Além disto, a escala de tempo onde estdo acontecendo as transigoes entre dois “avoided
crossings”para um processo adlabdtico ndo necessariamente € muito maior que o tempo
de tunelamento Zener 7z. Pode-se, portanto, esperar que a dependéncia da razdo de
transicdo com a poténcia 3/2 da velocidade para o caso GOE obtida por Wilkinson, seja
incorreta para o caso de um sistema realistico como o estudado.

Esta investigacdo sugere que é necessario desenvolver uma teoria estatistica mais so-
fisticada que a de Wilkinson para tratarmos o problema. A mesma deve incluir termos
de interferéncia. Do ponto de vista numérico é necessdrio fazermos estudos mais quanti-

tativos analisando a evolucido da matriz densidade.
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Abstract

This study is dedicated to the mechanism of violation of the adiabatic approximation for
systems whose fast degrees of freedom exhibit chaotic dynamics in the classic limit. We
discuss the difficulties of using the theory of Landau-Zener to model systems with many
levels interacting. The analysis of a chaotic real system shows that the structure of the
spectrum in general does not present isolated “avoided crossings”. Another point is the
impossibility of obtaining a good parameterization of the “avoided crossings”. They can
not be considered exact hyperbolas. These two facts show that the formula of Zener leads
to wrong results when it is applied to chaotic systems.

Besides this, the scale of time where are happening the transitions between two “avoi-
ded crossings”for an adiabatic process not necessarily is much bigger than the tunneling
time Zener 1z. Therefore, it is expected that the dependence of the reason of transition
with the power 3/2 of the speed for the case GOE obtained by Wilkinson, is incorrect for
the case of a real system as the studied one.

This research suggests that it is necessary to develop a statistical theory more sop-
histicated than that of Wilkinson to deal with the problem. It must include terms of
interference. From the numerical point of view it is necessary to carry out more guanti-

tative studies analyzing the evolution of the density matrix.

iv



Indice

Abstract . . . . . L e e e

Indice . . . .

1 Introducao

1.0.1 Dissipacio em um sistema de dois niveis . . . . . . ... ... ...

2 Modelo Din{m‘)ico: o oscilador quartico acoplado
2.1 Comportamento cldssico. . . . . . . .. ... Lo oL
21.1 Sumdrio tedrico . . . . . . . . ... oo e e e e e
2.1.2  Anélise da dinidmica cldssica do oscilador quéartico acoplado . . . . .
2.2 Comportamento quantico . . . . . . . . .. . Lo
2.2.1 Resumo sobre a Teoria de Matrizes Aleatérias . . . . . . .. .. ..
2.2.2 Consideractes sobre a densidade média de niveis . . . . . . . . . ..

2.2.3 Analise das flutuagtes espectrais do oscilador quartico acoplado

3 Em busca de uma generalizagao para a teoria de Landau-Zener

31 Imtrodugdo . . . . . . . . . .. .. IEEREEEE

il
iii

iv

14
15
15
18
21
21



3.2 Revisdo da teoria de Wilkinson . . . . . .. .. ..o oL, 38
3.3 Simulacoes Quanticas atravésda RMT . .. . .. .. ... ... ... ... 42
3.4 Resultados para o oscilador quirtico-OQA . . . . . . . ... ... .. ... 53
3.5 Critica a teoriade Wilkingson . . . . . . . .. ... ... .., 67
36 Conclusdes . . . . . . . . . e 68
Bibliografia . . ... ... e 69

vi



Capitulo 1

Introducao

Em um sistema quéntico é comun separar-se modos de movimento lentos dos répidos e
utilizar a aproximacio adiabética de Born-Oppenheimer. Esta tese analisa situagoes onde

esta aproximagio ndo é adequada.

1.0.1 Dissipagdo em um sistema de dois niveis

O sistema quéntico que ilustra com maior simplicidade o que se entende por dissipa¢ao
quéntica, preservando suas caracteristicas essenciais, € o sistema estudado independente-
mente por Landau {1] e Zener [2]. Considerando um sistema de dois niveis, os dltimos
analisaram o processo dinimico da probabilidade de transicio do nivel de energia mais
baixa para o nivel de energia mais alta como fungio de um pardmetro externo, como por
exemplo o tempo.

O hamiltoniano do sistema pode ser representado pela matrix 2 x 2 abaixo

Hpr = e1¢1 + ek
Hoo = €120) + €202

onde {|¢,), |¢2)} € uma base qualquer, tal base é chamada usualmente de diabética. Por

: (1.1)



conveniéncia escolkemos tratar do problema H = H(t), onde a dependéncia temporal esté
apenas nos elementos da diagonal.
A solugio da equacio do Schrddinger, ih(8/8t) | ¥) = H |¥), na base diabatica pode

ser obtida resolvendo o conjunto de equagoes:

Zc.., e { + tq(t’)dt’}m), (12)

onde tp é um instante arbltrarlo em que sao conhecidas as condigdes iniciais do sistema e
os coeficientes ¢;(f) obedecem & condigao padrao de normalizagao E?Zl le; (1)) = 1.
A probabilidade de encontrarmos o sistemna no estado |¢1) ou |¢2) é entdo dada por:
Pi)=lg®l’, =12 (1.3)
Por outro lado, também é possivel expressar a solu¢do da equagao de Schrédinger para
o sistema de dois niveis como uma combinagéo linear dos autovetores {11 (), |2 () },

solugdes instantaneas do hamiltoniano f, ou seja,

H(t)|y;(8) ) = E5() [45(1) ) (1.4)
onde E;(t) sfo as autoenergias. Chamamos esta base formada pelos autovetores ins-

tantaneos de adiabatica.

Segue que o estado do sisterna (|¥(t)}) expresso na base adiabética é:

>-Z% o {-5 [ Bt {100 (L5)

aqui, a condigdo de normalizacao é 22:1 la;(2)]? = 1.
O sisterna num instante ¢ tem uma certa probabilidade, P;(t), de se encontrar em

um dos autoestados instantaneos {|v;(t)), [¥2(?))}, dependendo das condigoes iniciais do



problema. Assim, de (1.5) temos que
Pyt) = a;(t) " (16)

Para obtermos a probabilidade de transi¢ao entre niveis precisamos de um método para
calcular P(t).
Sem perda de generalidade para a nossa anilise podemos escolher uma forma simples

para o Hamiltoniano H (t):

€1 €12 —ct V
H(t) = = (1.7)

€12 € 1% ct

onde c e V 530 escolhidos como positivos. O parametro ¢ é interpretado como a velocidade
com que se altera intrinsecamente o sistema e V' é a distancia mais préxima entre as duas
auto-energias, como ilustrado na Fig.1.1. Para o sistema (1.7) estas autoenergias em um

dado instante ¢ sdo

ct 2
EI,Z =4V (v) +1 3 (18)

com 0s respectivos autovetores
) = ! 2 + 1+
|91 ( )_) Tt {Iqﬁl) + (\/n + +n) chz)} o

bt = ﬁ_n)g{wlw(ﬂ/m T7)162)}

onde n = ct/V.
O espectro como fungdo de ¢ apresenta um “avoided crossing”ilustrado na Figura
1.1. Note que as autoenergias tendem assintoticamente para as retas ct e —ct, quando

|t| = oo, o que é facil de obter da Eq.(1.8). Da Eq.(1.9), para |t/ — oo, obtemos as



relacoes assintdticas entre a base adiabatica e a base diabatica:

|62) = gt = —00))
42) = |t — +o0)) (1.10)
61) = [t = —00))
161) = |t = +o0)) .

Tomando como estado inicial do sistema: |¥{t — —o0)) = |i.(t —» —o0)) da Eq.(1.10)

concluimos que condigdes iniciais (na base adiabatica):

la(t = —cc)| =0 |

(1.11)
las (t = —00)] =1
sdo equivantes as condigdes iniciais (na base diabética):
lei{t = —oc)| =0
: ) (1.12)

lea(t = —oc0)| =1.
Da Fig.1.1 e da Eq.{1.10) podemos afirmar que a probabilidade de transicio do estado
inicial de energia mais baixa para o estado final de energia mais alta é dado na base
adiabéatica por:
P(t) = (i (1) = lar(8)]* - (1.13)
J4 no caso do estado |¥(t)) ser expresso na base diabatica, a probabilidade de transigao

P(t) do nivel de energia mais baixo para o mais alto é dada por:

P(t) = (o)D) * = le2(t)* = 1 = aa(t)]* . (1.14}



Abrbl-Eo-ruua-
o KTy

E possivel obter resultados analiticos para a probabilidade de transi¢io P(t). Veremos
ainda que se tomarmos o limite de ¢ = oo [1, 2], P(t) toma uma forma bastante simples.
Para demonstrarmos esta afirmagio usaremos a base diabdtica. Substituindo a Eq.(1.2)

na equacgao de Schrodinger, chegamos ao sistema de equagoes:

d i i
aﬁ(t) = Eelzexp{—ﬁfdt (e1 "62)}62

d i if o
‘d—tCQ(t) = 5612 exp {E fdt (61 - 62)} Cy, (115)

onde as condicdes iniciais sdo dadas pela Eq. (1.12).

O sistema de equacdes (1.15) pode ser reduzido a uma equagéo diferencial de segunda

ordem, a qual s6 depende de ¢;:

d? i €2 ] d €122
d—ﬁcl-F{ﬁ(ﬁ}—ﬁz)'—'e—z-}a—tCl-F(%) ¢ =0, (1.16)
com condigoes iniciais
et = —00) = 0 (1.17)
d | i _ i [t
Eicl(t — —o0) = Few Jim 4 exp ) dt(e; —€2)]| ¢ . (1.18)

Fazendo as mudancas de varidveis:
f = Elg/ﬁ, c = 6—__"72‘[(61_62)dtU1 e fo = (61 - 62) /h
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[com a escolba de o < 0 para garantir a consisténcia com o Hamiltoniano da Eq. (1.7)],

encontramos a seguinte equacio diferencial ordindria de segunda ordem

d? ic o
@U1 -+ (f2 - '5* + Itz) U, =40, (119)

conhecida como equacdo de Weber [3]. Para escrevé-la sua forma padrdo introduzimos a

. s 1 . .
varivel complexa z = aze™"/*¢ e ainda v = if?/«, obtendo

d? 1 2
EUl-F(I/*f‘E—ZZ)Ul:O- (1.20)

Uma solucdo particular da Eq. (1.20) ¢ a fungao de Weber, D_,_,(iz). (ver [3, 4]}, cujo
limite assintético na diregao —37 é :
lim D_,.j(iRe” 1"} as eF0H0ig/AR—v—1 (1.21)
Rooo

onde R = a3t, e na qual D_,_ (R — oo) satisfaz a condicéo inicial da Eq.(l.l?), portanto

a solucao U, (z) serd proporcional & funcdo de Weber:
U(z) = AD_,(iz) , a<0. (1.22)
Desta relacdo obtemos o limite assintético para ¢; quando R — o0 :
c1(R = 00) = AeF A Vigif 2 p—v=l (1.23)
utilizando este resultado na condicdo inicial Eq.(1.18), achamos o valor da constante A:
jA} = NEeTa™, (1.24)

onde v = f?/|a|.
De forma andloga, obtemos a solugao para ¢ — oo lembrando que z = aze i/ ¢

parametrizado-o como z = Ret™* ¢ — 0o equivale a B — oo. Tal limite nos fornece:

lim D. :_1(iRe%’”') — iR [ -l 2 _eimiiR A
\/5 1 T o ]
~ i iR /4Ry 1.25'
F(I/—’r l)e € ) ( 5)
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e o valor de ¢;(t — o0) e ¢j(t — o)

V2yre ™/ c—iR? /1 gy

&1t = o0) T(v+1)
D=2 .
C;(t — OO) = %eﬂzz/‘l}%b’ , (126)

como v = ¥y e utilizando a identidade T'(¢y + 1)I'(—iy + 1) = 7/ sinh(7y) encontramos:
lex(t — 00)|2 = 2e™ sinh(7y) = 1 — €727, (1.27)

Comparando este tltimo resultado com a Eq.(1.14) encontramos a probabilidade de
transicio P(t — oco):

P(t = o) = e %7, (1.28)

onde 7y é dada pela seguinte relagao :
el
h

v= m . (1.29)
dt \©1 2

O processo de transigio do sistema € governado pelo expoente . Para uma melhor
andlise do resultado, identificamos o expoente 7 com os parmetros ¢ e V através da

seguinte relacao:
V2

=5

v (1.30)

Podemos observar que a probabilidade de transi¢do depende da velocidade paramétrica
do sistema e da menor distincia entre os niveis de energia, 2V. Dependendo da escolha

dos pardmetros ¢ e V a transi¢ao sera favorecida ou néo. Os casos limites sdo:

V2

Eh—— <1 = P->1 (processo nao adiabdtico) (1.31)
¢

TV? s

o > 1 = P-0 (processo adiabatico) . (1.32)

Uma conclusio que se tira do resultado acima é a diferenga na definicao de um processo

adiabdtico entre um sistema quéntico e um classico. Classicamente o processo adiabatico

7



depende unicamente da velocidade com a qual o sistema se move. No regime quintico
além da velocidade, o espagamento de niveis é relevante para garantir o limite adiabtico.

Para obtermos uma solu¢do numérica deste problema é conveniente usarmos a base
adiabdtica definida na Eq.(1.5) para resolvermos a equagdo de Schrédinger. Deste proce-

dimento obtemos o sistema de equagdes diferencias:

'gzal = 2v(;2c+1_} exp (%‘i“{ f v/ T]2 + ].dt) ag
fday = WYy €XP (';V v+ 1dt) a ,

onde = ct/V. Como o sistema se encontra inicialmente no estado fif,(t — —o0)),

(1.33)

a solugio da Eq.(1.33) dard a evolugdo temporal da probabilidade de transigao P(t) =
a1 (t)|*. Obtivemos a solugdo numérica do sistema (1.33) utilizando o método de Runge-
Kutta de quarta ordem com passo ajustédvel [5]. Tlustramos os resultados apresentando

para valores de ¢ = 1.5 e V = 0.6, a fungao P(t), ¢ ilustrada na Fig.1.2.

0.6 —
05 - JAN
: \_/A
0.4 f- /
- Pz
03
PE
0.2 —
0.1 |—
C T
00 _lllllllll Illlllfllllllllil llIli]III!IIIlI]lIlI
3 2 - 0 1 2 , 3 4 5 6 7
Fig.1.2



Pode-se notar que a probabilidade de transicio para grandes valores do tempo coincide
com a encontrada analiticamente pela férmula da Eq.(1.28). O tempo a partir do qual
tem validade a Eq.(1.28) chamaremos de tempo caracteristico, 7. Portanto a condigao de

aplicabilidade da Eq.(1.28) pode ser descrita pela relagio:
t>»T, (1.34)

de modo que 7 define o limite entre tempos longos e curtos. Baseando-nos no artigo [6], o
tempo caracteristico 7, serve como valor de escala das transicdes do sistema. Chamaremos
esta escala de tempo de tempo de tunelamento de Zener 7z. Ela dependende explicita-
mente da velocidade com a qual o sistema se move. Um processo adiabatico foi definido

anteriomente pela condigdo

\ |
—V—Z <1, (1.35)

a qual é escalada segundo o tempo de Zener 7z:

c
Para o caso nao adiabdtico com a condigao:
he
72 >1, (1.37)
é escalada
h

z — 37 1.38\
T. V ( 1

Com isto podemos reescrever as probabilidades de transi¢ao para sistemas adiabaticos
e nio adiabdticos. A seguir damos alguns exemplos para o caso nao adiabatico, obede-

cendo a relagao da Eq.(1.37):



1. ¢ =100,V =1, o resultado com o tempo escalado segundo a Eq.(1.38) é apresentado

na Fig.1.3:
1.1
1.0

0.9
0.8
0.7

/4

0.6
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0.4
0.3
0.2
0.1
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WEEEE o levaa bl b ag by
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Fig.1.3
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1.0

0.9
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0.7
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P 05
0.4
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0.1
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Fig.1.4
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3. ¢c=1.0V =05, Fig.1.5:

0.6

C
s /\
: \-/ﬁ
0.4 |— /
C P>
03
P r
02 —
0.1 —

0.0 NERERERN et bbb b o es berve bvona baaa g
3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
l/'rz
Fig.1.5

As Figuras 1.3 e 1.4 apresentam uma transicao quase total, (devido 4 combinacio dos
parametros V' e ¢, estes sistemas sido extremamente ndo adiabdticos. O tempo nao precisa
ser muito maior que 7z, para que o sistema atinja que a probabiliclade de transi¢do alcance
o valor assintético dado pela férmula de Landau-Zener. No prir, :iro caso é suficiente que
o tempo seja aproximadamente igual a 7z, enquanto que é aprr-imadamente 27z para
o segundo. Para o terceiro caso, a transicdo é apenas parcial, sendo o valor assintético
alcancado para valores do tempo maiores que 47z.

Para um processo adiabatico o sistema expresso na base adiabatica quase nao muda de
estado.Neste caso é mais instrutivo mostrar a solug@o para a probabilidade de transicao
na base diabatica. Isto implica em resolver o sistemas de equagdes Eq.(1.15) na dita base.
Na base diabdatica um processo adiabatico o sistema exibe a transi¢io como ilustrado na

Fig.1.6, para ¢ = 5.0, V = 10.0, escalado por Eq.(1.36).
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00 E—1 |

t/Tz
Fig.1.6

Para um sistema realistico como o da Fig. 1.7, apresentando muitos “avoided cros-
sings”, aplicar o resultado de Landau-Zener, Eq.(1.28), para cada um deles isoladamente
pode ser temerdrio. O motivo é que dependendo da magnitude da tempo de Zener, 7,
em relacdo ao tempo tipico que o sistema leva para ir de um *avoided crossings” para
outro, pode haver interferéncia entre amplitudes de transi¢io de niveis. Voltaremos a este

assunto no capitule 3.
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Fig.1.7
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Capitulo 2

Modelo Dinamico: o oscilador

quartico acoplado

O modelo estudado neste trabalho é o oscilador quartico bidimensional com acoplamento

$2y2

2 2
Pz jy 2,2 4 4
—Z + 2 1 ax +ﬂ:{; -+ . 2.1

A escolha deste sistema é devida a sua simplicidade e a riqueza de sua dindmica

H=

classica. Varios estudos anteriores [8, 7, 12] estabeleceram os melhores métodos numeéricos
para se obter o espectro quéntico, bem como analisaram a dindmica cldssica como fungao
do parametro de acoplamento do sistema. Como este estudo trata apenas da evolugao
temporal de sistemas cujo limite cldssico é cadtico, necessitamos estabelecer uma janela
de parametros (o, 3) onde o sistema seja caético. Na secgao 2.1.2 discutimos como isto
foi feito. Conhecendo-se esta janela paramétrica, procedemos a andlise espectral para
confirmar a conjectura de Bohigas [16] neste sistema. Isto sera discutido na seccao 2.2.3.
Esta andlise basicamente encerra o trabalho preparatério para analisarmos a evolugao

temporal - assunto a ser tratado no Capitulo 3.
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2.1 Comportamento classico

O estudo clissico do hamiltoniano dado pela Eq. (2.1) foi feito andlisando trajetdrias

obtidas integrando numericamente as equac¢des de movimento abaixo:

L

dt” T m

4, -

dt m

d 2 3

a—tpx = —2azy’ — 48z

d

i —20x%y — 481> . (2.2)

Por conveniéncia fixamos m = 1.

Os resultados deste sistema de equacoes diferenciais, que sdo apresentados a seguir
foram obtidos através do método de Runga-Kutta de 4%-ordem com passo adaptdvel
automaticamente em precisao dupla. Desenvolvemos nosso cdédigo de computador de
modo a usar a subrotina RKQS dada em Numerical Recipes [5], ou ainda o DVERK
do pacote IMSL, tal método nos permite manter a imprecisdo da integragao tao pequena
quanto quisermos- sob o prego de aumentar o tempo de processamento. Devido ao carater
cadtico do sistema, pequenos erros de arrendondamento na solugao nﬁmérica podem ter
efeito muito grande A medida em que propagamos uma trajetdria, razio pela qual a
subroutina que utilizamos é a mais adequada para estes casos.

Essencialmente consideramos uma trajetéria como sendo precisa enquanto esta man-
tiver sua energia em uma faixa de erro em torno de 107% da energia com que foi iniciada.

Trata-se de um critério arbitrario, mas bastante eficiente numericamente.

2.1.1 Sumario teorico

Dois dos critérios mais simples para determinar se um sistema dindmico € cadtico ou nao

s30 o cdlculo dos seus expoentes de Lyapunov e a andlise de suas segdes de Poincaré.

15



Qualitativamente os expoentes de Lyapunov medem a sensibilidade associada a evolugao
temporal de um sistema mediante variagoes das condigdes iniciais. Definindo AX (¢) como
a distancia entre dois pontos X () e X»(¢) no espacgo de fases como fungdo de ¢, a relagéo
que nos permite calcular o maior expoente de Lyapunov A de um fluxo hamiltoniano é

dada por:
. AX(D) At
= 2,
i AX(0) (23)

onde AX(t) é a distancia entre pontos X,(¢) e X2(f) para um instante ¢ e AX(0) para
um tempo arbitrario ¢ = 0. As regides do espago de fases correspondentes a A > 0, sao
ditas cadticas. Nessas regides duas 6rbitas se afastam exponencialmente com o tempo.
Outro critério que permite observar o comportamento cadtico classico do sistema é a
observacgao da evolugiio temporal de uma érbita no espago de fases. Para isto introduzire-
mos o conceito de secio de Poincaré. Porém é conveniente antes se definir 0 mapa como o
sistema dindmico que evolui com o tempo discretamente. Um sistema dindmico continuo
ndo linear (como o da Eq.(2.2) tem um fluxo ¢; associado, o qual da origem a um mapa

da forma:

Xin = ?A(Yz) (2.4)

onde 7 é um vetor n—dimensional,?;\ uma fung@o nio linear com A como pardmetro de
controle, e ¢ representa os passos temporais fixos e discretos ou passagens sucessivas por
uma superficie de se¢io do fluxo. A Eq.(2.4) € uma equacdo de diferencas, cuja solucéo é
uma seqiiéncia de pontos, que determinam a érbita do mapa. O sistema dinémico descrito

pela Eq.(2.2) descreve um fluxo no espaco de fases, ela pode ser expressa na sua forma

vetorial.

X = F(X), (2.5)
onde 7 ¢ um ponto no espaco de fases e F uma funcéo vetorial desse ponto, portanto

16



a ela estara associada um fluxo assim como um mapa, a Eq.(2.5) representard um sistema
dinamico auténomo n-dimensional para X = (X1, X2, -y Xn)-

Uma das maneiras pelas quais um fluxo continuo da origem a um mapa discreto é
pela utilizacdo da secdo de Poincaré. A secio de Poincaré é uma maneira de reduzir o
estudo de um fluxo num espaco de fase com n dimensdes a uma aplica¢ao chamada mapa
de Poincaré ou mapa de retorno num espago de fases com (n — 1) dimensdes.

Seja Yo uma 6rbita periddica, como periodo T, associada ao fluxo ¢ gerado pela
Eq.(2.5), e tomamos uma hipersuperficie { € R" de dimensio (n —1) tal que o fluxo seja
perpendicular a ela. Seja ?; o ponto onde a orbita ?0 intercepta §2 (ver Fig.(2.1)) e
U C §2 uma vizinhanga de ?; Com isto 0 mapa de Poincaré P : U — 2 serd definido
para um ponto _/?'1 € U por:

1

!
P(X)) = p(X1,7), (2.6)
onde 7 é o tempo de retorno pela primeira vez,da érbita (X7, 7) a €, partindo de
?1’
1

P(X%}=xE

Fig. 2.1

A hipersuperficie  é chamada de se¢ao de Poincaré. Pode-se observar que a érbita
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periédica X, corresponde um ponto fixo na segdo de Poincaré e ¢(X]) é uma érbita ndo
periddica que corta a se¢do de Poincaré 2 em P(X]) # X]. Na Fig.(2.2) mostramos a

se¢ao de Poincaré unidimensional (a) e bidimensional (b).

Se¢lo ds Poincary x mapa: X;, = F{x;)

(1-0) Ty x
"
{a)
xh
mape : xiq"F!‘ianl
m de mﬂ Yioj.G(li'y‘,
4
Y
<‘ (b)

Fig. 2.2

Os pontos na se¢do de Poincaré descrevem Orbitas que caracacterizaram o compor-
tamento cldssico do sistema para determinadas condi¢des iniclais. Isto serd observado

quando calculamos a se¢do de Poincaré para o oscilador quartico acoplado.

2.1.2 Anadlise da dinamica classica do oscilador qudrtico acopla-
do

A idéia central da secao anterior é que ante a imposibilidade de fazer uma analise da

trajetoria do sistema no espago de fases, para 0 caso quando a dimensdo ¢ maior que trés,



o estudo da se¢ao de Poincaré, dara uma boa informacao de seu comportamento.

As equagdes de movimento do sistema dindmico Eq.(2.2) pode ser resolvidas numeri-
camente, para muitas condicdes iniciais. Encontramos assim varias trajetdrias do sistema.
Para reduzir a dimensao do espago de fases, utilizamos o fato do que a energia E é cons-

tante, portanto da Eq.(2.1} podemos obter p,:

V]
pe = f2m(E~ B~ aaty? - gt ) (27)

interceptando com o plano z = 0, obtemos a secao de Poincaré para o oscilador
quartico acoplado em duas dimensoes, no plano y — F,.

O comportamento das trajetorias na se¢ao de Poincaré depende dos valores que tomam
os parametros o e . Observaremos este comportamento para diferentes valores dos
pardmetros.

Para a = 107° e § = 0.9, ou seja quando se tem acoplamento fraco, obtemos a secio

de Poincaré mostrada na Fig.2.3

R e I e e ]

Fig. 2.3

Do gréfico podemos observar toros invariantes proprios de um sistema integravel, re-
flexo do acoplamento muito fraco, uma pequena mudanga nas condicoes iniciais termina

em outra trajetoria ndo muito diferente da aterior.
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Agora se aumentamos o valor do parimetro do acoplamento «, isto é, o = 0.9 e
§ = 0.9, é de se esperar que o sistema ndo seja totalmente integravel. A se¢do de Poincaré

para este caso ¢ dada pela Fig.2.4.

Nela aparecem regides integraveis, determinadas por érbitas periddicas estdveis fecha-
das. Porém ha também regiGes onde aparcem dérbitas instaveis, criando-se na vizinhanca
delas os primeiros indicios de comportamento caético do sistema. Orbitas caéticas preen-
chern ergodicamente essas regides. Um aumento relativo do parametro de acoplamento(a)
comn respeito ao 8, aumentara o tamanho da regiao caética, assim para a = 0.9e 8= 0.5

a se¢ido de Poincaré é:

fm kb s e

Fig. 2.5

Neste caso uma maior quantidade de drbitas instdveis se tornam érbitas cadticas,
aumentando dita region, a estes chamaremos sistemas mistos, por apresentar tanto regites

integraveis como ndo integriveis(cadticas).
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O sistema serd totalmente cadtico quando o acoplamento o for muito maior que 3,

como ilustrado pela Fig.2.6 para o caso @ = 0.8 ¢ 8§ = 0.0025.

S e e

Fig. 2.6

Nela ndo vemos nenhuma 6rbita estdvel, tanto quanto o método numérico nos permite
afirmar. Uma trajetéria arbitréria é ergédica e preenche totalmente a secio de Poincaré
com pontos distribuidos aleatoriamente, como se pode observar na Fig.(2.6).

Como estamos interessados em investigar fenémenos relacionados 4 dindmica caética,
trabalharemos com pardmetros o e # adequados. Apds uma cuidadosa investigacio de
superficies de Poincaré, concluimos que a dindmica cldssica é preponderantemente caética,

na regiao paramétrica determinada por 0.8 < « e fixando o valor de 8 = 0.0025.

2.2 Comportamento quantico

2.2.1 Resumo sobre a Teoria de Matrizes Aleatdrias

As manifestacbes quéinticas de caos cldssico podem ser detectadas nas flutuacies espec-
trais dos sistemas em consideragio. Em outras palavras, um sistema classicamente cdotico
quando quantizado.apresenta, em geral, estatistica de niveis compativel com os obtidos
através da Teoria de Matrizes Aleatdrias, daqui para frente abreviada por RMT (do inglés

Random Matrix Theory) Esta afirmagao atualmente ainda é uma conjectura (proposta
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originalmente por Bohigas e colaboradores [16]). Embora hajam numerosos estudos com-
putacionais que dao suporte a esta conjectura, uma demonstracao analitica ainda nao é
conhecida. No que segue apresentaremos alguns elementos basicos da teoria das matrizes
aleatdrias.

J4 em 1951 Wigner propds que o espectro de sistemas “complexos”’na regido de alta
densidade de niveis (por exemplo, o nicleo atémico na energia limiar de ressondncias de
neutrons) teria as mesmas propriedades estatisticas que um conjunto de matrizes com
elementos gaussianamente distribufdos. Em geral, dependendo do tipo de hamiltoniana a
ser tratada, pode-se classificar o sistema em trés distintos conjuntos de matrizes. Hamil-
tonianos que apresentam reversiao temporal e sao invariantes por rotacio sdo representa-
dos por matrizes reais e simétricas, as quais podem ser modeladas estatisticamente pelo
conjunto ortogonal gaussiano (usualmente abreviado por GOE, de Gaussiam Orthogonal
Ensemble). Os hamiltonianos que nao possuem invaridncia por reversido temporal sdo
representados por matrizes unitdrias: este grupo pertence ao conjunto unitiario gaussia-
no (GUE). Finalmente, aqueles hamiltonianos que sdo invariantes por reversio temporal,
mas ndo por rotagoes sdo descritos por matrizes reais e quaternidnicas. Tais sistemas sdo
modelados pelo conjunto simplético gaussiano (GSE). A teoria estatistica das flutuacoes
espectrais para qualquer dos conjuntos acima é chamada de teoria das matrizes aleatorias
(RMT) [15].

O hamiltoniano estudado, Eq.(2.1) é invariante por reversio temporal, portanto ele
corresponde, na teoria estatistica, ao primeiro conjunto. Neste estudo, a estatistica do
espectro de niveis correspondente ao oscilador quartico, cujo limite cldssico é cadtico, serd
modelada pelo ensemble ortogonal gaussiano (GOE).

Os membros do conjunto de matrizes ortogonais gaussianas, daqui para frente abre-

viado por GOL, satisfazem duas condi¢oes fundamentais que determinam o ensemble:



1. P(H) é invariante por transformagoes ortogonais, ou seja em qualquer base que seja

representado H, com dimensao arbitraria N, vale:

Pn(H)dH = Py(H)dH . (2.8)
2. Assumiremos que os elementos de matriz que caracterizam o hamiltoniano, H;; nao
estao correlacionados, portanto a distribuigao de elementos de matriz serd dada pela

exXpressao:

P(H) = Hﬂj(Hﬁ) : (2.9)

Estes dois requerimentos determinam univocamente P(H), o qual tem forma gaussiana,

(para maiores detalhes [15]). Sem perda de generalidade podemos escrever:

Py(H) = Cyexp(—TrH?/4v%) , (2.10)

onde C'y é a constante de normalizacio e v é a varidncia dos elementos de matriz. Neste
caso os elementos de matriz H;; estdo distribuidos gaussianamente com média zero, ou
seja

e com variancia:
HZ = (1 + 6; 0%, i<j. , (2.12)

A Eq. (2.10) para uma matriz de dimensio N pode ser reescrita em termos de seus
autovetores [parametrizados pelo conjunto de Angulos {6;}, onde 1 <7 < N(N —1)/2)] e
de seus autovalores {E;}, onde 1 < i < N. A relagdo entre os elementos de volume dH e

dH é:

dHy, - dHyndHy -+~ dHy 1y = Iy dEy - dEy dfy - dfn(n—1y/2- (2.13)
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e 0 jacobiano Jy :
O(Hy 1 Hyo - HynHyg- - Hyy-1!
NEy - En b1+ Onw-1)/2)

Da equacho acima, por dimensionalidade, podemos inferir que o jacobiano contém um

(2.14)

I =

polinémio de grau N(N — 1)/2 nas energias {E;} e dai:
In = H |B; — Ej|f (01, Onv—1)/2) - (2.15)
3>i
Usando a Eq. (2.13), fazendo a mudanga de varidveis e integrando sobre todos os angulos
g;, obtem-se a distribuicio conjunta de autoenergias:
1 2
PN(EI,...,EN):CN£1i|Ei—Ej|exp{—m;Ei}. (2.16)
A utilidade deste tltimo resultado € evidente:
1. O fator |E; — E;| na Eq.(2.16) faz com que a probabilidade de que dois niveis
estejam perto um do outro seja baixa, chamaremos a este efeito de “repulsao de

niveis”, sendo esta uma manifestagio dos niveis de energia estaram correlacionados.
2. Integrando a Eq.(2.16) sobre todas as varidveis de energia menos uma, obtem-se a

densidade média de niveis p(E).

Para uma melhor ilustracio das idéais acima expostas podemos facilmente da Eq.(2.10)

obter distribuicio de elementos de matriz para o caso simples de uma matriz 2 x 2:

1
P(H) =Cy exp{ (H2, + 2HZ, + ng} , (2.17)

42

e a partir desta expressio a respectiva distribuicao de autoenergias, Eq.(2.16):
X

A condicio de normalizagio de P(Ey, F,) determina a relagio entre Cp € v, mais especi-

ficamente Cy = 2/(270%)%/2.
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Uma das medidas estatisticas de maior sucesso para determinar as correlagoes de
curto alcance do espectro é a distribui¢do de espacamentos de niveis vizinhos, P(S).
Tal quantidade exibe manifestamente a repulsao de niveis caracteristica do GOE acima

mencionada. Para N = 2 o cdlculo de P(S) é simples. Definindo § = |E| — E;|, escreve-se:

P(S) = /P(EI,EQ)(S(S — |Ey — E3|) dELdE, (2.19)
e obtem-se:
S 52
P(S) 102 &P { 81)2} ) com 0<S<x (2.20)

Para relacionarmos a distribui¢do acima com situagoes fisicas reais, precisamos fixar

o valor de v. Isto é feito relacionando v ao espagamento médio de niveis D:
D= f sP(s)ds = /v . (2.21)
0

Pode-se agora reescalar a distribuigio de espacamento de niveis P(S) introduzindo s =
S/D. A nova distribui¢ao é dita universal, pois pode ser comparada com diferentes
sistemas hamiltonianos com diferentes espacamentos médios de niveis. A distribuicdo

P(s) tem a forma:

2
P(s) = -;Esexp {—%—} , (2.22)
A Fig.(2.7) mostra a funcdo P(s), conhecida como a distribuicdo de Wigner para o caso
GOE. 11
1.0

09 Poisson

0.8
0.7
0.6
P(s) 0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0
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Em geral, para um sistema complexo de muitos niveis (N > 1) pode-se também
definir outros tipos de espacamento de niveis, como por exemplo Six = Eig1 — B
onde % denota o numero de niveis entre F; e Ejixp1. A distribuigao dos {S;x} nos da
a distribuicio generalizada P(k;S). A distribui¢do de espagamentos de niveis vizinhos,
usualmente abreviada como NND (do inglés Nearest Neighbor level Distribution), dis-
cutida nos pardgrafos anteriores, relaciona-se com a distribuicdo generalizada através da
relagao: P(0,s) = P(s).

Bohigas e colaboradores [16] conjecturaram que todos os sistemas com limite classico
cadtico exibem flutuacdes espectrais universais e equivalentes ao GOE. Destas flutuagoes
universais uma das mais salientes é a repulsido de niveis. (Outras medidas das flutuages
espectrais serao discutidas abaixo.) Em contraposigao, em sistemas hamiltonianos clas-
sicamente integraveis os niveis de energia ndo exibem correlagbes. Isto €, o espagamento

de niveis segue uma distribuicac de Poisson
P(s) = exp(—s) (2.23)

ilustrada pela Fig.(2.7). Note que neste caso os niveis tem alta probabilidade de estarem
muito préximos na escala de D. Vale lembrar que, para sistemas integraveis, a distribuicao

de Poisson foi obtida analiticamente por Berry e Tabor [17].

Além da distribuicao de espagamento de niveis vizinhos, hd outras medidas estatisticas
para caracterizar flutuagdes espectrais universais. Apresentaremos abaixo duas das mais

populares na literatura, ambas fun¢bes de dois pontos.

1. Variancia ¥?(L), definida na faixa de energia L = AE/D:

THL) = [N(Z) - N(D))* (2.24)

onde N(L) é o niimero de niveis contidos na janela de energia rescalada L. Desta

definicio, segue que N(L) = L. Em teoria de matrizes aleatdérias ~~ representa
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a média sobre o ensemble. Quando analisamos espectros devemos comparar esta

média com médias sobre energias, (- -)E.

2. A rigidez espectral Az(L) é a medida de correlagtes de longo alcance mais robusta
e eficiente do ponto de vista pratico. Ela é definida como o desvio quadratico médio

da melhor reta ajustada a N(E) no intervalo L = E/D.

E(E) E+L/2p(E) )
A3(E, L) = min(A,B)—f [N(E + 6) - (A + BE)] de , (225)
L Je-rr2pE)

onde B(E) é a densidade média de estados, definida numa faixa de energia ¢:

E+4§
P =55 [ pB)L (2.26)

sendo p(E) a densidade de estados: p(E) = >, 0(E — E;).

A teoria de matrizes aleatérias (RMT) {15} nos fornece resultados exatos para as
fungoes de correlacio £2(L) e Az(L) discutidas acima. Em particular, para o ensemble

ortogonal gaussiano, GOE, sabe-se que assintoticamente:

(L) ~ Wg[ln(erL) ty+1-n%/8) para L1, (2.27)

1
As(L) = —E[lnL+fy—5/4—1r2/8] para L>»1. (2.28)
Por outro lado, se o sistema é integrdvel, ou seja se ele segue a estatistica de Poisson,

teremaos:

YHL) = L. (2.29)
A(L) = L/15. (2.30)

As Figuras (2.8) e (2.9) ilustram as curvas exatas para X*(L) e A(L), respectivamente,

tanto para o caso integravel quanto para o cadtico.
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2.2.2 Consideracoes sobre a densidade média de niveis

Até agora discutimos apenas as flutuagbes espectrais em torno de um espagamento médio
D. A teoria estatistica nio é capaz de fornecer qualquer previsao para D. Isto nos obriga
a buscar esta informagdo em outro formalismo. O método mais adequado é fazer um

tratamento semicldssico.
Se (By < By < -+ < E; < ....) é o espectro do operador H de um determinado

sistema, o nimero de estados com energia menor que £ é:
N(E)=)_ O(E - F;) (2.31)
onde © € a funcio de Heaviside. Portanto a densidade de estados p(F):
o5y =N S5 - 1), (2.32)
i=1

é dada por uma soma de fungoes d de Dirac. Podemos separar N(F) em uma parte média

(suavizada) e outra parte flutuante (ou oscilante):
N(E) = N(E) + Nu(E), (2.33)
conseqitlentemente a densidade média 5(E) = dN (£)/dE também serd separada:
p(E) = p(E) + pu(E). (2.34)

Por hora estamos interessados no comportamento das partes médias p(F) e N(E). Uma,
simples estimativa de N(F) pode ser obtida aplicando a regra semicléssica, que diz: “Cada
estado quéntico esta associado a um volume h¢ do espago de fase, onde d é a dimenséo do
espaco de fase”. Portanto podemos dizer que o niimero de estados N(¥) € uma relagio
entre o volume v(E) ocupado por todos os estados com energia menores que £ e o volume

ocupado por um estado A%

N(E)= P (2.35)



esta expressao é conhecida na literatura como férmula de Weyl ou Thomas-Fermt.

O valor de »{E) pode ser calculado pela expressio:
oB) = [ OB - HpD)pae (2.36)
Para uma hamiltoniana do tipo: H(p,q) = p?/2m + V(g) obtem-se:

_ (2wm)? e
wm—ﬁﬂﬁﬂéwww—wm a7 (237)

e o nimero de estados N(E) é:

N(E) = I‘(d/; +1) (2:;,2)0!/2 fEW@ B~ V@]dmd@' (2.38)

Se o sistema estudado € representado por uma hamiltoniana H que apresenta v simetrias,
podemos obter o numero de estados médio para cada simetria, 0s quais serao iguais em

primeira aproximacio (ver Ref.[12]):

N(E)=~ Ny(E)~---~N,(E)~N(E)/v, (2.39)

2.2.3 Andlise das flutuagoes espectrais do oscilador quartico aco-
plado

Com os resultados obtidos a partir da analise classica da hamiltoniana dada pela Eq. (2.1)
determinamos uma janela paramétrica em (e, 3) onde o sistema é cadtico. O hamiltoniano
dado pela Eq. (2.1) possui invaridncia por reversao temporal, pela conjetura de Bohigas
o comportamento a nivel quéantico do sistema pode ser modelado pela teoria de matrizes
aleatdrias desenvolvida acima. Nesta secgdo verificaremos se a estatistica das flutuagdes

espectrais do sistema na janela paramétrica (o, 3) segue a previsdo da RMT.
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Calculamos o espectro de H resolvendo a equacao de Schridinger estacionaria por
diagonalizagio. Escolhemos como base o conjunto completo de autofuncdes de oscilador
harménico (OH) nas direcdes = e y. Em outras palavras, nossos estados de base de

oscilador harménico |u) sdo definidos como:
(r|p) = @ (2)27" (v) (2.40)

onde ®9%(2) é a k-ésima autofun¢io do oscilador harménico. E importante notar que
cada estado da base u estd associado a dois niumeros quinticos m e n. Assim, para

resolvermos por diagonalizacao

Hp) = B,lu) (2.41)

onde
72

2 4, 4
2m+2m+a:cy + B(z* + ") (2.42)

=tx

é necessario conhecermos os elementos de matriz H,,. Estes sao dados por:

B,y = B B ooy gl +0h] @
onde
@y = VA DY+ 280 — (20 + 1) + V(v = Dy
(D = VEFDE+2)0upm2 + (20 + D + V(¥ = 1)840s
(G270 PR () W (7o) P

e = Vi + D@ +2)(r+3)(v+4)0u44 +

V41D +2)(20 +5)0, 42 +
(612 + 61 +4)8,, + (2v = 3)/v(v — )82+
(2v + 1)V (@) (v — D)2 + V() (v — 1)( Y —2)(¥ — 3)dppa

+(2v + 1)V (v + D)+ 2)8p42 -

onde ¢ é a coordenada x ou .
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O potencial az?y® + G(z* +y') apresenta quatros simetrias discretas - correspondendo
ao grupo pontual Cy, conforme ilustrado pela Figura (2.10) para o caso com acoplamento
fraco,a = 1075 e § = 0.8 e na Fig.(2.11) com acoplamento forte, para ¢ = 0.8 e 3 =

0.0025, potencial para o qual o sistema se comporta caoticamente,

!

Fig. 2.10 ) Fig. 2.11

Escolhemos arbitrariamente uma das simetria para nossa anélise (impar-impar). Acre-
ditamos que as outras simetrias exibam aproximadamente as mesmas propriedades es-
tatisticas. Como o sistema é ligado, seu espectro de energia ¢ discreto, ou ainda, ele
pertence a um conjunto infinito enumerdvel. Assim, de fato, a dimensao da matriz se-
cular H ¢ infinita. No entanto, temos que nos restringir a uma dimensiio da ordem de
10%, por causa de limitagoes computacionais. Como consegiiéncia do truncamento do
espago de Hilbert, apenas uma fragio dos autovalores e autovetores calculados a partir
da Eq.(2.41). No que segue, faremos uma avaliagdo quantitativa do nimero de estados
convergidos.

Um modo de testar a convergéncia do espectro ao resolver a equacio de autovalores
préprios Eq.(2.41), é através da comparagio do nimero médio de niveis N(E), dada pela
Eq.(2.38) com a densidade cumulativa encontrada numericamente.

Resolvendo a Eq.(2.38), para o oscilador quértico acoplado Eq.(2.1) obtemos:

m

= TE3/? : (2.44)

N(E)
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onde I = fOQ"d(p(I/\/ﬁ + Y(a/2 — §) sin?(2¢)), e para uma das simetrias temos

N.(E) = N(E)/4 . (2.45)

+

Elaboramos um programa em Fortran para resolver a Eq.(2.41) para uma escolha ar-
bitraria dos parametros « e 3. Trabalhamos em unidades onde m = 1e i = 1. Para
a maioria dos casos estudados tomamos a representagao matricial de H de 800 x 800,
400 x 400 e 100 x 100. Obtido o espectro discreto de energia {E;}, com i = 1,---,n(n
dimensao da matriz),para cada caso, construimos a densidade cumulativa de niveis N(E),
determinada pela Eq.(2.31): N(F) =3 _,©(F — E;). Os resultados para N(E) sao com-
parados com a expressao semiclassica N,(F) na Fig.(2.12), para um conjunto arbitrario
de valores parametros a e J da janela paramétrica onde o sistema é cadtico (neste caso,

a = 0.8 e 3 =0.0025).
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0

Pode-se notar a oscilagio de N(E) em torno de N;(E), até certo valor da energia

Ejy,para cada caso (800 x 800, 400 x 400 e 100 x 100), acima do qual ambas curvas se
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afastam uma da outra. O motivo é o fato de ter eleito um nimero finito para a dimensao
da representacio matricial de H. Esta comparacio entre o resultado semiclassico e o valor
numérico d4 uma boa idéia sobre a convergéncia numérica das autoenergias do sistema
para 0s pardmetros escolhidos. Observa-se da Fig.(2.12), que Ej para a matriz escolhida
de 100 x 100, é um valor muito baixo, tal que sé se tem poucos niveis convergentes, mas
para os casos 800 x 800 e 400 x 400 a quantidade de niveis convergentes aumenta, Outro
critério para a convergéncia que pode ser observado da Fig.(2.12),é comparando as curvas
N (E) entre as obtidas das matrizes 800 x 800 e 400 x 400, estas convergem até determinada
energia Ey, 0 que significa que para niveis de energia menores que Ey, estd assegurada a
convergéncia destes. Este valor de Ej corresponde ao 125° nivel que determina o limite
superior para a convergéncia. Os niveis com energias acima de Ej serao descartados. Um
aumento do tamanho da faixa de “bons valores das autoenergias” implicaria um aumento
da dimensao de H.

Uma vez determinado o espectro de energia para o sistema descrito-pelo hamiltonianc
Eq.(2.1) com os pardmetros ja mencionados acima, podemos fazer uma anélise estatistica.
O primeiro passo ¢ usar a densidade suave de niveis semicldssica para transformar o
espectro obtido numericamente em um espectro com espagamento de niveis unitdrio [16].
Tal procedimento poderia também ser implementado usando o espagamento médio de
niveis local D (que tem uma dependéncia suave com a energia).

Desta forma podemos imediatamente construir a distribui¢do de espagamentos de

niveis. Sem grande sofisticagio pode-se fazer isto da seguinte forma: Computa-se

Eig - EB; )
sizﬁ—lb———, onde i=1,---,N. (2.46)

Mediante um programa em Fortran montamos o histograma correspondente & distribui¢ao
P(s) do espagamento de niveis. Se n é o niimero de eventos, ou seja, 0 nimero de elementos.

do conjunto {s;} onde i = 1,---,n e m o nimero de canais entre Spin € Smax, cada canal
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com comprimento As, com fi; contagens de valores de s no i-ésimo canal de comprimento

As, entao a probabilidade de obter o valor s numa faixa As é:

R(s)

T

As . _ (2.47)

P(s)As =

Assim, em média obtemos um ndmero de eventos por canal de n/m com um desvio
o = y/n/m dos resultados tedricos. Para os primeiros 125 niveis de energia (n = 125)
do espectro encontrado acima para o caso da matriz 400 % 400 encontramos o histograma
P(s) que mostrado na Fig.(2.13). Na mesma figura comparamos o histograma obtido

numericamente com o resultado tedrico obtido pela teoria de matrizes aleatorias (RMT).
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Analogamente, tambem encontramos as flutuages espectrais para as medidas para
Ay(L). Da Eq.(2.25) podemos tamém computar o valor de A; para uma faixa de energia

escalada L. Os resultados obtidos estao ilustrados na Fig.(2.14), com a mesma convencio

que acima.

Observe-se a convergéncia da curva Az(L) até uma faixa de energia L = 5.0. Neste
caso o fato de ter elegido uma matriz finita, restringe o tamanho da faixa I para uma boa

convergencia, se tomaramos uma uma maior dimensao da matriz, como 800, o tamanho
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da faixa de convergéncia L aumentaria, e isto se pode observar na Fig.(2.15) onde a

convergeéncia é ate I = 10.0. Isto é compativel com a teoria seun :ldsica de Berry para A.
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Capitulo 3

Em busca de uma generalizacao para

a teoria de Landau-Zener

3.1 Introducgao

O primeiro capitulo desta dissertacao foi dedicado & apresentacdo de um resumo da teoria
de Landau-Zener para transicoes em sistemas de dois niveis sob a influéncia de uma
perturbacfio dependente do tempo.

O segundo capitulo foi dedicado ao estudo da dindmica cldssica do oscilador quartico
acoplado, bem comé ao estudo de suas flutuagdes espectrais comparando-as com as pre-
visbes da teoria de matrizes aleatdrias. Nesta ocasido discutimos apenas propriedades
estiticas, ou seja, propriedades do sistema com os parametros o e 3 fixos.

Este capitulo é dedicado ao estudo dindmico de transicdes entre niveis de um sistema
com limite classico cadtico cuja hamiltoniana é governada por um pardmetro externo.
Com isto, este estudo é mais uma tentativa na busca de uma generalizagdo da teoria de
Landau-Zener para sistemas de muitos-corpos.

Naturalmente a literatura neste campo é muito extensa, principalmente na quimica e
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na fisica nuclear, onde a transferéncia de energia entre modos rapidos e lentos determina o
rendimento de um grande niimero de reacoes. Na quimica, em particular, caracteristicas
especificas dos sistemas estudados sao sempre de grande relevancia. Apesar do grande
interesse, pouco foi feito para sistemas cadticos, onde se espera que propriedades univer-
sais, apos escaladas com poucas grandezas especificas do sistema emerjam. Uma excecao
notavel sdo os trabalhos de Wilkinson no assunto [10].

A estrutura do presente capitulo é a seguinte: iniciamos com uma curta revisao da
teoria de Wilkinson para dissipagdo quantica. Apresentamos, entdo, os resultados de
nossas simulacoes usando a teoria de matrizes aleatérias. Com base nestas simulagdes
fazemos uma critica a algumas hipoteses da teoria de Wilkinson. Concluimos apresentando

resultados para evolugao temporal do oscilador quértico.

3.2 Revisao da teoria de Wilkinson

A teoria de Wilkinson para dissipac&o quantica é baseada na hipdtese de que as transi¢oes
entre niveis é governada por “avoided crossings”. Com base nisto, Wilkinson adaptou o
modelo de Landau-Zener para probabilidade de transicdo em um sistema de dois niveis
de energia para um sistema genérico com muitos niveis, mas com comportamento classi-
camente cadtico. A evolugao temporal de tal sistemas € dada pela evolugao do pardmetro
X = X(¢t). A dinamica determina a razio de dissipagdo (OE /8t) e esta Wilkinson mostrou
que é proporcional a velocidade X elevada a uma poténcia.

A hipétese central é que para o niveis cuja diferenga de energia Ae é muito menor do

que o espacamento médio de niveis D), a probabilidade de transigdo é dada pela férmula

de Landau-Zener:

A 2
P,y = exp (‘W) . (3.1)

A qual é equivalente a Eq.(1.28), para um “avoided crossing”isolado. Neste caso a energia
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é parametrizada mediante X, onde A é a derivada |de/dX | préxima ao " avoided crossing”
com gap Ae. A condi¢io para a qual esta férmula seja vélida é quando Ae <« D, Prz

tem um valor aprecidvel, restringe os valores da velocidade X a
ho|X|n2 < 1, | (3.2)

onde ¢ é um valor tipico das derivadas A e ng é a densidade média de niveis, relacionada

com o espacamento médio de niveis DD por:

D= —. (3.3)

A relacdo Eq.(3.2) define a velocidade critica V, = D?/ho. Portanto temos dois regimes

de velocidades paramétricas.

Regime de pequenas velocidades:

X|< Ve, (3.4)

regime de altas velocidades:

X >V, . (3.5)

Para um sistema que apresenta invariincia por reversdo temporal (GOE) e sujeito a
uma variacio paramétrica de baixa velocidade no sentido da Eq.(3.2), a razéo de dissi-
pagao é dada por [10]:

%‘? = 27%/44T (g) noh o (By, 02 X3 . (3.6)
J4 para altas velocidades o | X |n3 > 1, espera-se que a transico seja também influenciada

por estados nfio vizinhos e, portanto, que a férmula de Zener ndo seja aplicdvel. Neste

caso, foi mostrado que [10]
OF 2 2|12 :
Fra rwhngo” | X1° . (3.7
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Vamos nos concentrar inicialmente no caso “lento”. Para quantificar suas previsoes
analiticas em sistemas realisticos, Wilkinson [13] introduziu uma distribui¢io para os
“oaps”, P,{Ac) e uma distribuigdo para as derivadas A discutidas acima, Py(A) para
descrever sistemas com muitos niveis de energia. Fol mostrado que estas distribuigoes sio

dadas por:
P(Ag) = yngAe™!  para A0, (3.8)

onde v = 1 para o caso GOE e v = 2 para o caso GUE. Foi também mostrado que

, A A?
P(A)dA = 12 P {—-@5} dA , para o caso GOE, (3.9)
bem como
A? A?
P(A)dA = N exp {—&?} dA | para o caso GUE. (3.10)

Cabe esclarecer que a distribuicdo que nos fornece o nimero de “avoided crossings” por
unidade de comprimento, com “gap”Ag entre Ag, Ae + dAe e com inclinagio A entre
(A, A+ dA] é

N(A, Ae) = ngAP(Ae)P'(A) . (3.11)

Assim, no limite adiabatico definido por ]X | <« V., onde Wilkinson considera os

“avoided crossings”isolados, escreve-se que a razdo de transigao é:

oo o0 2
R=X f dA f dAeN(A, Ac) exp {—— moe” } (3.12)
0 0 2AR| X |
o que da
R = yI,nf P AV 2 x| (A2 (3.13)

onde para o caso GOE:

(A%?) = 3.2V (3/4)0%* e =277 (3.14)
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e para o caso GUE

(A2Y=60> e IL=x'. (3.15)
Disto a razdo de transigao fica

R =cte| X*? (GOE),

_ (3.16)
R =cte|X]? (GUE).
Se o n-ésimo estado tem a probabilidade f, de estar ocupado entao:
d
U C2fut fon 4 1R (3.17)

onde fu(t) = f(Fn,t). A probabilidade de ocupagio f, se comporta difusivamente e
portanto satisfaz a equacao:
9, R &

Eff— n—oﬁf (3.18)

e a energia total do sistema é escrita como:
B= / dEne(E)f(E, ) . (3.19)

Para o caso onde o nivel de Fermi é bem marcado, onde se tem ng(E) = ny(Er) , pode-se

encontrar a energia dissipada

SE = £ = a|XPP?, (GOE)
(3.20)
GE = &~ = alXP, (GUE),
onde :
c1 = 27547 (3/4)noht [0 (Ey, 0)?3/* (3.21)
cy = whnio? . (3.22)
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Para altas velocidades (|X| 3> V), onde se espera que a transicio também acontega entre
estados ndo vizinhos, portanto a férmula de Zener ndo é aplicavel, da formula de Kubo
obtém-se:

%% = whnlo?| X |2 . (3.23)

3.3 Simulacoes Quéanticas através da RMT

Primeiro analisaremos a evolugao temporal de um sistema hamiltoniano, apresentando
muitos “avoided crossings”, cuja dindmica classica é caética. Vamos ainda nos especiali-
zar na situacio em que a simetria por reversao temporal é preservada, ou seja, no caso
ortogonal. Um modo eficiente de modelar a variagio paramétrica de tal hamiltoniano via

teoria de matrizes aleatdrias é:
H(X)= Hycos X + Hysin X , (3.24)

onde H; e H, sao matrizes de dimensdo N x N, cujos elementos estao distribuidos gaus-

sianamente e descorrelacionados entre si, ou seja, segundo a relacao:
T — A?
Hk,kl’Hi,if =g (5k,i6k’,z" + 51:,3"6.‘:',3') , (325)

a vantagem desta parametrizago é que a densidade independe de X. E importante notar
que a dependéncia temporal entra através da férmula X = X (¢). |

Através de um programa em FORTRAN calculamos o espectro do hamiltoniano H no
caso GOE para dimensao 31 x 31 como funcdo de X, para valores do parametro X va-
riando de 0 a 27r. Observamos na Fig.(3.1) a presenca de muitos “avoided crossings” entre
diferentes niveis e distintos valores de X .

O primeiro passo para uma andlise estatistica é reescalar o espectro, o que significa
reescalar a energia com respeito ao espacamento médio de niveis D, e o pardmetro X com

respeito & distancia tipica entre dois “avoided crossings”.
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Para rescalar o parametro X, primeiro encontramos o correlator C(6z), o qual é uma

propriedade universal dos sistemas classicamente caéticos. O correlator C'(dx) é definido:

1 BE;(X +0X) 0E;(X)
By et (3.26)

C(6X) =

A simula¢io para o espectro da Fig.3.1, foi feito para os 20 niveis centrais. O motivo é
que os niveis mais extremos do espectro apresentam efeitos de confinamento. Para estas

diferentes realizagdes conseguimos a funcio correlagio apresentada na Fig.3.2:
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Nesta figura C(éz) é rescalado para C(dx)/C(0). J4 éz ¢ rescalado para /(C(0))dz.
Note-se que de 70 realizagdes as curvas convergem para um mesmo valor. O valor obtido
para C(0) = 5.49, e para o espagamento médio de niveis do espectro da Fig.3.1 D = 0.56.
Podemos obter o espectro universalizado segundo o rescalado proposto por Simons e
Altshuler [18]:

r=+C0)X e e:(z) = Ey{(X)/D. (3.27)

O espectro rescalado é apresentado na Fig.(3.3).
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Este tipo de rescalamento faz com que a distincia entre “avoided crossings”em média
seja aproximadamente um. Observe-se a estrutura complicada do espectro onde se podem
observar muitos “avoided crossing”ndo isolados os quais serfio analisados. Para valores
do gap (AE) dos “avoided crossing” menores que o espagamento médio de niveis (D)
(no grafico menores que a unidade) segundo Wilkinson sera possivel uma transicao de
tipo Landau-Zener dada pela férmula da Eq.(3.1). A Fig.3.3 mostra a regido do espectro
que sera analisada. Kstudamos a dinamica entre os niveis Fyy e E)q, examinando a
probabilidade de transicao entre os diferentes “avoided crossings”, populando inicialmente

o nivei Eyy quando X = 0 no instante ¢ = 0, para uma determinada “velocidade” do
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sistema. A evolucdo do sistema estara na dependéncia do parametro X com o tempo X(¢),
portanto a velocidade do sistema estard dada por X, na qual seré escolhida constante
por simplicidade. Agora precisamos definir um regime de velocidades em func¢ao dos
parametros do sistema como C(0) e D, que definird quando a velocidade ¢ lenta ou
ripida. Para isto nos basearemos na Eq.(3.2) que define estes limites. Assim temos uma

relacio entre os elementos de matriz da derivada H/0X ¢ o(E,0):

[g—;’r] ; = Bo(E,0)* ; (3.28)
onde para o caso GOE 3 =2 ¢ caso GUE 8 =1 como:
{@] 2 = (M)z = DC(0) (3.29)
OX |, 0.4
entdo:
o(E,0) =D g_{(}g) | (3.30)

por tanto a velociade critica para o caso GOE é:

D 2

Ve= 30 Ty (3.31)

Como estamos interessados na evolugio temporal do sistema, faz-se necessario escalar
o tempo com respeito a um determinado tempo caracteristico. Isto foi feito para o caso
de um “avoided crossing”isolado no Capitulo 1, onde se definiu o tempo de tunelamento
Zener (1z). Utilizando essas defini¢bes nés trabalharemos com os valores médios do “gap”e
da inclinacao das assintotas dos “avoided crossings”.

Primeiro vejamos a distribuigio de gaps dos “avoided crossing”do espectro da Fig. (3.3)
tomando as 20 energias centrais (Descartamos os extremos por efeito de confinamento).
Encontramos assim tambem o gap médio AE. Na Fig.3.4 mostramos esta distribuigdo,

com o valor médio do gap de AE = 0.93D.
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Da distribuicdo P'(A) de derivadas A dos “avoided crossing”da Eq.(3.9) obtemos a
valor médio 4 = v27o.

Com estes resultados podemos escalar o tempo envolvido nas transi¢ées, tanto para
o regime de pequenas velocidades como para o caso de altas velocidades. Baseando-nos
no artigo [6], é possivel rescalar o tempo para ambos regimes das velocidades, definindo
o tempo de tunelamento Zener (7z) (como foi feito no capitulo 1). O tempo tipico que
define o limite assintético da probabilidade de transi¢do encontrada por Zener, Eq.(1.28)
ou seu equivalente Eq.(3.1). Podemos apresentar o tempo de tunelamento Zener (77)
como funcio dos parimetros do espectro sistema, AE, C(0),D e da velocidade | X| com
a qual o sistema se move.

Para o limite adiabdtico, | X| < V,:

AE

% XIDv/Cm) &3
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Para sistemas nio adiabdticos, | X | > Ve

f 1
"~ X 7E0D (3.33)

Dependendo da escolha da magnitude da velocidade com respeito a V,, serd utilizado
um destes resultados.

Para o espectro apresentado na Fig.3.3, populando o nivel E; no instante ¢t = (0 e
com uma fun¢do do X do tipo X(¢) = Xt, com o valor de X constante, encontramos
as populacdes dos niveis como func¢do do tempo. Para isto resolvemos numericamente o
sistermna de equagoes acopladas, oriundos da equagao de Schrédinger th(89/0t)|¥) = H|¥),
para 0 hamiltoniano da Eq.(3.24), onde |¥) é o estado do sistema que expressamos como

uma combinacao linear dos autoestados do sistema |1h;):

w0) = Y awen {1 [ Bt Hlu) (334

onde n é a dimensao da representacao matricial do hamiltoniano H, ¢ E; sao as autoe-

nergias, encontradas ao resolver a equacgio de autovalores:
H() (1)) = E; ()4}, (3.35)

a;(t) sdo as amplitudes de probabilidade que dardo a probabilidade de que o j — ésimo
estado esteja populado no tempo ¢, o qual serd denotado por P;(t).

Para achar estas populacdes resolvemos o sistema de equacdes diferenciais acopladas:

d <~ exp{i[E;(t) — Ei(t)]A} | d |
&% LT BO - B 7], (3:39)

O resultado numérico foi encontrado pelo método de Runge Kutta de 4%-ordem. Assim
populando o nivel Fy4 no instante ¢ = 0, resolvemos o sistema Eq.(3.36) para dois regimes:
1) Para o regime de pequenas velocidades, | X| = V,/100, obtemos a evolucao temporal

das populagdes mostrada na Fig.(3.5).
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Fazendo uma ampliacio da regido do espectro de interesse, apresentamos os “avoided
crossings” envolvidos no processo, como fungdo do tempo parametrizado ao tempo de
tunelamento Zener (7;) para o caso adiabdtico. Da Fig.3.6 observamos que os “avoided

crossings” estao a distdncias menores que o tempo 7z.
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2) Para altas velocidades ou caso ndo adiabdtico, | X| = 100V, a evolucao das ampli-

tudes e o espectro sdo mostradas nas figuras (3.7) e {3.8)
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Para o espectro da Fig.3.6 a evolugio dindmica do sistema, serd discutida em termos
dos “avoided crossings”(I), (II), (III) e (IV). Podemos observar que eles se encon-
tram separados a distdncias menores que o tempo 7z. E se parametrizamos os “avoided

crossings” encontrandos os gaps AE; :

AE;/D ~ 0.34
AFE; /D ~0.21 (3.37)
AE/D ~0.14
AEp /D =~ 0.14
temos que as transi¢Oes estao acontecendo em “avoided crossings”com “gap” muito me-
nores que o espacamento médio de niveis DD e isto se estd dando para um processo
adiabéatico com uma velocidade do sistema muito menor que a velocidade critica V.. O
primeiro “avoided crossing” I representa uma perturbagio para ¢ sistema, j& que o estado
inicialmente populado (£)4), permanece quase com a mesma amplitude de probabilida-
de. Os “avoided crossing” (II), (III) e (IV) sao mais interessantes, observando-se uma
situagao critica entre os “avoided crossing” (I1I) e (IV'), onde 0 nivel E;; antes de chegar
a seu valor assintético realiza uma transi¢do para o nivel Eq2 no “avoided crossing” (I'V)
que estd muito perto do (111). Isto é ilustrado claramente na Fig.3.5. As populagbes ou

probabilidades (]a;|*) depois de um tempo que consideramos assintético longo ¢ /75 =& 2.5,

830:

la14]* = 0.76

la1s]® = 0.126 (38)
la12|2 = 0.09

|a |2 = 0.04 N

Para o caso nao adiabdtico mostradas nas figuras 3.7 e 3.8 o comportamento dindmico

do sistema é mais complicado chegando a ocorrer transi¢des onde antes (caso adiabdtico)
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n&o ocorriam. I como se 0s “avoided crossings” se aproximassem. Observando a escala do
tempo na qual acontecem as transigbes, estas sa0 muito Menores que 0 tempo Tz, portanto
as populacées ou as amplitudes de probabilidade ndo chegam a seu valor asintético.

Se quisermos comparar estes Tesultados com a hipétese de Wilkinson temos que para-
metrizar os “Avoided Crossings”da regido do espectro de interesse, medindo o gap AF e as
derivadas das assintotas da hipérbola como o qual foi aproximado o “Avoided Crossings”,
|dEi/dt — dE; 1 /dt] = Am = {m; — myyy].

Para completar a parametrizacio dos “avoided crossing”, precisamos conhecer as deri-
vadas da reta tangente a um “avoided crossing”. Isto é tratar como isQlados e aproxima-
damente como hipérbolas com sua respectiva assintota, a derivada da qual encontraremos.
Nestas condigdes o pardmetro que precisamos Am é |dE;(oc)/dt — dEiy 1 (00) /dt| onde as
derivadas dE;(oc)/dt, sdo das assintotas, como mostrada na Fig.(3.9), na parametrizacio

de um “avoided crossing”idealmente isolado.

Fig.3.9

por tanto os parametros que caracterizam os “avoided crossings” para o caso adiabdtico

da Fig.(3.6) sio:

Am” = 36D/TZ
Am]][ = 316D/TZ (339)
Am;v = 475D/TZ
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Agora em cada “avoided crossing”a probabilidade de transigao s6 é determinada pela

geometria deste, e dada pela formula da Eq.(3.1) ou sua forma equivalente (2]

1 d d
Ppz =exp—(2my), v= E(AE)W 7 Bil00) = - Bita(00) (3.40)

Portanto para cada “avoided crossing”a probabilidade de transicao Zener Ppyz é:

PlL =0.209
PHJ =0.45 (3.41)
Pl =0.59

A isto juntamos o fato de que o0s niveis estao inicialmente populados. Por exemplo seja
um “avoided crossing”isolado, formado pelos niveis E,, e E,4,, e estando inicialmente (no
—co 0s valores das populagoes em F, e F, 1 respectivamente. Os valores das populagoes
(no infinito), depois de passar po um “avoided crossing”é:

P =F,(1—FPoz)+ Fo1FPrg

(3.42)
Fa=Fun(l-Fz)+ Py

n

Aplicando este resultado para a regiao do espectro estudado, que inicialmente sé ests

populado o nivel E14, encontarmos as populacdes finais:

Py =0.79
Pz =0.115
N (3.43)
Py =0.038
Pll = (L.05S

Este dltimo resultado é obtido de acordo segundo a hipétese de Wilkinson, a qual sera

comparada com nosso resultado feito numericamente, mostrada nos resultados (3.38)

3.4 Resultados para o oscilador quartico-OQA

Estudaremos aqui a dinamica do oscilador qudrtico acoplado, Eq.(2.1), o qual por apre-

sentar invaridnpor reversao temporal pode ser modelada por uma matriz GOE.
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Fig.3.10

As propriedades espectrais do OQA e seu comportamento cldssico ja foram estudadas
no capitulo 2, estando o comportamento caético do sistema contido no acoplamento z?y?.
Escolhemos uma janela de parimetros o« que garante que o sistema seja cadtico. A
dependéncia temporal é inserida no problema através de a = «ft).

Resolvendo a equacao de autovalores Eq.(2.41) com o hamiltoniano do OQA (Eq.(2.1)),
para cada valor do parametro o, que toma valores numa janela de valores de [0.8,1.2], e
com o valor fixo de § = 0.0025, encontramos o espectro do OQA com a variagdo do o,

mostrados na Fig.(3.10), isto foi feito para uma escolha de 400 elementos da base. Assim
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a representacdo matricial do hamiltoniano é de 400 x 400, apresentando o sistema 400
niveis de energia, dos quais, baseando-nos na convergéncia de N(E), da Fig.(2.12), os 125
primeiros niveis sio bons. O espectro apresenta muitos “avoided crossings”, como no caso
do matriz GOE de 31 x 31, com a diferenca de que o espagamento médio de ID cresce com
Q.

Precisamos, como no caso da matriz GOE, escalar o espectro para ter um melhor
panorama das magnitudes dos “gaps”e das distdncias entre “avoided crossings”, para isto
o fator importante como ja sabemos é o correlator C(da), e sobretudo seu valor no ponto

zero C(0), uma expressao mais geral que a Eq.(3.26) é:

C(da) =

1 OF;(a+ éa) 0F;(a) OF;(a)\’
D? O O _( da ) ’ (3.44)

o qual é aplicado para o caso do espectro do OQA.

Devido a que o espectro apresenta diferente estrutura, com o aumento da energia
a como se pode ver na Fig.3.10, e baseando-nos no resultado encontrado por Bruus e
colaboradores [19], na dependéncia de C(0) com a energia da forma: C(0) oc E° para o
caso do bilhar, para uma analise do OQA, nés dividimos o espectro em seis regices, cada

uma, contendo 20 niveis de energia:

I = [Fy, En] 1= [Ex, Fyl
Iy = [E41; Eso] I = [Em;Eso]
Is = [E81, ElOO] Iy = [EIDI; E120]

I = [Eya1, Fao]

(3.45)

Consideramos apenas 140 primeiros niveis, por estes terem convergido. Da Eq.(3.44),
podemos encontrar C(0), como fun¢do da energia para o OQA, nos diferentes intervalos

I.i, Flg(311)
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A fungéo crescente de C'(0) com E, é um reflexo de que o espectro apresenta mais
estrutura para os niveis superiores. Tomando os niveis convergentes e 0s que apresentam
maior estructura, como oS que estao contidos nas regioes Iy ,[5 e I, e encontrando o
espagamento médio de niveis para cada regido, apresentando o mesmo valor A = (.35.

Mostramos o correlator dado pela Eq.(3.44), para estas trés regides e comparadas com o

correlator para o caso GOE :
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Com todos estes dados jd4 podemos apresentar o espectro rescalado pela £q.(3.27) com

a nova variavel a*. Por exemplo para a regiao /5 e I3 0 espectro é:

150
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140 E

by :
E/D135 M =
130 //
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—
115 i 1.1 ' I L L L l I i i t l i i § i j i 1 d. L l
8 9 10 - 11 12 13
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Fig.3.13 a
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Fig. 313 b



Podemos notar a presenca de “avoided crossings”com gaps {AE) muito menores que o
espagamento médio de niveis I). No entanto, para uma melhor andlise, construimos uma

estatistica dos gaps, para {4,15 e I5:

regiao I4:
[ -
o4 []
U} 3
G115 — i
el 3 ':jf'::
SwJ |
g =
5 5 __:
z q4 i o o .
o =R
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0
AE(gap)/D
Fig.3.14
regiao I5:
w25
% =
(520—5'
© 15
s e
210 3
@ pm
E 5 3
\3 : A .
< o0 =+ P H
0.0 15 20 25 30
AE{gap}/D
Fig.3.15
regiao I6:
o 30 =2
& 25 3
O 50 3
< =
T 15 3
o 3
g 10 3 _
< o SHHH-HHHHAH R
00 05 1.0 185 20 25 3.0
AE(gap)D
Fig3.16
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Em todos estes casos o gap médio AE = 0.9D, além disto observamos que a quantidade
de “avoided crossings”, com gaps muito menores que D) nao é a maioria.

Vejamos agora a evolugdo temporal do sistema para o OQA, escolhemos as regioes I
e I, por apresentarem o espectro com maior estrutura e estar com niveis convergentes.
Para qualquer destas regides, estudaremos a evolugao temporal nas vizinhancgas de zonas
que contenhan dois ou trés “avoided crossings”.

A evolugdo temporal sera feita utilizando o sistema de equagoes diferenciais Eq.(3.36)
para as amplitudes de probabilidade, com o hamiltoniano do OQA Eq.(2.1) e a para «
como funcao do tempo. Na realidade o espectro do OQA tem um numero infinito de
niveis de energia, no entanto para o caso do tratamento numerico o numero de elementos
da representacio matricial e escolhida finita, trabalhamos com uma matriz de 400 x 400,
portanto temos 400 equagoes diferenciais acopladas, dos quais, as Solug()es das amplitudes
de probabilidade correspondentes aos 125 primeiros niveis serao bons pelo criterio de
convergencia da Fig.2.12.

A evolugio temporal é feita no regime adiabatico (pequenas velocidades), portanto o
tempo sera escalado segundo o tempo de tunelamento Zener 7 dada pela Eq.(3.32).

Na regiao Iy, estudaremos a dindmica dos “avoided crossings”contidos nas zonas A4 e
B ilustradas na Fig.3.13a:

1}Zona B, popularemos inicialmente o nivel Egs, € 0 sistema evoluird com velocidade
|&| = V./50, desde o valor o* = 9.21 até 10.0. A evolugio das amplitudes de probabilidade
dos niveis vizinhos mais préximos ao nivel Eys, é mostrada na Fig.3.17, assim como uma

ampliacdo da zona B na Fig.3.18 mostrando os “avoided crossings” envolvidos na dinimica.
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Observe-se o nivel Eyo populado inicialmente, sua populagio parece chegar a seu valor
assintético depois de passar pelo “avoided crossing” (I). Isto que nao acontece com o nivel
Eq, 0 qual é praticamente despopulado por encontrar-se imediatamente com o “avoided
crossing” (IT). Pode-se notar que se s6 fosse considerado o processo entre os niveis Fg; e
FEqy no “avoided crossing” (11), pareceria que a conservagio da populacdo entre eles nao
estaria correta. No entanto as flutuagtes da populagao do nivel Ey; no tempo em que
o sistema chega ao “avoided crossing” (I7), confirma que ele ainda estd em um processo
de interacao com o nivel Fg;. A aplicabilidade da teoria de Zener para esta zona de dois
“avoided crossings” é falha pelo fato de que o nivel Fg; nao chegou a seu valor assintdtico
antes de encontrar-se com o segundo “avoided crossing”. Isto é, nao sao consideradas
interferéncias entre amplitudes.

2)Zona A, populamos inicialmente o nivel Fgg, 0 sistema vai do a* = 8.6 até 9.7, com
velocidade & = V,/20, as populagdes e os “avoided crossing” neste processo sao mostrados

nas figuras 3.19 e 3.20,
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Neste caso temos que o nivel Fgg vai rapidamente para seu valor assintético, por ser o
“avoided crossing”(I) muito pronunciado. No entanto o “avoided crossing” (II) que apa-
rentemente é fraco influencia muito na populacao do nivel Fgg dando um pulo consideravel
no valor de sua populacdao no tempo em que o sistema chega ao “avoided crossing” (I7),
no qual o nivel Egs comeca a ser populado sem antes chegar a seu valor assintdtico e é

despopulada pelo “avoided crossing” (111).

Apresentamos dois casos mais na regiao [g para as zonas C e D, ilustradas na Fig.3.13b.
mostrando trés “avoided crossings” consecutivos.
1)Zona D, o sistema populado inicialmente no nivel E);» se move de o* = 14.2 ate

15.3, com velocidade & = V,/20. Os resultados mostramos nas Figuras 3.21 e 3.22
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Entre outras caracteristicas parecidas aos casos anteriores, como os “avoided crossing” (I1)
e (11T} sao fracos com gaps que ndo sio muito menores que espacamento médios de niveis,
influecia muito nas populagdes dos niveis E;; e Eq10.

2)Zona C, a dindmica acontecerd entre o* = 10.5 e o* = 11.8, com velocidade
& = V./20, populando inicialmente o nivel Fj9. Nas figuras 3.23 e 3.24 mostramos o

resultados.
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Neste caso ressaltamos também as grandes alteragdes das populages dos estados ini-
clalmente vazios que passam por dois “avoided crossing” consecutivos. Esta caracteristica
se repetird nas populacgoes dos seguintes niveis se prolongamos o tempo de evolucio. Isto

é mostrado na Fig. 3.13b.

3.5 Critica a teoria de Wilkinson

O primeiro que podemos dizer frente 4 hipotese de Wilkinson de aplicar o resultado
encontrado por Zener para um “avoided crossing”isolado é que na pratica, para um sistema.
realista como o OQA oun para o caso GOE, a aproximacdo nao funciona muito bem. De
fato, observando a estrutura do espectro tanto para o caso GOF como para o OQA, esta
parece ser muito complexa para que cada “avoided crossing”seja parametrizado coma
uma hipérbola, o que poem em diivida se na realidade os “avoided crossings” podem ser
considerados isolados. Uma tentativa de parametrizacdo poderia trazer muito erros nas
populacoes finais, como foi feito para o caso GOE.

Aplicabilidade da féormula de Zener para um sistema de “avoided crossings”implica que
estes estejam isolados, uma vez que as amplitudes dos estados antes de chegar ao proximo
“avoided crossing”devem alcancar seu valor assintético (como no caso feito no capitulo 1
para os “avoided crossings”isolados). Pode-se observar dos resultados acima expostos que
isto nao acontece. Ter um espectro de “avoided crossing”isolados também implica que eles
sa0 bem definidos (hipérbolas). Ainda que num espectro realista também possa observar
“avoided crossings”’ pronunciados, é certo que nas prox.imidades destes existem “avoided
crossings” fracos que sdo dificies de parametrizar e que influenciam muito as populagoes
dos estados.

A velocidade com a qual se move o sisterna faz que alguns “avoided crossing” possam

ficar isolados no tempo, mas a estrutura geral do espectro apresenta diferentes distincias
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entre os “avoided crossings”. Assim existem casos nos quais, ainda que sendo a velocidade
lenta (como os casos estudados) os cruzamentos de niveis no estardo isolados no tempo.
Observe-se isto dos espectros escalados com o tempo de tunelamento Zener 7;. Final-
mente, permeando esta discussdo a teoria de Wilkinson falha e:;n levar em conta efeitos
de interferéncia entre amplitudes de niveis distintos. Iste certamente serao importantes

quando consideramos sucessbes de cruzamentos de niveis (fracos e fortes) nao isolados.

3.6 Conclusoes

Como primeira concluséo obtida desta analise para um sistema realistico caotico a estru-
tura do espectro em geral ndo apresenta “avoided crossings”isolados. |

Outro ponto ¢ a impossibilidade de obter uma boa parametrizagao dos “avoided cros-
sings”. Elas ndo podem ser consideradas hipérbolas exatas.

A aplicabilidade da férmula de Zener para um sistema realistico de muito niveis poderia
neste caso dar resultados errados.

A escala de tempo onde estdo acontecendo as transicoes entre dois “avoided cros-
sings”para um processo adiabatico ndo necessariamente ¢ muito maior que o tempo de

tunelamento Zener 7z.

Pode-se esperar que a dependéncia da razio de transi¢io com a poténcia 3/2 da
velocidade para o caso GOE obtida por Wilkinson, seja incorreta para o caso de um
sistema, realistico como o estudado.

Esta investigago sugere que é necessirio desenvolver uma teoria estatistica mais sofis-
ticada que a de Wilkinson para tratarmos o problema, incluindo termos de interferéncia.

Do ponto de vista numérico € necessario fazernos estudos mais quantitativos estudando

a evolucao da matriz densidade.
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