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Resumo

Nesta tese, estudamos a cancelamento quantico das anomalias de calibre em teorias de
calibre abelianas. Mostramos argumentos formais para o cancelamento em qualquer
dimensao. Estudamos o caso da Eletrodinamica Quantica vetorial sem massa em qua-
tro dimensoes. Regularizamos completamente o setor fermidnico da teoria por meio do
método de Pauli-Villars. Renormalizamos a agao efetiva e mostramos o cancelamento

perturbativo da anomalia de calibre na teoria.
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Abstract

In this thesis, we study the ¢:antum cancelation of gauge anomalies, in abelian gauge
theories. We present formal arguments to support this cancelation in any dimension. We
consider the case of massless vectorial Quantum Electrodyvmamics, in four dimensions.
We completely regularize the theory by means of Pauli- Villars regularization. We renor-

malize the effective action and show the perturbative vanishing of the gauge anomaly.
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Introducgao

O fendmeno das anomalias em Teoria Quantica de Campos dat~ de 1949, nos trabathos
de Steinberger (1], referentes a calculos de amplitudes de decaimento do 7%, no contexto
de um modelo do tipo pion-nucleon. Apds mais de uma década de relativo esquecimento,
onde destacaram-se Schwinger {2] {que mostrou a existéncia de uma relagao entre regu-
larizagao e nao conservacao da corrente axial) e Johnson [3] {que mostrou a competicao
entre a simetria de calibre e a simetria axial pela primeira vez), a questao emergiu nova-
mente com toda a forga no final dos anos 60, no contexto das dlgebras de correntes e da
hipétese PCAC [4, 5]. Desta vez um teorema de Sutherland e Veltman provava que o #°
nao poderia decair em dois fotons, em flagrante conirasie comn vs Jdados experimentais.
Este teorema foi contradito pouco depois pelos trabalhos independentes de Adler [6] e
Bell e Jackiw (7] que relacionaram com clareza a violagao da simetria quiral no nivel
quantico com a possibilidade do decaimento ocorrer.

Posteriormente, as anomalias foram intensamente estudadas. Anomalias em outras
simetrias, diferentes da simetria quiral foram descobertas, e em outras teorias {8, 9.
10], interpretagbes topolégicas foram encontradas para a anomalia quiral [11, 12, 13].
estabeleceram-se relagoes profundas com técnicas de cohomologia [14, 15] e as anomalias
foram obtidas também dentro do contexto das integrais de trajetoria [16).

O quadro atual é o da existéncia de anomalias “ boas” e outras “mas”. As boas.
nas quais esta incuida a anomalia quiral, sao responsaveis pelo enriquecimento das pro-
priedades dinamicas da teoria, enquanto as mas colocam problemas de consisténcia in-

terna que, se nao forem solucionados, podem provocar o abandono da teoria. Todas



as teorias de calibre envolvendo férmions quirais estzo nessa classe, incluindo o modelo
padrao das interagdes fundamentais que, na sua fase de simetria nao quebrada, tem todos
os seus férmions quirais. L4 a situacao é resolvida por um cuidadoso balanceamento entre
as familias de quarks e as de léptons.

Mais recentemente, contudo, comegaram a dpalecel novas perspectivas para a consid-
eragao de teorias anomalas. O trabalho de Jacklw e Rajaraman [17| mostrou, no contexto
de duas dimensoes, que uma teoria com anomalia na simetria de calibre podia ser unitaria
e completamente consistente, desde que analisada num nivel nao perturbativo. Posteri-
ormente, Faddeev e Shatashvilli [18] mostraram que a anomalia podia ser cancelada pela
introdugao de novos graus de liberdade, quanticos, na teoria. Esses novos campos seriam
responsaveis pela transformacao de vinculos de segunda classe (cuja dlgebra induzia ter-
mos de Schwinger, correlacionados & anomalia) em primeira (geradores de transformagoes
de calibre).

Quase imediatamente apds, foi descoberto independentemente por Harada e Tsutsw
[19] e Babelon, Schaposnik e Viallet [20] o fato de que os graus de liberdade adicionais nao

recisavam ser impostos externamente, como uma modificagao da teoria, mas apareciam
espontaneamente, simplesmente observando a integral funcional com um ponto de vista
um pouco diferente. A observacao fundamental, feita em ambos os casos, ¢ a de que
numa teoria anomala nao era correto fatorizar o volume do grupo de gauge, como se faz
usualmente no caso nao anomalo. A nao fatorizacdo traduz-se, entao, em novos graus de
liberdade quanticos, que definem um novo conceito de acao efetiva, invariante de calibre.

Neste contexto insere-se esta tese. I natural supor que possa haver um analogo
do teorema de Noether operando no nivel quantico, de modo a conservar as correntes
cléssicas, tornadas operadores, neste nivel. Usualmente, a consideracao das anomalias
dd-se num contexto em que o campo A, é externo. Dentro dessa perspectiva foi efetuada
a maijor parte das analises mencionadas nos pardgrafos anteriores. Harada analisou a
situagao desde um ponto de vista que considerava A, quantico [21], restringindo-se,

contudo, a teorias em duas dimensdes. Pretendemos aprofundar essa andlise para as



teorias abelianas, estendendo a validade dos resultados para as quatro dimensées. Novas
dificuldades aparecem nesse caminho, desde que divergéncias de carater mais complexo
tém que ser tratadas.

Oreganizamos a tese da seguinte maneira: no capitulo 1 fazemos uma breve revisao do
fenomeno das anomalias e das diferentes formulagoes que permitem abordar a questao
da defini¢ao quéantica de uma teoria anémala. Empregamos estas técnicas no capitulo ?
para desenvolver argumentos formais que apoiam o cancelamento da anomalia na sime-
tria de calibre e exemplificid-lo para os casos do modelo de Schwinger, do mod:lo de
Schwinger quiral e da Eletrodindmica sem massa em 4 dimensoes. Ao final, apresenta-
mos 3 apéndices, com integrais tteis, cdlculos adicionais em 4 dimensoes e argumentos

formais alternativos para o cancelamento de anomalias, incluindo o caso nao abeliano.



Capitulo 1

Anomalias e Restauragao de

Simetria

Um fato bastante conhecido é o de que, a cada simetria continua da Lagrangeana estd
associada a conservacao de um conjunto de quantidades, as cargas de Noether, em numero
igual ao de parametros que caracterizam infinitesimalmente essa simetria. Contudo, isso
pode nio acontecer quando quantizamos uma teoria com numero infinito de graus de
liberdade. Dizemos, entdo, que hd uma anomalia associada a essa simetria. Faremos.
neste capitulo, uma exposigéo genérica e breve do fenomeno da anomalia na simetria de
calibre, a partir de uma abordagem funcional.

Ainda neste capitulo, iremos também mostrar como se pode abordar teorias de calibre
anomalas, dentro do ponto de vista da integral funcional. Descreveremos brevemente os
métodos invariante e nao invariante de calibre para a abordagem de teorias anomalas.
exemplificando com o caso da eletrodinamica bidimensional com férmions de Dirac, quan-

tizada sem a imposi¢io da manutengio da simetria de calibre.



1.1 Origem da Anomalia

Consideremos uma teoria de calibre genérica, descrita pela agao / [l,[f,?,l_?, A#} dada por
1,8, A = Ta (A + 1r [, 9, A,
= [ (%terF“") + [az[ipy], (1.1)
onde denotamos d?z por dz, A, = AT, D =i +ede
e, T} = efapTe (1.2)

A acdo possui a propriedade classica [ {wh_l,vﬂhvl, Aﬂ = [1,!),1,!_), A#}, onde temos h =
exp (10°T,), ¥" = hy, " = h~le

Ay = hALT 4~ (BuR) KT (1.3)

Esta invariancia conduz a conservagao classica da corrente J§ — 2
I . p
(DyJ*), = 0. (1.4)

A teoria quéntica pode ser estudada através do funcional gerador das fungoes de

Creen da teoria,
2,0, J,) = [ dpdvdA,exp (u 0,8, 4] +i [ de 70+ dn + j;Ag]) S (18)

A questdo que se coloca é a manutengao, ou nao, da identidade (1.4) quando a corrente

J# & um operador. De modo a fazer aparecer uma identidade similar & (1.4), fazemos a

seguinte transformagao de variavels

¥ = (1 +1i0°T,) ¥,



¥° = (1 —i6°T,), (1.6)

com #* sendo os parametros de uma transformagao de calibre infinitesimal. O resultado

da integral deve ser o mesmo, independente das variavels utilizadas na integragao,
Z =27 (1.7)

Mas
Zy = / dyPdy’dA, exp (u [w",ﬁ,Ay] +i / dzx {fmp” P+ J;Ag])

_ /J*l |A,, 8] dyddA, exp (u (0,4, 4] + z’/d:c [ + i + T2 A2]
+i [ (i6° D2+ AT - @Liz;nj)) | (1.8)

onde J[A,, 8] representa um possivel Jacobiano, referente a transformacao de variaveis
(1.6). Igualando Zy a Z e lembrando o cardter infinitesimal da transformagao, usamos a

expansao funcional do Jacobiano em primeira ordem em 4%,
J A, 0] =1 - fdz@“.Aa (A)+ ...y (1.9)

para obter

/ dpdyd A, (6 - D2JE = Ag (A) +7Tu — ¢ Tun] )
X exp (a [, %, A +7;de [0+ +J;A5D —0. (1.10)

Fazendo todas as fontes externas iguais a zero, obtemos finalmente
j dydjpd A, (D) exp (il [w,4, A,)) =

= [ dudgdA, (~ Ao (A) exp (i] [1,4, A, (1.11)



ou, lembrando a relagao entre a integral funcional e valores esperados de operadores,
(01D, JE[0) = ~ (0] Aa (A,)]0) . (1.12)

Vimos, entao, que, do ponto de vista funcional, a existéncia de uma anomalia na
simetria de calibre estd crucialmente vinculada ao fato da medida de integragao fermiénica
ser invariante ou nao pela transformacao dada, vista aqui como uma mudanca de varidveis
dentro da integral. Podemos falar em anomalias genuinas ou nao, se esta medida puder
ser definida ou nao de maneira invariante de calibre. Devemos observar o fato de que

a integracgao sobre os graus de liberdade bosonicos pode modificar substancialmente os

termos da discussao acima.

1.2 Funcional de Wess-Zumino

E usual escrever o Jacobiano em termos de um funcional a,, chamado funcional de Wess-

Zumino,

A

Ay, 0} = exp (ien [A,, 67']). (1.13)
Para # = 0, o Jacobiano deve ser 1 o que impoe a [A,, 0] = 0. Para ¢ infinitesimal,

Say |A,, 0741

7T + o (1.14)

8=0

J[A#,G]:1+z'/d$9“

Identificamos assim,
, 60‘1 [A'u, 97]]

Aa (A) =1 —5 (1.15)

6=0
A fé6rmula (1.15) permite relacionar o calculo explicito da anomalia com o do deter-

minante fermiénico do operador de Dirac da teoria, D. De fato, notando que

fdd)dl; exp (z]d:r [W,BD (Ap) 11)]) =det D(A,), (1.16)



e que

/dwgdiﬁg exp (z/dm [@BD (AL) yf’g]) =
_ ] JV[A,, 6] dvdi exp ( "[ dz [9D (457 w]) -
= exp (—ia, [Aﬂ,ﬂ’l])detD(Af‘_l). (1.17)

Temos, entdo,

a1 Ayt =il (1.18)

Nos capitulos seguintes usaremos intensivamente esta expressao para estudar a estrutura

quantica da anomalia de calibre.

1.3 Identidades de Ward

A equagio {1.10) gera ainda um conjunto de infinitas identidades, chamadas de identi-
dades de Ward no caso abeliano, e de Slavnov-Taylor, no caso nao abeliano. Para obter
a equacao “master” fazemos uma inudanga de varidveis a mais na integral, desta vez a

transformacao de calibre infinitesimal nos campos A,
a 6 a 1 a
(A#) = Aj, — —D,0° (1.19)

O termo extra advindo dessa mudang¢a de variaveis cancela a divergéncia covariante de

J¥. Ficamos entao com
7=y = fdde)dA# exp (i[ [w,iﬁ,A#] + i]da." [T_pw + 1,57] + jjA’;]

+ i/dm (16° [Aa (A,) + 7Tatp — FTun + DJ;‘])) . (1.20)

Logo,
[ dwdda, exo (i[ (i Ay i [ o i+ + j;Ag]) x



xi [ da (z’B“ {Aﬂ (A,) + 7Tt — $Tam + gpgjg*D 0. (1.21)

Sabendo que, dentro da integral funcional com fontes podemos utilizar

6 6 o0
Ape = —‘LW, P = —1577’ Y = 257?, (1.22)
chegamos a
i | ALl —i 6 —rT—‘S——z‘iT +1DJ" Znm,Jk =0 (1.23)
Zéj#’a 7} aéﬁ 67} a’l e ua i Jg ] = Y. -

Aplicando um ntdmero arbitrario de derivadas funcionais em relagao as fontes externas
e colocando-as iguais a zero em seguida, obtemos infinitas identidades relacionando as
funcoes de Green da teoria, que constituem-se nas identidades mencionadas nesta secao.

Na expressao acima verificamos a influéncia decisiva da anomalia sobre essas identi-
dades. Pode-se mostrar que as consequéncias dessas identidades mudam drasticamente
na presenca de anomalias. Em particular, essas identidades sao usadas para relacionar
constantes de renormalizacio, sendo crucial este fato para 2 prova da rencrmalizabili-
dade das teorias de calibre. Sem essas relagdes, perde-se a nocao de renormalizabilidade

perturbativa dessas teorias.

1.4 Formulacao Invariante de Calibre: Caso Geral e

Exemplos

Iremos aqui revisar basicamente o trabalho de Harada e Tsutsw {19], que estabelece de
modo bastante natural o cendrio desta formulacao. Numa teoria de calibre, é bem sabido
que a integral funcional usual nao é bem definida, devido as diversas contribuigoes iguais,
de configuragoes de campos de calibre fisicamente equivalentes. Com o objetivo de definir
o funcional zerador corretamente, integrando apenas sobre configuragoes de campo que

correspondam a situagdes fisicamente nao equivalentes, € usual adotar o procedimento de



Faddeev-Popov [22], que permite que se escolha sistematicamente uma configuragao A,
em cada érbita de calibre, impondo uma condicao que apenas uma dessas configuracoes
devera satisfazer, a condigao f(A,) = 0. Para implementar esta estratégia, definimos o

funcional Ay [A,], associado & condigdo f através de
A, [Au]fdgé [£(a2)] =1 (1.24)

I imediato mostrar que A é invariante de calibre, A [Aﬁ] = Af[A,], devido ao fato de
dg representar uma medida invariante sobre a variedade do grupo em questao [23].
O procedimento usual ¢ o de escrever o funcional gerador da teoria, com as fontes

postas iguais a zero, multiplicado por 1, expresso na forma da equagio acima,

Z = /dg{:dJ;dAu (Af [Ap]/dgé (s (Af;)]) exp (i1 (1,3, A]) (1.25)

Em seguida consideramos o mesmo funcional, substituindo a varidvel de integracgao por

Ag

[T

-1

7 = [avagans (a,(47] [aos (s ((a2"))]) »
X exp (iI [w,zﬁ, Af:l])
= [ dydidA, (Af (Al [ dob 1 (Ay)]) exp (il [09,97, A,]) (1.26)

Vemos que toda a dependéncia em g esta contida em . Se a medida fermionica fosse

invariante de calibre, poderiamos fazer a mudanga de variaveis

1

p=9", =9 (1.27)

eliminar completamente a dependéncia em ¢ do integrando e, fatorizando a integral
funcional sobre g, =bsorver o volume do grupo de gauge no fator de normalizagao, como

usual., Nosso interesse, entretanto esta concentrado no caso em que a medida fermidnica

10



nao ¢ invariante. Assim,

dpdi = J [Ay, g7 do'dy!
= exp (i [Ay,g7!]) dv'dyy. (1.28)

O resultado final é, entao,
Z= / dydPd A,dgA, [A] 6 [f (A,)] %

x exp (il [, 9, Au] +iy [A,,97']). (1.29)

Notamos, entao, que aparecem novos graus de liberdade, expressos pelos parametros que

caracterizam g,

dg = |] dba (z), (1.30)

que sdo chamados campos de Wess-Zumino. A peculiaridade dessa formulagao é que a
acao obtida integrando os graus de liberdade dos férmions e os dos campos de Wess-

Zumino é invariante de calibre. Vamos demonstrar isso explicitamente, definindo
exp (iW [A,]) = det D[A], (1.31)

temos

a1 [Ang™] = WA ] - W (AL (1.32)

I facil ver que

o [4,07] =W AT - w (4]
= o [Au hg Y] — a1 [Au b (1.33)

De volta & questao original, vamos definir a a¢doe efefiva como

exp (il 1A]) = /d',bdv,!_)dg exp (il [0, 8, A + den [Aug71]). (1.34)

11



Podemos agora mostrar que ela é invariante de calibre,
exp (i[eff [A::D = /d@[)d’&dg exp (i[ ['l,/), P, Aﬁ] + 1y [Aﬁ,g_l}) =

= /dwdvjdge){p (il [w“”,&’*”,Aﬂ} + 0 [ A hg Y] — iy | A h]) =
= /dd)dvﬁdgexp W {'z,b,'z,ﬁ,A#} + ey [Ap,h,g_l]) =

i (o oxp (i [, 4,] + i [ A (on7) ] =
= exp (?:Ieff [AF]) : (1‘35)

Devido a propriedade acima, chama-se a abordagem acima de formulacdo invariante
de calibre. Ela pode ser reconhecida pela presenga dos campos de Wess-Zumino. Em vista
dos resultados obtidos nessa formulagao, podemos conjeturar o cancelamento da anomalia
referente 4 simetria de calibre, dado que a teoria resultante é invariante de calibre no
nivel quantico. Isso sera analisado em maior detalhe no capitulo seguinte. A titulo de
exemplo, citamos os casos do modelo de Schwinger (24, 25| e do modelo de Schwinger
quiral [17], cujas integracOes sobre os férmions podem ser efetuadas exatamente. Os

resultados sao

0 1 e (a+1) o+
We = “ —_— By — By
[A,] /d:c{ 2 FuwF +2WA4 T . }A,,}, (1.36)
e
1
WA, = fd?'m{—ZFw,F“”+ (1.37)

82 v e s} 3085 =14 Ay
+§T'Ap[an“ — (" -+ ") = (n —€ ) Au}.

O parametro a representa uma ambiguidade no calculo dos determinantes fermionicos

associados as duas teorias. Os termoc Jde Wess-Zumino podem ser calculados facilmente

12



a partir dessas expressoes e sao

A, 0 = = ! / d’z (% (8,0) (88) + eGBuA") , (1.38)

s

a—1

oA, 0] = 4—17;/d2$( 5 (8,6) (8°6) — e (a — 1) 3, A" + e#"aﬂAu)) L (1.39)

Uma integragao sobre o campo de Wess-Zumino produz agoes efetivas similares,
1
Legr [Au] = “a[dQIFuvDﬂ (D +m? (a)) Y, (1.40)

explicitamente invariantes de calibre, em acordo com o que foi demonstrado em geral. A

constante m? (a) varia de um modelo para o outro. Para o modelo de Schwinger ela é

,  (a+1)€
mt= T a (1.41)

enquanto, para o modelo de Schwinger quiral,

2.2
9 e°a

m° = m- (1.42)

1.5 Formulacao Nao-Invariante de Calibre: o Mode-
lo de Schwinger

Outra abordagem as teorias andémalas é dada pela chamada formulagdo nao-invariante de
calibre. O ponto de partida é o reconhecimento de que a introdugao do “1” de Faddeev-
Popov ¢ totalmente desnecessaria numa teoria anémala (a0 contrario do caso conven-
cional, onde é essencial para a prépria definigao da teoria) pois campos relacionados por

transformagoes de calibre dao contribuigoes diferentes & integral funcional. Uma questao

13



surge imediatamente, no entanto: na Lagrangeana livre, o termo cinético

i

1 b3
L Fw ™ = 5 A, (O =) A, (1.43)

nao permite a definicdo de um propagador livre, pois o operador Op#” — 948" nao possui
inversa. Isso é usualmente contornado através da introdugao de um termo de fixacao
de calibre (por exemplo, 1/ (a#A#)Q), que contribui com um fator a mais para redefinir
o operador em questdo, tornando-o inversivel. Contudo, numa teoria anomala, nao é
licito fixar o calibre, pois nao h4 invariancia de calibre. Fazer isso significaria modificar
a teoria, em relacio & teoria original, nao sendo possivel, em principio garantir que os
resultados fisicos sejam os mesmos. Como abordar a questao da definigao perturbativa
da teoria, entao?

A solugao usual vem do célculo explicito da agao efetiva, ou seja, da integragao sobre
os graus de liberdade fermionicos. Sendo o determinante fermionico um funcional de A,
nao invariante de calibre, os termos advindos do seu calculo juntam-se aos anteriores
para permitir que cada elemento de uma mesma orbita de calibre contribua de maneira
distinta ao funcional gerador. Dessa forma, em geral, consegue-se um termo cinético que
permite definir um propagador livre para o campo A, e efetuar a anadlise perturbativa da
teoria.

Vamos procurar responder a esta questao usando como exemplo 0 modelo de Schwinger.
Nossa linha de pensamento, no entanto, usard uma estratégia ligeiramente diferente da
enunciada no parégrafo anterior, embora completamente equivalente, para todos os re-
sultados préaticos. A andlise seguird a linha j4 delineada em [26]. Observamos que a
razdo basica pela qual o operador acima ndo possui inversa € porque ele é proporcional a
um projetor, que elimina a componente longitudinal do campo A,. Dali, se conseguirmos
provocar o aparecimento de um termo cinético para a componente longitudinal de A,
esse termo fara exatamente o papel do termo de fixagao de calibre. Em duas dimensoes,

a decomposi¢ao em componentes longitudinais e transv. rsais de A, é bastante simples:
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qualquer A, pode ser escrito como

eA, = O,p — €.,07¢. (1.44)

Para A, dado, p e ¢ podem ser achados como

0, A# -
_ 1.4
p=c 5 (1.45)
e
o+ AY .
¢ = €€ A : (1.46)

O

O Jacobiano da transformacao de Ag, Ay em p e ¢ é um nimero, independente dos cam-
pos, podendo ser absorvido no fator de normalizagao da integral funcional. O funcional

gerador é dado, entdo, em termos de p e ¢,
= . =/, 5 1
Zina ) = [ dididpdpexy (i [ &[0 (i + po— P8) v + 5 500%] +

+i[d2:c [ﬁ¢+¢n+é._’7#3“p— éjpé#ng, (1.47)

onde definimos c'i—?# = €,,0”. Observamos aqui a auséncia de um termo cinético para o
campo p (a parte longitudinal de A,). Uma observagio importante, contudo, é a de que
uma transformacao de calibre é capaz de desacoplar p de ¢ e ¥ no termo que nio envolve

as fontes fermionicas., De fato, fazendo

P = ey, (1.48)
P =Pe (1.49)

obtemos
b (i + P — Do) ¢ = (i — o) v (1.50)

Com o auxilio do termo de Wess-Zumino mostrado na equacao (1.38) é simples calcular

15



o Jacobiano da transformagao acima,
la—1 -
7o =221 e 3,0) (049). (151)
47
Expresso em termos dessas varidveis, o funcional gerador fica dado por

2, gl = [ didbdpds (1.52)
exp (i/dzz [@ (1{9 - é(b) Y+ é—l§¢D2¢ - (a: )

. - 1 |
+i [t [nevp + e v 5,0 = Z5,0'0]).

prJ +

que é uma forma perfeitamente adequada para anilise, sem quaisquer problemas na
defini¢ao perturbativa da teoria. Se quisessemos prosseguir, seria possivel mostrar que
a parte transversal também pode ser desacoplada, agora por uma transformagio quiral
com parametro ¢, ao custo de um outro Jacobiano. A teoria resultante é exatamente

solivel no setor bosonico, e renormalizavel num sentido semi-perturbativo {26].
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Capitulo 2

Cancelamento de Anomalias na

Simetria de Calibre

A presenca de anomalias na simetria de calibre pode ter consequéncias desastrosas para
a renormalizabilidade perturbativa da teoria e, potencialmente, para a sua propria con-
sisténcia. Vimos no capitulo anterior, no entanto, que a simetria de calibre é restaurada
quanticamente, num nivel nao-perturbativo, pela presenga espontanea de um termo de
Wess-Zumino. Poderiamos especular entao que, se a teoria tem um funcional gerador in-
variante de calibre, nao deveria existir anomalia. De fato, a integragao funcional sobre os
campos de calibre é decisiva para responder a esta questao. Ela serd investigada agora,
em dimensao arbitrdria, para teorias abelianas, do ponto de vista funcional. Alguns

exemplos serao citados explicitamente, em duas e em quatro dimensoes.

2.1 Cancelamento da Anomalia no Formalismo In-

variante de Calibre (Teorias Abelianas)

Vamos mostrar, de modo simples e direto, como a anomalia é cancelada no caso abeliano.

Principiamos com dois exemplos particulares, passando, em seguida ao caso geral. Primeira-
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mente observemos o caso do modelo de Schwinger. A anomalia é dada pela equagao

oy [A,, 671

A(A) =i ——— : (2.1)
# 56 =0
Usando «; dado por (1.38) obtemos
—1
VW i Gl P (2.2)
O valor esperado que deve ser computado é
. : - ela~1) ) -
(A) = —i / dpdpdA, | S0, A" ) exp (il [4, 9, A,]) (2.3)

Introduzindo o 1 de Faddeev-Popov, como antes e fazendo as transformacoes de calibre

anteriores, chegamos a

(&) = =i [dwdbia, (Af 14,1 [ des|s (A,‘)]) x (2.4)
x (e(“' 2, [B,IA“JréDGD %

™

xexp (il [, 9, A,] + a3 [A,,—6]).

Observamos agora, contudo, que o segundo termo entre parénteses no produto acima é

precisamente a derivada funcional do termo de Wess-Zumino em relagao a 6

_1 1 5 |
F,e_(fi;_)_ [8#.4“ N EDG] = =t 4, —0). (2.5)

Daig
(A = i / dpdipDA,db (2.6)

x %aj A, —O)exp (il [, 9, Ay| +iaf |A,, —6])

| dwdzz;DA#da-é% lexp (i1 [, A + i [A,, ~6])]
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5
- /dﬁé—éF[Gl =0,

onde

DA = dd, (8,14, [ das (7 (4,)]). 27)

A 1ltima passagem segue-se a partir da integragao explicita dos graus de liberdade
fermidnicos (que produz o determinante fermiénico, finito) e a posterior integragao so-
bre os campos A, (que envolve apenas integragoes gaussianas com resultado ignalmente
finito). O funcional de € resultante é, portanto, perfeitamente bem definido e finito, e a
ultima integracio fornece apenas um termo de fronteira na variedade dos campos, que se
supoe ser nulo {corresponde as configuracoes limite na integral funcional, que, em geral,
sao tomadas como identicamente nulas - lembremo-nos de que as condigoes de contorno
fisicas completam a definigao da integral de trajetoria).

Algo completamente andlogo acontece com o modelo de Schwinger quiral. La, a

transformada de calibre da anomalia é

-1 7

AP = (- @—1)00—e((a—1) 84" + *B,A)) = (2.8)
i8
= Ea“lsq [A,u: —Gl

A sequéncia do céalculo conduz igualmente ao cancelamento da anomalia, como antes.
Estamos prontos, agora, para tentar a generalizacao dos resultados acima para para
uma teoria abeliana em dimensao arbitraria. Novamente consideramos o valor esperado

da anomalia, apds termos introduzido o 1 de Faddeev-Popov,

() = [ dvdpda, (As 1A [ dos(f (A]) A[AL] x (2.9)
X eXp (iI [z,b, ¥, A#] + ia] (A, —9]) .

Vamos considerar em detalhe a transformada de calibre da anomalia. A derivada fun-
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cional do termo de Wess-Zumino pode ser escrita como

bor 4,071 oW [AT]
6(2) looy 08 | _,

B PRI LN LN

CEAT ) () (2.10)

= [ds Aefw( 1) ¢ 325(2—:3))

=0
_ LA, ewia)
T e AN (x) 940_ ”6A ()’

Calculando em 8 = 0 obtemos uma expressao para a anomalia, diretamente em termos

da agao efetiva,

_ .t SW A,
A= e "OA, (z)

(2.11)

Essa identidade nos ajudara a mostrar que a transformada de calibre da anomalia é,

em geral, a derivada funcional do termo de Wess-Zumino em relagdo a §. Vamos a

demonstragao
} WA i by (A6
o=t _ p i ] 9 q-
A= AT -0 SAT (2] (2.12)
bay [A,, 071
= fd 14}9 £ ] ( =5(z — :c))
B b | A#,B N6AY (2)
= ifds SATT(2) 80 (z) (2:13)
6 \
P (2.14)

50 (z)

O restante é formalmente idéntico ao que aconteceu com o modelo de Schwinger e com
o modelo de Schwinger quiral. Hd uma diferenca importante, no entanto. Nos exemplos

acima, todas as integragdes funcionais puderam ser feitas de forma fechada e produziram
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resultados finitos. Isso se deveu & estrutura muito particular destas teorias em duas
dimensoes. Para dimensoes mais altas, uma analise detalhada da possivel estrutura de
divergéncias do modelo deve ser feita, no nivel da agio efetiva da teoria, para descobrir
se as mesmas conclusdes podem ser vélidas. Esta analise serd feita em quatro dimensoes.
para a Eletrodinamica sem massa, nas se(;c”)e;; a seguir.

Uma abordagem alternativa, que sugere os mesmos resultados acima, pode ser obtida.

atraves de transformacgoes na medida bosonica. De fato, considerando uma transformagao

infinitesimal
Z = ]dAf;dwdv,Z exp (il [v, 9, A7) (2.15)
- f d A, dwdy exp (1:1 (6,9, 4,] - i / dzﬁapJ“)
= Z—i f dz0 / dAdyd (B, exp (il [, AL])
Dat,

(3,J4) = 0. (2.16)

A demonstragao acima esta restrita, contudo, as mesmas limitagoes expostas anterior-

mente.

2.2 Cancelamento da anomalia na QED, sem massa

2.2.1 Regularizagao da agao efetiva

Sabe-se que a utilizagao de uma regularizagao do tipo Pauli-Villars nao é capaz de lidar
com todas as divergéncias presentes numa teoria de calibre [27]. Isso se deve ao fato
de, usualmente, querermos preservar a simetria de calibre durante a regularizagao. Isso
forca a utilizagdo da derivada covariante na definicao dos propagadores regularizados, ao
invés da derivada convencional. A cada campo de Pauli-Villars adicional introduzido,

novos vértices de interacao com o campo A, se fazem presentes, exigindo mals campos
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de Pauli-Villars e assim sucessivamente.

Para o problema no qual estamos interessados, contudo, precisamos de um esquema
de regularizacao que quebre a simetria de calibre, para que a prépria anomalia tenha
chance de aparecer. Isso faz com que possamos usar o esquema de Pauli-Villars sem
restrigoes, abrindo a possibilidade concreta de regularizar a teoria assim. Vamos usar o
método de Pauli-Villars na sua versao generalizada, onde virios campos sdo introduzidos,

fazendo a seguinte mudanga no propagador fermionico:

1\ 1 C,
==y -—_ 217

(3) =3 5 @17

onde o indice n indica o n-ésimo campo de Pauli-Villars, de massa M,, e residuo C,,. Como

¢ usual, impomos condic¢oes de convergéncia sobre os coeficientes, que visam melhorar o

comportamento ultravioleta do propagador regularizado:

e o= 1,
(2.18)

Com o auxilio dessas duas condi¢oes, podemos mostrar que o comportamento ultravi-
oleta do propagador fermiénico é precisamente o necessario para regularizar os loops

divergentes na expansao da agao efetiva. Reescrevemos o propagador livre como,

1 v
B = E—I_Z Iﬁ (2.]9)

Substituindo essa expressao na equagao (2.17), é facil mostrar que

1Y —pM? — M3) 1
- - Cn z n Xy, 220
() =S e (Frmm) = » | (220
A agio efetiva tem uma expansao em termos de graficos de Feynmann com um loop
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fermiénico e nimero arbitrario de pernas externas. Os loops de 2 e 4 pernas sao quadra-
tica e logaritmicamente divergentes, respectivamente, sendo todos os demais superficial-
mente convergentes. Como iremos ver a seguir, a prescri¢ao fornecida acima regulariza
completamente as divergéncias dos dois loops. Veremos também que a simetria de cali-
bre é perdida no processo, o que corresponde exatamente ao que estamos buscando, um

esquema de regularizagao que provoque o aparecimento da anomalia de calibre.

2.2.2 Regularizagao do loop de 2 pernas

O loop de 2 pernas tem a seguinte estrutura:
L@ _ _6_2/0;415 A#(-p) fd‘*ié tr[iw 1 7,,} A¥(p). (2.21)
2 Fok+p
Portanto, temos que regularizar a seguinte integral
() = /d4k tr | 2 (2.22)
.L”" ,u¥+;,) v . s

Fazendo uso da equacdo (2.17) escrevemos a integral como:

ﬁ'}’#(k +ﬁ)7u #7;4(% +ﬁ)7u y
() f‘“t { k2(k + p)? _;C" E(k+pr-am BB

Ev. (¥ +P)n
"L G e — )

Fru(B+P)v + Mo Mo
e O ((k? M2) (k +p)2—M,%)) }

+

Usando as propriedades do traco,

4 :
I#V(p) = W /dk{ (Qkukp + kﬂpy + kyp‘u - ‘Th‘y(k2 + k- p)) X (224)

1 1
* {kz(kw)? - Zn: CE T oMy T
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1
DR ey V)
1
t 2 On O 0 (kv )2 - M,?n)} *

+

1
v m n Mn m .
Hi 3 G Co M M. (k?—M,?)((Hp)?—Ma)J

Empregando a representagao a do propagador (1.1) (do apendice 1} obtemos:

4
Latp) = 35 [ d*k { (2K, ky + kypo + kupy — T (K2 + k- p)) X (2.25)

% (/da dg eik?(a+ﬁ)+zfﬁp-k) %

™, [1 _ Z Cn(e-iﬁM,% +6--iaM,%) + Z C, Cr efianf{,g—i,ﬁan +
n mn

+5° Cm Cp My My 1y, €7 MR8 5

X (/ dodf efkg(a+ﬁ)+2i,6p-k)) } e’ﬂpz—f(a““l@)_

Para podermos integrar em k vamos usar as integrais (1.8) € (1.9) do apendice 1, obtendo
_ —1 —if M2 i M2 .
La(p) = Z;gfda a’ﬁ{ {1 - ; Cn (e +e )+ (2.26)
o3 GG )

)82 a p _ 2 npl/i
" [((a RN 6)3) @pupe = 9ub) = (o 4 5)3} i

—iaM2-if M2, l
+r; Cm Cn My My 11,0 € ———(a+ﬁ)2} X

x e~ B P /(atB)+iBp?—c(a+h)

Vamos agora fazer a seguinte transformagao nas variavets o e I}
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a = zy,
g = (1—-z)y,

1 o0
/dadﬁ = fdzf dy y.
1] 0

Com essa transformacao obtemos:

i
I,uv(p) = _F(qupu - npupz) X

f dI/. dy{ x _I) i(I*IQ)ypz—y( —

__Z C 1 I —I i(zf:cz)ypzﬁi(lw:r)yM?]—yf
Y

“Z C ; 2% — ) gfFm Pt —imyMR-ye
+ Z C C (1_ _ I) 61(1-22)!{?2—iryMg—i(l—:c)y,an—yc}
Y

47r2ZCC My M, X

an}/’ di_/.oodylei(:c:r2)yp2wizyﬂf,?,—i(l—:r)Mr?,—yc
0 0 Y

i [ e o e

_Z Cr 1 1(2 22 Jyp? —i(1-z)y M2 —ye
2

1

“2 e

1 2yyp? i 7. 2
4 . C _et(x—:t: Jyp? —izyMEI-i(1-z) M2 ~ye )
:L; Ty

i(r -2 yp? —izy ME —ye

(2.27)

(2.28)

(2.29)



Usando a condigao de convergéncia, equagdo (2.18), podemos reescrever a integral ante-

rior como:

Lo(p) = (20,P0 — NP’) X ' (2.30)
dz(z? - z)

4
/ f(r—rz)pzy—yc - ei(r—r"")pzy—i(l—z)yMﬁmyc)} +
ZC‘ C"j d::: (z —.1:)

et 0

/ z(I 2)ply—izyM2 -i(l-z)y M2 ~ye 61(:A12)yp2~izyM3~yc}}

1 1
—g—a’?wZCm Co My M, [ da

xfm 1{ i(lz—o)yp? —izy ME—i(1 —z)y M2, —ye _ei(:c—a:?)yp:’—izy!\rfg—yf} _
oy

471’2 “7#“’ {ZC X
*d f dy — {etE—2we?—ye _ ilz-z*yp?—ili-z)yMI-ye] |
X/o T A y " {e e }
1
c,, C, / dx X
+2On G ) da

> 1 o 2Y i d 2 _ e 2 _ I O S 2
% f dy — {et(:r 2)ypt —izy ML —t(1-2)My —ye ez(z T )yp  — iy M2 yf}}
0 Y

Podemos, agora, usar as equacoes (1.11) e (1.12) do apéndice 1 para integrar em y

encontrando, para a integral regularizada:

i
law(p) = ~55(Pups = Nuwp”) X (2.31)
1 (z —z%)p? — (1 —x)M? +ic
% {fU dr(z? —2)Y°C, In e

n

1
dr(z® — T Cr X
/0 z(z? - :c)mznt
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1 (z — 2%)p? — zM? + e
" (z—x)p? -~ 2 M2 — (1 — ) M2 +1¢

1 1
+%ﬁﬁg S C Cn/ dz( MM, — 22M2) x
m mn 0

1 (z - z%)p? — s M2 — (1 —z)M? +ic
n .
(z—2)p? — M2 + ic

Notamos que a integral regularizada 1,.(p) contém uma parte que, ao ser contraida com
os campos A,, ird gerar uma contribuigao invariante de calibre a4 agao efetiva, ¢ outra
nao invariante de calibre que contribuird & anomalia de calibre. Notamos também que,
antes de fazermos M, tender para o infinito, podemos escolher os coeficientes a,, que
representam as relagoes entre as massas a, = M, /M, e os C,, de tal modo que cancelem
as divergencias quadraticas presentes em /,,,. Expandindo os logaritmos como fungao de

M e tomando M muito grande obtemos:

) 1 1 .
I,uu - _ﬁ(pppu —Pz"?w){'g g:cn In |a3;M2} + E In |P2 + 36' + (232)

o2 1.
ze2 +(1—z)e2 | T

10 oo
g b2 Cm C,% dr (2% — ) In
1
+Eﬂpu{§ C‘m Cn X
1
X [f dr(cun o — 2z &2) In|x(0?, — o2) + 2| +
0

2
(8
+ad, Infad) -

M +3 Cp G %

5 ./'01 e [(.’L‘ — ) (2zal, — ay, am)] P ;)_2}

z(of, — of) +of

A divergéncia quadrética pode ser cancelada impondo a condigao

> Cp CnX
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1 2
X [[ dr(oman — 2za2) in|z(a?, — a2) + o2 + a2 In|a%,| - %ﬂ =0 (2.33)
0

Integrando e supondo que o1 # g # -+ # @, encontramos que:

S Co Co Smn = 6, (2.34)

m#En

com Sp, dado por

(2.35)

2, 2 2 2
am an{as + a2) — aman) &

2 2 2
ap — 0, Qo

Smn = —Qp On + (

Para evitarmos problemas de unitaridade, devem existir valores reais para os C,, que
satifacam estas equagbes. Uma investigacao rapida revela que estes valores podem ser
impostos contanto que usemos um minimo de quatro campos de Pauli-Viilars. Isso é
necessario, pols com um mimero menor nao conseguiriamos uma solugao com ¢ 'sea s

reais. Resumindo as condigoes impostas sobre os diversos coeficientes e razoes entre as

massas,

4
ZC" = 1, (2.36)
n=1
ZCncvn = 0,
n=1
Zcm Cﬂ Smn = 0
m#n
A integral regularizada é entao:
La(p) = ——i—(PP — P ) —EZC In G2M2]+lln[p2|+l9+ Y CnC A
e 22 R o 6 <" " f 36 m Cn * Amn
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i , 1 .
+Z?T—2 NuvP {Z Cvm Ch Bnm——g}, (231)

m#£n

onde
5 120 —a2a?2  —3ata® +5ab et
Avm = =35t 30 a2z T Glal-oL) | a2 (2.38)
e
1 Qo O 1 al + o? o
B - mo-n il 2 2 n m I m .2
= (aﬁ—aa){2(0m+“‘“”(az—azn) {al} (239
Definindo
1
a=S" Cp Cn Bum — = (2.40)
m#£n 3

verificamos a presenca de ambigtliidades advindas do processo de regularizagao, similares a
que aparece em duas dimensoes. Observamos que a parte divergente é apenas logaritmica,
e aparece multiplicada por um projetor transverso, ou seja, corresponde a um termo
invariante de calibre na acao efetiva. Assim, néo ird coutribuir para o Jacobiano de uma

transformagao de calibre na integral funcional.

Contribuigao 4 anomalia do loop de duas pernas

No espaco de momenta o loop regularizado de maneira nao invariante de calibre que

acabamos de calcular tem a forma:

i€’

A R
8n?

fdﬁ p*A,(—p)A¥(p) + termos inv. de calibre. (2.41)
Passando ao espaco de configuragoes temos que:

iea

@ _ =
L™= gz

f dz A*(z)0A(z) 1 b 1. c.. (2.42)
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A contribuigao a anomalia deste termo vem da derivada funcional da agao efetiva em

relagio ao campo de calibre, ou seja,

A |[A] d {Eﬂ ] da:A#(I)DA"(z)} = (2.43)

a.l'
“ §A,(z) | 8n2

[

No espaco de momenta, a anomalia é dada por;

1e0
472

AD[A] = — k% k- A(k). (2.44)

2.2.3 Regularizagao do loop de 4 pernas

O loop de 4 pernas tem a seguinte forma:

4 . _ . -
L@ - -%—fdﬁdq“df A (—P) A(~q) Aulp + g + 1) As(—7) x

(1,1, 1 o
< f diss [W K9 Fri+d k+ﬁ+¢+7‘75} (2:43)

A ntegral que precisamos regularizar é

v RYPTRE SR £ VR 3 R £ o 4
I#°%(p q,7) —fdktr[k27 (k—!—p)Z,y (k-}-q)QI (k+r)279} , (2.46)

onde usamos uma nova convengao p+ ¢ — g e p-+ g+ r -+ r, ja que a integragao se da
em k. Esta integral apresenta divergéncia logaritmica e, antes de a regularizarmos va-

mos escrevé-la de maneira mais conveniente. Aproveitando as condi¢ées de convergéncia

(2.18), vemos que

F+p —~M?
Ty g~ 5 Gl H 7t ) { &k + pE((k + P —_M,g)} ‘ (2.47)
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Inserindo os propagadores fermionicos, nessa forma, dentro da integral, obtemos

*8(p,qr) = 3 CiCiCnCr x (2.48)

x [dtr [+ M) U+ B+ My
X (F+ 4+ Ma)y(f +F + Mu)o|

1’1/4"5’11/4"2
{m( STk T p) MR T g
y M2 M3 }
((k + )~ M2)(k + r)2((k + )~ MZ)

Podemos ver que a divergéncia logaritmica esta contida no termo ¥*f~*E+>§~?. O

resto dos termos, por serem de ordem menor do que 4 em &, nao apresentam divergéncia.

Nestes termos podemos antecipar o limite de M indo para infinito, obtendo resultados

finitos. Para o que queremos analisar, nao serd necessaria a consideragao detalhada desses
Idw

termos. O termo restante (que chamaremos de [, ;) pode ser melhor escrito através da

representacio a do propagador, assim

It (p19,7) = (2.49)
3 CiCiCnCn Y (—1)tbrerd f dk (Frkv K vakrs) X
ijmn abed

X ]dad_gdfrdé gio(k?=aM?) Jif((k+p)*—bM?) in((k+q)? —eM2) i8((k+r)? —dMP,) ,

onde os indices a,b,c,d podem ter valores de zero ou um. Podemos integrar em &k,

encontrando
. oxbie 1
% (pgr)= Y CCiCilCm 3> (—1)* *“(2 i tr (Y Y Y Yo7 Y] X
ijmn abed
2 %
dadﬁd'rdé NopTor + NooMpr + MopTor — (na,\Ea Yot meaX, B, +
4urt .
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4

+np/\2029 + 'rfa'pEf?EA + 779:78,02)\ + 7?9,0852,\) - E (EpEAEBEJ)} X

x exp{—i¥?/w — i(aaM] + BoM? + yeM? + 6dME) +

+1(Bp® + 1q° + 6r%) — ew}. (2.50)

onde w = a+83+v+b6e X = 8p+ g+ ér. Para poder integrar precisamos fazer a
seguinte mudanga de variavel:

A

a = stuw O<t<l

B=stu(l~w O0<u<l
(2.51)

y=st{l —u) O<w<l

6 =s(1—1) 0<s<oo |
com o jacobiano J = s*t?u. Com as novas cordenadas, temos que Y. = s, ¢ = ut(l —
Wip 4 (1 —w)tg+ (1 — thre x = ut(1 —w)p? + (1 — u)tg? + (1 — t)r. Ao fazermos essa
mudanca de variaveis vemos que ha um termo que é divergente em s, o resto podendo

ser integradn em ¢ sem divergéncias. Explicitando o termo divergente,

7

Iﬁ:};ﬁ(pa q,T) - F(nuvnaﬁ - ananuﬁ + npﬁnua) Z Cic‘jcmcn X (25'2)
ijnm
1
X Z(—l)“+b+c+d/ dudtdw ut® x
abed 0
w /Oo ds £e~isaz -}-isxfi.«s{1.n.i.u.1abf[l.2Jru.lf,{l71‘.')13}\4‘1,2 +et{1-u) M2+ (1-t)d M2} se
0 S

+ termos finitos.

Para poder integrar em s vamos somar em d,

. i
Iﬁ:};ﬁ(pw%r) = ﬁ(n#vnaﬁ - Qnuanvﬁ +77,u[37?va) X (2.53)
X S CiCiCnCn S(=1)74 %
ijnm abce

1
X / dudtdw ut? x
0
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X / ds l e*tsazﬂ-tsx—w{utua}\/lf+ut(1 _m)ij2 tet(1-u)M2}—se
0 L3
__efisoj+isx—is{utwal\l?-&ut(l—w}bM}z+ct(1 —u)MZ+(1 —t)M2 )} —se }

+ termos finitos.

Podemos, agora, integrar em s, obtendo:

[zilé:ﬁ (Pa g, T‘) ==
1

= ——“(n#vna,@ - 277;;057?:;6 + T]lugnya) Z CiCijCn Z(_})a+b+c %

272 ijnm abe
1
X / dudtdw ut® In |Q] + termos finitos, (2.54)
0
onde
Q- —0? + x — {utwaM? + ut(l — w)bM? + (1 —u)MZ+ (1 — t)M2} + ic (2.55)

—0% 4+ x — {utwaM? 4+ ut(l — w)bM? 4 ct(l — u) M2} + ie

O termo da soma em a,b,¢,d que corresponde ao caso a = b = ¢ = d = 0 contém a
divergéncia. Mantendo-o explicito,
i

Ifjf::r,@ (p3 q, ?") = F(npvnaﬁ - Qnuanvﬁ + nuﬁnua) X (256)

S ac,-cmcn{/ol dudtdwut® { In |(1 - t)aZ, M?| —In|~o2 + x|} +

ijnm

1
S o (—1)ette f dudtdw ut® x
0

abe

utwae? 4 ut{l — w)ba? +ct(l —u)a? + (1 - t)aZ —ic
" utwaa? + ut(l — w)be? 4 ct(l — u)a? — i

+ termos finitos,
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onde consideramos M, = a,M. Podemos ver que ha uma divergéncia logaritmica em

M, nos termos proporcionais a C;C;CnCr. O termo divergente € do tipo
S CiCiCa (Cminfa2, M?)), (2.57)
ifjnm

tendo, portanto, a mesma estrutura do termo divergente no loop de duas pernas. Na
segunda integral da tltima equagao, fizemos M tender a infinito. Podemos mostrar
também que, de modo anilogo ao que acontece com o loop de duas pernas, o termo
divergente é invariante de calibre, ndo contribuindo, entao, para o calculo do Jacobiano,
o qual é, consequentemente, completamente finito.

A estrutura do termo divergente ¢

) = [dpadr A, (—p) A (=) Ao (o + g+ 1) Ap (=) x

x (7]#”77&13 - Qn#&nuﬁ + npﬁnua)

= [ dpadr [A(-p)- A=) Alp+a+7)- Ag (—7) - (2.58)
—2A(-p)- Alp+ q+7r)A(=q)- Ag(~7) +
+A(=p)- A(—r)A(—q) - As(p+q+7).

Trocando de varidveis, p — 7, no segundo termo, e 7 — ¢ no terceiro, observamos que 0s

termos entre paréntesis se anulam mutuamente. Isso mostra que o loop de quatro pernas

é totalmente finifo.
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2.3 Renormalizagao da divergéncia no loop de duas

pernas

A divergéncia que ocorre no loop de duas pernas pode ser facilmente tratada, através de
uma renormalizacio de funcio de onda bosonica, acompanhada de uma renormalizagao
de carga. A estrutura do tnico termo divergente na agao efetiva é

2

1
& = [d= (—ZF#,,F“”) + WO (2.59)

2

= /d“p/i*‘ (—p) [(1 + —Q%gf (p”)) (pupe — mupz)} A¥ (p) -

-3 Trg f d*pA* (—p) P A ().

Uma renormalizac¢ao do tipo

AF =V Z A", (2.60)

e= \/i?, (2.61)

nac altera o comportamento de nenhum termo da agao efetiva, exceto o que € propor-
cional ao projetor p,p, — M, p° (inclusive nos termos de ordem maior que dois, pois
todos envolvem produtos da mesma poténcia de e e A,). Este termo, em particular se

transforma em

/ d'pAt (—p) Z K 2 57 (pQ)) (pupo "mwpg)} AY (p) (2.62)
f d*pAt (~p) [( ) Py —mypz)} A (p).

Assim, escolhendo
2

Z=1- ;2 (%), (2.63)




obtemos uma acio efetiva totalmente finita, em termos dos campos renormalizados

1.5y / d*pA* (~p) [pups — Nwr®| A2 (p) (2.64)

-2 [t (~pmup®A (7).

2.4 Cancelamento da anomalia

Podemos mostrar, agora, o cancelamento da anomalia. Para mostrar isso, precisaremos
da expressao para o loop de duas pernas. Por ser de segunda ordem em A, e nao
invariante de calibre, ele nos fornecerd um propagador livre para o féton. Com esse
propagador livre poderemos estabelecer uma anélise perturbativa do valor esperado para

a anomalia. A agao efetiva é escrita como

(o

pAF (—p) [pupu - (1 + W) pzme F(P AL (p) +
HIW[AH), (2.65)

onde g(p?) = iIn[p?| + 2 + ¥ n CaCnAma, € W[AL] contém o resto dos termos que

dependem de A* | mais que quadraticamente (mas apenas em termos de poténcias pares

T !

de A¥, gracas ao teorema de Furry). O funcional gerador da teoria, no setor bosonico

(que é o que vai interessar para a analise da anomalia), é dado por

f dA, exp{% f dp Fru(p) FI*(p) + (2.66)

o
[Pu D = (1 + m) Pz'ﬂw} x

xg(p*) A (p) + iW'[A#‘]}
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= fdAu EXP{—%fdﬁﬁi‘(—p)bw(p)ﬁf(p) + iWIz‘ii‘]},

onde

= : 1 € ., fat+tl e ’ ~
Dyu(p) = ipups (5 ~ 5.39(p )) —1 (T - 27r2g(p )] twp” (2.67)
Este operador tem um inverso:

- 1

apt (S - Zg(p?)

) [t PP+ (14 €657 9(07)) pps ] (2.68)

Podemos escrever, entao,

; ] [
81 114 [—ﬁ J,,,(Jc)]

Z = X
x [aar exp{ﬁé [ dpAr(=p) D) A:p) + Amp)} @6
= ¢S] ep DR0)DR )M E)] dttDRE) . @)

E possivel, entdo, calcular perturbativamente os efeitos da interagao do campo foténico
com o campo fermidnico sem que tenhamos que necessariamente usar campos de Wess-
Zumino, através de uma escolha cuidadosa do procedimento de regularizagao.

Passando para o espago de configuragoes, vejamos o que acontece quando calculamos o

valor esperado da anomalia. Usamos a expressao para a anomalia deduzida anteriormente

AlA = 19, WA

e " 6A,(z) 271

Vamos explorar essa identidade para calcular o valor esperado da anomalia:
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<a>u(s =- [aa ( % fsi;{( )]) o atx(-dr)raviad

- m_/dA“( ;o )) ¢ fat=(-§F2)riw(ai

F(
1 & iw'[w'i-]
= J— dA® | O iy
-] ( ‘ 5A¢‘(z)) [6 8

det 3 D] e~1J 4 dv AM@) D=0} )+ f az Aﬂ(z)-JH(z)J

(27

Derivando funcionalmente em relagio a A¥, para derivar em seguida com respeito a J,(x)
e avaliando em J = 0, logo apds uma integragao em A¥ encontramos uma expressao que

pode ser facilmente avaliada:

1) awis
< A>py= ‘—E {ew [“"] X (273)

p ~1/2 [ dz dyA¥(z) Dy (z-y) AY () + [ dz A (2)-Ju(2)
fdA ( *SAE( )) ¢ }
14w L

e L fdA“a" /erP (z — 2) A (z) + J°(2)

)

_ _"_{6 % [dA {—/d:cDﬁ(m—z)(SJf(I) +JP(2)} X

Xe‘%fdx dyAY (T)D o (z—y) AL + d:rA,‘.‘(:r)J“(z)}

J=0

x g1 J 42 WAL @)Dy (2= ) Ay (v} + [ dzAF(2) S (x)

J=0

— héaﬁ{w—/d’x Df(z — 1) W' lst] 6J,,6(:c) + Jp(z)} X

% e fdz dy I (2)Dpy (2~ y)J”(y)}

J=0
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Com a expressao acima, ¢ facil mostrar que:

eiwj[ﬁ]é Jf(:c) exp{—;—/JD'lJ} =0

(2.74)

?

J=0

e também que

emﬂ[ﬁ;] JA(z) exp{%fJD']J}

j4 que cada termo de W' [335—] contém um nimero par de derivadas funcionais com
°

=0 (2.75)

J=0

respeito a J, e cada termo da expansao da exponencial é de ordem par em J. Portanto.

a integral na equagao (2.73) é nula, mostrando que a anomalia é cancelada, na teoria

regularizada,

(A),, = 0. (2.76)
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Conclusao

As anomalias na simetria G. calibre tém sido consideradas como um dos principais
obstaculos na quantizagio consistente das teorias de calibre, tendo o seu cancelamento
a forca sido usado inclusive como critério para escolher entre duas ou mais teorias con-
correntes, numa mesma situacio fisica. O que esperamos ter mostrado neste trabalho foi
que ainda ha muito o que ser aprendido sobre a dinamica de uma teoria aparentemente
anomala. O valor esperado da anomalia, para varios casos interessantes mencionados.
simplesmente anula-se, impondo a conservagao da correspondente corrente classica, no
nivel quantico. A dinamica de uma teoria anomala, portanto, é consideravelmente com-
plexa e rica, mas nao necessariamente inconsistente.

Os principais obstdculos & posterior exploragao dessa dinimica, residem na dificuldade
de renormalizacio da teoria quando a anomalia se manifesta. Entretanto, até este prob-
lema acena com possibilidades interessantes, tais como observar a teoria numa situagao
semi-perturbativa, onde parte da série perturbativa tenha sido somada de alguma forma.
para entdo considerar a teoria efetiva resultante como uma teoria renormalizdvel [26].

O ponto crucial para a andlise que foi realizada em 4 dimensdes foi a utilizagao da
regularizagio de Pauli-Villars para uma definiao finita da agao efetiva. Mostrando que
apenas dois graficos necessitavam de regularizagao e escolhendo os parametros da reg-
ularizacio convenientemente, foi possivel definir todas as condigoes necessarias para o
céleulo explicito do valor esperado da anomalia, de uma forma simples. A estrutura das
divergéncias pode ser tratada com ruvita facilidade, devido ao fato da regularizagao de

Pauli- Villars ter conseguido tratar da divergéncia quadratica, e da divergéncia do loop de
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quatro pernas se manifestar exatamente proporcional a um termos que se anulava. A di-
vergencia logaritmica remanescente pode, entao, ser renormalizada por uma combinagao
de renormalizacao de funcdo de onda e renormalizagao de carga.

Extensoes naturais deste trabalho consistem na anilise da Eletrodinamica vetorial
massiva e da Eletrodinamica quiral em 4 dimensdes. O caso nao-abeliano, extremamente
mais complexo, também constitui campo de irtsresse agudo a ser investigado. Com
este quadro completo, terfamos uma visio bem mais realista do papel das anomalias na

defini¢io da dinamica de uma Teoria Quantica de Campos.
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Apéndice 1

Integrais Uteis

A representacdo a do propagador é:

1

ke — M? + e

A representacio da integral Gaussiana em quatro dimensoes tem a forma:

_ /oo dey eic*2-M?)—ca
0

.2
[d4k s _w o~ 12w

w?

Derivando com respeito a £ obtemos as seguintes integrais:

/‘délk k, k2T k
[d4k kyk# eiwk2+2i2ok
/‘d“k |2 ik + AT

[d4k kpkukp eiuk2+2i2-k

a2
o {gupZo + 4uLp + guply

2 .
—;z“zyzp} SR
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wk?+2iT- ng 21
/d4k k,\kpk,,k# € Frakk o At {(g.upgw\ + G Gpr + gvpg,u,\) - x
w
X{GuaZoZp + @uaZpZp + gpanly

_}'g,upzyz,\ + g#UEPS,\ + gupzpzz\)

4 -
= (zpzuzpzx)}e*’/% (1.7)

Com a ajuda dessas integrais mostramos que:

fd4k ik?(ctB)+ 28k p _iﬂzm 6—1'5132/(&1*,3)’ (1.8)

_/dék {2k#kv + k.p, +kopp — g.uv(kp + kz)} 6i(a+’6)k2+25k'p =

. I 14 LG
2 2 #
—7% [(Qp#p_., G, D%) ! . } — @ }3)3} x

a8t (@+p)?
xe—iﬁPQ/(a+ﬁ), (1.9)

/d4k kx(k, +po) (ke + go) (ks ) WP T Uk _

in® ~iT%/u
@ {gﬂagpA + GJopYGor + gapgﬁA} € +
-2
pi 1 1 1
+§u_4. {“w’gaxzezp + agaxzazp + ;gp/\2920+
1 1 1
+:Jgap>:e$,\ + ;g@azpz)\ + ;}"gﬂpzcrz)\
—qp{0xp 20 + Goplon + gABEp)
—p,(92pZ6 + 020T0 + GopZr) —
—7o(grplo + goon + 920L,) +

-ix%jw

+ w(rGegapt, GroPpGo + GroPpTa)} €

43



2; :
Tt {—@E,\EPE(, - &E/\EOEG - 15'—2,\2,025+
w w w

(.4)4
1
EZUE(;E,DEA +raGea i, + PpgeXiaks

+ppreXaXe — WPyGoTo a} e_iEQ/‘”, (1.10)

Outras integrais uteis sao:

b dS iAs iBs -5 __ B + E.E

o0 o : ) oo ) .
f 25 (gifs _. (iBsy g5 f B8 =t (iAeit® — iBeiB) +i(B — A),  (1.12)
0 0

§? s

o0 b a

f dz Infoz +b = Inja+b+= lll+ 7] -1, (1.13)

0 a

o0 1 b? b b 1

oo 1 b* al 16 16 1

2 o -

/0‘ drz° Inlaz +b = §ln|a+b|+@lnl+g —-?:—Q-l—ga#wg.(l.lo)
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Apéndice 2

Calculo Perturbativo da acao efetiva

2.1 Cilculo Perturbativo da agao efetiva

Por definicao,

Wil — N f dipdep exp [z f da:(ic?+efjl)} .

Usamos uma normalizagao tal que W0 = 1. BEntdo,

WAL _ J dpdyp exp [ifdﬂf(i‘?WL ed]
[ddsp expli J dzindy)
_ det i D
T det i(i@)
A acao efetiva é
. [ det i D
’LI/V[A#] == 1I1 _Eé_t?,(—’l,@)}

= In[det @) (D).
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Sabemos que (i@)7}! = Gr(z — z) podemos escrever D(z,y) = (1@ + e4(y))é(z — y).
Dai,

@D = [d:69):! Dy
- /dz Gr(z — 2)(iF +ed(y) S(z — y)
= 8z —y) +teGr(z —y) Ay).

Usando det C = exp [trln C] obtemos:
WAL = triin {§(z —y) + e Grlz —y) A(y)}].

Agora podemos expandir esta fungao para ter uma expansao perturbativa da agao efetiva,

Wik = e[ douslCrlo—n)4@) - 5 [ dudy rGr(e ~ 1) A)CHy - D) 4(2)

+5 [ dudydz v [Crlz - ) AWIGrly — 2)4()Gr(z = D)A@)] + -+ (22)

2.2 Invariancia de calibre no loop de n pernas

Vamos mostrar que o loop de n pernas € invariante sob uma transformacgao de calibre.

Ele é dado por

1= / dv tr [Gp(z1 — 22)A(22)Cr(zs — 1) A(z3)e A(20)C rlzn — 21) A(z1)] -

onde dv = dz,dz, - - - dz,. Fazendo uma transformacao de calibre com parametro ¢ temos
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9 = /dv tr[Gr(z) — 22)(A(z2) + $0(22))Gr(z2 — 23)(A(z3) + 0(z3))
o (Alza) + P0(x))Grzn — 21 ) (A(71) + §0(x1)] .

Fazendo o produto, obtemos termos que contem zero &, um 8, dois 8, até n. Assim,

19 = [+ fdv (tr [Gr{z) — T2) Ax2)Cr(za — 13)A(x3) - - - A(n)Cr(zn — 71) A(71)] ‘
+tr [Gr(x; — 22)@0(22)Cr(22 — x3) A(x3) - - A0 )Cr(Tn — 71) A(71)]
+tr [Cr(zy — 22) A(z2)Gr(xa — 22)@0(23) - - - A2, )Grzn — 1) A(21))] um ¢

+tr [GF(I1 — z9) A(x9)Gr(z2 — 33)4(333) e A(fn)GF(In - I})aﬁ’(l’i)]

e [Cr (@ — 22)P0(22)Cr (12 — 23)P0(xs) - A(za) Cr (2 — X1)Alz1)) |

+tr [Gr(z; — 22)@0(x2)Cr(z2 — 73) Alz3) - - P(Tn )G r(zn — 1) A1) doic 0

+r [Gr (2 — 22) A(22) Gr (T2 — 33)A(z3) - §0(zn)Grlzn — 21)P6(z1)] )

+ir(Gr(a: - 2)P0(e2) Gr(zz — 20)d(@a) - Plan)Crlan — 22)P0(c)]) | 6

Todos os termos da soma tém pelo menos um @8(x). Usando a propriedade ciclica do

traco podemos escrever qualquer termo da soma assim

S = [dvtr ICr{x) — 22)P0(22) Gp(z2 — 553)43(393).6}7‘(553 — T4)...
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o Anlzn) Gz — 71 ) A(21)] -

Integrando por partes:

5 = - /de(:rg)tr [8;112 (Cr(z1 — )7 G (a2 — 73)) Az(z3)Gp (T3 — Ta)...
- Ay ()]

Vamos mostrar a seguinte identidade:

_ e k(@) e wly—=)
WGrlo =y Crly—2) = 8 [dk "t [dp——+
N e—ikz+ipz )
= —i [ dkdp o e 0, k)
. e ikl@-y)o—iply-2)
= i [ dhdp KB B

= —i/dfcdjj e~ ik(z-v) o -tply—z) (% _ ‘é)

p2
_ pik(z—y) _
= —z’/dke ; /dﬁe"p(y”)

- -ip(y-2)
+i/dk e~ H(==Y) fdf; £
¢
Com © que provamos que:
Gz -y Crly~ 2) = —iCr(z —y)bly — 2) +iGrly —2)6(z ~y)|.  (2.3)
Entao, usando a identidade (2.3):
S = - /drl e dz, B(zo)tr [{—1Gp(z) — 22)6{xy — 3) +iG p(ze — 23)6(2) — Z2)} Aa(Ts) X
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x Gp(zs — 2n)Aa(z4).. Ai(z0)].

Integrando em z; mostramos que esse termo se cancela:

5= - /da:1 < dzaf(za)tr [{—iGr(z, — 23) + 1Gr(Ty — 13)} Aa(z3)Crlas — z4) -+ i (21)]

= 0

O argumento pode ser generalizado para os demais termos, com produtos de n. 6. Portanto

o loop de n pernas é invariante de gauge.

2.3 Cancelamento dos loops de ordem impar

Os loops de ordem impar nao contribuem para a agao efetiva, ja que esses loops contém
um nlmero fmpar de vértices. Em decorréncia do teorema de Furry esses graficos se

cancelam. Vamos rever isso explicitamente. Podemos escrever o loop de 2n + 1 pernas

como

Lne1r = deAm(Il) o Apgnsr (Ton1) 87 [GR(z1 — 22) v G r(ze — 33)7P % (2.4)

X Gp(Ty — za)¥™ - YO Gp(Ton — T1)Y

onde dv = dz,dz,- - dTynyi. As matrices de Dirac satisfazem a seguinte propriedade:

existe uma matriz C tal que:

C Y Cl= _'YE- (2.5)
Como conseqliencia disso:

GF(:I"n - xnﬁ-l) = Cil G;(mnﬁ-l - In) C. (26)
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Esta equacao ¢ valida tanto para o propagador nac regularizado quanto para o propagador

regularizado pelo método de Pauli-Vilars, ou seja, respectivamente para os propagadores:

il

Gelr —y)

. C e .
GRlz~y) = /dk G- ~ }; =L M) g™ *lemy), (2.8)

-1 .
]dk ; e~ ik(z-3) (2.7)

Inserindo a equagdo {2.5) e (2.6) na equagio {2.4) obtemos que:

Igney = deAM(CCI) A (zg) - o AP (Tgny) X (2.9)
Xtr [G;(-’t‘l ~ :c;)}’;; G;(ﬂfz — T3) 7;1:3 T ')L,M G;(-II - Tonai) '}’51]
- —’fdv Af{x) A (xg) - AP U @on ) X

X tr {’Ym CrlTL ~ Ton) Vomer " Yus Gr(T3 ~ Ta) Y Grlxs — 331)] -
Trocando de fndices, 1 - 2n+1, 2 — 2n,— ---2r — 2,2n + 1 — 1, mostramos que:
Iy = —Ipney = 0. {2.10)

Portanto, o loop de 2n + 1 pernas € nuio tanto para o caso em que a integral /7y,
seja convergente quanto para o caso divergente. Assim, na Eletrodinamica Quantica em
quatro dimensoes temos que nos preocupar apenas pela regularizacao dos loops de duas

€ quatro pernas.
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Apéndice 3
Manipulagoes Alternativas para

Cancelamento da Anomalia

Uma série de caminhos se apresentam, do ponto de vista formal, para sugerir o cancela-

mento da anomalia. A partir da definicao de acdo efetiva de Harada encontramos outras

equivalentes:

i)

1 H

explilys|A] = [ dydidg exp(iluly, ¥, A q)
— [dq/)dgﬁdg exp (il [1/},1,5,14]) + al(AsQ_l)
_ [dg exp(iW[A] + o (A, g ")

_ /dg exp(iW[497')),

podemos conferir rapidamente a invariancia de calibre:

explilys[AY) = [dg explw (A7)
= fd@ exp(iW|A’]), onde 6= gh!

= exp(ilss]A]).
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O mesmo acontece se escrevemos simplesmente:

emmudﬂm):/ﬂmwdﬁenmfpmaAfj)

ii)Integrando em g:

exp(ilesf|A]) = f dvdip exp(il [, 9, A]),

onde

exp(ily [w, 9, A]) = fdg exp (i g1, v, A, g|).
Entao:
exp il [y, A]) = [ dg expll [1,¢,4]) + ai(A,g7)
—_ fdg exp(il [, 1, A]) +iW[AT] — iW]A))

= exp(il [19,9, A]) + Lgs|A] — iW[A)]),

L [0, 9,A] = I[$,% A + Ly [A] - WAL

Vejamos a seguinte propriedade:

b, A" = 1], A" + Ly (A" - WAl
= T[¥" @ Al + Lyl Al — WAR). (3.1)
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Temos, também

I [ T A = [T A LAl LA (3.2)

Subtraindo a equacio (3.2) da equagao (3.1) obtemos:

L [9,9,A4Y) = L[ 9", A] - al4,h)

Usando esta ultima propriedade podemos ver como se cancela a anomalia;

exp(ilogsA) = [ dwdih explily .3, A)
expliler A") = [ dvdip explite w1, A%])
= fdwhﬂdi'h_l exp{ialA, h]) exp(i/z [uﬁ"“j, vt A]) —ta|A,h))

- /dwduﬂ exp (il [0, 9, A]).
Se a medida for invariante de calibre,
12 wh_1111[;h711A1| = [2 {w1‘u‘;)“4‘])
dydp = "
e, entao,

exp(iless[A") [ dudipexplile [, A"])
— /dw"fldd_)h_l exp (?,'12 [whq,?j—;h—],AD
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= /dd:dd—rexp (i[g [d-',LL,AD .

Podemos concluir que, caso anomalia estivesse presente, tambén poderia ser ignorada.

pois [; ird gerar um termo que cancela o Jacobiano gerado pela transformacao. Fazendo

a substituicao

[[w's‘&a-‘ﬁl] - ]2 [d’)d’aA]:
WIAL - LegflA]
dA, — DA, =dAA|As(f|A)),

ou seja, se, em lugar de considerarmos!
2y = [ dAududy explil [, %, A])

consideramos

Zy = [ DAudisdi exp(ila [, 4]),

poderfamos trabalhar sem nos preocuparmos com nenhuma violagao da simetria de cali-

bre.
Se voltarmos & definicio da agao efetiva veremos que a restituicdo da simetria de

calibre é conseguida pela integragio em g, considerando como medida para o campo de

calibre DA,

exp(iLess|Al) = exp(iW[4]) [ dg explias|d,g7"])

humericamente Z; = Z2
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3.1 Valor esperado da anomalia

Se usédssemnos Z; para encontrar a anomalia terfamos

- iflwa a1
WA [ dyrdire “[‘*"L‘A ]

Wil qu’;d(,[j'e”[%"a”ll

SW AT gy 54| e
AlAl =10 ——(— = — =0
[ ] 50 0—o | fd’l,bd’t,:?‘e”[w'w"ﬂ

Em contraste, se usamos Z, nao encontramos anomalia alguma, devido a que /[.5f|A]
¢ invariante. Apesar disso, vejamos o que acontece se insistimos em encontrar uma

anomalia, ignorando temporariamente que l.s; [A] € invariante de calibre,

il [w,u':,AQ"]

el [ dydie
e’i]cffiA] J{‘ dqu(i(;!tll’!!d)ﬁ-!/q])
o n|wpAT _ ]
SL.. 1487 J i (—QJM—U ) pihevda))
A[A] = —ef'{“‘[*“_] = ’e:o
AlA] =4 _ o
o6 40 fdwdwelh[w’w'/l]

Usando /s [’gb,'g@, AG—I} =1 [",b,?,z’, A] + Leps| Al — WA

_ [ dypdip (—L—lﬂ w’i;w g AT H_O) g HlwiA]
A= T apaie
4=0

Vemos, assim, que /l,;; nao pode gerar uma anomalia.
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Usamos, agora, a seguinte relagao obedecida por /.;7[A| para mostrar uma identidade
para A,

expil, | AT J dhdydi exp (il [, A% 7))
expiles[A] T [dhdpdy exp (il (¥4, AM])

Derivando funcionalmente em relagio a ¢ obtemos

61 {w, %, A

0= /dhdd’dd_) 50 exp (i] {h’-‘,?ﬂ, Ah_l]) . (3.3)
6=0
De {3.1), vemos que
B B R L , _ 61 [l/’ﬂ/w),Agh-x] u[w@m“]
A4 dwdwe’{”"“”’* |- dydy - A
/ / 50 L

Considerando (0h ') <«== (hf)~! (pois os termos que contém essas quantidades sio

avaliados em # = 0), encontramos

/ dhdwd@zA[A’*”]e”[”””7"“_1] -0, (3.4)

[ntegrando em A, encontramos

/ dhdwdi / dA, A[Ah“]e"’[‘””f”""_i] =0,

e, fazendo A — A",

/ dhdwdi / dA, AlAle 94l = o,
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o que implica, pela fatorizagao do volume do grupo,
f dpdipd A, Al A9l = 0

e, portanto, como esperado, em

<A>=0

Podemos, ainda, ir facilmente da equagao (3.3) a equagao (3.4), inserindo o 1 de

Fadeev-Popov,

0 = [dAudydgAlA)el

= fdA#A[A;BleAr
JAAAIAD [ dns(F14%) Al Al
/ dh f dAA flAIB(F]AY) Al Ale™ A

— Al -1 inAh-l
= [ AL ALADS( 1) [ anapant e

_ N -1
mostrando que [dhA[A" e (A" 1 = 0, concluimos que (3.3) nos conduz & equacio
¢ | juag

(3.2} e vice-versa:

- ; P (SH’I[A(WI)?I] T 4 (BR) L
R-Ty awiaAh] i AleR)
fdhA[A e zfdh o g
5W[A(Gh)—l] S al@h) ™ by
— d(ﬁh)— e:lfl'lA ]
.[ 5(6h) =0
= 0
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