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Resumo

Nesta Tese apresentamos a extensdo de alguns dos mais importantes métodos da fisica
estatistica tradicional generalizando-os ao contexto nao extensivo com o uso da prescricio
proposta por Tsallis, bem como a solugdo exata para a radicio de corpo negro dentro
deste contexto. Dentre os métodos aqui estendidos a formulac5o proposta por Tsallis,
podemos citar os métodos pertubativos, variacionais (ressaltando que a desigualdade de
Bogoliubov é harmoniosamente generalizada, preservando sua forma perante o indice q),
as técnicas de fungoes de Green e Integral de Trajetdéria. Além do mais, no contexto da
solugao para a radiagio de corpo negro generalizada de maneira exata, como consequéncia
obtemos a gencralizagdo de alguma das consagradas relacées do caso tradicional, como
por exemplo, a distribuicao de Planck, Wien ¢ outras. Assim, a Tese encontra-se subdi-
vidida em seis capitulos. O primeiro capitulo serve como um auxilio quanto a notacio
empregada no decorrer da Tese, bem como das relagdes basicas que usaremos no decorrer
dos demais capitulos. No capitulo dois desenvolvemos os métodos pertubativos e varia-
cioﬁais no contexto cldssico (para 0 < ¢ < 1 eg > 1) e quantico (comn ¢ > 1 apenas) e
apresentamos também um exemplo como ilustragao de tais métodos. O capitulo seguinte,
o terceiro, prossegue o desenvolvimento do capitulo dois, s6 que de uma outra forma,
usando representagoes integrais, o que torna possivel estender o resultado quéantico para
0 caso 0 < ¢ < 1. Dedicamos o quarto capitulo a um resultado importante, pois pela
primeira vez consegulmos resoiver um sistema de muitos corpos no contexto ndo exten-

sivo proposto por Tsallis. Assim, muitas andlises aproximadas existentes na literatura
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podemn ser convenientemente discutidas reforgando os resultados encontrados. No quinto
capitulo, apresentamos as técnicas de integrais de trajetéria generalizadas para o con-
texto nao extensivo e, como exemplo, obtemos pela primeira vez a matriz densidade da
particula livre. Noiiltimo capitulo, o sexto, apresentamos as técnicas de funcdes de Croen
generalizadas no contexto nao extensivo, onde também propomos algumas possibilidades
de verificagdo do formalismo ¢ em sistemas com poucas particulas, através do célculo
de algumas das fungdes resposta do sistemas devido a pertubagdes externas (cilculo da
fung¢ao de espalhamento). Cada capitulo contém uma secdo onde discutimos as idéias

apresentadas. Por fim, dedicamos um espago as conclusoes ¢ perspectivas.
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Introducao

Os efeitos nao extensivos sao muito comuns em varios campos da risica, por exemplo,
difusdo anémala[l, 2, 3, 4], astrofisica com intera¢Ses de longo alcance[s, 6, 7, 8, 9],
alguns sistemas magnéticos[10, 11, 12], questées a respeito da tensdo superficial[13, 14],
turbuléncia em plasma [15] e outros. Assim, somos levados a propor que a termodinamica
e a mecanica estatistica usuais necessitam de algumas extensoes, de maneira a incorporar
estes efeitos.

Neste sentido, uma ferramente tedrica baseada em uma entropia ndo extensiva {entro-
pia de Tsallis)[16] tem sido sucessivamente aplicada em muitas situacdes, por exemplo,
superdifusdo andmala do tipo Lévy[17], difusdo anémala do tipo correlacionado[18] , tur-
buléncia de Euler [19], sistemas auto-gravitautes[20, 21, 22, 23], radiacdo cosmica de
fundo[24), velocidades peculiares de galdxias espirals[25], teoria da resposta linear[26],
interagio elétron-fonon|27], sistemas ferrofluidos[28], sistemas dissipativos com dimenséo
baixa[29] e Hamiltonianos[30] sensitivos as condig¢des iniciais, dentre outros. Este for-
malismo possibilitou resultados importantes quanto a estas questoes, mostrando-se uma,

alternativa vidvel para o seu tratamento. Entfo, somos conduzidos por fortes indicios (ve-



ja também Ref.[31]) como questdes relativas a sistemas nao extensivos podem e devem ser
abordades com um formalismo diferente do tradicional, a fim de obtermos as modificagdes
necessarias, generalizando os resultados usuais. Ademais Lavenda e seus coantores|32] fa-
lam da iccessidade da propriedade da concavidade para urma nova entropia para esta
ser correta, pois com tal propriedade asseguramos a estabilidade termodinamica do sis-
tema. Neste sentido, Tsallis[33] e Mendes[34] mostraram que a entropia de Tsallis satisfaz
este critério requerido a convidade. Dentro deste contexto, entio, é importante entender-
mos malis detalhadamente as propriedades de uma rmecéanica estatistica baseada em uma
entropia nao extensiva, a de Tsallis.

Asgsim, nesta Tese, propomo-nos estudar alguns dos métodos usuais -la fisica estatistica
generalizando-os para o contexto néo extensivo de Tsallis, e, pela primeira vez, resol-
vemos um problema quantico de muitos corpos, a radiagdo de corpo negro, no con-
texto da estatistica generalizada. Alguns dos métodos da mecanica estatistica usual
jd foram generalizados; dentre eles temos o método de aproximagdo semi-cldssical35],
¢ 0 método variacional[36]. Prosseguimos entdo o nosso estudo descuvolvendo métodos
pertubativos[37] e variacionais {neste caso a forma da desigualdade de Bogoliubov é pre-
servada, ao conirario do caso anterior[36])[37], integral de trajetdria/38] e as funcoes de
Green[39], tendo como referéncia a mecanica estatistica usual. Além do mais, conforme
foi mencionado acima, apresentamos aqui a solugao exata para um :istermna quantico de
muitas perticulas, a radiagdo de corpo negrof40]. Com tal resultado ¢ possivel fortalecer
as discussoes correntes[21, 23, 24, 41, 42, 43] e entender melhor o sistema contendo muitos

corpos na estatistica nao extensiva de Tsallis.



A Tese encontra-se subdividida em seis capitulos. No primeiro capitulo fazemos uma
revisio dos conceitos ¢ das relagdes formais necessdrias para a discussac que segue nos
capitulos seguintes. O segundo capitulo é dedicado ao estudo dos métados perturbativos e
variacionais, .ado que o capitulo trés é uma simples extensdo do cap.ulo dois. O quarto
capitulo, é dedicado a apresentarmos a solugdo exata para a radiacao de corpo negro
na estatistica generalizada, obtendo algumas de suas relagdes formais como a formula de
Planck generalizada e outras. Seguindo, no capitulo cinco desenvolvemos a formulagao
de integral de trajetdéria para a estatistica de Tsallis e de maneira semelhante no capitulo
seis, desenvolvemos as funcgoes de Green. As conclusdes gerais sobre tals capitulos, bem

como as perspectivas, sao apresentadas a seguir.



Capitulo 1

INTRODUCAO A ESTATISTICA

NAO EXTENSIVA DE TSALLIS

Neste capitulo abordamos alguns aspectos elementares da estatistica nao extensiva, com
a simples finalidade de fornecer a condigio necessdria para o leitor familiarizar-se com o
assunto e compreender os capitulos que se seguem. Assim, apresentamos aqul algumas re-
lagoes formais que sdo baseadas na entropia de Tsallis; dentre elas podeos citar a matriz
densidade e func¢do de particdo generalizada, a conexdo entre fungao de partigio generali-
zada e a energia livre generalizada, a representacio da matriz densidede generalizada em
termos de representacoes integrais, assim bem como da fungao de particao generalizada,
dentre outras colsas.

A entropia de Tsallis[16] e o valor médio ¢ para um observivel A (16, 44 sdo definidos



respectivamente como

_ A4
5, = gl 7" (1.1)
g—1
e
(A)g = TepA (1.2)

onde p é a matriz densidade, ¢ nos da o grau de nfo extensividade, onde ¢ € R, e k é
uma constante positiva. Para que possamos obter a matriz densidade, por exemplo, para
o ensemble Candnico basta maximizarmos a entropia de Tsallis Eq.(1.1) juntamente com

0s respectivos vinculos,

U, = (I, . Tp=1 (1.3)

através do uso dos multiplicadores de Lagrange (para uma discussao melhor a respeito
dos vinculos veja [45]). Neste caso temos a presenga de dois multiplicadores de Lagrange,
3 e a; 8 encontra-se associado com o valor médio ¢ da Hamiltoniana e « é associado com
o vinculo de normalizacdo da matriz densidade. Entéo, apds aplicarnios o processo de

maximizagdo de 5, obtemos que a matriz densidade fica dada por,

1 ~71/{(1—q)

p=m 1= -gsH] (1.4)

e tomando a Eq.(1.4) em uma base que a Hamiltoniana ¢ diagonal,

po = p(En) = (EulplEa) = = [1— (1 q) BEJ/O75 (1.5)

g
onde {p,} sdo as probabilidades, 8 ¢é proporcional ao inverso da temperatura {1/kT),

)



E,} é o conjunto de autovalores da Hamiltoniana e
n .

Z, =Y [1- (- q)pE,)""" (1.6)

n
¢ a funcao de partigio generalizada. Nas Eqs.(1.4), (1.5) e (1.6) assumimos que 1 —
(1 —g¢)BE, > 0. Quando csta condigio ndo é satisfeita, pode se ver [46] que aparece um
“cut-oft” (p(E,) = 0) mantendo assim a iuterpretagio probabilistica. Consequentemente,
devemos ter sempre em mente, ao efetuarmos qualquer calculo dentro deste contexto, que
se a condigdao actma ndo for satisfeita, temos a presenca de um “cut-off”. Por exemplo,
ao calcularmos uma fungio de partigao cldssica, os limites de integracio no espaco de fase
sao dados pela condicdo 1 — (1 — ¢) 8H > 0. Das Eqs. (1.5) e (1.6) muitas relacées podem

ser obtidas como, por exemplo, a energia interna generalizada,

& [zl —1
I S i S 1.7
’ 8ﬁ( 1 ¢ ) (1.7

e, por sua vez, podemos fazer a conexdo da fungdo de particdo com a energia livre gene-
raiizada
17
17,791

F(;ZUG*TSQZ—ETTa (1.8)

onde 1/T = 8S,/0U,. As relacbes termodinamicas de Maxwell podem ser generalizadas
de maneira simples seguindo o desenvolvimento [34, 44]. Em particular, temos que a

pressio generalizada fica dada por,

o (1z10-1
R (57 ), | o

Algumas vezes ¢ Util representarmos a matriz densidade através de representagdes in-

tegrais a fim de contornarmos certas dificuldades que aparecem durante o processo de
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Figura 1.1: Acima rostramos, os contornos que nos conduzem as representacies integrais
conhecidas.

calculo. Temos entdo trés possiveis representacoes integrais para o peso estatistico, a
de Hilhorst[47], a de Prato[48] e, por fim, a representagio integral por nés proposta[49].
Todas estas representagoes integrais advém de representagdées da funcio Gamma. As-
sim, podemos unificar todas as trés representages integrais acima em umna s6, através da

seguinte representagao para a funcdo Gamma (Ref. [50], pdg. 935 ou Ref.[51])

blﬁz%/; du exp(—u b)(—u)™* = F(lz_) (1.10)

comb > 0e Re z > 0, e o contorno, €, comegando em +oo indo em direcdo a ori-
gem, circunda a mesma no sentido anti-hordrio e re‘oma a +oo. A partir desta, as trés
representagoes acima e outras podem ser obtidas através de deformagdes do contorno,

C, conforme a necessidade. Por exemplo, se quisermos obter uma representacio integral

~1



diferente [49] basta modificarmos o contorno, C, para o contorno, (¥}, como mostra a

Fig.(1.1) assim temos que,

pr-e L / du exp(—u b)(—u) 7 =10 (1.11)
C+Cy

om |
e apos simples cdlculos chegaremos a outra representacio integral para o peso estatistico
generalizado, o resultado da integral acima encontra-se presei..e no capitulo trés, Eq.(3.6).
Para obtermos as representacdes comumente usadas basta tomarmos os contornos ade-
quados. Assim, se considerarmos apenas o contorno C, temos a representacido proposta
por Prato. A representagio proposta por Hilhorst pode ser obtida mediante uma modifi-
cagao no contorno C fazendo com que ele pao circunde a origem, mas passe pela origem.
Ademais, como mencionamos acima, através de deformacdes do contorno C podemos ob-
ter outras possivels representacdes integrais para o peso estatistico generalizado. Assim
tomando, b =1—(1—¢)BH, e z=1+1/(1—¢), na Eq.(1.10), obtemos a expressio para

a matriz densidade, g,

F '2—__q' 2—q
K = i—%—;;)(wu)ﬁe_“ (1.12)

consequentemente, a fungao de particdo generalizada fica,

2,(8) = [ du K{(w) Zi(~pu(l - q)), (1.13)

e para obtermos o valor médio ¢ em termos desta representacao integial , basta tomarmos

z2=1/(1 — g} e entdo temos que a Eq.(1.2) fique dada por,

(A)y = [ du KP(w) (A), (A = Tr (p(—=Bu1 - 0))A)



i Y —gu
KP(u) = —((—Zq—)jq)—h(g”(u) (1.14)

A extensio destes cdlculos para o ensemble Grand Canénico ¢ imediata (veja Ref. [31]),
assim, nao ha necessidade de o fazermos aqui, e todas as expressdes obtidas aqui reduzem-

se ao caso usual no limite g — 1.



Capitulo 2

METODOS PERTURBATIVOS E

VARIACIONAIS - PARTE 1

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os métodos perturbativos e variacionais de forma generaliza-
da baseada na entropia de Tsallis. Assim, durante as se¢des que se seguem, primeiramente
tratamos o método perturbativo na se¢do 2.2, o método variacional na secdo 2.3, e, na
secao 2.4, discutimos a validade dos resultados. Exemplificamos tais procedimentos me-
diante o estudo da aproximacao do oscilador harmonico unidimensional por uma particula

erm um pago quadrado de potencial.
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2.2 Método Perturbativo

Os métodos perturbativos sdo em geral de grande interesse, permitindo a possibilidade
de uma solugao aproximada, j4 que muitas vezes a complexidade do problema pode nos
impedir a obtengao de solugdes exatas. Sendo assim, dedicamos parce deste capitulo ao
desenvolvimento do método perturbativo e “a posteriori” analisarmos o método variaci,mal.
Antes de comegarmos a desenvolver o método perturbativo na estatistica generalizada,

assumimos que a Hamiltoniana do sistema é dada por,
H = H, + XH;. {2.1)

Nesta expressao, Hy ¢ a Hamiltoniana cujas solugdes sdo conhecidas e AH, consideramos
como unia quantidade pequena, a qual tratamos como perturbagao em Hy (Hy e H; nio
pbrecisam necessariamente comutarem entre si), e A é o pardmetro de perturbaciio. Assim,
a expansao perturbativa da energia livre pode ser escrita como sendo

/\2 /\n
Fy(X) = Fl9 + A 4 ?Fq(?) + .+ an(”) + .. (2.2)

Onde os F(JS") sao as corregoes devidas a perturbagio AH;. Entdo, para entendermos como
as corregoes qu”) sao calculadas, serd suficiente apenas calcularmos os trés primeiros
termos. O primeiro termo obviamente é a energia livre generalizada sem a presenca da

perturbacao,
F = F,(0)

129 —1

8 g1 (23)
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Sendo que Z(SOJ ¢ a fungao de particdo generalizada calenlada com A = 0,
Z = Ty (1 —(1— q)ﬁﬁo) T (2.4)

Por sua vez, o segundo termo da expansio é obtido através da primeira derivada de F,(\)

tomando A = 0,

aF, (0) 1 8 B
g 7

= (=), (2.5)

A={)

onde o Indice superescrito (0) indica que o valor médio g é calculado para A = 0. Porém, é
importante que seja ressaltado aqui que, ao calcularmos a ultima igualdade, foi necessario
considerarmos que a derivada com relagdo a A ¢ a soma comutem entre si para todo n.
Mais adiante, entretanto, vamos analisar o que tal implicagdo acarreta. Ademalis, no

cdlculo da Eq.(2.5) usamos o teorema de Hellmann-Feymann,

oFE, oH
T (HJ|E\“|”) , (2.6)
ou sua relacdo equivalente,
8 {m |H |n
=2 _IE ) (2.7)
m#n n m

obtida da teoria de perturbacdo considerando apenas a primeira ordern. O calculo de Fq(z)

sendo realizado de maneira similar nos conduz a obtermos,

. 52 F, (0)
A = Tﬁr

= =80 (20)" S pED) (Bl Him)© <H1>é°>)2]

EON' — p (£
B ;1§1|<RIHITR>(O)I2P( -3(”—];5{?) ) : (2.8)
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Quando Hy e H; comutam (como por exemplo, o caso classico) a Eq.{2.8) é mais simples,
1sto €, o segundo termo no lado direito é nule. Notemos que as Egs. (2.5) e (2.8) sdo
corretas para min A qualquer, sendo que durante o processo de cdlculo em ambos os casos
foi necessédrio considerarmos a dependéncia de | n) com A. Finalmente, a energia livre

considerando as correcoes acima, fica dada por

pu -1
F, (0 = F(,(O)+)\(H;)f,°)—35(1’(2(50))(’ S p(E™) x

¥

(B il Hi )@ — ()] -

E@Y (B
— %Zb:mzﬁ ’(n[Hﬂm)(m’zp( 7;30) _pé}) ) + O ()\3), (2.9)

onde | n) é calculado com XA = 0. Sendo importante aqui enfatizarmos novamente que os
calculos anteriores foram feitos supondo que a derivada e a soma cornutem com respeito
a A Porém, isto geralmente ndo é vdlido uma vez que a somatdria pode encontrar-se
limitada devido ao “cut-off” e o mesmo depende de A. Ou seja, quando o fator 1 —
(1 —¢q) BE, é negativo a somatéria da FEq.(1.6) é truncada, e como F, depende de ),
conscquentemente a mesma tem seu limite superiormente dependente de A, Semn perda de
generalidade podemos considerar § > 0 nas andlises que seguem (para J < 0 as analises
sao essencialmente as mesmas). Podemos ainda supor que E, > 0 para todo n. Neste
caso, I — (1 — q) S&, ndo é negativo para ¢ > 1, portanto a soma e a derivada podem ser
trocadas. Entretanto, no caso em que ¢ < 1, a andlise é mais complic: Ca, assim deixamos
para abordar esta questdo mais tarde no contexto cldssico, se¢do 2.4, e futuramente, no

capitulo seguinte, com o uso de representacoes integrais.

13



2.3 Método Variacional

Assim como o método perturbativo, o método variacional também cosempenha wm pa-
pel importante quando necessitamos obter aproximacoes de sistemas cujo grau de com-
plexidade é grande. Passemos agora a considerar o método variacional. Neste caso, a
Hamiltoniana do sistema é H = Hy -+ H;, mas nas analises que seguein ¢ conveniente em-
pregarmos uma Hamiltoniana que interpole continuamente entre Hy ¢ H. Assim, usamos
a Hamiltoniana (2.1) com A € [0,1]. Agora vamos empregar a identidade geral para a
energia livre, dada por,

2

Fy(X) = F (0) + AF} (0) + %F; (X)) , (2.10)

onde cada ' indica a derivada com respeito a A, e Ap € [0,1]. Assim. devemos retomar a
Eq.(2.8) para prosseguir com a nossa andlise do método variacional. Sumos levados entéo
a dizer que a expressdo (2.8) nao é positiva para ¢ > 0, e nio ¢ negativa para ¢ < 0 e para
A= Ao De fato, %2, p(Ex) [(p(En)"™ " (nlHiln) — (H1)g)’] > 0, ¢ p(By) < p(Bw) para
E, > E,. Portanto, considerando (2.5) e (2.8) concluimos que Fy (A) > F, (0) -+ MH )Y
para ¢ < 0, ¢ I, (\) < F, (0) + )\(H;)fjo) para ¢ > 0. Mas, estas conclusbes, como
constataremos, nem sempre sao validas para todo g, pois temos a presenca do “cut-off”,
ao qual ainda ndo demos a “devida atencao”. Assim, quando nds consideramos 3 > 0,
B, > 0 e o fato de que a ultima desigualdade é correta para todos os possiveis valores de

A, podemos escolher A = 1 e concluir que

Fy < F9 4 (H)Y (2.11)

14



para ¢ > 1 e também para 0 < ¢ < 1. Porém, neste tltimo caso, ¢owmo vamos ver na
proxima segao, as corregoes devidas ao “cut-off” s@o nulas no caso cldssico. No préximo
capitulo veremos que elas também serido nulas no caso quantico. Conseqilentemente a
desigualdade (2.11) vem a ser uma generalizagao natural da designaldade de Bogoliubov

usual,
F<FO 4 (5P (2.12)

preservando a sua forrna funcional.

2.4 Discussao e Aplicacao

No desenvolvimento anterior, tanto para o método perturbativo como para o variacional,
fizemos uso de algumas propriedades que nem sernpre sao vélidas quando consideramos
um g gencrico. Sendo assim, nesta se¢io discutimos sob que condigoes as relacées acima
sao vdlidas e mostramos tais métodos aplicados a um exemplo simnles, um oscilador
harmomnico unidimensional aproximado por um pogo de potencial infinito.

Para analisarmos a contribui¢io do “cut-off” nos métodos perturbativos e variacionais é
conveniente considerarmos @ > 0 e £, > 0, por questdo de simplicidade. Entretanto a
analise para § < 0 e B, < 0 pode ser estendida analogamente. Neste caso existe “cut-off”
somente para o caso g < I, o qual restringird a andlise puramente a ele. Agora mudamos
a ), por [dl’, pois neste capitulo nos restringimos somente a andlise do caso cldssico,
deixando para o cdpitulo seguinte a analise do caso quantico, onde dI' = [], (dzsdp,/h)
(h é a constante de Planck), e a integracdo pelo espago de fase serd a soma da regiio
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definida pela desigualdade 1 — (1 -- ¢) 8H > 0. Assim, para analisarmos Fq('”) fazemos uso

da seguinte identidade

d/\/drf /dF -/ Sds, ( d"”). (2.13)

Na presente aplicagio, f é uma fungio das varidveis do espaco de fase, y,, e 9V é a

hipersuperficie definida pela equagio 1—{1 — ¢) 8H = 0. Quando o tltimo termo se anula
no lado direito de {2.13), a anélise anterior é recuperada. Em geral. isto ocorre quando
J = 0edy,/d) é finito no V. Pelo uso destas condicdes e f = [1—-(1—g) ﬁH]]/“_")
nos concluimos imediatamente que (2.5) permanece a mesma para ¢ < 1. Para F2
a fungdo f contém termos proporcionais a [1- (1 —¢)SH]*""". Assim, a condicio
[ =10mn0 8V ¢ satisfeita somente para ¢/ (1 —¢) > 0, isto 6, g > 0. Para F{") a fungao
f contém termos proporcionais a [1 — (1 - ¢) 3H]™ ™ D/A=9  Conseqiientemente seria
necessario que ¢ > 1--1/n de maneira que Fq(“) nao tertha contribuicées do dltimo termo da
Eq.(2.13). Estas observagdes indicam que em ordens superiores na expansao pertubativa
que desenvolvemos nas segbes anteriores podem ser, somente usadas para ¢ > 1. Por
outro lado, o método variacional pode ser usado, em geral, para todo ¢ > 0. Quando o
altimo termo de (2.13) é ndo nulo, néo existe garantia de que Fqu) pernaneca negativo,
devido ao fato de que o sinal de dy, /dA ndo é conhecido. Neste caso, a igualdade (2.11)
nao pode ser geralmente aplicada.

Para ilustva: os métodos desenvolvidos aqui, nés consideramos um oscilador harménico
unidimensional, |

1 1

H=-"p*+ —mu .
2mp + gmu 2x? (2.14)
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aproximado por uma particula num pogo quadrado.

1
Hy= —p? + 13 (2.15)
2m
com
0, |ef < L/2
Vo = (2.16)
oo x| > L/2

assumindo que 4 > 0. A fungio de particio do sistema nio perturbado e o valor médio ¢

de H; — H — Hy podem ser diretamente calculados, isto é,

sl )

-y <1
@ L [ 2w ]% r(q%ﬁ%) o1
B [(g-1)8 (L) g
4q
e
mw? L3 e % )
1
24p 219" [(l—q)ﬁ] (L) q <<
(H — Hy) = N . (l_ﬁ i) : (2.18)
el [om 12 Nt oc) L =kt) B
240280 1(a-1)8 r(;4) q

Assim a energia livre, F¢(0), pode ser diretamente obtida das Egs. (2.17) e (1.8). Notemos
que, Z{® ¢ convergente somentc para g < 3.

Agora, passemnos a considerar o método variacional. Neste caso, a minimizacio de Fq(o) +

(H — Hy){? conduz a

4 3 1/2

para ambos ¢ < 1 e g > 1. Substituindo este resultado em FG(D) + H — H0>((JD) conduz
a uma otimizagao na aproximag¢ao da energia livre. Finalmente. a comparagio desta

aproximagio para a energia livre com a exata, (vilida somente para g < 2)

1 2 1 \'¢
KA !(hwm—q) _1} ’ (220)

17




i - 1 ¥ T T T T
O -
~20 -]
- No g
)
= 7
=
= -5 0
ax
L=
[n =]
[ T
~80 - R TR aproximado
4 exato
-100
-120 v T ¥ T T T d T ¥
2 4 s 8 10
T

( Temperatura )

Figura 2.1: Nesta figura, temos o corportamento da energia livre com o temperatura
para determinados velares de ¢, comparado o valor exato e aprozimado obtido através da

desigualdade de Bogoliubov apresentada aqui.

nos dd uma boa aproximagdo, como no caso ¢ — 1 (veja Fig. (2.1} ).

Onde todas as expressées reduzem-se ac caso usual no limite de ¢ — 1. As contribuicoes
perturbativas podem ser obtidas de maneira similar.

Resumindo, nés desenvolvemos aqui o método perturbativo e variacional para contextos
nao extensivos de uma maneira unificada. Neste contexto, a generalizacio da desigualdade
de Bogoliubov matém sua forma invariante perante o indice entrépico ¢, podendo ser usada
para ¢ > 0. Porém, no método perturbativo quando consideramos ordens arbitrérias na
expansao perturbativa, devemos ter cuidado com o valor de ¢, pois para ¢ > 1 nio temos
problemas quanto ao “cui-ofl ', porém, para ¢ < 1 temos problemas cuanto ao “cut-off”,

sendo que o valor de ¢ aproxima-se cada vez mais de 1 4 medida que ¢onsideramos ordens
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cada vez maiores na teoria de perturbagio. No préximo capitulo veremos que as andlises
apresentadas aqui podem ser estendidas para o caso quintico, considerando g < 1 com o

uso de representagoes integrais.
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Capitulo 3

METODOS PERTURBATIVOS E

VARIACIONALIS - PARTE 11

3.1 Introducao

Este capitulo é dedicado & extensio dos métodos pertubativo e variacional, apresentados
no capitulo anterior, com o uso das representac¢des integrais. Assim, podemos estender o
caso quantico, apresentado no Cap. 2, para valores de 0 < ¢ < 1. Em particular, usamos
uma representagdo integral em especial[49], pois aqui estamos interessados apenas no
caso ¢ < 1. Por fim, como veremos, as conclusdes a que chegamos sdo semelhantes as do
capitulo anterior.

Muitas dificuldades tém nos conduzido aoc uso le representacdes integrais. Elas permi-
tem conecctarmos a funcao de partigdo generalizada com a funcdo de particao usual. A

relevincia das representacoes integrais ¢ reforcada pelo fato de que, a formulacio de in-
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tegral de trajetdria[38] e as fungdes de Green[39] sdo obtidas com o uso de representacdes
ntegrals. Consistentemente, a primeira solugao analitica do problema de muitos corpos
foi obtida usando representagoes integrais[40].

Aqul empregamos as representagdes integrais de mat.ira a completar a andlise do capitulo
anterior dos metodos pertubativos e vartacional. Isto é, aqui desenvolvemos os métodos
perturbativos e provamos que a desigualdade de Bogoliubov (Eq. (2.11)) mantém sua forma
também para um espectro discreto (caso quantico) no caso 0 < ¢ < 1

As segbes que seguem encontram-se distribuidas da seguinte maneira, primeiramente revi-
samos a mtrodugdao das representagoes integrals na estatistica de Tsallis; na terceira secao
desenvolvemos a teoria de perturbagio; a quarta secio é dedicada ao desenvolvimento
do método variacional onde mostramos que a desigualdade de Bogoliubov mantém sua

forma, como no caso anterior. Finalmente, na ultima secio apresentamos as conclusdes.

3.2 Representacoes Integrais na Estatistica de Tsallis

Descreveremos agora a ferramenta bdsica que usamos nas segdes que se seguem. Primei-

ramente, vamos considerar a definicdo de Euler para a fun¢io gamma,
a0}
/ dz %' exp(—z) = [(a) , (3.1)
0

com Re a > 0. Usando a varidvel v definida pela iguaidade z = [1 - (1 — ¢)8E,Jv ao invés

de z, a identidade (3.1) torna-se,
1= (=8B = [ dv Ka(via) expl- ) (3.2)
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onde

i v exp(—v = .
Ii>('lr‘§ﬂf) = —“*‘1:;-(‘:)(—) ¢ g = ((j - 1)1)/3- (33)

I claro que devemos notar que, para temperaturas positivas (8 >0)c E, >0, arepre-
sentagao integral acima sé pode ser aplicada para ¢ > 1. Em ternios desta representacio
integral e usando a notagao operacional, o peso estatistico « a fungao de particio podem

ser escritas como sendo

[1— (1 —q)gH] Ve f d@|1{>(:; 1>exp(3ﬁ). (3.4)

oo 1 . )
26 = [T ks (v 1) 2id), 55

0
onde Z, ¢ a fungio de partigdo usual. A presente representagao integral foi proposta por
Hilhorst [47]. Certamente, a Eq.(3.5) para Z, (/) é vilida para ¢ > 1.
Para ¢ < 1, conhecemos duas espécies de representacoes integrais: a primeira foi proposta
por Prato[48] e néo pode ser aplicada para ¢ = (n — 2)/(n — 1), onde n é um inteiro. A
segunda ndo tem nenhuma restricdo prévia e ¢ de nossa autoria[49]. No presente capitulo
usamos a segunda representacio integral, e a mesma ¢é dada pela seguinte indentidade

(veja Ref. [50] pag. 935)

- -z o 1y (7
exp(ab) b / dv exp(1vb) bara b >0,

o oo (@t i) T(z)

= 0 para b<0, (3.6)

coma > 0,Re z > 0, e —w/2 < arg{a + iv) < n/2. Sc considerarmos que a = 1,
b=1-(1—-¢)fH ez = a+1 na expressio acima, obtemos a representacao integral
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desejada. isto é.

- (- qBHf = / T de Ko(v:a) exp(—3H) | (3.7)

—CC
onde

(e + 1) exp(l + iv)
2 (1 +dv)et!

F=(1-q)(1—)3. (3.8)

K (via)=

Portanto a fung&o de partigio Z, pode ser expressa em termos da usual como,

z(0) = [ v i (v; 1#) Z(3). (3.9)

Note que a presente representacio integral incorpora naturalmente o “cut-off” introduzido
de maneira a obtermos a interpretacao probabilistica consistente. Er. outras palavras, a
integral (3.6) dard zero para os valores em que b = [1 — {1 — ¢)8E,] < 0, entdo a soma
sobre [1 — (1 — ¢)8£,]® por um indice n pode ser apliacada sem problemas para valores

arbitrarios de £, e qualquer valor de o.

3.3 IExpansao Perturbativa

De mancira a darmos continuidade ao desenvolvimento apresentado no Cap. 2 vamnos con-
siderar que a nossa Hamiltoniana é dada pela Eq.(2.1). De forma andloga tratamos H,
como a Hamiltoniana do sistema sem a perturbagio e AH; consideramos como uma peque-
na perturbacio em Hy (Hg e Hj, como no capitulo anterior, nio pre(:is:-im_ recessariamente
comutar) e A nos dard a intensidade da perturbagio. Entdo, passando agora ao cdlculo

dos termos da série perturbativa da energia livre (Eq.(2.2)) via o uso de representacoes
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integrais. O primeiro termo Fq(m é a energia livre sem perturbacio, ou scja,
0) _
Fi9 = F,(0)- (3.10)

Como no caso anterior, tomando a primeira derivada com respeito a A de F,(A) em A = 0,

obtemos a primeira corre¢ao para a energia livre em A = 0,

ar, (0 1 07,
_F'{(l) — q ( ) - > | (311)
' dA BZ§ 0N |, _,
O préximo termo da expansio da energia livre F(Jf?) ¢ dado por,
5 O, (0) g [(0Z,\° 1 0°Z
F; ) — q2 _ - T —- 4 ; (3.12)
A Bz dA BZE dN? s

e assim sucessivamente. Consequentemente, as correcoes devidas ao n-ésimo termo da

expansdo reduzem-se ao cilculo de 9" Z,/G\".

Vamos calcular agora as corregoes de 0" 7, /0A\™ para o caso ¢ < 1. Usando a representacio
q )

integral (3.7) com « = 1/(1 — ¢g) podemos escrever que

(Z\q - a_a,\/'o:c dv K< (”? 1 i q) Trexp(—5H): (3.13)

Empregando a indentidade [52]

dexp(A)  rt 2 (?j. :
T e [0 dyexp(yA) N exp[(1 — ) A] (3.14)
para A = —8H e o = A temos que
0z o [ q AL 2y T -

Para obtermos a tltima equacio supomos que a ordem entre a derivada e a integral devida
ao trago pode ser invertida, ou seja, que elas comutem entre si, onde usamos a definicao
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do valor médio ¢ (1.2}, juntamente com a Eq.(3.14). sendo que os cdlculos acima podem

ser feitos para um valor arbitrario de A. A primeira corre¢io para F, torna-se,

F&O = (1) (3.16)

q
onde o superescrito (0} indica que o valor médio ¢ é calculado para A = 0.
Agora, calculamos a segunda derivada de Z,. Para fazermos tal, derivamos Eq.(3.17) em

4

relacao a A

P2z, d Y .
(- —Bg)\"TT {HI /_md?; K. (U; 1 g

% q) exp(—Bﬁ)} . (3.17)

Novamente, comutando a ordem da derivada com respeito a integral presente no trago o

usando a identidade (3.14), a Eq. (3.17) fica

P
8)\2 ﬁ/ dv K. (Ul

Nesta expressao vamos introduzir uma relagdo de completeza na base das energias entre

)Tr {H;/ dy exp(—vBH)H; exp|—(1 — v )BFI]} (3.18)

exp(—~vBH) e H; para calcularmos o trago usando a mesma base. Desta maneira, depois
da integracdo em -y e trocando a ordem entre a integral e a soma sobre todos os estados

a BEq. (3.18) pode ser escrita como,

8220‘ _ q eXP(‘BE-m.) o e}\p("‘gEn)
e “3;W§H| m|H;|n)| / dv K. ('U 1~—q) E. TE
+ 5 Z|(n|ﬁ;\ﬂ)|2f dv K. (v; Tf—q) exp(—BE,)- (3.19)
Para simplificarmos esta expressao, usaremos a {3.7), logo
Pz,
giz = 9 L el = (1 - Q8B
[(m| Hylm) [ - ,
+ XY S (M- - BB - 1= (1 8B (3.20)
"N om#FEn

[
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Identificando a expressao das probabilidades (1.4) obteremos que

? & 2q—1
%/\Z; g3z Z [{(n|H|n)? [p(E)]
v zpy s MmO g - 321

n ntn
O procedimento aplicado acima pode também ser aplicado a altas ordens das derivadas
em Z,. Embora, como no caso da derivada segunda, é importante dizerinos que a repre-
sentagao integral (3.7) estd restrita a um intervalo de valores de q. De fato, as integrais
presentes na Eq. (3.19) sdo bem definidas somente para /(1 —¢) > 0. Em geral, esta res-
trigdo ¢ dada por ¢ > 1~1/(n—1) de maneira que possamos calcular 8 Z,/0A" . Devemos
enfatizar que esta limitagio ndo é uma conseqiiéncia especifica da representacio mtegral,
pois esta restrigdo também ocorre no caso cldssico, onde nfio empregamos a representacao
integral[37].
Substituindo as derivadas (3.15) e {3.21) com A = 0 em {3.12) obtemos a correcio de

segunda ordem para a energia, livre,

5F, (0)
%

= —Ba(Z)" Y p(EY) { [PEO) @) - ) }

(2) _
R] -

£9)] = [p (29)]"
- Z Z ’(n IHI‘m)(O)‘Q {p( E)(]o) _E)(o() )] : (3.22)
ki3 m#n T m

Quando Hy ¢ H; comutam entre si (por exemplo, como no caso cldssico) a expressio
(3.22) ¢ mais simples, isto é, o segundo termo do lado direito da expressio acima anula-
se. Notemos gque as Eqs. (3.11) e (3.22) sdo corretas para um A qualquer, mas neste caso
é necessario considerarmos a depéndencia de | n) com A e substituirmos EL? por E,. As
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outras correcoes para a encrgia livre podem ser calculadas da mesma maneira, como no
caso das duas primeiras correcoes gque calculamos. Entretanto, como discutinios no ultimo
paragrafo, o intervalo para os possiveis valores de ¢ fica reduzido com o crescimento de n
ern F(‘f”). Finalmente, a energia livre com suas respectivas correcoes calculadas acima fica

dada por,

Fy (3) = F, (0)+ A (H)O - z,ﬁq(zg,“))qIZp(ES”){Hp(ES”)]ql<nEH;|n>—<Hr>f,°)]2}

[p(Ei,SU]” ~ [pEM]’
nomFtn E’SLO) - E'r(rg)

+0 (M), (3.23)

onde | n) é cdculado com A = 0. No caso ¢ > 1 a expansao perturbativ. pode ser analisada
com o uso da representac¢do integral (3.2). Por outro lado, tais andlises para o caso ¢ > 1
podent ser feitas usando a Eq.{3.5) e, como esperado, os resultados sio os mesmos do

capitulo anterior.

3.4 Desigualdade de Bogoliubov

Para estudarmos a desigualdade de Bogoliubov, consideramos a Hamittoniana decormposta

em duas partes como no capitulo anterior, onde
H=H+H, . (3.24)

Sendo I:Io a Hamiltoniana cujos autovalores sdo conhecidos e I:I; a HainJtonia de interacio.
Assim, de maneira andloga ao capitulo anterior, usamos uma Hamiltoniana que interpola
continuamente I;’U e H. FEsta Hamiltoniana é H — Ero + /\I:I; com A pertencente ao
intervalo [0,1]. Alguns resultados obtidos nas segdes anteriores podem ser empregados
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aqui, conduzindo ao uso da identidade

A, o
F,(A) = F, (0) + AF, (0) + ?Fq (M) (3.25)

da qual podemos tirar todas as informacdes necessdrias para obtermos a desigualdade de
Bogoliubov no contexto da estatistica de Tsallis. Os indices ' na Eq.(3.25) indicam as
derivadas com respeito a A, e Ag ¢é escolhido de maneira a satisfazer a igualdade (3.25).

Se F,(Ag) < 0 temos conseqiientemente a seguinte desigualdade
Fy < F,(0) + AF,(0) . (3.26)

Substituindo nesta desigualdade as Egs. (3.10) e (3.16), e escolhendo A = 1 de maneira a

recuperarmos o sistema descrito pela Hamiltontana (3.24), obteremos que
Fy < F% 4+ (HpO . (3.27)

Este é precisamente o resultado que desejamos, isto é, a desigualdade de Bogoliubov para
a estatistica de Tsallis. Como podemos ver imediatamente, esta desigualdade é uma
generalizacio natural da desigualdade de Bogoliubov (2.12).

Esta desigualdade nao coincide com a desigualdade proposta por Plastino e Tsallis em [36].
Tal fato ¢ devido a termos usado diferentes desigualdades matematicas para derivarmos
0s nossos resultados finais. E oportuno mencionar que serla interessante comparar, de
modo geral ou ao menos cm alguns exemplos, as duas desigualdades, isto ¢ a proposta
por Plastino e Tsallis [36] e a por nés obtida[37] a fim de observarmos qual se aproxima
melhor do valor exato.

A derivagido da desigualdade de Bogoliubov obtida nesta se¢do, assin como a presente
no capitulo dois ambas estao baseadas na prova de Feynman [53]. Para completarmos a
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. It e C o R
demonstragao de (3.27) é necessario verificarmos que Iy (Ao) < 0. Esta condigao ocorrc
independentemente de Aq. De fato, cada termo de (3.22) é negativo porque o primeiro

, : ‘. , 7 : V.
termo é sempre negativo e o segundo nés temos que: [p(£,)]* < [p(E,,)]" para E, > B,

e [p(En)]® > [p(Fw))® para £, < E,,.

3.5 Discussao

Neste capitulo desenvolvemos de maneira unificada a generalizagio dos métodos pertur-
bativos e variaclonais no contexto nao extensivo de Tsallis, usando as representagoes
integrais. Neste contexto, obtemos uma generalizacao da desigualdade de Boguliobov que
mantém sua forma invariante para todo ¢ > 0. Esta forma invariante foi apresentada na
Ref.[37], mas em uma versio mais restrita. As andlises apresentadas aqui estendem tal
formulac¢do a wm importante caso, o caso onde o espectro é discreto, no intervalo para
o qual 0 < ¢ < 1. No contexto cldssico com ¢ < 1, como for apresentado no capitulo
anterior, as altas ordens das derivadas de Z, em relagdo a A conduzem a uma diminuigio
dos possiveis valores de g. Tal redugio nos valores de ¢ é governada pela desigualdade
g>1—-1/(n—1), onde n é a ordem do termo da expansdo perturbativa, F(f”). A apli-
cacao da respresentacao integral para valores de ¢ < 1 conduz também a uma diminuigao
consistente dos valores de ¢ de acordo com a relacdo expressa acima. Portanto, esta ros-
triciio nos possiveis valores de ¢ nao ¢ uma consequéncia do uso da representagao integral
empregada aqui, mas um fato da teoria. Resumindo, os resultados obtidos aqui unificam

os métodos pertubartivos e variacionais no caso classico e quantico.



Capitulo 4

RADIACAO DO CORPO NEGRO:

SOLUCAO EXATA

4.1 Introducao

Neste capitulo fazemos a analise da radiagao de corpo negro, considerando n dimensoes
na estatistica de Tsallis, de maneira ezate. Ao fazermos este estudo. usamos uma nova
representagao integral para o peso estatistico de Tsallis, que fol Introduzida nos capitulos
anteriores. Como conseqiiéncia deste estudo, obtemos a generalizagio, para a estatistica
de Tsallis, de muitas das relagdes da radiacao de corpo negro conhecidas no caso usual
(q=1). Mais precisamente, obteremos expressdes niao aproximadas para as funcoes ter-
modindmicas da radiagao de corpo negro no contexto nio extensivo de Tsallis através
do uso de uma nova representacao integral para o peso estatistico de Tsallis obtida aqui.

O estudo deste problema é muito importante por muitas razoes, mas, duas delas me-
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recem atengao especial em nossa discussao. Primeiramente, solucdes aproximadas da
radiacao de corpo negro tém sido empregadas na discussido deste tema [24, 42] e de assun-
tos correlacionados(23, 43]. Os resultados exatos obtidos aqui devem servir para fortalecer
¢ proporcionw.. uma melhor andlise, dando uma base firme & discussao corrente. Segundo,
¢ a primeira vez que um sisterma quantico de muitas particulas ¢ analisado exatamente
no contexto da estatistica generalizada de Tsallis. Assim, podemos, pela primeira vez,
entender um exemplo concreto de um sistema quantico de muitos graus de liberdade onde
temos a presenca do grau de nao extensividade induzida pelo pardnientro g. Ademals, ob-
temos a generalizacao das coﬁtempladas relagdes da lei de Stefan-Boltzmann, das férmulas
de Rayleigh-Jeans, Wien, e Planck. Verificamos também que a relacdo entre pressao, vo-
lume, ¢ energia interna é invariante em forma com respeito ao indice entrépico de Tsallis,
g. Os estudos que se seguem sdo realizados considerando um espaco n-dimensional, como
falamos inicialmente, e as expressoes finais sac expressas em termos de séries convergen-
tes. Sendo que, para o caso unidimensional, se considerarmos formalmente 0 niimero de

polarizagoes, ) # 0, entao podemos expressar tals séries em termos da fun¢io de Bessel

La{x).

4.2 Andlise da Radiacao de Corpo Negro

Para analisarmos a radiagao do corpo negro na estatistica generalizada, vamos considerar

primeiro a funcio de particao usual para a radiagio de corpo negro[54],

Zy= Y exp|—8) ngfw (4.1)
ke

{ng. .t
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que para um volume grande, podemos escrevé-la como sendo

Zy = exp {— / dw g, (w}In[1 — exp(—;’)’ﬁ.w)]}
Jo

- ex InA-n 1.9
= e |75t (42)

i

onde g,(w) = 4,w" ' ¢ a densidade de estados no espaco n-dimensional,

27,V
(dmc?)n/2T{(n/2)

Ay = (4.3)

(7 ¢ o nimero de polarizacdes linearmente independentes), ¢ é a velocidade da luz, e V/

¢ o volume), e
« 1
I, = / 2" (1l —eTH) =T (n)(n+1). (4.4)
0
Assim, a fungao de particio generalizada, Eq.(1.6), expressa em termos da representacio

integral[49] fica,

= ] I'in)((n+1)A, ' y B r G_:_g) pl+it
Ly = /_OO dt K,(t) E}LP{[(I i) (1 = q)hﬁ]”} com K (t) = m . {4.5)

Para calcularmos esta integral expandiremos a exponencial, assim

1

o0 T
Tl

Z, = mzzo & f_m o Ky e (4.6)
onde
2, T(n)C(n + D)V (ET)™ (1.7)

Y 2nY3(1 = q)heT(n/2)
Usando agora a Eq.(3.6) obtemos a expressdo final para a fungio de pas tigio generalizada,

e m 2-
P k- =)

[ (2= ’
m=p M- T (1—_—2 + nm)

(4.8)
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Figura 4.1: Nesta figura temos o comportamento da energia inlerna cam lf—hcﬂ para

quatre vaelores tipicas de g considerando n = 3.
A substitui¢do da Eq.(4.8) na Eq.(1.7) nos conduz & expressao para a energia interna

generalizada

by = T 3 6 I (%)

oz mzomlf(f—:g +n(m+1)) -

(4.9)

Sendo interessante ressaltarmos aqui que, se assumirmos formalmente que o niimero de
polarizagdes no caso unidimensional nido sao nutas, 73 #£ 0, as expressoes obtidas acima

podem ser expressas em termos da fungio de Bessel modificada de primeira espécie, T,(z),

e
U, = ]{T;Tf’ S\ G — Z) L (251‘/2) (4.10)
onde
Zy=T (f _q) £ (267 (411)
_q 1—gq
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O calor especifico generalizado pode ser obtido diretamente do emprego de sua definicao
Cy = 0U,/OT. A férmula (4.9) constitue a gencralizagio da lei de Stefan-Boltzmann[54]
(veja fig.(4.1)). e torna-se proporcional ao produto VI™*! para €, << 1, ou no limite
q — 1 (caso de Boltzmann-Gibbs). De manci.. andloga, a pressio generalizada é obtida

das Eqgs.(1.7), (1.9) e (4.9). Em particular, verificamos que

PV = % U, . (4.12)

q

Note que a relacdo entre a pressdo ¢ a energia interna é inwvariante em sua forma na
estatistica nao extensiva de Tsallis, isto ¢, a Eq. (4.12) é verificada para valores genéricos

de gq.

4.3 Distribuicao Espectral de Energia

Para obtermos a distribuigao espectral de energia da radiagio de corpo negro generalizada
(a generalizacdo da férmula de Planck) ndo calculamos a integral sobre w na expressio

para U, Desta maneira substituindo a Eq.(4.5) na Eq.(1.7) obtemos « relacio desejada,

U, = ./OIDO dw u, , (4.13)
onde
_ hAn\u / 0t G, | Zy () exp(—ﬁﬁw) (4.14)
1 — exp(—Fhw)
e
(-t ;
() = (1=4) exp(l + i) (4.15)

o (14 )09
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Apos a expansao de Z;(F) em termos de J e empregando a identidade 1/(1—2) = 3%, 2%,

com z = exp{—3hw), obtemos que

s! g hapP

/ it exp([1 — (1 — ¢)Bhwm](1 + n‘))
1+Et)1/1 g)+mns :

s=0m=1

(4.16)

Usando a Eq.(3.6), a integral na expressao anterior pode ser facilmente calculada: verifi-

carmos que

. (4.17)

u(] —

r (1 q) hAqw™ 29 M 1 { InAn }'5 [1 — {1 — q)Bhwn]¢/(-a+ns
z =g o

1
s=0 m=1 5. 1-¢

onde Mim,; € 0 malor nimero inteiro que satisfaz a desigualdade, 1 — (1 — ¢)Bhwm > 0.
A Bq. {4.17) é a generalizaciao da formula de Planck.
A baixas freqiiéncias (fhw << 1, isto é, 1 — exp{—fhiw) ~ Bhw ),a Eq. (4.14) torna-se a

férmula de Ravleigh-Jeans generalizada,

ug{w, B, V) = (4.18)

Como no caso usual (g = 1}, esta expressio cresce com w™ ! e conseqiientemente apresenta
a catastrofe do ultravioleta. Por outro lado, para freqiiéncias altas (8hw >> 1, isto é

1-— exp(—Bﬁ,w) ~ 1) a férmula generalizada de Wien ¢é obtida,

hAw™ > 1 I A "
Ug(w, B, V) = "Y1 — (1 — ¢)Bhw]?9) W {L} x
3 A Ul S Y mé?o m! | [(1 = ¢)pr"
r (qu)

x [1—(1—gq)Bwh]™™ (4.19)

—
Assim, a fdrmula generalizada de Wien torna-se nula para Siw > 1/(1 — ¢). Este fato
nos informa que a lei de decaimento exponencial presente na usual férmula de Wien é
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trocada por outro comportamento muito mais rdapido que pode ser interpretado como a

assinatura da estatistica de Tsallis para ¢ < 1.

4.4 Discussao

Resumindo, obtemos aqui as expressdes exatas para as fungoes termodindmicas para a ra-
diagao de corpo negro na estatistica nao extensiva de Tsallis com o uso das representa¢oes
mtegrats. Assim, o resultado obtido aqui é util para consolidar as andlises de muitas das
situages nas quais a radiagao de corpo negro[24] e seus sistemas correlacionados[21, 23,
41, 42, 43] tém um importante lugar. Observamos que ¢ caso ¢ -~ i nio foi abordado
aqui, devido ao fato de que a fungdo de particio Z,. neste caso, ndo possui sentido fisico,
pois ndo se encontra definida no limite termodinamico N — oo, a menos, que ¢ —+ 1.
Porém, isto significaria que estamos no caso tradicional e ndo no contexto da estatistica

generalizada de Tsallis.
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Capitulo 5

INTEGRAL DE TRAJETORIA E A

EQUACAO DE BLOCH

5.1 Introducao

As técnicas de integral de trajetéria permeiam a analise de muitas situagdes dentro da
fisica. Como exemplo podemos ressaltar a sua grande amplitude na mecéanica estatistica
usual. FEntretanto, a existéncia de comportamentos ndo extensivos ¢ muito comum em
muitas dreas da fisica, dentre eles os sistemas estatisticos, o que nos leva 3 necessidade de
reformular a integral de trajétoria, de maneira a incorporar estes efeitos.

Neste capitulo apresentamos duas possiveis generaliza¢des da equacio de Bloch para siste-
mas nao extensivos baseados na entropia de Tsallis. A primeira forma de generalizacao da
equacao de Bloch é linear, mas com uma Hamiltoniana efetiva que tw:n uma dependéncia

na temperatura; a outra equagao relembra uma equacdo de difusio anoémala. A iniegrol
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de trajetoma formulada por nds é a solugio dessas duas equacgoes diferentes, porém, equi-
valentes equacoes generalizadas de Bloch obtidas agui. Para ilustrar o método, analisamos
uma particula livre para ¢ > 1 e g < 1, obtendo sua matriz densidade. E a extensao para

a teoria de campos haseada nesta prescricdo sera evidente; tratamos dela na se¢éo - ..

5.2 Generalizagao contendo H,

Nesta secdo apresentamos as possivels generalizacbes para a cquagio de Bloch. Porém
damos aqui maior atencao a formulacdo de integral de trajetéria que serd obtida a partir
da equagao de Bioch, onde temos a presenga de um Hamiltonlano efetivo. E deixamos
para a scgao seguinte a formulagio de integral de trajetdria via representacdes integrais.

Da estatistica usual é conhecido que matriz densidade tem a seguinte forma,

pi(B) =e T2 (Tep(B) = 1) (5.1)

(7, = Tr eP¥ ¢ a funcao de particio usual) e a matriz densidade nao rormalizada é dada

por
51(8) = exp(~BEH) (5.2)
obedece a equagdo de Bloch[55]
o _ . ‘-
28 = Hpy, (5.3}

corn a condigao inicial py (4 = 0) = 1. Assim, como no caso da mecanica estatistica usue.l,

a matriz densidade ndo normalizada g, é

po(B) =11~ (1 - q)BHMND (5.4)
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que satistaz a equagio

9Py 2 __; (5.5)
— = _ 0.5
28  1—-(1—qBa "
e, alternativamente
aﬁ( oy =y, r

com a condigao inicial de que g, (f = 0) = 1. Como podemos ver, estas equagdes genera-
lizam a equagao de Bloch no contexto ndo extensivo de Tsallis. A eqgnacdo generalizada
de Bloch, Eq.(5.5), é linear em p, e tem a mesma forma da {5.3), se empregarmos a
Hamiltoniana efetiva ﬁe” = I:I[l — {1 — q);ﬁﬁ‘]_l. Por outro lado, a equacao de Bloch
generalizada (5.6) tem formalmente a mesma forma da equacdo de difusio anénala [18].
No desenvolvimento que segue a integral de trajetdria serd solu¢ao de ambas equacdes de
Bloch generalizadas.

As Egs. (5.3) ¢ (5.5) tém a mesma forma; a integral de trajetdria deve entdo preservar a
mesma estrutura que a integral de trajetoria usual, exceto pelo fato de termos o Hamil-
toniano efetivo. Assim, a integral de trajetéria para j, neste contexto pode ser escrita

CoImo

(x1pa(B)|’) = pylz, 2", B)
N-1 N dp, A
= lim f /[H dqn} L QPH] eXp{ﬁ, Z[z Pu(Tn — Tnoy) — €Hep (P, T, n€) }

N—oo n=1 1 n=1

. 1 o8
= /’DxDp exp [Ef (ipt — Hepy) dT] . 5.7)
0 _

onde Z,, = (Tpny1 — 2, ) /2. Nesta formulagio de integral de trajetdria estamos considerando
que a Hamiltoniana H assim como H.ss estejam Weyl ordenadas, e conseqgiientemente
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usamos a prescricao empregada por Schuman[56]. Em geral esta integral de trajetéria nao
é facil de calcular devido ao fato de que a Hamiltoniana Hc” tem uma dependeéncia nio
usual nas coordenadas e nos momentos. Entretanto, como veremos, é possivel calcularmos
Py bara o caso de uma particula livre. Neste caso, devemos fazer primeiramente a integral

nas coordenadas e depois nos momentos,

, dp 7
,Uq(CC,.’l‘;/B)Z 27:}1 l:}f?(r_:r jl 111’11/ /{ (lpn _pn—l)

X exp {—E Z [ P/ 20 ]} : (5.8)

1 —en(l — q)p2]2m

Pelo uso da identidade (inédita, no nosso conhecimento)

Norx 1
In(1 = i — ) — 5.
e =pin > (7) e =9
e considerando o caso ¢ > 1 com § > 0 obtemos, apés a integracio sobre os momentos, a

expressao (5.4) baseada na representacao dos momentos:

—oc 27 h 2m

1 Im 1/2 m(z — ')? 17 Lila—1)-1/2
- vl |G |

Imlzr — )2\
< Ky K_LL_L) | (5.10)

rineis) = [7 2 ep[La-o|[i-a-as2] "

(q —1)3h*
Na ultima passagem usamos a conhecida integral (veja [50] pdg. 321 2 a relacio entre a
funcdo de Wittaker (W} ,) e a funcio modificada de Bessel de segunda espécie K,,.
No caso g < 1 com > 0, temos a presenga de um “cut-off”, com isso a regiao de
integragao fica limitada nos momentos e a integral de trajetdria (5.8) se reduz & primeira
parte da Eq. (5.10) com p satisfazendo a condi¢io de que 1 — (1 —¢)3p*/2m > 0. Assim,
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quando a ultima integracio é feita (veja [50] pag. 321), obtemos

.[ﬁ]w dp ip pz L =q)
L — o el ot . _ P I M
prl(x,I ; ﬁ) - /_{“2_,;}5]1/2 ol exp [ﬁ (x — )} l:l (1 QJQ)QWJ
P2 c1)— " VT o = gy )T
— X
1—g 2m(1 — ¢)ph* miz — x')?
om(r — )2\ 7
X Jya- —_— : 5.11
1/(1=g)+1/2 K 1 — )i ) (5.11)

A fungdo de particio pode ser obtida para ¢ > 1 e ¢ < 1 tomando o trago de p,(z, 2'; 3),
onde estamos considerando V' grande para obtermos as fun¢io de particiio no contexto

cldssico. De fato, para ¢ > 1, obtemos

Z o 3
' /_L/Q('IPQ(:C'»:C’- )

2 pe 11
I i 2) (5.12)
27 (q - 1) 6R° ;50
e para g < I femos que
/2 pp 1
2= || may (5.13)
2m(1 — q)Bh Mz + 2
onde L ¢ o comprimento da regido de integragdo (comprimento da caixa).
5.3 Generalizagao via Representacoes Integrais
Vamos considerar a indentidade[47]
. 1 o »
1 (1 @BH) 9 = / dv vitife™® exp(—v({g — 1)FH} . (5.14)
0

1
r(7) -
Esta identidade € essencialmente uma aplicacio da fungdo Gamma. Em ambos os lados

de (5.14) temos a presenga de um autoestado de H com g>1,3>0¢e¢kF, >0 (onde
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os {E,} sdo os autovalores de H). Desta forma, a representacao de integral de trajetdria
para a Eq.(5.14), é obtida para §,(3) expressando p,(v{¢ — 1)3) em termos de integral de

trajetoria. Assim, obtemos,

1 ee ne : ; ,
pylz, 2" 3) = —1/ dv vt~ ey (i, 7' elg — 1))
L (i) 7
1 gee) ) y " 8%
F(l—)/ duv 'U"?*;lilektj/ T /’DxDpef (pa—Hpadr s (515)
= ¢ .
g—1

com §* = v(g — 1), desta forma podemos trocar 5, (v(g — 1)8) de representacio usando
a holomorfica se for conveniente. Para obtermos a fun¢do de parti¢io a partir de (5.15),
basta simplesmente tomar o trago [47].

Aplicaremos a Eq. (5.14) para obter a matriz densidade generalizada para uma particula
considerando que a mesma esteja contida em um espaco unidimensional. Neste contexto

temos que a matriz densidade usual, na representagio das coordenadas, é dada por[53]

; [ m m ;
mlz, 2 8) = meﬂ) {— (2—}‘;2—3) (z -z JQJ : {5.16)

Quando esta expressdo ¢ colocada em Eq. (5.15) e sua expressao calculada (veja [50] pdg.
340), obtemos, como esperado, a expressio (5.10).
A transformagao integral (5.14) ndo pode ser aplicada para ¢ < 1. No entanto, para g < 1,

a 1dentidade

9 — .
[1 - (1—gaf)/ta = o (1 _z)[ dv (—v) f_—ie_"’exp(v(l —q)BH)  (5.17)

pode ser empregadal48], exceto para alguns valores particulares de ¢ ((2 — ¢)/(1 — ¢) £
inteiro). Como no caso ¢ > 1, esta representacio integral é uma conseqiiéncia direta de
outra representagao da fungao Gamma. Assim, como no caso anterion podemos formular
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a integral de trajetéria para ¢ < 1. E suficiente que coloquemos exp(v(l — ¢)3H) em uma
representacao de integral de trajetéria e a substituamos na Eq. (5.17) para obtermos a

integral de trajetdria descjada para p,(z, 2", 8) com ¢ < 1.

5.4 Extensao a Formulacao de Campos

A extensdo a teoria (e campos com a prescrigio descrita acima, considerando o tempo
imaginario, ou seja ¢ — —uAf3, pode ser facilmente obtida, considerando o fato de po-
dermos usar a representacio integral para poder obté-la. Assim, considerando a matriz
densidade nao normalizada, Eq. (5.4), e a representacéo integral Eq.(1.10), teremos,

. (&), .
1 - (1—gpa0"7 = %/C du — - exp((L - )B(~w)H)

(*’u,)l—q
= [j:o du Kél)(u) exp((1 — ¢)B(—u) H)

i (%}Q) e-—u(_ 2-g

KM () = 5 w)ie (5.18)

Com a ajuda da Eq.(5.18) podemos definir o gerador funcional, a partir do qual podemos
obter os valores médios ¢, ou seja, a funcio de correlagio entre » campos, devido &

distribui¢ao de Tsallis, Bq.{1.4). Logo, o gerador funcional fica dado por,
8> 3 - Jéj 3
Z0)= [ P [ - [DeDn el dr I Setviewom L de fess 5 g,

onde 8* = (1 — ¢)(—u)f e KP(u) = K{MNw)/[(1 - ¢)(Z(8))7], sendo que ¢ e 7 sio os
campos associados & dindmica do sistema em consideracio. O termo de fonte foi colocado
propositadamente a fim de podermos gerar as funges de correlagido entre os i-ésimo e
o j-ésimo campo (veja Ref.[57]). Providos da Eq.(5.19) e das derivacdes funcionais com
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relacao a0 termo de fonte, podemos obter a fungao de Green de 2n pontos generalizada,

82 Z(J)
0J18Js - 6Ty,

Gy, 2, -y 72r) = = (162 Gua)y (5.20)

Ressaltando aqui que a integral de trajétoria é muito importante, uma vez que podemnios
obter toda a informacio do sistema apenas analisando o aspecto dindmico dos campos
n te contexto. Assim, como uma aplicagio simples, vamos obter a pressio devida ao
estado fundamental de energia, para um campo escalar neutro nio nteragente no contexto

nao extensivo de Tsallis. A densidade Lagrangiana é,

1 1
L= Ea#(,ba“qa - §'m.2qf)2 (5.21)

onde estamos considerando, por simplicidade, que c = le i =1, ¢ consequentemente, a

densidade Hamiltoniana fica dada por
Hom st g (\7q5) L2 g2 (5.22)
BELIRE 5™ :

Para prosseguirmos com os demals célculos é necessirio que encontremos a funcio de

particao e para tal temos,
. + 13 B
:/ du K;U(U)/ ---fmm eJ dr f da(mo-iom) (5.23)
[
e, apds a integracido nos momentos, teremos

qu/ dv KO (w) [ - [Dgaef dr [ d'er (5.24)

substituindo a densidade Lagrangiana e efetuando as contas de mancira similar ao caso

usual, temos que a funcao de parti¢ao fica dada por,

Z(,—/dv K 1)( ) exp (—— ZZ w: 4+ w?) ) (5.25)
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onde w = (p* + m*)/2 e «, = 27 /", Agora, usando algumas identidades matemAticas

para reduzir a expressao acima, vernos que a mesma pode ser reescrita como,

‘ I )
Z,]:/C dv K(Sl)(v)exp {I/ (27:))3 bﬁ’(l —g)(—ujw +1In (1 — ed(l"‘f)(_”)“’”} . (5.20)

Esta equagao ¢ idéntica a fungdo de partigdo bosénica do capitulo anterior, a néio ser por
alguns uctalhes, dentre eles a presenca da energia de ponto zero. Assim, para calcularmos
a pressao devida ao estado fundamental devemnos usar a Fq.(1.9) juntamente com o limite

de 5 — oc para obtermos a pressio, devido ao estado fundamental,

Zi~e —1
P = lim ii (G___)

T GOV \ g |
= g g o 0 [ g+ Gin e
* oo {“V/ % Bﬁ(l —¢)(~ujw +1In (1 - eﬁ(lqﬁ.‘—u)w)] }
/ (2?)3'“ ' (5.27)

Tal resultado para a pressdo generalizada, apresentado acima no estado fundamental, jd
era esperado, pois é devido a uma propriedade dindmica do sistema e nao estatistica,

tanto é que obtivernos o mesmo resultado que o caso usual.

5.5 Discussao

Neste capitulo, desenvolvemos de uma maneira unificada, duas diferentes, mas equivalen-
tes generalizagies da integral de trajetdria, bem como, suas equacdes de Bloch e também
estendemos estas generalizagoes ao formalismo da teoria de campo com t imaginédrio. No
primeiro caso, a equagao de Bloch tem o mérito de preservar a forma quando comparada
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com a equagao de Bloch usual. Entretanto, possui wina dependéncia da temperatura na
sua Hamiltoniana efetiva ¢ esta dependéncia na temperatura dificulta wuito os caleulos.
A outra generaliza¢io da cquagio de Bloch tem uma forma nio usual. lembrando muito
uma equagao de difusio ancinala: sendo assim, cla ndo tem uma expli-ita dependéncia na
temperatura, mas, por outro lado é uma equacio ndo linear. A correspondente integral
de trajetoria € obtida das representagdes integrais da fun¢do Gama. Ademais, a integral
de trajetoria € diretamente usada para realizar tais generalizacdes. Este fato conduz a
urma maneira natural de generalizarinos a integral de trajetéria de maneira a manter as
propriedades da integral de trajetéria usual no contexto nio extensivo de Tsallis. Neste
sentido, a segunda formulacao de integral de trajetdria ¢ mais interessante que a primeira.
E por fim mostramos que a extensao a teoria de campo formulada em termos de integral
de trajetdria com tempo imagindrio segue naturalmente através do uso das representacoes

Integrais.
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Capitulo 6

METODOS DA FUNCAO DE

GREEN

6.1 Introducao

Neste capitulo desenvolvemos a generalizagio das fungoes de Green pertinentes ao caso
usual para os sistemas nac extensivos, empregando o formalismo ¢ de 7 sallis. Esta genera-
lizagao nos conduzira a um desenvolvimento formal de muitas das propriedades da funcéo
de Green, o que facilitard em muito o calculo de algumas das quantidades que na pratica
poderao ser mensurdveis, tais como a generahzaciao da fun¢io de distribuicdo para os
clétrons numa aniquilagao de pdsitrons em experimentos de espalhamento Compton com
raio-X[58]; condensacio bésonica para um pequeno nimero de dtomos confinados[59]; e
secoes de choque para o espalhamento devido a pertubagées externas tais como neutrons,

fotons, etc[60], todos generalizados em termos dos valores médios ¢. Assim na secio 6.2,
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que segue, fazemos o desenvolvimento da teoria das fungdes de Green, com a subsccio
6.2.1 contendo o desenvolvimento da fun¢io de Green para o caso de uma particula, a
subsegao 6.2.2 e uma simples extensio ao caso das func¢oes de Green gue contem virias
particulas no qual enfocamos, por exemplo, . funcio de Green relativa a duas particulas.
Na subsegao seguinte, a 6.2.3 desenvolvemos a aproximacao de Hartree e na subsecao 6.2.4
aproximagao de Hartree-Fock, e por fim, na 1itima subseccio desta secio descnvolvemos
o formalismo para a fungio resposta. Na segio 6.3, mostramos expressoes de algumas
quantidades relevantes, no caso em que temos processo de espalhamento. E por fim, na

secao 6.4, apresentamos uma discussao dos resultados obtidos.

6.2 Teoria das Funcoes de Green

Nesta segao, desenvolvemos a teoria das fun¢des de Green térmicas. descrevendo algumas
das propriedades dos sistemas nfo extensivos contendo muitas particulas. Entretanto, néo
introduzimos aqui uma dificuldade maior que a existente na teoria usual de funcées de
Green. Podemos aplicar tal método a particulas obedecendo uma situacio de eguilibrio

ou nao. E como dissemos na introdugao, faremos o desenvolviment. em cinco subsegdes.

6.2.1 Funcao de Green de uma Pecrticula

Adotamos o método de segunda quantizagio dos operadores de criacio e aniquilacio

na representagao de Heisenberg como no livro do Kadanoff and Baym[G1] (daqui por
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diante citaremos o mesme como KB) para descrever um sistema de myitas particulas Cnjo
operador Hamiltoniano H sem interacdo entre as particulas é dado p v

“*hg 82
2m o0z?

H = fd% D7, 1) [ + V(I)} U {7y, ) (6.1)

onde temos que o operador nimero N é dado por ,
N = / 42z UM 1)U (R 8) (6.2)

Desta maneira podemos descrever sistemas nio extensivos a temperatura arbitrdrias, e
para sistemas bosonicos ou fermibnicos em equilibrio pela maximizacio da entropia de
Tsallis(BEq. (1.1)), sujeita aos seus repectivos vinculos, obteremos a matrix densidade do

sistema, através da qual poderemos definir a funcio de Green genclarizada da seguinte

Maneira;
J AN
001 g = T
= TP B T W), (6.3
onde

PUL N, B,0) = [1— B0 = q)(B — uf)]""7 p(2,)0

s oi/-a)
Z, = Tr[1=p{t—g)(f — )]
o ,
TrP{H,N:;q, 3, 1) = 4 +com
q

ﬂ))r.'/(lﬂf)

Zy = Te(1—pl—yH - uN (6.4)

Eq. {6.4) é uma conseqiiéncia da maximizagdo da entropia de Tsallis. Aqui 3 e Lb S&0
os multiplicadores de Lagrange associados aos seus respectivos vinculos ¢ tém o mesmo
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significado de Inverso da temperatura e potencial quimico na descricio usual. Aqui, 1
refere-se ao espago-tempo da particula em (7,4 ) e T é o ordenamento temporal usual de

Wick.

T(U(1)T(1) = ¥()¥'(1) para ity > 1

= LUIANV(1)  parz  t <ty (6.5)

Os operadores de criagio (' ¢) e de aniquilacio W(7, ¢) obedecem as regras de comu-

tagao canonicas (CCR) em tempos iguais:

(7 )W ) FU )U(Ft) =0 e seu hermitiano conjugado ,

()W (e ) F T (7 1) = 6(F— 7). (6.6)

INas andlises subseqiientes, o sinal de cima se referird a bosons e o sinal inferior se referizd
a fermions. As definigbes para outras funcées de Green generalizadas para mais de uma
particula seguem a mesma andlise acima. Podemos também ver que o ensemble Grand
Canonical convencional dado no KB é obtido aqui quando tomamos o limite de ¢ — 1.
Aqui vamos fazer uso constante das representacoes integrais para o peso estatistico, a fim
de que possamos contornar as dificuldades e facilitar o nosso caminho durantes os demais
calculos que envolvem as fungdes de Green generalizadas. Assim, expressando as funcdes

de Green generalizadas com o uso da Eq.(1.10), temos,

G B, p) = [ au KP@)Zy(=Bu(l - g), 1) GD(L, 1 ~fu(l — g, )
" KB ()
(D)= 29 V7
KP(u) = gl)q . (6.7)



onde

- 1—qu,.
fx((z)(u) = —( 7o) I&(Sl)(u)
g

3_1“(1/(1 - q))

o (2 exp(—u)(—u) U9 (6.8)

onde G(1,1; 8, u) é a fungdo de Green Grand Canonica usual dada pelo KB. De manei-
ra similar podemos discutir a fungio de Green de muitas particulas. Também, a dindmica
linear da fungao resposta derivada no [26] poderd ser generalizada e termos de uma in-
tegral paramétrica relacionando a mesma em termos da usual funcio resposta dependente
do tempol61]. Para as andlises subseqiientes devemos escolher o contorno de integracio,
no qual a integral sobre u é tal que resulta em integrais convergentes, e a mesma nos deve
conduzir as condigoes relativas ao valor de ¢. Seguindo o KB, introduziremos as fun¢ées

de correlacido

GIT5B ) = (V)
GO p, ) = ?jf) W (1w (1), (6.9)

Onde a notagio > e < é feita para exibir o fato de que G (1,1 3. ) = G(;”(l, 158, 1)
para t; > £y and G(q)(l,l’;ﬁ,,u) = Gg)(l,l’;ﬁ,p) para ¢, < t;.. Usando a Eq.(6.7),
poderemos similarmente expressar G(;’) e G(f) em termos das correspondentes funcoes
de correlagao no ensemble Grand Candnico. A funcdo do peso espectral no espaco dag
freqiiéncias é dada através da transformada de Fourier com respeito a tempos diferentes,
A(Fy, 7y w) introduzindo em K B refletindo somente as propriedades da Hamiltoniana £

O nimero de ocupagdo média no ensemble Grand Candnico de um modo com energia
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w, flw,B) = (exp(Blw —p)) T 1)7! contendo as relacdes bésicas de simetria do sistema.

Entdo, podemos expressar G e G em termos destes da seguinte maneira:

GO Fswor o) = [ du KB () Zu(=8uli — ), ) GO (7, s (L q).)

= [ du E@@)(1 & flo,~Bu(l -+ ), m)AF P w)Za(-Bull — )i} . (6.10)

GO, Ty ws B 1) = /C du K (w) Zy(—Bu(l ~ ), 1) G (7.7 w1 ~Bu(l — ), )

B ifcd“ K () flw, =Au(l ~ 0) A, Fsw) Zu(—Bull = g), 1) (6.11)

Assim

GO, T w; B, ) — GOy, 7w By ), =

[ du K@ @) A, Fs) 2y~ Bull - ), ) (6.12)
do qual deduzimos urma importante regra;

0 dw o . -
/ ‘;(G(;)(lerlf;w;ﬁuu‘) —Gg)(rlarl’;wgﬁaﬂ’)) -

—oa 27

[C du K2 ()6 (7 — 7) Zy(~Bull — q),p) = 6 (7, — 7). (6.13)

Esta expressio ¢ justamente a expressdo em tempos iguais do CCR dos campos das
particulas. Para um sistema uniforme, podemos tomar a transforruada com respeito a
7y — 7y na Bq. (6.11) e expressar a funcdo de Green de uma particula em termos da
distribuicio dos momentos (N (7 )], onde temos a presenca da funcao espectral de um

sisterna de N-particulas.

p _ j:/ dufx(g) U /DO gf_A(p:w)Zl(_ﬁ(l — Q>'“'7 .“) ) (614)

oo 27 (e“ﬁ(l_Q)u(W_H) F 1)
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Similarmente, a distribuicio da frequéncia (N(w)), ¢ dada por,

. o . 2= = q)u,p) ¢ dPp
N, - _ o Fo (2} ! = r
(N{w)), = 1 /Cdufxq () (e=FI=ata ) = 1) / (ZWR)DAU)\W) : (6.15)

Aqui 1 ¢ o volume de dimensio D, no qual as particulas residem. O potencial quimico é

determinado pela expressio do valor médio ¢ do operador do ntimero total de particulas

3
N,

(N) _ © dw r d”p Z)(=B(1 - @)u, i) ,
% i/d“’K (u )/_ooé?/ (277)P (-5l ;1@1)4(”’“") (6.16)

6.2.2 G(123..n;1'2'8...0"; B, )

Assim, como discutimos no caso da fun¢io de Green para uma particy's podemos estender
esta gencralizagao a fungées de Green com muitas particulas. Usando a mesma notagao

que o KB, teremos |,

G’(:")(IQ...TL, 1’2'...n';ﬁ,,u) (T( (1 )‘1’(2) Win )q;‘r( ’)qﬁ(?)“'qﬁ(nt)»‘i

n(l)q
/ du Ix w) Zo(—Bu(l ~ q), 1) G (12..0, 12" n's = 8{1 — o), ). (6.17)

Para ilustar como estas fungies de Green de alta ordem comportam-se, consideremos, por
exemplo, um sistema de muitas particulas com a Hamiltoniana contendo o potencial de
um corpo V1 (r1) ¢ interagoes instantaneas de dois corpos Va(7,75), os quais sio simétricos

perante a troca dos indices 1 e 2:

2m

. O (7, t). U - |
H = h?/dF vV (T;t) \% (T,t) _|-/df’]/}(f‘)‘lﬁ(f’,ﬂ‘l’(ﬁt))
%//dfdf” W O (7, 1)) Va (7, )0 (7, 1) U(F ) (6.18)
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A equagdo de movimento para um operador X (#) na representacio de Heisenberg é,
mﬁxm =[x, H(1), (6.19)
ot

¢ a funcio de Green de uma particula obedece a seguinte equacao de inovimento

(6.20)

ta=t

(m?_m i?wv (7 )) GD(1,1) = 6(1 — 1)+ f:/'d@ by (7, 7) G0 (12, 1'2%)
d 2m

De uma maneira similar, podemos escrever a equacio de movimento para G(Qq) envolvendo
Gg(’) ¢ assim por diante, obtendo, assim, uma hierarquia das equagbes para todas as funcgdes
de Green. Isto nos conduz a problemas similares Aqueles do formalismc convencional, mas
aqul usamos aproximacoes considerando o niamero de particulas pequeno no sistema.
Em adi¢io ao detalhe da informagdo dindmica, G'9 contém toda possivel informacéo
fisica a respeito da mecdnica estatistica do sistema. J4 tinhamos dado o valor médio ¢ da

densidade de particulas ein termos de G(f) de Eq.(6.11). Seguindo KB podemos expressar

o valor médio ¢ da Hamiltoniana (6.18)

(6.21)

=7 t=t

+ih b3 a \VARR v oo
H)q ;7/(-1Fl:?;ﬁ(é—)€—%) +h2 — — Vl(‘f")— v (T.'):r G(I)(T,t, 7 r’ ?f)

Para particulas livres temos Vi (r) = 0, e com o uso das Egs.(6.14).(6.15) temaos,

2 _ PR
2y w it p/2mY Zi-B0 —Qup) o e,
/ duh foo 27 / Qﬂ'h)D ( 2 (e*ﬁ(lfq)u(w—m F 1) (p,w) ( - )

Seguindo o desenvolvimento de Curado e Tsallis[44], temos o Potencial Grand Canénico

dado por



onde as quantidades termodinamicas da termodinamica generalizada P, (1’\}(;r ., 5y sdo

0= - 0= d=
P = — »——q- / g = - g G — g 624
’ ( av )T,,u UV)I ( O )T,v S; ( or )‘.",,u ( )

Escrevendo a constante de acoplamento A na frente da energia de interacio teremos,

dadas por,

H= I;T[) + AV onde

. 2 gt = -
= [ dr (h RO et e r) (6.95)
: 2m
e
T B (O Y .
Vo= 5//d?"dq"’ U )W VL F Y (P (8 (6.26)

obtemos, para f, u e V fixos,

da qual obtemos

Zl-a 1 Zl-1 TdA -
g Y et B B NG 28
( I—gq ))\_1 ( I—ygq )Azo ﬁ‘/o A P00 (6:28)

Agora {(AV), x é o valor médio ¢ da energia de interagiio, para o comirimento de acopla-

mento A, podendo ser expresso em termos da func¢io espectral

2
v (@) w—p /2m\ Zi{(—F — glu, i)
()\V)q,)\ =V CdUI{q (u)/_ / 2‘]1'?1 ( 9 (e-ﬁ(l—q)u(u—,u) F 1)

logo
_ 1 (Z;-q - 1)
- A\ T-qa /.

1 (71 o dA (o duw w— p2/2m
- ﬂE( 1—¢ )A: +V/d“K / /oo%/ 8
Z (081 — q)u, p)
(e=#l—ghulw—p) 3 1)

A (P w)(6.29)

AP w) (6.30)



Assim, temos

1 [oZ TdA oo dw d¥p w—p*/2m
) Ll S
N V4 (av)A Jo 4l () w 21 | (271)D 2

Z (=81 - q)u, 1) - f(z) dw
{e~All—glulw—p) 1)14’\(})’ / duRk f ./ o0 270

- d%p w— p*/2m Zl(—ﬁ(l — q)u, f4) .
/ (QW?},)D ( 9 (e—ﬁ(l—q)u(u}»,u,) T 1)/4}\ (pﬂ w‘) (631)

da qual obtemos, usando a equacdo (6.24), o termo constante, (1/(3 IZINDZ, [ OV ) a=0, que
é justamente a pressdo generalizada P, para a particula livre. Podemos notar também

(ue a compressibilidade, que é relacionada com a velocidade do sc:a no sisterna, é dada

(),
- wa(Gr).} (55,

6;,5 2 ] ) .
{(—) } ( —8(1 - q)(fff #J{r)]\f)q — 4, (l\)q)T’V {6.32)

A fungic de Green é fregiientemente usada no exame de certas funcoes de correlacao

por,

Krgy — —

==

quais sao justamente relacionadas a fungdes parecidas com a de uma particula, porque
os operadores fisicos sic contracoes apropriadas dos operadores fisicos. Como um exem-
plo, consideramos as fungoes densidades; agui o operador densidade 7(7,¢) é dado por
A7, t) = W7, t)¥(7,¢). Assim, a fungdo de correlagio densidade-densidade ¢ dada por

(T, )i, ) = ( TOVHD) T T (2)T(2) ).

6.2.3 Aproximacao de Hartree

A aproximacao de Hartree ¢ uma das mais simples aproximacoes feitas em muitos campos
p I
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da fisica. Sendo assiin € de grande interesse encontrarmos tal result.cn no formalismo de

Tsallis. Neste contexto, nés determinamos G'9(1. 1), quando V (71} = 0 e v # 0, com
R 20 apropriad (a) SR e Ty e S P :

wma aproximagao apropriada em Gy, A motivacio para tal aproximacio é semelhante

ao caso usual. Assim, como uma prireira aproximacao temos que
G(12;1'2") = G (1,169 (2, 2) (6.33)

e, substituindo-a na Eq.(6.20), obtemos o resultado de Hartree. Se considerarnios um
sisterna translacionalmente invariante, a Eq. (6.20) fica muito simples. Sendo (N (7)),

independente da posigdo 75, o potencial médio torna-se wma constante também. Entdo,

N : v . . =
Sdry Va(r — rg)(—‘T)‘L = %U onde » = [dr" V,(r). Assim, nés obtemos a funcio es-

pectral A(f,w) = 278 (w — p*/2m — ({(N),/V)v). Para encontrar . solucio referente A
aproximagao de Hartree, nds resolveremos a densidade de particulas, Eq. (6.16), usando

a fungdo espectral, obtida acima,

B 0 d®p 2 (=B(1 — q)u, p)
_/Cduhg )(u)f( e (6.34)

271"?-2,) e —B{1—q)u(({N)q [2V Yo +p/2rn—p) q:l :

A energia por unidade de volume Eq.(6.22) é entdo dada como sendo

@:/;duffém('u) f(d p ((NJ +g¢) Z(=B(1 — gju, 1 (6.35)

orh)P \ 2V 2m } e HU—Qull{N)/2V)o+p?/2m—p) - |

(ff)q (N d’p [ p? Zy(—B(1 — q)u, p)
vV +f du I‘ /2 R)D om | e B Qu(((N)q /2V)v+p?/2m—ps) (6.36)

6.2.4 A Aproximacao de Hartree-Fock

Na aproxima¢do de Hartree discutida acima, o ternmo de exclusao nac aparece. Este vem
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Junto com a aproximagao de Hartree-Fock para Gg”. onde
GIP(12;1'2) = GY(1, 1G9 (2, 2) £ GY(1,2)G(2,1)) . (6.37)
Assipv <e substituirmos a Eq.(6.37) na Eq.(6.20), depois de alguns cd v.ulos, obtemos que
g 2V gy 1 [ ; (@o 1’ ,
e e 52 ) g 1) — z/dfrg (Ul G921 =s1-1),  (6.39)
aty 2m. to=t
onde

(r|Ulra) = 6{Fy — 7 /d?"s, Vo(r — Fg,)g\j(l—”)—> + 2V (ry — 7)GY ‘”(1 2)

(6.39)

=l

Considerando um sistema que seja translacionalmente invariante, podemos expressar a

Eq.(6.38) em termos de uma transformada de Fourier obtendo

[@ﬁai - Ep )J Gip,t —ty) =0(t — ty), (6.40)
com
2 (N - dF N(F)),
RRTE L O ST -

onde v(F} = [die” P7Vy(F) é a transformada de Fourier do potencial, V4(7), e a fungio
espectral ¢, da mesma forma que antes, A(f, w) = 27(w — E(p')). Substituindo a funcio

espectral na Eq.(6.14), nés temos que

(N 17 C)(y Zr (=81 — g)u, 1) ,
fd K ) g =1 (6.42)

A energia, E(p), no contexto acima deve ser obtida como uma solucio auto-consistente

das Eqs.{6.41) e (6.42).



6.2.5 Funcao Resposta

Nds agora voltamos nossa atencao ao fato de podermos reescrever a dinamica linear da
funcao resposta e a se¢ao de espalhamento no formalismo ¢ em termos de integrais sobre
as usuals que ja foram feitas. De [26], a dindmica linear da funcio resposta de uma

quantidade B a uma pertubacio externa que gera A no formalismo g é

X (w, B, 1) = lim fooo dt e-"“’““%éﬁé’,ﬁ(t, 8, 1) (6.43)
onde

St B,1) = Tr [P(H, N1 g, 8, 1)[A(0), B(t)]] - (6.44)
Esta, em termos das representacoes integrais, fica:

XPalw,B,0) = [ duK§(W)Zi(~Au(l - ) w)xBalw, 501 - ) (6.45)

~onde Xg,)‘l(w, —0(1 - g)u, 1) é a funcédo resposta dindmica usual do Kubo calculada agora
- na temperatura —fu(l1—g). Em [26), 0 teorema geral da flutuagio-dissipagao foi derivado
‘_ no formalismo ¢g. Aqui nés obtéremos um resultado equivalente porém diferente daquele
" apresentado em [26], apenas pelo fato de reescrevermos tais resultados em termos das
. representacoes integrais. Reescrevendo a média g do anticomutador e do comutador. nods

temos que,

V(B = STrP(H,Niq,8,w[AO)B) + B)A(O)]
= l/ duf{éz)(u)Zl(—Bu(l - q),,u)\llgfi(t, —3u(l — g}, u) (6.46)
2 Jc
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Ba(t5) = N [ AV TP N g, 8, 1) A(0), B
= /(, duK((f))('u,)Zl(——Hu(l —q), )T —ull g).1t) . (6.47)

O teorema de flutnagio dissipagio do Kubo [62] para o caso extensivo, (g = 1) é

\IJBA(‘-‘-U B} = Eglw )(I)BA(U-’ 3, ) (6.48)
com

Eslw) = T_?; coth (ﬁzﬁ) : (6.49)

Portanto obtemos que

(q) alw, Bop) = ?%w /c dUK((g))(u)Zl(—ﬁu(l —q), i) coth (—[ﬁu(l _ q)hw)

2

B (w, ~Bull - q). 1)) . (6.50)

Relacionemos agora a fung¢do de espalhamento definida, por exemplo, no Lovesey[60], para

o formalismo ¢ como sendo

q

SO(E, w, 3) = / dt exp(—iwt)(AT(0) A | (6.51)

onde A é um operador que afeta a mudancga do estado de um sistema no processo de espa-
thamento. Aqui o superindice (¢) denota o ensemble Canénico ao inves o Grand Candnico
usado anteriormente. Isto seria equivalente a tormarmos formalmente o conjunto g = 0
no desenvolvimento anteriorK Entao, usando a nossa transformacgéo. podemos expressar a

funcédo de espalhamento generalizada em termos da usual ¢ = 1

S("')(E,w,ﬁ):/CduK(g?)(u)Zl(—ﬁu(lﬁq))S(l)(E,w,—ﬁu(l - q)). (6.52)
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De [26], tomando B = At temos que a parte imagindria da sucept.t 'idade-g, X(Jf‘]T)A (w. 3)

pode ser expressa em termos da funcao de espalhamento de ¢ = 1

Im ngjA(E,w,ﬁ) = 71'](‘ duKCSQ)('u.)Zl(_Su(l —g))(1 — exp(—Pu(l — glw))

SU (ke w, —Bu(l — q)) . (6.53)

Assim, expressamos a funcdo ¢ de espalthamento, assim como a parte imagindria associa-
da & susceptibilidade-g, em termos de integrais paramétricas onde o niicleo é multiplica-
do pela funcao de espalhamento que agora depende deste pardmetro como foi mostrado
acima. Agora na se¢ao 6.3, discutiremos sugestdes para uma possivel investigacio expe-
rimental(em experimentos de espalhamentos) do sistema-g para sistemas nio extensivos

baseados nos resultados obtides aqui.

6.3 Aplicacao

Nesta secao fazemos o cdlculo da fungio de espalhamento de alguns sistemas simples
dentro do contexto generalizado, com a finalidade de obtermos expressoes que poderao
vir a ser usadas em experimentos de espathamento assim como as usuais. Pois se seguirmos
o desenvolvimento da Ref.[58], vemos que podemos relacionar a fungdo de espalhamento

com a se¢ao de choque por angulo solido da seguinte maneira,

fluxo através da area r2df2 3
do = — : (6.54)
fluxe incidente
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assim temos que

k%6 (w+ By — I) (6.55)

d’o 1\ & e
dwd (Zv?> & PRCARICINE
) ”;

Para chegarmos a tal relagio acima fizemos uso também da primeira aproximacio de Born.

Agora, na Fq.(6.55) acima, vemos a presenca da fun¢io de espathaiieato generalizada,

SOk, w, B) = 3 (03 ky TAIR) 26 (w + B — E;) (6.56)

wf

definida anteriormente, Eq.(6.51) ou equivalentemente Fq.(6.52).

A fabricagao de super-redes quase-periddicas foi sucessivamente realizada no comeco de
1985 [63] e investigacdes experimentais por raios-X e difracio de neutrons, etc., veja [64].
Estes sistemas constituem outra classe de possiveis testes para o contexto nio extensivo
de Tsallis. Usando algumas das conhecidas formas para o fator de estrutura S na
Eq.(6.52) podenios calcular para ¢ < 1, ¢ > 1 e § > 0, como foi feito anteriormente nas
outras duas situacoes. NGs proporemos usar o nosso sistema para o cdlculo da secio de
choque de forma que possamos investigar tais estruturas através de a:7:ns modelos. Como
primeira possibilidade de investigacdo para o sistema proposto, consideraremos as funcoes
de autocorrelagoes de uma particula confinada a um potencial harmoénico. Considerando o
deslocamento do cristal ao longo da dire¢do & e que, numa teoria harménica, teremos que
o Hamiltoniano do sistema é H = Auwpild onde @ e &' sao os operadores bosénicos usuais
de criagao e aniquilacao de particulas, wy € a freqiiéncia de vibragio, ¢ o deslocamento da
particula de massa m ¢ z(t) = (1/hwo)"/?(a" (> -- a(¢)). Usando a Eq.(6.19) para a(t) nés

temos que a(t) = @ e”*'. Substituir £(¢) na Eq.(6.51), conduz a
1 [o]
SOw,B) = = f dt exp{ —iwt) ((0) (1))
W J—oc
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- - c 1 oo~ c) . iw =t ~nfel  —twg
(#H0)2(1)O = o (Bah){e et 4 (afayiceree)
(6.58)
e, apos alguns cdlculos, temos que
S@iy, 3y = 5 {((l)g") + ((ﬁa)g‘)) 0w —wo) + (aTa)g”rS(w + wo)} . [(6.59)
com
1 1 1
<€LT&>E[6) = 1 7 [C ( ) )
[¢ (5 vioncs )| =1 (g = 1)ihwy
1 q 1
_ : 6.60
(=) ¢ 57| 669
e
. 1
(1)l = (& =) (6.61)

" G
para o caso 2 > ¢ > 1. Sendo que os coeficientes da Eq.(6.59) encontram-se direta-
mente relacionados com a Eq.(6.14), assim na Fig.(6.1) mostrada anteriormente, temos o
comportamento da Eq.(6.14) com e sem o acrescimo de (1), para «sie caso. Uma outra
situagdo por exemplo ¢ o espalhamento de um neutron ou raio-X por uma particula de
massa M vibrando. Para tal, A é o operado densidade da particuia colocado na forma de

transformada de Fourier,
A= f d exp (i 7)3(F ~ R(t)) = exp(iC.B(1)) (6.62)
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Figura 6.1: Nesta figura mostramos o comportamento dos coeficientes do Eq.(6.59) em
fungdo de fuwy para alguns velores representativos de ¢, ¢ = 1, 1.3 e 1.6, considerando

h=1.
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Figura 6.2: Nesta figura mostramos a comportamento de “E{T)Eggg [% (27?114) ] como

uma funcio de ﬁT?,z pora ¢ = 0.1, 0.6, 0.8 ¢ 1.0.

onde denotamos E a posigao do dtomo, e Q é a mudanca do vetor de onda para o raio-X.
A expressio para A(f) pode ser obtida da equagiio de movimento, com H — 72/(2M)

onde p ¢ o momento conjugado a R. Obtemos que

A(t) = exp(iQ.R) exp (%(2é.ﬁ+ Qz) (6.63)

e, apos alguma algebra, teremos que

gle . _ 2 MEV ) . M3 . B2 2) 1/(1-49) ”
(Q,%ﬁ)*(mﬁ—m) = _QJ;QE wh — 2]\4)/ (6.64)

onde Z, é dado por,

(6.65)
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para o caso ¢ < 1. Na Fig.(6.2), temos o grifico de S(U((%,O,ﬁ) [T’ (‘27.’1\0’) Versus ﬁr

para alguns valores significativos de o, com 7 = 1.

6.4 Discussao

Por fim, desenvolvemos aqui o formalismo ¢ de Tsallis para a descricao de sistemas nao
extensivos de muitas particulas através da generalizagio da funcao de Green e de alguma
aas técnicas de fungao de Green que sio comumente apresentadas para os sistemas exten-
s1vos. Isto nos possibilitou a obteng¢do de algumas quantidades que poden ser mensuravéis
como, por exemplo, o nimero médio g de particulas tanto para sistemas bosonicos como
fermi6nicos, além de obtermos a formulagio da funcio resposta do sistema em termos de
representagoes integrais expressando-as em termos das tradicionais. Ademais, fizemos al-
guns calculos do fungdo de espalhmento para dois exemplos; primeiramente consideramos
a fun¢ao de autocorrelagio de uma particula confinada a um potencial harménico e, em
segundo lugar, fizemos o célculo da fungdo de espathamento gerada pelo espellhamento de
neutrons ou raio-X. Pols, como mostramos, a fungio de espalhamento encontra-se relacio-
nada com a segio de choque que é uma grandeza que pode ser obtida experimentalmente
podendo nos levar a uma confirmagio ou néo da prescriciio de Tsallis para sistemas nio

extensivos.
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DISCUSSOES E PERSPECTIVAS

Fizemos a extensao de varios métodos da mecinica estatistica usual & mecinica es-
tatistica generalizada proposta por Tsallis. Obtivemos, assim, a generalizacio de al-
guns dos consagrados métodos empregados na mecénica estatistica asual, dentre eles a
formulagao de Integral de Trajetériai38], apresentada no capitulo cinco, métodos pertu-
bativos e variacionais[37], no capitulo dois e trés, e as fungdes de Green[39], no ltimo
capitulo, o sexto. Além do mais, desenvolvemos a solu¢io exata para a radiacao de corpo
negro[40], consolidando a discussio existente na literatura com tais resultados apresenta-
dos no capitulo quatro. Assim, no capitulo dois, desenvolvemos os métodos pertubativos
¢ variacionais chegando a uma desigualdade de Bogolinbov que mantém a sua forma ori-
ginal perante o indice entrdpico g. Aplicamos tal formalismo a min exemplo simples, a
aproxhmacao de um potencial harménico por um pogo quadrado de potencial. O terceiro
capitulo, como fol visto, é uma simples extensdo do capitulo dois ae caso onde tenios um
espectro discreto. A solugdo para a radiagdo de corpo negro generalizada foi apresen-
tada no capitulo quatro, onde obtivemos as relagoes termodinamicas de maneira exata

em termos de séries convergentes. No quinto capitulo, foi desenvolvida a formulacdo de
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ntegral de trajetéria para o contexto ndo extensivo de Tsallis. O capitulo seis, o dltimo,
foi dedicado & formulacio do método da funcio de Green. B OPOTtUL Y INENCIOnAr (ue 08
desenvolvimentos formais feitos aqui poderiam ser realizados de acordo coin a Ref.[43].
Esperamos que os resultados e desenvolvimentos formais obtidos aqui possam ampliar o
campo de atuagao da estatistica generalizada dando a possibilidade de se explorar nie-
lkor as questdes ndo extensivas, além da possibilidade de exibir que tais idéias e métodos
sao uteis (e mais eficientes) em outros contextos, como por exemplo, no contexto da
Mecénica Quéntica, no tratamento variacional de sistemas de muitos Ccorpos com esta-
dos que nao sejam gaussianos(65] e a generalizacio das integrais funcionais com o uso de
Lorentzianas|66].

Uma prolongacgio natural desta Tese poderia incluir:

1) A adaptacdo dos métodos desenvolvidos aqui & Ref.]45], reformulando assim a cs-
tatistica nao extensiva, o que possibilitaria resolver certas dificuldades da formulacao
atual.

2) A aplicagiio do formalismo desenvolvido aqui a situaces nio académicas, onde de
modo transparente aparece, no sistema fisico, a necessidade de levar em conta & nio
extensividade (por exemplo, sistemas Hamiltonianos com interagées de longo alcance).
Outrossim, outras extensdes seriam possfveis como, por exemplo, a generalizacido, para ¢

arbitrario, do método variacional estendido [67].
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