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Resumo

Estudamos a implementacdo, via computagao algébrica, do céleulo da fase da matriz S
na Eletrodindmica Quéantica, supondo A, externo. Como base para os nossos calculos
tomamos o principio da causalidade e, escolhendo este caminho, evitamos o aparecimento
de termos divergentes no processo. Usamos este procedimento para a construgao de
um algoritmo computacional que calcula a fase causal em quarta ordem em teoria de
perturbagoes, aplicando o resultado na determinacao da corrente de polarizagao do vacuo.
Iniciamos, assim, uma investigagio acerca da viabilidade de se produzir um mecanismo
computacional, capaz de abordar problemas em Eletrodindmica Quéntica, em qualquer

ordem perturbativa dada.
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Abstract

We study the calculation of the S matrix phase, through algebraic computation methods,
for Quantum Electrodynamics with an external A,. We take causality as the basis for
the calculations and, doing this, we avoid meeting divergencies in the process. Then, we
use this procedure in the construction of a computational algorithm for the calculation
of the causal phase, to fourth order in perturbation theory. This work is the beginning of
an investigation concerning the viability of producing a computational mechanism, able

to face problems in QED in any given perturbative order.
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Introducao

O problema das divergéncias em Teoria Quantica de Campos esta presente desde os
primeiros célculos realizados, por Heisenberg e Pauli (1] em 1929-30. A origem deste
problema estd na presenca de produtos de campos num mesmo ponto. Os campos, desde
o ponto de vista quantico, constituem-se em distribuigoes com valores em operadores.
Como, em geral, produtos de distribuigées nao estao bem. definidos (tomemos, como ex-
emplo, 6 (z)§ (z)), dai surge uma explicagao natural para os infinitos. De fato, calculos
da auto-energia do elétron e da polarizagao do vécuo, induzida por uma dada distribuigao
de carga p (), produziram resultados divergentes, nos primérdios da Teoria Quantica de
Campos [2], [3]. Estas dificuldades foram superadas posteriormente com o desenvolvi-
mento da renormalizacio por Schwinger [4], Tomonaga [5], Feynman [6], Dyson [7] e
outros.

A renormalizacao passa primeiramente pela regularizacdo dos infinitos (da mesma
forma como, por exemplo, considera-se a distribuigao § como o limite de uma sequéncia
de funcées bem comportadas, parametrizada por um certo parametro A; usam-se estas
funcées para realizar a integral, produzindo-se um resultado que é uma fungao de A,
sendo, ao final, tomado o limite A — ©c0), deixando as expressoes dependentes de um
dado parametro de “corte” A. Ao contrario do que acontece com a 8, no entanto, nos
caleulos perturbativos realizados na Teoria de Campos o limite de A para o seu valor
natural nao estd bem definido. Antes de fazer este limite, entao, é feita a suposigao de
que os pardmetros da teoria (cargas, massas, etc.) sao fungoes de A escolhidas de tal

forma que cancelem as divergéncias que aparecem nas etapas intermediarias dos calculos.



Tal suposicio é apoiada no fato de que as fungoes de Green da teoria sao ambiguas.
Essa ambignidade manifesta-se precisamente na possibilidade de adigao de termos locais
com certas caracteristicas & acdo original da teoria, escolhidos de forma a cancelar as
divergéncias. Feito isto, toma-se o limite de A para o seu valor natural e obtém-se uma
expressao finita. Os primeiros calculos feitos dentro desse espirito revelaram um acordo
impressionante com os dados experimentais (o chamado Lamb shift 8| e o célculo do
momento magnético andémalo do elétron [9]), refor¢ando a credibilidade do método.

Posteriormente, a teoria da renormalizacio fol desenvolvida de modo sistematico e
rigoroso por diversos autores [10], [11], [12], [13]. A exploragio do procedimento de
renormalizacio trouxe a tona diversas propriedades fundamentais das teorias de campo,
tais como o grupo de renormalizacio ou as anomalias [13]. A técnica fol consagrada
como uma abordagem sistemética e factivel para que se pudessem fazer calculos em
Teoria Quantica de Campos. Recentemente, outras abordagens a renormalizacao tem
aparecido, tais como a renormalizagao @ la Wilson [14] e a renormalizagao algébrica [15].
Em todas as abordagens parte-se do pressuposto de que nao se pode evitar o aparecimento
de divergéncias ao tratar campos quantizados.

Contudo, trabalhos recentes tém confrontado esta linha de pensamento. F o caso da
abordagem de Scharf [16], onde o autor mostra que pode perfeitamente efetuar todos
os célculos tradicionais da Eletrodindmica Quéantica sem mencionar a palavra “infinito”.
Complementando as idéias tradicionais da Teoria de Campos com a hipdtese de causal-
idade (que é um fato, e ndo uma hipétese, quando tratamos de situag¢oes nas quais o
campo cletromagnético é externo - o contexto deste trabalho) e os resultados de Epstemn
e Glaser [17], Scharf propde uma maneira alternativa de fazer clculos perturbativos,
livre do problema das divergéncias e fortemente baseada em relagoes de dispersao. A
téenica foi recentemente generalizada para englobar teorias de calibre nao-abelianas, com
sucesso [18]. A base da técnica estd em definir recursivamente, com o auxilio da hipétese
de causalidade, as diferentes ordens perturbativas da teoria, evitando a introdugao dos

produtos cronologicamente ordenados de Dyson. Estes produtos, expressos em termos de



produtos de fungdes de Heaviside e operadores de campo, sao a origem das divergencias
perturbativas, as quais, portanto, nao aparecerao mais.

A abordagem de Scharf é tomada, na literatura, como uma maneira a mais de se
fazer a renormalizagio de uma teoria de campo (com o que ele nao concorda [19]). Na
pratica é dificil distinguir as abordagens, j& que a maior parte dos trabalhos, ate entao,
procurou mostrar a equivaléncia dos resultados obtidos por ambos os métodos. Uma
possivel excegao pode ser o tratamento de teorias em que ocorrem renormalizagoes nao-
multiplicativas [20], [21]. Fenoémenos muito importantes aparecem neste contexto, como
a geragao dinamica de massa, por exemplo. A abordagem convencional é a de que, para
que possam ser renormalizadas as divergéncias da teorla, os termos gerados em uma
dada ordem devem ser incorporados & agao classica e os célculos refeitos. Mas isto muda
a teoria original! Em contraste, se ndo ha a obrigagho de absorver divergéncias, nao
seria necessario modificar a acio original, preservando-se, assin, a consisténcia interna
do modelo. Se este programa puder ser levado a cabo, pode fornecer um critério objetivo
para decidir a questao acima.

Uma outra vantagem do método de Scharf é a possibilidade de aplicagio da Com-
putacio Algébrica. Claramente, um obsticulo forte no caminho do uso de métodos de
computacao algébrica em Teoria Quantica de Campos é a presenga de divergéncias e a
necessidade de tratd-las de maneira quase que individualizada. Em contrapartida, uma
abordagem recursiva (possibilitada pela condigéo de causalidade) na qual s6 entrem obje-
tos matematicamente bem definidos poderia ser passivel de um tratamento computacional
(algébrico!) completo. Idealmente, através da abordagem finita, poderiamos reduzir o
caleulo de elementos de matyiz S &= um mero fornecimento ao computador dos estados
assintoticos relevantes e de uma Hamiltoniana de interagao. Neste segundo aspecto é que
se concentram as nossas questoes.

Nesta tese, damos inicio a uma investigagao visando decidir se a implementagao com-
putacional do método de Scharf é vidvel ou ndo. A estralégia empregada consiste em

analisar o calculo explicito de uma quantidade completamente determinada pela condigao



de causalidade: a fase causal. Esta fase, definida posteriormente na tese, € basica para o
cileulo de quantidades fisicamente relevantes, como a polarizagao do vacuo. Em trabal-
hos anteriores [22] Scharf esbogou um algoritmo de calculo para a fase causal, envolvendo
uma decomposicao do potencial A, que tornou aplicavel a condicao de causalidade. Este
algoritmo, porém, nao foi explicitamente aplicado, pois os calculos foram feitos apenas
até ordem e2, onde nio hi necessidade das técnicas desenvolvidas em [22]. Propomo-nos,
entdo, a estender o céleulo da fase causal até a ordem e*, de modo a ter uma idéia das
dificuldades envolvidas na possivel construcao de um algoritmo computacional que possa
calcula-la em qualquer ordem perturbativa dada. A construgao deste algoritmo permi-
tiria a abordagem computacional de qualquer problema na Eletrodinamica Quantica em
que o campo A, fosse considerado externo.

A tese organiza-se da seguinte maneira: no capitulo 1, fazemos uma breve revisao da
quantizacao de um campo de Dirac na presenca de um potencial externo, onde aproveita-
mos para definir a notagao empregada, bem como a fase causal. No capitulo 2 revemos
os dois métodos disponiveis para o calculo desta fase. O calculo detalhado da fase e a
aplicago & polarizacao do vacuo sao mostrados no capitulo 3. Ao final, apresentamos as
nossas conclusdes e um apéndice com o programa MAPLE construido para os calculos

da tese.



Capitulo 1

Espalhamento por um Campo

Externo

Nesta tese, estaremos interessados em discutir situagoes em que o campo de Dirac €
quantizado na presenga de um campo eletromagnético externo. Para este caso, pode-se
mostrar que, em geral, nio é possivel definir o Operador de Evolugao Temporal [23].
Podemos, contudo, recorrer a teoria de espalhamento, abrindo mao de seguir detathada-
mente o que acontece com as probabilidades para cada t.

Construiremos, perturbativamente, o operador 8 que fard a conexfio entre os estados
livres iniciais ¥;, e os estados finais (também livres) Yoy Com isso, escreveremos S
em funcio dos operadores de criagao e de destruigao de particulas livres. Embora esta
construgao seja bastante usual, iremos aproveita-la para introduzir a notagao utilizada e

o coneeito, ndo tio amplamente discutido, da fase causal.

1.1 Quantizando o Campo de Dirac

A formulacao da Mecanica Quéntica Relativistica, em bases analogas as da Nao-Relativistica,
nos apresenta um cenario onde aparecem problemas de interpretagao. A solugao vem

quando cumprimos o processo de “segunda quantizagao”. liste processo nos conduz a



uma teoria de muitas particulas onde, em geral, o numero delas nao é conservado na

evolucao temporal. Nesta secio, aplicaremos o método para o campo de Dirac livre.

1.1.1 O Espago de Fock

O ponto de partida, para a construgao de estados de muitas particulas, serd o espaco de
uma particula H,. Neste espago, tomando o conjunto completo de operadores comutantes
X, Y e Z, teremos por elementos, para cada tempo t, funcdes f(z,y, ), que passaremos
a representar por f(z), tais que f € L*(R°).

Um estado de duas particulas no espago de configuragoes pode ser representado por:
wolz1, 22) € Hy = Hy @ H;y. (1.1)

A extensdo para um estado de n particulas & imediata:

onlzy, .y 2n) € Hp = H’Hl = H®™ (1.2)
®

Se estivermos tratando de particulas idénticas, estaremos restritos a estados simétricos

para bosons,

n(pn - | Zﬂon Trl1y - Tm,) (13)

ou antissimétricos para férmions,

n(;on = IZ _1) (Pn Tris - xvm)a (14)

onde a soma ¢ feita sobre todas as m permutagoes das n particulas.

Assim, o espago fisico dos estados de n elétrons, por exemplo, é:
He = A HE". (1.5)

Para se tratar o nimero de particulas explicitamente como parte da dinamica, define-
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se o espago de Fock

F=> Hn. (1.6)
@
n=0
sendo
Ho = {a)}, a € C, (1.7)

o vacuo, ou seja, o estado sem particulas.

Um elemento do espago de Fock pode ser escrito como:

¢ = (@0,99179023'“)) (]8)

onde

Yo € Ha, w1 € Ha, o € Ha, ... (19)

O produto escalar é definido por:

o0

(@, %) =3 (@n, ¥n)n, (1.10)

n=0

a partir do produto escalar (¢n,%n)n em Hy. Isto permite estabelecer os estados que

admitem interpretacéo fisica. Assim, F ¢ o espago constituido de todos os estados ® tais

que:
[o 0]

”(I')”2 = Z(‘Pn;@n)n < 0. (1.11)

n=0
1.1.2 Operadores no Espago de Muitas Particulas

A dindmica dos estados de muitas particulas serd descrita pela acdo de objetos que serao
extensées dos operadores definidos no setor de uma particula. Estas extensoes ligam

vetores no espaco de Fock:

¥ = AD. (1.12)



Assim, é possivel mostrar [24] que qualquer estado ® pode ser levado em outro estado
U pela acao de operadores que criam e aniquilam particulas, ou seja, todo operador A,
que atua no espaco de Fock, pode ser escrito em termos dos operadores de criagao e de
aniquilagao. Faremos a seguir a defini¢ao detalhada de tais operadores,

O operador de criacdo a(f)’ que cria uma particula no estado f € 7, ¢ definido

através de

a(f)' = f,
(a'(f)T(D)n = VnSe(f ® Pu-1) ou (a(f)T(I))n = A (f ® wnoy).

(1.13)

Adicionalmente, consideramos também os “operadores” de campo a'(z), que nao sao
verdadeiramente operadores, mas funcionais que tomam valores em operadores. Eles

fazem o mapeamento f — a(f)’ da seguinte maneira:

o)t = [ dnal (x) (). (1.14)

Definimos também os “operadores” de campo no espaco dos momenta usando f(k), a
P P )

transformada. de Fourier de f(z):

alf)! = [ d*kal(k) f(k). (1.15)

Sendo fij(x) e f;(k) bases ortonormais completas em 7, , podemos escrever (1.14) e

(1.15) como o produto escalar formal:

a(f;)1 = (f7,aM(x), (1.16)
a(f;)t = (f}.6'(K), (1.17)



que conduz a

al(x) = 3 alf;) fi(x)" = D alf) fi(), (1.18)
a'(k) = 2 a(F3) Fi(k) =D alF) (k). (1.19)

Devemos observar que a'(z) € a’(k) nao sao operadores em F , uma vez que:

(a(k)T(I)) kl: Kk Zf} \/—S fj (kl Cn— 1(k21'--ykn))

— \/ﬁsna(k_ kl) (Pn——l(k%"-vkn))' (120)

Portanto, a(k)'® nao é um vetor de F.
Da mesma forma, definimos o operador de destrui¢ao a(f), que aniquila uma particula

com estado f € H;

af)2 = 0, (1.21)
(@) ) (@1, oy Tn) = \/n—l—1fdaa:f(x)*(pnﬂ(:c,xl,...,a:n). (1.22)

De forma semelhante obtemos as suas “versoes locais”
= [dferala) = [ &k (k) alk) (1.23)

e, analogamente ao operador de criagao,

ol f;) = (f3, a(x)), (1.24)
a(x) = Za(fj) fi(x), (1.25)
a(k )=Z (f;) Fi(k). (1.26)



E possivel mostrar que a € o satisfazem & seguinte dlgebra:

la(f), alg)] = [a'(f), a(9)] = O, (1.27)

[a(f), a'(9)|® = (£, 9)2 para  (®)n € Sp'Hn. (1.28)
{a(f),alg)} = {a'(f),a'(9)} =0, (1.29)
{a(f),a'(9)}® = (f,9)® para (@), € AxH,. (1.30)

A partir da agio destes operadores no vicuo, pode-se construir todo o espago de Fock
[16] e qualquer operador que J4 atua.

Assim temos o operador nimero:

N = /dsxaT(x)a(x), (1.31)
com a propriedade:
(N®)n = nipn. (1.32)
O seu dominio é:
D(N) ={® € F, IN®|* = 3 #*(pu, on)n < 00} (1.33)
n=0

De maneira analoga a (1.31), define-se o operador A (atuando no espago de Fock)

correspondente ao operador A(z) definido no espago de uma particula
A :/dsxaT(X)A(x)a(x) (1.34)

ou

A =3 A e)a (Falfi). (1.35)

i
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1.1.3 O Campo de Dirac Livre

Estaremos agora tratando de eampos spinoriais. Neste caso o espago de Hilbert para

uma particula é H, = (L?(R?*))*, constituido de estados f tais que:

h

;- j:z e F'(f B b k) (1.36)

fa

A dinamica sera determinada em H, pelo hamiltoniano {escrito no espago dos momenta):
Hy=mpf+ ap (1.37)
onde f e a sio quatro matrizes satisfazendo a algebra
{of, a7} = 269,

[, B} = 0. (1.38)

A partir delas definem-se as matrizes y como

y = fa. (1.39)

O espectro de Hp inclui energias positivas e negativas. Os operadores Py que projetam

sobre os subespacos associados a estas energias séo dados por

P = —r) (1.40)

11



com o que, podemos decompor H; como abaixo,

Hl == P+H1 + P——Hl-

(1.41)

A defini¢io dos operadores de criagdo e aniquilagio é feita como na se¢ao anterior:

alf)! = [dral(osx) = [d% al () (k)
_ ( f &z f(x)fa(x)) _ / &2k F(k)Ta(k)

(1.42)

(1.43)

com a ressalva de que af(z) e a(z) sao agora matrizes linha e coluna, respectivamente.

A decomposicio (1.41) pode ser levada aos operadores:
a(f) = b(Pf) + d(P-f),

a f)t = b1 (P.f) +d'(P-]),

com

b(Pf) = d(P,f) = 0.
Teremos os anticomutadores:
{b(£),b(g)} = {v(£),07(9)} = 0,

(B(),b'(9)} = (P f, Peg),
{d(f),d(g)} = {d'(f).d'(g)} =0,
{d(f),d"(9)} = (P-f,P_g).

A defini¢io mais natural para o hamiltoniano no espago de Fock seria entao:

H= ij‘a x) [ b1 (f5)b( fi) +Zgja (x)gx)d! (g;)d(gs),

12
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(1.47)

(1.48)
(1.49)

(1.50)

(1.51)



que nos apresenta o problema de nao ser limitado inferiormente. A solugao encontrada é

decompor os campos, nio mais em a e a , mas sim em ¥ e 9!, definidos por:
P(f) = b(Pyf) -+ d(P-f), (1.52)
P(f)F =01 (Pf) + d(P.f), (1.53)

com regras de anticomutacao obtidas a partir de (1.47) e (1.49):

{2(£),¥"(9)} = (£, 9)- (1.54)

O hamiltoniano passa a ser:

H - Z Fiy HX) fe)b (f)0(fr) Z g5, H(x)gx)d(g5)d (gx). (1.55)

Para que, finalmente, tudo fique bem determinado, faz-se a redefinicao do valor esperado
de H no vacuo. Para isto, basta que se reescreva o operador com produtos normalmente

ordenados:

H = Z L HE PO f5)0(fe) = D (95, H(x)gi)d (9e)d(g;), (1.56)

jk

desprezando o termo numérico resultante do anticomutador entre df e d. Desta forma

obtemos um hamiltoniano que é limitado inferiormente.

1.2 Interacao com um Campo Externo

Caminhando em diregio a situagdes mais realisticas, consideramos uma interagao com
um campo eletromagnético classico. Uma vez que entramos na arena das interagoes
dependentes do tempo, passamos a enfrentar, imediatamente, numa grave dificuldade na

quantizacio: se o operador hamiltoniano muda com o tempo, entao teremos que definir

13



um espago de Fock para cada instante £. No caso em que todos os campos interagentes
sdo quantizados, temos complicacoes ainda mais agudas, pois a prdpria interpretagao de
particula fica comprometida. Uma saida € a teoria de espalhamento, em que o sistema

s6 & observado muito antes ou muito depois de ocorrida a inferagao.

1.2.1 Evolugao Temporal e Matriz S

Faremos a consideracao de que o campo externo se anula para t — +oc. Assim, nestas
regides, podemos dizer que teremos estados livres Wy, = ¥{—-o0) e ¥, = Y(oo). A
ligacio entre W, e W, serd feita pelo operador S.

A construcao do operador S8 é num problema basico em feoria de campos, e a condigao
de causalidade desempenha um importante papel neste esquema. Em alguns traballios
[17], esta condigdo substitui a equagio de movimento.

No nosso caso, a construgao de S sera feita a partir da receita fornecida por [25], [26].
Tomando por base o operador S no espago de uma particula, chegaremos ao operador 8
no espago de Fock através de relagoes algébrﬁcas.

Novamente, o ponto de partida é a dinamica para o setor de uma particula {onde o

operador de evolugao é bem definido), dada pela equagao de Dirac:

O gy oyt 1, (1.57)

onde Hy é o hamiltoniano do campo livre. Neste casc a solugao pode ser descrita por um

operador unitdrio em H;

ft) = Ul t0)f(t), (1.58)
com as propriedades:
Ult,t) =1,
U(t,tl)(](tl,to) - U(t,to), (159)

Uittt =U(t,t)7 = U(L, t).

14



Utilizando U, obtemos a matriz S para o setor de uma particula:

§= lim e"PU(t tg)e 0. (1.60)
t—o0

Faremos, entao, a conexao com o operador S, que atua no espago de Fock através de:

Yo (t) = P (S(0)'f) = SMy™(£)S (1.61)

e ainda

) = (ST = Sty (f)TS. (1.62)

Segue, imediatamente, que para f € Hyege H_:

b(F)S = SB(S!_ f) +d(s" . ), (163)
d(g)!S = S[b(Sh_g) +d (St _g)T, (1.64)
b()IS = SB(SL N +d(sTL 1), (1.65)
d(9)S = S[b(S]_g)" +d(ST_g)], (1.66)
S,,=P,SP,, S,. =P,SP., S.,=P.SP,, S._=P.SP_. (1.67)

Mostra-se (veja [16]) que a expressdo de S que satisfaz esta algebra é:

G = CeMbldl . (A2-1)pb" .. (1-Ag)dd! eAabd (1.68)
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onde €' ¢ uma constante que depende funcionalmente de A, e

Aldt = jzk(fj,sﬂ(srlgk)bf(fj)d* (g%), (1.69)
Abb' = %j(fj, (847 Fe)bf)6 (fi), (1.70)
Agdd" = jZk(gj, (554) "g)d(9;)d! (9x), (1.71)

Agbd = jZk(fj, (S34) " o)b(f3)d (1), (1.72)

com f; e gp sendo conjuntos completos de fungoes ortonormais em H, e H_.
Estas expressoes dos operadores A;, A2, Az e A4 ndo sdo Unicas, pois hi relacoes

entre as projegoes (1.67) em virtude da unitaridade de S :

S§ts =1 (1.73)

St S st st
g = ++ P+ , gt — ++ ' (1.74)

5., 5 _ ST, ST

Assim, temos:

Sy St 48,81, =Py (1.75)
S,,8t_ 45, 5. =0 (1.76)
S_ 8. +5_ .8, =0, (1.77)
S .8t s st —p; (1.78)

Finalmente, podemos determinar €', a menos de uma fase, utilizando:
(89, 80Q) = |C)? (X' Q, M) = 1. (1.79)
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A partir da decomposicao espectral de A4, :

Ay :ZJU’J((PJ?) ’d}j: (180)
At =3 (o5, Astie) B (i) '), (151)
ArbTdh =" bt () dt (), (1.82)

2

onde {p;} e {1} s8o bases adequadas de H, e H_, respectivamente [27], chegamos a:

é?:deAMﬂ, IO =det(1 —5_.ST,). (1.83)

A expressao acima determina o modulo de C, restando uma fase, da qual trataremos

no proximo capitulo. B importante mencionar que este resultado indica condigbes para
que possamos definir o operador S. Os determinantes acima (e conseqiientemente S)
existem, se A{Al é classe traco, o que define A; como um operador de Hilbert-Schmidt
[27]. Este mesmo critério pode ser aplicado & questao da existéncia de um operador de

evolugao temporal U, unitario no espaco de Fock

w(U ') = UMy()U. (1.84)

A condi¢ao para que U exista é que P UP. seja um operador de Hilbert-Schmidt,
a qual, em geral, nao é verificada. No caso do operador 5, a condicéo é satisfeita para
uma classe de problemas bem mais ampla.

Finalmente, um vez que S e S estéo relacionados por (1.79), a invariancia de S por

transformacoes de calibre

S|A] = S|4 (1.85)

implica que S também serd invariante por transformacgoes de calibre.
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1.2.2 Expansao Perturbativa

Considerando

H(t) = Ho + Iht),

obtemos a matriz S para uma particula, pela série perturbativa:

§= 3 (=iy f_jdtl f_t;dtg...ftn_ldtn Hi () Hy(t) .. Hy (L),

n=>0 e

onde

Hi(t) = ot H (1) e Hor,

No espago dos momenta, o termo de ordem n de S sera:

(n) (i) [t h a1 3 3 3
S (p)q) = (271_)%; v/;oo dtlf_ dtz ~ dtnfd p1fd pg...fdpn_l X

XHI(tla P, PI)HI (t27 Pl:P?)-"HI(tlp Pnfl;q):

com

Hy(t ,pj 1,p;) = 0@ H (2, p; ) — py) @ o)l

Utilizando ainda

P.(p)Ho(p) = E(p)P:(p),

ficamos com:

_n +oo 4 tne ) . .
r:(tn:?:(p’q) — (L_E”Lf dil _] dLQ ldtneiztlb(p):titnE(q) w

— o0

X fd3p1 /dapg...fdgpn_lPi(p) Hi(t,p— p1) g HHolp)(t1—ta)

e o)t (g o q) Py(q).

(1.86)

(1.87)

(1.88)

~—

1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

Esta expressao pode ser utilizada para avaliar a condigao de Hilbert-Schmidt de S, .
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[16], para que S fique bem definido (conforme foi dito na secao anterior). A condicio
obtida é que A*(f) seja continuo em ¢ , e que sua primeira derivada tenha apenas finitas
descontinuidades.

Vamos, ainda, reescrever (1.92), substituindo as integrais em ¢. Definindo
Sn(t, p) = B(t) e~ H®), (1.93)

e, calculando a sua transformada de Fourier,

lim [ etpolt—et) ity _

1
SR@O:P):\/%e_'O A

1 p+m 0 ?
, = —85"(p)4°, 1.94
V2 p? —m? + szOfy N (p)y (1.94)

chegamos a,
S8 (p,q) = —i(27)"*! € Py (p)y” / d*pi... f d*pn_r X (1.95)

xA(p — p1) S (p) APy = p2)... 5™ (Pu-1) A(pn-s — q) Pr(a),

onde foi usado:

P = e, At p) = o [dkiAl p-p)e™ (199

A partir de (1.95), podemos encontrar a expressio para S~
(S:1)(p,q) = i(2m) > e”Pi(P)’rO/d“pl---/d‘*pn_l X (1.97)

X Alp — p1) SA (p1)A(pr — p2)-.. S (P 1) A(Pro1 — ) Pila) ,

com

SAF (p) = (1.98)




Estes resultados serao uteis nos proximos capitulos.
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Capitulo 2

Determinacao da Fase Causal

2.1 A Condicao Diferencial

Conforme foi visto anteriormente, hd uma fase indeterminada na expressac de S. Esta
fase sera obtida pela imposi¢ao da condicao de causalidade.

Escrevemos € na forma

C = Coe¥, (2.1)

uma vez que a fase dependera do potencial externo A* .

Retornando ao setor de uma particula, consideremos o seguinte potencial:

A*(z) = Al (z) + AL (x), (2.2)

tendo A; e A, suportes disjuntos no tempo
suporte A, C (—o0,fp), suporte Ag C (tg, +00). (2.3)

Assim, o estado (de uma particula) inicial @q serd primeiramente espalhado por A,

resultando no estado intermedidrio S[A;]pg. Este, entéo, sofrera a acao de A, de forma
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que o estado final serd SAs| S|A1]po. Mais especificamente, usando (1.60):
S = Uy(0, 00)U (00, —oc)Up(—o0, 0) = (2.4)

S = Up(0, 00) U (00, #)Us(r, 0)Uo(0,7)U (r, —00)Un (—00,0) = Sa.5 (2.5)

Obteremos um resultado andlogo para S no espago de Fock:

B(SE)F) = w(S1 ) S2(0)f) = ST (Sa(8)1£)81 = SISLy(f£)8281 = ST(f)S . (26)

Conclufmos entao que

S[A; + Ag] = 8[A|S[Ay], (2.7)

para dois potenciais com suportes disjuntos no tempo. Esta condigao é chamada de
condigdo de causalidade, no sentido de que o que acontece em ¢ <ty (representado por
S (A;)) néo é influenciado pelo que acontece em & > to (representado por S (Az)). Esta
mesma condi¢io pode ser expressa diferencialmente. Consideremos dois pontos « e y tals
que z° < 1o < ¢°. Desde o ponto de vista funcional, podemos considerar A, (z) ¢ A,(y)

como varidveis independentes,

54, (z) _ f
AL () 0. (2.8)

Desta forma, temos
0 __§[A] = S| A ——S[A 2.9

Multiplicando por Sf[A] = ST[A;]S!{A,] ambos os lados da equagio obtemos,

il Af(:r)S[AJ - sta) Af(m)S[All' (2.10)
Portanto,
5 (g © B
i (s [Al]——éAM(m)S[Al]) —0. (2.11)
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Utilizando agora

S[A] = ST[A[S|A4], (2.12)

obtemos, finalmente,

8 20 <ty <y
STiA| S[A]} =0 (2.13)
6AL(y) 64, (z) A,(z) = 0 numa vizinhanga de 2 = to.

Se desprezarmos a segunda consideragio teremos a condigao de causalidade de Bogoliubov

[10]:

& §
0,8 S =0 ara ¢ < ¢° 2.14
s (S0 v 210

(sendo A, um potencial arbitrdrio). A condigao de Bogoliubov é nitidamente mais forte
que a citada acima. Vamos mostrar que é possivel calcular a fase a partir de (2.14). Para

isso, explicitaremos @[A] em (1.95) fazendo:
S =¥l g (2.15)

Entao
b )
—— S, ——881 | =
5,4,,@,)( '64,(@) )

. i
S [e_“” " (wa,80) + (S’Q, d sfn)}z

64y L 0 §A,(z)
=1 62('0 é ! é !
T | AW (S Q’ 5,4“(1-)59)' (2.16)

A parte real da condicao de causalidade é identicamente satisfeita, uma vez que

(Q, st 5 A5 (x)sn) (2.17)

é imaginario puro, devido a (Q, STSQ) = 1. A condigao para a parte imaginaria serd a

base para a determinagao de @[A].

23



Faremos agora a determinacao da fase causal, na ordem mais baixa em teoria de

perturbacao. Assim:

S'Q = Coe™ 0 =, (Q + 3 (S (S 2) e bhd QO+ ) :

Uma vez que {(S__)~! = 1 em primeira aproximagao, temos:

5 50, 55,
' S0l = o T +
(S & A ) lc" s (S% 5,4#(;1:))] +

Como o lado esquerdo de (2.19) é puramente imaginario, concluimos que

5C, 55,
Cosaay TR [Tr (S = &%(m))]

, 5w . 55, _
(s Q, My(m)s Q) =4 1Im {Tr (51_ 5,4#(@)] _

Podemos, entio, reescrever (2.16) como:

s b ga) o
5A4,0) (SQ’ éA#(x)S”) = 54,1164, (@)

) i 65, B
5Ay(y)1m {Tr (SJr 6}4#(3?))} =0,

Flz,y) =1 +

+

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

para 2% < yY. Isto define F'(z,y) como uma funcdo ceusal, ou seja nula para pontos y

que sejam posteriores a z. Este tipo de fungao satisfaz propriedades especificas bastante

restritivas, como sera visto abaixo.

Usando a expansao (1.95), podemos calcular ;ﬁf?y—)lm [Tr (Sjrﬁ%

vamente, obtendo:
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com

P (k) = (kK ~ KgH)P(k),

onde P(k) é dado por

2 om? 4rn?
Py =" (1 + ﬂ) 1— :; O(k? — 4m?)sgn k°.

(2.24)

(2.25)

Para calcular a fase ¢, usaremos o fato da transformada de Fourier de uma funcio causal,

satisfazer a uma relacdo de dispersao ([16], [28]), ou seja, se
F(t)=0 para <,
entao, as partes real e imaginaria da transformada de Fourier
R(w) = /OOO F(t)e™dt
estarado relacionadas. No caso em que
|R(w)| < const. |w|™, para |w]|— oo,

temos

ImR(w)*EL:w—O)n—HP f - ReRAS) 40

wo)" (¢ —w)

dc.

ReR(w) - Y= p I : tm RC)

n ~o0 (¢ — wo)"T({ — w)

A aplicacdo ao nosso problema é imediata, pois definindo (k) a partir de

___62—(’0__ 4y, ik{z—y) kH*EY o
A T o) fate (k g )Q(k),
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temos

62 _8 4y, ik(x—y) Kk v ;
Flz,y) = =5(2m)° [ d*he ) @) +iPW), (28]
com (k) e P(k) reais. Notando que
|P(k)| < const. [k, (2.32)
entao, usando (2.29):
W), 1= P
Ow) = #Pf _%) e 233
W= P L P ) (239
Finalmente, fazemos uma dupla integracao funcional e obtemos:
DpA] = [d Ay (SF — goo A :
A = [k AR, g | Qlk) Ay (k). (2.34)

O resultado corresponde & fase causal, calculada em segunda ordem na constante de

acoplamento.

2.2 Célculo de ¢[A] pela Condigao Global

Na segunda referéncia citada em [22], Scharf ¢ Wreszinski argumentam que o método
apresentado acima para o célculo da fase causal ndo é completamente satisfatorio, apon-
tando como desvantagens uma possivel ambiguidade na integracao funcional final e di-
ficuldades para célculos numéricos efetivos. A partir dessas consideragoes, os autores
mostram, entao, como calcular a fase usando a condigéo de causalidade sem diferencia-la
em relagao a A, (condigdo global). Nesta secdo, vamos revisar este método, fazendo o
caleulo de p[A] a partir da equagao (2.7), evitando diferencia-la. A estratégia utilizada
serd: (i) tomar um potencial com suporte ﬁﬁitb",' (ii) “partir” este suporte, (iii) utilizar
(2.7), e (iv) retornar ao potencial original.

Trataremos apenas com potenciais continuos no tempo, com primeiras derivadas

26



continuas por partes. Além disso, o potencial serd diferente de zero, apenas em um
intervalo finito de tempo [0,T]. Faremos, entao, uma divisao desse intervalo em N partes
At = T/N. Em cada um desses intervalos serd feita uma aproximacao linear para o
potencial. Os intervalos At serdo entdo transladados, de maneira que dois intervalos sub-
seqiientes fiquem separados por (26t). Terminaremos a construgao, fazendo o potencial

ir a zero no ponto médio de cada um dos intervalos 26t. Ao final, teremos o seguinte

potencial:
ARty — Ar) 4 BLIAGEAI g AL, para ;- A< TSt
(At x)) =9 ALzB0 ¢4 Ap46t), para f; — At - 8L <t <t;— At
2Nt 4 8t — 1), para t; <t <t + 6,

(2.35)
para j = l,...,N. A visualizagho do processo é facilitada pela observagao da figura
abaixo:

Ate) i
il
]
1
v
||I ' |‘
. 1
S I# i
\“f [} L ——
o at t r st 20t ‘
A transformada de Fourier de (2.35) é:
~ 1 . A (ty) — A= ()
A4 = Kot — explikot 2.36
(35(6)) = oz | libote] — explibors) =L 23

Jre)cp[?,ﬁcgtl] - e;fhke(tl ~ &)]A“(t]) _explikola) — e;z)li,ko(fQ - &)]A“(ig) |

onde to = t;, &) = t; — At e A¥(t) = A*(¢, k).
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A partir desta construgao, podemos aplicar (2.7) sucessivamente as matrizes de espal-

hamento S? correspondentes aos potenciais A% (t,x). Faremos, entdo, os limites 6t — O e

At — 0, reobtendo o potencial original A*(¢,x).

Inicialmente, tomamos dois potenciais com suportes disjuntos e os respectivos oper-

adores de espalhamento:

i tat - t - 1
S, = S[Al] :Cletgalefllb d :E(Ag 1)bb . 6(1 Az)dd :6A4ba!

€
S, = S[Ag] — C2ef<pzes1md1 : e(Bzfl)bb" . e(l—Bg)dd* . gBabd
Mas se
Atz) = Af(z) + Ay (z)
e

; Tt - 1 — i
S[A] _ Ceupele d 26(D2 1)bb . 6(1 Dz)dd 26D4bd

7

S.e S, estio relacionados a S[A] por (2.7). Podemos concluir que:
(2, S[A|Q) = Ce¥ =

(Q, S[A2]S{A]_]Q) = C1C, ei(‘f’lﬂ!’?) (Q’ qubdefhdeT Q)
Desta expressao chegamos a:

CHCCQ) det{1 -+ BsAy).

e — ileter) (

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

Notamos que o moédulo de (91692) det(1 + BsA;) tem que ser igual a um. De [ato,

sendo S e S, os operadores de espalhamento do setor de uma particula S{Ay] e S[A,],
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respectivamente, temos:

o[
T\

o que nos permite escrever:

)det(1+B4A1) — iImIndet(l 4+ (S2) 7" (S2)—e (S1)4-(S1)71),  (244)

© = @1 + o+ ImIndet(1 + (S2)71 (S2581)--(S1)21). (2.45)

O resultado (2.45) pode ser aplicado sucessivamente aos potenciais AV? (t,x) para obter-

mos:
N —
=Y @lA% + ImIndet(l + (871 (S;)- (S — 1))=-(SG = 1))-0), (2.46)
i=1
onde
l_[ Si 3 s€ 32 2
SG—1) - q = |
0 se j=1

Apos algumas manipulagdes, chegamos a expressao:

P = i(p[ﬁ;‘] + ImIn det (S(N)A ﬁ(Sj):i) : (2.47)

=t

Mostra-se [22] que, para os limites 6t — 0 e At — 0, (p[ﬁ?] pode ser substituido pela
sua aproximacao em segunda ordem ¢® [ﬁf; |, caleculada a partir de (2.34), nao tendo

contribuicdes de outras ordens. Ficamos entao com o resultado:

w4l = lim lim {th(g (A%] + ImIn det (S(N)__ ﬁ(Sj):l_) } . (2.48)

At—0 §i—0 ,
Jj=1

Este termo ainda nao esta pronto para ser caiculado, pois temos uma divergéncia ultra-

_ N
violeta em ¢¥[A4] ¢ det (S(N)uk [1(S;)~' }. O problema é apenas aparente, uma vez
=1
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que as divergéncias se cancelam. De fato, podemos escrever

N
det (S(N)“_ H(SJ):I) = det{l + T(N}|, (2.49)
j=1
onde T(N) é constituido de termos com 2, 4, 6,..., operadores S_; ou S;_. Dentre

estes fatores, aqueles que possuem dois operadores (S;)_4 e (8;)4—, serao operadores
de Hilbert-Schmidt, e os demais serdo classe trago. Assim, pode-se regularizar (2.49)

fazendo
Imlndet[l1 + T(N)] = ImIndet {1 +T(N)|exp[—TrT(N)]} + Im Tr T'(N).  (2.50)

Substituindo (2.50) em (2.48), verificamos que a segunda ordem do termo Im Tr T(N),
que representaremos por Im Tr T(NV )., pode ser combinada com Z;.\;l (p(g)[ﬁgL], resul-
tando finalmente em:

N
ST @A 4 Im Tr T(N)2| +
ij=1

At—0 §t—0

w|A] = Hm lim {

+ ImlIndet {[1 + T(N)]exp|-TrT(N)o|}} =

&11_:[)10 61ti£n)0 {(p(g) (A(N)] + ImIndet {[1 4+ T(N)] exp[—TrT(N)g]}} . (2.51)
onde
N
AN =AY, (2.52)
lim lim [o@[AN))] = ©2[A], (2.53)

que podemos calcular usando (2.34).

No préximo capitulo, estaremos envolvidos com o célculo de @|A] utilizando a ex-

pressao (2.51).
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Capitulo 3

Implementacgao do Célculo de ¢|A| e

da Polarizacao do Vacuo

Neste capitulo, faremos uso da expressao
oAl = @ [A] + Jlim Jim {Imlndet {[1 + T(N)] exp|-TrT(N)a|}} (3.1)

para estudar a implementagao de um algoritmo computacional algébrico que caleule | A,
em quarta ordem em teoria de perturbagao. No final, aplicaremos o resultado ao calculo

da polarizagao do vécuo para uma configuragdo A, genérica, nesta mesma ordem.

3.1 Detalhando o Problema

Comecaremos com uma anslise mais detalhada do termo

(1+T(N)) = SIN)-— [T(Sn-E (3.2)

=1
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O fator S(N)__ pode ser escrito como:

1 N 1 N 1
SN =110+ > 1T Sum + 22 1 ks + s (3.3)

=N Frk=1i=N F>k>l>m=1i=N

onde (Sifjkim,.|)- - representa:

S;)__ se i>jouk>ix>| ..,
4+ S jJ>i>koul>i>m, ..,
(3.4)
)+ se 1=7,{,.. ou
Si)y— se i=km,... ,

e onde

N 1 N 1
H Swm e > 1 Swswim (3.5)
1i=N

i>k= izk>i>m=1i=N
sao os termos com dois e quatro fatores (S;)y; tespectivamente. Através de (1.95),
notamos que (S;); 4 e (S;)__ tém o termo de ordem zero igual a um. No caso de (S5;)_;
e (S;)4_, o mais baixo termo da expansio tem ordem e'.

——

N
Ao multiplicarmos (3.3) por [] (S;)ZL , temos:
=1

N N 1 N
SN 11 =1+ 32 1 Susm [[(Sj):l_ + (3.6)

—+ Z HSJ,k;m]H + ...

Fxk>I>m=1i=N

Podemos reconhecer:

Z H Sl k] H + Z H S, k,t,m) H o4, (30

Frk=1i=N F>k>l>m=1i=N

1 N
Toda a contribuigdo de segunda ordem encontra-se em Zj\;k:l [1 Sijm I1(5;)20, uma
j=N F=1

vez que todos os demais possuem quatro ou mais fatores (S;)i¢ e, portanto, a ordem
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mais baixa destes termos é &*.

Usando a identidade
Indet A =TrinA (3.8)

aplicada a (2.49), temos:
Indet(l + T(N)) = Trln(1 + T(N)). (3.9)

Fazendo uso da definicao de In(1 + T'(N})} pela série:

TP [T@® | )

In(1+T(N)) =T(N)+ 5 + 3 + 1 + (3.10)
ficamos com:
Indet{1 + T(N)) =TT (N)+Tr [T(;V)] +Tr [T(é\/’)] + Tr [T(f)]‘l + ... (3.11)

Em uma primeira abordagem do problema, estaremos interessados em calcular (3.11) até
quarta ordem em teoria de perturbacac. Isso significa que tomaremos apenas os termos
TrT(N) e Trmzm]—z—. Por fim, é importante notar que s6 teremos poténcias pares de ¢
na expansio de ¢|A] [22], e a exponencial em (3.1) cancela o termo de segunda ordem.

Teremos, entdo, que calcular TYT(N)y e Tr(T(N)2)2.

3.2 Calculando Tr7'(N), e Tr[TQ(N)h

Os termos de quarta ordem, presentes em Tr7'(N),, podem ser classificados em trés
grupos:

1) termos constituidos por quatro fatores de primeira ordem, que indicaremos pela
notacao 4F'1;

ii) termos constituidos por dois fatores de primeira ordem e um fator de segunda

ordem (2F1);
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iii) termos constituidos por dois fatores de segunda ordem (2F2);

Passamos agora & determinacao desses termos:

3.2.1 Termos 4F1

Neste grupo estao as expressoes do tipo:

Tr ((S5) 1 (5) = (Se)-=(S1)4-), (3.12)
T ((85) -1 (55) 1+ (S )4+ (5D +-) 5 (3.13)
Tr (Sz)—+(SJ)+— (Sj):l— (Sl):l— ’ (3'14)

com 1l <l<k<j<i<N.

Para {3.12), usando a aproximagao de primeira ordem em (1.95), temos:
(S (57)+- (S0) (S ) () = (20) P- (=p)" [P [ d'pa [ dps

X Ai(—p — p1) Pr (1) 45 (ps + p2) P-(—p2) x (3.17)
XV A (-~ p2 — p3) Pr(ps)r Ai(ps + @) P-(—q).
Tomando o traco, temos:

Tr((S0)- 4 (8) - (S0) - +(S0s) = @)% et [d'p [dpn [ d'pa [d'pa

xtr (P_(—p)y*4i(=p — 1) P (07" Ai(p1 + p2) % (3.18)

x P_(=p)7" A(—p2 — p3) Px(pa)y"Aul(ps + P)) ,
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onde foi usada a propriedade de permutacoes ciclicas nio alterarem o traco.
que:
P pyp P
S Y
e
+m
P 0 — prm

e fazendo dj—sg — [d% 6(p* — m?)O(py) temos:

TE((S0)-+ (57— (S)-+(S)r-) = (2m)2 &t [a'p [d'py [d'py [ d'py

xtr ((p — m)4(—p — p1) (P + m)4;(p1 + p2) (P2 — m) ¥
X Ax(=p2 — pa) (Ps + m)4i(ps + p)) ¥
x6(p* — m*)8 (po)b(p} — m?)O(p1,)6(ps — m*)O(p2,)6(p5 — m”)O(ps,).-

Introduziremos, agora, as novas variaveis:
B H
ki - (p + pl) 3

kY = (p1 + p2)¥,
ki = —(p2 + pa)*.
Isto nos conduz a:
Te (S0 +(57) (S (S04-) = @m)"2 &* [k [ dhs [ d*he
X Api(k1)Aui (ko) Ape (ks)Agi(—ks — ko — k) x
x [ dtp b ((h—m)y*(—hy — B+ m)y (b B+ m)

Xy (—fs — Ko — K1 — p+ m)y7) x
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Sabendo

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)



x8(p? — m2)O(po)d((—kr — p)* — m*)O(—ky, — po)6((kz + k1 + p)* — m?)
O (kg + k1y -+ 0)8((—ks — kg — k1 — p)5 — m*)O(—ka, — koo — k1o — P0).

E importante notar que todos os termos 4F'1 serdo caleulados a partir de expressoes do
tipo (3.23) e, portanto, a integragao de [d*p tr... estard presente em todos eles {com
poucas mudangas de sinais no argumento do trago). Escolhemos o caminho que se segue,
para simplificar a aplicagdo computacional do procedimento a todos os fatores.

Podemos calcular
47 = tr (b — )y (gt m)Y e+ P - m) (3.24)

XY (Mg — o=y —Pp+m)y) =
Pal-kr = p)glha + E1 + )y (ks — kg — k1 — p) tr(y%y* P "1 7"7) +
Pal—k1 — p)p m® tr(Y* Yy v 7) +
Palka + k1 + )y m* tr(v* ¥y 719"Y7) +
Do (—hiz = kg — ki — p)u M7 tr(y* "y ") +
(—k1 — P)alka + ki + p)y m® tr(y* 477" y"9y7) +
(k1 — p)p (—ks = ko — k1 = p) m° tx(*4*7"¥"y"") +
(ko + k1 + )y (—ks — kg — ki —p)x m* tr(y#y" """ 7) +
mtr(y""y"77).
Este termo é calculado, com auxilio de computagio algébrica, para ser utilizado em:
TRYPT = /d“p e (" — mzil9(po)5((*k1 - p)* —m?) x

x O(—ki, — po)8((ka + k1 + p)* — m*)O(ka, + k1, + po) X (3.25)
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X 6((—k3 — k2 — k1 — p)* = m*)O(—ks, — kay — k1, — o).

Para resolvermos a integral acima, podemos utilizar as quatro fungées 6. O procedimento
sera descrito a seguir:

Integrando em dpy 6(p? — m?) temos:
vpo d3p vpd 2
e E/ﬁ [t9797) 6(k2 + 2k p)O(—kio — Eo) X

% 8 ((ra + Fn)? o+ 2B (ko + kiny) — 2ka + k1) p) X (3.26)
% 6 ((ka + ko + k1)? + 2B ks, + kay + k1) — 2(Ks + ko + ku) - p) X
X O(koy + K1y + EYO(—ksy — kay — k1o — F),

onde [t*"#°] passa a representar, de agora em diante, o termo $#*#? j4 com as substituicoes
devidas a cada integracao.

Faremos agora a integracao em coordenadas polares:

oo T 2w
d
T#UPU E///lp Sll’lg |p!d€d¢) [t‘quo-] 6(/6%4—2/61]3) %
000

x O(~ky, = o) (ka2 + k1) + 2B (kgo + k1) — 2(ke + ki) - p ) x (3.27)
% 8 ((ka + ko k1) + 2B (kag + bag + kig) — 2(ks + ko ki) - B) X
X e(k% + klo + E)G(_kSO - kgo o It{"lo - E)?

usamos entao |p|d|p} = £ dE. Podemos, ainda, escolher um referencial em que k; =
(ky,,0,0,0), pois, k; = —(p + p1) é construido pela soma de dois vetores tipo tempo e,

portanto, é ele mesmo de tipo tempo. Assim:

oo T 2w
e = [ | [IRISnOES g g (o, (1 5))
m 0 0
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O(—k1o — Eo)8 ((ky + k1) + 2B (kag + kro) — 2ks - p) X (3.28)
x 6 (ks + ko + k) + 2B (i, + by + hiyp) — 2(ka + ka) - p)
X Ok + k1 + E)O(—kay — kop — k1o — E),

Integrando em E ficamos com:

rr 2‘.rr
ing dfd
e = 00, — e [ [ ) ()

X 6 (k§ + ki ko, — 2Ke - p) 8 (f.,g + k2 kg (Keay + Kay) — 2(ks + ka) - p) X (3.29)
x @(k% + klo + E)Q(_k% - k20 o klo - E):
onde foram feitas as substitul¢oes:

k 12
E==" ¢ |p|=14—2

5 — m2, (3.30)

e usamos que 6(ax —Ql Fazemos agora uma rotacio espacial para que ky fique sobre
q £ P P q q

o eixo z. Assim,

ks - p = ko| |p| cos@ . (3.31)

J' A d0d
TP = kfo —4m /] Sm4l.,l : [#w'gg}@(—klo) X (3-32)
0

Entao

ﬁ 9 kg + k10k20

X 6 2|k2|( 4"-—m

.2

k
x & (kg + k2 + Eyo (g + k2,) — 2 ke ( f _mQ) cosf — 2k3-p) X

— cos 0 X

38



Integramos em 6 e obtemos:

2
©ood
o = Ok, - dm?) [ o X Tk [t#77°] x
0 2 1o

X O (~k1,)8 (K -+ Kok, — 2ks - p) (3.33)
k1o k1g
e(k;?o 21 )@(_kSO - on - 71)1

onde foi feita a substituicao

k2 + k1 ko,

2 .

Fazermos outra rotacao espacial de forma que k3 esteja no plano zz, resultando que

(3.34)

cosfl =

k3 - p =ka, |p| cosf + ks, |p|sinfcos¢ . (3.35)

substituindo |pf, cos@ e sin & pelo que obtivemos das outras integragoes:

k3 + kika, ks, (k%o _ m2) 1— k3 + kigkay

sing . (3.36)
2 |k 2
kol 2!1{2|(\/—41k:1 —m2|

k3‘p =

Temos, assim:

THee = Ok, — 4m?) ] 8|k2ik1 (17| ©(—kr,)x
a

K2+ kiok | |
x 6 (k§ ks, — (%ﬁii@s v a(ky, ks, ka) sin ¢ )) x (3.37)
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2 )
com
2
hi B+ kg
a’(kthykS) = k31 (f —mQ) 1 — 2 + 10720

2
2 k| (\/%1 - m?)

1
wpT 2 2
T" — @(klo — 4m )% [tﬂu'oal X

Integramos em ¢, obtendo:

1
VIkal? (62, — 4m2) — (ky - k2)® — 20k ko)k3 — ki
1

L2 (=i [ CRa s )+ 2(ka-ka) =83 ] ks [ (k) +3] )
3 lica| *(k3 | ~d4m?) — (k1-k2)? —2(k1-k2)

X (3.38)

kl kl
X O(—k1o)O(kay + )0 (=kao = kzo — 7).
Para terminar, temos que escrever este resultado em um referencial arbitrario. Faze-

mos isto através das seguintes substitui¢oes em (3.38):

K2, — K,
kmkzo - k1k2,
kioka, — kiks,

ol (A

(3.39)

(kykg)? — k2K
kB} - 12 2
1

2 2 2 yo.97"1
_ {(klkg)fz Q(klkz)(kjﬂ?)(kzks) N (klkz)kiklks) ] {(klkg)k; A];ﬂ |

(3.40)

(kle)(klkB)} [(k1k2)2 - kf*’ﬂ%} o (3.41)

ks, — | koks — -
33 {23 k%
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Todo o procedimento acima serd aplicado a cada um dos termos resultantes de t#7#7
sendo o resultado final substituido em (3.23).
O cdlculo de (3.13...3.16) é bastante semelhante a este com pequenas mudangas nas

definigoes de k), ke e ks.

3.2.2 Termos 2P1

Na construcao do termo de quarta ordem, iremos tratar também com fatores formados
pelo produto de dois elementos Sy, s de primeira ordem e um de segunda ordem. Todos

N
estardo em Y0 1 L1y Sigsx '[[1(5_,-)1 . Estaremos, portanto, calculando os seguintes
J:

tragos:
S (S) (5. ), (3.42)
(S (58 (5112 ) (3.43)

Tr ((S8) (S5 (57)4-) (3.44)

Tr (S (SI)4 - (8§21, (3.46)
(3.47)

( )
( )
( )
Tr ((577) - (5= (557)71 ), (3.45)
( )
( )

coml <l<j<i<DN.

Tomaremos, como exemplo, o calculo de (3.42), que, a partir de (1.93), pode ser

escrito como:

Tr ((89)- 4 (S)4e(SP)es ) (pra) = (3.48)
=Tr [—Z‘QW)?”Jrl enpf(—P)’Yofdgplfd3pzjd4p3 X
X Ai(—p — pl)P+(p1)fYOAj(p1 — p2) Py (p2) %

7" Alp2 — ps)S™ (ps) Au(ps + q) P-(—a)| .
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Entao,
T ((S7)- 4 (5) (57)1-) = (@0)2 & [a'p [ d*pr [ d'ps [ dps

xtr ((p — midi(—p— p1) (B + m)A; (1 + P2) X (3.49)
X (fo +m)Ai(pz — ¥3) (B3 — m)Au(ps +9)) ¥

1
A

T IO — IO ()65 — Oy
]

Assim como em (3.21), faremos mudangas de varidveis:

kY = (p + ) (3.50)
ks = (p2 — ps)*

obtendo uma expressao semelhante a (3.23):
Tr (S8 1 (S9) 2 (57).2) = (21)2 ¢! / ke f d*ks f d*ks %
X Api (k1) Avg (ko) Ape (k3)Agt(—ks - k2 — k1) % (3.51)
/d4p tI Ifél }.‘5 + m)’}’y(%g + ‘561 + 15 e m) X
Xy (ks — K2 — Fy — P+ m)7%) X

%85 — m)O(p)8((—ky — p)* = mH)O(=kry = P0)S((ka + k1 + ) — )

1
('—k}3 - kg —_ k)l *p)z = ’J‘TL2 - '?.:E(—klgo — kgo — klo - po) .

G(k% + kg JrJP())

Definimos, neste caso,

12 = [@'pir (6= m)y (b — Pt )Y (e + o+ =) (3.5
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XA (—fs — Ko — o — p+m)y") %

x6(p" — m*)8(po)d((~ky — p)* —m*)B(~ky — po)é((ke + ks + p)* — )

1
(—ky— ko — ki — p)? — m? —de(—ks, — kg — k1, — o)

e(kgo + klo + p[))

Podemos definir #5777
B = e (i — b e BB m) (3.53)

XA (—Hs — o — F1 — P+ m)Y7).

As integragoes de [ d*p tr(...) serdo feitas de forma semelhante ao exemplo anterior, no
que diz respeito as trés funcdes §. A quarta integral, no entanfto, ndo permitira o mesmo
procedimento, em que a aplicagio do calculo a todos os termos resumia-se a substituigoes.
Neste caso, cada termo sera uma func¢ao especifica da varidavel de integracao, exigindo que
separemos th ?° em familias de funcoes semelhantes, para tornar o cdlculo implementdvel.
Faremos agora, a titulo de exemplo, o cilculo de uma parcela de (3.52). KEscolhendo

especificamente a parcela f ##7 = [(k; - p)kigh’g®™] de 1577, temos que calcular:
e = [ dip s (= m?)O(p)8((— ki = p)* = MO (~k1, — o)

x O(kg, + k1, + po) 6((ky + k +p)® — m*)x (3.54)

1
X . )
(—ks —ky—Fk —p)?—m?— @E(*kSG — ko, — k1 — PO)

e procedendo como em (3.26)...(3.33), chegamos a:

20 dqﬁ
Free = (k2 — 4m? / 9P pwee)
( 1o )0 SIleklo {f ]
X O(—k1,)8 (K3 + kaoks, — 2ks - p) (3.55)
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k k
@(k% 210 )@(—k&) - k20 - ﬂ)'

Integramos em ¢, resultando em:

83’: [(_ k| [(kl ks) + 2(ky - ks) + ‘L“S + ""E] + ks, {( ) AQD N

-1
_kgl ko (kfo ~ 4m?) ~ (ky - k2)® — 2(k; - kz)] * (3.56)
ki

X O(—Fip)Okz, + 2)O( ks, — kg, — ).

2 ko

3.2.3 Termos 2P2

Finalmente, estaremos também lidando com termos que resultam do produto de (5(2) -
e (ng))Jr,. Recorrendo a (1.95), temos:

(8- (87) 1) (pya) = —i(2m)2 P (—

f d'p / &p / d'ps x  (3.57)

X Ai(—p — p1)S™ (p1) Ai (pr — p2) Pa(p2)7 Ai(pe — p3) 5™ (pa) Aulps + q) P-(—q).

Tomando o trago:

Tr ((S)-4(5)4-) (0, @) = =i(20)"* P (-

/d3 /d4P1/d3p2/dP3><

58]
Xtr ( _(=p)7 Ai(=p — p)S™ (p1) As(Pr — Po) Py (p2) %
< 4i(p2 — p3) S (ps) Ar(ps + 4)) -
Com a mudanca de variaveis
Ef = —~(p+p),
ky = (pr + p2)¥, (3.59)

kéﬁ = (p2 - pS)#v
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pode ser escrito de forma semelhante a (3.23) e (3.51):
Tr ((SP)_4 (57),-) = (2m)2 ¢ / d*k, f Ak, f diks x
X Api(k1)Avs (k2) Apk (ks) Agi{—ks — ko — k1) ¥ (3.60)

8 /d4p br ((p—m) (gt m)y (e + H + P — m)x

Xy (—Ha — fo — 1 — p+m)77) X
1
(—k1 —p)? —m? —ie(—ky, — po)
1
(ks — kg — ki — p)? —m? —te(—ksy — koy — k1o — o)

x8(p* — m?*) (po) 8{(ka + by + p)* —m?)

e)(k?o + klo + pD)

A expressao acima nos leva a definir:
10 = [ d'p e ((f— miy (s — B+ ) (e + s+ B m)x (3.61)

x? (s — o — b — P+ m)y7) %
1

(k1 )2~ m? — ie(~ka, — po)

1

(s — o — ks — p)? — 2 —ie(—kag — Kz~ K1y — o)’

x&(p* — m*)O(poy) 6((ky + k1 + p)* — m?) (3.62)

@(k?g -}— klo +p0)

#5777 = tr ((p — m)y*(—k — p+m)y (ke + K1+ p—m)x (3.63)
XV (—ks — ke —kr —p+m)y’).

Dispomos agora de duas fungoes & apenas. O processo de integragao fica amnda mars
complicado, pois temos de classificar os termos oriundos de 5”77, para duas variaveis
(seguindo a ordem de integracao do exemplo anterior, estas sao as varidveis 0 e ¢). Nesta

se¢do, mostraremos apenas um exemplo, que resulta da parcela [#97 = [(k; - p)kTg* g7 |de
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477, Calculamos entao:

R = [ atp st — m?)(m)x

1
® - i)
(—k1 — p)? —m? —de(—k1, — po)

1
(—kg— ke — kg — p)? — m? —ie(—kgy — kgy — k1, — Po)

(kg + k1 + p)? — m*)x

(3.64)

e(k% + klo + pO)

Repetindo os passos de (3.26) a (3.29) e fazendo escolhas apropriadas dos eixos de

integracao, temos:

2
Froee = ok} — 4m2)-§7r % — m2x

541,5,4 (3h2(cb3 +da®) [in(a + &) — In{a — b)] +
+6(a’d® — °) [In(a + b) — In(a — b)] +
+6(bc + ad)abh® + 4dh?b* — 3abh*(ac + bd) [in{a + b) — In{a — b)| +
+18(bc — ad)abedh® [In(a + b) — In(a — b)} +

136ach®d? — 4B3d® — 36dc%H — 12ba2d2) ,

onde, para reduzir as dimensoes da expressao, foram definidos:
_ L2 ; .
a — kg — klokQO - 16(_fu10 - pg),

b: —|k2‘ k%o _4m2,

c= k§ — K1oka, — iﬁ(*kso — kg, — ki — Po),

d = ~kaqy/ k3, — 4m2,

h = —ks, \/kf? — 4m?.
Como nos outros casos, 4F1 e 2F1, devem ser feitas as substituigoes (3.39)...(3.41) para
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retornar ao referencial arbitrario.

3.2.4 Calculando TI‘[TZ(N)Ll

Analisaremos os termos de quarta ordem, orinndos de Tr[T2(N)]. E facil perceber que,

para este caso, teremos de calcular somente termos do tipo:

T () (5)) 4 (Sk)+(S)+) = (2m)2 et [, [ d*ka [ d*ks x

A (k1) Ay (ko) Api (ks) Agi(—ks — kp — k1) X
x [dtptr((f— m)py (b — bt m)y (o + B kP m) x (3.65)
XA (s —Ha— o — P +m)Y7) %
x§(p? — m*)O(po)6((—k1 — p)* — m*)O (ki — po)8((kz + k1 + p)* — m?) %
xO(kay + k1o + po)8((—ks — ko — k1 — p) — m?*)O(~kgo — kay — k1, — p0) -

coml<j<i<N el<l<k<N. Oresultado para a integral
/d4P br ((p—~ m)y" (¥ — p+mpy’ (B + i+ p—m) X (3.66)

XA (=l — Ko — ¥1 — P+ m)77) ¥
8(p? — m2)O(po)o((—kr — p)* — MmO (—kiy — po)8((ka + k1 + p)* — m?)x
X@(kgo + klo -+ po)é((—k;:; — k2 — kl — p)g - 7112)@(-—;630 — kgo — klg "fpg),

é o mesmo de (3.23).
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3.3 Forma Final de ¢[4]

Podemos, agora, reunir todos so resultados anteriores na expressao de W[ A]:

©W[A] = lim lim {Imlndet {[1 +T(N N exp[- TrT{N)y] 3 —

—0 §t—0

72N,

= TeT(N)q + Tr—

N 1 N N 1 N
T(N)= Z (H Si{j,k]H(Sj):l_) + > (H Sl kb H(S::):

Fzk>l>m=1

TN, = Z (H%HH )2

jrk=1 \i=N 9
e as expressoes para os tracos obtidos anteriormente, temos:

(4) _ 12 et 4 4 4
R R Y

X([ Z ﬁﬁ*i(kl)‘ilﬂ'(k2)A~pk(k3)chr£(k1,kzyk:a)x

P> isksl=1

% (le.tiupo +prp0' T#VPU T#upa)] +

N
[ Z A#i(kl)Auj(kg)Apk(k:;)A (Al,kz,kg)T‘“”p” n

ik 1=1

1 N N N . . _ .
[“ ST0ST Au(kr) Ay (ka) Age (k) At (e, kg, o) T 1+

2 i>ge=1k>l=1

Z A,u‘t k"l Vj kg)Apl(k‘S)Amgl(kl,kQ’ ka) (TQ‘iUPO’ + T#Vﬁa') —l—
Lizi>i=1 |

Z Ay (k) Aui() A (ks ) At (K By o) (TEZ#S TP ) |+

Lixj>l=1
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(3.68)



N
{ S Al Ay (k) Ay (Bs) Ai{lir, oo, bos) (TP + T4 )| +
i>jmi=1
N — —~— — —
S Aui(k)Avi(ka) Aps(ka) Aok, ko, ke ) TE ) )
i>j=1
onde A, (k) é dado por (2.36).
Tomando os limites At — 0 e 6t — 0 temos:
. . L . 1 . . Ar(ta) — A*(1))
Y,y )= Jim, o s — xplto) 0 (2L
4 exp[?jkotl] - exp[ikg(tl - 6t)1A#( 1) - exp[ikgtg] - exp[ikg(ﬁg - 6t)]A'u(t2) _
&t ot
1 1
= d[A* (1) (explikot]) — d( A*(t) explikot])] = —=A"(t) explikqt|dL.
e A 0] explit]) — (A1) explikot])] = A7) ikl
Entao
LA 1T, _
Alirilogtl_%;A“i(k) = ﬁfo AH(t) explikotldt
e
T T T T
DA = (20)12 f d*ky / d*ks / d4k3{[ f dt, / dty / dty f dte x
to ta ia 0
X A.u,(t].pk])Av(tQ:kQ)Ap(t37k3)Ao’(t4ak1:k2:k3)x
« ei[:’qo(tl—t4)+k20(tg—t4)+k30(t37t4)] (Tl,u]vpa + Tit;upa +T{.;Vp0 +Tﬁupg)} -+ (369)

T T T T .
f d[;l/ dtZ] dtgf dt4 et[kq_o(tl—t4)+k20(tgft4}+k30(T.g—L;)! %
iz tyg tq 0

ALt k) A (e, ko) Ag(ts, ka) Ay (L4, K1, Ko, ks)ngpm] +

T T T T .
f dtl] dtQ/ dtg/ dt. ikt (t1—ta)+hag (ta—ta) Hkag (ta—ta)] o
ta 0 [ 0

At k) Au(te, ko) Ay (ts, ks) As (ta, ki, ke, ka) 74777 4

/Tdtl /«T dt2 dets 61[;'{:10(11—t4)+k20(t27£4)+k30(tg—t,;)] %
to i3 0
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A# (tla kl)Au(tQ, k?)AP (t31 k3)Ag(t3, kl, kQ, k3) (Tzlulupa T,uvpo)]
fT dt, /T i, /'T dt, kg {ti—ta)+kag(ta—ta)] o
t2 13 0

A#(tlp kl)Au (tla k2)Ap(t2, kg)Aa(t(j, k] , ]5(27 k3) (Tg,uzvpa 4+ Téusupa)] +

T T T ‘

/ dtl/ dis dts et{klo(t]_t4)+(k20+k30)(t27t4)] y

t2 i iy

A.Lt(th kl)Au(tQ; k2)Ap(t2, kS)Aa(t3, kl, kQ, k3) (T,u.u,;a T‘W'oa)] |

T T ,
f diy / dby eiFroth2)t1=t2) A (1) 1)) A, (8, ko) A, (t2, ka) Ao (b2, ku, ko, ks)TWW}
to 0

3.4 Polarizacao do Vacuo

Aplicaremos o resultado obtido para wH[A], no cileulo da polarizagio do vécuo em
quarta ordem. Busquemos uma definicio de densidade de corrente [16], adequada ao

nosso problema de interagio com um campo externo. Observamos que, da defini¢ao

g (3.70)

verificamos as seguintes propriedades:

i) 7%(x) € um operador hermitiano, uma: vez que

A (s's) =0, (3.71)
e, entao,
6Af(g:) 818 - ST&A:E(&:)S' (3:72)
Assim: .
7*(@) = % (ST 5Af(n:)s B (5Aj(a:) STS) ' (3:79)
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i) 7*(z) é uma quantidade conservada, em virtude da invariancia de calibre:

S|A, — €0,A] = S[Ad), (3.74)

pois, diferenciando com relagao a ¢ em ¢ = 0

6 5

4 o - 4 ]
[ vy SN =0 - /e wA ()55 SIAl (3.75)

supondo que A(z) seja zero no infinito. Assim
g 7S14] = 0 (3.76)

“(5/1&(;[;) - .
e

%" =0. (3.77)

iii} A ordem mais baixa da expressao para j%, em teoria de perturbagao, é
p para _ p G
% (z) = e Wy,

que coincide com a definigao usual de corrente.
Tomando o valor esperado de j* no vacuo estaremos, entao, calculando a corrente de

polarizagao do vicuo:

6
(@) = (Q,7°0) =i ).

Com

S =¢ 8/

temos

(Q,7°Q) = |z, ; Aéjx) n (S’Q, ; Af(x)S’Qﬂ .

Faremos, a seguir, o célculo da corregao deste termo em quarta ordem. Para determi-

a1



nar §¢ /6 A, (z), faremos os limites das integragoes em t se estenderem de —oo a +oo,

escrevendo ainda 7 dt,_; como [T O(f, 1 — tn)dt, . Ficamos, entao, com:

6 _ )2 4Imfd4k;1fd4k2/d4k3{U dt, foo dtgf dts x
§AL(z )

X Ot — ta) Oty — t3)O(ts — x0) Au(ts, ki) A, (t2, ko) A, (23, ks ) ¥

w 6i[k10t1+k20tg+k30t3]6 ik +kg+k3}xg;z (T,uupcr + T'W'M + T,uu,oa Tf:ypo’)] T
U dt, f dtgf dts %
pie @(tl - tg) a(tg - xo)e(tg - t4)A#(t1, kl)Ay(t‘z’ kQ)Ag(t4, k1 , kg, k3)><

w ezkam z[k10t1+kgotg] z[k10+kgo+k30]t4 (Tuupo' + Tp.upa T,uyporJrT,uypcr)] e

l.[idtl _[m dts _/::dm X
X O(t; — mo) Oty — t2)O(Es — ta) AL (81, K1) A (ts, k) Ag(ts, ki, ko, k) X
w etk g ilkigtythsgtal 1[k10+k20+k30]t4 o (F,uupa i Tp.upa i prpcr i Tﬁupa)] n
[ [
X O(zg — t2) Ota — 13)O(ty — ta) A, (L2, ko) A, (13, ks) As(ta, ki, ko, kg) X
etk gilkagtatksgtal gilkig+ha +k30|t49 (Twpcr ETIOT T Twpcr)] o
A este resultado, temos que somar (S’Q, ﬁS’QL. Para calcular este termo em quarta

ordem, teremos que tomar as expansoes de C, a partir de (1.83), S’

de (1.68). Assim, podemos definir ¢’ usando

[ ro, PPN
e ——Ma(m)S , a partir

Co=1+C"(e%) + .., (3.78)
cComo ;
LS

C'(e?) = _T_‘"(S_;u_i:_) (3.79)
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! 5 I s ! ! T 6 v
(s W 9); CoamC T (5_+——§Aa(m)s+_)2+
6 ! 1 -1 b 1 -1
5O (S1.84-), +Tr ((S+_S)5Aa(x) 15457t K (3.80)

§ 5
T o _ T . | I <
T (S—+S+S_+6AQ(3:)S+_)4 FTr(ST,8,) T (5_+5Aa(x) 5+)2 .

Como o lado esquerdo de (3.80) é imagindrio puro, as parcelas

ot et o ($h45:)

IR TN (3.81)

9 b
que sio reais, devem se anular com as partes reais das demais. Dessa forma temos:

) )
' ' — 2Ty T ~
(S €, 6.4&(3:)8 9)4 zlm[ C'Ty (S’+_—6Aa(9:)g+ )2+

T ((S+_S_l)6Af($) [’rS%SiD +

) d
- T VT y . - T . T i
+Tr (s_+s+5_+ S ($)5+_)4 + T (SL+S+,)2T1 (5_4_ A 5+_)j . (3.82)

e usando (3.79):

DAY SN S 8 !
(S ‘Q’EA—Q(;E—)S 9)4 = ¢Im {TI ((S+_S__)(5AQ($) [TS+”5])4+

0 &
y f t (gt | ot :
'{ Tr (S_+S+QS_+5AQ($)S+_)4 + QTI (5_+S+_)2 TI (S+6Aa($) S+)2] . (383)

Podemos exemplificar os cilculos considerando o primeiro trago em (3.83):

Tr ((5+45:i)f ; Af(x) [ts;,s:i}) — (2m)'2 ¢! f 4k / Ak, / Atk %

x [ellrhriale 4 (k) A, (ko) A, (a)gg Thro” X (384)

L 5

X €7 * A, (k) Ay (k) Ao (k1 — K — ka)gSTH" |

2 |
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com

Ty = [diptr (=) (= P+ )y (et b | =)
X9 (s + B2+ FL+ P~ m)77) X
x 8(p" — m?)O(p)S((—ki — p)* —m?) x
x O(—ki, — po)é((ks + ki + p)* —m?*)O(ko, + kiy +po) X (3.85)
X §((—kg — ky — ky — )2 — MmO (—kgy — kay — k1o — Po)-

Os calculos a partir daf sao idénticos aos realizados anteriormente. Notemos que o resul-
tado acima é uma expressao matematicamente bem definida, para um potencial genérico

nao envolvendo qualquer necessidade de renormalizagao.
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Conclusao

Demos infcio, nesta tese, ao processo de montagem de um algoritmo numérico para o
cileulo de elementos de matriz S genéricos na Eletrodindmica Quantica. Pensamos na
possibilidade de construir este algoritmo devido & formulagao de um formalismo finito
para calculos perturbativos em Teoria de Campos. Podemos, assim, investigar se existem
regularidades suficientes no calculo que nos permitam utilizar métodos de computagao
algébrica na tarefa, Tais métodos nos conduziriam a expressdes gerais, vdlidas para
qualquer conjunto de momenta assintéticos ou para quaisquer potenciais externos dados.

Para iniciar esta investigacio, analisamos o caso em que o potencial A, é externo,
situacdo na qual hé uma férmula que permite o calculo de uma amplitude qualquer em
ordem arbitraria, sem necessidade de renormalizagao. Nesta férmula, o elemento crucial
a ser calculado é uma fase dependente de A,, fundamental na definicao da matriz S.
O critério de causalidade é suficiente para fixa-la. Contudo, o seu célculo explicito, em

2

qualquer ordem superior a €® ¢ praticamente impossivel, sem o auxilio de ferramentas

computacionais poderosas, como MAPLE. Para que se tenha uma idéia, a mera visu-

4 envolve a presenga de mais de 10.000 termos.

alizacdo do resultado final, em ordem e
Com a ajuda da computagio algébrica, contudo, fomos capazes de calcular a fase causal
para um potencial A, genérico.

Considerando a possibilidade de construir um algoritmo que permitisse o calculo da

fase causal em ordem arbitraria, localizamos dificuldades que podem ser perfeitamente

superadas:

1. No curso do cileulo de 7?7 é conveniente escolher um referencial onde um dos
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momenta “externos” esta no referencial de repouso e orientar os eixos de integragao
para que coincidam com as partes espaciais de outros momenta. Para obter um
resultado invariante de Lorentz, é preciso identificar as quantidades obtidas no
final do célculo com escalares convenientes. Tal identificagio foi feita de maneira
particular na tese, mas nao nos parece que seja impossivel fazer um programa que

faga esta “volta” de modo sistematico.

2. Certas integrais miltiplas calculadas por MAPLE dao resultados de dificil utilizacao
posterior, se¢ nao forem adequadamente manipulados por observagdo direta. A
principal dificuldade reside em obter um algoritmo de fatorizacao “inteligente”, ou
seja, que coloque o resultado da integral em uma variavel na forma mais adequada

para integragio na préxima variivel.

3. Algumas integrais sao expressas, ao final, como limites que devem ainda ser cal-
culados para que se obtenham resultados fechados. Nessas situagoes, o limite nao
é tomado por existir alguma obstrugao aparente que o programa nao consegue su-
perar sozinho. Seria necessario ensinar o programa a reconhecer essas obstrugoes e

supera-las automaticamente.

Fora as dificuldades mencionadas acima, cremos que o problema de calcular a fase
causal de maneira automatica é plenamente solivel, Gostariamos de frisar, mais uma
vez, que a caracteristica responsavel pela possibilidade de criar um algoritmo completo
é a nao necessidade de renormalizagao.

O préximo passo na construgio do algoritmo é a finalizagdo do procedimento de
esleulo da fase causal e a incorporacao dos estados assintéticos ao problema. Com isso,
teremos um procedimento para o calculo de qualquer amplitude de espalhamento dese-
jada, bastando para isso que se diga quais sdo os estados assintéticos relevantes e qual
a forma explicita do potencial vetor A,. Com isso pronto, teremos dois caminhos a
seguir: um deles é a generalizagdo {tanto da formulagio tedrica quanto da construgao do

algoritmo de célculo) para o caso de teorias de calibre ndo-abelianas. O outro caminho
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é a quantizagio do campo de calibre. Nesta segunda alternativa o principal desafio é o
de descobrir sistematicamente o grau de singularidade das distribui¢oes envolvidas, para
que possa ser feito o splitting causal [16] e construidos explicitamente os termos de ordem

arbitraria em e para a matriz S.
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Apéndice

Apresentamos, aseguir, a rotina em MAPLE construida para calcular os tragos e integrais
necessarios ao caleulo da fase causal.

Rotina 1: Preparacao

nothas := proc{a,b) if has(a,b) then false else true fi end,

Rotina 2 Calculo do trago de matrizes ~

Entrada [a,b,...], onde as letras a,b,... representam os indices das matrizes gama.

tg := proc(pg)

local tr_total,pgm,i;

global _g;

£ =g

if type(nops(pg),odd) then RETURN(0) fi;

if nops(pg)=2 then RETURN(4*_glop(1,pg),op(2,pg)]) fi;

tr_total := 0,

for i from 2 to nops(pg) do

pgm := subsop(1=NULL,i=NULL,pg);

br_total = tr total + (-1)"(1)* glop(1,pg).0p(i,pe) *te(pem);

od,;

tr_total;

end,

Rotina 3 - Contracao das matrizes

cg = proc(expressao)
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local ex,ex],npk,ng,i,j,s,subst,u,v,w,z;

global g, p, k1, k2 k3,

g =g

ex := expand(expressao);

if type(ex,’+°) then RETURN(map(cg,ex)) fi;

if type(ex,’*) and has(ex,.g) and has(ex,[-p, k1, k2, k3|) then
npk := select(has,ex,|-p,-k1, k2, k3]}*wiz|;

ng := select{has,ex,-g)*ufvl;

subst := NULL;

for 1 to nops(npk) do

for j to nops(ng) do

if has(op(op(j,ng)),op(op(i,npk))) then

s[i,j] := op(i,;npk)=0p(0,0p(i,npk))[op(op(op(jng))

(contin. da linha ant.) minus op{op(i,npk)))],op(j,ng)=1;
RETURN (cg(subs(s[i,j].ex)));

fi;

od;

od;

f;
ex;

end;

Rotina 4 - Contracao dos p* € k¥ com a métrica ¢
cgg := proc(expressao)

local ex,ex1,npk ng,i,j,s,subst,interse,u,v;

global _g,.p,.k1,.k2, k3;

g =g

ex = cg(expand(expressao));

if type(ex,'+*) then RETURN (map(cgg.ex)) fi;
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if type(ex,'*') and has{ex,_g) then

ng = select(has,ex,-g)*u[v|:

subst := NULL;

for i to nops(ng) do

if i j nops(ng) then

for j from i+1 to nops(ng) do

i has(op(op((,ng)),0p(op(i,ug)) then

interse := op{op(j,ng)) intersect op(op(i,ng));
s[i,j] := op(i,;ng)=_glop(op(op(j,ng)),op(op(ing))
minus interse)|,op(j,ng)=1;
RETURN(cgg(subs(s[1,j],ex)));

fi;

od;

fi;

od;

f;

ex;

end,

trt := proc(ee)

local i,ex,termogg,termongg;

global gg, g, p,-k1, k2, k3,

ex = expand(ee);

if type(ex,'+*) then RETURN(map(trt,ex)) fi;
if type(ex,'*) and has(ex,gg) then

termogg := select(has,ex,gg);

termongg = select(nothas,ex,gg);

RETURN (termongg*tg(sort (corvert(map(op,termogg) list) lexorder)));
£

!
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ex;

end;

prosim := proc(expre)

local 1,],pi,pni,pri,indice,nome;

if type(expre,‘+‘) then RETURN(map(prosim,expre)) i;

pi := select(has,select (has,expre,[_p, k1, k2, k3]),[a,c,e,g]);

pni := select(nothas,expre,[a,c,e,g]);

if pi=1 then RETURN(pni) fi;

pri = NULL;

if type(pi, > " ’) then

pri := pri,cat{op(0,0p(1,pi)),op(0,0p(1,pi)));

else

for i to nops(pi) do

if type(op(i,pi), ’ ~ ’) then

pri := pri,cat(op(0,0p(1,0p(i,pi))),op(0,0p(1,0p(i,pi))));

else

indice[i] := op(1,0p(1,pi));

nomeli] := op(0,0p(i,pi));

i,

od;

for i to nops(pi) do

for j from i+1 to nops(pi) do

if indice[i]=indice[j] then pri := pri,cat(op(sort(jnomeli],nomeljl]))) f;
od;

od;
£
pni*convert([pri],*)

end,;
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calcT:=proc(Ss)

local i,ns,ee,p,nucleo,Ls 12 s0l,expre;

global g, p, k1, k2, k3;

ns:=nops(3s);

if ns=4 then

nucleo:=1;
Ls:=[op(3,0p(1,5s)),0p(3,0p(2,5s)),0p(3,0p(3,5s))];
elif ns=3 then

for i to 3 do

if op(2,0p(i,5s))=2 then

12:=i;

nucleo:=1/(p[i] "2-m "2+T%ep);

break;

fi;
od;
if 12=1 then
Ls:=[1,0p(3,0p(1,5s)),0p(3,0p(2,5s))];
elif 12=2 then
Ls:=[op(3,0p(1,8s)),1,0p(3,0p(2,5s))];
elif 12=3 then
Ls:=[op(3,0p(1,5s)),0p(3,0p(2,5s)),1];
else

ERROR (‘Entrada errada’);

fi;
elif ns=2 then

nucleo:=1/((p[1] "2-m 2+T*ep)*(p[3] 2-m 2+I*ep));
Ls:=[1,1,1];

else
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ERROR(‘Entrada errada‘);
i,
ee(1]:= k1=_p-(Ls[1]*p[1]);
ee[2:=k2=Ls([1]*p[1]-(Ls[2]*p[2]);
ee[3]:=_k3=Ls[2]*p[2]-(Ls([3]*p[3]);
sol:=solve(ee|1],ee[2],ee[3],p[1],p[2],p[3]);
assign(sol);

expre :=( pla]*gglal-m)*gg[b]*((sign(p[1],-p)* plc]+
(cont.)sign(p[1],-K1)* k1[c|)*gelc]+Ls[1]*m)*gg[d]*((sign(p[2],-p) *-ple]+-
(cont.)sign(p[2], k1)* k1[e]+sign(p[2], k2)*_k2[e])*gge]+
(cont.)Ls{2]*m)*gglf]*((sign(p[3],-p)*-plg]+
(cont.)sign(p3],-k1)*k1{g]+sign(p[3],-k2)* k2[g]+
(cont.)sign(p[3],-k3)* k3 [g])*ggle}+ Ls[3] *m) *gg hl;

expre := tri(ee):

cont.

expre ;= cgg(expre):
expre = subs(| pla] 2=m "2,_plc] 2=m 2,_ple] 2=m 2, p[g] 2=m 2]expre):
expre ;= prosim(expre):
resfinal{expre,ns micleo);
end;

resfinal ;= proc(ex,n nucl)
local 1;

global g, p,kl, k2, k3;

if n=4 then

481 (ex);

ehf n=3 then

251 (ex,nucl);

else

_282(ex,nucl);
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end;
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