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RESUMO

Micronatacao ¢ 0 nome dado ao movimento de microorganismos atraves de fluidos.
Iste deslocamento pode ser resaltado de variados aecanisinos.

O presente frabalho se propoe a estudar o deslocainento causado por ondas trausversals,
quer na membrana real, quer ein umn “envelope” formado pelas extrenmdades externas dos
cilios. A dindamica se dé em um fluido superviscoso, 7.¢. em baixos numeros de Reynolds.
O organismo tratado é bidimensional.

Neste contexio, caleula-se a malriz de curvatura, a matriz de poténcia despendida,
cquacionando-se ambas em win problema de autovalores. Os maiores autovalores repre-
sentam os modos mals eficientes de locomocgao,

Pela primeira vez o nadador e:]pri‘co foi totalimente resolvido. Os resultados obtidos
mostram quc os modos de vibrag¢ao mais allos sao mnais ceficientes e, portanto, os organ-
ismos teuderiant a privilegd-los. Para escapar de eventuals problemas que as fortes os-
cilacoes causariam nas membrauas, a Natureza pode ter oplado por dotar estes nadadores
comy um “envelope” ciliar, livie para oscilar quao intensanente fosse neecessario.

A solucao matematiea de mm problema hioldgico nos perinite tirar unwee importante
conchisao sobre o desenvolvimento dos microorganismos: os cilios surgiram para gue cles

pudessent nadar mads eficientenente.
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1 INTRODUCAO

~wdevo dizer que nenhwma visio mais agradaved
jamais aparecen diante de meus olhos, do que esta
mirfade de erinturas, vistas bem vivas muna
pequena gota d'dgua, movendo se conjuntamente,

cada wa tendo seu proprio movimento.

Anton van Leeuwernthocek

Fles estao enlre nds. Na verdade, nos ¢ gue estamos cntre eles, visto que sao abso-
luta maioria. I8 tén alguns bilhodes de anos de dianteira na incansdvel corrida evolutiva.
Definitiveimentie, o mundo pertence aos microorgallsmaos.

Talvez por 1sso nos, pretensos “Senhores da Criacao™, nos vejamos impelidos a estudar
esta flora/fauna dimiunta ¢ fascinante. Tentar cutender como vivem ostes seres ¢, cm
nltima andlise, vislumbrar os meandros de um intrincado processo natural.

Shn. pois s¢ o género koo aparceen hd apenas win nilhao de anoes, certas bhactérias o
cortelados fiverany mais de wn bilbao e alios para otimizar seus modos ¢ métodos (por
que pao dizer, comy e cevta dose de antroponoy fisimo, snas ddiosstucrasias?).

Assing, vemosnos motivados & tentar decifrar processos gue acontecen em ung mldo

distante de nos, ainda que cdeseonlortavelente '['H't'l.\'illlu. (Jostariamos de saboer hao =0



como funcionam seus processos internos. mas também como luteragem enire si e com o
neio.

Os processos mternos, que metaforicamente poderiam ser descritos conmo um “passelo
pelo corpo e pela mente” do organismo. nao sao o alvo deste traballo.

Aqui, pretende-se discorrer sobre sua mais shmples relacao com o meio: o deslocaniento,
A este deslocanento denominanos nicronatado.

Podenios, entao, concentrar nossos esforcos em descerever o mundo e que Vivem nossos
microscépicos objetos de estudo. Pode-se dizer que habitam um meio aquoso, guer scja
um Labital externo (o solo umedecido, a neve ou qualquer poga de agua) ou um halital
interno. como nosso sistema sangiiineo ou aparelho digestéro,

Devido aos seus pequenos tamanhos, a relacao que 1ém com o meio é algo mmuito dife-
rente do que estamos acostuwinados. Para eles, o mundo ¢ superviscoso, prevalecendo a
auséncia da inéreia. E neste nmundo que Iittam pela sobrevivéncia bactérias, protozoarios
e tantos outros especimes singulares de vida miceroscopica.

15 neste mundo estranlio gue nadai nossos “atletas™, ¢ ¢ deste movimento Jde natacao

que trata este traballio,
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2 CONSIDERACOES INICIAIS

“Espermatozéides™ (L.F. Verissimo)

—- Isto tinha que ser por concurso!

2.1 Por que estudar a locomogao?

Iom 1676, Anton van Leenwenhoek inventou (alguns poderiam dizer aperfeicoou) o
microscopio.  Esta conquista teenolégica descortinou para o bomem um novo mundo,
Divarro ¢ assustador. Surgiram, como que de wn dia para o outro, milliares de novas
espéeies que precisavan ser estudadas ¢ catalogadas. Surgia tambén, cmbora ainda el
pestacio nesta época a que nos referimos aguic a ideta de mapear este mundo estranhio,
compreendé-lo através da inica linguagem gue pernnte ao homen deserever o gne o coreas

a maternatica.

Avancon bastante a blolopia, visto gue esta se apresentava recém-hascida neste ramo



microscopico. IS foram guase trezentos anos de descrigbes ¢ conclusdes corretas e funda-
mentais. mas de alguma forma limitadas. Detalhes anatémicos foram sendo descobertos,
testes e mais lestes realizados sob os auspiciosos olhos de pioneiros. 5, por fim, ja emn
nosso século. os resullados comecaram a ser quantificados. A matematica mostrava-se
mna iuportaute aliada na desericao da vida muito peguena.

O estudo da locomocio dos microorganisinos remete ao ideal newtoniano de um mundo
deterministico. Gostariamos muito de poder prever para onde vao certos seres {principal-
mente. talvez, aqueles que fazem de nés seun habitat preferencial). Gostariamos, também,
de poder iuteragir comn eles, encaninhando-os em certas diregoes preferenciais.

Koiller {K1] relata algumas possivels utilidades para micronadadores “domesticados”,
sejamn eles seres vivos ou minusculos robds:

1. Bombeamento peristaltico. Uma microbomba peristdltica poderia ser usada no res-
Niamento de cligs de computador.
2. Ixploracao de petrdleo. Pequenos robds, capazes de identificar reservas de petréleo,

vestigariam as regioes el prospeccao.  (I5ste método também {ol proposto para o

cxploracau de Marte, eni husea Jde outros elomentos,)

3. Satide. Supoe-se que vacinas hads olicientes poderiam ser gencticamente construidas

¢ colucadis o Tallefas” de uma determinada especie.



4. Transporte. Micronadadores “treinados” poderiam levar remédios a regides do corpo

humane atualmente inacessiveis,

Descrevendo a origem deste movimento ent palavras, podemos dizer que a contragao
de musculos, cilios e flagelos vemn de um processo mecanico-quimico sujeito as leis da
termodinamica. A locomocae resultanic pressupoe vinailos entre estes sisteinas ter-
modindmicos internos ¢ os sistemas hidrodinamicos exteruos, que mdubitavelmente afetan
o movimento.

Fista vinculacio pode ser entendida em seu caraler mals simples como a relagao entre
a cuergia despendida na realizacao do movimento ¢ a utilidade deste movimento na vida
do nadador. I8, nada mais, que uma medida da energia dissipada.

A capacidade de locomocio por seus proprios meios, e detrimento ao movimento
hrowniano a que esiao sujeitos estes nadadores, & a cliave para a sobrevivéncia de certas
espécies. ('omo aos proverbials tubardes, permanecer parado pode significar a morte.

A vide microscopica ¢ Jira ¢ competitiva.

2.2 Um mundo superviscoso

Bsta ¢ a equacao de Navier-Stokes, que rege o movimento de um corpo através de wm

CIO VISCOSO!



Em mecanica dos fluidos, mede-se a viscosidade relativa de um meio airavés de uma
grandeza adiinensional couliecida como nimero de Revnolds, R, definida por:

vy

)
oitde & é o comprimento tipteo do corpo imerso em determinado melo de denusidade pov é
sna velocidade medida on relacio ao meio ¢ 1 ¢ a viscosidade do fluido (a razao cutre a

viscosidade e a densidade de um meto ¢ comunente chamada de viscosidade cmematica,

1),

mertl fors 4w
Vistoyr Forcel .
flerf oyt ?
viifﬁ'l|
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Cialendos mamiseritos de Purcell (P11, pig.1).

Dada i sua formmlacao, que snree quando s¢ adimensionaliza a equagao de Navier-
Stokes, venos que se R« 1 os efeitos devido i viscosidade dominam «a dindinica do
Pura nossos objetos de estiudo, o mimero de Revnolds ¢ tpicamente da

movimento,

O



ordem de 107 Ou seja. trataremos de um mundo superviscoso’.

(Qual a principal caracteristica de um muundo que se apresenta assim tao denso? Este
amblente nos permite ignorar os termos inerciais da equacao de Navier-Stokes (2.1), res-
tando:

—VP gV 0

Isto equivale a dizer que a {isica do problema remet e & 1déia aristolélica de auséncia de

inércia. Se um dado nadador parar de nadar — ou, conto dirtam os caminhoneiros, “for
na bangucela” — ele para quase que instantaneamente.

Os microorganismos precisamn exercer um esforgo constante se quiserem sobreviver,

2.3 Diferentes estilos

Sao muilas as 1écnicas desenvolvidas por esta vasta gama de habitanies microseépicos
no gue se refere & locomocao. Os diferemtes “estilos de natagao”, por assiin dizer, acom-
panhaimn as variadas forntas ¢ colnposi¢oes Inlernas.

114 organismos que possuem um uuteo flagelo, mm caso tipico ¢ bastante conhecido
sendo o espermatozoide,  1Sste, em particular, Jimita-se o ondula-lo em wm plano.  Ja

wlpuns protistas trausforinaran este apendice dnico ent unma espéeie de “saca-tolhas™,

hinde o nosso tanimlio e velocidude tipicos, precisiriiunos mergulhiar en mina piseina de melado para

sentir na pele literaliente, como as bactéring vivem.

-]



realizando uma acao helicoidal bastante eficiente. H& ainda aqueles organismos cujo
flagelo Unico vai a frente, como que puxando (ou remando” ) a estrutura principal.

Pares de flagelos também sao encontrados ua natureza. Geralmente se projetam a
partir da frente do carpo do organismo e, acompanlhando sua membrana, curvam-se para
{ras.

Os flagelos das baclérias sio conpostos por profefna solida e, por isso, nao permitem a
propagacao de uma onda ao Jongo de seu comprimento. Engenhosamente, estas organelas
parecem girar ao redor de um elo em suas bases. Sua curvalura constante, aliada a este
movimenta de Totagao, cria a ilusao de uma onda propagada.

J4 os eilios dos protistas tém grande flexibjlidade. A natagao destes ouiros organismos
pode ser descrita através do modelo do envelope, proposto por Blake [B2]. Nele, imagina-
e uma meibrana externa i membrana do nadador, composta pelo contorno definida pela
extrentidade de cada cilio {0 “envelope”). Podemos tratar o movimento coordenado de
todos os cifias como a propagacaa de mmna onda transversal nesta membrana-envelope. E

deste estilo em particular que irata este trabalho.

Y[ste movinente aposto se explica pela presengn de mastigoneltis no referido flagelo, verdadeiros

“remos” (ue aumentaimn o arrasto ao longo do eixe fiagelar.



0 modelo do envelope ([B2], pag.200).

Supoe-se que alguns organisimos desprovidos de apendices movem-se attaves de ondas
longitudinais propagadas em suas membranas. Lste modelo é proposto por Ehlers e
[E1], e revisitado por Koiller [K1], como sendo a foute de propulsao da cianobactéria
Synecococcus.

Ouiros seres microscdpicos, como os Spiroquetos, possuem flagelos internos. E ha os
nadadores misteriosos, cujo movimentio de nataciao ainda nao foi explicado. Koiller [K1]
chama a atencao do leitor brasileiro para o (itdlicos do autor) “agregado magnetoidiico o
carioca, encontrado na lagoa Rodrigo de ITeitas, Rio de Janeiro. Este organismo fo)
descrito por Farina ef ol em [IF1].

Neste breve passeio pela biodiversidade microsedpica, podemos ver que sa0 Maitas as

opedes que a natureza dd aos atletas de proporcoes diminutas.
2.4 Terra plana
A principio, Hmitar um problema real para duas dimensocs pode ser apenas un ar-

9



tificio pedagégico, uma certa “covardia mental” de hdar com as sutilezas e tecnicalidades
malematicas da realidade tridimensional. Fm micronataciao isto nao é necessartamente
verdade.

Conforme Cooke (|C1]}) descreve, hd de fato um mundo bidimensional, com apenas
algminas moléculas de largura. no rico habital que separa o niar do céu. Na suporficie das
dgnas vive umn sem wimero de criaturas unicelulares que poden muito bent ser couside-
radas bidimensionats, Oulro exemplo real. ja referido achma, ¢ o caso do espermatozdide,
cujo movimento flagelar se limita a um plauo.

Obviamente este tratamento ¢ muito menos abrangente do ponto de vista biologico.
Matematicamente falando poréin, ele abre caminhos para certas Léenicas de andlise com-
plexa bastante engenhosas.

Shapere ¢ Wilezek ([S1], [S2]) resolvem o caso em que o cilindro possui segao-reta
circular, chiegando a sugerir métodos para formatos quase circulares. Este trabalho se
propoe a resolver o caso eliptico, bastaute mais abrangente. expandindo as solugoes oblidas

por Ehlers |152].

10



3 DIGRESSAO MATEMATICA

...Sou apenas um dos muitos. No lugar de
onde vim (...} existe uma multidao deles.

... De vez em quando, um ri e diz alguma coisa
como: ", ¢igual a h,, dividido por n fatorial
vezes [ de n, abre parenteses, ¢ mais tete,
fecha parenteses”. I os outros, que o entenden,

fazem que sim com a cabeca e riem junto.

Tepiotax], em O diabo dos numeres

3.1 A equagao biharmonica

Quando o mimero de Revnolds € muito menor do que 1, vimos ja que podemos apro-
ximar a equacao de Navier-Stokes {2.1) para a cquagao de Stokes:
o
—VFP A4 yVie=0. (3.1)
Relembrando, ¢ ¢ [2 siao camnpos a serem deferminados no flutdo. O primeiro ¢ o campo
velorial de velocidades, cnquanto o althno ¢ o campo escalar de pressao; 3y ¢ a viscostdade

do meio.



A essa equacao junta-se outra, que nos da a incompressibilidade do fluido em questao:
VU=

Por fim, consideramos ainda a condicao de nao-deslizamento, fundamental neste hnte

em que trabalhamos:

-+

V

?“[formai.o =
onde V¥ é o campo de velocidades na membrana do organisino, uma condigao de fronteira.

Outra condicao de fronteira é:

Em duas dimensdes, a divergéncia nula de ¢ nos diz que cle pode ser escrito como
funcao de um campo escalar ¥, a fungio de corrente. O “rotacional” deste campo ¥ e
eseTlo como:

o ow

‘_)‘ — v > qf = ‘_—‘ —
My dx

Podemos eserever a vorticidade, 4, em fun¢ao de ¥, lembrando que @ = wk, d.e.. 0

velor de vorticidade nao estd contido em nosso plano (i, y).
W Voxd - ¥V ox (V x W)

PR v -2 1) SO TR VA



Agora s0 precisamos tomar o rotacional de (3.1}, lembrando que o termo com a pressao

desaparcce. Ficamos com:
0 Vx (V%) = VIV x ) =~V (3.2)

Iosta € a equacao billarmontcea. Ela ja for alvo de extensos estudos na teoria de elast-
cidade em duas dimensoes.

Aqul fica clara a utilidade da analise complexa para resolver a equacao bilannonica.
As funcoes que satisfazem (3.2) possuem uma representacao hastante sinples ent termos

de funcdes analiticas ([M1], pag. 109-112):

] o
SW(2) = 3 () 1 2hG) 4 pele) ()

oude iy e ¢y sao analiticas em = = x4 {y. Daqui, podemos facilmente obter uma forima

para & velocidade:

v(z) = o(z) = 2e/(z) 4 w(s) . (3.3)

1
~—

oude ¢(z) = pr(z) e w(z) = @il

Vemos, entao, que o nosso problema inicial de encontrar o campo vetorial de velocidades
se resune a descobrir um par de funcoes analiticas no planeo. Fstas sohucdes dependerao,
obviamente, da geometria do formato. De gualquer modo. elas poderao ser representadas
por séries de potencia, dando orgent s velocldades indexadas o, gue chiomaremos de

modos de vibracao.



3.2 Teoria de calibre

Queremos aqui chamar a atengio para algumas nuances de geometria diferencial. em
particular aquelas usadas por Shapere e Wilezek [S3| na coustrucao de uma teoria de
calibre {(gauge) para o movimento de um microorganismo.

O espaco de configuracio. t.e. o cspaco que abrange todas as posstbilidades a serem
tratadas, de um corpo deformavel ¢ o espago que coutém todos os possivels formatos,
devidamente localizados ¢ ortentados. Malematicamente falando, dado uma membrana
R. teremos seus formatos localizados ¢ @ 8! — B C R, B = R, formando o espago Q.
Aqui. tamhém devemnos especificar os correspondentes campos de velocidade, 7.

Mas estamos preocupados, por ora, apenas com as deformacoes da membrana. Pode-
1nos, entao. traballiar em um espaco quociente de @, obtido ao declararmos equivalentes
dois formatos idénticos em @, ainda que ocupando posi¢oes diferentes ou estando dife-
rentemente orientados. Mais precisantente. fazemos o quocicute de @ pelo grupo SE(3)
das translacocs ¢ rotacoes rigidas. Obtemos, assim, um espago S coutendo o que chamare-
wos de formatos abstratos, s, ¢ suas deforima¢oes infinitesimals §.

O movitento do corpo no fiuido ¢ um resultado indireto da mudanca de formatos

intrinsecos. Ou. ainda, nma curva fechada® e 8 pode resullar eny unma cnrva aberta om

TOhviamente nman curva aberta em S Lunbén pode resuliar e um deslocamento Hquido. Mas neste

caso o orpanisto nie voltou no fermate injeinl, desearacterizando nossa hipatese dn existencia de um



Q. O microorganismo nadou!

Discernir entre os caminhos fechados em & 1iteis ao movimento é o segredo desta
abordagem ao problema. (s matemadticos chamam esta nataao de holenomia.

Geralmente a solucao para este tipo de problema, em mecanica dos fluidos, é obtida cm
duas ctapas. Define-se primeiramente o formato bédsico ¢ propoe-se uma coudicao qualquer
na fronleira, ‘L:"']n-(,],usm. correspondente a deformacao intriuseca. Aqul 140 cousegunItos
fugir de nma ambigiidade: V' somado a um movimento rigido infinitesimal X é tao bom
quanto Vv, pois a deformagao do formato bédsico € a mesimna.

Na segunda etapa, obiém-se o V correto, extraindo-o do conjunto {‘}proposto + X}
Isso acontece ao imponmos & condicao fisica de que V' nao provoca forca ou torque totais

liquidos sobre o {luido.

Vamos delinir a transformacao linear £ que associa o campo vetorial Vproposto aforcae
a0 torque totais agindo sobre o organisimo, (I, 7). L é geralmente chamado de operador

de dissipacao. Restrito a movimentos infinitesimais, ¢ chamado de operador de resisténcia

G. sendo representado por uma matriz 6 x 6 simcétrica, positiva definida.

fornnto basico.
TFanto a forga quanto o torque podem ser obtidos atravds de wua integragio apropriada do tensor de

strrss, @, listas integrais podem ser encontradas em [K1| ou eni qualquer texto introdutorie de niecanica

de fInidos.



O operador

A=¢7'L

¢ chamado de 1-forma da conexao de Stokes. Sua imagem é a dlgebra de Lie SE(3).
Para uma dada deformacio intrinseca § e um formato localizado ¢, hd wm tuico campo
vetorial ¥ (ao longo da fronteira localizada) cousistente com s satisfazendo A -4 = 0. Iiste
canpo vetorial da o movimento infinitesimal correto do corpo no fluido, correspondente
a deforinacao s.

A passagem da solucao proposta para a solucao correta pode sex escrita, com um certo
abuso de notacao, como

Ge (=AY

Shapere e Wilczek (|S1], pag. 561) demonstram gue, por coustrugao, o operador A
se transforma, sob wna transformacao de calibre, como um potencial de calibre. Ainda
sezundo 0s citados autores, o surgimento de uma estrutura de calibre no contexto da
mecinica de fluidos superviscosos ¢ natural, visto que tals estruturas geralinente cstao
associadas o redundancias na desericao de sistemas fisicos (neste caso especifico a re-
dundineia sendo a liberdade de escolha em localizacio ¢ orientacao de cada formato
abstrato possivel).

O problema dinamico se reduz ao calenlo de u potencial de calibre.

16



3.3 O colchete de Lie

Ao final da secao 3.1, alirmei gque nosso problema inicial era encontrar um campo
velorial de velocidades no fluido. Isste campo é apenas istor um inicio.

Fste campo de velocidades, restrito & fronteira de nosso organismo, nos diz como esta
se deforma.  Para que estas deformacdes infinitesimats resultent e um deslocamento.
é preciso que se alternem em diferentes modos de vibragao. Sim. pots neste ambiente
superviscoso, gualguer tentativa de movimenlo gue hnpligue em “bracadas” reciprocas
(ou ainda. o acoplamento de um mesmo modo vibracional), resultard em um val-ven do
organisme como um Lodo™.

I evidente guC 1ao £ao quaisquer acoplamentos que provocarao wn movimento. Sabe-
Mos. apenas, que o auto-acoplamento nao € uma solugao para wn nadador murto pequeno.
Para encontrarmios quais sao os modos de vibragio que provocam um deslocamento Hquido
precisamos Ler uma medida de sua iuteragao. Para isso, usaremos o colchete de Lie.

O colchele de Lie define um novo campo vetorial a partir de um par qualquer de campos
vetorials em wna variedade, Esta operacao [az do cspaco velortal dos camnpos vetorlals

infitntamente diferencidveis de nma variedade uma algebra de Lie,

TRater pertlas o oscilar s barbatann sio niito elicientes e altos mimeros de Heynolds, Aqui, unia
barbarana iido para o direitn provoearia wn movimento quie serin revertido gqnandoe ela voltasse parn o

(‘.\'(]\l(‘l'([-’l.



Algebra de Lie nada mais ¢ do que um espaco vetorial L possuindo uma operacao
bilinear antissimétrica (geralmeute chamada de comutador)l x L — L que satisfaga a

ideniidade de Jacobi;
A BLLCI+HB.ClL AL+ [, ALB] =0 .

Argumentos relevantes, bastante diretos e comnpreeusiveis, a respeito dos colchetes de
Lic podent ser encoutrados em Aruold (JA1].pdg.208-213).

Ean particular, vemos que o colchete de Lie pode ser uma medida do “nao-fechaniento”
de um par de fluxos ent uma dada varicdade. Em seu exemplo (pag. 212), Aimold propoe
ao leitor que se faca um determinado percurso sobre uma variedade. Digamos, “duas
unidades para a direita ¢ uma para cima”. A ordem inversa deste percurso, partimdo
do mesmo ponto iuicial, deveria terminar no mesmeo ponto final. Isto aconteceria se os
camnpos comutassen. O colchete de Lie (a diferenga cutre um camiuho e outro) mede o
“nao-fechaniento” deste percurso.

Assim, usaremos o colcliete de Lie para caleular a nao-comutatividade dos diferentes
modos vibracionais realizados na membrana do microorgauisnio’. Obviamente nao pode-

remos calenlar todos os casos possivers, visto gue sao infinitos.

SOmatquer nm que ji tertha estncionado wm carro sabe da iimportaneia da ndo-commtatividade de cortos

canpos velorings,



Veremos, ainda, que o cdlculo dos colchetes
[‘Uﬂa ‘U?nT

para cada par (n, 1), nos dard um resultado na forma de uma série. Desta série isolaremos
o ltermo com cocliciente constante, visto que & este ternto gque nos dd a translacao do
nadador. Nao nos preocuparemnos com o termo de rolacao, uma vez gue estamos tomando
um formato com eixo de simetria ¢ deformacoes shnétricas a esle eixo,

Os resultados seréo colelados e uma matriz, chamada matriz de curvalura, F.

3.4 Eficientes eficiéncias

Visando aproximar nosso modelo, admitidamente irreal, de uma realidade bioldgica,
convém falarmos sobre a utilidade de certos acoplamentos entre as velocidades 1ia mem-
braua (as “bracadas” do nadador). Sim, pois até agora ahordamos apenas seus possiveis
deslocamentos, sein nos preocuparmos com a questao fundamental: qual a energia des-
pendida pelo organisimo ao realizar este ou aquele movimento? Qual sua eficiencia?

Qualquer nocao de eficiéneta para wn cannnho fechado, com perfodo 1| no espago dos
formuos abstratos & pode ser assoctuda a raziao

XX/ veloetdade mcdia

1. 1/ poténeta ncédia
A partir desta primeira nocao, podenos obter na gquantidade adimensional multiphcando
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a razdo acimna por um “empuxo caracteristico” 7. A forma resullante

XT
E

(—‘:f]." =

¢ identificada por Woiller ¢ Delgado (K4}, pag. 3) como a eficiéucia de Froude.

Lighthill (|L1], pag. 115) define sua eficiéncia, por construgao, independente ao tempo:

. T o
(veloeidade média)

efy, = — T
poténcia modia

Shapere ¢ Wilzcek ([S2], pag. 589) dizem melhorar esta cficiéncia ao tomar:

oy — P
T TP
onde 7 é a veloeidade média e P. a poténcia média. Esta definigio estd envolta em uma
corta dose de coutrovérsia, visto que nao deixa clara a suposta “melhoria” anunciada
pelos autores (hi, aparentemente, apenas uma renormalizagao em relacao i eficiéncia que
Koiller e Delgado — [K4], pdg.3 — chamam de “a mais ingénua”, most naive).
Podemos, ainda, definit o que Koiller e Delgado ([K4], pdg. 3) chamam de eficiéncia
“Gupénua’ (naive). Ista eficiéneia serd

X

5
[V

of; = (3.4)

onde a divisio pelo perfodo 1 permite exchuir as vibragoes de Jougo perfodo. lista tltima
aprescenta mn eritério de Snstica”, wna vey que nos abriga a comparar aDenas 08 modos de
vibraciao cont o mesmo periodo (de outro modo, poderiamos constderar o mesmo conjuuto

20



de deformacoes, 7.e. 0 mesmo deslocamento liquideo, com diferentes periodes. Quanto mais

lentes fossem as “bracadas”. menos energia despenderia o organismo e, portanto, mais

eficiente ele seria. )

Esta definicao de cficiéncia (3.4) aparece naturalmente uima vez equacionados o movi-

menio ¢ a energia despendida.
3.5 Um problema de autovalores
A poténcia P pode ser escrita como o produio escalar da forga J' com a velocidade v,
Ean notacio complexa, equivale a dizern:
P = Re(l's)
Clomno trataremos de uma série de diferentes velocidades v, vamos definir uma matnz £,

a matriz de poténcia, que encerrara nossos resulbados.

Podemos escrever a deustdade lagrangeana de nosso problema como:
... 1 .
L= 5()(',(],(]) - J/:Z-(Fq‘ i) .

onde v ¢ o multipitcador de Lagrange, os paréuteses represenfam o produto interno e ¢ é
uni fermato localizade.
As cqnacoes de Puler-Dagrange podem ser reduzidas a un sistenia de prinicira ordens:
Kg vFy

3|



Uma solugao tentativa para o sistema acinra é:

g =™ (3.5)
onde V' & o antovetor. Tsso nos da;
if2 )
K1 = Fv |
1/
FV o= MKV

onde podemos perceber que, se K fosse a malriz ideutidade, terfamos o problema de
autovalores usual.
Poderiamos ja multiphicar ambos os lados da equagao acima pela matriz inversa de X,

oblendo o problema tipico:

AV = Al . A= KT F

Woiller ¢ Delgado ([KA4]

, pag. 6) chaman a ateucao para o fato de que esta matriz A

nao ¢ antissimétrica (por construcao, A7 - FITRh). Assim, sugerem eles, vamos defiuir:

de modo a {icarmoes conn:

BV A (3.6)



(Repare que I3, por construgéao, é antissimétrica. )

Voltemos um pouco, em uma lenlativa de caleular algum tipo de eficiéncia. Temos:

1 T
E =3 | (kg
2.0y
aoouergla o
] T
X o= = / (Fq.q)di
2 0o

o deslocamento.

Lembrando que a forma proposta para a nossa solugao ¢ dada por (3.3), temos 7 =

2a /82 Assii, podemos escrever nossa eficicucia cono:

a menos de wn fator 2u.

Mauipulandoe devidamente as formas de [Y ¢ X | chegamos em:
|
o= =Q KV, V)
2

o

A

N —=Q(FV V)
2
Aqui, ¢ importante notar que FU oo AV de nosso problema matyicial original.

Fatao,



lembrando que A — §)/x é um autovalor do problema. Vemos desde ja que todos os
autovalores serao imagindrios puros.
O problema da eficiéncia se resume a um problema de aulovalores, o maior deles

represeutando o modo de vibragao mais cficiente.



4 O NADADOR CIRCULAR

4.1 As funcgoes analiticas

Vimos jd, na equacao (3.3), que o campo de velocidades pode ser descrito, em tedo o
fluido. por duas funcoes analilicas, ¢(2) ¢ w(3). Mais precisamente, na interface s entre

O OrEAlIsSING e O melo, teremos:

o(s) = @(s) = 507(s) + ¥ (5) . (4.1)

Este problema apresenta uma soluciao bastante simples se o formato s for um circulo,
Basta obter os cocficientes de Fourier em ambos os lados da equagio e relacioné-los, como
nos mostra Muskhelishvili (JM1], pag.198-201).

C'omo Shaperc e Wilczek ([S1], pag. 565, 566), vamos reproduzir aqui o raciocinio por
tras de lais caleulos, para estabelecer nossa notacao.

Vamos considerar as seguintes séries de Fourter (onde 56 tomaremos k negativos, pois
guerelnnos que esta solucao para a fronteira seja exteusivel para todo o fluido. Z.e. se anule

uo mfinito}:

A.

@(s) Z(r,\..ﬂ ]
Et)

c(s) Z Iy o
ke



onde s = ¢,

Podemos, entao. reescrever (4.1) como:

>

Z vpst T = Z(r-;\.sk"‘] - Z(k: + 1)&.,;..5'—"“"” y Z brs— 1

k= —x k=0 k<O h<—1

Comparando os ternos de coeficientes iguats. nao ¢ dificil chegar a conclusao que:

- U
b_o = 1 ,
b = O geo -+ (k4 3)uga {k < —2)
Reconstruindo as funcoes ¢@(s) ¢ 3 (s). Heamnos com
¢l{s) =0 O(s) = AsT! (n>-1),
ols) = A w(s) - 0 (n 1),

IMeamos, entao, conn

)‘”:—n—] > —1
“71(;-;) Al 71 -1
UL R N PV B B FAY C N D IR TEE
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Que ¢ a formula da velocidade que usaremos para calcular tanto o colchete de Lie (e,

portanto, F) quauto a poténcia (K).
4.2 Curvaturas, poténcia e a eficiéncia

Para o calculo das curvaturas, precisamos ter e mente a {érmula do colchiete de Lie,
dada por:
ey, ey, My A,

- s
"E"?a- “m' gy T U — = Uy — — T Up *F Fom (4‘2)
oz {1z i o7

Shapere e Wilzeek ([31], pag. 577) subdividem & matriz F e guatro:

[('“ns”“m] = 1) Fpm + €0 Fsn 1 1 F 1 F i

para abranger os casos oude o deslocamento da membrana é trausversal (¢, = 1) ou
longitudinal (¢, = ).

No presente traballio vamos 1os preocupar apenas eomw o caso 13 = ¢ = 1, i.e. ondas
transversals pereorrendo a nembrana do organisino bidimensional no sentido de seu eixo
de simetria (em acordo com o modelo do envelope proposto por Blake |B2]).

Temos, entao, que caleular os F,,. O caleulo ¢ algo traballioso, mas nao apreseita

difienldades
/\'uf\wl /\71-’\”:
T (i 1 D)0 Gy om0y — —F—'(N I DG a2k 1)
1 b

O formato cliptico sera mads detalhicddo o proximoe capitule ¢ no apendice A

[
=T



O cdlculo da poténcia despendida por um nadador circular é bastante simples e pode
ser encoutrado, em detalhes, no apéndice ' (mais precisamente, na secio C.4). Basta
lembrarmos gue, parliindo de /7 = Re(F#) = K. teremos:

1

Pds = K = =l o+ 10+ 2 (k1 1)0
dnp Js

onde P ¢ a densidade de poténcia.
Quanto a eficiéucia, hasta equacionarmos ambas as matrizes no problema de autova-
Jores descrito na secio 3.5. D fato, isso foi feilo com a ajuda do programa Mathlab, os

nl

aulovalores obtidos estando listados no apéndice B
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5 O NADADOR ELIPTICO

cliptico: adj. m. 3. obscure, ambiguo. reticente.

Diclonirio Webster

5.1 Uma transformacao conforme

Usaremos aqui técnicas padrao de varidveis complexas para computar a conexao de
Stokes, 7.e. a curvatura., de nosso nadador bidimensional. O dominio do fluido sera

represeniado pelo plano complexo. A membrana do organismio scra i, uin mapeamento

conforine do circulo unitario v dado por:

Assim, apesar de a {ronteira do orgamsmo com o fluido ser eliplica e estar no plano
complexo :, furemos nossos caleulos para a curvatura no plano & onde o formato é, agora,
umt cirenlo uuitirio. Usaremos a niesna base utilizada por Shapere ¢ Wilzeck [S1].

Nossa condicao de frouteira (4.1} altera-se um pouco:

)c/:’(r}) be(a) (H.1)

o)

\'((}) (lf:(r}) —
Muskhelishvili ([M1]. pag. 350 353) obtém as formas de g e e hlers (|152]. pag. 11)
as apresenta dentro do contexto descjado:
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o

P (&) =

Substituindo estas férnmilas para o v, (&) ficamos com:

/\?7"'-"71( __5 é)

e

rn+1
)‘ﬂt.. -

( 0 n > —1
§)=410 n=-1
1™ < 1
L
A& > —|
Ao, no= —1
gk&%ﬁ%ﬁ(n F 1" no< -1
i;;;d)() PO
n > —1
9 = —]
(m+ l)%%;%j\nf” + E—((]E'Zﬁjgj (n+ 1) A" n< =1

De posse da forma dos v, podemos calcular a matriz de curvatura, F. e a maltriz de

potéucia despendida, K.

5.2 A matriz de curvatura

Iohlers (

152], pag. 12) procede o cileulo da ntatriz de curvatura uo caso mais shmples

onde 1 ¢ m sao maiores do que —1. Neste traballio estendemos o resultado para o caso
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misto (n > —1.m < —1 e vice-versa) e para o caso em que n e m sao menores do que —1,
bastante mais trabalhosa. Estes procedimentos sdo apresentados em detailies no apéndice
AL Aqui, vamos apenas expor os resultados obtidos.

Reproduzindo o ja citado traballio de IShlers, temos (n,m < —1):

A A AT

m ] 0-?1-5-m~'1—| 2k
( ) n

' k
)\’H A’ni Jﬂl[ (n l l )1’7 qr—1re- 1= 2k .

|21 | Z

-[\‘

Dada a simetria de nosso problema, queremos apenas o termo de coeficiente constaute

das séries acima deseritas (€ este o termo que nos da o movhuento de translacao).

)\1)\ _monl . Aﬂ)\ __m-m3]
-?:n'm = __":.]._;ﬂﬂ] 2 (771 + ])é('rr—-m),(ijk«: 1) — ].{m MM 2 (’H -+ ])(5(17,_7;),(‘.2!:—:-])

n,mo>—1 ¢ keEN

Prossegnindo, agora, para o caso misto, temos:

A.”A-,” Ig F VD) & )\'rr)‘?n IS e 12k
o 3 _ 7 — M T +ik m + 1M o™ m-1--d +
[0 ) EA: 7 (m —n)M"a ; 7 ( )
>\71>‘11': . ko —n—1ni 14248 A" AT” il —n—mn—14 2k
1 ;T(rn PIYEA T)M 0 —ER:T(T” + 1)k + 1)M™ “a
que nos da:
)‘?r>‘1n Ll L )\n)‘m nim 1 T 'i i ! l
Fom —Tff‘sf- 4 I(”H'! = B 2k 1) TM = (o) 1) (—_—2_——) St oy (ks 1y |
1 \

f\'ﬂi /\‘,‘H i s ¥ A?l ’\?.’i LER TR ! 1 H I :) ) —
—_—— J‘I‘] 9 1"-[ B (“'—_" ) i ! ] e 2k
]]’ 1 }‘]’ Vi ( ) ( e )l( ¢ ])
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n>—-1 , m<-=1 e LelN.

L
Any A ¥ _mengl ’\71 A., i 1+ m 4 ]
fm‘n - R ”A'j B (ﬂ‘ - 7”)6(7?—-711).(2#-1 1) 1 - M 2 1 (?’l 1 -‘!J (mﬁ—{z—_-) é(‘rH. m ) {2k 1) +

Mndmn mimit AnAgm memea [T m b3
MTET o A T e T 1) ) (20—
- 7 ( 5 ) (7 A 1) by (20—

n<—1 , m>-1 ¢ keN.

Por fim, vamos calcular o case mais trabalhoso, n,m < —1:

An Ay r ok e ] — 2k An A
[ty U] = 2—7},—?(?? — A Ko I TR L NI ) @
2 ! .
_ Lok AnA .
(k4 TJATR g sk g N2 o — ) (ke 1) M R T
k
A'HAPr : - X 518 A /\.m . . o1
Z ! (7']’? ] EJJ”A('}” w140k Z ﬂ.' (?'1 T l)ﬂjknfnvim—l—f.,k
A L
(Jue nos dard:
A )\ - 1 3 A.”A, _n-tn- 1
-T-nm' T—}{li A 2 (?H Pl )5(1;;—7”‘(3.‘\'1 i ]‘)’ l M 5 (-“ 4] )(5(?1-#11!]‘('.3[.'4 1
o s =1 o ke N |

Uiina nratriz de enrvatura com |, ] < 5 ¢ apresentada no apéndice B
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5.3 A matriz de poténcia

Vamos desde ja chamar a atencao para um fato notavel (¢ aparentemente nao percebido
por tantos ouiros autores gue pesquisaii esta area em particular). A matriz de poténcia
despendida de um nadador cliptico é a mesma de um nadador cireular! Os caleulos que
uos levam a csta afirmaciao estao apresentados e detalhe no apéndice C. TPor ora, apenas
vamos reproduzir os resultados obtidos.

Como a do circuio, nossa matriz de poténcia despendida ¢ diagonal e seus componentes

{ a menos de fatores de normalizacao) sao dados por

K?I?)][ = *l)\klu(k + )0+ |)\L|2(!‘ + 10,

== k

onde (0, é a funcio degrau, valendo 0 para o ucgativo ¢ 1 para os oulros casos. INsta

mi| < 5, esta representada no apéndice 1.

matriz, com |n],
5.4 A eficiéncia

Uma ver de posse de amnbas as matrizes, podemos proceder para o nosso problema de
aul ovalores, conforme desortlo ha secao 3.0,

Iiste problema fol resolvido com o programa MathlLab, onde calenlamas varias possi-
bhilidwdes, tanto de formatos quanto de podos excitados, Mais precisamente. foram cinceo

os Tornalos utilizados como base para as deformacoes damembrana: A - 0 {0 cireulo),
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M —01eM = 0.2 (elipses pouco excéntricas) e M = 0.8 ¢ M = 0.9 (elipses muito
excéntricas). Quanto ao numero de modos excitados, resolvemos o problema primeira-
mente com os cinco primeiros, depois cont os dez primeiros, depols com os trinta priueiros
¢, por {im, utilizamos dez modos ontre 30 ¢ 39,

As labelas de todos os autovalores dos casos caleulados sao dadas no apéndice Iu.

As conclusdes podem ser vistas 1o proximo capitulo.
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6 CONCLUSOES

O primeiro passoe para o conheci-

mento é saber que somos ipgnorantes,
Lord David Cecrl

Como ja for dito nos capitulos precedentes, o problema de aulovalores —— que acusard
os modos de vibracao mais eficientes -— fol resolvido com a ajuda do programa MathLab.

Uma vez obtidas as férmulas das matrizes de curvatura e poténcla despendida, {ez-se
uim programa que coustrol ambas ¢ calcula os referidos autovalores da matriz composta
K—F.

Sao estes autovalores, penosamente listados no apéndice 1, que nos dao a ja falada
medida de eficiénela.

Herou-se a rotina para varios casos distintos, alterando-se tauto a deformacao do for-
malo {represcuiada pelo valor de A7) guanto a quantidade de modos utilizados.  Ios-
peravamos, com iss0. obter algun padrio que nos levasse a alguma conclusao,

De fato, podemos afirmar que os modos mais altos sao mais ceficdentes. Uma breve

inspecao dos mhneros olnidos™ nos nostra que o valor ahsoluto dos autovalores anmenta

SRlxaniine-os por sun proprin conla ¢ risco. .
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4 medida que mais ¢ mais modos sao cousiderados. E ndo diminui significantemente ao
excluirmos os prineiros modos de vibragao.

Realmente, exaninamos este comportamento com modos altissimos (que 140 sao repro-
duzidos neste traballio escrito), entre 30000 ¢ 30009. ¢ pudemos constatar que a elicitneia
aumenta. Fste awnento, no entanto, ¢ cada vez nmenor, accnando para um limite superior
como o proposto por Shapere ¢ Wilezek ([S2], pag.591).

lsta preferéncia natural por altos modos de vibragao poderia explicar porque & na-
{ureza oplou por dotar certos organismos de cilios. As tensoes seriam mnuito grandes 1na
membrana [fsica do organismo se cla de fato precisasse se contorcer 1ao violentamente.
Assinl, a “membrana-envelope’ (0s ¢flios. conforme proposto por Blake [B2]) teria surgido,
livre para oscilar com a violéucia que fosse necessaria.

Outro (ato, aparentemente inédito, que cste traballio traz ¢ quanto a poténcia des-
pendida por nm nadador nao-circular.  Vinos ja que um organismo eliptico gasta a
mestna energia do gue mmn organtsmo e forina de circulo. Koiller (K1, pag.148) au-
menta a abrangéneia deste “milagre” (palavra do autor) para as curvas que obedegain a

transformacaa conforme:

A

M
[

1 1.2.3

onde 1 I ¢ obvinmente, o caso Tratado neste traballio.

Para o Mturo, plancjamos duas lnhas distintas de continuidade aeste traballio:



1. Céleulo das curvaturas para um formato qualquer. Este problema ja estava em an-
damento. com o auxilio logistico do Laboratério Nacional de Computacao Cientifica.
Consiste em um caleulo numérico, feito em JFORTRAN, dos colchetes de Lie para
um formato bidimeusional arbitrario. Por razdces externas este programa foi posto

em i hilato.

2. Oscilacoes assimétricas, Ao examinarmos as clipses muito alongadas, pereebemos
facilinenite que nosso modelo deixa mm pouco a desejar. Serla natural que um orga-
nisto com aspecto longilineo se movesse como o fazemn scres rears de tal condiguragao.
Assint, se a parte esquerda da membrana vai para a csquerda (afastando-se do centro
do organismo), a parte direita deveria taimbém ir para a esquerda {aproximaundo-se

do centro, portanto). Este movimento lembra o de uma cobra.

Estas linlias de pesquisa serao retomadas muito brevemente,
Assim. vollamos ao nosso nadador cliptico de duas dimensoes, nadando em um oceano
viscoso, oscilando violentanienle sna membrana externa, em busea de uma maxima cficicucia.

15 em fimcao dele que foi realizado este trabalbo. Ui brinde a este “atlota™
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Apéndice A. CALCULO DAS CURVATURAS

A.1 A forma da velocidade

Para o caleulo das curvaturas. precisamos ter em mente a formula do colchete de Lie,

dada, por:

I J ¢y, | iy, iy, Ty _
Uy, U = oty b Ty — Uy — =7 )
1y - m a- m . TR

No nosso caso cm particular, visto que estamos trabalhando em um mapeamento con-
forme do circulo unitdrio, devemos atentar ao detalhe que a variavel de derivagao é € ¢

naoe :. Assim, teremos:

o dg o 1 2

o s o [{( _g) 3
[

a0 dEd 1 &

gF R O8 H(] _ g) e
pois

/\_| "

Fala
—

Aty (

ATy DY ifﬂ\\ pet A G AT g -




Precisamos, entao, calcular trés casos distintos:

l.n>-=-1em>-—1;

2. n>—lem< —1 (e vice-versa);

N

I n<—=lem< -1

A.2 Calculo do caso 1.

Aqui, lemos:

- —(n-1 \ . & —(m+ 1]
)‘HUN = A'n‘: ( ) ¢ A'm“m = AmE ( )

] (‘-‘}Uﬂ ({)ru’m 1 8'011 _ a'Urn -
|'()11' l-‘au] - — Uy =~ T tn 1 4 Gy — — Ty,
(- e & rR(1-H)\o¢ ae

Os dois primeiros lermos sao obviamente nulos POIS Uy, © Uy 1120 dependem de §. Assim.

ficamus cout:

o e ([ ] = i 0] 1)

Restringindo ao eirculo (ee, &0 ¢ { o 7H). temos

) )
sl e [ D 0 T A 1 0 A
1 — ! [# 2l
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Procedendo as simplificagbes adequadas, ficamos com:
Ay A MK
n - ])Uﬂ-nH-J—J. ’ ( ‘. 1)

(n

Ap A M E o
Vny Um| = _n_ﬂ__g m 1 Ofﬂ_.—mﬂ 1408
ot ; Wy R
onde fizenios
_lw___} ZMA-OQ.'\»
1—Me® =

A.3 Calculo do Caso 2.

Agora temos:
yy e F—(n+1
(’ﬂ - ATI‘E )

e
ety M, 1 ME N
+1 . S m s -]
tin = /\mEm — (7n‘ + I)_—C— £ ’)\'m‘s | I (7.”.!, + 1)’)\77?6
- = ﬂ-[ £ — A
s £
Novamente, devemos fazer:
1 g, i, } 1 gy My
1 —y | ——yy — U (A2
S I (] - g—) ei3 ¢ ( )

i""'n; Um] = I (] _ M) e Y
62

onde o primeiro ternto, gue chamaremos de A, ¢ identicanente nulo, pois v, nao apreseuta

dependéncia em £

Ja sabenmos gque:

10



Vamos agora calcular as derivadas de v

(-'.)_Um - . B ‘ Em—j-? 52 — A
ac (m + DA™ = Al + ])g’.’ _ Af g2 (A.3)
C
‘}U'r” C‘—) | fl] I N 2 &’Tl-: ! 25?”4':)‘
(‘ At - 1) - (rm I) )< — _”S ~| 4
ae £ =M (&= — M)~
(- 1) 4 (- FINEMHE g M grmsd (A.4)
éi! — A (E_’ _ ]w)ﬂ '

O segundo termo de (A.2), (7, ¢é calculado por:

¢ ] [( A" = il + 1) S A g
e el | U : m = AT ~ o o n . !
R(1-4) ) - Mg )

restrito ao circulo unitario, isso nos da:

(= M /\,”(Jm _ ;\m_()%(ﬂi‘igi}ji} 071-5-1
R (} —%) o~ — M 1=
n - M TP

Novanieutoe farcimos:

¢, desta ver Lambdm,

] N
St ~ Uk
l _ J_"_'I ﬂ] ‘}
a? kO
(este tliimo passo nos ¢ assepurado perechendo que A < e o] 1)



Feito isso. chegamos a:

A m + 1 I+ 4L 9 —7 LT 1% LT
A (m F }ﬂ[ Gﬂ.fn—-l—-}\_z)\ﬂ)‘n(?n'i' l)j” aTl—n]f]fik . (A'))

C, _ ]
Z R : R

L.
O terceiro termo da equacao (A.2). que chamaremos de B, ¢ calculado a seguir:

4 A€

Iy

1 PR
j/p——— T S W S P T LR
R (] — Afi [ Jn ] ) )
£
cm-dog A e ]
4 A (m o 1)Ls ,,I h
&eF—-M

Como de costume. restringiremos ao eireulo:

g ) ) ( g 07‘2 + M U'm—%'.?
L D S DDV A B B VPR UL S VY U AR | _ N
R(1 = Mao=) [ ( Jo ] ! m( ) o=l 02— M

G'erl -+ ]Uom-v;’.‘|

B =

}\‘m 4 ] )
+ (m+1) P

’\7;)‘771(7'1 - I) g Tl
K 1— Mo?

T

13 =

A”}m(n-iJ)ﬂJkOn_nmﬁaBk (A6)

Be-2 R

L.
Por fim, vamos caleular o quarto ¢ 1iltimo termo da expressao (A2}, que chamaremos

de 1)
i 0 iAL Dygm ] DI K1
/) mﬁ#"T{_Amhul by U“f AR S
H(L—%J £ 8 A (62— A )
o ) Cayapemie 2 RLIIER e 4’
¢y LD L DM LR )
:‘ - AJI (:' — AJ’ )F



No circulo, temos:

Aodn(mo 1 1o (“‘5”{ 0?4+ M [(m i 2)a~mE D 2p (M=) ] |

D ; - - :
R(1 — Mo=) o o= — Al (0% — M )*
l (7” 1 1)” -y (7‘!’1. 1 'a)ﬂ]() — (= 2) 20 —fm= ) 1 Mo —(mn+4}
=% — M (=% — A )*

/\7! A'ﬂ'l (Tn- l‘ ] )UA(.”{ ]) ( -v'ﬂ? + ﬂ] ‘.')l)
e ” — o
R(1 = Mo?)*
Aqui, faremos:

_—J——:ZM}M‘ ok
(1 — AMao-) pr

resuliando en:

An/\ Aj (}‘ + 1)(??’1 + ]) —n—rrr 1420

p=-% 3 g

Z An)\inﬁf‘k ]('l‘ L ])(?ﬂ- + ]) —n—in—1=+2k (1\7)
¢ ' .
- R

Agora. lombrando que A = 0, basta tomarmos (A.3), (A.6) ¢ (A7) para fazermos:

Al B-0C-D

IT"?I‘ r"m] -
S Y Y N Ay A ,
!L‘.”‘ “m! . > LA (“ | ] )f“: I\”n [ITIEND LT S T L (_’” | ) p“,.f. o Y =2k |
— RN = N
I3 IS
/\'N’\HH ol

(it D)k 1 parfeTmTm ey

— An A T
 ECLCTII J-] . {TT

Lt ] N



4 Z n N (m—i—l}(k +])A/].I:—‘-1n—n—m—lw:2k
k

i

A A"” . 7S A ,/\ . 5 n ) o
H (7” _ ”)‘Mri.nn—mu 1--25 Z 71{”(,”,) J ])_M.LON = =24 4

‘ U’” » U’IH’ I

>
X fi .
} ; Iz (m |- 1)(!‘; | ])”ﬁ] "‘r; —nt—1n- | 2A - IZ H (Tﬁ | 1)(;\ 1 l)ﬁ.fk L” —n—1p—1 -2

(A%)

Lembrando que (A.8) vale para o caso n > —1 ¢ m < —1. Para oblernmos o caso

inverso, é 84 {rocarmo n Por M ¢ VICe-versa Lia CQUACao aclal

;\ﬂ}\m : C1a ik A A s 1=k
I‘U?H Um] _ Z ) (r” _ :l?‘i)fl] bom=ns122k ZA__(” J ])]l] k-t 1= 2k ,
b K
3‘7'A7?' . gk el 20 5\?';\T” . 3 - gha ) —m—an—14 2K
+ %:T(?: (k1 13AT R — LZT(H (k4 1M e

onde agora temos 1 < —1 ¢ > —1.
A.4 Calculo do Caso 3.

Neste nlUnmo caso. devemos Tazser:

I i .—~———~——I ““" H“?H i : ((}‘!JH (.}'UHI AN
ety . - = !y — — 'y V. T - Cayy = ——— Uy (A l(])
H(l* M') (/L Q1 !\’(l—v%) i€ ¢ .




com

ety o, 1+ ME S
2 A (1 )\n‘”fl
2o g?—ﬁf( JAnt

[

B ety N, 1+ ME o
Vi = )\m,fm - (m 4+ 1)2—'%“4——?‘17,\11;51” T T—;]—-(m -+ ]))\mfﬂ !
CeT T ST

As derivadas com respeito a £ ¢ a & ja foram calculadas para o caso anterior e podein

ser vistas nas expressoes (A3) e (Ad).
notacio, vamos primeiramnente restringir estas expressoes

A fin de enxugarniios nossa

a0 cireulo unitdrio para depots caleularmos os termos de {A.10).

E)'”-lo - A"CJ mil L& 'U-mlo = )\71101”‘?-1 ’
“ﬂlo = Aﬂn—(n_H) e 'U'mlo = 5\1n0 —(m-+1)
B
i . 0 —n ~ o —(n+ 2)
n = (n 1) (;n__A 11 - NN+ Al -}] —
ag ( ) A al T aToE nl )T
0
(",l"ﬂ,".ln R 0 —nt . o "(TT?Jr...)
: = (4 DA™ = Al 4 1) s o 1) ——
o ( ! ! EyYRE ! TP
iy, ) _"Mi__]”_)(nun,'_&_ﬂ]”_,ﬂj
o v~ Alo®
Q
o
() "1 A ' ol B . o
o Sl sy
I |~ Mo®



Calculando o primeiro termo de (A.10), A’, temos:

—(n=1)
3 a e ]
1

, 1 " _ ‘ 0.—11 ‘
A = ———-————H—]—~)# I:(Tl + ])r\”O — z\n(” + ])m + An(’.’i + l)ﬂ]m

R( _ M
o Am(n 4+ 1)o™"! A, 0" A (] _ ﬂ)
R (] - ) § | — MoZ iz
A?!A”? -/\7?’\7”

Ai . Ej‘: - (ﬂ | 1)[\1 I‘.O ESHE S St AZ 7 (?? Ny ])ﬂlf j,-n —pregre 1 2h ' (A 1 l)

Para o terceiro termo de (A10), BY, temos:

1 A (n 41 -
: . _ (N { ”) (0 —n4 2 _ }UO 7?) 1\7”0—(771—"1)
R(1—Mo2y| 1— Ma®

B =

f\nAm(” + 1 )r) (M o —n—m—1

R(1 = Mo2)?

;\7? ;\m - —r—n—1+ 2k
T (n + 1)k + 1)MH o 1‘~L§;

a —n—m ])

B =

R:'1 :\m

(n+ 1){(k + 1) M Fg 12

b”:z

k

(A12)

Continnando, vamos ealeular o segundo ternro de (A.10). ¢

1 B —trt 7 —{mn- ) ‘
= -—-——-_—R (] M) [(m + 1) Aa™ — Ay + J)MI Sy T Amfm + 1M T ]\'IOB} Ao
T a2

, Ap(m 1 Dan?! Aon M
(" - )\1.” " PR 1 - .,)
? 1 — Afa® ( R

r(1-24)

/\J’\m s g =2k
(" Z*L—(?Ii PR 'LMZ

N I3 1

Ay Ay : .
_lf_,_ﬂ(?“ | ])ﬂl]l\n'n—:u-l-_ﬁ. . ('\]1;)

A
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[5. lnalizando:

1 N (i L) "
)’ _ g - A —rn /\”{ (- 1)
! ]i’(} __;'\[”'.3) 1 — Mo & ! ) !
’\n" P l
!).' A [HP t _ ) (.'\I’U =1 y —r =i 1)
R - Mad)
- /\’ ’\’” ] .- [EPTRPI “\r ’\m 4D
DD GNP Dark ' B I e AN HCN ORI ek
k ! 3 i

(A1)
Agora ja podemos caleudar o colchete

(O, 0| = A B == D

| A??’\TH . Loy o] =2 j\‘rl/\'m : —m e el Rk
[Un, Um] = AZ T(‘N {- ].)ﬂ]ke‘) memel =2k ; i (7‘}, 1 1)}\[ k(;r ' 1 ~AJ +

] /-\-"j\m ar kil —ne—m—{ 2k j\nfim ] ’ L —me—indl 2

+ ; 7 (n+ L)(k 1 MY g - %j_ﬁ—(n + )k F DA 3
[ Ap A . TS A )-;m el 0k

- 1> (m b )M R IR NI R oy e M Fe TR
L & 2 & B
i xn 7m : o ;\71 /i'n R Y

- Z 7 (m o+ 1)k - 1)AF g omo ik Z——J(m Lk DM H—..k:|
L & =

{Jue resulta cnn
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'\n/\m coom e 12Uk N ’\H\Hf : AT O
SPTEED SE A TSR R SR TSI
P h . h
f\n ’\m . s Lo ,\,,/\,,, 3 .
} Z 7 {tin — n)ih | R AT A A ZT«(W i l).l[;‘r!”"”""‘j‘ i
R ' % 1

’\Il ’\'m

-

Ak e b2k
(n 1 DA (A 13)

A.5 A matriz de curvatura

Para conslruir o matriz de nosso interesse, preeisamos apenas solar os Lennos cons-
fantes dos somatdrios das formmlas (A L).(A8). (A9) e (A1) Isto por que sido estes
termos que nos dao a translagao do orgauismo.

Assim, Acainos conu

/\??A-,n on—mil

./i” /\ _m-nitl 5 )
an - Rm M 4 (m t l)’s(n—m)‘(i}ka—l) - Tﬂ'[ 2 (Tl F I-)’s(-;rt—?!j,(L’k{—l) )
n,m> —1 o kel
A /i-, _n-mel . /i7;\ ro-mn - L 7Lt { .
Fom 7 LR_EAJ B (T)’L - n)fs(ﬂ—m),(i.’kklj F _}_{jﬂﬁ'{ E (m b l) (—'2—) ’s(n——m)‘('.?k F1) +
/\”A'.m nopmd-1l An,x,,l n - -3 nFm 3
- T“'[ 2 T Tﬂ’[ 2 (_—2——> (Tn‘ b I‘)'S(Tr ), (2h—1)

m< —1 o kel .

\/
l

It
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, f‘n A _mon-l Ay ’\Trr noee 1 nobomo i |
Fom T-’U T — i) ek 1y —1,—"” T {n 1) (‘—T#) D2k -1y !
1 1 g ;

,\,,/\”, ,‘JLH_’L._I ‘ /\rr'\m .”, meo ot ‘b | ;) B } l}\
. ! B 2 —_— 1 Siar ) {h—
I Ity ( 2 L ¢ bk )

o, por linw

A-” /\7” L /\" /\1” LN
Pl

A[ 2 (,rn l 1);)(7”_7,)‘(2;\‘__1) — h) 1'11 - “ (H ! l)b(?l—ﬂl).('ﬂ\'n-l)

f!l?rl h
I

nm<—1 o kel

Ihslas sio as formulas alimentadas ao progranta MalhLab para que se possa resolver o

problena de autovalores. No apéndice seguinle, venos ina ik riz com [nf, m] < 5.
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Apéndice C. CALCULO DA POTENCIA DESPENDIDA

C.1 A férmula da poténcia

A potenci 77 pode ser eseritic como o produto escalio da forca /7 com a veloerdade .

Inm nolagao complexa, equivale a dizoer:
I Re(r )

Sendo extremamente rigoroso, devo ressaltar que trataremos, aqui, primeiramente da
denstdade de poténcia, P, obiida como funcao da deusidade de forga. §.

Ja sabemos ue a velocidade ¢ dada por:

vo=g(z) b olz) - 20 () = Z Ao

nEZ

A densidade de forca serd:
F=2n {211(1((1)’)1\:' ;e (Ei — 35”) ;J .

S sz
onde N ¢ o vetor normal dado por —i 7.

Assing, tellos:

Pis el (Snr) [ G T+ -] ) e

Zlu' 7! T



Mas ¢ nmito importante ressaltar que estarcuws trabathando em wn flormato diferente

do eireulo nuitario. Mais precisanente, nossa [touteira ¢ nma clipse, euja transformacio

coulorine ¢ dada por:

Assim, as derivadas maostradas na cquacao (V1) (Tomadas car relacao a0 2} precisam

sor devidamente couvertidas para as variavels corretas (£, como segue;

- thep tfer C
S5) eyl e Tf:: #($)
[V B —_— - e g
il oL oz ?]f'E I ({ _ 3%) I ( _ g)

$(z) - : :
#? (1~ 4
(&
) M
drz = )1 — - as
«

Assiin, reeserevendo (C.1), lemos:



rl'),, 12 M
: L | N H(l~ k,,)d:‘ |

'}:’ —

-——1' - I ,T‘-Hrzvl _ _

o B e Rl ) K (o
K- ) ) (- ) i

(C.2)

lista é a formula da poténcia.

C.2 Manipulagoes algébricas

Visando enxugar nossa notagio, vamos nos reportar ao circulo antes de substituir as

formas de ¢ e 4, E 56 tomarmos (& — o), lembrando que devemos fazer & = o~ Com
iss0, e simplificando a expressao (C.2), ficamos com:
P - , 7t — M 2w+ M) ]~
—ds = lm PVGAARR B + | = -+ =M
2 {{ (Z l ; e ey Ty s R T P il R
(C.3)

— = d
g® o2 (l— MJ")(Dm} 0}}

[o bom chamarmos a atencio para o fato de que as fungdoes ¢ ¢ ¥ ainda nao foram

-t



restrilas ao circulo, suas formas sendo:

;
0 o> ]
(f’m(“f) - {) o= —1
A€ < =1
LY
e
)\7;15_1”_1 o> -1
) _ N
L"‘??? (E) - /‘\_,J TrL — ——]

c (14 /Uf[z} e . _

BG= (4 1)ARE™ m < =1

Iostas forinas serao inseridas em (C.3), e entao restringiremos novamcule ao circulo
&

(para transformar os £ restantes em o adequadamenie). Mas o resultado nos daria uma
expressao bastante grande e de dificil manuscio. Vamos, a priori, desmembrar esta ex-
Pressao.

Primeiramernte, devemos ressaltar gue apenas @ existe para p > —1. Assini, se os
termos que contén @ (ua verdade, suas derivadas) podem ser representados e mn so-
natorio de —oo a —1, o tenmo em ¢ deve ser desmembrado em dols novos ternios: wn

a ser agrupado 10 somatorio anterior ¢ outro levando e couta valores de p malores gue

— 1. IPteamos con:

rd
o)
St o e o —

P - o
}l L S oA ) 1S (R )




+ Z Im (X'n Am C'r'nm ) + Z Ill](X.nX.,,len ) +

LT —1 7, Ml
L. e \
& @
+ Z Ill‘l(AnAM-{?mH)
7o < —] ((‘4)
;

oude Ay Bom. Cam o © 10 sa0 inlegrais em o a screin detalhadas a seguir, Perce-
bam, 10 entanto, que isolamos ambos 0s A ¢ Incorporamos o fator o proveniente da

velocidade a formula das funcoes ¢ ¢ 4.
C.3 Sete integrails e uma solucgao

O calculo de Ay, ¢ Lrivial;

1 { .
A = f C ( r)) =g do = —(m + l)jté oM P g
51 a~ (fE far 1

O caleulo de I3,,,, por sua vez, mosira-se bastante trabalhoso:

: (1+ ME)
——ﬂ—l
B — r - 1gr] i
B jé,( ()- {d‘: { E — A (1 18 }}E—‘ﬂ(()

1) FA Y =gy (g 4 A
= - ——d0
(m (m jé} T 7702 0 ) (0 AaEye

Prosseguindo, Lemos:

‘ (] . 4 -
LT % (0 "7 L) g do (m 1 1) ?g o g
Jgur e’ff ¢ T



o¥ — M 200+ M) d
DTHT[ - f - I3 3 £y Af —gml d
i (o ) [03(] — Mo?) + (1 —Ma®)? de” e ¢

- o . o4 M
= 1 S T T 4 2M e g T g |
o )H‘v" Mo o ﬁévl (1= Mo2)2’ OJ

e, por fim.

' a4 M q2 ST, .
Fom = ‘?g o ! -,—*—Lﬂ:,— 'me.f‘—] dao = ?TI(’.'T.’- + 1) }é am ‘)Ofn*m—._:do
4 a2(1 — Ma=)\ de? (o "Ter 1 — Mol

Reunidas todas sob a férmula (C'.2), teremos:

—]_ Pds = Z Im I:X'n)‘m(—l)(?n +- ]) jg O'm”_'muldc'] -+

2” /51 n,m>—1 51
] '
DY o [ 0"t Mo
3 Im < AL A m 41 Hj£ 0 n-m=d g,
11‘7§~1 { e [:( ) 51 ] - A!U 2

" : 1 —n——
boo2(M 7 Dm0 j£ e T g | S
YR QI S |

1 Z Im [X,,A,,,(a’n + ])-?i‘] n"”"m_lda} 1

H,'Hl<—1
A . 02 _ AI —n—m=2
| ) 7;_] Im {/\n/\m [(m 4 1) .é’_l mo do -

ICER) ?ﬂ 0T M fo| 4 4
oLy I ) (1 .
R AN T VT

S [t 113, A vy
1 Aan 7 e ) do
A, mne | 1) ?&., Y

n,rn-l—| *

(C5)
Podemos, entao, concentriar nossos esforcos na solucao das sete integrais apresentadas:

HYH



1. —(m + 1) 56:5'1 U-?H—m-ldg
9. (TT?, 1 1)2 f._‘;l E%%ﬁi“_m—gdﬁ

3. ——2(.&]2 -+ ])(;:n 4 l)f‘,’l —-—’JO_” m-1 4.

—Ara?)
4. (m A Dy gao ™ da
5. (mot 1) $gr = T R AL 1o
: r als M —1t—in—1
6. 2M (TT? - _‘f‘,l -—7\]—”2—50 do

7. mimA4 1) $a ———7” ;;,M o Mg

C.4 Interlidio circular

Para termos um certo parimetro de comparacao, vamos caleular primeiramente o ¢aso

do circulo, onde M é zero. As integrais dadas na se¢ao anterior transformam-se em:

1. —(m+ 1) 0™ o = =2ni{m 4 1)bum, (m > —1)

2 (m i 1) fo o~ g s 2ai(m 1) 6, _n {in = —1)

300 =20m 1 1) $ AR R P T CETRN N T S (1 < —1)
Ao (e Lo Yoo 2aiime 1 Db, (i 2 —1)

Ao {1 D) g0 da o 2udilie 1 1) by (11i = —1)

]
-1



6. Identicamente nula.
7. mim + 1} fa g o = 2nim{m o+ 1)y _m (m < —1)

Desde ja. podemos ver que as integrais 1 e 4 ndo dependem de M, portanto serao as
mesinas nao importando a excentricidade da elipse.

Para podermos reunir os valores obtidos individuahnent e em wina nica formula. vamos
introduzir a funcao degrau, O, com a scguinte propriedade: 0 = 0k < 0e O = 1k 2 0.
Assim., para n =~ k € Z, temos:

1

7 [ Pds = Im {—Xm.(k- 4 120 g+ ApAp( 1 — k)2mi0 — Mg (1 — k)Amif),
pJs

b ok 10270 4+ NA_p{l = B)2mify — ApAw{—k)(1 — k)‘zmk}

I '1 2
— ¢ Pds = | NJkt D0+ [Ae7(k 1 1) 220, +
2p Js

1
1

N

Y [(1 k=2 = k) (1= k) b k(1 k-)] 210,

7e10!

L O (C.6)

A S5

onde K pode ser prontamente obtido de K7



C.5 De volta a elipse

Vamos, entao, calcular a poténcia despendida para uma elipse qualquer:

1 ey o [ 02 4 Al o
— Pds = K+ I {4 A, A ] -;é T
2'“ S8 5 ! n.;r] v { ‘:(?n | ) Jgr 1 — M nio g
- ' 1
{2007 TG 41 jté —_— L |
( )( ).‘(_-I (l _ﬂ"fﬂ‘j)-
- = <0t — M N

0+ M .
7 21” I j£ S e— —‘n—m—}d B
i R AT I (’” |
4 M N
O— <| —ﬂ—?n_"d(]}

4 Z Tt l:-)_\ﬂxmin(?ﬂ 1 l) .#5‘1 ]——“WU

T, m<—1

Mais uma vez, valnos nos coucenlral las INtegrals caso a caso,

—n—1n-—1 —'n H—

(n -+ 1)° ?4 A M et - (it 1)? f 2 1o + Mjé d
- - ————{} g = ['m - "_"——( 0 B ¢ A
L S T M o T— Mo? 1~ Mo

]
Como Me= < |, temos:

' O gk Ok
S Mkt
1— Mo

¢. portanto,

o ()2 t er' r—Tn— £ ' > —n—rn—1
(i | J)—jﬁ.l W” e (i 1 1) lﬁl‘*' (Z YA ) do

(S

. &N -
LM ¢ (Z;«J*‘n”*)(-ﬁ?""’—”'rmJ
g1

A

Primeiramente:

)



(As funcoes € aparccem pois k > (.)

oo o
(m + 1) (Z}\J"”Qy;fak_(n_% > MRS, (o

k=0

(m +1)°

Prossegminde cour as outras integrals, lemos:
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entre os colchetes, nos trés casos possiveis:
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que é exatamente o resultado do circulo! Assing, vemos que nao importa a excentricidade
A daelipse tonmeda como formato. a poténcia dispendida por nosso nadador serd amoesma

que cle dispenderia se tivesse a forma de um efreulo! Bste ¢ um resullado notavel,
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Apéndice D. MATRIZ DE POTENCIA PARA A

ELIPSE (¢, =),=1

m=20!m=1]m- *ﬂ m—2{m- =3

n=_0 1 0 0 0 0

n=1 0 2 0 0 {

n=—2 l Q0 0 I 0 0 0 0 0
0 0O 3 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 T‘i
0 0 0 () 4 0 0 ‘
0 0 0 L 0 0 3 0 t
0 0 0 0 0 0 ) J
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Apéndice E. AUTOVALORES CALCULADOS

Primeiramente, procedenios o caleulo para A/ — 0, é.e. o circulo. Istes sao 0s resulta-

dos obtidos através do programa MathiLab:

m=13 (cinco primeiros modos)

0.0000 1 1.9906k
0.0000 - 1.99063
0.0000 + 1.76501
0.0000 - 1.76501
¢.6000 | 0.3052i
0.0000 - 0.3052;
0.0000 | 6.76121
0.0600 - 0.76121
0.00060 -+ 1.2583

0.0060 - 1.2585

=10 (10 pritmeiros modos)

0.0000 - 2..1008i
0.0000 - 21008
0.0000 | 2.347H
0.0800 - 2347 1

0.0000 | 20351



0.0000 - 2.0381i

0.0000 1 1.91581
0.0000 - 1.9158i

0.0000 + 1.5989i
0.0000 - 1.598%

0.0000 1 137351
0.0000 - 1.37351

0.0000 -+ 1.111%
0.0000 - 1.11153

0.0000 + 0.7072
0.0000 - 0.75721

0.0000 4 0.5604i
0.0000 - 0.56041

0.0000

0.0000

m=30 (irinta primeiros modos)

0.0000 | 2.7016i
0.0000 - 2.701Gi
0.0000 | 2.69671
0.0000 - 2.69671
0.0000 | 2.6237

0.0000 - 2.62371
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0.0000 4 2.61471
0.0000 - 2.6147i
0.0000 + 2.52861
0.0000 - 2.5206
(.0000 + 25152
(.0000 - 2.5152i
0.0000 1 21178
0.0000 - 21174
0.0000 -4 2.3960i
0.0600 - 2.396(0
0.0000 -+ 2.2869i
0.0000 - 2.2869:
0.0000 | 2.25681
0.0000 - 2.2568i
0.0000 4 2.1385
0.0000 - 2.1385i
0.0000 | 2.0978
0.0000 - 2.0978i
0.0000 1 197351
0.0000 - 19735
0.0000 1 19200

0.0000 - 142015



0.0000 + 1.7935i
0.0000 - 1.79351
0.0000 + 1.72481
0.0000 - 1.7248i
0.0600 + 1.6004
0.0000 - 1.600i
0.0000 1 i.0138
(1.0000 - 1.51351
0.0000 + 1.3963i
0.0000 - 1.3963i
0.0000 1 1.2894i
0.0000 - 1.2894
0.0000 1+ 1.1826i
0.0000 - 1.1826i
0.0000 4 1.0541i
0.0000 - 1.0541
0.0000 | 0.9592i
(.0000 - 0.9592
0.0000 1 0.5105
(3.0000 - (1.81045]
0.0000 1 0.72-18:

0.0000 - 3.72.18

G



0.0000 1 0.5605i
0.0000 - 0.56051
0.0000 + 0.4788i
0.0000 - 0.478&
0.0000 + 0.2229
0.0000 - 0.222%
0.0000 | 0.3038]
0.0000 - 0.3038
0.0000

0.0000

m= 10 (modos entre 30 ¢ 39)

0.00000600000000 | 2.61980730820064i
0.00000000000000 - 2.6498073082096-11
0.00000000000000 4 2.65289973620871i
0.00000000000000 - 2.652899796208711
0.00000000000000 | 2.374917333615241
0.00000000000000 - 2.3799173336)H2%
0.60000000000000 | 2.37782.15598816H
(.60000000000000 - 2,37782155988]1 64
0.00000000000000 | 193905 12189524
0.0000000000000¢ - 19300085 F2A84521

0.00600000000000 1 LO-1363959952.1801
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0.00000000000000 - 1.94163959952485i
0.00000000000000 | 1.370872598320831
0.000000:00000000 - 1.370872598320831
0.00000000000000 -+ 1.373715469363521
(0.00000000000000 - 1.373715469363521
(1.00000G000A0000 | 0.708363328157561
(.00000000000000 - 0.7083633281507563
0.00000000000000 -1 0.71387150246632;
0.00600000000000 - 0.713871502466321
0.00000000000000

0.00000000000000

Apora para uma elipse pouco excéntrica (M = 0.1):

m=5 (c¢inco primeiros modos)

(¢.0000 4 0.31871

0.0000 - 0.31871

0.0000 | 0.8705]

0.0000 - 0.8705i

0.0000 1 1.3475i

0.0000 - 1.3.4751

0.0000 § L9661

0.0040 - 1.9G6-1

0.0000 1 L7671

T0



0.0000 - 1.76711

m=10 {10 primeiros modos)

6.0000 4 0.67281
0.0000 - 0.6728
0.0000 | 0.88511
(.0000 - 0.88%11
0.0000 1 1.2631
0.00060 - 1.26313
0.0000 4 1.5(M06i
0.0000 - 1.50461
0.0000  1.7128i
6.0000 - 1.7128i
0.0000 -+ 2.28451
0.0000 - 2.2845
0.0000 | 2.2.1273
0.0000 - 2.2427
6.0000 | 2.051%
0.0000 - 2.051%
G.0000 1 19530
0.0060 - 1.953 4
(0.0600

0. 0600



m=30 (trinta primeiros modos)

0.0000 + 0.28441
0.0000 - 0.2844i
0.0000 -+ 0.3910;
0.0060 - 0.3910
0.0000 1 0.G08%
0.0000 - 0.60885
0.0000 + 0.70731
0.0000 - 0.7073)
(.0000 + 0.90461
0.0000 - 0.9016)
0.0000 | 0.999%
0.0000 - 0.999%
0.0600 -+ 1.1672i
0.0000 - 1.1672;
0.0000 1 L2680
(1.00060 - 1.2680
0.0000 4 11000
0.0000 - 1.4001i
0.0000 + 1.5075
0.0000 - 15075

0.0000 + LGOTH

ol
te



€.0000 - 1.6079
0.0000 { 1.7153:
0.0000 - 1.71534
0.0000 4 17897
0.0000 - 1.78971
0.0000 | 1.89]11i
(.0000 - 1.8911i
0.0000 + 194551
0.0000 - 1.91455i
0.0000 4 2.036%
0.0000 - 2.0369
0.0000 | 2.07631
G.0000 - 2.0763i
0.0000 + 2.15624
0.0000 - 2.1562i
0.0000 | 218431
0.0000 - 2.18431
0.0000 | 2.25281
0.0000 - 2.25256]
0.0000 1 22725
0.0000 - ".1.'_372:')i

0.0000 | 2.3305:



0.0000 - 2.33051
0.0000 4 2.3441i
0.0000 - 2.34411
0.0000 4 2.1884
0.0000 - 2.1884i
0.0000 | 2.48481
0.0000 - 2.1848i
0.0000 4 2.44911
0.0000 - 2.44911
0.0000 -+ 2.4.432i
0.0000 - 2.41432i
0.0000 | 2.3925i
0.0000 - 2.3928i
0.0000 4 2.10201
0.0000 - 2.4020i
0.0600

0.0000

m= 10 (uedos entre 30 ¢ 39)

0,40000000000000 | 2168177110997 0
.00600000000000 - 24689177 1094700
6.00000000000000 | 24716527R2616311

0.00000000000000 - 2. 1716527526165-11



0.00000000000000 4 2.334401566317471
0.00000000000000 - 2.334401566317471
0.60000000000000 -+ 2.33721244035181
0.00000000000000 - 2.3372124403518-1
0.00000006000000 4 2.0562494073191%H
00.00000060000000 - 2.056249107319191
0.00000000000000 | 2.05896062858 1821
0.00000000000000 - 2.058960628581821
0.00000000000000 4 0.864158997145571
0.6000000¢000000 - 0.8641589871-15571
0.00000000000000 | 0.871179691782851
{.00000000000000 - G.871179691782851
0.60000000000000 | 1.57415292985078i
0.000000000000600 - 1.574152402985075i
0.00000000000000¢ 4 1.577144544544104
(.60000000000000 - 1.5771.1454454-1301
0.60040000000000

(0.000a0300000000

IS, para A7 = 0.2:

nm 5 {cinco primeiros modos)

0.0000 § 03271

0.000G - 0.3271i

=1
o



0.0000 4 0.9909i

(.0000 - 0.9908:

0.0000 -+ 1.4391i

0.0000 - 1.1391i

0.0000 -- 1.94311

(0.0000 - 1.91311

0.0000 ¢ 1.76.18i

0.0000 - 1.7648i

m=10 (10 primeiros modos)

0.0000 4 0.80961
0.0600 - 0.8096i
G.0000 | 1.023(
0.0000 - 1.0230
0.0000 4 1.1172i
0.0000 - 1.4172
1.000d 1 1.G315
0.0000 - 1.6315i
0.00060 | 1.8165H
0.000 - 1.816H
0.0000 1 1,980
0.0000 - 1,980

0.0000 1 2.05721



0.0000 - 2.0572
0.0000 1 2.1826i
0.0000 - 2.1826i
0.0000 4 2.15041
0.0600 - 2.1504
0.0600

0.0060

=30 (30 primeiros modos)

0.0000 4+ 0.36G671
0.0000 - 0.36671
0.0000  0.50311
(.0000 - 0.5031i
0.0000 + 0.7773
0.0000 - 0.7773
0.0000 + 0.8872i
0.0000 - 0.88721
0.0000 + L1219
0.0000 - 11219
0.0000 - 12204
0.0000 - 1220
0.0000 { 110025

0.0000 - 1.1002



0.0000 4 0.0000i
0.0000 - 0.0000
0.0000 + 1.5041i
0.0000 - 150413
0.0000 - 1.650%5
0.0000 - 1.6305i
0.0000 1 1.73171
0.0000 - 173171
0.0000 + 1.81706i
0.0000 - 1.8176i
0.0000 1 1.90451
0.0000 - 1.9045j
0.0000 -+ 1.9623
0.0000 - 1.96231
0.0000 4 2.0310
0.0000 - 2.4310i
0.0000 | 2.069%
0.0000 - 2.0G9%
0.0000 ) 2121061
0.0000 - 2. 1216i
(.0000 1 214700

0.0000 - 2. 117



0.0000 - 2.1856i
0.0000 - 2.1856i
0.0000 + 2.2024
0.0000 - 2.2024;
0.0000 + 2.2306i
0.0000 - 2.2306i
0.0000 | 2.2417
0.0000 - 22417
0.0000 4 2.2623i
0.0000 - 2.2623
0.0000 § 2.2698i
0.0000 - 2.2698i
0.0000 | 2.2848i
0.0000 - 2.2848i
0.0000 1 2.2808i
0.0000 - 2.2808
0.0000 | 2.3139
0.0000 - 2.3130i
0.0000 1 23111
0.0000 - 2.3114i
0.0000 | 23015

{1,0000 - 2.3011

T4



0.0000 - 2.3048:

0.0000 - 2.3045i

m= 10 (modos entre 30 e 39)

0.00000000000000 + 1.041.102867071391
0.00000000000000 - 1.0-1110286707-135
0.00000000000000 { 1.0-19980-159785051
{.00000000000000 - 1.019980.159785305
0.00000000000000 -+ 1.781783528739961
0.00000000000000 - 1.78178352873996i
0.06000000000000 + 1.78482574601873i
0.00000000000000 - 1.781825746018731
0.00000000000000 | 2.15437759118370
0.00000000000000 - 2.1543775911837
(.00000000000000 + 2.157367236199101
().()()()00()(.)0000000 - 2.1573067236G199101
(.00000000000000 § 2.28558803017986i
(. 000000000GH0000 - 2.2855986301798061

0.00000000000000 | 228811 109188605

0.00000000080000 - 225511 T109-185600 -

0.00000000000000 | 2.3 10198 1I8H62231
0.00000000000000 - 2.3 1001981856223

0.00000000000000 |+ 2.313358072503211

S0



0.00000000000000 - 2.313358972503211
0.00000000000000

0.00000000000000

Para A7 = 0.8, teremos:

m=>3 (0 primeiros modos)

0.0000 | 0.2192
0.0000 - 0.2192
0.0000 4 2.4541i
0.0000 - 2.45413
0.0000 + 2.2320i
0.0000 - 2232
0.0000¢ + 1.5896i
0.0000 - 1.589%i
0.000G + 1.7:1651

0.0000 - 1.7165

m=10 {10 primeiros modos)

0.0000 | 3.3162

0.0000 - 3.3162i

0.0000 1 31820

(.0000 - 3. 1820

0.00006 | 2.67301

sl



0.0000 - 2.6730i

0.0000 1 2.53661
0.0000 - 2.5366i

0.0000 + 1.9557
0.0000 - 1.9557

0.0000 { 1.8173
0.0000 - 1.8473i

0.0000 -+ 1.52411
0.0000 - 1.5241i

0.0600 -I- 1.G85G1
0.0000 - 1.6856i

6.0000 4 1.6116
0.0000 - 1.6116

0.0000

0.0000

=30 (30 primmeiros modos)

0.0000 | 19165
0.0000 - -1.9168i
0.0000 | 1857
0.6000 - 1.557H
0.6000 | L6372

0.6600 - -1.6372i
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0.0000 + 4.6247i
0.0000 - 4.62471
(.0000 4 354281
0.0000 - 3.5428
0.000G 4 3.49121
0.0000 - 3.4912t
0.0000  3.92.153
0.0000 - 3.42411
(.0000 4 3.3723i
0.0000 - 3.37231
0.0000 1 2.80771
0.0000 - 2.8077i
¢.0000 + 2.75343
0.0000 - 2.7534i
0.0000 + 2.5952i
00000 - 2.5952;
0.0000 | 25438
0.0000 - 251381
0.0000 | 22765
(0.0000 - 22764
6.0000 1 2.22551

00600 - 2222551

leh



0.0000 4 2.1052i
0.0000 - 2.1052i
(L0000 -+ 2.00625;
0.0000 - 2.06251
0.0000 -+ 1[.925h
0.0000 - 1.92801
0.0000 | 1.89011
0.00060 - 1.5901i
0.0000 4 1.81843
0.0000 - 1.81841
0.0000 | 1.7847i
0.0000 - ).78471
0.0000 | 1.5208i
0.0000 - 1.52081
0.0000 4 171753
0.0000 - 171701
0.0000  1.69101
0.0000 - 1.6910i
0.0000 | 1.6532§
0.0000 - 1.65321
0.0008  1.5616i

0.0008 - 15616



0.0000 1 1.573h
0.0000 - 1.5734i
0.0000 + 1.587%
0.0000 - 1.5587%
0.0000 1 1.601Gi
0.0000 - 1.6016i
0.0000 1 LG313i
0.0000 - 1.G313;
(.0000

0.0000

m==10 {modos entre 30 ¢ 3Y)

0.00000000000000 | 1.01627378781690i
0.00000000000000 - 1.0162737878169%
0.00000000000000 4 1.0268552478%160i
0.00000000000000 - 1.02985521789 1601
0.00000000000000 | 3.11999776190555
0.00000000000000 - 3.119%977619055%
(.0000000G0000000 | 3.1157885759827H
¢.G0000000003000 - 3115 7805TH982TH
(1LOO00BGOODVOOON | 2.25930012105-182
0.00000000000000 - 225030012 105192

$.00000000000000 | 226028 170207691



0.00000000000000 - 2.2602817020769i

0.00000000000000 + 1.866565748019811
0.00000000000000 - 1.866H65748010813

(.00000000000000 4 1.8656763941376091
0.00000000000000 - L865G763H113769)

0.00600060000000 | 1.62846277683567
0.00000006000000 - 1.6281627 76835672

{1.00006000000000 4 1.62800672615778]
0.00000000000000 - 1.62800672615778i

0.00000000000000

0.00000000000000

£, finalmente, para Af = 0.9

ne=3 {5 primeiros modos)

0.0000 -} 2.78781
0.0000 - 2.787&i
(.0000 1 217051
0.0000 - 2.1708)
0.000G 1+ 0.1807
06000 - 01807
0.0000 1 159304
(.0000 - 1.5%30
6.0000 4+ 1.7220

R



0. 0000 - 1.7222;

m=10 (10 primeiros modos)

0.0000 -+ 4.2483
0.0600 - 4.2483i

0.0000 4 3.9921i
0.0000 - 3.99213

0.0000 + 2.81813
0.0000 - 2.8181i

0.0000 + 2.6567i
0.0000 - 2.6567

0.0000 | 1.9548i
0.0000 - 1.9548

0.0000 + 1.8327i
(.0000 - 1.8327

0.0000 + 1.6441i
0.6000 - 1.61413

0.0000 1 1.-18611
0.0000 - 118611

0.0000 -1 1.5532i
0.0000 - 1.55321

0.0000

0.0000

BT



m=230 (30 primeiros modos)

0.0000 + 7.2448i
0.0000 - 7.2.148i
0.0000 + 7.1988i
0.0000 - 7.1988i
- 0.0000 | 6.3767
0.0000 - 6.3767i
0.0000 + 6.2629i
0.0000 - 6.2629i
0.0000 + 4.4509i
0.0000 - 4.4509i
0.0000 + 4.3424i
0.0000 - 4.3424i
0.0000 + 3.6971i
0.0000 - 3.6971i
0.0000 + 3.6251i
0.0000 - 3.6251i
0.0000 + 2.9851i
0.0000 - 2.9851i
0.0000 + 2.9141i
0.0000 - 2.9141

0.0000 + 2.5990i

88



0.0000 - 2.5990:
0,0000 t 2.5-148i
0.0000 - 2.5.448i
0.0000 + 2.26:34i
0.0000 - 2.263-4
0.0000 + 2.212%
0.0000 - 2.212%
0,0000 + 2.0547i
0.0000 - 2.0547i
0.0000 + 2.0082%
0.0000 - 2.0082%
0.0000 4 1.87341
0.0000 - 1.87341
0.0000 + 1.83311
0.0000 - 1.83311
0.0000 -+ 1.7538i
0.0000 - 1.7538t
0.0000 + 1.7158t
0.0000 - 1.7158t
(1.0000 + 1.65181
0.0000 - 1.6518i

0.0000 + 16214

89



0.0000 - 1.621.4
0.0000  L.5842i
0.0000 - 1.58A
0.0000 + 1.55801
0.0000 - 1.55806i
0.0000 § 1.1778i
0.0000 - L.A7738i
0.0000 + L53LL
0.0000 - L.o31L1i
0.0000 + [.4902i
0.0000 - 1.4902i
0.0000 + 149981
0.0000 - 1.4998i
0.0000 + 1.5138i
0.0000 - 1.5138i
0.0000

0.6000

m=10 (modos entre 30 e 39)

0.00000000000000 + 5.636 180914947661
0.00000000000000 - 5.636180914947661
0.00000000000000 + 5.655604905G452 11

0.00000000000000 - 5.6556049056452 11

90



0.00000000000000 4 3.6321635.45426121
0.00000000000000 - 3.632163315.12612

(0.00000000000000 + 3.6296:18303551.19i
0.00000000000000 - 3.6296.1830355 1191

0.00000000000000 -+ 2.25387 1152750701
¢.00000000000000 - 2.253874.452750701

0.00000000000000 | 2.253318381 793701
0.00000000000000 - 2.2533183817937H

0.00000000000000 + 1.79269734619817i
0.00000000000000 - 1.792697316198.171

0.00000000000000 1 1.7920846597 18451
0.00000000000000 - 1.7920846597 18451

0.00000000000000 + 1.550593618253071
0.00000000000000 - 1.5505936 18253071

0.00000000000000 + 1.550345218005891
0.00000000000000 - 1.550345218005891

0.00000000000000

0.00000000006000
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Apéndice F. CONSIDERACOES ADICIONAIS

F.1 Geometria diferencial

Nas secoes 3.2 e 3.3 falamos sobre a teoria de calibre e o colchete de Lie. Gostariamos
aqui de, através da geometria diferencial, relacionar ambos os conceitos. PPara isso, faremos
referéncia ao livro de Choquet-Bruhat, et al, [C2].

Os pioneiros em micronatacao (Blake, Lighthill e Purcell, entre outros) nao se pre-
ocuparam em construir um arcabougo geomeétrico que sustentasse suas conclusdes, Fisi-
camente consistentes e empiricamente comprovadas, as respostas que nos dao os citados
autores sugerem a continuidade deste estudo.

O trabalho de Shapere e Wilczek [S1| vemn de encontro a estes anseios. A teoria
de calibre proposta por eles permite uma visualizagdo geométrica do movimento de um
microorganismo através de um fluido devido a deformagoes em sua membrana.

(s autores consideram o espa¢o € como o espago que contém todos os formatos
possiveis do microorganismo, em todas as possiveis posi¢oes no fluido.

O espaco S, quociente de Q, é definido como sendo composto por todas as possiveis for-

mas assumidas pela membrana de nosso nadador, independentemente de sua localizagao.

Resumidamente, podemos dizer que temos:
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Q Espago total

S Base {fibrado principal)
G Grupo
g filgebra. de Lic

reg -etedd Aplicacio expouencial

O sistema de coordenadas utilizado, em 8, serda denotado por {s;, ..., 5,} e, obser-

vando que nao hi uma se¢io local que possa ser considerada candnica ou natural (resul-
tando, assim, na importancia da teoria de calibre aqui aplicada), a segao local para Q
sera q = q{s). A parametrizacio correspondente para Q é (s,z) — " - g(s).

Localmente, podemos escrever o levantamento horizontal dos campos @; = a—‘z; cOmo:

a .
Hy =5 +9() (o)

onde as matrizes b?(s) pertencem & 4lgebra de Lie (G).
Estes levantamentos podem ser estendidos como campos vetoriais para um aberto em

Q se tomarmos e*" - H;, onde o asterisco representa uma derivada.

Aqui j4 podemos atentar que se denotarmos por A a l-forma da conexao, temos

a .
A (5;}-) = —bj(s) .

pois A(H;) = 0 por construgao.



Vamos agora calcular o colchete de Lie para dois campos assim construidos:
[e™ - Hj o™ - Hilosy = [Hj Hilesqrsy = ¢ [H s Hilqga
Podemos fazer a conta apenas em g(s):
(6, +bq, ¢+ bRq] = [, ]+ [, 65q] + [Bq, O] + g, bRql

O primeiro termo evidentemente ¢ nulo. Usando as {ormulas do comutador em coor-

denadas ([C2|, pag. 134), obtemos (pertencente ao espago tangente a libra)

. 9 8 0
[, He| = ; (ajb’g(s) — 6‘kb‘}(3)) 5o + [bﬂ(s)—a;, b*(s)a} ;

onde o ultimo termo representa o comutador na algebra de Lie.

Resumidamente, temos a seguinte relagao:
[Hj, Hy| = 8;0" — a7 + ¥, 0" e G,

que pode ser vista em [C2|, pag. 373, ainda que escrita em outros termos (partindo-se da
equagao estrutural de Cartan).

Aqui, podemos ja vistumbrar uma interpretagao fisica: varrendo um retangulo infinites-
imal no espaco dos formatos nas diregdes j, k, —j, —k, nos deslocamos em & na diregao
vertical, infinitesimalmente, por:

ab* — o + ¥ bk e
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Por Am, se denotarmos por F a curvatura da conexio, temos

9 9 o o _ o
[ (R I (AR R NI Y
Os; sk ds; Osy

F.2 Forga e torque nulos

Na secao 3.2, pag. 14, falamos que o campo de velocidades correto é obtido de unia
familia, de campos vetoriais alravés de uma limposicao adicional puramente fisica: o or-
ganismo nao pode exercer for¢a ou torque liquidos sobre o fluido.

Este aparente paradoxo, a existéncia de movimento na auséncia de forgas, jd era es-
perado, visto que estamos no limite aristotélico onde nao ha inércia. Gostariamos aqui
de tentar esclarecer um pouco melhor esta questio através de dois argumentos distintos.
F.2.1 Mecéanica do continuo

Considere um microorganismo M nadando em um ambiente F. As equagoes do

movimento sao obtidas via leis de balango para o meio continuo composto AM U F.

O balango de forcas resulta nas equagoes, onde ¢ € o tensor das tensoes,
V(J'f = pfq;’f. VOm = pm¥m

vélidas no interior do microorganismo M ( indice m) e no interior do fluide F ( indice f),

respectivamente.

Para o balanco de forcas na interface fluido-microorganimos (JA1) temos
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Desprezando a inéreia do microorganimeo (que aqui podemos chamar de wina mera
inclusao no fluido}, segue que Va,, = 0, donde, pelo teorema da divergéncia, concluimos
que

/rfm cfo= 0.

Usando a relagao na equagio de balango de forgas na fronteira segue que

/af-ﬁz(),

gue nada mais é que a forga F'. O argumento para o torque é similar.
Observe que na verdade ndo fol necessario assumir que o meio era fluido. Bastou

apenas desprezar a inércia da inclusao (microorganismo).
F.2.2 Mecéanica de particulas

Consideremos um sistema lagrangeano descrito por coordenadas generalizadas ¢, @,
onde ¢q descreve o “organismo” e ¢ 0 meio externo.

Por simplicidade usamos coordenadas cartesianas. Denotemos os potenciais

Vorg(q ) y ‘/mei{) (Q ) 1 1,11'11; (q» Q ) :
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Assim, podemos escrever as equagoes de movimento:
" . .
mq = '—Vq"org(fl) - vq"int‘(q‘Q)

Hoo - . . -
MQ" = =Volieio (@) — Volini(e, @)
A notaciao envolve multi-fudices e/ou adaptacio para mieios conbinuos,

Desprezando a inéreia do organisimo, a primeira equacio se torna unt vinculo entre g

e Q:
quOI‘g((I) = _vq ‘Znt (qa Q)

Sabemos, dos fundamentos da mecénica, que as forcas Vi (q) entre os elementos cons-
tituintes do organismo satisfazem seis relagdes dadas pelas condigées de forca e torque
totais zero. Isto ocorre se assumimos que o potencial interno Vorg(q) é invariante por

translacdes e rotagdes (e.g., se dependem das distdncias mutuas entre os elementos do

organismo).

Tendo em vista o vinculo dado acima, estas condi¢des valem também para as forgas

que o Organismo exerce sobre o meio:

SV, Q) =0, D4 xVel(q,Q) =0
Qi 4
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F.3 Um problema isoperimétrico

Na seciio 3.5 deste trabalho as equacgoes de Euler-Lagrange foramn utilizadas para obter
um problema matricial cujos autovalores seriam justamente as eficiéncias dos diferentes
“estilos” de natacao. Pretende-se aqui mostrar que a matematica deste problema es-
pecilico ji fol muite bem estudada. Para isso, uin bom livro de calculo das variacées pode
ser consultado. Nesta se¢do faz-se relerncia a Sagan [S3|, capitulo 6.

Im 1744, Leonard Euler formulou o problema isoperiméirico geral como sendo um caso
particular do mais abrangente problema de Lagrange de cilculo das variagoes.

, Ym) que minimize o

Nesta particularizagdo, quer-se achar uma funcao vetorial (y,, . ..

funcional
b ’ I
Hy:, oo ym] = f flz. (@), ym(@), ¥i(2), .y (2)] de
a
que satisfaz as condigdes iniciais
yi(a):yf: i=1,2,...’m ,

e as condigdes finais

)=y, i=12,...,m ,

e nos dée

b
[; fi [x,yl(;}:), o 'ym(.);),yi(;];)‘ Ce ,y;n(:r)]d;r =1
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b
ﬂ e, yi(xr)o o ym(r), yle), (Y de =1,

onde [|,..., 1, sao utimeros”.

Visto que ¢ um caso particular de um problema mais genérico, podemos usar um
arsenal desenvolvido para o problema de Lagrange em nossa abordagem ao problema

isoperimétrico. [Sm particular, vamos introduzir wina fungao

T
OR R PO OR ARG EL
Visto que
vo=ft, ¥ Ym Vi ¥m) s Yola) =0,

b
vol®) = [ Tz () un(@) Ui (@) @) de

®No problema generalizado de Lagrange estas Ultimas integrais sao substituidas por um sistema sub-

determinado de equagdes diferenciais :

er{Z, YL, Ym YY) =0

cpp(:r,yl,...,ym,yi_,...,y:ﬂ):0
po<m

O problema isoperimétrico nada mais é do que um problema de Lagrange cujas equagdes de vinculo ja

foram: resolvidas explicitamente para v}, ... y;_L
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podemos reformular nosso problema de Lagrange.

Queremos encontrar uma fungao vetorial (m 4 I)—~dimensional
v = [yu(l’)~ Cea ym(l:)l
que scja solugio para o sistema de ¢ 4 1 equagoes difercuciais
0 T / ! 0
vo = FLE gy U Y V) =

(;01(1.) y]’.! B )ynhyiz L !U:n) = 0
‘Pu(w,y1>-~~»?lmayi,-'-!y;n):0 1

satisfazendo as condigdes iniciais yo(a) = 0, yi(a) = & (i = 1,2,...,m) e as condigoes
finais y;(b) = ¥ (i =1,2,...,m) e que yo(b) seja um minimo.
A fim de uniformizar nossa notacio, podemos substituir a primeira das equagoes difer-

enciais acima por

(PO(‘Tay].!-"Jym!yg):'"ly;n) :0 y

o que nos permite definir a fung¢ao vetorial @ = (o, . .. Pl

Assim, o que queremos ¢ encontrar uma fungao vetorial 7(z) que satisfaca as equagdes
diferenciais ¢(z, §,7’) = 0, com condigbes iniciais §(a) = § e finals j(b) = §”° tais que
yo(b) seja um minimo. Assim formulado, este problema é conhecido como problema de

Mayer.

100



Uma boa interpretagao geométrica para este problema é considerarmos que a curva

§ = 7(2), no espago z,§. satisfazendo @(z,§.§') = 0. comega no ponto (¢, 9(a)] =
(@, 0.y% ...,y%) e termina coin a menor coordenada yo possivel em uma linha L através
de (6,0,3% ..., y") paralela ao eixo yo.

Sagan ([S3], pag. 332) retrata, em seu teorema 6.2, a regra do multiplicador (de
Lagrange) para o problema de Mayver. Ele diz que para y = j(x) € Clpla, b que

satisfaca

gy,
rank Z)l=u+1 Vzclabd]
Yk

comv=01... ,pek=201...,n,¢é necessirio que exista uma funcao vetorial (g + 1}-

dimensional
A=[olz) ..., Au@)] £ (0,...,0), A€ Csplab] |

tal que A = A(z) juntamente com § = §(z) satisfagam — também com as equagoes de

vinculo — as n + 1 equagoes
hyale, (@), (), A@)] = [ hyels, 9(),5(5), A(s)]ds + Ci

com k = 0,1,...,n, para certas constantes Cp, ..., em todos os pontos exceto onde

§' = 7'(z) apresentar uma descontinuidade.

Podemos aplicar este teorema ao problema de Lagrange, reescrevendo-o como:

Se (y1,--,yn) € Clpla,b" é uma solugdo do problema de Lagrange e se as
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condigoes

[
‘1
Foen o oen € C (DY)
: ' ' :
(onde Dy = {(r. 01, ¥ VRle € & < b —00 <y < 00,00 < Y, <
oo, i = 1,2, . n})sio satisleitas, entao é necessdria a existéncia de uma fungao

vetorial A = (Ag,..., A,) # (0,...,0), A € Cypla, b]*™, Ag =constante tal que,

além das equagoes de vinculo, as equagoes
T
. . .
Wbl (). i), M) = [ Bl (@), wilt), My)lde + C
[¢]
com i,k = 1,...,n, sdo satisfeitas para certas constantes Cy.

Sagan tece varios comentarios a respeito deste problema mas podemos aqui ir direto
ao seu teorema 6.5 (pag. 342). Ali, vemos que para que (y1,. .. Ym) € Clla, b]™ seja uma

solucdo do problema isoperimétrico como mnicialmente formulado nesta sec¢ao, é necessario
que exista p + 1 constantes (Ag, ..., A,) # (0,...,0) de modo que
I ! 3\ d I 13
h‘yk(m) i, yil ) - Ehy'k(xs Ui, yia A) = 0
comi k=1 ...,me
{ 3 1 = /
ey yh A = dof 2y ui) + 3 ool i 33)
p=1
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Agore sim podemos nos reportar ao nesso problema original. bastando entender que
05 ¥ sao nossos ¢ (e, portanto, os ¥’ 840 05 ¢) ¢ 0 £ € 0 nosso ¢t. Como temos um unico
vinculo, nosso g vale um. Aonde Sagan ([S3],pag. 340) escreve

b
fp(‘rs Ui y:)d'L = 1,0

S0

nos temos nosso faniliar

/ Fdt = X

Sendo o nosso problema um problema isoperimétrico, fica facil entender porque nao

aparece, nas equacoes de movimento, uma derivada sequer do multiplicador de Lagrange.
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