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Resumo

Teoria de Perturbagoes no Universo de Schwarzschild

O estudo das perturbagdes lineares via o formalismo das Equagdes Quasi-Maxwellianas
da Gravitacao foi recentemente aplicado a estabilidade do modelo cosmolégico padrao de
Friedmann [1]. Desde a introdugao dessa representago da teoria de Einstein [2], todavia,
nenhuma aplicagdo parece ter sido feita visando a analise de modelos nao-conformalmente
planos.

O presente trabalho utiliza esse formalismo para obter solugdes livres do problema de
gauge, e geometricamente equivalente aquela obtida pelo método usual de expansao das
perturbacdes do tensor métrico (ver [3]). O método aqui adotado, contudo, explicita a
possibilidade de existéncia de modos instdveis, contrariamente ao usualmente aceito [4].

Obtem-se ainda uma descri¢ao Hamiltoniana.alternativa para a solugao classica das
equacoes de Einstein, sugerindo que outras estruturas perturbativas distintas possam ser

também consideradas; ou ainda permitindo uma nova abordagem do problema da energia

gravitacional.
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Summary

Perturbation Theory on Schwarzschild Universe

The study of linear perturbations by means of the Quasi-Maxwellian Equations of
Gravitation was recently applied to the stability of Friedmann cosmological standard
model [1]. Since the introduction of such a representation of Einstein theory [2], however,
no use of it seems to be already done in order to analyse non-conformally flat models.

This work makes use of that formalism looking for solutions which do not suffer the
gauge problem and are geometrically equivalent to those obtained by the usual method
of expanding perturbations on the metric tensor (see {3]). However. the present method
allows room for unstable modes, contrary to usual acceptance [4].

WWe also get an alternative Hamiltonan description for the classical solution of Einstein
equations, suggesting that other distinct perturbative structures could also be considered:

or even allowing for a new approach to the problem of gravitational energy.
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Notacao e convencoes

1. Todo Universo considerado nesse trabalho é suposto uma variedade diferencidvel
métrica Riemanniana 4-dimensional, descrita por um tensor métrico compativel
com a Teoria da Relatividade Geral (TRG) — isto ¢, tal que seja simétrico, nio

degenerado e de assinatura Lorentziana negativa (—2).

2. Todas as perturbagoes consideradas neste trabalho serdo supostas de origem geomsé-

trica (isto é, nao analisaremos eventuais perturba¢bes de cardter topolégico).

3. Utilizaremos unidades geométricas por simplicidade de notacao, de forma que

4. Utilizaremos amplamente o sistema de coordenadas [3] esférico-polares ortogonais

(t. r. ©, ), definidas na regiao aberta

t € (—oc, +20)
r € (0, 4+o0)
©e(0. )

w € (0, 27)

A origem espacial r = 0 nao é incluida na variedade. Para grande parte das
aplicacoes serd necessario restringir o dominio da variavel radial para a regiao ex-

terna ao horizonte de eventos.
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5. O presente trabalho tem por tema o estudo da geometria externa a uma distribuicao
de matéria estatica. esfericamente simétrica e compacta. A solucio das equacoes
da TRG para este caso, denominada solugao de Schwarzschild {6]. assume uma
massa total Newtoniana M. localizada por simplicidade na origem do sistema de
coordenadas. Em torno desta (embora nio necessariamente em seu exterior) esta

presente um horizonte de eventos, definido pela regido r = rg onde rg dfanr,

6. Indices gregos (a, 3--- =0, 1, 2, 3) sdo utilizados em componentes de tensores em

base de coordenadas.
7. Simetrizagao e anti-simetrizacao de tensores

(a) Paréntesis (()) em torno de dois ou mais indices indicam a componente
completamente simétrica do tensor (ou simetrizacdo) com respeito aos referidos
indices:

(b) Colchetes ([]) em torno de dois ou mais indices indicam a componente
completamente anti-simétrica {ou anti-simetrizagao) com respeito aos mesmos:

(c) O fator combinatério 1/n! estd sempre incluido na convencio de simetria, onde
n é posto (ntmero de indices) envolvido pela operagio. Por exemplo

D) = 57 (0% + T%,).

8. Derivadas

(a) A derivada simples (parcial ou d), na notacao de Einstein, é usualmente deno-
tada pelo simbolo “.” seguido do respectivo indice:

(b) As derivacbes covariantes relativas ao espago perturbado e de background sio
ambas denotadas (quando ndo houver ambigiiidade) pelo simbolo " ou V
seguido do indice da derivada;

(c) A derivada covariante de um objeto, projetada na diregao da congruéncia fun-

damental (espacial, conforme Cap. 1) n*, é denotada por um ponto (") sobre

vii



9.

10.

11.

12.

13.

14.

o objeto:
(d) A derivada covariante relativa ao espago-tempo tridimensional do background

¢ denotada por || ou V seguido do indice de derivagao.

Adotaremos os nomes de expansao, deformagao (ou “shear™), vorticidade, acele-
ragio, componentes elétrica e magnética do tensor de Weyl como igualmente validos
para grandezas andlogas construidas a partir de congruéncias matematicas (tal como
n) que nao representam um (possivel} observador fisico. Assim, sua interpretagio

requererd um certo cuidado adicional.

Utilizaremos no apéndice os simbolos + e F de duplo sinal: o sinal superior, relativo
a notagao de Ellis [7], sera assumido quando de sua utilizagao no capitulo 2 (n,
nao é tipo-tempo}; o sinal mfenior corresponde aquele usualmente assumido para a

assinatura negativa, aqui adotada.

O simbolo = denota a avaliagdo formal da expressio precedente sobre a geometria

de fundo adotada (Schwarzschild).

O simbolo = assume, no capitulo 1, o significado de ‘igualdade fraca’ do contexto de

sistemas vinculados. No restante do trabalho sera utilizado denotando um resultado

aproximado.

Com freqiiéncia denotaremos a completa contragao de dois tensores de rank (ou

posto) 2 na forma abreviada, como em ¢ : E = 0°%E_3.

Utilizaremos comn freqiiéncia o simbolo 1 para denotar a projegdo completa (isto é,
em todos os indices tensoriais) — por meio do projetor h%3 = é*3+ n®ng, conforme
Eq. (1.4) — das componentes dos objetos geométricos a que precede. Assim, por

exemplo, L T}, = h®,h%,Tas.

O operador de Laplace-Beltrami de £,, V2, atuando sobre vetores, é definido por

V%A, = h™ h®0V R R 5V, Ay
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16. No capitulo 5 utilizaremos os simbolos 1 denotando a matriz identidade com
dimensdes apropriadas (3 no caso da solugao em 5.1) e M: significando o valor

atual da massa solar.



Introducao

A teoria de perturbagdes, tal como o calculo variacional, é uma das ferramentas mais
largamente utilizadas na fisica. Sua aplicagao a Teoria da Relatividade Geral (TRG),
como forma de analisar a estabilidade de modelos da gravitacio e da cosmologia, deve sua
formulagdo mais natural ao trabalho pioneiro de Lifshitz e Khalatnikov [8]. introduzindo
a nogao de perturbagoes ¢ g, ern uma geometria conthecida g uv- Neste trabalho ja estava
claro que certas complicagoes adicionais estavamn presentes devido a presenca de modos
de calibre, perturbacoes na métrica passiveis de serem removidas por uma transforrnacao
de coordenadas. Os autores propuseram um método de eliminar estes modos do resultadeo
a posteriori pelo conhecimento da forma explicita das transformagées de coordenadas
relevantes para o modelo dado (cosmologia de Friedmann).

Embora eficaz, esta solucao nao € pratica para ser desenvolvida em um modelo genérico,
dado que inclui os modos indesejaveis no calculo para suprimi-los no resultado. Além
disso nao é claro que a solugdo esteja livre de outros modos de calibre, nao reconhecidos
inicialmente. Esta critica aplica-se, em maior ou menor grau, aos trabalhos que sdo a-
tualmente desenvolvidos com base em técnicas de calibre fixo. Embora uma observagio
efetiva (genérica) requeira de fato um calibre, tal nao se deve a estrutura perturbativa,
mas ac modo como a observagao é realizada.

Para dar conta desta questao foi introduzido o formalismo invariante de calibre [9],
ainda num contexto cosmolégico. Para tanto obtém-se, por meios pouco algeritmicos,
certas combinacgoes escalares (denominadas varidveis de Bardeen) que, quando sujeitas

a transformacgoes de calibre, mantém-se invariantes (em primeira ordem). Tais varidveis



representariam entdo o verdadeiro contendo perturbativo da solucao.

A solucdo de Bardeen. no entanto. nao é satisfatéria do ponto de vista de uma teoria
geométrica, por requerer o reconhecimento das transformagdes de calibre a priori. Ade-
mais, supde que modos de calibre de ordem superior nao acoplam com os modos “teais”
de primeira ordem. Além disso, as expressoes para tais variiveis dependem da geometria
de base (fundo, ou backgroud) de uma forma ndo compreendida.

A anadlise da estabilidade da geometria de Schwarzschild utiliza usualmente o método
de Lifshitz, e sua referéncia teérica é o trabalho de Regge ¢ Wheeler [10]. Neste os autores
analisam a decomposi¢io espectral das perturbacdes lineares em termos de dois modos
fundamentais, chamados “pares” e “impares”, mostrando que essa geometria é estdvel!.
Uma grande dificuldade deste trabatho reside no uso explicito do sistema de coordenadas
esférico-polares de Schwarzschild. o qual apresenta uma singularidade nao-essencial no
horizonte de eventos. A solugao deste problema foi esbogada por Vishveshwara [4] por
meio de uma conveniente transformacao das solugdes de Regge-Wheeler para coordenadas
de Kruskal. Sua anélise mostra que nenhum modo monocromadtico expande exponencial-
mente a partir de dados iniciais regulares no horizonte de eventos, resultado que sera aqui
questionado.

Uma caracteristica importante destes trabalhos, aparentemente ndo percebida na li-
teratura, consiste na sua inadequagio & decomposi¢do em harménicos [8]: com efeito, os
modos pares e impares sdo ambos obtidos a partir de derivagao de escalares, donde apenas
os graus de liberdade de spin 1 se encontram presentes. Em virtude de estarmos interes-
sados, no presente trabalho, nas componentes intrinsecamente tensoriais, serd necessario
rever a estrutura da base a ser adotada.

O elemento fundamental na andlise do problema de calibre na teoria de perturbagdes
na TRG foi explicitado de modo claro e geométrico pelo hoje conhecido Lema de Stewart
[14, 13]: varidveis invariantes de calibre exatas (escalares ou nao) sdo aquelas que séo

identicamente nulas quando avaliadas no background. Este lema serd um dos pilares da

1A demonstracao ¢ concluida somente para modos {mpares: sua extensao para modos pares deve-se a
Zerilli {11, 12] (ver [13] para uma discussio suplementar sobre os harménicos),



proposta apresentada no presente trabalho.

No sentido de Stewart, uma representacao alternativa equivalente das equagdes de
Finstein, as chamadas equacoes Quasi-Maxwellianas (RQM) da gravitacao?, foi utilizada
por Hawking [16}. Neste trabalho o autor argumenta que sua aplicabilidade ao formalismo
perturbativo, em virtude do lema acima, é restrita ao problema da cosmologia padriao —
um problema homogéneo, isotrépico e conformalmente plano.

Embora correto no sentido estrito, este argumento conduziu a um desfavorecimento
demasiado (na opinido do autor deste trabalho) da RQM frente aos métodos baseados no
programa de Lifshitz. Isto parece justificar o amplo uso {17] do formalismo complexo de
Newmann-Penrose [18] —— baseado nos harménicos esferoidais com peso de spin [19]. -~
em particular no estudo de uma geometria de particular interesse, a solugao astrofisica
de Schwarzschild, que descreve o exterior de uma concentragao de matéria neutra com
simetria esférica (tais como estrelas estdticas). Apesar disto, é possivel mostrar [20] que
certos objetos deste formalismo complexo nao sao adequados ao estudo. por nao serem
fisicamente observaveis.

Todavia é possivel, e deveras 1til, recuperar o valor daquela representagao: ela per-
mite uma compreensio renovada dos fendmenos perturbativos de estruturas geométricas
que nio satisfazem o critério de Hawking. O presente trabalho a desenvolve para torna-
la adequada (nos moldes de Stewart) & solugdo de Schwarzschild. Utilizando esta nova
estrutura obtém resultados qualitativamente no?os, como a localizagio espacial de mo-
dos monocrométicos instaveis (violando os resultados de estabilidade {10, 4] usualmente
aceitos), por permitir uma visdo original do problema. O autor acredita que o uso de
representacoes deste tipo possam auxiliar na tarefa de analisar a estabilidade de solugdes
exatas genéricas das equagoes de Einstein.

A estrutura geral do trabalho é a seguinte:

Cap. 1 — A Geometria de Schwarzschild descreve as caracteristicas fundamen-

2Trata-se de equacdes de evolugio e de vinculo para as componentes elétrica e magnética do tensor de
Weyl (semelhante is equacdes de Maxwell), bem como para os parametros cinematicos e dinamicos que
nelas fipuram. Apresentamos no Apéndice A um resumo desta representagao.

3



tais do modelo astrofisico de Schwarzschild para um corpo astrofisico espacialmente
compacto. introduzindo suas convengdes e notagao. Obtem uma representaciao das
equagoes de Einstein para esta geometria em termos de uma dinamica Hamiltoniana

unidimensional, distinta dos métodos usuais de minisuperespago [21, 22].

Cap. 2 — A Teoria das Perturbagdes descreve o formalismo de perturbacdes a ser
utilizado neste trabalho, introduzindo as varidveis adequadas (i.e., invariantes de

Stewart com significado geométrico) e obtendo equagdes exatas de propagagio destas

variaveis.

Cap. 3 — A Escolha da Base obtem a forma explicita das componentes harménicas
escalar, vetorial e tensorial (sendo esta iltima restrita) da base de Schwarzschild, e
explicita as dificuldades envolvidas quando a escolha {arbitraria) de uma congruéncia

fundamental induz uma cinematica contendo grandezas nao escalares.

Cap. 4 — Perturbagdes Escalares e Vetoriais eshoga a aplicacao do método ao
estudo de perturbagdes de matéria e da congruéncia que a descreve (parametros de
expansao, deformacdo, vorticidade e aceleracao) ampliando o conjunto de variaveis
fundamentais a serem consideradas; o sistema resultante apresenta 13 dimensdes

(embora algumas sejam triviais), sendo assim suficientemente complicado para ser

omitido num primeiro trabalho.

Cap. 5 — Perturbacoes Tensoriais descreve a aplicagao do método acima para o caso
de perturbagoes tensoriais, conhecidas como ondas gravitacionais (por nao modifi-
carem o contelido material do universo}. Mostra que a geometria de Schwarzschild

é particularmente sensivel as perturbagoes tensoriais de baixas freqiiéncias.

Cap. 6 ~ Conclusoes sumariza os resultados do capitulo 3 e fornece as principais

conclusoes e possiveis ampliagdes do presente trabalho.

Apéndice A — As Equagoes Quasi-Maxwellianas apresenta um sumario das Equa-

goes Quasi-Maxwellianas da Gravitacao, bem como sua relagio com as Equacgées de



Einstein.



Capitulo 1

A Geometria de Schwarzschild

A geometria de Schwarzschild (daqui por diante denotaremos esta geometria por SU,
por simplicidade de notagao) ¢ usualmente conhecida como o modelo de “Buraco Ne-
gro” da Relatividade Geral. caracterizado, no sistema de coordenadas (esférico-polares

ortogonais) de Schwarzschild, por um tensor métrico g,. cujo elemento de linha associado
é
dr?

ds? = |1 —2M/r| dt* - | —"
== /! 17— 2M /7|

+r? (d@2 + sen’© dcpg)] (1.1)

Observa-se que, nesta forma, a geometria é valida para qualquer valor de r # 2M, con-

forme a extensdo de Kruskal-Szekeres {23]. Neste sistema de coordenadas, as conexdes
nao-nulas associadas séo

¢ M1
T = w2 1-2M]r

v _ M 1
=% 1-2M/>

[h,=-4(1-2M
£ rz( /T) (1.2)
[oe =senOTL, = r|l —2M/r|
Ff)e = Ff.p = “%

5, = —sen"’0 9, =cotg®

Esta geometria é estdtica (atendo-nos a regiao exterior r > 2M ao buraco negro.

conforme o teorema de Birkhoff {24]); sua nica dependéncia nao trivial, conforme decorre



dos vetores de Killing

gtoy 4f 3/at
€0 sen 2 8/90 + cotg © cos p0/0p
62 % oos » /00 — cotg Osen 2 /Iy
&9 = 9/0y

—

dessa geometria, ocorre na coordenada radial r. Define-se, portanto, um vetor n do tipo

espago que representa esta dependéncia, na forma
n® = |1 - 2M/r{!/? 6@ (1.3)

Observa-se que este vetor n encontra-se ja propriamente normalizado {i.e. g,, n*n” = —1).

Esta estrutura induz naturalmente a definigido de uma familia de sub-variedades tridi-
mensionails (espago-temporais!) X., ortogonais ao vetor n, com métricas {ditas horizon-
tais) h,,, parametrizadas pelo rétulo » (freqiientemente omitido no texto que segue).

Desta forma temos
ds? = b, de*dz” = |1 — 2M/r|d? — r* (dO? + sen’® dy?) (1.4)

E imediato que (h,,, n®) ndo podem representarl um modelo de descrigao espacial vista
por um observador real. Todavia, no que tange ao exterior a regido “compacta” denomi-
nada horizonte de eventos (r = 2M), aquele par apresenta comportamento diferencidvei.
Dessa forma restringir-nos-emos a esse dominio no que segue. Por analogia formal com a
descrigao cinemética usual de observadores. nos permitiremos proceder 1gualmente com
n®. Desta forma. a decomposi¢ao de sua derivada covariante mostra que este vetor! nao
apresenta os analogos de aceleracac nem de vorticidade: dizemos entao que n“ representa

um “observador espacial” geodético trrotactonal. cujos pardmetros analogos a expansao e

lEm todo este texto utilizamos indiscriminadamente o termo "vetor’ como equivalente de "congruéncia
{ou campo) vetorial’, por simplicidade.



deformagao (shear) se escrevem na forma

g 2= 3M/r_ .
ot, = _31 (1 _ 'sw) (1 B &)-1/2
%= & (1-%)(1-24)"" (L.6)
0¥, = 31;(1_%31)(1_2__:1)4/2

A geometria (1.1) é caracterizada por meio das Equagdes de Einstein como repre-
sentando um universo vazio, cujo tensor de Weyvl, tal como descrito por n®, apresenta

somente a componente elétrica, E,, = W,,,sn*n’. dada por

Ett = ——'2_-'\‘1-/3"3
Eee = _"11/'?3 (ll-)
E‘;‘:’g = _:"'vf/r3

E um fato digno de nota que as equagdes (1.6) e (1.7) apresentam 2 mesma estrutura

(conforme 23]}, o que é evidenciado pela relagao

Ja‘sEag

-FO'_"-\E':: (1.8)

E,, =

Ty

onde o coeficiente de proporcionalidade, denotando-o abreviadamente, é dado por

6. E J1-2M/r 3M

o~ 1-3M/r 2

Esta notagdo simplificada serd largamente utilizada no presente trabalho, e esta propor-
cionalidade constituir-se-4 em uma das equagdes fundamentais para o desenvolvimento do

método perturbativo proposto no Capitulo 2.

E também 1til termos em méaos as expressoes do tensor de curvatura de Riemann

associado & sub-variedade ¥, obtido diretamente por substitui¢do nas equagdes de Gauss-



Codazzi. assumindo a forma

épuaﬁ =1 [R,u.uaﬁ —n? (n,u'.d Nya = Mpa M3 )]

(1.9)
=1 Wias+2 (gh#[,? + 0'#[3) (gha]y + O'Q}U)
Ryrg =1 [R,,_g — -n2 (Rpm_gn“n"’ + n“:g Ty — -n“.‘anu:g)] (1 10)
Z Eus+ (Sh*, + 0%,) (Sha, +05,) = 8 (Shus + 0,5)
R = R—n? (2R,5n%n® + n¥%ns, — n®,n?,
(2R, S R

ife
Q
(3]
§
Ibo
<
%)

1.1 Interpretacgao Fisica da Congruéncia

A impossibilidade de realizagao fisica como wm observador real da congruéacia n®
conduz-nos a questdo da utilidade de seu uso como base para descrever a estrutura
geométrica em estudo. Embora procedente, esta observagao baseia-se em algumas nogoes
subjetivas de interpretagao, as quais se pretende aqui ampliar. Para tanto é importante ter
em mente que, do ponto de vista estritamente matemadatico, nenhuma diferenga conceitual
hd entre congruéncias do tipo espac¢o ou do tipo tempo; somente o que lhe é requerido é
apresentar uma supeificie global que lhe seja linearmente independente. Para o presente
estudo esta 1iltima nogao se confunde com aquela de ortogonalidade, justificando a cons-
tru¢ao da sub-variedade ¥ como acima; mesmo estes conceitos deveriam ser revistos caso
adotdssemos uma congruéncia nula (ou seja, um vetor k* tal que k"k, = 0).

Sejam quais forem os argumentos de natureza matemadtica, dificilmente aceitar-se-
i de modo isento a referéncia a um “observador tipo espago”. Faz-se entdo necessario
obter uma justificativa de mesma natureza. Embora esta ndo esteja disponivel de forma
definitiva é possivel aceitar parcialmente a estrutura acima por comparacao com aquela
obtida por um observador convencional estatico nas vizinhan¢as do "buraco negro’. De
fato. se assumirmos um vetor Ve = (1 — 2Mf /7)™ ? 62 com norma positiva. obtem-se que
este apresenta uma aceleragdo constante (correspondente a for¢a Newtoniana necessaria

para suporté-lo estaticamente contra a atragdo gravitacional} dada por oY) = —%%’1 br.
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Esta resulta ser a unica quantidade cinemadtica associada. e o tensor de Wevl decomposto

por este observador apresenta somente a componente elétrica.

E(V)rr - —2;\1/?"3
EY%g = M/r?
EWP = M/

Observa-se que EY)#, difere da equagdo (1.7) apenas pela ordem de seus autovalores
(incluindo o zero), o que implica em particular que o tensor E2#, © Eu, Ee, apresenta o
mesmo trago que seu analogo definido a partir de 1'*; igual observacao cabe para as demais
poténcias do tensor misto E. Dado que estes tragos sio as tnicas quantidades invariantes
para caracterizat os objetos tensoriais’, sugere-se que a esséncia da interpretacao fisica
requerida para n® pode ser obtida através desta simetria na decomposicao do tensor
de Weyl em termos de suas componentes elétrica e magnética: hasta intercambiar as
coordenadas fe r para que o novo objeto seja referente ao “outro ohservador™.
Cumpre notar que, em termos das duas congruéncias n e V' temos
3 3
Py = (g + 2%) V.V, + % [-2—9 = 2%2-] Py

onde o projetor p,, &f Guw +nyn, — V,V, € a métrica induzida na 2-esfera ortogonal a
ambos n e V. O termo entre colchetes na expressao acima € usualmente denominado
“screen expansion” [27], ao passo que o primeiro coeficiente entre paréntesis coincide com
o médulo 1g°%alY)ayy|*/2 do vetor at¥). Assim, ambos 8 e 0?/02, apresentam significado

fisico bem definido.

1.2 Formulacao Hamiltoniana

Faremos nesta segao uma analogia formal entre dois problemas fisicos de natureza

2Ver em Rodrigues et al [26] uma caracteriza¢do de tensores bascada nos seus escalares algébricos.
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distinta: por um lado consideraremos as equacoes de Einstein para o vazio con simetria
esférica (com determinante regular}: por outro lado teremos o movimento unidimensional
de uma particula (livre na solugao de Schwarzschild) a partir da origem da coordenada
canonica. Veremos que ambos os problemas fisicos acima podem -— a menos de um
pardmetro arbitrario. o qual pode ser pensade como uma eventual unidade fundamental
de massa {tal como a massa Mpjnx) — ser correlacionados uin para um. Dado que a
energia de uma particula é um conceito claramente definido, esperamos que essa analogia
possa perInitir uina nova perspectiva sobre a questdo da energia gravitacional.

Por computacao direta® da curvatura Riemanniana associada & geometria (1.1) —
onde o fator {1 — 23 /r) foi substituido por uma funcéo radial genérica A%(r) -— obtem-se
as componentes nao identicamente nulas do tensor de Ricei como sendo

Ry=AA"+4%+244
(1.12)

R®g =sen?d - R, = — % [r (4% - 1)

Lembrando-nos que Schwarzschild representa uma solugao de vdacuo (T, = 0) das

Equacgdes de Einstein
1
RF, = —k (T“,, - -z-Téﬂ,,) (1.13)

trataremos as equag0es (1.12)-(1.13) meramente como uma equagao diferencial de segunda
ordem snjeita a um vinculo de primeira ordem. Podemos entdo indagar-nos sobre a pos-
sibilidade de mudar a representagao deste sistema, de modo a adquirir novas perspectivas
sobre o problema. Nio se trata aqui de uma mudanca de coordenadas do espago-tempo,

comno logo ficara transparente.

Definamos uma estrutura bidimensional, composta por duas coordenadas dinamicas

SVer Adler et al [28] para detalhes.



denotadas (g, p). dependentes de uimn dnica varidvel cinematica {. pelas expressoes

p& o2 4y (1.14)

A substituigdo de A? = 1 — 2M/r nas expressoes (1.14) acima fornece (¢ = 547, p =
2M). Ao invés de assumirmos este conhecimento ab initio iremos reformular o problema

(1.12) em termos das novas variaveis como sendo

-_1[ 1 }__L2r2.-’1.-1' _(12)21
g = dr [1-AZ} 7 r2(1-42)2 — 1 P

2r2AA = 2p+ 2r?[A4” + A7) = Zp+ 2244 = 0 (1.13)

-9

(A2 -1) = [(A2 - 1)+ 2rA4] =~ L+ 2 =0

Este sistema dinamico vinculado admite uma formula¢ao Hamiltoniana imediata. na

forma
h(g,p) =In &
(@ po (1.16)

g, p)=gp—t=0
onde p, é uma constante positiva arbitraria®. Observa-se que, descrito desta forma, nao
é transparente o significado destas varidveis candnicas. Pode-se contudo dispor da liber-
dade de realizar transformagoes canonicas para tornar esta representacdo mais simples

de ser interpretada matematicamente. Fazendo uso de uma fungdo geradora de trans-

formacdes candnicas® da forma F3(p. Q) = —Q4/21n (-;’—) resulta que as novas coorde-

“Dado que o momentum candnico p representa fisicamente a massa 3 da solugao de Schwarzschild,
e sendo p, uma escala de p, poderemos eventualmente ideatificar p, = 2Mp com Mp sendo o menor
valor de massa com significado gravitacional (talvez a massa de Plank). Caso isso seja possivel a fungao

Hamiltoniana k tornar-se-ia nao-luegativa.
3Ver Goldstein [29] para a nomenclatura das fungées geradoras de transformagdes canouicas.



nadas canénicas (Q. P) relacionam-se com as antigas (g. p) por

Q= qpy2In(p/po)
P =4/21n(p/p,)

(1.17)
_ Qi
9=5pP¢ "
p=poet™

Dado que a fungao geradora adotada nao depende explicitamente do parimetro t de
evolucio do sistema resulta que, a semelhanca das demais grandezas dindmicas como os

vinculos, a nova Hamiltoniana coincide com a antiga por meio das expressoes (1.17)

H(Q. P) =h(qg{Q. P). p(Q.P) =3 P?
Q. Pit)=8-t=0

(1.18)

O sistema Hamiltoniano vinculado (1.18) acima admite interpretacao fisica imediata de
uma particula livre cuja linha de universo passa pela origem da coordenada Q no instante
t = 0 (i.e. o fator A(r) diverge negativamente na origem radial »r = 0). O significado
fisico do vinculo é tao somente de fixar a condi¢ido inicial do movimento unidimensional
da particula, donde ndo hd lugar para vinculos secunddrios nem vinculos de segunda
classe. A tnica particularidade deste sistema reside na auséncia de interpretagao fisica
para posicoes negativas {Q < 0), que corresponderiam — via a solugao para A(r) - a
uma regiao com r/M < 0. Todavia, as funcoes radial r e massa M sao, classicamente.

ambas nio-negativas para a solugio considerada®.

1.2.1 Geometria de Reissner-Nordstrom

Pode-se proceder analogamente com a geometria de Reissner-Nordstrom, a qual tem

a mesma forma geral (1.1) porém com M — M - %i, que representa um buraco negro

5Seria possivel interpretar essa regiao como sendo a extensio da Schwarzschild para uma variedade
contendo estruturas do tipo “buraco de verme”, ou wormhole.
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carregado eletricamente com carga (). Para este caso 1140 mais se trata de uma solugao de

vacuo. mas de um campo eletrostitico de uma carga puntiforme ) localizada na origem.

- def def o 2 def
Definindo gpy = :Ele—-;; pry = 2rf A+ Qr— try = r obtemos o correspondente
272

sistemna Hamiltoniano vinculado

hR.-V(QR,-’V» PeN; try) =1In (Eﬁ_‘l) + ?f% qQrx

brn(qrN, PrN; tRN) = PRV — BE ~ 0

Por meio da mesma transformagdo canénica (1.17) acima obtemos

. 1 3Q? Ny —iPL.
Han(Qrn, Pav:iten) =3 Phy + 39" 2y o7 Phy

PatRN Prx

P pn{Qry, Panitry) = Qry — Pratry = 0

uma particula com a mesma condigdo inicial que no caso de Schwarzschild, porém sub-
metida a um potencial linear na coordenada Qgy mas que. todavia, decal muito rapida-
mente com o momentum Ppry. A dependéncia com a velocidade no termo de potencial
é tipica de sistemas nao-conservativos, embora seu sinal ndo lhe permita a interpretagao
de uma viscosidade: a presenga do movimento contribui positivamente na Hamiltoniana
(produzindo energia ao invés de a consumir).

A caracteristica interessante desta estrutura consiste no fato de podermos adotar
um valor infinitesimal de carga @ < M de forma a permitir-nos tratar a geometria
de Reissner-Nordstrom como sendo (também) uma perturbagio infinitesimal de (1.1):
veremos que esta perspectiva ndo se coaduna com a hip6tese de perturbagoes tensoriais.
Sob este ponto de vista Hgy representa uma particula quase livre, com um potencial
“anti-viscoso” pequeno. Embora esta caracterizacao se apresente num particular sistema

de coordenadas. sabemos por construgao tratar-se de duas geometrias distintas bem con-

hecidas.

14



Capitulo 2

Teoria das Perturbacoes

Desnecessdrio ¢ dizer aqui a importancia da aplica¢do da teoria das perturbacdes as
geometrias usuais da Relatividade Geral, tais como o Universo homogeéneo e isotropico de
Friedmann ou o cenario astrofisico isotrépico e estatico do modelo de Schwarzschild {1.1).
Embora muito trabalho se tenha ja empreendido com este fim. pouco material existe
que situe esta formulacdo em uma perspectiva simultaneamente gauge-invariante! e
com contetdo geométrico claro. Todavia tais conceitos parecem nao ter migrado para o
estudo de perturbacoes de estruturas localizadas?, o que dd lugar ao presente trabalho.

Ao estudarmos perturbagoes em Relatividade Geral deparamo-nos com (pelo menos}
dois tensores métricos distintos: a geometria de fundo (ou background) g 4w € 2 geolnetria
perturbada em primeira ordem, convenientemente escrita na forma §,, =g av + 8Gu.
Nesta expressao os coeficientes do tensor 6g,, sido tomados como varidveis de campo
independentes (exceto pela simetria). No entanto cumpre notar que g, e g ap €Stao
definidos em variedades diferentes, que devem ser, de algum modo. identificadas para dar
significado as varia¢bes 6g,, acima. Nio existe, contudo, uma identificagao candnica, e o

procedimento arbitrdrio que dai resulta ficou entao conhecido como o problema de gauge

da Relatividade Geral.

'Quanto & nocao do termo gauge aqui subentendida, ver o trabalho origmal de Stewart et al [14] para
o tratamento matemdtico geral. e [1, 30, 31, 32] para seu uso no estudo da cosmologia padrao.
ZVer em Chandrasekhar [3] uma excelente revisio sobre o tema seguindo a linha de raciocinio desen-

volvida no trabalho pioneiro de Lifshitz e Khalatnikov [8].
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O método perturbativo aqui empregado difere em parte daguele adotado pela domi-
nante maioria das referéncias no tema®. e segue a idéia basica de implementar no forma-
lismo a solugao do problema acima desenvolvida por Stewart em termos de grandezas com
significado geométrico simples (ainda que nao passiveis de interpretagao como medidas
tomadas por um observador real). Esta consiste basicamente na constatagao de que uma
transformacao de calibre arbitrdria — a qual pode ser pensada como uma mudanga de
coordenadas aplicada a variedade de fundo — nao pode ser responsavel por gerar um
tensor nao nulo se o mesmo o era previamente. Desta forma o primeiro passo no es-
tudo da estabilidade do modelo de Schwarzschild sera voltado para obter equagdes exatas
que descrevem a evolugdo de objetos geométricos que, quando avaliados no modelo em
questdo, anulam-se identicamente. Tais grandezas. em sendo covariantes e invariantes de
calibre, sio denominadas. no contexto do problema perturbativo da Relatividade Geral,
boas quantidades [1. 30].

Observamos no capitulo 1 que a decomposicao (3+1) na geometria (1.1} induzida pelo
vetor n® conduz a um tensor de ‘shear’ degenerado (dois autovalores iguais). proporcional
4 componente “elétrica” do tensor de Weyl {1.6)-(1.7). Desta forma podemos introduzir

os seguintes objetos geométricos

2 42

2
- def a 9 ac g
.X“V = aﬁw—bﬁgpu-I_;]'"ﬁ‘h#V (21)
E:o
, def o
};w - E,uu - 70.;10 (22)
de H:.o y
Z & Hu - =0 (2.3)

onde Jﬁy = 0%, 0,0-
Os tensores (2.1)-(2.2)-(2.3) apresentam as seguintes caracteristicas algébricas: sdo

simétricos, sem trago, “ortogonais” ao shear (t.e., 0 : X =0 :Y =0 : 2 = 0} e, o que

3Ver, por exemplo, em Hawking [16], Bruni {33] e Dunsby [30] formas distintas de aplicagio deste

conceito em ambito cosmoldgico.

4Isto implica, em primeira ordem de perturbacdo, que 0 = 8(0°°Xo3) = 0°36X, 3, e analogamente
para Y, 3 € Zo3. Assim os trés tensores acima sio (até esta ordem) ortogonais ao tensor de ‘shear’ oy,
do background. Este fato justificard a escolha da base tensorial ‘restrita’ {capitulo 3 secao 3.1.2).
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é mais importante. sao identicamente nulos sobre a geometria (1.1): assim. assumiremos
que estes objetos constituem um conjunto (eventualmente completo) de “boas variaveis
perturbativas®.

Utilizando as equacdes Quasi-Maxwellianas da gravitagdo (ver apendice A) podemos
calcular a propagagdo dos tensores acima ao longo das geodésicas radiais representadas
pelo vetor n®. Procuramos entao reescrever o resultado em termos destes mesmos objetos,
de forma a obter um sistema dinimico fechado. Isto é realizado por meio das definiges e
propriedades algébricas dos tensores fundamentais bem como das relagdes de vinculo que
compde o sistema QM. Temos entdo, para a varidvel X, que

u (o V)

o 2 ad 1 2 .
(20 3—3‘5—3'0'2 3) ("‘-)'ngu_%‘g_ﬂ'hpu L g,

, _
_ hﬁhf—?%gh“wcrw+alz( 3 . xed) (UW-XW+2§3%}1W>] <

LX :[hgfﬁ 2—3h

x| - %90&3 - 02 a3 T _3_ hcr_ﬁ’ - Ea.’i — W3 T 2,03 + a{a:3)+

SIS

apd _ 502 pa l (.o o - a0l
_ hphg_zggh w0+ L (07— X9) (aw,—,kw,+2%3g3—hw)] x

X

(29 + 5 g"E") Fad + ;55 Xo3 — Ya3 — wowy + 0003 + a3yt

4‘% (a'A:A - "‘-"2) hcr.ﬁ' + % Huﬁ]
= (24 0. E 902 42 X, 4259k
- '3 +7+ U,uu ‘0__3'0 pu+Uyu ELYTrY ‘(;3'_3_ uy +
. , 1
+3r (a. A -;;.,’2) I:Z—O_"T Tpe — h,uu] + [“wau"‘a + a3 + a(m_j, + 3 Ha‘g] X

2 . , i 2 2
x [h;; B = 2% by + Sy (07 - X°9) (aw, - X +2% % hw)]

3Ver, no entanto, comentdrio sobre a escolha deste conjunto na Introdugao.
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ol seja.

. 4, ot _o:F . o” ,
1 4X#y = - (59 + ;5 + 2—0_2"_) X;w 20 (pAu)A },uy + 2? aA(p}y)A_f_

- > 3 - r K 2 2
'f‘;lg.x ad (}n_.? - gﬁ' ~Xa_£3) [a;w - -X,uu + 2‘2—3%‘ h,uu] +

. (2.4)
a ! 2 a 3 1 al ra . : 2 2
hhg ~ 2% bl + -y (00 - X°7) (a,J,, — X +25% hﬂp)

+ X

u

| |

X [—--.‘.;Jaw‘a +a,a3 + Qs + 3 Haa] + (a A — W ) [2%; Ouy — h#,,}

Similarmente para o tensor Y, obtemos

a

LY, = [ha B — --2 o a,‘,,] L Ey - —UQE—[hﬁ‘ h3 + E:?%u _ 20’053’#”] 1 d.3
-~ [hf" he — ""2' a 30#,,] [—— 0 Eoz + 30X oEsp — 01 Ehos — hans) " n Haen +
i1 (Q(m_j) + M3 -+ 3110,,; 4+ 0Tl + u;*(an;m) +1 (qA;A + axg* + o Hf.,) hnj} +
"E’\( wayy + 2H (aapenta’ — 5(p+ P) Oaz — @agst
craE [haha + Y 30 v ;12‘703%1»] %
X [ ~ 200,53 — 023 + c;—l hos — Eag + 3llas — waws + @uaz+ L a3 + : (u:2 — a*:)\) haj]
[h“ B~ aa%w] { — B¥os + 300G Yo - 3L (—agj -g had) +
—hans 0, [Z/\c;-; + O (g*;zﬁ)] + g_O:TQE |:Ha;3 — PNl TRy — ?G-(aw',S)]-l-
—E’\(au«'ﬁ))« + 2 [Z’«(a‘— Qa};fi a,\(a] N3perNQT — Gags) — 3 L [q(a;g) +1Ls+ a5+
(oHap + w1l ] (q ata q;+0"H€4) }+Q&i?~5[hg h_f+}:-?a.u+

__al_z aa3a“u] [ -12- 1\&3 + 1’0,3 Haj + Waw's — a3 — a(a:j) + 7}," (a_’\:A — -_,,12) hag]
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donde

LY, =
= —4%30—(;;)(“., + (%Q—E— - 9) Y, + 302 Yo = [h‘; h? — Elg a“’cr#,,] P a3y R L e+
~ 0w + [hff Ry - EI? aa'j"#"] {QZA(C‘"L?)AS'TTL(G‘T — Y awsn — @ads — § [Tag+
+ (gx - %-2‘2) Mas + 02 (oap + w*(aﬂ_g),\] + %QE— [wawg —a,a3 — a(a;_.g)] +
+1 [q*;A + @i+ 0*PTLp + 2% (0 - wz)] b+
+515Y°'3 [Y;!_g + 2%;){“3 — 1llas + WaWs — Galg — G(a;g)] Tt
Hg_é?fi {Z,.u + b (aNgyerr [cue (ln 2?#) + wk;-f] + 20} Mapeyna” + 20 wﬁ)}
! (2.5)

Finalmente obtemos para o tensor Z,

. [ ad - . .
L Zy = [hSh] — 90-2— ay,,] 1L Hos— [Q;fi he hy + (Hoa _ zg?& 003) %J 16
= hont — 95 o | {R sy ne Exey - 0Hos — 2E7 ‘@t + 30} o H.
= u b, _a'ﬁ_apu (QU,B) Ny Le a? (a’).?)/\e‘,n a’ + 30 {cr .3)»\+
“wA(aHB)z\ - % ['s}'A(v::rw,ﬁ)/\e",'ﬂ-eaﬁir + h/\(anﬂjevrnrnz\en - (IAW‘,\ hc\z3 + 3%0“"3]] }+

[ - a o K . [+ H Ouv :
_ ha&H h“ hg + (H 3 _ Zg_g_?}_:[_ o -3) —OHQ—} { — Ea,ﬂ — %60},3 - OAQU3A +a(a:3}+

+a,03 — wWaw's + %H(_ﬁ' + % (%.4)2 + 0% - (1-’\:,\) hag

o] = 2 (o

3 ) ) .
= I:ha h3 — %Q— UPW] {h’\(ai’]_g)ff"'nr [}f\éi‘: + (U—OQ-E~)
+hN ang) T T Rrwrey — '20-(aw‘5)) — 0H 5 + 30 o Hsp — Mo Hap t+
g:E a’
o

+ (%q*m —0: H) has = 2Y (aMape, 07 - 0 (o M3)res 1 (:2———2— — %q"f) +
X

\2

e T - H a 1 al a3

_%hl(anﬁ) 7 ner\e:': - %J(QQ3)} + [am,ra (hp hf — —Q—% U,u.u) + —T—ZC; T v
3 i

X [— %g)ta_s + Vo3 — (e:3) — @al3 Fwa's — las — 3 (%“’ —a’ *) ha,

|
)
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que resulta em

ad

. _ o E
12, = [h;} B — —70“,,] R R, Yae, — (9 - ) Zyo + 30 W Zpt

+ [h:} h3 — g{—:; a#,,} { — e + gég&;u*(aaj,,\ — 2Y A a3 nta’ +
“GA(aTIS)AevnE (20 E %qv) - %h'\(aflsf’fnrn,\e;‘r-i- (26)
- £ [ @n " nrtrey 2(aag)] + 32;2*:2& Xap + 50" wx hag+

—Oxallp) Nr (g;:r&) - -g'W(aQ3)} + (h“ h8 — ——;- a‘,.,) + -Z;;E O | X

3
X {_"g'ﬂ'Xaﬂ + Yaﬁ - Q(a;8) — 2al3 + Wows — ‘-]fnaﬁ - é (i‘-’2 - 2(1'\;,\) ha_@}

As equagdes (2.4), (2.3) e (2.6) representam o nicleo fundamental que se propoe neste
trabalho. fornecendo um sistema dinamico para os tensores X, Y,,. Z, em termos
dos parametros (tensoriais) o,,. F,,. Este sistema é fechado se o entendermos como
descrevendo a *propagagao’ dos tensores fundamentais X, Y. Z infinitesimais. dependendo
do conhecimento prévio de o e E da geometria de fundo (1.1).

Estas trés equagdes. no entanto, nao sio independentes, mas estao sujeitas aos vinculos

representados por (A.2)-(A.3). Reescrevendo-as em termos das varidveis escolhidas obtém-

se diretamente

h“h“u}ayy =n~ Fin. Cr’\ alidr — 3 (Ze,\ + —TUEA) w h“h“ Wagw T
+ 2 hepa+ (2.7)

o~

+§h39:a + (061\ +*‘"&\) a’ - Qf] - 0’\6 (00. )
A

6

L»CND

+% [(Uf«\ - 3-’*‘(,\) qA - hfcxna'a:_ii + HfAG-A]

R Zay = 1,0 aYsn +3 (Y + 2{—;.;5@) Arlprriet
+370:57n,, [qa;_g + 11 (o3 — ;u,g).)] ‘

Cabe ainda mencionar que os vinculos adicionais (A.13) e (A.11) néo fornecem ex-

pressdes suplementares para as varidveis fundamentais. mastao somente definem novos ob-

jetos invariantes de calibre. A primeira destas equagdes ja foi utilizada quando da obtencao

de (2.4)-(2.5)-(2.6). sendo portanto desnecessdria. Poderiamos no entanto questionar-nos
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quanto a uma possivel perda de informagdo quanto a segunda relagao acima nesta pas-

sagem. Escrevemos

o uy — 0'3 a v & "o 0'20' a ( ‘/U a 0'20'2
hh“ XQ“V——;?I‘I T 0 nu + o% — X €+E'1_3_h€ (—17"5‘)"— + h=, p .3 +

2
+ (hae - %3 Uae) [hyywa,u;u + %9;.& + (Ua,\ + i"-’a)\) aA - Qa]

onde o primeiro termo do lado direito representa uma nova quantidade invariante. Nao
a assumiremos como pertencente ao conjunto fundamental por tratar-se de uma relagio
envolvendo derivadas dos elementos que descrevem a estrutura cinemadtica da geometria
de fundo: além disto, trata-se de uma grandeza vetorial, sem contribuicao devido 4 com-
ponente tensorial das perturbagdes. Caso semelhante se dd com (A.13).

De acordo com o procedimento geral da andlise de perturbagoes em harmonicos, vamos

decompor os tensores {2.1)-{(2.2)-(2.3)

é_'\'w_,(r) = ;X(,\,)( )Q(A Ny + Z X, )( )P{ 'J( ') +AZX(A,)(T')[-';($”(I)
6Y,u(x) = Zh“( r) Q) + Azh,\v)(r)P;&,i”(-r) +AZ¥EA‘J(T)U§$”(r) (2.9)

6 Z,(x) = AZ Zp,y(r) Q;ff\’)(l’)‘i‘ ,\Z Ziag(r) P;,,(A"J(l’) +,\Z Ziag(r) U;u“’)(r)

onde os sub-indices s. v. ¢ referem-se as componentes escalar, vetorial, tensorial respecti-
vamente. Q)(x) éa componente sem traco da segunda derivada covariante de Q*+)(r), a
base escalar; P{}*)(z) é a componente sem trago da derivada covariante de PI™)(z). a base
vetorial. [{})(r) é a base tensorial descrita no capitulo 3. Observa-se que QM) =0
— ndo existe o rotacional de um escalar. -~ e foi incluido acima apenas para manter a
simetria das expressoes (2.9).

Embora explicitando a dependéncia radial, as expressdes (2.9} acima nao apresentam
quebra de covariancia, visto que a coordenada radial da geometria (1.1) pode ser definida

covariantemente através dos paramentros cinemdticos de n® por

S S (2.10)
|62/3 ~ a2 /2]

21



Capitulo 3

A Escolha da Base

No estudo de perturbagoes da geometria de Schwarzschild é fregiiente [20, 34, 33, 36 na
literatura. desde o trabatho original de Regge e Wheeler [10} 0 uso de uma base complexa
de harmonicos com peso de spin [19]. adequada para expandir quantidades tipicas do
formalismo de Newman-Penrose [18]. Esta decomposicao. contudo, mistura caracteristicas
intrinsecas de uma estrutura tensorial (ver abaixo) com propriedades especificas dessas
quantidades (ern particular o fato de serem escalares). Como nac visamos aplicagoes
complexas, serd importante introduzir aqui o significado que o presente trabalho empresta
ao termo base.

Chama-se base de uma variedade ao conjunto completo de autofungoes solucao do
operador escalar de Laplace-Beltrami (ou Laplaciano V?) para ela construido. Para nosso
propdsito fundamental de analisar a estabilidade da geometria de Schwarzschild (1.1), a

variedade em questio! é a sub-variedade ¥ ortogonal ao vetor n. Neste caso o Laplaciano

se escreve formalmente como
VIeiped | v, o1V,

onde 1 subentende a projegio completa dos objetos (tensores) na sub-variedade ¥ por

1Em verdade estamos interessados em uma sub-variedade desta, compativel com a estrutura pertur-
bativa estabelecida no capitulo 2, conforme veremos na subsegio 3.1.2.

(g}
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meio do tensor métrico h,, (1.4).

A componente escalar da base de Schwarzschild é uma funcao Q(r) tal que

VIQ = -1, Q
QEQ;QHQ=K,Q

(3.1)

onde k, é uma funcio radial arbitraria,

s, 1 2
90  sen?O 9?

+ cotg ©

2Q = 1 Q _1 _(.3_{9_

1—2M/r 82 r? | 00?

representa o Laplaciano escalar de (2, o autovalor A, apresenta componente discreta (mo-
mentum angular {,) e continua (freqiiéncia w; )

“—"3 [s(ls + 1)

A, = —
11— 2M/r r2

O rétulo s refere-se a quantidades associadas & componente escalar da base. Com isto o

harmoénico escalar apresenta a forma geral

: K. dr’

i —2M/r

Q(t. r, 0, p) = T e Y (0. o) (3.2)

onde ¥} sdo os harménicos esféricos usuais.

A componente vetorial corresponde ao vetor P® solugdo das equagées

P.n*=10

V,Pr=h%,P3, =0

. (3.3)
V2PY = —), P¥

LP =L Pran® =k, P
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onde x, depende arbitrariamente de r. com autovalor discreto

I, +1
A, = l_ug_.;___l
2 r

O 1étulo v refere-se s quantidades associadas & componente vetorial da base. A solugao

é dada por ’
- dr
f K
P'=/1—2MJre J1-2M/r Y™ (0, p)
[ dr/ (34)

pr=(a+Bire VI 2MIT seno v (0, 9)

onde N 3 |m,| < I, N3 |ml| <l coml, =1/2+ \/9/4+lv(lv+ 1). Esta iltima

relagao evidencia que somente uma das componentes acima pode ser nao-nula para um [,
arbitrario -- se ambos [, e I, sdo supostos naturais segue que I, = 0. [, = 1.
No presente trabalho. no entanto, ndo estamos interessados nas componentes escalares

nem vetoriais. Desta forma as expressoes acima servem como complemento do formalismo.

para eventuais extensoes futuras.

3.1 A Base Tensorial

A componente tensorial da base de Schwarzschild refere-se a solucao U, = U,,(r) do

sistema
Uwn” =
Uy = 0
]fw G =0 (3.5)
v, U =1 K3, U, =0
VU, = =AUy

1 ljfp,, =1l U an®=xcl,

onde A representa o autovalor associado & solucao . A rigor deveriamos indexar esta

solucao com um rétulo que distinguisse o respectivo autovalor. como em (2.9). Nao
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adotaremos este procedimento por simplicidade de notacao. baseando-nos no fato que
estamos interessados somente em seu uso como elementos de expansio de perturbacoes
lineares, de forma que nao ha espago para acoplamento entre autofungées com autova-
lores distintos. Em verdade, ou o autovalor aparece explicitamente nas equagoes ou nao
apresenta qualquer relevancia.

A dltima das equagdes (3.5) ndo é estritamente necessaria, podendo alterar-se arbi-
trariamente seu lado direito®. Isto se deve ao fato que esta relacio descreve como variam
os tensores Uy, ao “evoluirem” da hipersuperficie ¥, para uma vizinha ¥,, ndo corres-
pondendo portanto ao seu comportamento em uma mesma sub-variedade.

As equagdes algébricas de (3.3) evidenciam tratar-se essencialmente de um objeto
tensorial 3-dimensional de rank 2. simétrico (i.e., contendo cinco componentes algebri-
camente independentes). Estas estdo sujeitas aos trés vinculos diferenciais representados
pela equacio de divergéncia®: estas, no entanto, nao sao todas independentes. como ver-
emos no cdlculo que segue, onde persistem {em principio) trés graus de liberdade para
descrever a componente tensorial de um tensor de posto 2.

A partir desta componente tensorial é possivel construir sua correspondente compo-

nente dual, um objeto tensorial quiral adequado para expandir tensores axiais. dada por
U &R . U 3
STITEE (,unu) U Nee3 ( 6)

Visto ser construide intrinsecamente na hipersuperficie X. decorre que este objeto
deverd igualmente possuir propriedades tensoriais adequadas: ser simétrico. sem trago
e sem divergéncia. Enquanto as duas primeiras propriedades equivalem a restringir «a

priort 0 nimero de componentes (algebricamente independentes) da base, a auséncia de

2No uso da solugio explicita (3.22) do sistema (3.5), ao estudar perturbagdes tensoriais {cap. 5),

assumiremos x = 0 por simplicidade de apresentacio, sem perda de generalidade,
3Cumpre notar que os tensores de Regge-Wheeler {10], bem como os de Zerilli {12] e de Moncrief [13],

nao satisfazem essa condigao.



divergencia conduz a certos vinculos nao triviais. Explicitamente temos

VU, =V, =V [hk{a’m”r"r{?at'ﬁ] = B I,
= I} an3) nx [YA?,,YA?-"UPA — (Rpfaiyd + RAEUJUPE)]
B %{—%nﬁpﬂnr (R["e"glg‘“ + RQG"-{’UP‘) + 767 0 [{7«: ({7%}.3) +
= (o Ues = Reole) |}
S A ey
= =40 L (R +2(0u0 + $h) (00 + $00) U7y + e

r

x L [Rfa + Ryfgon®n? + (02 + §1°) (030 + §has) — 0 (0% + ghz)}c,,f

= —%W; nv 7% — %T;S"”n, [(%9 + Z—: + "7,‘2) has — 0073] Uy

ey

donde obtemos que

ol =0 (3.7)

Esta equacdo, devido & simetria dos tensores o, € U, , implica que
L't@ = L"'t; - 0 (38)

Estudaremos na subsegio 3.1.1 a solugdo sistema (3.5) na sua forma mais ampla, ou
seja, contendo 0 maior numero possivel de componentes independentes. A seguir veremos.
na subsecao 3.1.2 como uma solugdo distinta pode ser obtida restringindo o niimero de

componentes da base. Ademais, é esta iltima solugao que sera utilizada no problema

perturbativo desenvolvido no Capitulo 2.
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3.1.1 A Forma Geral da Base Tensorial

A base tensorial L, sujeita ao vinculo adicional (3.8). tem a forma

Cu(r?) =(t, . O, p)
L‘FGS(IP) = senl_i—edp(t: Ty @: ‘P)
Uep(2) = ma(t, 7, ©, ¢)

2 con?
com U, = %7 — ¥ devido a condicdo de trago nulo. As equagdes da divergéncia

da base tensorial sdo

viil I 1 a~
VUi = Toxg7r 0
Vilgs = — =ty {T +sen®a—(—;)— - 2214/ sen’® cos @ 1 ]

730}3 = -,zselnze [%ﬁ sen @g—% + 7= ZW sen’@ cos© a—‘—]

(3.9)

A equagdo de propagagao de Uy, para além da hipersuperficie T fornece a dependéncia
radial das fungoes como

I wdr’
At 0, 0) = (1—2Mjrye VIT2MITsy o
ff .K,dl"
11 90 /pt - .1
Uit 7, 0, ) =rle 1—=2M/r U(t. ©, ) (3.10)
r rdr’
f 1—2.-"4/]" =

d(t. r, O, ) = re d(t, @, )

Se a funcao radial k = const. podemos calcular a integral explicitamente

/ — /1 —2M/r + 2M arctgh /1 - 201/7
1/1—214/ '
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A equacao de autovalores do sistema (3.3) toma a forma explicita

1 2% 1 [ 1 0

T—2M/roff ~ 7 [_‘2 +eotg OFk + g 5—5}

32

1 — '21.1I/r %;21: — % [g@% - cotg'@a—g + Senlz ?} +2 (lI! - ;":1% g@)] =¥ (3.11)
1 9*d 1 [32@)

R rrre el e cotgegg + b %_2 (d;) + 228 g%)] = AP

Devido & independéncia temporal de vy (3.9), a primeira das equagdes (3.11) pode ser

imediatamente integrada, correspondendo a forma usual dos harmonicos esféricos

i
Z [A( 7 P (cos @) + BY) Q*(cos @)] [C’”cos mi2 + Dsen mp]

Para tanto devemos ter A = I{l + 1)/r? onde [ é um inteiro ndo-negativo. Como con-
segiléncia da dependéncia radial {3.10) o termo de derivadas temporais deve ser nulo para
cada uma das equacoes (3.11). Com isto a dependéncia temporal de ¥ e de @ ¢ afim

Isolando ~ e suas derivadas nas equacoées (3.9), bem como tomando derivadas destas

equacoes (o que ¢ vdlido por serem identicamente nulas), podemos colocar as equacoes
(3.11) na forma

(3.12)

onde definimos o operador Laplaciano de uma fungdo escalar em £ {coincide com V?)
forma

def I 1 9? %) 1 &
A= (1 -2 t —
A= (1-2M/r) o 00? +eo gaae sen?@ 2
e % tem a forma geral obtida acima (ou seja, é uma fungio dada)

Assim o sistema
encontra-se formalmente desacoplado, ainda que com termos ndo-homogéneos. Sua solugao
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geral na forma completa é dada por

fr ndr’
v = (1-2M/r)e - 2M/r E [~U”P"‘(cos@ +B(’)Q’"(cos@)]

[C,(,:”cos my + D{’sen m«p]
ff xdr’
— 9] 4 [ ' '

[ cosmgo+D senmcp]+‘1’ tetp)}
f kdr’
&= 1=2M/[r' [ ¢ (@) B
= r2 S (B + Fant) [AS) P (cos ©) + B Q" (cos ©)]

mit=—10

[Cm,.cosm w+ D( «Sen m ,9] + ®,(¢, O, gp)}

ondel' = /Il + 1) + 9/4~1/2. Sel > |m| sdo naturais entdo F"(cos ©) sdo os polindomios

associados de Legendre e Q" (cos ©) as fungdes associadas de Legendre. As funcoes ¥, @,

representam solugoes particulares quaisquer do sistema (3.12). Escrevendo formalmente

estas fun¢des nao-homogéneas na forma

¥, = Z [4"[‘) y P (cos©) + BLY(O) Q,’?(cos@)] [C}f}cos myp + DWsen mg]
=
m'= (3.14)

= E [»1(‘”((-) ) P (cos©) + BS,?’)(@)Q;E‘(COS@)] [Cfnq”cos my + Df??)senmg]

m=—{

®

P

e substituindo essa solucdo no sistema (3.12) obtemos que CW) = DI /m = ¢ DY) =

—C® /m = D{. Os coeficientes A,(©), B (©) devem satisfazer &s equagdes ordindrias

r dPT(cos@) \ T ) m
d A T S d."l ' @) _ g1 9 PE !COS(‘))
Jjot (cotg@ + 27519—”1'? cos@)) —ﬂé— = 24 cos0 Pi(cos 6

(3.15)

dPM(cos0) (®)
d P A T- dA " @) (7] ( !COS 9)
it (COtg@ t ZP,?‘ICOS 6)) ﬁé = 24;00s© P{cos®)

e analogamente para os coeficientes B(©) em funcdo de Q" (cos ©). As equagoes (3.13)

tém, ambas, a forma
dy 1 df(®

)
e a6 ¥ " 2(9)
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onde f(©) = sen O (P {cos 0))%. Essa equacao temn solugao imediata na forma

1 © ! Iy et
Y(I)z}—(ea—)/ FONHZ(©')d6

Com isso as fungoes nao-homogeéneas ¥,, &, ficam determinadas por (3.14) com

% dO"2A(Pcos?0" sen O” Py (cos @) P (cos @)

AW(Q) = [®de ! :
w (O)=J sen ©' [P (cos @')]°

() — ed@' 1 o' 402 B)cos2@” e'om " ym 7
BR(©) =740 —; Ik I 2B,]7c0s°0" sen 6" Q' (cos ©")Qp* (cos ©”)
(0) = (940 1 0" 407241 Q" " pm "y pm it
ARNO)=f 5o O’ [P (cos O J7 d0"2A\cos ©” sen " P (cos @) P/ (cos ©)

o 1 or " 1rym ' m
B®(0) = { defsen & [Q}?‘(cos@’)]?f d@"2 B{)cos ©" sen 0"Q (cos ©")Q(cos )

(3.16)

Observa-se, em particular, que a solugdo geral (3.13) ndo apresenta dependéncia tem-
poral na forma oscilatéria. como seria de esperar para uma geometria estatica. Isto se
deve ao vinculo imposto pela divergéncia nula. Este fato serd revisto na subse¢ao 3.1.2.
onde obteremos uma dependéncia temporal satisfatéria - embora a dependéncia no setor
angular resulte restrita.

Observamos ainda que. embora o sistema (3.12) esteja formalmente integrado, as
solugoes actma nao apresentam um comportamento razoavel, visto que nao existe solucdo
tal que !, I’ sejam simultaneamente naturais (como requerem os polinémios de Legendre)
sendo para 0 par I = 0, = 1. Além disso resta verificar se tais expressdes satisfazem
aos vinculos (3.9). Todavia, ¢ imediato observar que as solucdes {3.13) obtidas acima
(3.14, 3.16) nao sao raizes desses vinculos para nenhuma escolha possivel das constantes
arbitrarias que figuram em (3.13) tal que o niimero de componentes da base permaneca
inalterado.

Nao faremos uso, neste trabalho, da base geral discutida acima (nem sequer de sua
eventual existéncia), mas tao somente da base de uma sub-variedade tal que a compo-
nente € identicamente nula {ou seja, intrinsecamente relativa as coordenadas angulares).

Isto evita o vinculo 8v/dt = 0, possibilitando a existéncia de solucdes nio contidas nas
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expressoes {3.13), (3.14) e (3.16) acima. conforme veremos na subsegao 3.1.2.

3.1.2 A Base Tensorial Restrita

Alémn das equacdes (3.9), admitiremos que, conforme a aplicagao prevista no capitulo
2, esta base seja tal que sua contragao completa com a deformagao seja identicamente
nula, o : U & g3 U.s = 0. Este vinculo adicional equivale a dizer que uma sub-variedade
(na realidade um espago vetorial) das fungdes tensoriais estd sendo considerada. Isto
significa, em componentes, que U, = 0. Lembrando que U9 = U, = 0 (3.8) obtem-se

que a base tensorial satisfaz ao vinculo adicional
UasV? =0 (3.17)

Desta forma. as componentes ndo nulas da base tensorial { ', correspondem somente

ao setor angular. Denominando-as por

L'-VGQ(IP) = Senl'ze‘lj(t! T, @, ‘;‘9)
Uoo(rf) = 2s®(t, r. O, )

sen @

com U, = —¥. Resulta que a equacao da divergéncia de L', tem a forma
T3 = 1 [9% 1_0o¢
‘:73{/6;3 = T Zsenzo La + sen@aa,.:] (3.18)
Ay . _ 1 18 _ _1 ]
\% LPa ™ rlsen®@ [8 sen @ g

Derivando as equagdes (3.18) com respeito as varidveis angulares e substituindo no resul-

tado estas mesmas expressoes obtem-se duas equagdes parciais desacopladas

S v 189 __
W‘i‘cotg@g@-i-sengeg;f—o (3 19)
& 4% 1 Pe )
5er tcotgO 55 + agae = 0
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A equacao radial do sistema (3.5) torna-se

sen?@® L Ugg = /1 — 2M/r [-‘?,—‘f— - %\I’] =k
sen® L U, = /1 —2M/r[32 - 20| =x & (3.20)
— LUpp =yl -2M/r [t - 20| = k¥

A equacdo de autovalores do sistema (3.3), escrita em componentes, tem a forma

V¥Ueo = ser}EG [(I - 2M/r) G - %‘P]
ﬁQU.e;, = -S%G [(1 - ZiM/T)Hl %1-;;! - FQQ-(I’] (321)
VU = = |1 —2M/r) 5 - Fy

Obtemos assim as equacoes de dependéncia radial (3.20), temporal (3.21) e angular
(3.19) das componentes da base tensorial U, que satisfazem o sistema diferencial (3.5).

A integracdo coerente destes sistemas desacoplados é imediata e resulta na solugao

oo = G(r) (A cos wt + Bsenwt)[(C + D cos O)/senO{E cos » + Fsenyp)+ Kl]/sen?0©
Uo, = --G{r)(A cos wt + Bsenwt)[(D + C cos O)/senO(F cos ,» - E'seny) + L]/sen ©
U,,=—G(r)(A cos wt + Bsenwt)[{C + D cos @)/sen©(E cos 2+ Fsenyp) + K]

L

{3.22)
onde A. B. C., D, E, K, L sao constantes arbitrarias, e definimos por conveniéncia a

funcao auxiliar
!. 7
f' RAT ) dar’

J1—2M/r

e o autovalor é dado por

V2

w

A= YT oA

2
= w € (0.%0) (3.23)
.

Observa-se que a solugao obtida representa uma familia a um parametro w (continuo},

que caracteriza a freqiiéncia propria de oscilagdo do modo considerado. Todavia, as



equacoes {3.21) admitem solugao também para frequéncias imaginarnas:

Uoo = G(r) (Ae* + Be™)[(C + D cos 0)/sen O(E cos > + F sen p) + K}/sen’©

Uop, = —G(r)(Aet + Be™")[(D + C cos ©)/sen O(F cos p — Eseny) + Lj/sen ©
U,,=—G(r)(Ae<' + Be™!)[(C + D cos O)/sen O(E cos © + F sen p) + K]
(3.24)
onde ¢ novo autovalor é
2 w? )
A= ;‘2- - I—Z'E'M—/T‘:, W € (0,00) (32())

A presenca das exponenciais positivas, correspondendo ao coeficiente 4 em (3.24).
confere as solucdes associadas um carater de instabilidade. A possibilidade de construir
perturbactes tensoriais instdveis, analisadas no Capitulo 5, traduzir-se-a em encontrar
solucoes de equacdes diferenciais expandidas na base (3.24) ao invés de (3.22). Expli-
citaremos o calculo apenas para esta ultima, obtendo a eventual solugao instavel pela
operacdo w — iu' aplicada? sobre a solugao ja obtida para o caso estavel.

Ademais, cumpre notar que os modos acima — sejam eles estaveis (3.22) ou instaveis
(3.24) — nao transportam momentum angular; este fato, embora notédvel. pode ser obser-
vado diretamente das equagoes de vinculo (3.19), antes mesmo da integracao do sistema.
Esta auséncia se constitui na principal diferenga no conceito de perturbagao tensorial
aqui apresentado. Em restringindo a base tensonal é, em principio, possivel que seus
coeficientes perturbativos sejam mais gerais que na formulacio usual (o que efetivamente
parece ocorrer no capitulo 3). Contudo isso nio deveria ser surpreendente. visto que a

base restrita é 2-dimensional.

Com efeito, um exemplo simples deste fato ja ocorre na esfera unitéaria 2-dimensional

tesflds? = dO? + sen?0 dip?

1A redenominagao das constantes arbitrdrias A e B, necessaria para explicitar essa simetria entre as
solugdes (3.22) e (3.24) nao ¢ relevante.

33



para a qual a correspondente base tensortal

wlesf) fsen?@ o)) [sen ©

U(ﬁﬂf) _
# ﬂ:‘(csﬂ/sen 8 —tesf)
apresenta divergéncia
1 [8utesh 1 d~lesh)
div gD = | =*® [ 56 *t5n® O _
o 1 ;] (eaf) _ 1 auptesn -
sen © EEE_G dp
tal que sua forma desacoplada
a? J 1 62 ] alesfy .
[“ﬁ“}ae + cotg © 90 + w0 @5;2 [ =)

9* o0 1 & ] ’
=== + cotg O - + — 5 ~lesfl — )

[3@- teoleO56 t %n7e a,2%]

explicita a auséncia de momentum angular. E curioso. entretanto. que semelhante efeito
nao ocorre nas bases escalar e vetorial.

Decorre da solugao (3.22) acima que a componente dual da base tensorial tem forma

igualmente 2-dimensional

- (1-2. —1/2 [
L xe'r‘" l 2\\;:(1;{0” (?i L

. (=2M/r)M g -
L Lo sen © ot L Oy
Sera importante no uso da base tensorial observar que. devido a propriedade (3.17).
3 - - . . ~ .
ot, = =% [h¥, - JV* V,] implica que a contragao do tensor de shear com a base tensorial

U, pode ser expressa na forma

3

. [
o* Uy = —;Lw (3.27)

Equacao andloga é vilida para a base dual.
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Com isto podemos explicitar a operagao de dupla dualidade sobre a base tensorial

Unr = b, e, Vs [h‘(am)"‘”n,vot'p(] = S et [n""‘”h“‘ + r;“"‘”h*‘] n'n. ViV,
= — () hag 81,6787 367, ho 4 61,0008 567 1 n 0, VIV, U
= Ly [ROVU, = VOV U] + 4[R2 (VYU — b7 V3V, U )| +
— (R sy (VPUpe = VOV, U] = AU + B2k VeV Use
= AU + huh8) [VaVUs + (B 5atUre + R7eaUs: )|
= AU + Bk { L [~ Rapyr = 2 (05 + $hsty) (vl + Sheta) | U+
+ 1 [R*a + R} o.nn” + (a"‘ + gh"‘) (Um + ghm) -9 (a"a + gh"a)] U‘I,\}
= -2 ren sk (2(3) - %)|u.

na forma
U (3.28)

02 0.3 U.‘i g F
- s

U = [A - ? th—

A existéncia de relacoes da forma (3.27) e (3.28) representam a particularidade do
sistema de Schwarzschild que permite a aplicagao do método do capitulo 2, possibilitando a
completa fatoracao da base nas equagoes (2.9). Nestes casos 0 uso da base restrita (3.22) -
ainda que nao explicitamente — permitira entao transformar equagoes diferenciais parciais

tensorials (tals como as que regem as perturbagoes tensoriais propostas) em equagoes

diferenciais ordinarias escalares.



Capitulo 4

Perturbacoes Escalares e Vetoriais

Ao estabelecermos, no Capitulo 5 a seguir, o nicleo de equagoes (3.2) a partir de (2.4.
2.5, 2.6). desconsideraremos as perturbacoes no ternio '\?’OQ&L.,_E por apresentar somente a
contribuigiao dos termos escalar e vetorial. Para tratar dessas componentes'. contudo. faz-

se necessdrio ampliar o conjunto de varidveis perturbativas. Assim a propagacao daquele

gradiente ao longo da congruéncia n fornece

a o

1 [vg;ﬂ’ =L B2 {("3Va + VaVs) ZE| =L {0V, ZE + 1) (V59,28 - (Vsn')V,y2£ )

= ['ZaEx + va] A (ghﬂa +0.” +“°'Q3) Vitr

onde o primeiro termo deve ser expandido em termos das derivadas radiais de g, e E,,.
sendo estas obtidas das expressoes (A.3, A.9) no apendice. Somente apresentaremos aqui
o calculo correto até primeira ordem de perturbacao. Assim. lembrando que as derivadas

V das fungoes do "background’ sao nulas, o primeiro termo acima resulta

Vo {[JL?UW L E#v + # [EW - QEgU#V] 1 (}W} ~

a

1 Necessirio, devido & presenga essencial do momentum angular, se quisermos determinar correcdes
perturbativas no horizonte [37, 38], as gquais dependem da escotha de calibre.
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Desta forma a propagacao dessa quantidade introduz uma nova. dada pela derivacla
do termo entre parentesis na ultima igualdade acima, cuja equagao de propagacao deve
também ser considerada. Nesta o uitimo termo consiste no calculo anterior: para os
demais temos o mesmo algoritmo acima para a comutacao das derivadas V, e V. Os

termos remanescentes sao calculados

onde ja incluimos as duas ultimas grandezas escalares que apareceriam scob derivagao
na hipersuperficie. Desta forma, se colecionarmos os resultados. obteremos um sistema
composto pelos 4 tensores X . Y. Z,0. Il € 0s 3 vetores w,,. a,. g,. juntamente com

os 4 gradientes projetados

o

. R N - - F
Vol Vass. Vad?, Voo
. 3

a

e 0s 2 escalares p e U—;Q‘[—{ (lembrando que as equacdes de estado termodinamicas fornecem
p = Apell, = &o,). totalizando treze varidveis perturbativas independentes. Ndo

analisaremos a estabilidade desse sistema no presente trabalho.

37



Capitulo 5

Perturbacoes Tensoriais

No presente trabalho estamos interessados somente na componente tensorial. e dado

que limitar-nos-emos a perturbagoes lineares nao ocorre acoplamento entre modos distin-

tos. Com 1sso faremos a hipétese de trabalho
Xog(r) = Xou(r) =Yo,(n =Yo,r) = 2o,k =0 (5.1)

Para simplificar a grafia das expressoes resultantes, haja visto o mimero de termos
emvolvidos. omitiremos o sinal de soma — as quais representam. de fato. integrais na
freqiiéncia w — bem como o rotulo, e escreveremos A := A; (conforme notacao do capitulo
3).

Substituindo nas equacdes (2.4)-(2.3)-(2.6) as expansodes (2.9) e fazendo uso das pro-
priedades (3.3), (3.27) e (3.28) da base tensorial (3.22)! obtida no capitulo 3, e mantendo
somente os termos lineares nos escalares infinitesimais X(y,(r). Y(u)(r). Z5)(7) - os quais,

por simplicidade, serdo aqui denotados por X, Y, Z. respectivaniente -- obtemos

[X+ (36~ 5 +22E) X +3Y]| U =0
e (25) X+ (0035 - ) v+ (545 (0-958) 42 =0 6D

o? g2 o

[Z-v+(6+3% -2£) Z] L, =0

1 embrando a observacio que segue & Eq. (3.25) no que tange & andlise da estabilidade da geometria.
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Introduziremos agora. para descrever a “evolugao” do sistema (3.2). uma notaciao

matrictal 3-dimensional. Definimos

X =

onde os parametros k; sao dados por

A
kg =e
k3 = E'fr (9

Com isto obtemos

kX
koY

X=M X
onde
a~=—37}‘;—‘l
O a 0 b___ k'240'30' E
M=|b0d __Ef(?“')
em ks
0 ¢ O 2
ﬁk" 82 o3 o F
d=g2 [§ -5 (0-3%F) - )]

E notavel que somente o coeficiente d nas expressoes (3.6) acima carrega a meméria da

freqiiéncia caracteristica .« do modo correspondente, codificada no parametro A (3.22).

Das expressdes (1.5), (1.6) e

(5.4) podem ser reduzidas algebricamente ao céalculo de

il 1 2 —3M/r')

"H(r")dr' =
J7er) 1—~2M/r
r 3 r 1_3_1!.[ I‘l)
g rf drf:_ 1 K————Ldr’
I g2t s oo
rog E. s ;o r3-"Vf\ll_2U—/r 4/
f o2 (r'Ydr' = — [ 12 ( 3}1/ ,)d‘l”—-- (31"{) 1_2‘”/]"-}-_1
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(1.7) resulta que as integrais que figuram nas expressoes

Vv31—=2A[/r —

J1-2M/r+

L
\/_
\/_



Observa-se que as duas primeiras integrais acima expressam-se em teraios de

| e

para n = {0, 1}. sendo ambas tabeladas [39]. Com isto obtemos que os parametros de

renormalizagdo k; (3.4) sdo dados® por

3‘

T—2M/r+1] [y1=2M/r +4/1/3 Wﬁe_gm
1 —2M/r - 1] J1—2M/r—\J1/3
[ J1 - 2M /7 +1] 1/1-—2\/I/r+\/_— G V=T (5.7)
JL-2Mfr—1] [1-2M/r - /173

donde os coeficientes da matriz M (3.6) que fornece a dinamica do sistema tém a forma

L S +1)’ i+ 18] T

’ V1 —2M/r—1 \[1—21,1/“\/7

p= _4M \/‘_2"’1/1‘_1 VI—ZU/r——\/_— 1-24/r (5.5)
T \/1_2.U/r+1 \/1~)’\[/;+\/‘— 3.

r

c=1
d o
= T1=2M/r

Os coeficientes k; foram escolhidos de modo a obtermos uma matriz M algebricamente

simples: Tr M == det M = . Esta rnatriz apresenta trés autovetores distintos

M- Vi =tu V)
. * v = Vab + cd (5.9)
M-V, =0

2Nas expressoes de k; (5.7) e de a, b (5.8) foram omitidas {por simplicidade de notagio) constantes
multiplicativas arbitrdrias, decorrentes das integrais formais em (5.4}, No que segue, contudo, suporeinos
fixadas tais constantes de tal forma que ki(r,) = 1.

40



dados em termos dos coeficientes da matriz M, Eq. (5.6). por

a d
Vie=| te Vo= 0 (5.10)
c —b

Embora este sistema (5.5) seja de dificil solugio analitica exata®, é possivel obter
aspectos qualitativos de interesse do problema sem requerer uma analise numérica. Da
definicdo de ¥, Eq. (5.9) escrita em termos das expressoes explicitas (5.8) acima temos
w2 = 12M/r® — wf(1 — 2M/r), donde ¥ € R se, e somente se, a freqiiéncia w estiver

restrita ao intervalo

« € (0, \/12.11(1 — 2M/[r)] (5.11)

3
A curva (Fig. 5.1) que descreve a méaxima freqiiéncia de oscilacio correspondente
assemelha-se. nesta regiao, aquela de um espectro térmico? (todavia decaindo mais lenta-
mente gue este), atingindo sua magnitude mdxima

9
Mupmar = ?E‘@ ~ 0.3977 (5.12)

para
Sur

Tmax =

Tais modos correspondem, tipicamente, a fregiiéncias de oscilagio temporal da ordem de
2/5 (em unidades geométricas por unidade de massa da fonte, o que equivale a cerca de
30M H = para M = 3M:) ou menores.

Todavia é possivel violar a condig¢io (5.11) utilizando a solucao tensorial instavel (3.24),

3 Apresentaremos a seguir sua descrigao assintética (segao 5.1).

4Observa-se que a expressao a seguir ¢ formalmente equivalente a lei de deslocamento de Wien, visto
que, de acordo com a termodinamica de buracos negros [40] ¢ possivel associar-lhes uma temperatura
1'gy proporcional ao inverso de sua massa M. Entretanto cumpre notar que a Fig. 5.1 ndo é um grifico
de Intensidade % Comprimento de onda, mas sim de (Fregiéncia)? x Posicdo. Desta forma a aparente
analogia parece pouco relevante, e nao serd considerada no presente trabalho.
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Figura 5.1: Freqiiéncia maxima w de oscilagdo do modo tensorial (3.23) tal que v{r) € R.

donde w -+ i fornece
L2 12_1.[ 4 w‘2 - 13
V= rd 1 —2M/r (5.13)

Assim © torna-se real para qualquer valor da frequéncia w.

Observa-se que os autovetores (3.10) dependem explicitamente da coordenada radial.

e sua &lgebra apresenta uma matrnz

A A 1B 1B V.
v. | =| ¢ D, D_ V.
Vs C D_. D, V,



com coeficientes

__ ac+bd _ bi-be
A= ac+bd b= ar+bd

_ ad—ad _ 1 factbd 4 ©
C= ac+bd Dy = Q(ac-i-bd:tu

mais complicada do que a matriz M original. Este fato torna pouco pratico o uso dos

autovetores V, para a expansao do vetor de perturbagio X\

5.1 Limites Assintdticos

A estrutura algébrica de M permite grande simplificagdo no limite assintético de

T 2 r,. Neste caso a equagao {3.3) apresenta solugfo na forma

A(r) m el M x () (5.14)
Observando que
ab 0 ad
M=1 0 w2 0
be 0 cd

donde M? = 122 M, a exponencial da matriz acima se escreve

e(,._ru).‘.w(ro) _ i L(.r —r )kMk(T‘ )
Hk:u ] 2] o
= 43 ol (= UMD ) 3 L (o 2k 2K )
B o (@D ° D ° e

.\4 Top oy : . 2 To x ¢
= 1+ 38 © mapl - w2 + 2 gl = roulro))*

#(re) x=o
= 1 4 M A (r,) 4 sl A2,

onde, por consisténcia. somente o primeiro termo das séries acima deve ser considerado.
A solugdo (5.14) acima. valida para r ~ 7, estd claramente bem definida para qualquer
ponto inicial r, distinto das raizes de #@(r), e tem comportamento diferencidvel nessa
regiao.

O outro limite assintético de interesse, r 3 r,, requer uma analise bastante distinta.
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O sistema (3.5) pode ser substituido genericamente por uma tunica equagao diferencial

ordinaria de terceira ordem para k32>,
(k3Z2)7" = Ap(k3Z) + A{k3Z) + Ag(kaZ) (3.13)

sendo as demais amplitudes perturbativas obtidas a partir da solugao de (5.13) por
derivagio: kY = (k3Z) /c, kiX = [(k2Y) ~ d(k3Z)]/b. Os coeficientes A;, associados a

base estavel (3.22), sdo dados por

_9t b o 3
Ap=28+2 =14

rT®re
_ 2, & bé 2
Ap=vi+ -5 B —w
T »Te
1 — d_b] o _3.2
.—10—(‘(1[d b -
rr,

desde que wr > 1 {0 que é compativel com o limite em questao). A equagao (5.15) pode

ser facilmente resolvida reescrevendo-a em termos de Flk3/Z] def (k3Z) + w?(k3Z) como

.3
F+ F=0 (5.16)

A solucdo para o coeficiente de Fourier Z{r) neste limite é entao

rl

r 1 . 5
k3(r)Z(r) = Asenwr + Bcoswr + fdr’ F/dr” (%) cos " (5.17)

2
ey, wr

onde 4. B, bem como r,, sa0 constantes de integragao.

De posse das solugdes assintéticas (3.14) e (3.17) podemos interpretar fisicamente a

Figura 5.1 acima.

» Solucao estavel - Para este caso a curva (5.11) ilustrada na Figura 5.1 apresenta

uma estreita faixa de modos localmente oscilatérios {regiao abaixo da curva) sepa-

5Embora formalmente qualquer das trés variadveis seja equivalente para ser definida diretamente, as
equacodes diferenciais alternativas resultantes sio mais complicadas.
quag p
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rada da regiao com modos localmente amplificados (ou amortecidos) com respeito

- . - PRI - s ~ .
a distanca a origem, hmitada as frequéncias® o < wpmes(rs) < )—i! Todos esses

modos. entretanto, tém comportamento oscilatorio a grandes distancias (3.17).

Solugao instavel - Neste caso ¥(r) é real, donde as fungdes trigonométricas que
comparecem em (5.14) sao efetivamente hiperbdlicas. Dado que essas relagdes sio
corretas somente até primeira ordem em (r — r,) esta diferenga é mais sutil do que
aparenta, representando apenas uma tendéncia & amplificagio/amortecimento ou &
oscilagdo conforme o caso. Na expressio (5.17) as fun¢bes trigonométricas elipticas
tornam-se igualmente hiperbélicas, devido a “rotagdo de Wick” na frequéncia. Com
isto 0 modo instdvel se constitui de amplifica¢do/amortecimento radial com freqiién-
cia dependente de posicao: (ry) para r = r,. e w para r — oc: observa-se que
im,_ . || = w, donde esses imites assintéticos devern admitir solugdo analitica
regular. Todavia, as solugoes contendo exponenciais (radiais) crescentes de (3.17)
devem ser fisicamente eliminadas’. restando somente os termos de amortecimento
(radial) exponencial. Com isso. a Unica possibilidade de observagao desses modos
temporalmente instaveis, se as correspondentes solugdes assintéticas forem efetiva-

mente compativeis, estd espacialmente confinada 4 vizinhanga imediata de r; onde

a perturbacao foi produzida.

5.2 Uma Solugao Particular

Embora o sistema (3.2) seja de dificil de ser resolvido exatamente no caso geral, é

possivel obter solucdes analiticas reduzindo-lhe o nimero de varidveis por meio de uma

escolha adequada de vinculos ad hoc (ou seja. efetivados pela perturbagdo sem que fossem

SE potivel a existéncia de um espectro cosmoldgico de ondas gravitacionals de (muite) baixas

freqiiéncias passiveis de serem detectadas por sua interagio com sistemas binarios [41]. Isto sugere a
existéncia de uma relacao entre a magnitude desta freqiiéncia caracteristica e a ordem de grandeza do
horizonte (cuja natureza fisica é claramente distinta} em cada caso.

TLembramos que estamos analisando a transformada de Fourler temporal das perturbagoes, ¢ uma tal

divergéncia no finito impossibilita a obtengio de uma solugdo inicial (externa ao horizonte) que seja
globalmente infinitesimal, conforme requer a hipdtese perturbativa,
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NeCcessarios).

(Observamos que. devido & estrutura da matriz M. a variavel }" desempenha um papel

distinguido das demais. Temos
(koY) =bki X +dksZ

Se supusermos valido o vinculo adicional

ky b i}
Z = —-EEX (3.18)

resulta que a grandeza k, Y é constante, donde

1
ka(r)

Y(r)= Y(r,) (5.19)

Derivando o vinculo adicional (5.18) obtemos que X e Y relacionam-se por

E(ﬁ_i") X + 6%k, Y =0 (5.

Ct
o
L=

b\b d

Dado que o coeficiente de X em (5.18} decai na forma r~3 enquanto que na expressao
(5.20) acima comporta-se a grandes distancias aproximadamente com r' ao passo que —
seja na decomposicao (3.22) ou (3.24) — ¥? ~ %), o sistema encontra-se resolvido: " é
obtido de (5.19), donde (5.20) fornece X e, com isto, Z é dado por (5.18). Assim resulta
que X ~1/r, Y ~1/reZ ~1/r0

O comportamento de Y dado por {5.19) é relevante na estabilidade da solugao de
Schwarzschild. De (5.4) observa-se que k; nao depende de .. Lembrando que Y(r,)
pode depender arbitrariamente (e até mesmo descontinuamente) da frequéncia w resulta
que a dependéncia temporal desse modo particular pode ser livremente escolhida, seja
usando a decomposicao (3.22) ou (3.24). Com isto obtemos que qualquer fungéo do tempo
F(t) (diferencidvel e tal que F(t,) ¢ infinitesimal}, multiplicada pelas fungoes radiais e

angulares de (3.22) e dividida por k. pode ser tomada como a amplitude da perturbagao
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no coeficiente do tensor Y, em (2.9).

5.3 Perturbagoes Tensoriais Induzidas em Variaveis

Dependentes de Calibre

Embora as perturbages de variaveis dependentes da escolha de calibre nao sejam
objetos fisicamente significativos por construgdo, ainda assim podemos estar interessados
em seu comportamento. Sumarizaremos aqui os efeitos da perturbagio tensorial (3.22)
sobre os objetos geométricos nao-invariantes obtidos no capitulo 1.

Da decomposicao do tensor de Weyl em componentes elétrica e magnética temos

weld = {[(@gég - 5353) (é;é,f - éjéf,) - f]ajpa'”ptuc’\)}Epf‘f‘

——
it
N
—_

—~—

_[(6253 e (5353) Upwd + Na3po ((SE(S;\ — éﬁéf}) } HP€}nonA

Observando que o tltimo termo do coeficiente de E°, em (5.21) pode ser reescrito em

X

funcao do simbolo de permutagoes de Levi-Civita como +603qu‘ . a perturbagdo no

tensor de Weyv! é naturalmente induzida por perturbagoes em £ e A (na forma mista)

sWed,, ~ { [ (6262 — 6367) (en6 — 865 - q&ﬁpdq#;*)} SEP +

(5.22)
~[(6263 - 6262) 1™ + Naspe (6583 — 6285 JéHPf}ndn*

Das definigoes de X, Y,,. Z,, aliadas as propriedades algébricas da base tensorial é

imediato que
dX¥, = 3ba*,
5Y", m 8EW, + Tofbor, m 6B”, + F2E8XH, (5.23)

82", = 6H*#,



Perturbagoes tensoriais na geometria sao ligadas as perturbagoes acima na forma

adrl . gt 1 .. g E . }
g ~ 25 (5“"'\’“’ - bcrw) ~ % [gb_\ﬂ, + T (8Y — 8B ) (5.24)
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Capitulo 6

Conclusoes

A teoria da Relatividade Geral apresenta uma estruntura matematica ainda pouco
entendida até hoje: o conjunto de todas as geometrias possiveis que apresentem caracter
Lorentziano. usualmente referido como “superespaco™ (embora seja imediato que nao se
trata de um espacgo stritu sensu, visto que a soma de duas geometrias pode nio ser uma
geometria admissivel). Assim. ainda que tal estrutura se apresente logicamnente subjacente
no presente trabalho, procurou-se evitar referencia ao seu uso explicito. Com isso propde-
se uma abordagem da teoria de perturbagoes no contexto relativistico baseada diretamente
em tensores ‘observiveis' (i.e., objetos com significado geométrico direto definido pela
teoria). Além disso. tais objetos foram selecionados pelo critério de invartancia de calibre
(GI} definido pelo teorema de Stewart [14] aplicado ao modelo em estudo.

A praticidade da abordagem proposta baseia-se na eficicia de obtencao de equagdes
de evolucao para as quantidades fundamentais selecionadas. Em trabalhos recentes, apli-
cados ao modelo homogéneo e isotrépico de Friedmann ([1, 31, 32]), verificou-se que estas
equacoes eram as equac¢es Quasi-Maxwellianas da gravitagdo (QN). um formalismo di-
namicamente equivalente ([42, 43]) s equacdes de Einstein. Visto que os préprios objetos
primarios dependem do modelo, suas equagoes dinamicas nao podem ser dadas a priori.
Ainda assim, assumiu-se no presente trabalho que estas deveriam ser semelhantes s QNI

donde foram deduzidas no capitulo 2 a partir deste formalismo. A possibilidade desta
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deducao no presente caso (aliada a outros exemplos. como na geometria de Kasner [44])
sugere que o formalismo QM desempenha um papel conceitual mais importante do que
aparenta A primeira vistal.

A simplicidade aparentemente perdida pela cuidadosa escolha das variaveis é read-
quirida no ambito da decomposigdo das perturbagbes em harmoénicos. Por completeza,
devido a questio dos graus de liberdade tensoriais [8], e também para fixar a nomenclatura.
apresenta-se no capitulo 3 a forma explicita da base tensorial de Schwarzschild, definida
a partir da congruéncia n® (capitulo 1). Evidenciou-se desta forma todos os vinculos
necessarios, e escrevendo-os em equagdes covariantes possibilita-se fazer uso desta base
(transformar equagoes tensoriais parciais em escalares ordindrias) sem requerer sua forma
explicita (dependente de coordenadas) até a fase de interpretacao das solugdes obtidas.

As perturbacées escalares e vetoriais da geometria de Schwarzschild sao esbogadas
(capitulo 4). estabelecendo suas varidveis fundamentais e mostrando que sua dinamica
consiste num sistema acoplado de 13 dimensdes. motivo pelo qual néao foi analisado no
presente trabatho.

A nocdo de base tensorial é revista criticamente (capitulo 3). construindo-se explici-
tamente as solucdes. As expressoes entao obtidas tém natureza distinta dos tradicionais
modos “pares” e “impares” (os quais seriam intrinsecamente escalares); obtem-se a forma
geral da base tensorial e verifica-se que a mesma nao é compativel com os vinculos
necessarios i sua definicdo. Analisa-se entdo sua forma restrita (segdao 3.1.2). mostrando
que esta nao propaga momen{um angular.

A aplicacdo da proposta propriamente dita {capitulo 3) evidencia que as ondas ten-
soriais de Schwarzschild (entendidas como perturbagées tensoriais lineares) apresentam
uma dinamica tridimensional; todavia existem indicios (autovetor com autovalor nulo,
ou a solucio particular da segdo 5.2} que sugerem ser possivel, em certos casos limite,
reduzi-la a duas variaveis. Este fato possibilitard a aplicagao de um grande nimero de

resultados de natureza genérica validos para sistemas lineares bidimensionais; em parti-

1Hawking [16] sugere que sua aplicagio seja restrita a modelos conformalmente planos. Embora
correto, tal postura parece ingénua por nao permitir divisar extensdes tais como as aqui obtidas.
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cular. uma proposta de quantizagao do sistema perturbativo {alternativa a [43. 13])
em verdade um formalismo semi-classico que assume as Hamiltonianas como operadores
definidos no espago de Hilbert das perturbagées e as quantiza em torno da solugéo classica
-~ desenvolvida em [46].

Este resultado, bem como a construgao de um formalismo Hamiltoniano alternativo
para o minisuperespaco (nio se trata do método de Wheeler-DeWitt {21, 22|, o qual
carece da nogao de ‘evolug¢do’) obtida no capitulo 1.2, fornece uma nova perspectiva de
representacio da energia gravitacional por analogia formal?, uma nogao que esta longe
de ser bem compreendida.

Da solucio particular®, bem como da solugdo geral assintdtica do sistema classico
explicita-se a existéncia de modos instdveis, a despeito de resultados contrarios na litera-
tura (o autor acredita que esta nao-concordancia deve-se a definigao do modo tensorial
aqui apresentada ser algo distinta da presente naqueles trabathos): este resultado inclui
a localizacao espacial dos modos instdveis. bem como seu espectro tipico de freqiiéncia
de amplificacao (ou atenuagdo). Em discussdes realizadas durante a apreciagao deste tra-
balho. contudo. a efetiva existéncia desses modos (instaveis) nao ficou satisfatoriamente
estabelecida, devido a critérios de normalizabilidade da solugao tensorial (3.24). Além
disso. a analise assintética fol restrita a modos monocromaticos: todavia é possivel. em
principio (como vimos no caso da solugao particular), obter pacotes de onda divergentes

a partir de modos estaveis (o converso é igualmente possivel. tal como demontrado ex-

plicitamente em [4]).

ZVer em [47] uma aplicacio deste conceito no contexto cosmoldgico.
3Cuja justificativa é plausivel, embora devesse ser matematicamente demounstrada a partir da solugao

de Tolman,
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Apéndice A
As Equacoes Quasi-Maxwellianas

As Equacoes Quasi-Maxwellianas da Gravitagao! (A.2)-(A.13) constituem um forma-

equacdes de Einstein e a definicao do tensor de Wexl, podemos escrever as Identidades de

Biancht na forma

E"'rctﬁ'pv‘y — R,u{a:_ﬂ] _ lgp[aR.J]
' 6
. 1
uled) 4 ggﬁlﬂj‘-ﬂ (A1)

Decompondo o tensor de Weyl em fungdo de suas partes elétrica

Ea_a == :Hwa_g,,n.“n”

e magnética

e Mo
Hag = W] 5 n%n

1 Apresentaremos aqui essas equagoes na convengio de Ellis [7] (sinal superior) e negativa (sinal in-
ferior). Nas aplicagdes faremos uso da primeira, apesar da assinatura do tensor métrico ser distinta,
visto que a congruéncia adotada no presente texto apresenta norma negativa. Além disso, a definicao do

escalar o2 ¢ ligeiramente diferente naquele trabalho.
2Ver em Salim [42] a discussio desta equivaléncia, demonstrada por Lichnerowicz [43].



podemos projetar a divergéncia covariante do tensor de Wev] de 4 formas independentes

Wl ngn, by
VVaJ,uu;y r}cn\ct;3 nny
W(IS?“V;” h“(a n?)’\ag nA

Waﬁ,uu;y n3 h,u( r ho’)a

tais que sua forma assemelha-se as Equagdes de Maxwell do Eletromagnetismo Classico.

Assim as Equagdes Quasi-Maxwellianas da gravitagao se escrevem na forma

he Y Egpy F007 0% Hay + 3Howt = 0% p F 380+

(A.2)
j:% (Uez\q,\ - h'eannj:ﬁ - BULI(,\QA + Hé)\a.‘)
haeh,uv Hay:u inenj‘) n‘,'O-AaEﬁ)\ - SEE,\""’"\ = (P +P) W’(“' (_\ 3)
+%n€n,’>’7 ey [:i:QQ:_B + H’\a (0-33)\ - “"'JA)]
hshiHﬂ‘J fh.'\(y'ryu)a'j"n.fE,\a_-g -+ QEA(”T]V))\&QHQ(I'S +9Hyy - HA(# [30’,,),\ +u),,))\] -+
+0 9 Hoshy, = ‘”é'(f’ M atopaan®@ £ AT 0 s + 3w+ (A4)
—wqqahw)
h’ﬁhfﬁ-‘.aﬁ +h/\(p7]v)aj7n-;H.\a:5 - QHA(yUV)Aaﬁnaaj + GE,UU - EA(;.: [30-:/).\ +*—‘4’u).\] +
+Ua'$Ea53h,uu = _‘% [(,0 +p) O v + hﬁhg (:i:ﬁa.? + Q(o:ﬁ)) + ('\ 5)
ALD

:l:HA(,u (GV)A - wu).\) + %gn,uu] F apq.)+
+t1_3 (qa;a + qaa‘a + Haﬁgaﬁ) hpu
As Identidades de Bianchi contraidas, juntamente com as Equacgdes de Einstein. fornecem

a lei de conservagido



Podemos projetar esta equagao tanto na diregao da congruencia n, quanto eni seu espago

(Lorentziano) ortogonal ¥. de onde obtemos
prp+pftqia,+q° . LMo, =0 (A.6)

. . 4
(p +p)ac+ h* (da + P + L75) + (§9hq +oo+ ”) ¢ =0 (A7)
Da defini¢do do tensor de curvatura de Riemann
2”;4;[0:,3] = Nued — Muga = Rysajns
temos a evolucao das quantidades cineméticas dadas por
: 1 2 2. -9 2 a 1
9+§9 +UH:F2'~‘-" —a :a:*§(p+3p) (-”\8)

3 2 : 1 1{ 2 2
heh3éas +200,, + 000 + Eu — MLy — 3 (02 427 = a*) hyut

. Wy, = (A.9)
hﬁ;h;,)aa-._a Faua, + wyey, =0
: 2 1 )
Wese 59“’" b ot A anaﬁ’nn,aa:_a (A.10)

Além das relacdes acima, a definicdo de Ry3,, fornece 3 vinculos adicionais entre as

quantidades cinematicas:

hae [gza — A (Uayw — Yoy )] + (Ug;\ + -‘a'e)‘)a/\ = (:\11)
i = 2%, (A.12)
Hy = 2000 — Bt ™1, (03003 + @rais) (A.13)
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