Tese de Doutorado

Formalismo de Curvatura Nula e Sistemas BRST

Laiz Claudio Queiroz Vilar

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISICAS
Rio de Janeciro, marco de 1997



Aos meus pais ¢ &
minha noiva



Agradecimentos

Agradeco a todos que ao longo desses anos passaram pelo Departamento de Campos e
Particulas, e o tornaram um ambiente dtimo para pesquisa. Em particular, gostaria de
citar os que com quem colaborei nesse perfodo: Marcelo Carvalho, André Mauricio C. de
Souza, Luis Alberto W. Toro, Claudio A. Sasaki, Vitor R. Lemes, Ozemar S. Ventira,

José Helayéel Neto e, obviamente, meu orientador, Silvio P. Sorella.



Resumo

Iniciamos discutindo a renormalizacao algébrica da teoria Wi, onde mostramos a existéncia
da decomposicio da derivada exterior como um comutador BRST.

A seguir, propomos um novo formalismo que permite obter as transformagoes BRST
dos campos de diversas teorias a partir de uma tnica equacio de curvatura nula. Esta
equacao é de grande utilidade para solucionar o problema de cohomologia associado a
condicao consisténcia BRST.

Dividimos esse estudo em duas partes. Na primeira, analisamos as teorias em que o
conjunto de campos cobre todos os possiveis graus de forma compativeis com as di-
mensoes do espaco-tempo. Denominamos esse caso de multipleto completo e nele se
incluem, por exemplo, as teorias topolégicas do tipo Schwarz. Na segunda parte, analisa-
se 0 caso em que o conjunto de campos nao é suficiente para cobrir todos os graus de
forma. Este caso, denominado de multipleto incompleto, inclui as teorias de Yang-Mills.
No ltimo capitulo, mostramos como adaptar o formalismo de curvatura nula para o

superespaco N =1, D =4.
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Abstract

We begin by working out the algebraic analysis of the W theory. We show, in particular,
that the exterior space-time derivative can be decomposed as a BRST commutator.

Then, we propose a formalism which allows to obtain the BRST transformations of
a large class of field models from a unique equation, which takes the form of a zero
curvature condition. The latter provides us a straightforward way in order to obtain the
BRST cohomology classes.

The present work is divided in two parts. In the first one, we discuss models whose
field content spans all possible form degrees compatible with the space-time dimension.
This case, referred as the complete ladder case, covers, for instance, the topological
theories of Schwarz type. In the second part, we deal with the case in which the field
content does not span all form degrees. This case, called the noncomplete ladder case,
allows to accomodate Yang-Mills type theories.

In the last chapter, the zero curvature formalism is adapted to the case of N = 1

super-Yang-Mills in [ = 4 superspace.

iii



Indice

Agradecimentos . . . . . . Lo i
Resumo . . . . . . . . e it
Abstract . . . . . . L e e iii
Indice . . o o o v
1 Introdugao 1
2 Caracterizacao Algébrica das Anomalias na Gravitagao W; Quiral 11
2.1 A Cohomologia do Operador de BRST . . . ... ... ... ... .... 16
2.2 As Anomaliasde Wiy Quiral . . . . . .. ..o 0o 29
3 Sistemas de Curvatura Nula com Multipleto Completo 34
3.1 Exemplo I: A Teoria de Chern-Simons . . . . . .. ... ... .. .... 40
3.2 ExemploIl: Teorias BF . . . . . .. .. .. ... ... ... . 42
3.3 Exemplo III: O Sistema de “ghost” b~c . . .. ... ... ... ... ... 46
4 Sistemas de Curvatura Nula com Multipleto Incompleto 51
4.1 Solucio das Equacbes de Descida . . . . . . .. ... oL 55
4.2 Exernplo I: Yang-Mills como um Sistema de Curvatura Nula . . . . . .. 58
4.3 Exemplo II: Sistemas BF Massivos . . . . . .. .. ... ... ... 60

5 O Formalismo de Curvatura Nula para as Teorias de Yang-Mills Super-
simétricas N=1 no Superespaco 64

51 Relacoes Algdbricas . . . . . . . . . ... Lo 67

iv



5.2 A Condicao de Curvatura Nula . . . . . . . ... ... ... 69

5.3 Equacoes de Descida Nao Quirais para a Acao Invariante . . . . . .. .. 75
5.4 Equacoes de Descida Quirais para a Anomalia U(1) . . . . .. .. .. .. 82
5.5 A Anomalia de Calibre Supersimétrica . . . . . . . . ... .. L L. 86

5.5.1 O Caréter Nao Polinomial da Anomalia de Calibre Supersimétrica 89
A Solugoes Algébricas no Superespaco 92
B A Cohomologia de BRST no Superespago 95

C O Fechamento “Off-Shell” da Algebra dos Operadores de Decomposigao

Supersimétricos 97
Conclusao 99

Bibliografia 101



Capitulo 1

Introducao

Ao longo deste texto estaremos sempre nos referindo a teorias nas quais possa ser definido
um operador de BRST nilpotente médulo equacdes de movimento [1]. Nestas, poderemos
sempre definir uma identidade de Slavnov-Taylor (ou “Master Equation”™ [2]) e um opera-
dor com mimero de “ghost™ N, = 1 denominado operador linearizado de Slavnov-Taylor.

Em geral, esse operador tera a forma

(1.1)

5% 6 b 6
B = f 4’z + ,
Zé:(éf/)z'fsff’;* 6 5 6 ¢
onde ¢; representa o conteiido de campos da teoria, ¢; as respectivas fontes externas de

BRST (o0s anticampos de Batalin-Vilkovisky) e por ¥ entendemos a agao total
2= Sz'n-u + ‘()Tfr: + -SF;:N

compusta do setor cldssico Sy, mais os termos de fixacao de calibre Sy, e 6 termo de fontes
externas S, 2 serd sempre rencrmalizavel por “power-counting”, nac sendo admitida
a presenca de constantes de acoplamento com dimensdes negativas. A identidade de

Slavnov-Taylor, expressando o conjunto de simetrias de ¥,

BY =0, (1.2)



vai entao implicar antomaticamente a nilpoténcia do operador linearizado
BB = 0. (1.3

A analise da renormalizabilidade da teoria descrita por Y nasce da questac das pro-
priedades classicas da teoria serem preservadas ou nao ao nivel quantico. Podemos dividir
esse estudo em duas partes [3]: na primelra nos questionamos se as simetrias cldssicas de
Y. podem ser mantidas pela introdugdo de oportunos contratermos nao invariantes que
compensem as possivels quebras geradas pelas correcdes quénticas & teoria; na segunda
parte analisamos se as corregoes quéanticas invariantes segundo as simetrias originais po-
dem ser reabsorvidas redefinindo os parametros de ¥, como as constantes de acoplamento,
massas, parametros de calibre e amplitudes dos campos. A primeira parte descrita acima
constitui a analise das anomalias da teoria, a segunda o estudo de sua estabilidade. No
contexto da renormalizacao algébrica que comecamos a introduzir acima, essas questoes
se tornam problemas matematicos bem definidos.

As correcGes quanticas a acdo Y levam a uma acio efetiva T, que é o funcional de

vértice gerador das fungoes de Green 1-particula irredutiveis,
I''= X + O(h). (1.4)

Essas correcoes podem levar a wima quebra quantica das simetrias classicas da teorla, a
partir de uma ordem n na expansao em h, por exemplo. Isto é descrito na forma de uma

identidade de Slavnov-Taylor anémala para T,
BT = " A + O@m"'Y, (1.5)

onde A representa as possiveis anomalias da teoria no primeiro nivel nao trivial onde
elas apareceriam. Pelo Principio de Agao Quantica [4], A é um polindmio local integrado
(on, mais geralmente, uma série formal de poténcias) nos campos e suas derivadas, com

dimensoes restringidas pelo “power-counting”, e com N, = 1. E pela nilpoténcia de B,



vemos que as anumalias sao invariantes de Slavnov-Taylor
BA=0. (1.6)

Esta relacao constitui a chamada condicao de consisténcia de Wess-Zumino sobre as
anomalias.

Observamos que as egs.(1.3) e (1.6) definem um problema de cohomologia para o
operador 3. Se a sua solu¢ao mais geral puder ser escrita como uma variacao de Slavnov-
Taylor, i.e.

A= BA, (1.7)

com um A local, entio poderemos redefinir a acao quantica
I'=T- A (1.8)

de forma a mostrar que a identidade de Slavnov-Taylor ainda é mantida até a ordem
hn—H

BT — O, (1.9)

A iteragao desse procedimento leva a conclusao de que a identidade de Slavnov-Taylor é
preservada a todas as ordens da expansao perturbativa e, portanto, de que a teoria nao
€ andmala.

No entanto, se o termo de gquebra nao puder ser escrito como ima variacao de Slavnov-
Taylor, i.e., se a cohomologia de B apresentar um elemento nao trivial no setor com
N, =1 e demais dimensGes respectivas, entao A representaré uma verdadeira anomalia
que nao podera ser eliminada por qualguer redefinigao da agdo quantica com contrater-
mos locais. Como observagio deve-se comentar que essa ainda nao serd a palavra final
sobre a nao renormalizabilidade da teoria, pois ainda restard a hipdtese de fazermos o
coeficiente da anomalia nulo, como acontece por exemplo com as teorias de Yang-Mills
acopladas & matéria em 4 dimensoes em e podemos escolher as representacoes livres de

anomalia para os [érmions. Anulado o coeficiente da anomalia na primeira ordem em que



ela aparece. o problema se transfere para a ordem segninte, que passa a ser entio a pri-
meira ordem nao trivial onde poderemos aplicar novamente o Pricipio de Acao Quantica.
Este entao garante a mesma solugdo A nio trivial para o problema de cohomologia e
vemos ressurgir a possibilidade de termos uma anomalia. No caso das teorias de Yang-
Mills mencionadas, um teorema de nio renormalizacio garante que uma vez anulado o
coeficiente da anomalia de calibre na primeira ordem, ele automaticamente se amila em
todas as ordens, garantindo a renormalizabilidade da teoria [3].

Uma vez encontrados os contratermos nao invariantes A com os quais redefiniremos
a agado quantica, eq.(1.8), vemos por (1.7) que estes sho sempre definidos a menos de

objetos £} invariantes sob a acao do operador de Slavnov-Taylor

BQ =0, (1.10)

i

onde {1 é um polindmio integrado nos campos ¢ e ¢* e nas suas derivadas, e possui
os nimeros quanticos da acao classica: N; = 0 e dimensdes restringidas pelo “power-
countting”. O problema descrito pelas egs.(1.3) e (1.10) é novamente nm problema de
cohomologia para o operador B. Sua sclugdo mais geral conterd entido uma parte co-
homologicamente trivial, B @, e outra, w, que nio pode ser escrita como uma variacio
B

Q=w+ Ba, w # BT, (1.11)

Como dissemos acima, a estabilidade da teoria estaréd assegurada se pudermos rede-
finir seus parametros de forma a absorver os cociclos contidos em . Por outro lado,
objetos triviais nao devemn estar associados a grandezas observdveis, j4 que sendo o
vacuo invariante segundo as simetrias em jogo, esses objetos possuem valor esperado
de vacuo milo. Assim, reunindo esses dois pontos, chegamos a wma interpretacao fisica
fundamental dos diferentes comportamentos cohomolégicos presentes na solugao . As
contribuigoes triviais estarao associadas as renormalizacoes dos parametros nio fisicos,
como os parametros de gauge e as amplitudes dos campos, e portanto as dimensdes

anomalas da equagao de Callan-Symanzik. E os elementos w da cohomologia em (1.11)



aos parametros fisicos, como as constantes de acoplamento e as massas. Isto é, a presenca
de uma contribuigao nao trivial a 2 vai indicar a possibilidade de termos uma funcio
beta nac nula.

Resumindo, v que pode ser concluido a partir das egs.(1.3), (1.6) e (1.10) é que o
estudo da renormalizacdo de uma teoria pode ser transcrito no estudo do problema de
cohomologia do operador de Slavnov-Taylor, definido no espaco dos polinémios locais
infegrados nos campos e derivadas, nos setores de N, ignais a zero (estabilidade) e um
(anomalia). e dimensdes determinadas pelo “power-counting”.

Porém, solugdes da cohomologia de Slavnov-Taylor nao sdo usualmente simples de se-
rem obtidas. Quando a teoria ainda apresenta simetrias globais ou discretas que supGem-
se serem preservadas ao nivel quantico, entao elas podem ser usadas para reduzir o espaco
dos polindmios invariantes sob B, onde devemus procurar a solucao da cohomologia. Mas,
em geral, nav dispomos de um niimerv de simetrias suficiente para provocar nma reducéo
significativa e temos que buscar um método geral de solucao.

Um método bem estabelecido para o caso de teorias de calibre [6, 7] consiste entio
em realizar uma extensao do problema de cohomologia em £ (par) dimensdes para /) + 2
dimensoes espaco-temporais. Neste espaco encontramos facilmente objetos pertencentes
a cohomologia local de /3, dados pelos polinémios invariantes com grau de forma [ + 2
construidos com as curvaturas, identificados com as classes de Chern de ordem % + 1.
O fato desses polindémios serem também fechados, pela identidade de Bianchi, permite a
construgao de wma condicao de horizontalidade, a chamada Férmula Russa [6, 8]. Esta,
em conjunto com a férmula de homotopia de Cartan [7], leva a uma solucav particular
da condigao de Wess-Zumino em D dimensdes. No entanto, esse método possui alguns
problemas, que ja se tornam claros a partir desse breve resumo. A solucio que é obtida
no final possnird, naturalmente, a forma de 1.11“na integral de homotopia, que nem sempre
¢ possfvel de ser realizada {que ¢ o caso da anomalia de calibre supersimétrica [49, 50,
51, 52], que serd discutida no Cap.5). Além disso, ndo é garantido que o método tenha
uma aplicacao geral, pois os resultados estdo bem estabelecidos somente para teorias de

calibre em dimensdes pares de espago-tempo [9], necessitando de adaptacdes especificas

o



em outros casos [10]. E finalmente, ele também nao assegura que, para gualquer ontro
caso, a solugao encontrada seja sempre a mais geral possivel.

Podemos buscar uma outra alternativa para tornar ¢ problema mais tratével transcre-
vendo-o do nivel integrado para o nao integrado. Assim, o estudo da cchomologia inte-
grada de um operador nilpotente de Slavnov-Taylor B num setor arbitrario de niimero

de “ghost” (& e grau de forma D
BOS =0 . 0f = / WE (1.12)
pode ser transcrito como um problema de cohomologia local médule derivada total
Buwf + dwil = 0, {(1.13)

onde o indice inferior indica o grau de forma e o superior o mimero de “ghost” do cociclo,
e d = dz"8, é a derivada exterior do espagu-tempo. FEsta satisfaz em conjunto com o
operador 13 a dlgelra

B*=d*=Bd+dB =0, (1.14)

Aplicando B na eq.(1.13) e utilizando as relagdes algébricas acima obtemos
dBuwi'l =0,
que pelo Lema de Poincaré algébrico [10],
dA, =0 = Al =dAl,,

implica a nova equacio

Gl G2
Bwp™ + dwi’™s = 0.

A iteracio desse processo leva a um sistema de equacgbes usualmente chamadas equacies



de descida

; G il
Buwf + dwf'] = 0,
1 G 2
Buwply +dwpl; = 0,
(1.15)
B wg.r} D—1i + dw((];-l-D = { .
Buit? =0,
G+ D—j : - P : : 2
onde os STV () < < D) sao polinomios locais nos campos e derivadas com mimero
7 _—

de “ghost” (& + D — j e gran de forma j. O problema de resolver o conjunto de equacdes
de descida (1.15) é um problema de cohomologia de B médulo d, as correspondentes
classes de cohomologia sendo dadas pelas solugbes de (1.15) que nao podem ser escritas

na forma

Gib-j ~€ 1 D—j—1 ~G D) p
w; = B +de;7, 1< <D, (1.16)

i ~GtD—1

LUO — B Wa ,

com os & polindmios locais. B importante vbservar qire no nivel nao integradu perde-se a
propriedade de se realizar integracdes por partes, o que implica que campos e derivadas
tem que ser tomados agora como varidveis independentes.

Obviamente, o conhecimento da solugBo mais geral das equagdes de descida (1.15)
fornece imediatamente as classes da cohomologia integrada do operador B. De fato, uma
vez que o sistema (1.15) tenha sido resolvido, a integracio no espago-tempo da equacio
(1.13) fornecerd a solucao geral da condigao (1.12).

A vantagem dessa abordagem ao problema de cohomologia estd no fato de que a
iltima equacao do sistema (1.15) é uma equagio de cohomologia local, em vez de uma
cohomologia mddulo d. Para este tipo de equacido existem métodos sistemdticos de
solugao, como a técnica das sequéncias espectrais [11, 12, 13]. A desvantagem estd em
que agora temos que resolver todo o sistema de equacgbes de descida (1.15), o que, no caso

de termos um grande nimero de polinémios a cada nivel do sistema, pode novamente



tornar o problema de dificil tratamento na pratica.
Justamente para desenvolver um método geral que permita encontrar a solucdo do
sistema completo de equacoes de descida, € definido um operador § que decompde a

derivada exterior como um comutador BRST
d = |6 B8] . (1.17)

Este operador possui niimero de “ghost” -1 e graun de forma 1. Apesar de ndo ser ne-
cessario (e nao ser verdade no caso especifico das teorias de Yang-Mills, como veremos

posteriormente), podemos supor por simplicidade que
[6,d] = 0. (1.18)

Aplicando o operador de decomposicdo § na tltima das equagbes de descida (1.15) e

utilizando (1.17). obtemos
B (§w§™) +dugtP = 0.

Comparando com a pentiltima equagéo do sistema (1.15), vemos gue 1ima solucio parti-

cular desta é dada por

GiD-1 _ ¢ GID :

w = Swg . (1.19)

A solucio geral para w7971 14 conter ainda, além das contribuicdes triviais da forma
1 3

(1.16), os pussiveis elementos nao triviais da cohomologia local de B no setor das um
formas com Ny, = G + D — 1. Mas, novamente, em se tratando de um problema local,
as técnicas padrao mencionadas acima se aplicam, e a solucho geral é factivel de ser
encontrada.

E ficil mostrar neste momento que a aplicagao repetida do operador § no cociclo



<8 : PPN S . : : GrD—j
wg ' ? fornecers uma solucio nao trivial explicita para os cociclos mais altos w Ho

wi P = %wg‘w \ j=1,..,D. (1.20)
Vemos entao que, devido ao operador §, a caracterizacio da cohomologia de 13 médulo
d ¢ essencialmente reduzida a um problema de cohomologia local. Esta ltima férmula,
simples e elegante em sua forma, mostra a utilidade da introducio do operador de de-
composicao aija existencia ¢ bem geral. De fato, a decomposicio (1.17) estd presente
num amplo conjunto de modelos de teoria de campos, tais como teorias tipo Yang-Mills
em qualquer nimero de dimensoes [14, 15, 16], gravitagao [17], modelos topoldgicos do
tipo Schwarz ou Witten [18, 19, 20, 21], teoria de cordas [22, 23], gravitacao W [24], e
teorias supersimétricas NV = 1 de Yang-Mills em quatro dimenses no superespaco [25).
Ao longo deste texto serdo abordados praticamente todos esses exemplos, com maior ou
menor profundidade de acordo com os desenvolvimentos originais obtidos.

Mas o tema central que pretendemos explorar é o que denominamos formalismo de
curvatura nula [16, 21]. A existéncia da decomposicio (1.17) permite codificar todo
o sistema BRST acima descrito em duas equacdes basicas. A primeira resume todo o

sistema de equacdes de descida (1.15) na equacéo
do = 0, (1.21)
onde d é o operador nilpotente determinado por

d=¢se?, d*=0, (1.22)

T = e wy. (1.23)
A sepgunda, a equagéo de curvatura nula propriamente dita, é dada por

dA + A2 = 0, : (1.24)



com A sendo determinado pela transformacio do “ghost” segundo a decomposicio 6,
A=¢ce. (1.25)

No multipleto A deverao estar contidos todos os campos da teoria, e ele serd denominado
completo ou incompleto caso ele expanda ou nio todos os possivels graus de forma do
espaco. A equacgao de curvatura nula (1.24) ird entéo fornecer todas as transformacoes
de BRST dos campos da teoria. A semelhanca de (1.24) com a nsual transformacao de
BRST do “ghost” também nao é fortuita. De fato, veremos ao longo do texto como a
decomposi¢io mapeia a transformagao do “ghost” no sistema completo de transformacoes
de cada teoria. E, principalmente, como subproduto desta propriedade, teremos que as
classes de cohomologia nos diversos niveis das equacdes de descida serdo determinadas

diretamente dos polindmios invariantes construidos com os cociclos

o
nl

A tese estg dividida como segue. No préximo capitulo, o método de renormalizacio
algébrica sera exemplificado através do estudo das anomalias das teorias W [24]. No
terceiro, introduziremos o conceito do multipleto completo, que serd aplicado a diversas
teorias topoldgicas [21]. No quartu, abordaremos as teorias que nao podem ser descritas
por um multipleto completo, como é o caso das teorias de Yang-Mills [16]. E no 1iltimo,
mostraremos como podemos levar esses conceitus para o superespaco, tratando o caso do
Yang-Mills supersimétrico N = 1 em ) = 4 [25]. No final, seguem as conclusdes, com

um resumo do estado atual desta pesquisa e as perspectivas futuras .
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Capitulo 2

Caracterizacao Algébrica das

Anomalias na Gravitacao VW3 Quiral

Neste capftulo seré dado um exemplo completo da utilizacao do operador de decom-
posicao § na solhicdo do problema de renormalizagio no caso da gravitagao Wy [24].

As adlgebras W [26] sdo uma extensao da dlgebra de Virasoro. Elas descrevem as
relacoes de comutacao entre as componentes do tensor momento-energia (T, ., 7__) e
as correntes (W, ., W___ ) de helicidade superior (ver ref.[27] para uma introdugao
geral).

Fntre as varias algebras W consideradas na literatura, as chamadas algebras W; de-
sempenham um papel especial, devido ao fato de terem realizactes simples como teorias
de campo. O modelo correpondente, conhecido como gravitacao Wy, fornece wma ge-
neralizacdo da acio da corda bosdnica. Ele aparece tanto nima versao nao quiral [28],
quanto na versao quiral [29] que serd analisada aqui. O conterido cldssico da teoria é
dado por um conjunto de campos escalares livres ¢ (i = 1,..., D) que sao usados para

estudar a algebra de correntes dos operadores de helicidade dois T4 e trés W, ,,, na

chamada realizacao nao-linear [27] dada por

1 Ty Z 1 '3 : :
Ty = §3+€D Ove', Wiy = édz‘jkaw) 9447, ff)}” : (2.1)

11



As quantidades d;;), sao totalmente simétricas e escolhidas para satisfazerem
disiiyim = O(i0m 5 (2.2)

e no caso presente, para evitar complicagOes técnicas desnecessarias, serao tomadas a

trago nulo

di;=0. (2.3)

Os operadores em (2.1) podem ser incluidos na agao escalar livre se acoplados a campos

externos h__, B___,
~y 2 l ty ;g Pyl ;
Sy = f do (50.60.6" — ho Ty, — B Wip) (2.4)

e este serd o ponto de partida classico. E um fato notdvel que esta acio exiba um
conjunto de invariancias locais que podem ser fixadas de calibre usando o procedimento
de Batalin-Vilkovisky [2]. Os termos de fixacao de calibre da agao (2.4), usando um

calibre tipo Landan, sao escritos como

Sge=[ dPxs (byyh _ + By B_)
= e f d%l? b++ ((‘_)_C_ — ]L_,__"8+Cf + 8+hg_c_ —+ 2 ((9+B___'}"__ — B_"ﬁ78+’}'77) 71i"|')

—[de By {0y —h_ Oy +204h__~y__+O,B___c. —2B___d,c),
{2.5)

onde (¢ ,v__) e (b, 114) sdo respectivamente um par de campos de “ghost” e “an-

tighost” e s denota o operador de BRST cuja agao nos campos é especificada por

sc. = c_ e+ 2y Opy Ty,
SYy__ = ¢ Oyy._ —20,¢c vy,
s¢' = c 009"+ dip 0 At F 20,y A, SA I
sho_ = O.c_— h_ A+ h__c_+2 (0B v — B___0yv_ T4y,

sB___ = 8~y —h_ Oy +20.h. v +OBo__c.—2B___0 ¢,
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Sb_|. + = -5__3_].._}.4_ = 5

§ (S +Spe) = 0.

Para a renormalizacao das simetrias, ainda resta o acoplamento das transformacdes nao

linecares de BRST acima de (¢, c_,v__) com fontes externas (Y, 7,,p, )
Seat = / d*x ( Yis¢' + 7, 5¢_ +p |_+5fy__) .
a partir de onde se verifica quie a acao total ¥
2 = Siw T+ e+ Sem (2.6)
satisfaz a identidade de Slavnov-Taylor [29]
5(x) = 0, (2.7)

COITL

§(3) _f 2 6% 6% +E£ n 6¥ oY oY 0¥ 6% 6%
’ - 6Y7 (()‘(i??' (ST+ 66_ 6{)4 | (S’Y__ (Sb| + (()‘h,_, 6/3,} I+ 6,]—)’,,,
(2.8)

Como no caso da corda bosonica [30], a identidade (2.7) é o ponto de partida para o
estudo das propriedades das funcoes de Green do modelo com insergdes dos operadores
compostos (T4, W, ), fornecendo uma caracterizacio da dlgebra de correntes (7', W).

A partir de (2.8), o operador linearizado de Slavnov-Taylor pode ser definido

o 60X 6 52 & 6% 6 o & 6% 6 & 6
f 2z -4 + + + (2.9)
EYi b 6(/)1 §YT 8T Sc_ | Bc_ 6Ty Epay by Ev__ piy
B &Y. 6 &N 8 % ' 6% &
55.4_4_ Sh__ dh__ (Sbi + 5ﬁ+++ eB___ 6. __ 6)6|_++

e, como mencionado anteriormente, pelo fato de ¥ satifazer a identidade de Slavnov-
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Taylor (2.7). o operador linearizado sera naturalmente nilpotente
B*=0. (2.10)

Na tabela abaixo sao listadas as dimensoes candnicas e niimeros de “ghost” de todos os

campos da teoria, junto com o Slavnov-Taylor:

Gl hos | Booo oo e by Bras [ Yo T e | B
N, 10 0 0 1 1 -1 -1 120 -2 |1
dim | 0 0 -1 01 -1 1 2 111 2 1

Tabela 2.1: Niimeros de “ghost” e dimensoes.
Seguindo a andlise feita na Introdugio, egs.(1.12 — 1.13), a condigéo de consisténcia

de Wess-Zumino para a anomalia

BA =0, (2.11)

COIm
A= /w; : (2.12)

iréd no nivel nao integrado dar origem ao sistema de equagoes de descida

Bwi +dwi = 0, (2.13)
Bw%—i—dwg = 0,
Buwi = 0,

onde todos 0s w sao polindmios locais nos campeos, fontes e suas derivadas, e pela Tabela
2.1, de dimensao trés; d representa a derivada exterior d = dz¥d, +da™d_.

E importante agora definir o espaco ¥V em que B e d atuam. Levando em consi-
deragio que a acdo cldssica (2.6) tem uma simetria global dbvia para os campos de
matéria ¢, dada por deslocamentos constantes ¢ — ¢ + const, e pela forma de seus
acoplamentos com os campos de calibre h__ e B___, estes s§ poderao contribuir para
a acio efetiva ' quando acompanhados de pelo menos uma derivada 8. Assim se-

gue que o espaco V pode ser identificado com o espago dos polindmios nas variavets

14



E=(h__,B___,c,v by, B .Y 7,0 4) e 319" e suas derivadas, i.c.

Ca 1 - b1 4
V = polinémios em (c‘l@ﬂf&, at o 1@2) . Lm=20,1,.... (2.14)
As solugbes das equiagdes de descida (2.13) irao pertencer a este espago, wy, w] e Wy serao
formas no espago tempo cujos coeficientes serao elementos de V.

E ¢ nesse espago em que serao definidos os operadores §, e é_ como

e,
6 = -_-— 2.
N (2.15)
e
2 & ) o d
b = PR e FIAB., ———— — P
2.2 RO, B B
a : s,
~ PN prrmmsgs— —FNRY — .
(_(Ip'+a(9£az,/j+++ C 8' aagai‘qu‘)z
{2.16)
Esses operadores irao satisfazer com B e d as relagOes algébricas
{Ba(SJr}:(‘Lru {Baé—}:aﬁa
e
16,,6_} =0, {6,,d} =0.
Assim, o operador &
§ = dxté, + dz7é_ (2.17)
obedece
6.Bj=d, (64 =0, (2.18)

e entao ele pode ser identificado como o operador de decomposicao (1.17) da gravitagio
Wy quiral.

Se supormos agora que a solugao wj da 1iltima equagio da torre (2.13) j é conhe-



cida, vemos que ¢ imediato verificarmos que os cociclos mais altos w? e w! podem ser

identificados com as aplicacdes de § em wyj:

wi = §w§ = daté wd - dr 6wl (2.19)

1, .
w, = 5&%3 = —dztds=6,6_wd . (2.20)

Assim, como haviamos anunciado na Introdngéo, a existéncia do operador de decom-
posigao 6 mapeia o problema de cohomologia médulo d em um problema de cohomologia
local. Obviamente, a solucao particular apresentada acima representa apenas uma parte
da svlugac mais geral. Além das contribuigdes triviais da forma (1.16) que ndo tem
maior inferesse, ainda tertamos que levar em consideracao possivels contribuigoes nao
trivials advindas da cohomologia local nos setores superiores das equagdes de descida,

t.e. sulucoes de

Bw? = 0, (2.21)

Bw, = 0. (2.22)

O estudo da cohomologia local do operador linearizado de Slavnov-Taylor em todos os

setores das equaces de descida (2.13) serd entdo o assunto da préxima secao.

2.1 A Cohomologia do Operador de BRST

Para estudarmos a cohomologia local de £ é introduzido o operador de filtragem

— . & )
— 2., i Y 1
N = [dx (¢ s Y W) , (2.23)

que decompoe o operador B na forma

B=pBW L gl g4 BB (2.24)
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Com

p\? , B(”)} =nB"™ | n=20,1,223. (2.23)

Explicitamente, os operadores B na eq.(2.24) sdo dados por

B(O) = /dzr ((C@Jrqf)z -+ 2b++’}’mm(9|’7'__8|.(f)z) S
. @

. : AN
B — [(izl‘ ((diﬂ.-_’)'maJr(f)jaJrgbk)é v

é o
+ec O — + (8*cm+cﬁ(')+h,mm—hmm&rr:m) -

b _ oh__
+((:_8+'y__ + 27__8+C)L

by
)
+( 9B___ 0 c. +(_—:_a,_B___) ——
&
+( v+ 2y _Oyh__ — hm_amf__) 5B
&
+(f Qb — 2048 e + 2y 0By 1y — 300104 W’M)
by
) 5
O 44+

OO G+ O h__Opd* + h__d ¢ + 20, (by 18, B___~v__0y¢")

(C Oy flys v — 3Prpadpe )
+(-

20, (by, BBy, 6) — B, (Vie ) = 20, (Y0, 7. 0,7...)
N\ 6
+ 20, (Ti78-I‘78+d)2))

Yt
+ ( — é)gﬁ’ + -+ f’L__ai.}f)j_F i+ -+ 3,6)_!__*_4_84_ h-__
b
+ 0y (prre-) +2p110, C—) 7

+( O byt 2By he 4B Bihyy + 2B By Peyy b BT

. N )
+ 3044 0 B 4 27,000 +3p 4 Opy— + 2y 0 FP++)? ) ,
4
(2.26)

+ ( e B 0,700 + 2di Bo__ 0,7 3 ¢° (2.27)

: L) 6
—23|-(da'j1\:’}’y“'31-@’3k)) Syt ) ?
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. . & & - .6
BO) — /d3 (z 9T \)_- 7. % yvigw
. * ( i [f}/ + (SC, * ++6b++ a_l_(t) (5\7"4,
+ (2(3+-Bg4~—"/—4 ~B__ 9y T+ QYZ”.’—_3+”)’_—3+¢Z>T
.
é

+ (‘— 200by v Ty —4by Oy Ty — 20, 1y__0, TH)E/}_
A
+ (4b++8+B___T_|. 4 29,buy B Tia t Wy B O T,
+ 4}/ib+ +(9+"}’__8+q[)i + 28+ Yib++’)/g_a.£ (52

+2VI0 by O A AV by O AT O T

o a6
+ 20y Ty Ty + 27 78i¢25’|¢2) &p ) ,
+

(2.28)
B = f e (W= —d Y0, 00 dF J (2.29)
I By e e . .
Em particular, a nilpoténcia de B implica gque
ST BUIBW = g, n=10123, (2.30)
i=0
de tal forma que o operador B® também se torna nilpotente
BOB® — ¢. (2.31)

A utilidade da decomposicio acima estd em um teorema geral de cohomologia BRST [11,
12, 13]. O tevrema espectral estabelece que a cohomologia local do operador linearizado

de Slavnov-Taylor 3 é isomdrfica ao subespaco da cohomologia local de B

BOYA =0. (2.32)
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Para o estudo dessa cohomologia, podemos introduzir um novo operador de filtragem

N = /dz I AL A - R .
. e de_ T dh_ +B I + - 57—“_”_ . {2.33)

Ele decompde B® ¢ A como

BO = p® 4 p0 4 p@) (2.34)
e
(o)
A=A (2.35)
U*D
com
[_N' ) b('”)] = bl N A = gAY (2.36)

A condigiio (2.32) se divide em um sistema de equagoes

STACTP =0, 0 =0,1,2,3,.. (2.37)

p=0

e, como antes, a nilpoténcia de B© implica

q
STplrEp® 0, g—=0.1,2 (2.38)

k—0

e, portanto, a nilpoténcia de H®

b OO = ¢, (2.39)

Aplicando novamente o teorema espectral previamente citado, concluimos que a coho-
mologia de B é agora por sua vez isomdrfica a um subespago da de b  Mas, como
veremos, as filtragens sucessivas nos levaram finalmente a um operador nilpotente cuja
estrutura é simples o suficiente para tornar controlavel o célculo de sua cohomologia. Os

operadores b b e b szo computados como
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i b 6 .8
© — [ 2 . i
b / g x( Ocg YO B N
- ; (2.40)
— Qbpyo— — B — ) ;
57_,;» (5[)+ I-

5 § o
W= [ g2 )bt - S Gie
) /d x ( o i 5 + ¢ 9y (*5 (C_(9+h__ h__ai'c_) 6 h__
&

n (ca;,#_ n 2",r‘__8+c_> 0
by

)
+(2 v Oih_ —h_ Oy —2B__ B¢ +c 9 Bg) —
. ‘ '
T (C 04l = 20540+ 2y 04 By — 30444 ar’Y)
0byy
ey By — 384 1404 )5,)
AR
+ 3 h__a+(_f “f—h,,a} d) ("}_f_(Y'EC_)) 6}71
N 6
bp

(11__6+d++ + 3810 ho + Oy (pryc) + 2P++8+C—)
',
)
+(2 i Oiho h Oybis 4 2B 8,0, + 3/3+H3+Bﬁ")6?
{..

]
27 .0ve + 00y Ty 4 3pa Oy +2’7——3+Pr+) ) ,

+ 5’T,|>
(2.41)
2 2 17 {5
b( ) :/dLE (23)*_{_’}'__([‘)1»’}/_,84,@/)) —
b7
¢ r ) 6
H(20, 01,0,y 00) = 20, b B 037204 )
) 0
(20407047010 ) 20 -1 5 )) 51
(2.42)

A expressio (2.40) mostra que as variaveis (h, d.¢), (B,0_%), (=Y?, d,.0_¢"). (—T1,0-b),
(—p, _3) e suas derivadas estdo agrupadas em dubletos de BRS'T 11, 12, 101, z.c

B0 gru =800y, 07 =0, (2.43)
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COITl

u = (ho, B =Y =71 pas) (2.44)

o= (8—0—13—’}/——:54—3—415?:,8—@%flﬁ+++)-

E como é bem conhecido. a cohomologia nao pode depender dessas varidveis [11, 12].

Segne entdo que, no espaco local V. a cohomologia H{H™) de b® é expandida por

H{BOY =  polinémios nas varidveis (35X, 85414 k=0,1,2,..
+ ' g

A= (e, 7 b1+ Brvs) -

Isto quer dizer que a cohomologia de ¥ terd todos os termos que pudermos construir
com as variavels acima com as dimensdes adequadas para o problema de cohomologia que
pretendemos estudar. No caso das eqnacdes de descida da anomalia, eq.(2.13), estamos
interessados. para comecar, no setor de dimensao trés, mimero de “ghost” tres e grau de
forma zero. E podemos classifica-los segundo os autovalores v do operador de filtragem

N de (2.33). A seguir sao listados todos esses elementos:
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A(g)z( diery Oy, By Oy, Oy,

e e e, e ey, e Pery__,
coPe -, 81 ®edpy__, PPy,
ooy ey By, ey Oty

Ry Py, Oy, & c-Oyy -y o,
Freoy__Ry__, Pe iy Py, Fey Oy _
v Oy By, e_Ope v Wiy,
-2, C—’T——a?p ¢'a, ¢, C—ai(f—’]f’——T—H— )

(2.45)
e e Oyy Tyo, ey Opy Ty Ty,
c—’?':——ar')*——ai(;’l)ial ¢j8—k¢kdijﬂw; Opey Oy Wiy,
C»"r'w—agg'T—J’V+++; Co Yo Oy ,Fé’f)iaﬁf)i;
Oy B GR G, Fey_dy_T)
a-rfi—’)’——azf’Y——Tl b €-0 7‘——817——71 ks
akc—’Y——aﬂ'——fXCﬁia#Pi; C—":’——ai“f——rﬂ---h
Cyen Oy PFO G, v By Oy Ty,

10 By RGO, 0D W)
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1\(4):( Dy de by, c Oyer—_Oyy- b,
ey _Oyy__Oybyy, c_Oye vy . Ohyy,
dy Cwa%-c—ﬁ/——f'}+’)——bi-+: c_(’)ic_q'__&'y__b! s
.oy Py bys, . Bpeodpy__dTv__byy,
¢ Oyc Oy OFy_ by,
c ey Oy 0y, Ol 0w y-Piry,
cOrey Py By, Coym Oy Oy,

(2.46)

aJrC*’Y**ai“(y**8—%—7““3-!-64"!-7 0—7——81-7——3?7—-3+b++7
Fey_ 0y 0ty by, Opc YOy _Fiy__byy,
ey Ry__Fy by, ooy Oy Oy by,
ey OOy O Brgy,  Oye_ vy Ry Breas
RSN G TR S £ A & TR A C M v Py by,
ey Opy— by Ty

Coy Oy Fyby IT++) -
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Observamos em particular que a cohomologia de b com v > 5 é vazia. Isto implica

que o sistema (2.37) reduz-se a um mimero finito de equacoes

KO AEG) | 1) AGY 4 @) AW — g
BO AG) o p( AU 1 () AG) —
PO AWM pAG) 4 pR) AG) —
b AG)  p(AB  p2) A — (2.47)
O A o p) AC) L p2) A@) =

HO AWM 4 pt) A =

B AO < o,

com as condicbes com autovalores maiores (7 > 7) correpondendo a cociclos triviais de
B® . Essas relacées acima irao implicar restricdes sobre os elementos da cohomologia de
b0 em (2.45) e (2.46) de forma a se obter us objetos pertencentes a cohomologia de B (0),
N&o é dificil entao realizarmos essas restricoes, chegando ao resultado que a cohomologia
H(B) no setor das zero formas com mimero de “ghost” trés e dimensao trés contem

cinco classes distintas, cujos representantes podem ser escolhidos como

((074(‘){. o (D4 ' — D DLG) + Ty Oy Py + 1208y )),

-0, C—aﬁ oy € Oqcye Wy, coy 20y v Ty Ty, ecOpeoy_—dyn by T
(2.48)
Procedendo da mesma forma para os demais setores das equagoes de descida {2.13),
i.e., obtendo a cohomologia H(b®) e depois observando as restrigdes impuostas por (2.37),
chegamos a conclusao que a cohornologia H(BO) ¢ vazia nos setores das num formas
com dimensac trés e nimero de “ghost” dois e no das dois formas com dimensao tres
e nimero de “ghost” um. Pelo teorema espectral isto significa que as tinicas possiveis
contribuicoes & anomalia (2.12) virao do setor das zero formas descrito acima, e ela

dependerd essencialmente dos cociclos em (2.48), podendo entao conter no méaximo cinco
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elementos independentes.

Para chegar a forma final da anomalia, precisamos ainda completar a cohomologia
do operador linearizado de Slavnov-Taylor B a partir do espaco determinado por (2.48).
Observemus primeiramente que este espa¢o se decompde de acordo com os autovalores

do operador de filtragem (2.23) nos subespagus QW Q2 Q&) QW

NQ® = k¥, (2.49)

com
QU =c"=c 9pc_Fe_; {2.50)
QP =mQ + Q57 (2.51)

onde (m, p) séo coeficientes arbitrarios e
Q?) =cdpey Oy b Ty, (2.52)

gl) = 07’}4_&8_{.’}/__ ((r)_‘_q)?‘(t)id)" . Biqﬁ%ai(pz) + T‘I |8+f\;’__ (83_(,’}/ + 2(’(9_2*_’}/ﬁ) )

(2.53)
QW =c drey W4y (2.54)
QW =c oy 0y Ty Tyy (2.55)

Precisamos conferir agora se esses cociclos 13 acima podem ser promovidos a cociclos
néo triviais de B, i.c., veremos a possibilidade de completar Q© Q(lg), ng), QG QW
de forma a obter elementos da cohomologia de B. Isto significa encontrar, para cada

Q%) 1um termo R
Q" — QW = QW 1 Ry (2.56)

tal que
i) BOW =0,

i) QW £ B,
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Obviamente. os objetos Rpou) sao sempre definidos médulo cociclos /3 triviais.

Em geral, completar a cohomologia de B é um problema trabalhoso. Normalmente
terfamos que proceder como fizemos quando completamos a cohomologia de B® g partir
de H(H'?), abrindo a condicao (i) em (2.57) de acorde com o filtro (2.23) e analisando
as restricdes sobre s coeficientes de cada classe de cohomologia definida por cada Q).
No entanto, temos no caso presente wma alternativa que simplifica tremendamente o
problema pela existéncia de uma combinagao que permite mapear os elementos da coho-
mologia de BY em cociclos nio triviais de 8.

Assim, vamos discutir com detalhes o cociclo ¢® em (2.50). Para completd-lo, infro-

duzimos a combinagao que aqui é denominada férmila tipe Russa
c =c._ — 2{)‘{_4_'}’__8*_’\/__ . (258)

Usando as eqgs.(2.26 — 2.29), verificamos que €_ transforma-se sob B da mesma forma

que ¢_ se transforma sob B,

Be. = ¢ o,
BO¢: = ¢ dic.
E imediato entdo que o cociclo
#=c.0,c_0 (2.59)

é B invariante, ja satisfazendo a primeira condicao de (2.57). E a partir da eq.(2.56),

podemos calcular R s por

Rp =0 —c = —2c_ (5 by y - Oyy— + 20404 +’Y——5’| ’Y——)
—2c_ 3+f~ (b++3+’}278+’}’7— + b++’¥——3|f“/'——)

‘ (2.60)
+2c_ e (8+b+ o e Fia +b++’\/d(7f."/__)

—2( 8 b{| ,,,(5)4_’)/4_
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Note-se que R pertence ao subespago do operador de filtragem N com autovalor zero.

Assim ele é necessariamente um cociclo B® exato

Rs = BOMO
= B(O)( 48i6_7__8.+.’}’__b|,,}_ — 28_4_6_7__837__b+,1, (2 61)
201 e Y04y 04byy %C—8+7——82}—/7'——b-l + -

Fov Oy &y By ey By by l) -

Pode-se mostrar agora que (2.59) tambem satisfaz o segundo requisito de (2.57). A prova

por absurdo segue de supormos que
& = B=, (2.62)

para algum polindmio = local. Decompondo (2.62) por N e lembrando que tanto ¢*

quanto R pertencem ao subespaco com autovalor zero, obtemos
¢ +Ras=BY=.

Esta condicio, devido & trivialidade de R.s em relacio a B determinada em (2.61),
fornece
& = BOE - Mm%

i

3 seria B trivial, em contradicao com (2.48). Fica provado entao

0 que implicaria que ¢
que a expressao (2.59) define de fato uma classe de cohomologia do operador B no setor
das zero formas com numero de “ghost” e dimensao trés. Em particular, a equacao
(2.58) mostrou-se uma forma elegante e imediata de se obter classes de cohomologia de
B a partir daquelas de B® | justificando a denominacio de férmula tipe Russa.

Passando agora para a anélise dos demais cociclos (2.52 — 2.55), pode-se facilmente

verificar que a expressio @ de (2.55) é B invariante,
BOW =g
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No entanto. devido a

Q(d) =—Bley & b T,

ele € cohomologicamente trivial. J4 o cociclo Q;E) em (2.53) pode ser completado usando-

se a formula tipe Russa novamente:

QA - QP =P + R (2.63)

21 .
QL

com R @ dado por
¥
Reyr = 367017 (P B + By B154) (2.64)

Clomo no caso do cociclo @, pode-se mostrar que a expressao (2.63) ndo é B trivial, e
agsim identifica nma segunda classe de cohumologia.
. . ST B 2 - B .
Finalmente, os dois dltimos cociclos Qg ) e Q) s6 fornecern nma. quantidade 3 inva-

riante na combinacao

A0 + QW

que é trivial.

4@52) + Q(-'*) =—Blc de v Bisa).

Resumindo, foram obtidus dois cociclos nao triviais na cohomologia local de I3 nos
setores das equagdes de descida (2.13), ambus pertencentes ao nivel das zero-formas, com

niimero de “ghost” e dimensao trés. Eles determinam
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e sao descritos por

QO — @ = ¢ d.c Pe
—2c_0c (8_% by e Opy—— 4+ 20, by ﬂ,_ﬁﬁi’y‘__)
—2c_04c (b++3+7—#31"f@-— + by ’y,,) (2.66)
+2¢ B (5+b++’}’—fa|-’?'—— + by '}fm_é)i'y,,)
—2c. e by 0y,

WY = TPy (5+¢i3§r¢i - 32|,¢i31¢5i)
Ly (e + s dty ) (2.67)
F30 (P By + 0D Baas) -

Isto conclui a anédlise da cohomologia de £.

2.2 As Anomalias de W5 Quiral

Ja tendo caracterizado a cohomologia de B, pode-se agura partir para a solugao da
torre de equagoes (2.13) e encontrar as anomalias que ocorrem na extensao quantica da
identidade de Slavnov-Taylor (2.7).

Usando a decomposicio definida por (2.15), (2.16) e (2.17), e as equactes (2.19),
(2.20), é imediato conferir que para cada elemento de wy em (2.65) corresponderd nma
dois forma wi que serd uma solugao nao trivial da condigao de consisténcia de Wess-

Zumino ao nivel ndo integrado

wé = (2/1‘21711;1) ;

com
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Ul = —dzTdz 6,6 QO
= dxtdr~ (&rh[ﬁc — O h _Oyc — 204 he O by v Oy

=20% 1 Ope_y__Opyo_ —2B___ 8y by 4 Oyy-

+20; B _O4c_02by v

—dd h_ by v Oy — 40, Ope_y__ Py

—4AB 8,e.00b, Oty + 402 B__ 0,0 0pby i

—20,h b Oy ey =210y Oy Py
—28,B___Oyc_ b Py _+282B. D.c by Dy (2.68)
—20 h__by v By — 27, Qe Oy
—2B__ Oy by Py +208B  _0pe by
+202h Oypbypyo Oy + 20 Ty ey Oy
+28B P dybyy By — 28, B___0%c_ 04y

+ 2P B by Oy 2y Fey Oty

+2B___ e by Sy — 20 Baicgbrgym_) ,
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70 = —dz'de~ 6.6.0P

= datdr~ (B___aw‘__aﬁ'@iaﬁff — 04 B B O
—7——34-’}‘——8iyia+¢i - "/——3+’Y——Yi(§f.¢é
—B___ 9y ¢ P+ 0B __ PO
+2%n Oy 0, Y P — %&.B___@fm,-__ﬂ n
+;a? B___9y__Tyy + %@7_6@_1@&
3B By 0y Py — 30 By By Py
TR By Oyy By 3y 8y Fy pyy

+3B_ Oyy 07y 0.8y — 30y By -0, By

(2.69)

Merece ser realcado novamente que as contribuicoes acima, em geral, representariam

apenas uma parte da solugao, mas que no caso presente sao de fato a solucao mais geral

do sistema (2.13), devido a anulagao da cohomologia local de B nos niveis superiores das
equagoes de descida.

E finalmente os cociclos integrados sao dados por

A, = / 7
= /dzﬂf(gc_aih;__ - 483_]1__’7__.8..1 ")’___.b_|_+ +4a‘ic_ﬂBkg.~a.i ’}/,,bjs,,i, (2‘70)

Aoy DB b — ey )
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Ay = f 7;
- /'d%:( 2(3___5;,’_# - 8+13’)f'_~)8?_¢i8+q”)i
n g(ai&__an; - a+Bmma$7__)T.| s
n (8.'?_87“ _B___& »;x__)TH (271)
O YO, — B Y

+ 2"/,,3+’}Lﬁa+yiaf_ (‘f)z + 28.@,"]'__&)?_’}'__}’28_{_@52) .

As equacies {2.70) e (2.71) fornecem as expressdes para as anomalias que surgem na
gravitacao Wi quiral. Elas estiao em completo acordo com os resultados de computacoes
de graficos de Feynman a um “loop” feitos em [29], [31] e [32]. Em particular, o termo A,
de {2.70), também chamado de anomalia gravitacional universal, é facilmente reconhecido
como uma generalizacao da anomalia de difeomorfismo da corda bosdnica [30]. encuanto
que o segundo elemento Az em (2.71) é uma anomalia dependente da matéria cuja origem
pode ser creditada a nao linearidade da dlgebra Wy [29, 28, 31, 32]. Essa anomalia de
matéria é uma novidade em relacao a corda, pois depende explicitamente do “ghost”
v assuclado a corrente W. Na corda bosonica, além do cociclo ¢® que gera a anomalia
de difeomorfismo. existe a presenga de um segundo elemento nio trivial na cohomologia
dependente da matéria, mas quie 6 poderia ser gerado por um grafico de Feynman na
presenca de um potencial para a matéria ¢ [22]. A auséncia desse potencial para a corda
simplesmente implica que o coeficiente desse cociclo é nulo e, portanto, ele nao gera nma
anomalia de fato. Mas esse niao é o caso aqui, até porque foi escolhido desde o inicio
qgue se trabalharia com um espago de campos, eq.(2.14), onde a matéria aparecesse com
pelo menos uma derivada . Assim, o cociclo Ay poderd ter um coeficiente nao nulo e
gerar uma anomalia. E o fato de nao ser possivel se anular os coeficientes de ambas
as anomalias similtaneamente leva ao resultado de que a realizacao nao-linear {2.1) da

&lgebra W, é necessariamente andmala [32].
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Como conclusao se menciona que a anomalia Az pode ser eliminada pela inclusao,
na acao MWj inicial, de novos acoplamentos locais com os campos externos (ho ,B_.__),
denominados cargas de fundo, generalizando a realizacio das correntes 7 e W Originais
[29, 28, 31, 32]. Essas cargas sio caracterizadas por um conjunto de novos coeficientes
globais que, junto com os simbolos dyy; iniciais, satisfazem uma série de vinculos deter-
minados pelo fechamento da algebra Wy  [33]. Mas o que deve ficar claro é e 1sso
nao representa uma reabsor¢ao da anomalia de matéria. Uma vez fixado o ponto de
partida dado pela acgo (2.6), ndo hi forma alguma de se reabsorver qualquer nma das

duas anomalias acima como um contratermo local.
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Capitulo 3

Sistemas de Curvatura Nula com

Multipleto Completo

Neste e no préximo capitulo iremos apresentar uma extensao dos resultados descritos na
Introdugao, realgando ainda mais a importancia do operador de decomposicao d, através
de uma profinda relagao deste com a possibilidade de codificar todas as informacies
relevantes da estrutura BRST de uma teoria (as transformacdes dos campos, as classes
de cohomologia, as solucoes das equagdes de descida ...) numa unica equagao, que toma
a forma de uma condicio de curvatura nula [21].

Comecamos por fixar a notacao a ser adotada nestes dois capitulos. Iremos trabalhar
em um espaco-tempo 1) dimensional equipado com um conjunto de campos denotado
genericamente por {g:lg}, onde, como antes, p e g se referem respectivamente ao nimero
de “ghost” e gran de forma. As componentes % serao tratadas como varidveis comutantes
ou anti-comutantes de acordo com o fato de seu graun total (a soma p + g) ser par ou
impar e assumirao valores numa &lgebra de Lie, ¢} = ((p‘g)ET“, T sendo os geradores
hermiteanos de um grupo de Lie G compacto e semi-simples. Além disso, assumiremos
que os campos serao reunidos num tnico campo completo generalizado A de gran total
um,

D = .
A= o7 —gp+ei+or' + o tep”. (3-1)
=0
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O nome completo é devido ao fato de que o conteiido de campos da expanséo (3.1)
varre todos os graus de forma possiveis. A eq.(3.1) mostra que o campo generalizado A
contem uma zero forma g com N, = 1 e uma num forma ¢ com N, = 0. Esses campos
serao naturalmente identificados com o campo de “ghost” de Fadeev-Popov e com a
conexio de calibre de Yang Mills. Por isso A serd chamado de muliipleto de calibre e as

componentes goé e t,o? serao denotadas respectivamente por ¢ e A, de tal forma que

i3
A= 7 =ct A+ +. 5P, (3.2)
J=i

Finalmente. o espaco funcional £ onde o operador de BRST ird atuar é o espaco dos

e 1—3 . ..
polindmios nos campos ; ! e nos seus diferenciais,

H

& = polindmios em (go;_j ) d(,oj_j 05 < D)

d sendo a derivada exterior definida como?

dn, = dx*d,n,

para qualquer g forma

onde um produto A estd subentendido.

Devemos mencionar também que, ecomo mostrado em (13, 34, o espago dos polindmios
de formas é suficiente para incluir as anomalias e as acdes tipo Chern-Simons que podem
ser naturalmente escritas em termos de formas diferenciais.

Para obtermos as transformacoes de BRST dos campos pertencentes ao multipleto de

1Observe que dQOJD”D se anula automaticamente devido a dimensao do espago-tempo.
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calibre {3.2). introduzimos o operador generalizado de grau total 1m?
L=}

d=b1d, (3.3)
e impomos a condicao de curvatura nula

dA =iA% =

[3

4, 4] (3.4)

b | o=

onde [a,b] = ab— (—1)|ailbi ba tepresenta o comutador graduado e {a| o grau total de a.
Desenvolvendo a equacio (3.4) em componentes e identificando os termos com o

mesmo nimero de “ghost” e grau de forma, obtemos as seguintes transformacoes

be = ic* |
DA = —dc—f—'f:[(,'; ‘4] , (35)
i 22—y 7 J —j+m :
boy ™ = —dpi T 4 o Y e e |. 2<igD,
m="0
que verifica-se serem nilpotentes
v =0. (3.6)

Note se que, como anunciado, as transformacgoes das duas primeiras componentes do
multipleto A nada mais sdo que as familiares transformacées de BRST do “ghost” de
Faddeev-Popov e da conexao de Yang-Mills.

Podemos introduzir agora o operador é definido por
A=¢éc, (3.7)
i€

St =5+ V. 0<j<D 1,
Sl =0.

2()s operadores b ¢ d aumentam respectivamente o nimero de “ghost” e o grau de forma de uma
unidade.
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Sua acio se estende imediatamente sobre os diferenciais (dfpjﬁj , 0<j < D) como

by = (j+ Ddgydy,  0<j<D-2,

Sdpnh =0.

As equaces (3.8) e (3.9) mostram que o operador § aumenta de uma unidade o grau de
forma e diminui o niimero de “ghost” do mesmo valor, de tal forma que o seu grau total
é nulo. E também facilmente verificado que, no espago funcional &, os operadores b ¢ 8

obedecem

d=-[b68, [d6&=0, (3.10)

e assim vemos gue & é na verdade o operador de decomposicav apresentado em (1.17),
(1.18) e que foi utilizado no capitulo anterior para resolver as equagues de descida para
a anomalia de Wi.

Em particular, de (3.10), segne que

d=b+d—ebe™® . (3.11)

Utilizando a equacio acima em conjunto com (3.7) na interpretagio dos elementos apa-
recendo na condigao de curvatura nula (3.4), vemos que esta pode ser reescrita como
dA =iA? — ébelelc =i, (3.12)
i.e., a eq.(3.4) decorre da existéncia da decomposicao ¢, que simplesmente mapeia a
equacao de transformacio do “ghost” no sistema completo de transformacdes (3.5), que
entao podem ser reunidas mima iinica condi¢ao de curvatura nula. Isto néo é surpreen-
dente, j4 que, como é bem sabido, o campo de “ghost” ¢ identifica a forma de Maurer-
Cartan do grupo G e sna transformacao de BRST nada mais é que a correspondente
equacao de Maurer-Cartan [6, 7, 35, 36], que ¢ de fato uma condicao de curvatura nula.

Este é o sentido geométrico da equacio (3.4).

Antes de passarmos a cohomologia de d, vamos fazer uma revisao rapida da coho-
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mologia local de & no espago € que definimos acima [18, 19, 20]. Podemos computa-la
utilizando a mesma técnica usada no caso Ws. Introduzimos um operador de filtragem

N definido por
Nei7=p7, 0<j<D,

L (3.13)
Nd(pJ I :dkp', J,
de acordo com o gual o operador de Slavnov-Taylor se decompoe como
b=bo+0by, (3.14)
corm
IJDC’. =0 5
(3.15)
oy ™ = —del . bden =0, 1<m=D,
e
be=10. (3.16)

Como ja dissemos no capitulo anterior, dada uma filtragem A, a cohomologia de b é
isomdrfica a um subespaco da cohomologia de by, e € nesta que nos concentraremos agora.
Em particular, o que a equacao (3.15) mostra é que todos os campos (tpj-*j , 1 <m< D)
com grau de forma maior que zero e seus diferenciais estio agrupados em dubletos [3,
11, 12, 13]. E como é sabido, a cohomologia nao depende dessas variaveis. Portanto,
as classes de cohomologia de by dependem somente do “ghost” ¢ nao diferenciado, sendo

dadas por elementos do tipo

A (3.17)

com «;, ;. coeficientes arbitrarios. Desta forma, pelo teorema citado, segue que a coho-

mologia de b também serd dada por elementos do tipo (3.17) com a restricéo de que os
coeficientes oy, ; sejam tensores invariantes do grupo de calibre G [13, 34, 37, 38].

T

Resumindo, a cohomologia do operador 6 no caso de multipleto completo € expandida
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por polinomios invariantes em ¢ construidos com mondmios do tipo

eantl
Tr— n>1. 3.18
7(2'n,—|—1)l = (3.18)

Observando agora a forma da condicao de curvatura nula (3.4)
dA =iA?

e lembrando que ela é o mapeamento €° da equacio de transformacio do “ghost” (3.12),
nao é dificil concluir a partir dos resultados acima que a cohomologia de dé analogamente

dada por polinémios invariantes construidos com mondmios generalizados da forma

A"2n+1
7.6 N
" ‘4271—&—1 AQn«H 5
g, _ ) r 743 . 2
dh(Zn-%l)! J rr (Zn—l-l) AdQ (3.20)

para qualquer polindmio local Q%"
Tendo ja computado as cohomologias dos operadores b e c;lv, podemos agora analisar a
questac das equagées de descida partindo de um setor arbitrario de nimero de “ghost”

(G e grau de forma /), eqs.(1.15) da Introducdo,

bwi + dwiffl =0, 0<j<D-1,
D=l ’ =J= (3.21)

buw§t = 0.

Mas introduzindo o cociclo generalizado de grau total (G + D)
D Zu} = (3.22)

vermnos que o conjunto completo de equagoes de descida (3.21) pode ser codificado na
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forma extremamente compacta

dact? = 0,

Isto é, vemos que o problema da procura da solugdo geral do sistema de equacdes de
descida (3.21) é transcrito no problema de cohomologia local para o operador d, que de
fato ja fol resolvido acima!

Assim, a solucéo geral do sistema (3.21) é dada por

50 oy AT 3.23)
= T " -
(G + D! (

Realmente, a eq.(3.20) prova que os cociclos acima nao s6 satisfazem o sistema (3.21)

como representam a solucao nao trivial

AL NN P EE R P
WGHD £ QG

Merece ser realcado, finalmente, que, como consequéncia do fato de que o multipleto ﬁ,
eq.{3.2), é a transformacio § do campo de “ghost” ¢, eq.(3.7), 0 cociclo generalizado

(3.23) ¢é a transformacéo § do correspondente cociclo de “ghost™ (3.18)

&')G-i-f) — Tl?,‘_ﬂ — eé -’I’T i_i B (325‘)
(G + D)l G+ D)

3.1 Exemplo I: A Teoria de Chern-Simons

Para um melhor entendimento da construgac prévia, vamos agora discutir em detalhes
o caso da teoria de Chern-Simons em trés dimensoes, correspondendo a G = 0e ) =
3. Este exemplo nos dard a oportunidade de esclarecer o sentido das componentes de
nimero de “ghost” negativo ((,f};_j7 2<4< D) do multipleto de calibre A (3.2). Como
serd visto, esses campos serdo simplesmente as fontes externas de BRST (anti-campos
de Batalin-Vilkovisky) necessarias para a definigio adequada das transformacoes nzo

lineares da conexéo de calibre A e do “ghost” de Faddeev-Popov ¢. O operador b passara
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entao ao status do operador linearizado de Slavnov-Tayvlor B e as fontes externas estarao
naturalmente incluidas no formalismo de curvatura mula.
Em um espago-tempo fri-dimensional, o multipleto completo de calibre Ada eq.{3.2)

assumiréd a seguinte forma

A=c+A+v+T7, (3.26)

v e 7 identificando respectivamente as componentes de mimero de “ghost” negativo yy !

e p3 2. Da condi¢io de curvatura nula (3.4) sio obtidas as transformacdes

be = ic? |
bA = —de+ile, 4]
bf}/:*F+7’[(7rY]7

br = —dy+ile, 7] +1[A, 4] ,

I sendo a dois forma de campo F' = dA—iA?. Como explicado antes, para encontrarmos

a solucao das equagoes de descida

bwj_j+duwili =0, 0<j<2,

= (3.28)
buwy =0,
basta expandirmos o cociclo generalizado de gran total tres
1 ~
~3 __ T, 3 .
¢ = 3!77 A (3.29)
Apds uma facil computacao obtém-se
1 —
—Tr A* =) 40 fwl s, (3.30)

3t
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COITL

1
’3 o e 3
(L/O —_ _3'!'_[ &
1
wi==-TrcdA,
1 5 res,
p 1 9
Wy =§Tfr ’}’-I—CA) ,

g
1 A
W) = 5’]”7‘ ((;27 +cAy +evyA+ ?) :

B de
—iTr (027 +cAy + c*y/l) = =TrAF +bTr{ct+ Av)+d Trey,

a trés forma WY pode ser reescrita como

. - AS : .
Wl = " (AR +i— |+ by (e + Avy) + d Trey
2 3 2 2
fornecendo entio a agao invariante
. . o 1 : A 1 .,
S =z/w3 =3 [T'r (AFJr?.?)——Q#b/TT(CT-l—A'y) ,

(3.31)

(3.32)

que ¢ facilmente reconhecida como sendo a agao truncada (3] da teoria de calibre de Chern-

Simons completamente quantizada. Em particular, vemos que as componentes (7, 7) do

muultipleto de calibre (3.26) sdo as fontes externas de BRST associadas as transformacdes

nao lineares de A e ¢, e que b é o operador linearizado de Slavnov-Taylor da teoria cujas

transformacoes sao justamente as determinadas por (3.28).

3.2 Exemplo II: Teorias BF

O formalismo de curvatura nula pode ser estendido para incluir o caso em que os campos

de calibre sao acoplados a campos de matéria cujas quantizagdes requerem a introducio

de multipletos completos de matéria. Um exemplo tipico deste tipo de acoplamento é
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dado pelos sistemas BT topolégicos [39, 40] cujas acdes cldssicas se escrevem como

TT'/ B%*Q F 3
MD

onde /" € a dois forma de curvatura de calibre, BY , é uma (D — 2) forma com mimero
de “ghost” zero e M” uma variedade 1)-dimensional sem fronteiras.

A inclusao dos campos de matéria segue da seguinte forma (ver também ref. [41]):
introduzimos um conjunto de campos (Bé) “2 BP3, woBL o BoL 852) que junto com

o campo de matéria BY , dao origem a wmn multipleto completo B de gran total /) — 2

B= fj BP~*7 (3.33)
i=0
As transformacbes de Slavnov-Taylor das vérias componentes siao obtidas ao reque-
rermos que B seja covariantemente constante com respeito a derivada covariante genera-
lizada D = d — i [A”, ]
DB=dB —i [ﬁ, B] =0. (3.34)

Esta condicao, quando expandida em termos do grau de forma e mimera de “ghost”,

fornece as seguintes transformacaes nilpotentes:

bBP? = {r B{?-Z] :
D—-2—7 D-1—j - d 1—m jpD—2—itm . (335)
ij :_dijl +%E |:(fpm 7Bj—m | 3 1§3SD-
m=0
Repetindo o mesmo procedimento da secao anterior e nsando os resultados gerais das
refs.[13, 34, 37, 38], pode-se facilmente conferir que, com a inclusdo do multipleto de

matéria, a cohomologia do operador b é dada por polindmios nas zero formas de “ghosts”
) g P porp

(c, BY *Z) constriidas com mondmios fatorados do tipo

02n+1 -
(Trm) Ty (Bé)—z) , o mn>1. (3.36)
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A relacio do multipleto B com a zero forma de ghost By ™% é totalmente andloga & que

encontramos para o multipleto de calibre A,

B = & BP?, (3.37)
ou
§BY T = G+ BLTY, 0<j<D-1,
(3.38)
§BE=0,
e
§dBY P = (j4+1aB2 P, o<i<D 2.
7 U 1B == (3.39)

dBL | =0,

de tal forma que as relacoes algébricas
d=-1[b6], [6§d=0,

sao ainda satisfeitas.
No que concerne a cohomologia do operador generalizado d das eqs.(3.4) e (3.34), ¢é
imediatamente visto de (3.36) que ela é expandida por monémios fatorados nos mlti-

pletos A e B do tipo
EQ'nJrI -

Como discutido na segfio anterior, a expansao da expressio acima (3.40) em termos do
. , 8 exp p

grau de forma e do nimero de “ghost” fornece uma solugdo das equacies de descida (3.21)

na presenga do multipleto de matéria, reproduzindo entao os resultados estabelecidos em

[18]. Novamente,
2n+ 1

T,‘ ;{2714—1 T; BTH . 5 T« C T BD*Q m
"Gn+ 1) "T( )= "on+iy) r(B7)"

o que mostra que a cohomologia de d é a transformacao 6 daguela do operador b.
A interpretagao dos campos que compdem os multipletos é agora imediata. Em nm

espaco-tempo de dimensio 1) > 2, o mnltipleto de calibre A contem D —1 componentes
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de nimero de “ghost” negativo, (&,9; Lo ®? )7 enquanto que o multipleto de matéria
B contem D — 2 componentes de nitmero de “ghost” positivo, (Bé) 2, B})_g)_, e duas
de nimero de “ghost” negativo, (15’5}_ 1,15’52). O conjunto (B{]D -2 ---18}_')-3) vai entao
identificar a bem conhecida torre de “ghosts” de “ghosts” necessdria para a quantizacio
dos sistemas BJF'. As componentes ((pg EAINY ) ) sa0 entao as correspondentes ) — 2
fontes externas associadas &s transformagdes nao lineares dos “ghosts” de “ghosts” {ver
eq.(3.35)), enquanto que ;' é a fonte externa para a D — 2 forma B9,_,. Finalmente,
(15’5'_ 1,15’52) sao as fontes associadas s duas primeiras componentes do multipleto de
calibre, i.e. A e c. Concluimos assim observando que no caso dos sistemas /3F as fontes
externas sdo trocadas [18], de forma que as fontes para as compoenentes quantizadas do
multipleto de matéria sao agrupadas no multipleto de calibre e vice-versa.

Como iltima observacdo, por completeza, mostramos que a agao truncada (incluindo
os “ghosts” de “ghosts” e as fontes externas) para os sistemas BF podem ser colocadas

na forma simples [41]
s— e | [Brai—idn® — 7 5, 710 o,
S =11 /MD |B (@A —iA»)]" = 1y /MD 5o 4] (3.41)

onde [ ]} significa a restricio a termos de nimero de “ghost” 0 e grau de forma ). A
ignaldade em (3.41) vem da condigio de curvatura nula (3.4). Em particular, usando

(3.34), mostra-se que a expressao (3.41) é invariante sob a acdo do operador b,
bS =0, (3.42)

equacao esta expressando o conteiido da identidade de Slavnov-Taylor.
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3.3 Exemplo 11I: O Sistema de “ghost” b — ¢

Apresentamos aqui, como outro exemplo interessante de sistema de matéria, a formulacio

de curvatura nula do modelo b — ¢ em duas dimensoes, cuja acao é escrita como
Spe = /de by, O_c_, (3.43)

onde os campos b e ¢ sao anti-comnutantes e carregam respectivamente niimeros de “ghost”
—lel.

Deve ser observado que, ao contrario dos exemplos anteriores, os campos aparecendo
na agio classica (3.43) ndo sdo naturalmente assoctados a formas diferenciais. Porém,
veremos que, apesar do fato de esses campos nao darem origem a uma estrutura de
multipleto completo, este sistema acabard possuindo as mesmas propriedades algébricas
dos modelos BF. A acio (3.43) é reconhecida como a parte de “ghost” da acio quantizada
da corda bosénica®, que é invariante sob a acao das seguintes transformacces de BRST

se_ =c_dyc_,

(3.44)
shyy = —(O4bq)en —2b 4 d4c .
O lado direito da transformacao de b, é exatamente a componente T, do tensor
energia-momento correspondendo a agao (3.43), esta propriedade levando a uma inter-
pretacao topolégica do modelo.
As transformacoes (3.44) sio nao lineares, o que significa que precisamos introduzir

duas fontes externas, p__ com N, =0 el ;. com N, = -2
SE,:L‘L = /d2$ (,Lt.y_sb_[__l_ +l++_SC_) . (345)

A acao completa

S - Sb_,- + nggm,f; (3.46)

3Como no caso de Ws, nos limitaremos ao setor quiral da acio da corda bosénica. Nio ha maiores
dificuldades na extensfo nio quiral.
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ubedece entao a identidade de Stavnov-Taylor eldssica

55 69 55 68 1.
d2: : =0=-bS 3.4
,/ g (5b++5ﬂ__ +§l++_éc_) el (347)

b denotando o operador linearizado nilpotente

55 & 5§56 55 6 68 6
b:fd% ‘ | . (34
LE(5M45p;__F6p__ébH.+5EH_éa_+5cﬁéh+_) (3.48)

O operador b atua nos campos e nas fontes externas da seguinte forma

be_ =8¢ =c_die_

(3.49)
b =0_c_+ (Oyp)eo —p_(dycl)

bbyy = sbyy = —(04byy)em — 20y Dy

(3.50)
375++_ = a_b++ — (2[)4__5_) 84,’[1,,, — ‘l'_L__({)_]..b.F.._l. —+- ((9+Z++_) c_ + 2£++_8.|_C_ .

Deve ser realcado que, devido ao fato de que a transformacio de BRST de by, € a
componente 7'y | do tensor momento-energia, a diferenciacao com respeito a fonte externa

fi—— da transformacéo de Legendre da acio completa (3.46)

26, =S+ [ @i+ i) (351)
leva 4s fungbes de Green com insergdes de T, ,. Em outras palavras, a identidade de

Slavnov-Taylor (3.47) € o ponto de partida para a caracterizacio da algebra de correntes
do tensor momento-energia.
Introduzindo agora os dois operadores funcionais [22]

] 68 é
_ [ 2 _ [ 2 09 -
W, -ﬁ/ d*x I W_ / d*r (l++_5 " + pens C_) ; (3.52)
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prova-se rapidamente que

S=dr' W, +dz W_ (3.53)

satisfaz

d——1b8, [d8=0,

d representando a derivada exterior d = dz'8; +dx 9_. A decomposicao (3.10) esta
entao realizada. Para que obtenhamos o conjunto de transformacoes {3.49) e (3.50) a
partir de uma condigdo de curvatura nula, procedemos como antes definindo o analogo

do multipleto de calibre {3.2)
i =eco=c +dz +drp (3.54)

Introduzindo também o campo vetorial holomérfico & = Z da—, facilmente se verifica que

as eqs.(3.49) podem ser descritas por nma condicdo de curvatura nula

-1
de=, (6,8 = L, (3.55)

onde, como usualmente, d é o operador

d=ese®=b+d,

e L7 representa a derivada de Lie com respeito ao campo vetorial? &

Definimos também o multipleto de matéria 5++ COmOo
B—H- — 65[)'{“[ = b‘f._’_ + d.’f;—£++_ ; (306)
a0 qual associamos o diferencial quadratico holomérfico

b=b, dr" ®dz" . (3.57)

*Obviamente, o parénteses [¢, ¢ na q.(3.55) refere-se agora ao parénteses de Lie de campos vetoriais.
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Assim, as transformagdes (3.50) podem ser escritas como
db— £:0=0. (3.58)

Esta equacao é a ansloga da condicio de covaridncia da matéria (3.34) e junto com a
equacdo (3.55) caracteriza completamente o sistema b - ¢. Deve-se observar que. como
acontece no caso dos modelos BF, as fontes externas (p, 1) estao misturadas, i.c., a
fonte g associada a transformacio nio linear de b pertence ao multipleto de calibre ¢ e
vice-versa.,
Podemos considerar agora o problema da identificagio das anomalias que afetam a
identidade de Slavnov-Taylor (3.47) ao nivel quantico, voltando a atencao para a solucao
das equacoes de descida
bl +dw? =0,
bw? + dwg =0, (3.59)
bwg =0 .

A cohomologia do vperador de BRST no setor das zero formas com Ny = 0 contém, no

caso presente, um tnico elemento dado por [22]
wy = c.dc_ e . (3.60)
Pela condicao de curvatura nula (3.55), segue que o cociclo generalizado de grau total

trés

P =8.0,8.8% (3.61)

pertence a cohomologia de d. A expansio de &® daré entjo a solugao do sistema (3.59),

& =wp fwl+wl (3.62)
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Com

(3.63)

Em partienlar,

f wh =2 / dr? ¢ & p__ (3.64)

é reconhecida como a tao bem conhecida anomalia de difeomorfismo que caracteriza a
carga central na Algebra de correntes do tensor energia-momento.
Vamos concluir com a observacio que a agéo completa b — ¢ (3.46) pode ser escrita,

em total analogia com a eq.(3.41), na forma

0

S = / oo (de- — 70,7 )dst]) = - / AT (3.65)

mostrando como o modelo b — ¢ pode ser interpretado como uma espécie de sistema BI7

bi-dimensional.
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Capitulo 4

Sistemas de Curvatura Nula com

Multipleto Incompleto

No capitulo precedente, analisamos a formulagéo de curvatura nula de sistemas descri-
tos através de um campo multipleto completo, cujas componentes expandiam todos os
possiveis grans de forma. O capitulo presente serd dedicado a analise de sistemas de cur-
vatura nula quando a condicio de completeza do multipleto € relaxada [16]. O multipleto

de calibre é entao descrito por

A=Y g7 =ct Attt 4o, 1<q<D, (4.1)

D sendo a dimensao do espaco-tempo. Assumiremos, portanto, que as transformagoes
BRST nilpotentes das componentes goj,-'j (0 < j < g) de (4.1) serac as mesmas que as

do caso completo, eq.(3.5).

be = ic? |
bA = —dc+ilc, Al , (4.2)
) 9_i 2 g —m —j+m ;

~ m=0



O espaco funcional £ no qual trabalharemos serd o mesmo espaco dos polinomios nos

1—3 . ..
campos @; 7 e nos seus diferencials,

E = polinomios em (Lp;*j, dgpjfj; 0<4< q) i (4.3)

J4 tendo definido as transformacdes de BRST, pode-se agora introduzir a decom-

posigao de (1.17). O operador ¢ € determinado como

A=éc,
S, 7 =G+ Ve, 0<j<qg-1, (4.4)
bipy " =10,
e
Sd ™ = (j + V)dw; ] 0<i<qg_2
¥j J Y J=4q )
2= = i — RN —m M-
my =0

q
bdek™t = g+ 1) [opnt " e

Verifica-se facilmente quie, no espago funcional &, os operadores b e § de fato realizam

a decomposicao (1.17),

d=[b,6] . (4.6)

No entanto, comparando-se as eqs.(4.4) e (4.5) com as correspondentes ao caso com-
pleto, eqs.(3.8) e (3.9), vé-se que, enquanto a acio do operador 6 nas componentes (,pj-”j
é a mesma, as transformacdes dos diferencials de grau de forma superior, dn,o‘;?:'f e d(,pf;q,
agora nao se anulam. Este fato implica que aqui, ao contrario do que ocorre no caso

completo, § ndo comuta majs com a derivada exterior d,

[d,6] # 0 . (4.7)

Além desta relacio, teremos qie, dependendo da dimensao do espago-tempo 1) e do
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numero g de componentes do multipleto de calibre A, o5 comutadores
[lld, 8], 6.4] ... 8] (4.8)

também poderao ser nao nulos.

Realiza-se desta forma o que foi preconizado na Introdugao (ver comentario acima da
eq.(1.18)), quando anunciamos que a comutacao de d e § nao seria sempre valida, e isto
exige para o caso presente uma analise diferente da que vinha sendo feita até entao, até
porque o ambiente de teorias que estaremos descrevendo ird diferir do antecedente.

A condicio de curvatura nula serd ainda obtida a partir da aplicagio do operador &

na transformacao do campo de “ghost” ¢
efbe et = it . (4.9)
Lembrando que A = é’¢ e definindo, como antes, o operador generalizado d como
d = e’be ,
obtemos a condigao de curvatura nula
dA =i A? (4.10)

para o caso de multipleto nfo completo. A equagao (4.10) é, no entanto, apenas apa-
rentemente similar & condicio correspondente a0 caso completo, eq.(3.4). Na verdade,

devido as eqs.(4.6) e (4.8), o operador d sera dado agora por

16,6,16,.....dll , (4.11)

de forma que, definindo os operadores



1. .
g;l - 5[67 d’] 3
! Lo
= a[é[@d“ =3 [67921] ,
1 1 (4.12)
-3 _ 1 e R
g4— - 4 [57 [é: {éd“] - 4 [é; g‘g ] )
nos temos
_ I3
d=btd+3 G (4.13)
=2
com )
gQ_l = 5{69 d] 3
L (4.14)
1-n _ —n
g‘n - n [51 n,1] ) n> 2.

Vemos entao que, no caso nao completo, a condicdo de curvatura nula é acompa-
nhada por um conjunto de operadores G1™" em involugdo, de acordo com a eq.(4.14). A
origem destes operadores, de fato, deve-se a0 carater nao completo do multipleto de ca-
libre, e as suas formas explicitas podem ser facilmente obtidas a partir de suas defini¢des
(4.12), usando (4.4) e (4.5). O nimero de operadores G} que nao se anulam identi-
camente, como veremos depois através de exemplos, 1ra depender tanto da dimensao do
espaco-tempo D quanto do niimero ¢ de componentes do multipleto de calibre A. Pela
expeliéncia anterior com o multipleto completo, é imediato concluir que quando ¢ = 0
esses operadores nao estarao presentes. Mas o mais importante € que a existéncia deles
implica que a cohomologia do operador d ndo é mais diretamente relacionada a aquela do
operador d+b. Entio, as classes de cohomologia de d nao fornecerao imediatamente uma
solucao para as equacdes de descida. A forma como a cohomologia do caso completo,
eq.(3.25), sera alterada para que tenhamos as solucdes do caso nao completo € o assunto
da préxima secao.

Antes de terminar esta secao, uma observagao merece ser feita. Nu capitulo anterior
fol mostrado que as transformacdes de Slavnov-Taylor decorriam de se postular uma

condicgo de curvatura mila para o multipleto de gange. Neste capitulo ja foi adotada
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a alternativa de se partir das transformacdes (4.2) para os campos e destas obteve-se a
condicao de curvatura nula decorrente da existéncia da decomposicao delta. No entanto,
se tivéssemos partido novamente de uma condicao de curvatura nula, a conchisao seria
que seriamos forcados, de qualquer forma, a introduzir vs operadores G2~ para evitar

o aparecimento de vinculos sobre as componentes do multipleto nao completo de calibre

Al

4.1 Solucao das Equacgoes de Descida

O trabalho de se calcular a cohomologia do operador de BRST b, devido ao cavater
nao completo de A, serd bastante simplificado pela introduco das seguintes curvaturas

generalizadas 1,7} de grau total dois:

¢

—Tm — Tt 2 —h C—1T -
H:n‘-l-l = d(,p?ln o 5 Z [{PF{ Angp'rthrl—k] ’ 1 S m S q. (4'13)
k=1

Em particular, para m = 1 a expressao {4.15) reduz-se a
R =dA—-iA* = F |

recuperando-se assim a usual curvatura de calibre. Para m > 1, as curvaturas terao
N, < 0 e estarao associadas aos campos 0" {k > 2) no multipleto de calibre (4.1).
A vantagem de se trabalhar com as curvaturas reside no fato delas se transformarem

covariantemente sob a acao do operador de BRST,

m+1 m+1

bR =ile, Ry (4.16)
Essa propriedade, seguindo o ji amplamente tratado caso de Yang-Mills [13, 34, 37, 38],

. 11— 7 s e
sugere a conveniéncia de se usar as curvaturas £, ") como varidveis independentes, em vez

dos diferenciais da,oz;“k. Consequentemente, o espago funcional ¥V com o qual se trabalhara
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sera dado por !

V = polinomios em (c , AL @

1—3

?

2<j<gq; de,

m 17

RYm 1 <in< q)

(4.17)

b

e, utilizando (4.13), teremos o seguinte conjunto de transformacdes nilpotentes de BRST:

2

be = ic” |

bA = —de+ijc, A

boa™ =i [e, o0 ™ —

bdc = i[e,de} ,

-y __ . 1—j
bR,y =i [c, R

K

R‘z—m

1<7<q.

(4.18)

Podemos partir agora para a solugao da cohomologia de b. Definindo o operador de

filtragem N

Ne=c, NA=A,

1—m

N ™ = ¢,

2<sm=<gq,
Nde=de, NR

7

o operador de BRST se decompoe como

COml

boCZO,

_ Rl
- Rj—l—l i

b="by+ b,

boA = —de s [Jgd.c =0 5

by ™ = R
boltg ] =0,
b2=0.

ba

INZ?fIra =0

T

3

1<3<g¢g,

2<m=gq,

(1.19)

(4.20)

As equacdes (4.20) mostram que todas as variaveis, excetiiando a zero forma de “ghost”

¢ e a curvatura mais alta R;;f, estiio agrupadas em dubletos de BRST. Isto implica que

Tmplicitamente admitimos aqui a introdugao dos duais em V, através da operacio de “Hodge”.
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a cohomologia de by e, por sua vez, a de b dependem somente de ¢ e de R;?f Mais
precisamente, usando os resultados gerais das referéncias [13, 34, 37, 38|, segue que a
cohomologia de b no espaco funcional V é expandida por polindomios invariantes nas

. 1— ) . .
variaveis ((:7 R, +’{) construidos com mondémios fatorizades na forma

T N e (R m=1,2 1
(7(2—H+T)1) 7“( q+l) .omym=1,2, ... (4.21)
Ohbserva-se entdo que a cohomologia do operador de BRST no caso do multipleto nao
completo, além dos usnais cociclos de “ghost” (T7 ¢®*!), inclui também polinomios nas
curvaturas R;:f Deve ser notado também que, sendo o nimero de “ghost” negativo
para a curvatura R;;f quando ¢ > 1, a cohomologia de b tera contribuigdes nao triviais
em setores com carga negativa.

Como mencionado antes, a presenga dos operadores G.7" na condicao de curvatura
nula (4.10) requer uma ligeira modificacao, em relacio ao caso do multipleto completo,

no processo de subida das equagdes de descida (1.15)

bwpt + duplily =0, 0<j< D1, '
5 (4.22)
b LUO) - 0 ‘

De fato, repetindo o mesmo argumento do capitulo anterior, chega-se & condusao que,

uma vez obtida a solucao wg: tD s nltima equacdo do sistema (4.22), uma expressao

G+D—j

explicita para os polinémios mais altos w; é fornecida pelo cociclo generalizado

G0 de grau total G + D

D N
a}G—i-D — Zwﬁr—i—DfJ’
7= 5 (4.23)
D = (WS Y QJG+D-—J‘
J=q+1
onde w§ TP é
G+ D
WGP = T — (1.24)
G+ D)’

ot
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. GHI—g ~ . . . R
e as quantidades Q; ? sa0 determinadas recursivamente através de condicoes de con-

sisténcia

-1
bQ_C-HD_j:(j—l) _ 1 -7 G+U+ k#l g_;vQGJrD F+k ]
’ e Z ¥ (4.25)

QC'+D E 0 se (j—k)<g+1.

Pelas eqs.(4.23) e (4.25), vemos como a solugdo da torre {4.22) no caso nao completo é
deformada em relacio & solucao correspondente do caso completo, eq.(3.25), pela inclusao

. G+D—j
dos cociclos £); Ho=3

4.2 Exemplo I: Yang-Mills como um Sistema de Cur-
vatura Nula

Como primeiro exemplo importante de um sistema de multipleto nao completo, sera
apresentada a formulagdo de curvatura nula da tecria de calibre de Yang-Mills pura,
numa dimensao de espaco-tempo arbitriria, correspondendo ac multipleto generalizado
com g = 1,

A=c+A.

F importante lembrar que, j& que as tearias de Yang-Mills nao sao renormalizaveis se-
gundo o critério de “pawer-counting” em dimensoes de espago-tempo malores que quatro,
nessas dimensoes os campos A e ¢ serdo tomados como campos externos nao quantizados
acoplados a correntes de campos de matéria quanticos. Assim, a existéncia de anoma-
lias de calibre ac nivel quantico ird corresponder a violagbes de leis de conservagao de
correntes de matéria e ao aparecimento de termos de Schwinger na algebra de correntes
correspondente. Nao é dificil verificar-se que neste caso a consisténcia da condicao de

curvatura mla (4.10) requer que somente o primeiro operador Gy ' da eq.(4.13) seja nao
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nilo. Entao, para o operador d obtém-se

d=b+d+G;*, (4.26)
e de
dA =iA? (4.27)
obtém-se
be = ic?
(4.28)
bA = —de +ile, A] |
e

Gile = —dA+iA* = ~F,

Glde = i[A, F] | (4.29)
G'A=Gs'I'=0.
Pelas equagdes (4.4) e (4.5), para o operador & tem-se que
be = A, bde = —dA + 2142, _
(4.30)
5A=10, bdA =10,
e
d=—1[b68, G '=4211[64d],
[ } 2 9 [ ] (4-31)

6.6 - 67 [n.677 =0
No qite concerne a solucio das equagdes de descida (4.22), serdo dadas as solugdes finais
nos setores das anomalias de calibre, NV, = 1, e de contratermos de Chern-Simons, N, =
0 (uma discussiao detalhada de como construir explicitamente essas solugoes pode ser

encontrada em (14, 15]):

) i(n —p)

I __
Pan = Z(Zn—p+1)!pl

p=0

(P (e, 17, (A7) F) +iln — p)Ple, AL £7, A, (A7)77), (4.32)
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n 3 (n—n)

0 _
Wonpt = D (2n —p+ 1)ip!

=0

P(F?, A, (A*)7) (4.33)

onde a dimensav do espago-tempo varia segundo o inteiro n = 1,2, ..., P(F1, o, o) Tn)

descreve os polindmios invariantes definidos por (6]

P(Frs Fas s To) = T T To STO(PHT% T (4.34)

STr representando o trago simetrizado , e onde, seguindo & notac¢io de Zumino [7], foi

usado que

PN, Jasoon I7) = P(N Fon T, T, T) (4.35)
S —

p-vezes

12 importante enfatizar que as equacgdes (4.32) e (4.33) representam uma das mais com-
pactas expressdes para a anomalia de calibre e para o termo de Chern-Simons numa

dimensao arbitraria de espaco-tempo.

4.3 Exemplo II: Sistemas BF Massivos

Neste segundo exemplo, iremos mostrar que podemos adaptar o formalismo apresentado
neste capitulo para o caso de mais de um multipleto néo completo, numa forma bastante
similar ao caso BI" do capitulo anterior. De uma forma mais simplificada, nos limitaremos
3 analise do caso abeliano. Teremos entao um multipleto de calibre para o campo de

Maxwell

A=c+A, (4.36)

com as transformacoes abelianas de BRST,

(4.37)



e as transformacdes segundo G5,

Gle = —dA,
2 (4.38)
GylA=10,
sendo determinadas pela condicao
dA = 0. (4.39)

Teremos também um multipleto B para um campo associado a uma dois forma de calibre

B, mas que aqui terd dimensao um. Esse multipleto terd a forma

B=éeop=¢+&+ 8, (4.40)

onde ¢ é uma zero forma com N, dois e dimensdo —1, e £ uma nm forma com Ny um e

dimensao zero. Suas transformacoes serao determinadas a partir da condicao

iB — 0. (4.41)

Esta indica que, além das usuais transformaces de BRST

bp =0,
bl = —dg, (4.42)
bB = —d¢f ,
e as geradas pelo operador G5
g;lé‘ = -—aB ?

(4.43)
Gylo=G,'B=0,
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: - -2
teremos ainda transformacdes geradas por um operador {;

Gy = 1dB ,

(4.44)
G =05"B=0.

Além do conteiido de campos determinado acima, admitiremos ainda a presenca de
uma constante massiva 7.

Quanto & cohomologia local do operador b, imediatamente concluimos que ela é ex-
pandida pelos polindmios nos campos ¢, ¢, e nas “curvaturas” dA e dB. Entao, as
equacoes de descida dadas por
dio = 0, (4.45)

com

~ 5.0 1 3 2 1 0
O =c¢wy = wy + wp 4wy +wy + owy, (4.46)

possiirao contribuicoes locais nos niveis das zero formas,

Ad=am?¢p, (4.47)

das dois formas,
A2 = Bm(pdA) , (4.48)

das trés formas,
Az = ym(cdB) , (4.49)

e, finalmente, duas contribuigdes no nivel da acao,
A =) (dB)? + p (dA)?, (4.50)

onde a, 3, 7. A e p s80 constantes arbitrarias.

Expandindo os diversos termos na eq.(4.45), e separando segundo o grau de forma,
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podemos montar o seguinte sistema de equacgoes:

bwy = 0,

bw? = —dut,

bw?: = —dwl — Gilwd, (4.51)
buwy = —dws — G5lw! — G3lwyp

bl = —dwh — g;lwg — g§2w? )

Para que possamos identificar as solugdes das equagoes de descida, os termos em G devemn
entao ser expressados na forma de variacdes de BRST mais derivadas totais. Feito isso,
e usando os resultados da cochomologia local, egs.(4.47) a {4.50), a solugao final para o

nivel superior, modulo derivadas totais e variacoes de BRST, é mostrada ser da forma
B i v 2 2
Q, = gdeA + Z-mAdB + A (dB)" + p (dA)” . (4.52)

Aqui observamos um fenémeno que sempre é possivel quando tratamos de multipletos
incompletos e temos a acao de operadores . Uma das solucdes locais da cohomologia,
justamente a que estava no nivel das zero formas dada na eq.(4.47), fol obstruida no
processo de subida das equacgdes de descida. Assim, apesar dela estar presente nos niveis
inferiores, ela nao fornece uma contribuicao no nivel da ac¢ao. como podemos concluir
pelo fato da solugao final (4.52) nao apresentar um termo com coeficiente a.

A acao que obtemos pela integracio de (4.52), i.e.
5 - / dz (km BdA + MdB) 1 p(dA)?) | (4.53)

com k uma redefinicao das constantes /3 e v, € bastante conhecida pelo fato de, mantendo
a invariancia de calibre, fornecer explicitamente uma massa para o campo de calibre A,
evitando o mecanismo de Higgs [42]. Como observacéo final, resta o comentdrio de que

até hoje nio é conhecida uma generalizacao nao abeliana para esse modelo BF massivo.
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Capitulo 5

O Formalismo de Curvatura Nula
para as Teorias de Yang-Mills
Supersimétricas N=1 no

Superespaco

Todo o procedimento BRST de quantizacio algébrica pode ser facilmente adaptado de
forma a incluir o caso das teorias de calibre renormalizdveis supersimétricas N = 1
no superespaco para quatro dimensdes espago-temporals, para as quals um conjunto de
equaces de descida no superespago ja [ol estabelecido [43, 44, 45]. A solucdo dessas
equagoes, tanto quanto no caso nao supersimétrico, fornece diretamente todas as ano-
malias de calibre e os contratermos invariantes de BRST numa forma manisfestamente
supersimétrica [25].

No entanto, deve-se observar que no caso supersimétrico tanto a derivacao da versao
no superespaco das equacgoes de descida quanto a construgao de uma solugao sao mais
complexas que no caso niao supersimétrico. Em grande parte, isto se deve a dlgebra das
derivadas covariantes espinoriais [, e Dy e aos vinculos de (anti)quiralidade de alguns

dos supercampos que caracterizam a teoria.
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Neste capitulo, a férmula de decomposigao (1.17) serd estendida para o caso da teo-
ria de Yang-Mills supersimétrica N = 1, fornecendo assim um caminho simples para
a solucao das equacoes de descida no superespago. Mais ainda, como no caso nao su-
persimétrico, as formulas de decomposicao permitirao colocar tanto as transformacdes
BRST quanto as equacbes de descida supersimétricas em um formalismo de curvatura
nula, revelando entac um contexto puramente geomeétrico no superespaco.

Mas, antes de se iniciar a apresentagao dessa construcao algébrica, vamos comecar
pela fixacdo das notagbes. O contetido de supercampos que serd utilizado ao longo deste
capitulo serd o conjunto padrao de supercampos das teorias super-Yang-Mills N = 1,
i.e., 0 supercampo vetorial ¢ e as superconexdes de calibre ¢, e ©,. Estas sao definidas
por

Pa = eisﬁDaeé, We = e‘z’ﬁde"‘f’, (01)

onde D, e Dy sao as derivadas de supersimetria usuais 1

o (5.2)
DoDs + Dy Dy = 2ict, 0,
Introduzindo agora os “ghosts” guiral e antigniral de Faddeev-Popov c e €@
5& c = ])a ¢ =40 5
para as transformacoes nilpotentes de BRST no superespaco obtém-se
se? = e%c — et
s¢ = —c”,
88 — —0°, (5.3)
8o = —Dge — {c,9a},
§Pq = _bﬂf—(_ — {E,ad} )

1 As convengdes de supersimetria usadas aqui sao as mesmas que as da ref.[16].
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{S, Da} = {S,Ed} = 0.

Para uso futuro, serao dadas também as transformagoes de BRST das supercurvaturas

F,, quiral e I, antiquiral

F,= Do, , s FL =0,
Fy= D%, | Dy Fa=0, (5.4)

‘51’; = —{C, ,I*ja} , SF@ = —-{(‘37 Fd} .
Os niimeros quanticos, 4.e. as dimensoes, os niimeros de “ghost” e as cargas K, de todos

0s campos sao listados na tabela a seguir:

s D, Dalolcelelval@al Fu| Fa
dim |0 L P2 iolo0l 33|33
N, (1] 00 0(1[21/0l0j0O]O
R |01 ]|-1l0]0j0; 1 -1 —-1}1

Tabela 5.1: CargasR, dimensdes € nimeros de "ghost”

Os campos serdo tratados como comutantes ou anticomutantes de acordo com o seu
grau total, agora tomado como a soma do seu nmimero de “ghost” com o nimero de
indices espinoriais. Todos 0s campos assumirao valores numa, algebra de Lie e o grupo de
calibre G seré tomado como um grupo de Lie semisimples com geradores antihermitianos
e

O conjunto de campos (¢, ¢, ¢, Pa, @) © suas derivadas covarianies vai entao definir o
espaco local bésico para o estudo das equages de descida no superespaco. Observemos
também que, devido ao fato de que 1) e D possnem dimensao 3, o mimero de derivadas
covariantes torna-se limitado por exigéncia do “power-counting”. Por exemplo, como
veremos nas proximas segoes, a anélise da condicao de consisténcia no superespaco tanto
para a anomalia axial (1) quanto para a de calibre requer o uso de séries de potencias
formais locais nas varidveis (¢, ¢, @, @q, P,) de dimensao 2. Nao custa lembrar tambem que

o carater nio polinomial de certas expressdes no superespaco deve-se a adimensionalidade
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do campo @. Finalmente, sempre que as derivadas espaco-temporais d, aparecerem
estara subentendida a sua substitnicio pelas derivadas covariantes 12, 1), de acordo com
a algebra de supersimetria {(5.2).

Pode-se introduzir agora os operadores (, e (4, de nimero de “ghost” —1 e grau total

zero, definidos por

ot = (ot = Catd = Cup =0, (5.5)
= 0

E praticamente imediato conferir que eles satisfazem as seguintes relagoes algébricas:

[gﬁu 5] = I)rx 2

[Edz] 5] = de 3 ‘ (56)
que nada mais sao que o anadlogo & decomposigao (1.17), do caso néo supersimétrico,
para o caso das derivadas covariantes supersimétricas. Os operadores (, e C,, 530 entdo

os operadores de decomposicao supersimétricos, que serao extremamente tteis na solugao

das equacoes de descida no superespaco.

5.1 Relacoes Algébricas

Podemos comecar a construcao da dlgebra completa para ¢, e ¢, observando primeira-
mente que estes operadores nao comutam com as derivadas covariantes de supersimetsia
D. D. Atavés das eqs.(5.5) tem-se, em completa analogia com o caso Yang-Mills nao

supersimétrico, que

e e N 657
[Ea:jé] = K-Ot:Dﬁ} = 09
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onde o novo operador (_; tem nitmero de “ghost” -1 e atua nos campos na forma

Gad’c = Ea@u ¥ G(xaﬁzc = Dagﬁa« s (5 8)

{Gad,s} = {Da;bd}:
kﬂucﬂﬁ] - [Ef'x’(;ﬁﬁ] = {:ﬂé’cﬁﬁ} = 0.

De (5.9), e lembrando a algebra de supersimetria (5.2}, vemos que (7, ; realiza a decom-

(5.9)

posicio da derivada espago-temporal. Da mesma forma, o operador nao anticomuta com

as derivadas D, D:

1 .
icdﬁ

1 _ — -
{Gas, Da} = _afa’ﬂHd; {Gm,Dﬁ;} = Ra , (5.10)

onde R, e F; tem nimero de “ghost” -1 e geram as transformacoes

Ii(xC:Fa') PH’C’! ZFC'I?

™l

R = 204D + DoDa® + (DB )T + By, (D(@d) i
Hqe = 2,Da5d(,0a. +ﬁaD&<,0n “+ (ﬁd(,pa) Lo +LPQ (ﬁd(ﬁ&-) 5 (511)

Raq’): Ra(ioﬁ: VO{TDE:HC!F.U-’:R&?;'%:O7

Além disso. temos ainda

(Ra,s] = [Ray Dyl — [Ro Dyl = [Ra, G

&

_ (5.12)
[RG’) (:’B] i [ngﬁ] = [R'mRB] = [RCI:'RB] =
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Concluindo esta segao, sao tabelados os nimeros quanticos dos operadores que compoem

as relagoes algébricas (5.6), (5.7), (5.10)

(o | Tl ges | e | B
dim |3 |3 |1 28
N, | -1i-1]-1 -1 1
R 1 —110 —1 11

Tabela 5.2: CargasR, dimensdes e nimeros de "ghost”

5.2 A Condicao de Curvatura Nula

'Tendo caracterizado todos os operadores necessérios para a consisténcia da decomposicao
supersimétrica (5.6), vamos passar a anélise dos aspectos geométricos das relacoes algébri-
cas obtidas até o momento. Com esse intuito, é 1itil introduzirmos um conjunto de
parametros globais e, 2% e ¢ de niimero de “ghost” um, naturalmente associados aos

operadores {,, (. e (7,5, € que obedecem as relacoes
1Y as S e ) ¢

el = gt = gl = (.
(5.13)
[EQ,EBJ — [ea)‘:‘py:l _ [é‘&a,(iﬁ:’ — 0,
c
a e 1l of oy zé
e% é R e ey,
et gh — 1cad gogh (5.14)
e® &P el = LB v B

fixando as propriedades de simetria dos produtos de dois parametros com respeito avs
seus indices espinoriais. N&o é dificil de se construir uma realizacio explicita para esses
parametros em termos de constantes de estatistica padrio, para que se torne claro a

estrutura das relacoes acima. Assim

e = N0, & = A\, & = \VBy,
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onde A% e A” 520 espinores constantes e §, ¥ e ¥ sao varidveis de Grassman independentes.

ea Ea EQ(X

dim | — —1

N, |1 [1 |1
R o [0 |o

Tabela 5.3: CargasR, dimensoes € niimeros de "ghost”

Este conjunto de parametros, e suas relagbes descritas acima, sao fundamentais para
que possamos constriir, a partir das relacoes algébricas definidas na dltima secao. uma
dlgebra para os operadores de decomposicio que seja realizada “on-shell” sobre todos os

campos da teoria.

Definindo agora os operadores nilpotentes adimensionais ¢, ¢ e G como

(=¢"ea, (=¢8, G=G5

~tk
€. s

é imediato verificar-se que eles possuem niimerc de “ghost” zero e carga R respectiva-

mente 1, -1, 0, e que a sub-algebra gerada por (,. fd e Ga,@: i.e.

[CarCol = [GarCs] = |
[a Gag| = [CorGpa] = {GossGus} = 0,

pode ser reescrita simplesmente como
[c¢ = e = [¢6] = o.

Analogamente, introduzindo os operadores nilpotentes G D, D R R,O, 9
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&

7 = G%e, e,
D = Daea; E — Eaéd,

(5.15)
R = R €, 8%, B =  Rie*e&d,

8 — {DQ,EQ} € Ed 3 8 = {DQ,EQ} g{; )
é imediato conferir que todas as relacGes algébricas (assim como as transformactes dos
campos), equagoes (5.6), (5.7), (5.9), (5.10) e (5.12), podem ser transcritas na seguinte

notacao livre de indices:

sl = D, [Gs = D, {Gsb = 8, |65 = 0,
{s, D} = 0, {a,ﬁ} = 0, [5,5] = 0, {88} = 0,
[D,a] =0, [Dd = 0, {D} = 0, (Do} = o,
(5.16)
D¢l =0, [0 =0, D¢ =&, [pg = @,
[3,5‘] = 0, G.G| 0, [¢.G] = 0, [¢G] = 0
G,8 = o, [G.d] = o, G0 = o, éa} — o,
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[
)
——
I
o
——
)

-/
—
Il
o
=
AR
I
el
)
]
I
b2y

G =0, [G =0, o =%, [8¢ = %
B =0, [¢R =0, [¢R =0, R =0,
(7.8 =0, [Rd = o0, {R3} = 0, {Ro} = 0

{D,R} = 0, {D,R} = 0, {D,R} = o, {DR} - 0,
[GR} = 0, {GR} = 0, 6B = 0, .7 - o,

{s,R} =0, {sR} =0, {REB} = 0,
Prosseguie-se agora mostrando-se quie, como anunciado no inicio deste capitulo, as
transformacoes supersimétricas de BRST (5.3}, (5.4) podem ser obtidas através de uma

condicdo de curvatura nula generalizada. Introduz-se o operador &,

§=¢+C -G, (5.17)

que de fato realiza a decomposicao completa de todas as derivadas
[s,6] = —D — D — 9.

Definindo também, identicamente ao caso nao supersimétrico, a transformacao é do ope-

rador de BRST 5 como
d=¢ese?, (5.18)

obtém-se

]
|

s+ D+ D+ 8—-G+ (5.19)

8,
fi

bo|
B [
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dd = 0

7

de tal forma que, chamando A e 4 as transformacoes § dos “ghosts” quiral e antiquiral

(01
A=eec=c+¢p+ Do, © = v, , (5.20)

A=ce=c4+p5+ D7, = 7,7, (5.21)

Gl

segue que transformacoes de BRST de (¢, ¢) implicam as equacdes de curvatura nula

fsetele = et —=dA+ A =0, (5.22)

P

seclele = e = c?i—{—iz = 0. (5.23)
Confirma-se facilmente que as equagoes (5.22) e (5.23) reproduzem todas as transforma-
¢oes de BRST (5.3), (5.4) bem como o conjunto completo de equagtes (5.8)—(5.11). Vé-se
entao que, em completa analogia com o caso nao supersimétrico, as equacoes de curvatura
nula (5.22) e (5.23) estdo profundamente relacionadas com a existéncia dos operadores
Ca © sy Metece ser sublinhado aqui que o operador nilpotente d na eq.(5.19) ira ter um
papel importante na discussao das equacoes de descida no superspago . Por exemplo,
como veremos explicitamente na préoxima segao, as equagoes de descida no superespaco
correspondendo aos contratermos invariantes de BRST podem ser notavelmente obtidas
da equacao

da =0, (5.24)

onde @ é um cociclo apropriado de dimensao zero e niimero de “ghost” tres, cujos coefi-
cientes de sua expansao de Taylor nos pardmetros globais (e®, &%, Ea“*) sa0 polindmios no
superespaco . A equacao (5.24) pode também ser aplicada para caracterizar as equagies
de descida da anomalia U7{1). Na Segao 5.5 veremos que uma ligeira modificacio da
eq.(5.24) permitird tratar também o caso da anomalia de calibre de Yang-Mills. Em

todos esses casos, os coeficientes das componentes de @ nao excederao a dimensao dois,
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esta dimensdo sendo tomada como o limite superior de nossa andlise das equagoes de
descida no superespaco. Em outras palavras, no que segue nos limitaremos ao estudo das
solucdes das diversas equagdes de descida no espago dos funcionais locais com dimensao
menor ou igual a dois. Em particular, de acordo com a tabela (5.1), isto implicara que o
nimero méaximo de derivadas covariantes 1), D presentes em cada componente de & serd
quatro.

Para concluir esta secao, a seguinte observagio precisa ser feita. Estando interessados
nas equacoes de descida envolvendo funcionais de superespaco de dimensao menor ou
igual a dois, dever-se-ia ter conferido o fechamento da algebra (5.16) construida com os
operadores (s,(,(, G G.D. DR RO, 5) sobre todos 0s campos e suas derivadas cova-
riantes até, e inclusive, a dimensio dois. Nao é dificil de se convencer que, na verdade,
existe nma quebra no fechamento desta algebra no nivel mais alto de dimensao dois. No
entanto, como usualmente ocorre em supersimetria, mostra-se que os termos de quebra
s30 proporcionais as equacoes de movimento correspondentes a acao de super-Yang-Mills
N = 1 puro, implicando entio o fechamento “on-shell” da algebra. A avaliagao do co-
mutador entre os operadores { e s aplicado ao supercampo de curvatura de calibre £

fornece

C.o F=—1lp, F]. (5.25)

O lado direito da equacao (5.25) pode ser reescrito como
.8 F —DF ~ (DF + lp, Fl),
de forma que, lembrando que
DF + [, F] = —%e"’éﬁ.;yé”" (D° Ty + {¢™, Fu}) = 0 (5.26)

é precisamente a equagio de movimento para a agio de super-Yang -Mills N =1 puro,

obtém-se
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[C, s} F =DF — eq.de movimento .

E importante enfatizar aqut que o fechamento “on-shell” da &lgebra nao representa, na
verdade. uma obstrugao real a solucac das condigoes de consisténcia no superespaco.
De fato, pode-se observar da equagao (5.26) e da tabela (5.1) que as equacdes de movi-
mento de Yang-Mills téem dimensao dois. Entao, elas poderiam eventualmente contribuir
somente no nivel mais alto das equacbes de descida. Realmente, o fechamento “on-
shell” da algebra (5.16) reside no fato de que estamos trabalhando sem o uso das fontes
externas de BRST | que, como é bem sabido, permitem que se leve em consideracao
adequadamente as equagoes de movimento, reestabelecendo assim o desejado fechamento
“off-shell”. Além disso, como mostrado em [43, 44, 46], essas fontes externas néo con-
tribuem para a cohomologia de BRST nos casos considerados aqui da anomalia quiral
U(1), da anomalia de calibre, bem como da acdo invariante. Por esta razéo, elas nio
precisaram ser introduzidas. De qualquer forma, no Ap.C serd mostrado como a definigao
de campos externos apropriados permite que as equacoes de movimento de Yang-Mills

possam ser levadas em considerag¢ao de uma forma simples.

5.3 Equacoes de Descida Nao Quirais para a Agao
Invariante

A analise das equacdes de descida no superespago comeca pela consideragao da condigao

de consisténcia de BRST correspondente a acao invariante de Yang-Mills na forma nao

quiral, z.e.

.sfcz“x POPOLY — 0 — s£% = DL 4 Dy £15 (5.27)
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onde £° é uma série de poténcias local de dimensio dois e nimero de “ghost” zero. De
acordo com o que foi afirmado na dltima se¢ao, o conjunto completo de equacées de
descida no superespago que caracterizam £° pode ser obtido diretamente da equacio

generalizada

!

do = 0, (5.28)

E

com w um cociclo generalizado de dimensao zero e niimero de “ghost” trés, cuja expansio

de Taylor nos parametros globais {e®, €**,€*) é dada por

& = W+ wiey + WLEY | D2EEE L ' e, B
(5.29)
+twl® 8,8 + WY e 8 4 W0 e® B,y B
i © a € o » Can €.
Os coeficientes (w?®,w?* % @22, @' & w!* W, w?) sdo séries de poténcias locais nos

supercampos com os seglintes mimeros quanticos

3 2 —2 ~2 ~la |, 1o —1 ]
w w {u‘d w G W’ & at “ufx w
- 1 1 3 3
dim | 0 > 5 1 1 5 5
N, 1312 |2 |2 {1 |1 41 o

Tabela 5.4: Dimensdes € nimeros de ghost”

Em particular se observa que o coeficiente w® na expressio {(5.29) tem a mesma
dimensao da acao invariante que se procura, justificando assim a escolha dos niimeros

quanticos de & na eq.(5.28).

76



A condigao generalizada (5.28) é facilmente desenvolvida, fornecendo o conjunto de

equagoes

.0 _  _1lpe,l 1.~ | 1p —2a 4 Lpa 2
5w = s Dwy D0 + R + s R,

1 a 1) ~la Lrva ~24
_Z{D 7Dd}wa “Zdea b

s = (D Da o 3D ¥ R

Sujlc-? _ *DQEQ& _Eéwza -E-Gfﬁids,

swla = 1 {Dajﬁd} @24 4 LD ated — 1Ra 3 (5.30)
& Ezd = —5& w? ;

sy = {.D“,Ed} w?,

g wz x = o wS ,

swd = 0.

Estas equagoes ainda nao representam a versao final das equacoes de descida no supe-
respago, devido A presenca dos operadores ((o4, Ra, Rs) - No entanto, serd mostrado
que esses termos nao desejados podem ser reescritos como cociclos BRST puros ou como
derivadas totais de superespaco, significando que eles podem ser eliminados através de
uma redefini¢ao dos cociclos w ’s presentes nas equagoes (5.30). Pode-se primeiro obser-
var que uma solugao particular da torre (5.30) pode ser totalmente expressa em termos
do cociclo invariante de BRST w?. De fato, devido is equagdes de curvatura mila (5.18),

(5.22) e (5.23), é imediato que o sistema (5.30) é resolvido por



que qiando escrito em componentes fornece as seguintes expressoes

w2a — Ca w’ ;

1’12‘;‘: = G W .

Wy = E('x w?,

w'* = LG CFwd (5.32)
(;ldrty —_ gcx EQ w

gld = *% Gg g& w? »

w° _ % C* G Z& W

Agora, a parttir dos resultados na cohomologia de BRST [44, 45, 47| (ver Ap.B), tem-

se que a forma mais geral para w® pode ser identificada com o mondmio invariante de

TT(S), (5.33)

que, é claro, é determinado médulo um cociclo trivial exato de BRST. Relembrando entao

“ghost”

que pelo Ap.B a diferenca {Tr ¢ — T'r @ ) é cohomologicamente trivial, z.e.
Tret — Tred = s(..),

3 2

a expressac simétrica

(23 ES
W = Tr (5) + Tr (‘g) : (5.34)

2Deve-se observar que devido A anti-hermiticidade dos geradores T¢, o cociclo (T'r ¢+ Trz®) éreal

pode-se escolher para w
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Por outro lado, néo ¢ dificil de se mostrar que todos os termos R% «?, By «®, R® w2,
Rs @?* no lado direito das equagdes (5.30) sio cociclos BRST triviais. Considerando,

por exemplo, o primeiro termo, através das relagbes (5.12), tem-se que
sR*W® = R*su® = 0, (5.35)

que implica que R* w? pertence & cohomologia de s no setor de niimero de “ghost” dois
e dimensao um meio. E ja que a cohomologia de BRST é vazia neste setor (ver Ap.B),

segle entao que

R*uw? = sAle, (5.36)
e da mesma forma
e = sA*. (5.37)
De fato. de
&
R Tr (3) = sTr(cR%) = sTr(cF?%) .
BTy c: = sTr (Cﬁdc)
. 3 = . ,
e
ES
R*Tr (?) = sgTr(cR%) ,
. =3 . .
R Tr (%_) = s5dr (ERQE) = sTr (EFQ) ,

tem-se que A'* e Ate podem ser identificados, médulo termos triviais, com
AY® = Ty (cF®) + Tr(cR%E) A =1 (@F) 4 Tr(cl) ,  (5.38)

ande B¢ e RZ sio dados nas equacgoes (5.11).
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Da mesma forma, tem-se

R*w? = R’ = G R"W =(,sA'™

24

= 5 (CaA™™) + DaA'®, (5.39)

2

-, ¢ um cociclo trivial de BRST mais uma derivada total de supe-

mostrando gue B w
respaco. As mesmas conclusbes valem para Ry w?“, e podem ser estendidas por argu-
(o'

mentos similares para incluir os termos G @22, {DO‘, Dd} G'e D> e Dy @2 Por

exemplo, quanto a este tltimo elemento, nac é dificil mostrar a validade da identidade

‘D"'d a;,2ac'.v, — EdDQEQQ + D‘2 w?a 4+ S(ﬁa [;Tl'&d> ?
onde o ltimo termo & direita, por sé receber contribuicdes do setor trivial da coho-
mologia como pode ser concluido pelas equagdes (5.32) e (5.34), ndo serd considerado
explicitamente.
O resultado final é que as equacdes (5.30) podem ser reescrifas sem a presenca dos

operadores R e (7, levando assim & versdo final das equacées de descida para a agao
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invariante,

5 (wo—l— 1, Ay e A‘a) =1 pe ( 1.!\:1)
H1D, (@ — 1B
s (0 - JRy) =—) DaDow?, — DDgo?, —§ D5

(5.40)
2 _ ¥a) 3
swh, = —Dgw”
g (.1/'2 a *Da wri
sw =90

Em particular, a primeira equagao do sistema acima mostra entao que a agao inva-

riante £° pode ser identificada com

1
—¢* AL, (5.41)

1. —1a
v 4€“ 47

Esta expressao deve ser entendida médulo cociclos triviais de BRST ou derivadas totais
de superespaco. Sua nao trivialidade reside, usando-se o argumento cohomoldgico padrao
[8, 37], na nao trivialidade do cociclo de “ghost” (5.34). Retomando as expressdes (5.32)

e (5.38), para L? obtém-se

£ = %T? (0™ Fa) + iT’I (@dFd) ,
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que, quando integrado com a medida completa de superespaco dx d20 d20, fornece a

familiar lagrangiana invariante N=1 supersimétrica de Yang-Mills:

_ 1 1 o,
Sy — / dwd? ¥ L0 = | / a2 Tr F=F, + / d'x 420 Tr TAT°.

5.4 Equacoes de Descida Quirais para a Anomalia
U(1)

A condicdo de consisténcia para a anomalia axial U(1) é escrita no superespaco na forma
[45, 46]
s [d“a:d??KO: 0 = sK® — Dy K, (5.42)

onde K0e T tém dimensdes dois e trés meios e nimeros de “ghost” zero e um respec-
tivamente. KY tem entiao os mesmos nimeros quanticos da acdo invariante considerada
na 1ltima secao, a iinica diferenca residindo no fato de que a medida de superespaco
aqui, d'z d*0, é quiral, em vez da vetorial d'z d?0 d?8. Por isso, as equagdes de descida
para K° s&o obtidas tomando-se o limite quiral das equagdes vetoriais (5.30). Atnando-se

com o operador de BRST na segunda equagéo da condicao (5.42), resulta
DasES = 0. (5.43)

Usando-se os resultados dados no Ap.A, segue que a solugdo geral da equagao (5.43) é

dada por

sKY = (Db +2 D° DY) K2, (5.44)

DK = 0,

24
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onde K2 & um polinémio local de dimensao um meio e niimero de “ghost” dois. Atuando-

se novamente com o operador de BRST na eq.(5.44) tem-se
(D" D* + 2 D*D*) s K2 = 0, (5.45)

que de acordo com o Ap. A implica

s K2 = D*K®,
D'D*K* = 0, DPDYK® =0,

com K? sendo um polindmio local de dimensio zero e mimero de “ghost” trés. Final-
mente, de

D*s K% = 0

?

segue que

s K® = 0.

Resumindo, as equagdes de descida no superespaco para anomalia quiral U(1) sbo

5 KD = ﬁan_l “ y
sKy = (2D%Ds + DaD?) K2,
(5.16)
s P = DeK3
sK* = 0
com os vinculos
DK =0,
(5.47)
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A presenca destes vinculos, que aqui sac obtidos como uma consequéncia inevitdvel da
estrutura do superespaco, constitui nma diferenca com relagio as equacies de descida
apresentadas na literatura [45]. Apesar disto, como veremos em breve, as solucbes ento
apresentadas do sistema (5.46) sem a presenca dos vinculos podem ser enquadradas como
solugdes particulares do sistema (5.46) — (5.47).

Relembrando o resultado (5.34) da iltima secdo, a solucao K® mais geral é dada a
principio por ,

K= (TrS 4 e )4 s a2
N 3 3, ’

para alguma série de poténcias local A2, E interessante observar qiie os cociclos com
nimero de “ghost 7 dois e dimensao zero vao ser completamente fixados pela restricao de
que suas variagoes segundo s satisfacam os vinculos (5.47}, de forma que a dependéncia
funcional de K® acima na sua forma mais geral nao é alterada. Assim , este cociclo pode

ser reescrito cuomo
3 =3

K® — (Tr% + aeTr%) , (5.48)

onde o é um coeficiente arbitrario relativo entre os setores quiral e antiquiral advindo da
contribuicao trivial A? mais geral.
Atuando agora com o operador {, em ambos os lados da 1ltima das eqgs.(5.46) e

usando a decomposigao (5.6), para K2 resulta
2 - g3 Al
K, = —(.K° + sA_.
Novamente, nao ¢ dificil provar que a imposi¢ao dos vinculos (5.47) estabelecem uma
~ ,on R Al
expressao Unica para A,

de tal forma que K? também fica totalmente deteminado,

K? = Tr(cD,c) .
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Vé-se assim que no caso quiral, devido aos vinculos (5.47), as contribuigoes triviais de
BRST sao unicamente fixadas nos niveis mais baixos das equacdes de descida. Repetindo

o mesmo procedimento e usando as relacdes (5.7), obtém-se para K
K% =G K, - N 4+ DD Tricps) + Tr (€ F) + s A%, (5.49)
onde o cociclo A é o mesmo que aquele determinado na eq.(5.38), i.e.
A = Tr(cRe) + Tr(eFY)

Assim, segue que

K = —27Tr (D*e D" o) + s A% (5.50)

Finalmente, atuando com o operador (., em ambos os lados da equacao

[2} fa

s Ko = (20704 + Dab?) K*
para o iltimo nivel K® encontra-se que
K = —(, K'Y 4+ 1r (299“ F, + Dy p* D~ ﬂ%) ;
reproduzindo a bem conhecida expressao para a anomalia guiral supersimétrica U(1)
K® = Tr (2(,00‘ I, — Dag® I c,oa) — D4 A", (5.51)

Observe-se que a dependéncia no setor antiquiral foi totalmente perdida ao longo da
subida das equacbes de descida, como pode ser visto, por exemplo, pela supressao da
constante ¢, que inicialmente parametrizava esse setor na eq.(5.48), nas demais solugdes.
Isto mostra que a propria estrutura das equagoes de descida, em conjunto com os vinculos
(5.47), é suficiente para assegurar a dependeéncia exclusiva no setor quiral da solugao

final (5.51) sem que seja necessario impor-se qualquer tipo de restrigao arbitraria sobre
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o espaco funcional de campos onde estd definido o problema ou mesmo sobre as préprias

solugdes, como foi feito na ref.[45]. No entanto, deve-se realgar que as expressdes para os
. g 1 - . . . -

cociclos K2, K2, K" e K% encontrados aqui sdo completamente equivalentes as de [45],

i.e. a diferenca € sempre um cociclo BRST exato ou uma derivada total de superespaco.

5.5 A Anomalia de Calibre Supersimétrica

Como Ultimo exemplo desta analise em superespaco, considera-se o caso da anomalia de
calibre supersimétrica. Como antes, inicia-se pela derivagao das correspondentes equagoes
de descida. Estas, como mencionado na Secao 5.2, podem ser cbtidas pela adicao de um
termo extra apropriado no lado direito da equagio de covariancia generalizada (5.24).
A presenca deste termo vemn na verdade da trivialidade [44] dos cociclos de “ghost”

(Y‘T CETL+1 — Ty Eﬁmrkl)! 71 Z 1:

) C2’n,+] E‘Z"‘H‘l
sQF = Tr _T
° "oyt T omri

(5.52)

Q2 2" sendo um funcional local adimensional de (¢, ¢, €) com niimero de “ghost” 2n. Entéo,
atuando com o operador €® em ambos os lados da eq.(5.52) e lembrando as definigoes
(5.20) e (5.21), chega-se & versao modificada da equacho de covariancia generalizada

(5.24) que se procurava,

— ~2n41
e 44211-{-[ 44 _
df = fr —Tr , (5.03)
2n+1 2n+ 1
QO = &,

As equacBes de descida para a anomalia de calibre seguem ent&o da eq.(5.53) quando

n =2, e

EQ: éT?‘ (/15 — io> 3

Q= 0. (5.54)
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Para se confirmar que a equacgdo acima realmente caracteriza a anomalia de calibre,

expande-se (5.54) em componentes. Expandindo ) nos pardmetros globais (e, g%, &%)

—~ . 4 2 -3 A foved o - s
O = 04 e, + et + Bred 4 B2oe,et

(5.55)

2 _ - —2 ) - o
+ 20 e + Qe 8 + Me*e,y e,

e eliminando os termos em G e f1 , como foi feito na Secao 5.3, chega-se as conhecidas

equacoes de descida para a anomalia de calibre no superespaco

s QU = DO + D%,

(83

s 2 = D0+ (2DaDa + DaDa) T

[

+ 277 ((D.Daz) (70" + D'ze))

s = PO (2D°Ds + DaD”) O3
(5.56)
_ 2!"1'((§C}Duc) (cDgc + Dgc c)) ;

s = D0 + Tr(®Dye)
s = DO+ 1 (@D%)
s = iTr(c® — @) .

Vé-se em particular que, integrando a primeira equagao em (5.56) no superespago, o

cociclo ! obedece exatamente a condicao de consisténcia de Wess-Zumino para uma



possivel quebra da invariancia de calibre

s /d‘im 220400 — 0,

identificando entao a anomalia de Yang-Mills supersimétrica.

De forma a encontrar uma solucao das equagoes de descida (5.56), usa-se o mesmo

procedimento de subida dos exemplos anteriores, obtendo-se as seguintes expressoes nao

trivials

=24
Q

S T )
= Z.::Ct ot — Tr (@d ES) ’
= Gaa Ea 0+ Dy Ed Ca o
~ Tr(7s (Da7%) & ~ gac (D.7%)e + pac® D.7%)
(5.57)
+2Tr ((D.3,) (eD"e + Dee))
— @i, 0t + DAY, 0
+Tr (0 (D%a) 2 — ¢ (D%a)7 + € D%}

-2Tyr ((ﬁdgaa) (cDayc + Dye c)) :
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e, por ultimo, para a anomalia de calibre

0 = 2% G OO
+2Tr (F“ Cpn — o, c + (ﬁd e,a"‘) (Ed cpa) c) (5.58)

—2Tr (Fa?d — FaB®T + (D°%a) (Do 7)7) -

Deve-se ubservar que uma expressao explicita final para a anomalia de calibre depende
do conhecimento do cociclo 4, solucao da tltima das equagdes de descida (5.56). Este
ponto é particularmente importante e merece alguns esclarecimentos que sao feitos a

segiur.

5.5.1 O Carater Nao Polinomial da Anomalia de Calibre Su-
persimétrica

E conhecido que, devido a um teorema de Ferrara, Girardello, Pignet e Stara [48], a ano-
malia de calibre no superespaco nao pode ser expressa como um polinomio nas variaveis
(Pas Aa = ¥ Dy ¢7%) e suas derivadas covariantes. Na verdade, todas as expressoes
fechadas para a anomalia de calibre no superespago conhecidas até hoje foram obtidas
por meio de procedimentos de transgressao homotdpicos [49, 50, 51, 52|, e mostram um
carater altamente nao polinomial na superconexao de calibre. Por outro lado, na abor-
dagem realizada aqui, o simples conhecimento do cociclo 2* produziria uma expressio
fechada para a anomalia de calibre supersimétrica sem fazer-se uso de qualquer inte-
gral de homotopia. Obviamente, isto implicaria num conhecimento mais profundo desta
anomalia. E nao é dificil de se concluir que resolver a equacgao

s = v — &) (5.59)

3

nao é um trabalho trivial. Isto, na verdade, se deve ao [ato de que a transformacao do
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supercampo vetorial ¢

se? = efec — Te?,

quando escrita em termos de ¢, assume a forma nao polinomial

1 1 L
s6 = 3Lolc+T) + Lo [coth (?‘ﬁ)] (7)), (5.60)
onde
Ly = [p, -],
e . o
Ly €2 4 e 2
coth ( ) = 5 =%, -
2 a3 _—#
ez — e 2

Em outras palavras, pode-se afirmar que, devido ao teorema de Ferrara, Girardello,
Piguet e Stora [48], a ndo polinomialidade da anomalia de calibre supersimétrica provem
da nao polinomialidade do cociclo Q*. Pelo que sabemos, uma forma fechada para Q4
ainda nao foi estabelecida.

A formula (5.60) pode ser expandida em poténcias de ¢, permitindo resolver a equacio
(5.59) ordem por ordem. Por exemplo. em primeira aproximagao, que corresponde ao

limite abeliano, retem-se somente os termos lineares das transformacoes de BRST, i.e.
5 — S
com

Sgﬁqb = C — E,
SapCc = S = 0,

e pode ser facilmente confirmado que

Tr (05 — ES) = S 17 (q’) (c."‘ + 3+ 322+ e 4 F‘ﬂ) ) {5.61)
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o que comprova [3], de fato, a trivialidade de T'r (¢® — ¢°).
Como conclusac desta secao, € dada uma solugao explicita para a anomalia de calibre

(5.58) até segunda ordem no supercampo vetorial ¢,

Ol o= —27Tr (D"‘qb D’Dadc + D’D% Dot ¢ — (EQD%) (ﬁdDaqﬁ) c)
(5.62)
2Tr (D DD + D*Dup Doz — (DDas) (Daﬁ%) ),

que é reconhecida como equivalente & da ref.[44]. Deve ser observado que esta expressio

acima nao recebe contribuicdes do termo em O, ja que estas seriam pelo menos de ordem
- . . ~ & .

trés em ¢, como pode ser confirmado aplicando-se a combinacao * G, ¢ no cociclo da

eq.(5.61).

91



Apéndice A
Solucoes Algébricas no Superespago

S50 dadas aqui as solughes algébricas [dd, 45, 46, 53| necessérias para a andlise das
equacdes de descida supersimétricas. Todas estas solugdes sao construidas com supercam-
pos. Elas devem sempre ser entendidas médulo termos que resolvam automaticamente
as equacies correspondentes mas que nao possam ser escritos na mesma forma algébrica
das solugbes. A existéncia de tals termos particulares depende fortemente do contelido
de supercampos do modelo sob consideragao.

O primeiro resultado estabelece que a solugdo da equagao seguinte no superespago,

pode ser escrita em geral como

para algum supercampo M® .

O segundu resultado importante diz respeito & solucau da segiinte equacao

(204D + DuDe) @ = D" Qa.
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" -
Para os supercampos (0~ e O, tem-se as solncoes
—i e
Q = DM,

ch - —DaM:

com M sendo um supercampo arbitrario. Observa-se agora, em particular, que, para o
conteldo de campos da teoria analisada no Capitulo 5 e devido ao fato de que o “ghost” ¢
é um supercampo quiral, o termo T (¢/),c¢) é aniquilado antomaticamente pelo operador
D’ Assim, j& que ele nao pode ser escrito como uma derivada total de superespaco, ele
deve ser incluido na expressao dada para @Q,-

Considerando a equacao

D*Q, = De @,
tem-se a solucao algébrica

Qa - _EQ pa + (QEdDa + Daﬁd) f““ + Dﬁ M&ﬁ)a
(A.1)
@ = —0P 4 (20D 4 D7) P+ DN,

com P, e Niyp) supercampos apropriades. Obviamente, a existencia de um supercampo
simétrico M(ag depende da dimensdo e do nimero de “ghost” de (J,. Por exemplo, no
caso das equaces de descida vetoriais (5.40), nas quais @, corresponde a s{w}h + %A}l),
nao ¢ dificil conferir que N,z nao pode estar presente devido aos niimeros quanticos do
problema.

Em particular, no caso das equagdes de descida quirais consideradas na Segao 5.4, a
equacdo (A.1) implica que a solugio mais geral de (5.43) é dada de fato por

sK'® = (E"‘ De | 2 D&Ed) K2

43
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com © vinculo
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Apéndice B

A Cohomologia de BRST no

Superespaco

Neste apéndice serao resumidos alguns dos principais resultados concernentes a coho-
mologia de BRST no superespago para teorias de Yang-Mills supersimétricas N=1. As
vérias classes da cohomologia de BRST sao rotuladas pelo mimero de “ghost” g e pelos
indices espinoriais.

Seguem os seguintes resultados [44, 45, 47]:

1. As classes de cohomologia de BRST no espago das séries de poténcias formais locais

invariantes de BRST A com dimensdo 2 e niimero de “ghost” positivo g sao vazias.

2. As classes de cohomologia no espaco das séries de poténcias locais invariantes Al

-9 . v . : ; . .
e A, com dimensao % e niunero de “ghost” ¢ = 1, 2 or 3 sao vazias.

3. As classes de cohomologia no espaco das séries de poténcias locals invariantes AY,

—9 . . . o . ~ .
e A, com dimensao % e niimero de “ghost” g maior que zero sao vazias.

1. As classes de cohomologia no espaco das séries de poténcias locais invarlantes B¢
com dimensiao 0, mimero de “ghost” ¢, e pelo menos de ordem ¢ + 1 nos campos

a0 vazlas.
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5. As classes de cohomologia no espaco das séries de poténcias locais invariantes €9
com dimensao 0, ntimero de “ghost” g maior que zero e de ordem ¢ nos campos

saq vazias.

Como conclusao, segue gue, no setor exclusivo de “ghosts”, as classes de cohomologia

de BRST sao dadas por polinémios construidos a partir de monémios do tipo

2kl
: n=>1 B.1
s m21, (B.1)
o1l
E‘an-l
Tr— . n>1. B.2
?2?1—}—1’ n= ( )

Resta ainda a ser feita a observagao que as dnas expressoes acima, (8.1) e (B.2), na ver-
dade nio definem classes de cohomologia diferentes. Em vez disso, elas sao eguivalentes
devido a trivialidade da combinacao [44, 46]

C‘zn—}-l -(—:27b+]

Tr — fr — = g O
n -1 2n 41

?

para uma série de poténcias local arbitréria (”. Este resultado mostra como as ex-

pressoes (B.1) e (B.2) estao relacionadas através de um cociclo de BRST exato.
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Apéndice C

O Fechamento “Off-Shell” da
Algebra dos Operadores de

Decomposicao Supersimétricos

Neste apéndice serd mostrado como o fechamento “off-shell” da élgebra (5.16) pode ser
obtido de uma forma simples pela introducao de um campo externo # apropriado. Assim,
seja 1 um supercampo com dimensdo 2 e niimero de “ghost” —1, cuja transformagao de

BRST seja dada por

s o= [, d+2(DF 4+, Fl),

snp = 0.
Modificando neste momento o operador ¢,
1
C Fo= 7_2_ U

é facilmente verificado que o comutador (5.25)

€, sl F = —(, F] +%sn:DF,
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fornece agora a derivada covariante de £ sem que se faga uso das equagoes de movimento,
fechando desta forma a dlgebra (5.16) “off-shell”’. Conclui-se observando que o campo
externo 7 nao pode contribuir para as classes de cochomologia de BRST relevantes para

os exemplos considerados aqui devido aos seus nimeros quanticos.
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Conclusao

Mostramos ao longo do texto como a existéncia da decomposicao § numa vasta gama de
teorias permitiu a descricdo de seus tratamentos quanticos num ambiente unificador, o
qual denominamos formalismo de curvatura nula.

Merecem ser realcados ainda pontos que chamam a atencao naturalmente.

Quando abordamos as teorias descritas por wm multipleto completo, vimos como as
teorias topoldgicas do tipo Schwarz (como ¢ Chern-Simons, o BF topoldgico, ...) se
enquadravam nesse contexto. Por outro lado, é conhecido o resultado de que a decom-
posicao 6 é de fato uma simetria realizada para estas teorias (com uma quebra cldssica
linear), que pode ser estendida quanticamente, e que esté por tras da finitude desses mo-
delos {18, 19, 3]. A questo entdo se impde naturalmente: existiré alguma correlagao entre
o fato de termos uma identidade de Ward assoclada & decomposicao § em multipletos
completos e a natureza topoldgica dessas teorias?

Esta constitui uma extensao do nosso trabalho apresentado até aqui. Podemos ja an-
tecipar o resultado, que é afirmativo. De fato, conseguimos provar como a caracterizagao
de uma teoria topoldgica, via trivialidade do tensor energia-momento, leva a definicao de
uma identidade de Ward associada a decomposicio. Temos também comprovagao de que,
escolhidas bases de formas associadas a um on mais multipletos completos, a imposigao
da decomposicio leva & reconstrucao das teorias topoldgicas. Esse mecanismo, inclusive,
pode ser pensado como nm gerador de candidatas a novas teorias topoldgicas. em outras
dimensoes ou envolvendo novos multipletos, por exemplo.

Outra extensio ja em andamento diz tespeito ao tratamento da teoria topologica

de Witten [54], e de se explorar a sua conexfo com teorias supersimétricas N = 2 de
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Yang-Mills em 40 [55], correlacionando-se a cohomologia destas 1iltimas com a famosa
cohomologia equivariante da primeira [54, 56).
Encontram-se também em andamento a andlise das teorias supersimétricas de Chern-

Simons N =1e N =2 em 3D no superespaco.
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