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Resumo

Com base no formalisme lagrangeano da gravitacao. as leis de conservacao ¢ue desere-
vem o$ sistentas gravitacionais sao deduzidas e suas propriedades analisadas no conrexto
cle diferentes prescricoes, a saber: O formalismo psendotensorial, o método de Komar. o
formalismo de Deser. Grishchuk. Petrov e Popova ¢ o método de Brown e York. Aplicagoes
ao caleulo da energia em sistemas gravitacionais simples, seja como propriecade local ou
global. sdo efetnadas ¢ os resultados obtidos a partir dos diversos métodos sao comparados,
a fim de estabelecer em quails das citadas prescricoes o conceito de energia gravitacional

¢ mals consistente fislcamente,
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Summary

On the basis of the gravitational Lagrangean formalism. the conservation laws that
deseribe gravitational systems are dedneted and its properties are analysed in the con-
text of different prescriptions. namely: the pscudotensorial formalism. Womar's method.
the formalism by Deser. Grishehuk. Petrov and Popova. and the method by Brown and
York. Applications to the cnergy calculation in simple gravitational systems (both as
local and global properties) are made and the results obtained from the various methods
arc compared. in order to establish in which of the above prescriptions the concept of

gravitational energy is more physically consistent.
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Notacao e convencoes

- Tndices gregos tomam valores (0.1.2.3) ¢ indices latinos {0.2.3) ou (1.2.3). conforme
se refiram a wma hipersuperficie tipo tempo ot tipo espaco. respectivanente.

- A métrica do espaco-tempo ¢ g, ¢ sta assinatura (— 4+ ++), sendo g = dety,,..

- A derivada simples sera designada pelo simbolo -

- A derivada covartante de tensores no espaco-tempo sera designada por |7,

- O simbolo = . 7 designa a dertvada covanante em relacao ao espaco de fundo ou a
uma hipersuperficie tipo espaco. dependendo do contexto.

- Sera adorado o sistema de unidades no qual ¢ = G =1 ¢ v = 87, onde » ¢ a constante
de Einstein.

- Tensor de Rieman: Ry, =17, \ — %,  + 19,10 —T0 T,

-Tensor de Ricei: R, = R,
- Esealar de evavatura: I = "' I},

- Tensor de Einstein: G, = R, — 34,18,

- dS, = V=Yfun dredridry designa o elemento de hipersuperficie formado pelos
3

vetores dr®, dr? e dr?, sendo €,,3, 0 tensor completamente anti-simétrico de quarta

orden:.

-dS,., = ./*[jé,(m,gd.r“d.r“} é o elemento de superficie formado pelos vetores dr™ o dr’.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Com o advento da Teoria da Relatividade Geral (T.R.G.) ¢ o consequente estabelectimento

das equacées de Einstein para o campo gravitacional
Y = W {1.1)

foram estrururados os fundamentos redricos necessanos a fornmiacao relativistica das leis
de conservacao de niomento ¢ energia. Neste sentido. a fim de proceder A tal generalizacao.
procuron-se atribuir ao fluxo ¢ a densidacle de energia ¢ moniento vos sistemas gravita-
cionais certas propriedades fisieas bisicas consistentes com a T.R.G.. Primeiramoente.
visto que os sistemas gravitacionars sao constituidos cm parte pela matéria e em parte
pelo campo gravitactonal admitiu-se que em cada ponto de universo dado ¢ necessario
constderar. além do tensor momento-encrgia da matéria. uma contribuicao extra ao fiuxo
e a distribuicao de energia e momento do sistema associada exclusivamente ao campo
gravitactonal. Assim. no ue iz yespetto aos sistemas gravitacionais. apenas o momento
¢ a energla totais. inchundo a contribuicao da matéria e do campo gravitacional sdao
conservados.

Nao obstante. o significado fistco desta contritbuicao do campo gravitacional. em es-
pecial da densidade de energia gravitacional. tem sido objeto de constantes especulagoes

em fisica tedrica. seja pela diversidade de maneiras pelas (uais se pode definir leis de



conservacao na T.R.G.. seja porque tais termos dependem sensivelmente da escolha do
sistema de coordenadas. ou ainda pela sua nao mvariancia sob transformacoes de calibre.
o que resulta mun guadro cde ambiguidades que nao permite atribuir & quanticdade local
de energia ¢ momento gravitacronais um contendo fisico bem definido.

Um exame mais atento revela que. por tras destas ambiguidades. oculta-se o principio
fundamental da T.R.G.. qual scja. o principio de equivaléncia. Com cfeito. tal principio
estabelece localmente uma eguivalencia fisica completa eutre um observador acelerado no
vacuo. isto ¢. em ansencia de campo gravitacional. e um observador fixo na presenca de nm
campo gravitacional constante. Desta forma. admitindo (ue a energia gravitacional esta
de algum modo vinculada A presenca de campo gravitacional. verifica-se que o principio de
equivaléncia impoe a este ultimo nma natureza dnal (e é incompativel com nm significado
fisico ndo ambigno. on seja. independente do observador ( e portanto da eseollia do sistema
de coordenadas) para a quantidade local de energila gravitacional.

Neste contexto. a proposta do presente trabatho de tese consiste. por nm lado. e
apresentar wma exposicao concisa porém detalhada de alguns dos principais métodos
claborados para obtencao de leis de conservacao na T.R.G. a qual. sem a pretensao de
esgotar o tema. ¢ suficientemente ampla para abranger um periodo gue vai de 1916 até
1993. Por outro lado. através da aplicacao de tais métodos na descricao de sistemas
gravitacionais simples ¢ de wma analise critica de snas propriedades ¢ caracteristicas pe-
enliaves. pretende-se aferir o grau de ambignidade de cada método no gue diz respeito
ao significado fisico da energia gravitacional, seja em relagao a sma distribuicao local on
como propriedade fisica global do sistema.

Procurando seguir a orcdeim cronoloégica segundo a qual os referidos métodos surgiram

na Lteratura. esta tese fol estrururada da scguinte maneira:

No capitulo I1. contendo 5 secoes, serd tratado o assun chamado formalismo psen-
dotensorial {1. 2. 3. 5] As duas primeiras se¢oes apresenfam wna disenssao genérica das

principais caracteristicas deste formalisnmo. mostrando a sua consisténcia com as eqnagocs



de Einstein e enfatizando as ambigmidades gue provem da dependeéncia nao trivial dos
psendotensores com relagao a escolba do sistema de coordenadas. Numa abordagem miais
quantitativa. as duas secoes scguintes contém a dedugao das expressoes para os pseiu-
dotensores em termos da métrica e suas derivadas. as gnhais serao usadas posteriormente
no calculo da energia em sistemas gravitacionais simples. O capitulo se encerra com uma
secao dedicada ao método de Komar [6] (ue. partindo da relagao entre leis de conservacao
o simetrias. mostrou sor possivel definir na T.R.G. wma infinidades de quantidades oun
cargas conscrvadas. cada nma associada a deternunada simetria. com a vantagem de gue
tats cargas ndao dependem da escolhia do sistema de coordenadas. embora muitas vezes
nAao se possa atrimur a tais quantidacdes nenhum significaco fisico de interesse.

No capitulo I sctd examinado um formalismo alternativo para a gravitacao {7, §]
no qual o espaco-tempo Einstemano ¢ desmembrado nnm espaco de fundo Ricei-plano
arbitrariamente fixado que constitui. por definicao. uma entidade puramente matematica,
sem significado fisico. o nun campo tensorial de spin dois. definido neste espaco de fundo.
ao qual se associa o campo gravitacional.

A prineira secio conten: a dedncao das cquacaes de movimento do campo gravitacional
tal como clefinido acima. A partir destas mesmas egnacoes ¢ definido o tensor momento-
energia do campo gravitacional. o ¢ue permite nma representacao tensorial para as leis
de Conservacio nos slstemads gravitacionats.

Na secao seguinte. sio deduzidas relacoes entre cste tensor momento-cuergia € os
pscudotensores, mostrando que neste novo formalisnio os pscudotensores sao verdadeiros
tensores.

As ambiguidades que resultan da dependéncia de calibre do referido tensor momento-
cnergia e dos pseudotensores sdo discutidas nas ditas altinias segoes. com cnfase na analo-
oia que se verifica entre estas transformacoes de calibre ¢ as transformacoes de coorde-
nadas.

Finalimente. o capitnlo I\ abordara o formalisme quase local de Brown ¢ York [9]. A

primeira seciao disente formalmente os aspectos gerais deste método. gne consiste niuma



generalizacao da teoria classica de Hamilton-Jacobi para o caso gravitacional. resultando
na definicao de nma densidade de energia quase local, 1sto ¢. definida sobre uma superficie
bidimensional. cuja integral ao longo de toda a superficie corresponde a energia total
contida no interior da mesma. A scgunda e tltinia secdo contem algumas aplicacoes
simples do referido método. mostrando que no limite newtoniano. pelo menos nos caso
analisacos, a energia de Brown e York esta diretamente relacionada a encrgia potencial

gravitacional classica do sistema,



Capitulo 2

O FORMALISMO
PSEUDOTENSORIAL

1 LEIS DE CONSERVACAO NA TEORIA DA RE-
LATIVIDADE GERAL

Como for mencionado na Introducao. nos sisteimas gravitacionals. 6 sac conservados o

momento ¢ a cnergia totais. sto ¢, da matéria junto coi o seu campo gravitacional

A fimi de verificar a consisténcia ce tal hiporese com as cquacoes de Einstein. consicle-

remos priieiramente que o tensor de Einsrein G, obedece as identidades de Bianchi

vo= 0., (2.1)

T pebler

0 que resulta. rendo em vista as equacoes de Einstein. na let de conservacio covariante da

mateéna.

N
N
—

Tit’!ll' =0 (

!

Explicitando os termos entbutidos na derivada eovariante o usando as relacoes Riema-



nlanas entre as colexoes F;‘V ¢ a métrica g, dadas por

o 1 o
Fﬂu = _2'.{] j(yd,ti‘u + gjv.,u - g;u».,.i)- (23)

¢ também

T, =17 = (V=0)a/V—=0. (2.4)

a equacao {2.2) pode ser eserita como:
1’ 1 (r -
(V=9T). = “5V Y Tas 9_!;3- (2.5)

Tal equacio mostra que, 10s sistemas gravitacionais descritos pela T.R.G.. a cnergia ¢
o momento da matéria ndo sao conservados. ja que a divergencia do tensor momniento
cnergia da matéria ndo ¢ nula. Uma vez que os sistenmas gravitaclonals sao compostos por
matéria ¢ campo gravitacional. esta contribuicdo extra a variacao do tensor momento-
energia da matéria pode ser interpretada fisicamente como o resultado da transferencia
de energia e momento entre o campo gravitacional ¢ a maténa quando de sna nntna
interacac sugerindo. como jd fol observado. que o campo gravitacional atna como foute
oxtra de energia o mommento. somando-se a contribuicao da matéra.

Por outra parte. a fim de assegurar a couservagao do momento ¢ da encrgia. cada
variacio no moniento ¢ na energia da matéria deve ser compensada exatamente por nma
variacao igual ¢ contrdria no mowmento ¢ na cnergia do canipo. Tal condicao implica que

o lado direito de (2.3) pode ser expresso sob a forma de uma divergenca de acordo conl

1 : ,
5V Tas 03 = (V=010 (2.6)

para alguma funcio t da métrica e suas derivadas. Neste caso. a ler de conservacao
covariante {2.2) pode ser reduzida & nma lei de conservacao ordindria. expressa na forma

de nma tipica equacio de continuidade. onde esta contribuicao do campo gravitacional



aparece explicitamente. De fato, definindo

———
]
=1

—

vo__ I g
7;1 - y(]‘-:u +f,u)!
pode-se escrever. tendo em vista (2.5) . (2.6) e (2.7)

7", =0 (2.8)

,H.V

Assim. de acordo com as hipdteses anteriormente introduzidas acerca das leis de con-
servacao na T.R.G.. a quantidade 7. assim como definida em (2.7} e (2.8) pode ser
naturalnrente interpretada como sendo o fluxo e a densidade total de momento e encrgia
devido a presenca da matéria e do campo gravitacional. este 1iltimo contribuindo eom o
termo adicional £,

Para chegar ao resultadoe (2.6) a fim de que se possa formmlar as leis relativisticas de
conservacao de acordo com (2.7) ¢ (2.8). considerenmos novamente as equacoes de Einstein

{1.1). Usando cstas equacoes para elimmar 7, ; no termo a esquerda em (2.6) resulta:

1 ral 1 il 5]
SV=losdl) = 5-V=9Gag)) (2.9)

Por outro lado. eomo se sabe [2]. as equacoes de Einstein podem ser obtidas do

principio de minima acao variando-se a acio de Hitberr

s 1 /L“”(Hr. (2.10)

2K
com a lagrangeana cle Hilbert LY dada por:
LU = R /=y (2.11)

De acordo com a sua definicdo. tal lagrangeana contem derivadas da métrica cm se-

gunda orcdem. No entanto. uma vez que as equacoes e Emstem sao equacocs diferenciais



de segunda ordem, ¢ suficiente que a lagrangeana cnja variacao conduz a tals equagoes
contenha as derivadas da métrica até printeira orden.

De fato. ¢ possivel. por meio de operagoes algébricas simples. desmembrar a la-

grangeana de Hilbert numa parte L contendo apenas a métrica e snas derivadas primeiras.
dada por

L= V=g (Lol — I0la).

P11 2l

¢ mun termo e forma de uma divergéncia total. irrelevante quando da variagao da agao.

de forma que L e LU fornecem as mesmas equagoes de movimento[2].

Assim.variando a acao com respeito ao tensor métrico. pode-se escrever

1 1 1
oS = felgie o o | SLdr = —— | /=Gy d {(2.13)
2K 2r 2K . . )
Segue entao que
oL dL J oL
= _ — /-G, . (2.14
{\Un.} agnj It (){jr:;j 90y ( )
Substituindo este resultado cm (2.9) obtem-sc:
1 - 1 .y 6L 7] aL
— _ Ly - .. 4 — -') =
VT Hlasd = 5 0 Dot v \ogs' )| (212
O termo a direita na iltima equacao ainda pode ser escrifo como:
L[ 2 (0oL, oL oy’ Ol g5 (2.10)
5. m - 2.
Dy arv J.,U ()g{ff ag(‘.d dre OUP;)} dri
Reconhecendo que a soma dos dois tiltimos termos nesta equacao ¢ simplesmente {iﬁ e
usaiclo a identidade
oL J -
o= (o). (2.17)
ot dav N F
resulta. finalmente,

e " o

v

1 1 [, . OL
5\/—5112.;5/3;3 = [%L —y '5—}



que ¢ a forma divergente procurada.

Assim, comparando con (2.6). o termo gravitacional #; pode ser definido de maneira

tal que

oy OL
H agflj

1 1 I
N A LA (2.19)

Vale acrescentar que o resultado {2.19). obtido exelnsivamente por meio das equagoes de

Einstein. constitui wm resultado geral da teoria de campo. valido nao apenas para o campo
. . 3 g , . .

gravitacional. De fato, se L(,{Bg‘:.': Abe 7y ) € a lagrangeana para o campo livre deserito

pelos potencials 4;]; entao o fluxo e a densidade de energia ¢ momento canonicanienre

conjugados a 4;‘; pode ser definido como

JL
v 17 nd. :
‘/—yfll — (S“L - ‘4‘,):1....;:W' (
BRIy

(R
[
=

Usando as cquacoes de Euler-Lagrange para esta lagrangeana

d oL oL

= . 221
v \ AN ) T 9 o

¢ possivel mostrar que. na anséncia de Interagao conl ontros Campos. tal quantidade é
conservada o que. de acordo com (2.7) ¢ {2.8). permite inferpreta-la como a contribuicao
do campo ao nxo o a densidade de energla ¢ momento i2]. E evidente que no caso do
campo gravitacional. descerito pelo tensor métrico ¢,,,. (2.20) s¢ reduz a forma (2.19).
Embora as hipéteses (2.7). (2.8). {2.19) assunndas para o fluxo ¢ a densidade de energla
e momento nos sistenas graviracionais sejam consistentes com a T.R.G. e suficientes para
o caleulo de 7.7, o campo gravitacional vai se destacar com respeito a outras interagoes
existentes na natireza por nma série de ambiguidades relativas ao significado fisico da
uantidade local de energia ¢ momento gravitacionals . que provem do comportamento nao
tensorial de 77, De fato. como se observa de (2.12) e {2.19). a parte gravitacional de 7.7
contem derivadas da métrica até primeira ordent de formia que. analogamente as conexoes

™ sua lei de transformacio quando da mudanga do sistema de coordenadas contem

e



termos nao homogéncos. Desta forma. 7,7 ¢ referido na literatura como o psciclotensor

momento-energia.l A proxima segao sera dedicada a disenssao de tais ambigmidades.

TEm alguns textos o termo pscudotensor se refere a quantidades cuja lei de transforinacao ¢ homogenea
¢ cuvolve o assint chamado jacobiane da transformacao. Nesta tese tais quantidades. também conhecidas
come teusores relativos. serao designadas por densidades tensorials. Nao obstante. no contexto das dis-
cussoes desenvolvidas neste capitulo e no préxinio o termo pseudotensor desigia apenas quantidades nac
tensoriais no sentido estrito da palavra. ou seja. cuja lei de transformacao coutem termos nao homogeéncos



2 AMBIGUIDADES INERENTES AO FORMALIS-
MO PSEUDOTENSORIAL

Como fol observado ao final da secio anterior. 77 ¢ nm pseudotensor. isto & nao se
comporta como wn tensor sob transformacées gerais de coordenadas,  Verfica-se. 1o
entanto. que este comportamento nio tensorial ¢ consequencia das hipoteses (2.7) ¢ (2.8)
anteriormente assumicdas para 77

Com efetto, se ’];‘ fosse uma densidade tensorial de peso 1. como sugere a definicao
(2.7). sua divergéneia 77, a qual envlove a derivada simples de 7. ndo seria. em geral.
uma densidade tensorial. Consequentemente. tal divergéncia nao seria necessariamente
nula em todos os sistemas de coordenadas. o que ¢ fisicamente absurdo. ja que momento
¢ energia nao podem deixar de se conservar apenas devido a wma transformacgao de co-
ordenadas. sem que haja algnin processo fisico envolvido. Assim. a lupdtese de que 7)Y
seja nma densidade tensorial ¢ incompativel com a exigencia de imvanancia das leis de
consevacao na T.R.G.

Por ontro lado. como pode ser verificado diretamente de (2,19}, o principio de equivaléncia
assegura que o ternio gravitacional # pode sempre ser anulade mun ponto de imiverso
dado se definirmos em sua vizinhanca um sistema de coordenadas incrcial. o que demons-
tra o carater pseudotensorial deste fermo.

Desta forma. no contexto do formalismo agui desenvolvido. a natureza pseudotensorial
de 7;" a qual proven do termo gravitacional. ¢ uma condicao necessdria a fim de adeqguar
T} aos pIinCIpios o leis que fundamentam a T.R.G.. como o principio de equivalencia e
as leis relativisticas de conservacao de energia ¢ momento.

Deste comportamento psendotensorial resulta. em particular gue. nos sistemas gravi-
tacionais. a quantidade loeal de energia contida mum dado elemento de volume B isto
é. o produto T'd*r. nao é. cm geral. um invariante escalar tridiznensional. depencdendo
sensivelmente do sistema de coordenadas espacial adotado. Pode ocorrer, por exemplo.

(que mesuo 1o espago plano. caracterizado por anséncia de matéria e gravitagao. obtenha-
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se. num dado sistema de coordenadas. uma densidade nao nnla de energia. Por outro
lado, como ja foi observado. mesmo em presenca do campo gravitacional, a densidade de
energla gravitacional num ponto dado serd nula nnm sistema inercial definido em tomo
deste ponto. Desta forma. verifica-se ¢ne. neste formalismo psendotensorial. ¢ impossivel
dar & gquantidade local de energia nos sistemas gravitacionais um significado fisico nao
ambigno. ou seja. independente do sistema de coordenadas.

Nao obstante. mesmo fixando o sistema de coordenadas, verifica-se trivialmente gne
as leis de conservagao (2.8) nao sao suficientes para definir 77 de mancira univoca. De

fato. uma solugao natural para 7 pode ser encontrada na forma

IR
[
S

12 [I’z\ v
,],(-1 = Ht.,\]' (

!

onde Hl[f”\] ¢ nma certa funcao da métrica e suas derivadas. sendo anti-simétrica nos indices

v ¢ A Esta altima condicao conduz ao resultado descjado.

BV
[
o

TY = H{“'\] = (. (2

Hr oAy

No entanto. para cada forma fancional dada de 7} pode-se verificar facilmente que

HM nido é a nnica fucao que satisfaz as condicoes (2.22) ¢ (2.23). De fato. considerando
b G G |

uma ontra funcao \IJ:;A da métrica e suas derivadas. nao necessariamente anti-snnétrica

nos indices superiores, cuja divergencia seja identicamente nula. ou seja. tal gque

¢ definindo mma nova funcao L';”\ dada por
A A v A 8 -
UsA = g g, (2.25)

segue de (2.24) que

vA 4] oN e
[T S H + ll,p..\ - H,u./\ : (

HoA

]

26)



de forma que nao so L’;’A concduz ao mesmo pscudotensor que H ;[f”\} como ainda satisfaz

as condicoes de conservacao (2.23}. embora nao seja necessarianiente anti-simétrico em v

e /\

(_v,,,\ _ ferr] 0. (

FIEAWE poA —

o]
IS
=1
—

Observa-se também que. considerando a semelhanca entre as equacoes (2.23) ¢ (2.24)
para T} ¢ lll;;"‘. podemos expressar este itimo. por analogia com o resultaco {2.22). sob

a forma de uma divergéncia anti-simétrica de acordo com

A (2.28)

Ho.n

Por outra parte. se em (2.23) o termo lIJ::A for anti-simétrico cm ¢ A entdo a funcao
anti-simétrica SI[,‘"\] definida por

S!b\f — H‘,[:),\] + \:[J“‘[,:/,\] (2-29)

Iy

¢ rambém uma solucio para 77, pols satisfaz a condicao de conservacao (2.23). Neste
caso. contudo. o psendotensor obtido a partir de S}j"“ terd. em geral. uma forma funcional
diferente daquele obticdo a partir de H}f’)‘]. De fato. uma vez que agora. ao Inves ce (2.24).

¢ a condicdo de anti-simetria de ‘IJ:;'\. o seja, de gque a sua dupla divergeneia lD;;'\J,“\ seja

identicamente nula a unica condicao requerida. resulta gue
T (2] .
S,u A ?é H;.f A (230)

Do exposto acima. conclai-se que 7} pode ser derivado de unisnperpotencial” [';j".
definide a menos de certas uncoes anti-simétricas da métrica e suas derivadas. de acordo
com

Tr=U (2.31)

Por outra parte. com exeessio dos casos em gne passamos de un superpotencial anti-



simdétrico a outro. esta liberdade na escolha do superpotencial nao implica necessdriamente
A nova expressao para 77

A forma (2.31) de expressar 77 revela uma outra caracteristica essencial deste forma-
lismo pseudotensorial. De fato. considerando a integral em todo o espaco da densidade
de cuergia o nmomento ’]L“ pode-se definir a quantidade total de energia e momento do
sistema de acordo com:

P, = / TP, (2.32)

Substituindo nesta definicao a forma (2.31) para 7. ¢ tendo em vista (2.26). resulta:
r= / U = [ Hdr = / HEl (2.33)
Transformando a iltima integral pelo teorenia de Gauss obtem-se
P, = [ HYds,. 2.314)

onde S ¢ wma supreficic no infinito que abarca todo o espaco ¢ dS; ¢ o sen clemento
de drea. JA gile os superpotenciais sao funcoes da métrica e snas derivadas. deduz-se de
(2.34) que P, esta definido a partir dos valores assintéticos da mctrica ¢ snas derivadas em
S. Conscquentemente. se estas divergirem no infinito, o mesmo ocorrerd a I, obtendo-se.
desta forma. mn resultado sem significado fisico.

Assim. observa-se como regra geral que. pelo menos para solucoes das cquacoes de
Einstein sein constante cosmologica. neste formalisimo pseudotensorial. apenas métricas
assintoticamente Minkowskianas conduzem a resnltados fisicamente consistentes para o
momento ¢ a energia totals do sistema.

Segue tamhém de (2.34) que. se dois sistemas de coordenadas diferem em toda parte.
mas sao ignalmente Minkowskianos no infinito. entdao 7, terd o mesmo valor e ambos
05 sisteIas.

Desta forma. embora nao dando a localizacao da energia nos sisteinas gravitacionais

nm significado fisico preciso. o formalismo pseudotensorial vai atribuir & energla total do



sistema tal significado. tornando-a independente do sistema de coordenadas. com a res-

tricao de que em tais sitemas a métrica seja assintoticamente Minkowskiana no nfinito.



3 CALCULO DOS PSEUDOTENSORES

Como foi demonstrado na se¢io anterior. o pscudotensor 7, pode ser derivado de nar su-
perpotencial L’L"\. o qual estd definido a menos de certas fingoes anti-simétricas oo en
(2.28) ¢ (2.29). Aproveitando esta liberdade na escolha do superpotencial. autores como
Einstcin. Tolman. Landau. Lifshitz ¢ Moller presereveram diferentes expressoes para U
et termos da métrica e suas derivadas. Esta secio se ocupard do caleulo de rais ex-
pressoes.  Serdo também discutidas algumas aplicacées clementares a fim de dar uma
abordagenn mais quantitativa aos resultados ambignos que caracterizant este formalismo

psendotensorial, antecipados de forma genérica na se¢ao precedente.

3.1 O PSEUDOTENSOR DE EINSTEIN/TOLMAN

De acordo com a definicio {2.7). 77 = /—g(T,] + f;j).
Partindo desta definicio ¢ nsando as equacoes de Einstein para eliminar 77 heny como
as relagoes (2.14) ¢ (2.19). o psendotensor 7/ pode ser expresso totalmente em fungao da

- . - ; E . - . . . ]
lagrangeana L para o campo livee definida em (2.12) ¢ suas derivadas funeionais )‘U—Lj ¢

AL o acordo com:
r?g‘,\
1 J oL oL 1 JL 1.,
I ===\ 5=\ 557 ] " 7 3!13{;. -7~ 50 L] (2.35)
IS drt \ Dy dgni 277 0g5 2
Tal coguacao amnda pode ser escrtta cono:
1 J dL 1 dL dL 1 1 JL
e ol Ll Rl [ g 8L — =g 2.36
C= e e ) e [ T g TR T R

Partindeo da expressao (2.12) para L e das relacoes (2.3} ¢ (2.4}, as derivadas funcionais



de L podem ser calculadas. resultando [4

oL 1 1
0707 =V [#Fﬁ,, + §{Fo‘3§ +T480) — 3("”( g*F, "”’F,L)} (2.37)
LA
.
Bt 1 1
= [ Lol + Falls = Sdaaly™ Ty ”"F,ia)] ~ 5 0a3l. (2.33)

Substituindo estas expressoes em (2.36) ¢ usando novamente (2.3) ¢ (2.4) verifica-se que

o segundo termo a dircita se anula identicamente. de forma que (2.36) se reduz a:

e L9 [ 9L ) (2.30)
=i gy

Comparando csta equagio com (2.31) o superpotencial C'L"\ pode ser definido de acordo
com
1 .. dL
-1\ .
U =—— . (2,40}
H £ J Orjr‘:,u

O peendotensor derivado deste superpotencial ¢ conliecido na Literatura como “pseudoten-
sor de Tolman™ [3]. Subsrituindo e (2.40) a expressao (2.37) ¢ usando mais nma vez (2.3)
e (2.4}, o superpotencial de Tolman pode ser eserito diretamente em funcao da métrica ¢
suas derivadas de acordo com [3]

- f LA m\ oo 1 L Fa} FEl
et = ) g - ™y N+ Vet = &at (2.41)

# > \/_ Iy .0

Conio se depreende de sua definicdo. o superpotencial de Tolman ¢ composto por dols

termos anti-simétricos, a saber

,q
[
i
o



O termo A;ji_‘)]"l. como se pode verificar. tem a forma de uma divergéncia anfi-simétrica ¢
correspoude. de acordo com {2.28). A ambiguidade na escolha do superpotencial. podendo
ser descartado. Ja o fermo Hfj’)" como também se verifica, ¢ mma fungao anti-simétrica da
métrica ¢ sua derivadas ¢ corresponde & solngio nartural para 7.7 preconizada em (2.22).

Assim. omitindo o seguudo termo a direita em (241} define-se o psendotensor de Einstein

£} de acordo com

av A3 gn/\yz!-f) , ) (Z-L—L)

px = o \/:7[(_9)(” y "

v [eA] 1 Hin
Eﬂ = -

Consequentemente, os psendotensores de Einstein ¢ Tolman séo identicos, diferindo ape-
nas na escolha do superpotencial.

Outra propriedade importante é ¢ue o psendotensor de Einstein/Tolman ¢ definido
exclusivamente ne forina misra 7. Com efeito. se partissemos da lel de conservacao

covariante da matéria em sua forma contravanante

[}
—
U

T =0. {1

nio seria possivel obter as simplificacoes necessdrias gne reduzinam tal equacio a nma lel
de conservacao ordinaria do t1po

T = 0. (2.46)

a nao ser no caso particular em que ¢ sistema de coordenadas ¢ increlal. quando entao
a derivada covariante pode ser sibstituida pela derivada simples ¢ (2,453} se reduz & lei
classica de conservacao de momento o energia da matéria. Além disto. supondo gue os
indices siao abaixados ou levantados com a ajuda da métrica ¢, a forma contravariante

do psendotensor de Einstein/Tolman. definida natnralmente por

TH = g’ T, (2.47)

nao ¢ simétrica enm e v o gque. como se sabe. ¢ nma condicao necessarta a fim de que se



possa cstabelecer a lei de consevagiao do momento angular para os sistemas gravitacionais.

3.2 O PSEUDOTENSOR DE LANDAU/LIFSHITZ

Partindo da idéia refenida anteriorente de e a forma contravariante (2.43) se reduz
a uma lel de conservagao ordindrta num sistema inercial. Landan e Lifshitz [2] definiram
um pseudotensor contravanante L. simétrico em v e p. de forma a permitir o estahele-
cimento da lel de consevagao do momento angular nos sistemas gravitacionais,

Seja. entao. um ponto de universo dado. enm torno do gual se define wimn sistema inercial.
o que ¢ assegurado pelo prineipio de equivaléncia. Ja que. por hipétese. neste sistema de
coordenadas as conexocs sao nulas no ponto dado. a lei de conservacao covariante da

matéria {2.45) se reduz. neste ponto. a unia lel de conservacao ordinaria de acordo com
I =1, (2.48)
Assim. no pouto dado. T pode ser expresso na forma
T = C-'“{_L/;'\}. (2.49)

onde U#N ¢ wm superpotencial anti-simérrico emn v ¢ A satisfazendo. portanto. a condicio
de conservacao (2.48) sendo ainda. por construcao. simétrico e g ¢ v, Por ontro lado.

as equacoes de Einstein no ponto dado fornecemn
wI =G (2.50)

onde o subindice L significa que apenas a parte hinear do teusor de Einstein G* ¢ con-
siderada. ja que neste sistema de coordenadas as conexoes sao uulas no ponto dacdo.
Exprimindo GY7 diretamente em funcdo da métrica ¢ suas derivadas ¢ realizando

operacoes algébricas simples chega-se. apds eliminar os termos proporcionais a derivada



primeira da métrica. a qual. por hipétese. ¢ nula no ponte dado. ao seguinte resultado:

1 1
G = 5 | === g™ — g 251
L ) (_g) [ N q . ] y ( )
Segue. entao. de (2.50) ¢ (2.51):
THY — i 1 [(_q)(q;w Un.i _ {j.‘uﬁgvn )] . (2.52)
2 =gyt PN T ]

Como a métrica ¢ constante no ponto dado. (2.52) ainda pode ser eserita na forma;

i 1 I 2o ¥ LT Ly
()T = 5 | (=il g™ — gd)

5 (2.53)

o3

O termo a direita na tima equacao ¢ como se pode verificar, anti-simétrico ez v e .3
e simétrico em v ¢ p. Logo. cle tem as propriedades de simetria desejadas e corresponde.
de fato. & forma U797 preconizada para 7% em (2.49).

Introdnzindo agora nm sistema arbitrdrio de coordenadas. a relacao {2.53). a gual
foi obtida supondo unlas as conexdes. nao serd mas valida, Em outras palavras, num
sistema arbitrario de coordenadas, nao vale mais a igualdade entre os termos A direita ¢ a
esquerda em {2.53). Designando entdo por (=gt a diferenca entre eles neste caso geral,
e definindo

L = (=gl 177, (2.54)

obtem-se. finalmente, a prescricao de Landau/Lifshitz para o psendotensor momento-

energla:

I~
(3
(o]
e

1 oo t3 e :
L;.tr./ — 3:[( 7!1)(9,! g\i _ yi 3gi )1«'}.3- (

Observa-se que win passo essencial ot a passagem de {2.52) a (2.33). sem a gual a simetria

regiierida em fo e v ndo seria obtida.



3.3 O PSEUDOTENSOR DE M@QLLER

O objetivo de Moller [3] foi dar a quantidade local de encrgia nos sistemas gravitacionais
um significado fisico ndo ambiguo. ou seja. indvpondonto (o sistema de coordenadas espa-
cial adotado. que os psendotensores anteriores nao lograram obter. Para tanto. aprovel-
tancdo a liberdade na escolha do superpotencial. propoe adicionar ao superpotencial de
Einstein H}j"‘i i ternio anti-simétrico conveniente. como em {2.29). de forma ¢ue o finxo
¢ a densidade de cnergia M denvados deste novo superpotencial se comporte como nnta
densidade tensorial de peso 1 sob transformacoes puramente espaciais de coordenadas do
tipo:

=0t = w0 (2.56)
Tal condicio assegura. e particular. que a cnergia contida localmente num elemento de
volume ¢, ou seja. o produto .\[gd:}.r seja win invariante escalar sob as transformacgoes

(2.36) e. consequenternente. nao dependa do sistema de coordenadas espacial adotado.

Assim, introduzindo o superpotencial anti-simétrico S T dado por
d) . pgiv ] [1-4 o T
Sﬂ = HF —|—‘I’}, . (2.57)

onde

id] . pylied NS T I & 5% 9=
\I},u - Hp f+ "";th (";sz K (~-')8)

o superpotencial de Moller é definido. de acordo com (2.57) ¢ (2.58). como
) ooyl 4] Ppgov s pypt 5 =
Sy =2H N+ 6 HY — e HI (2.59)

Moller impos ainda a condicao

/Qﬂfrzu (2.60)



a fim de preservar os resultados obtidos com o psendotensor de Einstein para a energia ¢
o momento totais do sistema.

Substituindo em (2.59) as expressoes (2,425 para o superpotencial de Einstein e reali-
zando operacoes algebricas elementares. S ﬁ[f""} pode ser expresso totalmente em funcao da

metrica ¢ suas derivadas de acordo com

1 |
SkA = V9 Gpe = Do)t 4" (2.61)

Desta forma. o pseudotensor de Moller é definido como

o
o}
(1

Vo [V-J)] s 1 v .3 K
J'-[,u - SH % :[V “!/(!l,.pﬂ - f/,ﬂur.p)g g p]. 3. ( :
Por ser derivado de wn suterpotencial anti-simétrico. WY ¢ antomaticamente conservado:

A= 5" =0. (2.63)

Ji.te "o

Em particnlar. o finxo ¢ a densidade de energia sao dados por:

My =Sy (2.64)
oude
1
g 1 3n K -
Sy = ;\/—g(yu,].n — o )Ty (2.65)

Uma vez que gy, se transforma como um 4-vetor covaniante sob (2.56}. como s¢ pode
verificar. e ja que suas derivadas comparccem em (2.65) de forma antissimetrisada. Sf:,”'ﬂ
constitni nma densidade tensorial anti-simeérrica de peso 1 com respelto a esras mes
nas transformacoes. Considerando que a divergeneia de uma densidade tensorial anti-
simetrica de peso 1 ¢ também wma densidade tensorial de mesnio peso. conelui-se que o
finxo ¢ a densidade de energia M. tal como definido em (2.64}. constitui ma densidade

tensorial sob rransformacoes puramente espaciais de coordenadas. o gue atende aos re-



quusitos exigidos por Moller.

Outra caracteristica notavel é «uie. ao contrario clos outros pscudotensores, cuja parte
gravitacional contem derivadas da métrica até primeira ordem. o correspondente termo
na prescricao de Moller contem derivadas de segunda ordem na métrica. e portanto nio
se amila necessariamente num sistema de coordenadas mercial. a 1ao ser que O espaco
seja totalmente plano, (uando entio serd nudo em gqualquer sistema de coordenadas. Ja
para o calculo da energia total do sistema na prescrigao de Moller. seudo a deusidade de
encrgia MY uma densidade escalar sob rransforimaces puramente espaciais. a restricao a

métricas assintoticamente Minkowskianas nao ¢ mais necessaria.

Embora tendo dado a cnergia local nos sistemas gravitacionais wn significacdo fisico
menos ambiguo que os pseudotensores de Einstein/Tolman e Landau/Lifshitz. o pseu-
dotensor de Moller nao constitui nma densidade tensorial com respeito as transformacoes
gerais de coordenadas. que podent incluir o tempo. Em partienlar. a densidade ¢ o fluxo

de momento MY nao ¢ uma densidade tensorial. mesio sob as transformacoes (2.56).

3.4 APLICACOES AO CALCULO DA DENSIDADE DE EN-
ERGIA E DA ENERGIA TOTAL

Pode-se agora verificar dirctamente. a partir das expressoes (2.44). {2.55) ¢ (2.62) pro-
postas para o psendotensor moniento-cnergia, os resitltados ambiguos que caracterizam o

formalismo pseudotensorial. antecipados na secao precedente.

Consideremos primeiramente a solucdao de Schwarzschild na sua forma assintotica,
expressa em coordenadas cartesianas isotrépicas de acordo com
2m 2m

ds? = —(1 — ==t + (1 + == ){dr* + dy + d=7} (2.G6)

! r
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onde r2 = r2 4 > 4 2 ¢ m é um parametro que no limite eldssico pode ser identificado
com a massa gravitacional total experimentada por nma particula teste a qual. sob a agao
deste campo. realiza uma geedésica no infinito. Assin. se a cquivaléncia entre massa ¢
energia estabelecida pela teoria especial da relatividade ¢ também valida na T.R.G.. tal
parametro corresponde tambén: a energia total contida no campo de Schwarzsehild. De
fato. calculando a cnergia total contida em todo o espaco de Sehwarzehild na preserigao

de Einstein resulta, de acordo com (2.34):
fjo = . (267)

Introduzindo agora as coordenadas esféricas {r. 6. 0). a solu¢do de shwarzschild pode

ser expressa. como ustalmente. na forma:

2m

2 ) B} ) P Pl
: 1-- H—ni)(h‘") + (1 = =) 4 7 {dr” + sentldo’). (2.68)
: R

ds™ = —{
i

Calewdando 1.10\'91111011r0 a energia total na presericao de Einstein neste novo sistema de
coordenadas obteni-se agora uni resultado infinito. Tal comportamento ¢ eonsequencia
do fato de que a métrica nsada nio é assintoticamente Minkowskiana. como foi observado
ao final da secao anterior. JA na prescrigao de Moller. neste novo sistema de coordenadas.
ohten-se novamente o resiltado {2.67). mostrando. como ja foi mencionado. gue nesta

prosericao nao é preciso restringir-se a métricas assintoticamente Minkowskianas.

Como nm tltimo exemplo. consideremos o caleulo efetvado por Virbhadra [12. 13,
14] que, utilizando o formalismo pseudotensorial. obteve as densidades de energia nas
presericoes de Einstein. Tolman. Landau/Lifishitz ¢ Moller para a solucao de Rewssner-
Nordstrom em dois sistemas de coordenadas distintos. anibos assintoticamente Minkowskianos,

Assim. expressando inicialmente a solucao de Reissner-Nordstrom no sistena de coor-



denadas (T.r, y. ) de acordo com

ds? = —dT? + de* + dy* + d=> + (1 = B)(dT + dr)*. (2.69)

2 : 2] 2 Pl 2 2 .
onde B =1-— = 4 %),— o r? o= ¥ 4+ gyt 4+ 27 > rj. com 1y representando o horizonte

de eventos de Reissner-Nordstrom. Virbhadra encontra para a densidade de energia nas

varias prescricoes o resultado

(2.70)

E) =L =1/20) = ~—.
Sar

Observa-se que. de acordo com tal resultado. quando @ = 0. o gne corresponce a solucao
de Shwarzchild. onde a encrgia ¢ de origem puramente gravitacional. a densidade de
cuergia ¢ identicamente nula em todo o espago exterior ao horizonte de eventos. que ¢
a regiio onde a métrica (2.69) esta definida. Desta forma. ainda de acordo com (2.70).
pode-se dizer que a energia gravitacional estd totalnente confinada no espago niterior ao
horizonte de eventos. nao se espathando para o espaco exterior a este horizonte. onde
somente energia de origem eletromagnética pode ser encontrada.

Realizando agora uma simples transformacio de coordenadas na variavel temporal

dada por

T =1+ [(3“1—1);-1;-. (2.71)

a soltcao de Reissner-Nordstrém pode ser expressa no novo sistema de coordenadas

(t.r.y. z) como

ds? = —Bdf! +dr?+dyf +d7 + (B~ = 1)dr™. (2.72)

Para esta métrica. as presericoes de Einstein e Moller fornecem o mesmo resultado (2.70),

enguanto qne o pscudotensor de Landan/Lifshitz conduz a expressao

—OQ Y+ QPr(r 4+ dm) — dm?? (2.7

L()O -
SariQ2 + r(r — 2m))?



Este exemplo mostra que a cnergia total na presericio de Landan-Lifshitz pode depender
do sistema de coordenadas mesmo quando tals sisteinas sao igualmente minkowskianos no
infinito. Tal discrepancia mostra, mais uma vez que. neste formalismo pscudotensorial,
nao ¢ possivel. em geral. atribuir wn significado fisico preciso a densidade de cnergia nos

sistemas gravitacionais.

Embora autores importantes como Landau e Lifichitz [2], por exemplo, rejeitassem a
possibilidade de se atribuir qualquer significado fisico a localizacao da energia gravitacio-
nal. a partir da década de 50 retomou-se o interesse por mna formulagao verdadeiramente
tensorial das leis de conservacao na T.R.G. ja que tal fornmlacao permite, em principio.
definir a quantidade local de energla nos sistemas gravitacionals como nm invariante os-
calar. on seja. conio nma entidade fisica independente do sistema de coordenadas adotado.
A préxima scciao ¢ os capitulos seguintes desta tese scrao cedicados a discussao destes

novos métocdos tensoriais.



4 PSEUDOTENSORES E SIMETRIAS: A PRES-
CRICAO DE KOMAR

Como observado ao final da sccio anterior. os resultados ambiguos obtidos a partir do
formalisno psendotensorial para a densidade de energia ¢ a energia total nos sistenas
gravitacionais provocaram a necessidade de uma formmlagao alternativa. onde as leis de
conservaciao relativisticas fossen: expressas por equagoes verdadeiramente tenso I1als.

E neste contexto que, seguindo os passos de Moller. Komar [6] abre novo campo de
investigacio ao considerar a estreita relacao existente entre leis de couservacao ¢ pro-
priedades de invaridncia das leis fisicas sob certos grupos de transformacocs de sumetria.
De fato. pode-se mostrar, por excmplo. que as leis classicas de conservacao de momento
o energia da matéria estao relacionadas s siwctrias por translacoes © rotaches rigidas
infinitesimais no espaco-tenipo de Minkowsk:

Com relacao as equacoces de Elunstein, que deserevem os sistenas gravitacionals. sao
as transformacoes gerais de coordenadas ¢ue constituem o grupo de simetria da teoria,
Pode-se entao. da mesma fornia. associar a cada transformacao infinitesimal de coorde-
nadas caracterizada pelo descriptor € (r) uma “carga”. a qual ¢ conscrvada. obtendo-se
assin nma mfinidade de leis de conservacio que sao generalizacoes das leis de conservagao
de encrgia o mouento. Reciprocamente. a cada lel de conservagao construida a partir das
expressoes de Einstein. Moller ete.. é possivel associar um descriptor € (). que define

wma certa fransformacao infinitesimal de coordenadas »® = 1 + € (r).

Assint. a proposta de Komar fot, tal como ocorre em Mecanica, associar as translacoes
rigidas 1o tempo a lei da conservagao da cnergia. segundo a prescricio de Moller. Com
este objerivo Komar define a densidade e o fluxo de carga generalizada de acordo com
1. 6]

D = 21" S . (2.74)
\

onde Sk ¢ o superpotencial de Moller (2.61).

T
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Pode-se ver claramente que D é identicamente couservado, ja que S, ([;‘”’] ¢ anti-sumétrico

om fi o v

W]
it
b |
e

D'_‘L = 2!‘\'[60 S{[},lw]].y.'“ = (. (

Além disso. para translacoes rigidas no tempo. quando entao € = &7 (2.75) sc reduz a
lei da conservacao da energia na prescricao de Moller.como exigido por Komar,

Em termos do tensor miétrico, DF pode ser expresso. de acordo com (2.61) por
D =2[ /=g (daap — Gopa) 990 (2.76)

Nao obstante, nesta forma. D nao constitni nm vetor, como ¢ desejavel, a fim de que a
carga dQ = D"dS, contida no clemento de hipersuperficie 45, scja win escalar.
Ocorre que. tal cono os psendotensores. D nao esta definido de maneira nnivoca pela

lei de conservacao (2.75). De fato definindo
[H =DV 4 Dl (2.77)
com Ut anti-simétrico em e v obtem-se. tendo em vista a couscrvacao de DY
(=D o+ whel =0, (2.78)

FINT

de modo que U7 ¢ ignalmeute conservado sendo. portanto. nma solugao aceitdvel para o
fluxo generalizado de energia.
Tal como Moller. Komar usou esta liberdade a fim de obter para o fluxo generalizado

nma expressao vetorial. adicionando & D" o ternio anti-simetrico
7| — Mo < ! LT th 1a] T
ol = W = 20/ g4 4" (€ ao — €5 Gap)]0 (2.79)

e obtendo:

Cr =D+ 1 = 2{\/_75'9'”'09”“(50.,0 —€po )]t (280)
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Por ser o termo entre parenteses na ltima equacao a derivada anti-simetrisada de wmn

vetor, UF pode ser expresso na forma covariante:
Mo UH.“ t”l) _ I”]l IHI [ v
UF =2/ —gle"™ — )], = 2/—g[e" — '], (2.81)
Assim. define-se o fluxo generatizado de energia de Komar por:

¢ Q[E““V - FV”“]”[,. (

1
o]
2
—

A anti-simetria do termho entre colchetes na tiltima equagdo assegura a couservacao co-

variante de EM

i 1 2 T el viin — :
;\jf = ,——_y( -4 ).,u = —J[ ﬁg(FI b o £ b ”.L/.Jf = 0. (283)

Consideremos em scgnida uma regiao R do espaco-tempo compreendida eutre duas
hipersuperficies tipo espaco definidas pelas equagoes ¢ = cte ¢ ¥ = cte. correspondentes a
dois instantes de tempo dados ¢ o ¥ > ¢, Tal regiao admite ainda como frouteira lateral
nma hipersuperficie 25 que representa a evolucio temporal entre os dois instanfes dados
do infinito espacial. Integrando a equacao (2.83) na regiao R ¢ usando o reorema de Ganss
para transformar esta integral de volume sobre R numa integral de superficie estendida

as fronteiras de R tais como definidas acuna. obtem-se:
0= / Ef gy = f E"dS, — / E™dS,. (2.84)

A integral sobre a hipersuperficic 38 pode ser omitida. jA que no infinito espacial uao ha
campo nem matéria. de forma que a densidade de energia £ ¢ identicamente nula nesta
hipersuperficie.

Assim, na sua forma infegral. a lei de conservacao covariaute (2.83) permite definir a

onergia total de Komar E(€). que. para sistemas fechados, ¢ conservada ne tempo. conlo



se pode verificar de (2.84):

E\J
oo
(W]

1 1
Ele)= — [ Eras, = — /Eodr. %
Y, ! o .
2k 2K
onde a nltima integral se extende a uma hipersuperficie tipo espaco cnujo clemeito de

volume ¢ dr.

Observa-se que, quando € = 7. o termo ¥ definido em {2.79) se anula ¢ E# se reduz
as cxpressoes de Moller para o fluxo ¢ a densidade de energia. Consequentemente. mun
O

= ¢ a cuergia total generalizada £(67) ¢ equivalente a

sistema de coordenadas onde € M

de Moller.

Como foi demonstrado na secdo anterior. a energia total na prescricao de Moller ¢
independente do sistema de eoordenadas espacial adotade. Tal propriedade corresponde
aqui ao fato de gue se € = 8§ wun dado sistema de coordenadas. snas componentes
sao invariantes sob transformacoes puramente espaciais de coordenadas. ou seja. que nao
envolven o tempo.

Por outra parte. sendo E/ uma divergeéncia. sua mtegral estendida a tm volunie tridi-
mensional dado pode ser transformada pelo teorema de Gauss a uma integral sobre a
superticie que o abarca:

1 1
Fie)= o [ Eas, == / (el — Hlikygs (2.86)

2h .

Vale notar gue. se ¢ for um vetor arbitrario. nao cstando necessarianeite associado a
qualquer métrica. nao se pode atribuir a F(€). assim como definido em (2.86). nenhum
significado fisico. sendo tal relacao. neste caso. meramente wma definicao marematica.
Desta forma. considerando qite nos sistemas gravitacionas as grandezas fisicas gque obe-
decem A leis de eonservacao sao determinadas a partir do tensor métrico. se e for nm
vetor de Killing. on scja. se a métrica dada admite uma simetria. o conteudo fisico de

F(e) pode ser resgatado mma vez que. neste caso. ¢ ¢ consequentemente. E{e) podem



scer definidos a partir da métrica dada.

Alént disto. gquando € ¢ min vetor de Isilling, pode-se mostrar que E(e) nao depende
da superficie dada. contanto gque esta englobe toda a maténa do sistema. De fato. usando
a condicao de Killing

EIIHLI + F_,/”‘“ =0. (281_}

¢ as propricdades de simetria dos indices do tensor de curvatura quando de sua permatacao

ciclica
R.[pas = 0. (2.88)
a identidade
Eallolis = Edlile = €10 (2.89)
se reduz a
o = € Loz g (2.90)

Contraiudo e o e 3 ¢ elevando o indice g resulta:
V”_H Y i P
€ = €T RN (2,91}

Tendo e vista a expressao gue define £7 ¢ nsando novamente (2.87) obtem-se. finalmente:

L&
L]
Lo

i = Q(Fuiiv _ EUH‘“)HU — _451'”;' — 1" RY. (-

fes

Assin, se €7 ¢ um vetor de Killing, F ¢ wdenticamente nulo em pontos once nao ha

matéria ja que nestes pontos. de acordo com as cquagoes de Einstein, RY = 0.

Seja agora 17 nm volume encerrado entre duas superficies S ¢ S* que envolvem toda

a matéria. Logo. £ sera nulo em todo 17 uma vez que. por constrngao. nao ha matéria



neste vohume., Desta forma:

/y E*dS, = 0. (2.93)

Ja que V7 ¢ limitado por S e S, o teorema de Gauss fornece:
/".(Fh”l’ . F"-’”I")dsﬂp _ [{J ((:'“HP _ Fl‘”.fl)als'uy - U (294)

Conclui-se entao que a carga generalizada E{e) ¢ independente da superficie se esta abarca

toda a matéria. como se queria demonstrar.

Devido a imediata analogia que se pode fazer com a lei de Gauss do eletromaguetismo,
o resultacdo (2.94) pode ser considerado como nma generalizacao desta lei aplicada ao
campo gravitacional, onde a quantidade E{¢) pode. pelo nienos para o caso de €' ser um
vetor de Killing. ser naturalmente identificada como a carga total generalizada contida ne

mterior da superficie dada.



Capitulo 3

O FORMALISMO TENSORIAL

1 O TENSOR MOMENTO-ENERGIA DE DESER,
GRISHCHUK, PETROV E POPOVA

No método idealizado por Deser ¢ postertormente generalizado por Grishehuk. Petrov e
Popova (D.G.P.P.) [7. 8]. em Iugar do espago Einsteniano de métrica g,,.. e relagao ao
qual nao se pode . em geral. estabelecer as leis de conservacao relativisticas em forma
tensorial. ¢ introduzide un: “espaco de fundo” puramente matem:dtico. en relacio ao qual
tais lois de conservacao podem ser expressas por equacoes tensoriais. sendo as quantidades
conservadas verdadeiros tensores com respeito as rransformacoes gerais de coordenadas
neste espaco de fundo. o que permite definir o tensor momento-cnergia do campo gravi-

tacional.

Tal espaco de fundo ¢ ainda caracterizado pela métrica de fundo 4, ¢ pelas conexoes

C7,. As relagoes entre estas gquantidades ¢ suas correspondentes no espago Einsteniano

usual. asaber. a métriea g, e as conexacs F;‘ sao definidas neste formalisimo mtroduzindo

i

dois novos campos % ¢ I de forma que:

i1

Vug = A (3.1)

33
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re, =0, + RS, (3.2)

s

Assim, neste formalismo. o espaco-tempo Eiusteniazio ¢ concebido como mma combinacao
de um espaco de fundo e de um campo tensorial, definido neste espaco de fundo. ao qual ¢
associado o campo gravitacional e cujos indices. por suposto. sao abaixados ou levantados
com a ajuda da métrica de fundo ~#,

Observa-se gne. nma vez gue tal espaco de fundo ¢ definido “a priori”. sna geonie-

tria nao ¢ determinada pelo campo gravitacional. como ocorre na teoria Einsteniana. de

forma cue os campos 7 o L definidos acima podem ser considerados como variaveis

v
indepencentes da métrica de fundo ~77.
Por razdes que ficarao claras mais adiante admite-se. por hipdtese. que o espaco de

fundo seja Ricei-plano. on seja:

R®, = 0. (3.3)

Vale notar também gue. partindo da definicao (3.1), a inversa da densicdade da métrica
b Nt 1 e T A G [ T 1: forma covaris V] — - - »ir\f . " le
G 80 pode ser expressa em termos da forma covariante hy, = 7070”7 por meio de
wma série mfinita de acordo com:

1 1

v = ﬁ-‘hw = F

Upe = T Ry — B0 + (3.4)

Toda uma nova formulacao da gravitacao, equivalente i de Einstein. pode agora ser
desenvolvida. escolbendo como variaveis dinaniicas os campos n*Y ¢ N7 os quais. de
acordo com as definicoes (3.1} e (3.2). sao campos tensoriais definidos no espaco de tundo.

Desta forma. a acdo de Hilbert para o campo gravitacional

Sz—i/Rﬁ@m; (3.3)
In .



quando expressa em termos de M ¢ AT toma a forma covariante

1 4
§=—5- [ Ldr. (3.6)
onde
L=W"(K0., = K+ G+ )RR, (3.7)

Nesta ultima cquagao foram usacdas as seguintes definicoes:

P = A = (3.8)

K, =L (3.9}

H ¥l

o

(KI)w = K K, — K05 R) (3.10)

piie e
sendo gne (0 denota a derivada covarante com respeito ao espaco de fundo. Foran ainda
omitidos da lagrangeana em (3.7) os termos:

Lo= =R . Ly=0"R0, ¢ Ly = 3K, =3 1), (3.11)

'[tl/ }”’

08 (Uals. COMO SC Verd A seguir. 1ao contnbuemn para a variacao da acao. gue agora
pode ser considerada como a agao para os campos A e K. Assinl a variacao da acao
(3.6) com respeito a estes campos, considerados como variavels mdependentes. conduz as

seguilites equacoes de movimento:

L
— =N, — N, + (WA, =0 (3.12)
dhiv e
o
oL _— . s P S b Sy oy qe
- — _h{u uE (ﬁ, 1 + h,ltl )I\“ _ (»:I.' + h}l_l' )Ith — (n 4 + ','?,J J[\.'“n — 0 l313)
oA, - e P

Quanto aos termos Lg. Ly ¢ Ly definidos acima. pode-se ver que sua exclusao nao altera as



equagoes de movimento. uma vez que Ly nao depende de 2 on NG, 6Ly = chiv IR =

s

{i. ja que o espaco de fundo ¢ Ricei-planoc e 6L, = [:!W’”\;w — 3998 Iy] 4. sendo uma

Al

divergeneia. gera um termo de superticie nulo nma vez que. por hipotese. ¢4, = () nos
Lmites de integracao da agao.

A cquivalencia entre este formalismo ¢ a teoria de Einstein da gravitagao pode ser
agora apreciada substituindo as definicoes (3.1) ¢ {3.2) nas cquacoes de campo (3.12) ¢
(3.13). Enquanto que a primeira conduz. junto com (3.3). as ecquagoes de Einstein no
VACTIO

R, =0. (3.14)

a equacao {3.13) reestabelece a hipdtese Einsteniana de que o espaco-tempo ¢ uma varie-

dade Riemaniana de métrica ¢

ar =0 (3.15)

Por ontra parte. combinando-se as equacoes (3.1) ¢ (3.13) chega-se a relagao

- 1 o
-[\O - —){] j(g-f.u:l' + q g T g;w: 5) (316)

jes

a qual. vale notar. ¢ consistente com (3.2} Tal relagao também mostra que A7, depende
da inversa de ¢ a qual. de acordo com (3.4}, s6 pode ser expressa por meio de uma série
mfinita ey by, Assim. I\’L‘V o. conscquentemente. o lado esquerdo de (3.12) constituent
séries infinitas em fi,,,. sendo esta ltima nma equacao diferencial de segunda ordem em
Py

A fim de obter para h,, uma equacio diferencial de seginda ordem consistente com
(3.12) na qual os termos hneares aparecam de forma oxplicita pode-se. primelramente.

abaixar os indices g e v em (3.13) com a ajuda da métrica de fundo ~,,. resultando. apos

simplificar o fator /—+.

] = - - . - N - 9. -t R o 51—
[jura] = —lpn + (0w H R G = B — “,Pfx‘fp — hL T he m“[\p“ =0 (3.17)



A seguir. combinam-se estas equagoes de mancira conveniente, permmtando ciclicamente

os indices p. v, o de acordo com:
[ v] + [vay] — [pwa]l = 0. (3.18)

Apéds derivar esta cquagao covarlantemente com respeito & r?. contrair com a e usar (3.12)

chega-se. finalmente, a seguinte expressao:

. . 1 o .
G;{-v = _(.[\ I\ );w + 3-:';11/(-[\ .[\ )n + Q,((y;n' (319)
onde
2 .?W = ﬂ’:'iti'h")ﬂI\";;ﬁ + h,m[\“ - /I::fm I\'U — h‘; _[\"”+
o R(AD, — RO ) b bR, K%35,,) (3.20)

+ hnp(l’x'ﬁ T + I\":’}Tp-:”'”)

gy
e G contendo apenas termos lineares e hy,,, . ¢ definido como

ol . Ny, . g3 g3 s
2G, = [l 2 = R = 60 s (3.21)

Desta forma. a equacao (3.19) é escrita de tal maneira ¢ue a esquerda. em GIL“_,‘ estao
contidos rodos os termos Iineares, enquanto que o termo a direita. sendo quadratico em
Dy © I(;:U. constitul, de acordo com (3.4) ¢ {3.16). yuna série infinita contendo tao somente
terios nao lineares em iy,

Sendo o campo gravitacional suficientemente débil, como na aproxumagao clissica
newtoniana. os rermos nao lmeares em (3.19) podem ser desprezados. o que restlta na
teoria linear

GL o =0. (3.22)

f} L

Esta cquacdo pode ser formalmente reconhecida como a gencralizacdo covanante da
cquACAO para wm campo de spin 2 nao massivo ¢ sem aitto-interacao. Consequentemente.

na medida em que os termos a direita em (3.19} nio sao mais despreziveis. o campo gravi-



tacional pode ser tratado neste formalismo como um campo nao massivo de spin 2 dotado
de auto-interacao.

Vale notar ainda que. sendo o termo a direita em (3.19) wna série infinita em . oste
formalismo corresponde a nma teorta infinitamente nao linear na qual o campo gravitacio-
nal atnua como fonte de si mesmo. Neste sentido. pode-se dizer que a energia gravitacional,
assim como qualquer outra forma de energia, ¢ fonte de gravitagao sugerindo. desta forma.
gue o citado termo fonte cm {3.19) corresponde ao tensor momento-cuergia de préprio

campo gravitacional.

De fato. esta interpretcdo ¢ plenamente justificada quando se caleula o tensor momento-
energia como usualimente. variando-se a acio com respeito a métrica do espaco onde tal
acao ¢ definda. Visto que no formalisino de D.G.P.P. a acao ¢ defimida no espaco de
fundoe. o tensor momento-energia neste formalisio ¢ obtide vanando-se a acao (3.6) com

respeito a métrica de fundo =, de forma que

1 oL
i — \/: (ﬁ"},,‘li’ .

wt {3.23)

onde L é a lagrangeana (3.7). Esta claro que nma variacao cm 7, afetard as conexoes

¢}, embutidas nas derivadas covariantes que aparecem em L. sendo a correspondente

i

variacao éC? dada por:

iy

T E—

Ji ;

3 o
,}n, ((SF; FIIRY + (Sﬂfriv;;z - (5,\”“};._})- (32-1)

|

J4 que nesta teoria a geometria do espaco de fundo nao é determinada pelo campo
gravitacional. pode-se tratar os campos B o K7, . que constituem as grandezas dinamicas

g

da teoria. como variavels independentes da métrica de fundo ~77. Assim. a varacio da



acao com respeito a métrica de fundo pode ser expressa na forma:

@sz—iL[@WUQJQVimgMﬁM+&pqm+wawhmmw+&wwﬂﬁh4whz

(3.25)
O cdlenlo do primeiro termo entre parenteses sob o sinal de integral pode ser realizado
diretamente. substituindo as expessoes (3.24) e integrando por partes. Quanto ao segundo

¢ terceiro ternios. ¢ mals conveniente considerar a variacao com respeito a 3 e usar a

relacao:
1 . é 1 o (S
_ _— =" ~ N ) ; .)
VSN ST T S P {3.26)
Deste cdleulo resulta. precisamente
1 oL o 1 - i
Wty = ———= = —(Nh},, + ;‘;ﬂz,(h Y, + Q;:U:n_ (3.27)

Vo 2

em concordancia com {3.19),
E interessante observar gue o artficio proposto neste formalismo de D.G.P.P.. a saher.
a decomposicao da conexao I ¢ da densicdace da métrica ¢4, o que permite constderar
a variacio cowm respeito a 37 como no caleulo precedente. introduz uma simphificacao
notavel no senticdo de gue o termo de terceira ordem hiv NI),,. que aparece em (3.23)
¢ indepencente de 34 ¢ portanto. de acordo com (3.26) ¢ (3.23). nao contribul com
nenhium termo adicional para o tensor monento-cnergia. Por suposto, se partissenmos cla
decomposicao ¢ = 1 + R tal stmplificacdo nao seria possivel [7].

A teoria pode ser ampliada para incluir a contribnicao da matéria adicionando-se o
correspondente tensor memento-energia de acordo com:

GE = wit, + T (3.28)

jiv

Tal procedimento equivale a admitiv o acoplamento minlmo ¢ntre a matéria ¢ o campo

gravitacional. De fato. a fim de (ue a teoria de D.G.P.P. seja consistente com a T.R.G..



a dependéncia funcional da lagrangeana da matéria L™ com respeito a métrica de fundo
I que na teoria de D.G.P.P. determina a contribuicao da matéria ao fluxo ¢ a densidade
de energia e momento. deve ser ignal & dependencia de LU com respeito a 7 = jT-’”’Jer”'.
que determina o tensor momento-energia da matéria na T.R.G. Pode-se mostrar que a
condicio que verifica tal equivaléncia ¢ que a dependéncia funcional de LY com respeito
A5 o i scja da forma:

LG hy = LU + R, (3.29)
De fato. neste caso obtem-se:

éL[m] (Q_L(m} bgn.} éL(m] Sﬁ‘j (\L(m)

bi;w - égnj éi!w - bg.ni

(3.30)

C - . .
Rk [‘.H,ew

Assim, de acordo com a lipdtese de acoplamento minimo. a lagrangeana da matéria em
presenca do campo gravitacional ¢ obtida da lagrangeana da matéria LE")(5) na auséucia
o campo. simplestente substituinda 27 por g = 3 I Desta forma. a hipatese
de acoplamento minimo implica que a mreragao entre a matcéria ¢ o campo gravitacional ¢
determinada exclusivamente a partir da mdétrica Einstemana ¢/ o independe da maneira
pela gual tal métrica ¢ decomposta. sendo esta decomposicao nm artificio puramente
matematico. sem significado fisico. Em outras palavras. no que diz respeito a interacao
entre a matdéria e o campo gravitacional. a métrica de fundo ~" ¢ mobserviével. Observa-
se ainda que neste caso admitin-se como valido o principio de cquivaléncia. no sentido de
que a acao do campo gravitacional sobre sl proprio ¢ sobre a matéria. independente de
stia patureza. ¢ seMpre a nesma.

A partir do resultado geral (3.28) ¢ possivel estabelecer leis de conservacao tensoriais
definidas no espaco de fundo para o fluxo e a densidade totais de momento ¢ energia
da matéria junto com o campo gravitacional. De fato pode-se mostrar que o termo G'JL”,
obedece a identidade

GLv = . (3.31)

FII’



i

resultando. de acordo com (3.28). na lei tensorial de conservagao

(tpe + L) =0

(3.3



2 OS PSEUDOSTENSORES NO FORMALISMO
DE DESER, GRISHCHUK, PETROV E POPOVA

Serd mostrado niesta se¢ao cono os pseudotensores de Landan/Lifshitz. Einstein ¢ Moller.

yoy

defimdos onginalnente em termos da métrica Einstemiana ¢ ¢ suas derivadas, podem ser

e

relacionados com os campos tensoriais A* o Iy s definidos no formalismo desenvolvido na

seqao antetior. Ao admitir a possibilidade de tais relagoes e considerando que A" e K7,
$&0 calpos tensorials no espaco de fundo. fica claro que. embora nao sendo verdadeiros

" os psendotensores constituen

teNSOIes CONl respeito ao espaco Einsteniano de métrica ¢
granclezas tensorials com respeito as transformacoes gerais de coordenadas definidas no
espaco de fundo.
De fato. considerando os pseudotensores de Einstein e Landau/Lifshitz como funcoes
da densidade da métrica g*" pode-se eserever
~pv ot ~ap

|
[ = ﬁly 7 17

G s (3.33)

) 1. ~ A ~n ~ N3~
Er= =@ a7 = 0V i™ ) el (3.31)

2
onde &, ¢ a inversa de g,
Por outro lado. como se sabe. devido a presenca de um termo nao homogenco na lei

de transformacao das conexocs. ¢ sempre possivel estabelecer em cada ponto do espaco

[al

de fundo um sistema de coordenadas local inercial no qual as conexées de fundo C'm,

sejam identicamente nulas no ponto dado ¢ onde a métrica de fundo 7. no mesmo
ponto. assume os valores Minkovskianos 1,.. Obscrva-se ainda que, neste sistema de
coordenadas. sendo mulas as conexoes. as derivadas covanantes de tensores que. por sua
vez. sao também tensores. se confundem com as derivadas simples.

Ocorre que, por construcao. a densidade da métrica 44 ¢ uma densidade tensonal com

rospeito as transforniacoes gerais de coordenadas definidas no espaco de fundo. Assini. do



que foi dito acima. as expressoes para os pseudotensores de Landan/Lifichitz ¢ Einstein,
tal como definidas em (3.33) e (3.34) podeni, em cada ponto dado do espago de fundo. ser
mterpretadas como tensores expressos mun sistema de coordenadas local inercial definido
neste ponto!. Desta forma. se agora introduzimos um sistema de coordenadas arbitrdrio
onde. por suposto. as conexées (7, 120 sao necessariamente nulas. as expressoes de Lf ¢
LY neste novo sistema de coordenadas podem ser imediataniente generalizadas. bastando

substituir as derivadas simples pelas derivadas covariantes com respeito as conexoes de

fundo €73, resultando:

1 ~ [tV -0 -3~ -
Ll“’ = T[y.‘ f] F— .{)" .35’ ];0:3 (330)
[N
£ ]‘ by ~ AL =0 ~ A3 ~hy .
R A A A A (3.36)

J4 a densidade da métrica ¢ e as conexoces I, sao decompostas. neste caso geral. de
acordo com (3.1) ¢ (3.2). Substitnindo estas expessoes em (3.335) ¢ (3.36) ¢ possivel obrer
as relacoes desejadas, exprimindo T4 ¢ Ef como fnngoes rensoriais explicitas dos campos

h#* e K7, Deste modo. para o psendotensor de Landau/Lifshitz obteni-se

1
L = (T g 0 = W ) (3.30)
-

onde

1 ,_
T — 7__{4: n,}h;w T _‘;,uuhn-i . ,\J;mhu.i — A Vnh'“')‘];(_,;_;. (338)

ZK
De acordo com (3.21) ¢ {3.28),verifica-se que 7#7 ¢ precisamente 0 tensor momento-encrgia
rotal da matéria junto com o canipo gravitacional definido no formalismo de D.G.P.D.
Assim. com respeito ao espaco de funde. L ¢ uma densidade tensorial de peso 2.
Quanto ao psendotensor de Einstein. algnma difictddade pode aparecer devido a pre-
senca do termo §,,. 0 qual so pode ser expresso em fungao de fiy,, por meio de uma

série infinita como em (3.4). Tal dificuldade é contornada observando gue. por meio de

1O presno argumeito taubém ¢ vdlido com respeito ao espago Einsteniano. Neste caso. coutudo.
<
chterianos como resultado o tensor nudo pois em tal sistema de coordenadas g0 =0



operacoes algébricas simples. o pseudotensor de Einstein pode ser expesso na forma
EL: _ j‘_ \/—: _11'.1’0 ~ ~ 0t - 613 ~F~o 0w
T Zh{ T T f/‘;:p:n(f] i) ) )} i (339)

onde _-l;’,"“ é m tensor com respeito ao espaco de fundo. anti-simétrico em # ¢ 3 e defimdo

de acordo com

:l:jn :éz(,)ni+hn\i) __(r,i

It

(™ 4 7). (3.40}

Por outro lado. de acordo com a relagao {3.16). pode-se escrever
- A A - - .
Supo — [\,wf)',\p -+ I\Pn!l.\;; - ]\nff,up- (3.41)

Substituindo este Wltimo resultado em {3.39} obtem-se. finalmente.

Ev = Y liari o RN A R AR (3.42)

it D JU ot

o que mostra que E ¢ nma densidade tensorial de peso 1 com respeito ao espago de fundo.
Da mesma forma. a relacao entre o pseudotensor de Einstemn ¢ o tensor MOmMento-cnergia

de D.G.D.P. ¢ dada. de acordo com (3.38) ¢ (3.42). por:
Er =T, + %[I\;Aﬁ o WAV = TR = 30 (3.43)
Com regpeito ao pseudotensor de Moller, partindo da expressao
MY = 2ER 4 6 Y — &V HY (3.44)

¢ue constirul a generalizacao covariante da relacdo entre os pseudotensores de Eimstem e

\Moller obtent-se. para o superpotencial de Emstein contraido Hlﬂ” o resultado:

1 ~n. T 2=
HY = ;[U;JﬂLhng 1. (345)



Substituindo este resultado em (3.44) e tendo em vista as relacoes (3.42) ¢ (3.40) obtem-se,

finalmente.

AL = =Y R AL (3.46)

.
de forma que M) ¢ wna densidade tensorial de peso 1 no espaco de fundo. Verifica-se
(e neste caso. 10 ¢ possivel estabelecer nma relacao entre o psendotensor de Moller e o
tensor momento-energia de D.G.P.P. {10]

Observa-se «que os psendotensores de Einstein. Landau/Lifshitz e Moller. bem como o
tensor momento-cnergia de D.G.P.P. diferem entre si por termos anti-simétricos. de forma

que todos cles obedecent # leis de conservagao tensoriais do tipo
e =0. (3.47)

onde U ¢ qualquer uma das expressoes tensoriais para o fluxo e a densidade de energia

¢ momento defintdas anteriormente.

Conelui-se. desta forma gue. cmbora tendo logrado exibir o fluxo ¢ a densidade de
(neteia e momento 1os sistenias gravitacionals cOmMo UM tensor. o que permite dar a
quantidade local de energia ¢ momento gravitacionals nm significado fisico independente
do sistema de coordenadas. D.G.P.P. nao introdvzem nenhuma forma nova. ou mesmo
finica. de representar as leis de conservacao relativisticas. ja que neste formalismo os
psendotensores também $ao tensores com respelto a0 espago de fundo. De fato verifica-
se que mesmo climinando o probiema da dependéncia do sistema de coordenadas. as
ambiguidades relacionadas ao caleulo da quantidade local de energia ¢ momento ndo
clesaparecen . uma vez que, na teoria de D.G.P.P. o campo gravitacional admite nma
invariancia de calibre. sendo tanto os pseudotensores (uanto o tensor HMOMENto-encrgia

de D.G.P.P. dependentes deste calibre. E o que serd demonstrado nas proximas se¢oes

deste capitnlo.



3 INVARIANCIA DE CALIBRE NA TEORIA DE
DESER, GRICHSHUK,PETROV E POPOVA

Como foi mencionado anteriormente. outro aspecto de interesse tedrico revelado no for-
malismo desenvolvido por D.G..P. é que. neste formalismo. o campo gravitacional pode
ser tratado como nm campo de spin 2 dotado de anto-interacao definido nnm certo espaco
de fundo Ricei-plano arbitrariamente fixado. Tais propriedades permitem uma abordagem
alternativa A dontrina Einsteniana. segundo a qual o préprio campo gravitacional deter-
mina a geometria do espaco onde estd definido. Na teoria de D.G.P.P.. a0 contrario. o
espaco ¢ definido “a priori”. ou scja. de forma mdepeudente do campo. o que permite dar
A gravitacao um tratamento andlogo ao que ¢ dado em fisica tedrica a ontras mteragoes
existentes na natureza como o campo cletronragnético. por exemplo. Esta analogia torna-
se ainda mais completa se considerarmos (ue na teoria de D.G.P.P. o campo gravitacional
admite wma invarancia de calibre. como sera demonstrado a seguir.

Embora partindo de um ponto de vista nao geométrico. a teoria de D.G.P.P. ¢ no que
diz respeito a sens resultados. equivalente a de Einstein. conio se mostron na seqaoe 1. oque
sugere a existéncia de uma estreita relagao entre a invariancia por transformacao de coor-

denadas na teoria de Einstein ¢ esta invariancia de calibre verificada na teoria de DGPDE.

De fato. se &(r) ¢ wm campo vetorial arbitrario infinitesimal. o qual define uma

transformacio de coordenadas infinitesimal dada por
=t E% ). (3.48)

a densidade da métrica ¢ = /=gy . sendo uma densidade tensorial. pode ser expressa

1as novas coordenadas de acordo com

Q' gr"
T N M n 3. 5
g ('{ ) - ] a.rn a.r jfl (.T )' { 349)




onde J é o jacobiano da transformacao. Retenda apenas termos lincares em £ a inversa

da transformacao (3.48) pode ser definida como:
-?_-'1 — .?.h\ _ LC,”(-?J). (330)

Consequentemente. mantendo a mesma ordem de grandeza em 7. o Jacobiano da rrans-

formacao sera dado por

J=1-¢. (3.51)

Substituindo as dias tltimas equacoes em (3.49) chega-se ao importante resulrado
s 2, (1)~ -
o) = e+ £8000, (3.52)

onde

ALY =g ey e e —
LN ) = =g+ g g — e (3.53)

P

De acordo com sua definicao. a quantidade ,6 Mmoo qual ¢ designada na literatura
como a derivada de Lie de 7 na direcao de £7. permite comparar a forma funcional da
densidade da métrica transformada 7 () com a forma funcional da densidade da métrica
original (). Como se verd a seguir. ¢ precisamente esta propriedade da derivada de
Lic que val permitir fratar as transformacoes de coordenadas como transfornaacoes de
calibre do campo gravitacional.

Em continuacio. a derivada de Lie em segunda ordem em £7 pode ser formalmente

definida como

A2} AL (1) - -

LG () = L[ L 7). (3.54)

e analogamente para as derivadas de Lie de ordem superior. Se a derivada de Lie atua

sobre um objeto geométrico que contem indices covariantes e cantravariantes. a definicao
(3.533) pode ser generalizada. resultando e

ALY Yol N ja LA A eho g3 ca o yo f ==
’£.E A s A A +§.,\‘_l,mf... + - ‘-.;z‘_l.\u... e T S 4;:i~ . (3JJ)



com expressoes andlogas para as denvadas de Lie de ordem superior.

Para obter as transformacaes de calibre que. na teorta de D.G.P.P. correspondenm as
rransformacoes gerais de coordenadas. consideremos inicialmente a relacao (3.52) entre a
densidade da métrica antes e apds a transformacao (3.48). Decompondo a densidade da
métrica nao transformada ¢ () de acordo com (3.1). a densidade da métrica transfor-

macda pode ser expressa na forma:
gmv(_r) — ‘:,-"W(.I‘) + h'““(,r) + iﬂé“(:}jli’ + 'f?,luz). (3:)6)

Assint sendo. ja que a dervada de Lie é um operador lmear. a densidade da métrica
transformada pode ser decomposta de dnas maneiras distintas. porém equivalentes. a

-
saboer”

gy = ) + ) (3.57)

il

G = A R, (3.58)

onde. por comparacao com {(3.56}1 definem-se:

By = ) 4 DGR T, (3.59)
:;‘W(I) — :’,I“’(_?») + i’fsl’f,»”“ {3.60)

¢
Py = i) + £ (3.61)

Na forma (3.57). como se pode observar. a transformacao atua apenas sobre o campo

A deixando invarlante a métrica 7Y(r) do espaco de fundo. Neste contexto, de acordo

B3 . . - P ~ N - T .

Poderfamos ainda decompor a densidade da métrica ua forma ¢ (a) = 3770y + 7(0) oude
R L ,{_E S Loy, No entanto tal deconnposicae pode ser descartada jd que. neste caso. o
. , < 03 Jaq

espago de fundo uao seria Ricci-plano.



T

com D.G.P.P.. a transformacao (3.59) pode ser considerada como uma “verdadeira”™ trans-
formacao de calibre da teoria. No entanto. o mesmo nao se pode alirmar de (3.61). ja
que na forma “hibrida™ (3.38). a transformacgao atna tanto no campo quanfo 1o espaco
de fundo. alterando a métriea 77¢(r) mantendo-a. porém. Ricei-plana.

as (uais se transformant sob {3.48) de acordo com

Da mesma forma. as conexoes ', .

Uty = Do (o) + £¢ Tp (), (3.62)
permitenn introduzir o calibre “verdadeiro”
Ro(r)= K (r)+ + £+ R (3.63)

onde foi usada a decomposicao (3.2) e supos-se que as conexoes O, do espago de fundo

nao sao afetadas pela transformacao.

Considerando agora nma transformacao de coordenadas arbitraria. isto ¢. nao infini-
tesimal. a diferenca €° entre as coordenadas originais . e as coordenadas transformadas
¢ ndo ¢ mais despresivel. de forma ue. neste caso geral. a relacao (3.52) entre gy e
i) deve ser generalizada para incluir a contribuicdo das derivadas de Lie e todas as

ordens em €. o que resulta na série infinita

TWm:ﬂ”-+Z~¢”W“ (3.64)

Ak . :
com "6(5 ! representando a derivada de Lie de ordem k.

Da mesna forma. as transformacoes (3.59) e (3.63) podem ser gencralizadas para

1
—fj“' A h‘”') (3.G5)

s Ly ;w ,' =
() = h b)Y ke

k=1



K (x) =

JII‘

I\ [p] e}
) + Z “L( e, + RO (3.66)

k=i

,mf

Estas sao. segundo D.G.P.P.. as transformacoes de calibre do campo gravitacional que

correspondem. na teoria de Einstein. as transfortmacdes gerais de eoordenadas.

Vertfiguemos agora se (3.65) ¢ (3.66) constituem de fato transformacoes de sumetria
da teoria examinazndo inicialniente como se transforma a acao de D.G.P.P. sob cstas

rransformacoes. Partindo da lagrangeana de D.G.P.P. na forma
L= iR = (5" + h;w)[[ PR — Ry + (NI, {3.67)

-) .- P - . R
onde agora acrescenton-se o termo L7 definido em (3.11) o qual. sendo uma divergencia
total nao altera as cquacoes de movimento. a sua variacao fL (nando da aplicacao de
nma transformacao de calibre ifiniresimal sobre os campos 7 ¢ N7, ¢ expressa pors

BL = (30 4 WPYSRT = 8K 4 SR )] + SPINT = Ry 4 (BR),0). (3.68)

o Hiro

Observa-se (e nesta variacao a mdétnica de fundo 57 nao ¢ afetada pala transformacao.
ja que esta ¢ supostamente uma verdadeira transformacao de calibre. isto ¢, atua apenas
sobre os campos M ¢ L7, .

Em primeira ordem em £7. de acordo com (3.59) ¢ (3.63). as variacoes em NI Iy,

sao dadas por

Sht = £ (5 + T (3.69)
e
r“[\';:'!/ ’{'(1 (C;(')v + I ;:1:;)' (3.70)

Substituindo estes resultados em {3.68). pode-se mostraz. apos nm caleulo bastante labo-



rioso qiie aqui sera omitido. que ¢L se reduz a seguinte eXpressao:

0.

8L = div— R, L8730 + 1), (3.71)

O termo designado como div na ultima cquacdo. representa uma série de divergencias
totais envolvendo €7 ¢ suas derivadas.

Para o caso mais geral correspondente as transformagoes (3.65) o (3.66). gnaudo entao
£ ¢ um vetor arbitrario. isto é, ndo infinitesimal. a expressao {3.71) pode ser formalmente
gcncralizada . acrescentando-se as contribuicoes da derivada de Lie em todas as ordens

em £7 o gue resulta eni

LUV Ky = LK) — :ﬁz ;5“ (327 + A7) + div, (3.72)

A-l

Consequentemente. a variacio da acdo de D.G.P.P. quando da aplicagdo das trapsformacoes

sorals (3.65) e (3.66) ¢ dada por:

1 1 : o zn AN in =
85 =~ SLdtr = #;/ [div — R? 52 e e (3.73)

2y L_l

Infroduzindo a lipétese adicional de que €0 ¢ suas derivadas se anulam nos limites de
integracio da acio. as divergencias rotais que aparecem sob o sinal de itegral na ultinia
equacao podem ser descarradas. pois geram termos de superticie nulos.  Assini. com
condicoes de contorno apropriadas. a variacio 65 serd nula, ou seja. a agao serd Invariante
sob as transformacées (3.63) ¢ (3.66) sc o espaco de fundo for Ricci-plano. ou seja. se
e, =10, o que tem sido admitido descde o inicio.

Desta forma. as transformacaes (3.65) e (3.66) pertencem ao grupo ce covariancia da

teoria. on seja. se B (r) o K, (r) sio solucdes das equagoes de movimento. entao R ()

'(i'l/

o A (). ral como definidas em (3.63) ¢ (3.66). também sao solucdes. Além disto. nma

vez que. por constricao. as transfonmacoes (3.65) ¢ (3.66) nao atnam sobre a métrica de

fundo ~#* que. na teoria de D.G.P.P. pode ser considerada como grandeza absoluta. estas



|
.

8%
\

sao também transforimacdes de simetria. justificando a designagao de “verdadeiro calibre”
proposta por D.G.P.P.

I interessante observar que as transformacoes (3.65) ¢ (3.60) constituem uma genera-
lizacao das transformacoes de calibre do campo cletromagnético. Realmente. da mesma
forma que o potencial vetor do campo eletromagnético A, (). sendo mm campo tensorial
de primeira ordem. esta definido a menos de um campo escalar A{x). o potencial gravita-
cional h* (). sendo nm campo tensorial de segniida ordem. esta definido a menos de um
campo vetorial £7(r).

Naturalmente. a propriedade de covariancia das transformagoes (3.65) o (3.66) pode-
ria ter sido obtida diretamente. substituindo estas transformacoces nas equacoes de movi-
mento. Neste caso verifica-se que tanto o termo Gﬁl,(h) (quanto o tensor nmomento-energla

tth. V) dependem de calibre. mas esta dependencia é de tal forma que as correspon-
dentes variacoes c“Gw, &t cancelam-se mutnamente. asscgurando. desta forma. a co-
varianela da teoria.

De fato. por am lado. considerando a lincaridade de G-

Gh.(h'y = GLh + Gy Zg\,f«“_.'”ﬂf”‘» . (3.74)

<
k=1

Asslm. & varlacao em Gﬁi, uando mmdamos o calibre do potencial gravitacional de 2 (r)

para /' [r) de acordo com (3.65) ¢ dada por

(SC'L = Gt Z

H

,U;” 300 ) (3.75)

Nesta nlrima equacao o operador Gﬁu atua sobre o termo entre colchetes da mesma forma
que em (3.21) atua sobre h?? Por ontro lado. come fol demonstracdo acmia. as trans-
formacoes (3.63) ¢ (3.66) pertencem ao grupo de covaridncia da teorla. de modo que. por
hipotese.

GEn'y = wt (RN (3.76)

T
jiee



4 AMBIGUIDADES NO CALCULO DO TENSOR
MOMENTO-ENERGIA

Examinaremos nesta secao. por meio de wunt exemplo especifico. as ambiguidades ver-
ficadas no calculo do tensor momento-encrgia de D.G.P.P. em especial no cdleulo da
densidade de energia 199, e que resultam da dependéncia de calibre do referido tensor.
como discutido na se¢io anterior.

Com este objetive. caleulemos a densidade de energia na preserigao de D.G.P.P. para a
métrica de Reissner-Nordstrom ¢ comparemos os restltados agui obtidos com aqueles obti-

dos por Virbhadra para a mesma métrica [12. 13. 14]. ja enunciados ao final do capitulo IL

A fim de aproveitar a simetria esférica que caracteriza esta solugao. vamos mtroduzir
as coordenadas csféricas (r.6.0) e exprimir os dois clewentos de linha assintéticamente
cartesianos nsados por Virbhadra nestas coordenadas. Desta forma. o primeiro elemento

de linha (2.69) quando cscrito nas novas coordenadas {T.5.8.0) ¢ expesso como
ds? = —dT” +dr* + r")((h‘)? + senBdo”) + (1 — BYdT + (!r)z. (3.79)

onde B =1—2m/r+Q*/r.

J4 o scgundo clemento de linha {2.72), agora escrito nas coordenadas (t.r. 6.0} ¢ dado
por
2 : — ) ) 2 ) 2 - or
ds? = —Bdt* + B tdr? + r¥(d6” + sen’do”). (3.80)
Ohservemos (ue. assim como antes. as métricas (3.79) ¢ (3.80) estao relacionadas pela
transformacao

T=1t+ /(B*l — 1}dr. (3.81)

Determinemos en segnida. para as duas métricas dadas acima. a densidade de energia i



Segue entdao de {3.74) que
1
W(:’ K'Y =t,.(h. )+ Gm ——
Consequentemente, sob as transformacoes dadas.

1 =1
w = éGLw = CEU Z
e = e [

i(k](;ﬂj%-f]n‘j) . (378)

Assim. a dependéncia de calibre do tensor nomento-energia surge como uma condi¢ao
necessaria para garantir a invariancia das equacoes de movimento sob as transformagocs
(3.63) ¢ (3.G66). Neste aspecto. o campo gravitacional difere do campo cletromagadtico.

cujo tensor momento-cnergia ¢ idependente de calibre.



na presericao de D.G.P.P., aqui definida. de acordo com (3.38). como:

1 )
f_(]l](,} . h) — T’:{—: UUhn\i + ,}ﬂ-fhlj(] _ QjP(]f\fIOj]:n: ;. (383)

Escolhendo inicialnrente wnt espaco de fundo tal que. nas coordenadas (. 7. 8. 0) a métrica

de fundo ~,,(x) corresponda ao elemento de linha plano em coordenadas esféricas. ou seja

-1 0 0 0
0 1t 0 0
G = (3.83)
0 0 7 {
0 0 0 r’sen’d
o potencial gravitacional 2/{r) ¢ entao dado por
(Y = g () — M. (3.84)

jA que neste caso. /- = /=0 = ?send. sendo ¢ () a métrica nao transtormada (3.79).

Assim. obrem-se para A () o resultado:

B-11-B 0 0
1-B B-10 0 ‘
W) = . (3.85)
0 O 00
0 0 00

Substituindo (3.83) ¢ (3.85) em {3.82) obtem-se. finalmente

0*
) = (3.86)

Swr
em conformidade com os resultados obtidos por Virbhadra usando o formalismo pseu-
dotensorial para a mesia métrica em coordenadas assinfoticamente carteslanas (L. y.z)

[12.13. 14].



Apliquemos agora a transformacio (3.81). Do ponto de vista da teoria de Einstein.
esta é nma transformacio de coordenadas na qual uma mesma geonicetria. ¢ representada

em dois sistemas de coordenadas distintos. (T.r.6.0) o (£, o}

Todavia. de acordo com a discussao desenvolvida na iltima secio. na reoria de D.G.IP.D.
tal transformacao pode ser considerada como uma transformagao de calibre. on scja. que
atua exclusivamente no campo. sein afetar as varidveis ¢ue descrevem o espago de fundo
onde tal campo esta definido.

Adorando esta tltima interpretacio determinemos. a partir da métrica rransformada
(3.80). o potencial transformado h{.r) expresso como funcao das coordenadas originais

(T.r.8.0). de acordo com a relagao:

hlﬂl/( ) — q"ﬂi’( ) _ a‘ﬁﬂ’(_l-)' (3.87)

i

Nesta (iltima cquacdo. ¢ {r) ¢ a mérnica transformada (3.830) expressa como fungao das
coordenadas originais (7. r. 6. o). Além disto. conio V=1 = V—¢ = risenf. tals termos
podem ser omitidos. Observa-se gue a nesima métrica de fundo plana {3.83) ¢ usada
para determinar o novo potencial. e concordancia com a forina {3.57). segundo a qual a
transformacio ¢ de puro calibre. ou seja. nao atua sobre o espaco de fundo

Substituindo (3.80) ¢ (3.83} em {3.87) segne que:

ey = : (3.88)

0 0 G o

Assim pode-se dizer que. na lingnagem de D.G.P.P.. a transformacao de coordenadas
(3.81) carresponde a tma mudanga de calibre de B (r). como definide cm (3.85) para

R () dado em {3.88). onde. por suposto. M () e K7 () estao relacionados pela frans-



formacdo de calibre (3.63).
Substituindo na féormula (3.82) os valores dados em ({3.83) ¢ (3.88) resulta. para a

densidade de energta neste nove calibre:

QT — At 4 6mQ7r — 30

fﬂo _\‘].’
(G- 7) Sx(r? —2mr+ (23

(3.89)
Desta forma. tal como o psendotensor de Landan/Lifshitz. o tensor momento-cnergia
de D.G.P.P. é fortemente afetado pela transformacao. mudando completamente a sua
forma funcional. No entanto. enquanto que a discrepancia verificada por Virbhadra no
psendotensor de Landan/Lifshitz pode ser atribuida ao seu comportamento nao tenso-
ria] sob transformacoes gerais de coordenadas. esta mesma discrepancia. a luz das idéias
introduzidas por D.G.P.P.. estd relacionada a dependéncia de calibre do referido psen-
dotensor. como mostra a relacio {3.37) anteriormente deduzida entre o psendotensor de
Landau/Lifshitz ¢ o tensor momento-energia de D.G.P.P.. Como estamos interessados

apenas na densicdade de energia. tal relacao ¢ agora expressa na forma 3

LUU _ tﬂ{) + T[hUUho-i _ hUn hﬂ'i];o;j. (390)

Com cfeito, usando (3.83) para o potencial nao transformado 2 (.r) o substitnindo em

3.90). verifica-se que o segundo termo A direita anula-se identicamente, resultando
|

LOO(h) — f”o(h) — (391)

como haviamos obtido anteriormente.

Se agora aplicamos a transformacao. alterando o calibre de #%(r) para A%(r) dado

104 teros relativos ao determinante da métrica que aparecem e (3.37) ¢ na defini¢ao do pseudoten-
. . Rl
sor de Landau/Lifshitz podem ser cancelados. uma vez que g = g =~ = —r'senté.



por (3.88). resulta. para o segundo termo a dircita em (3.90):

—Q2 4+ 6mQY + (307 — 12m%Q%) + P (8m? — 1 Q)
Saor(r = 2mr + 7 )

[hfm]hln.j_h!()nhfu-f]:n;;} (392;

Assim. substituindo (3.89) ¢ (3.92). correspondentes a este novo calibre. cn (3.90) obtem-

se. finalmente:

—OF + GmQ*r — 12m7Q%? + (8 + 2m Q%) + rHQ? — 4in?)
8ari(r? — 2mr 4+ Q%) '

L9 = (3.93)
Realizando nesta dltima equacio operacoes algébricas elementares. ¢ possivel reduzi-la a
forma (2.73). que ¢ a expressao encontrada por Virbhadra para a densidade de energia

na prescricao de Landau/Lifshitz quando da aplicacao da transtormacao de coordenadas

(3.81) [14].

Couclui-se entio que. sob a acao da transformacao de calibre 2 (r) — W™ (). onde
By e () sao dados par (3.83) ¢ (3.88). o pseudotensor de Landau/Lifshitz se
transforma exatamente como se tivesse sofrido a acao da transformacgao de coordenadas
(3.81), revelando. desta forma. uma cqnivalencia completa entre as transtformacoes de
coordenadas ¢ estas transformacoes de puro calibre defintdas na teora de D.G.P.P.

A titulo de ilustracio, recalculemos a densidade de encrgia na prescrigao de D.G.P.P.
para a métrica de Reissner-Nordstrom na forma transformada (3.80) perimitindo agora que
a transformacao dada atue também no espaco de fundo, isto ¢. escolhendo como meétrica

de fundo a métrica transformada ~ " dada por

L aro or? 3
)= i g o (3.94

onde e 27 representam. respectivamente. as coordenadas originais (1. r.6.0) ¢ as coorde-

nadas transforniadas (t.r.0. o). obtidas das antcriores pela transformacao (3.81) . sendo

. a métrica de fundo original dada e (3.83).

hy3s



Segue entao de (3.94) que:

[ -1 i—B' 0 0
o 1 -8B 1—-(B'-1* 0 0
e(T) = (3.95)
0 0 r? 0
0 0 0 risen’d

Expressando esta métrica de fundo transformada e a métrica de Reissner-Nordstron trans-
formada (3.80) como fungdes das coordenadas originais r . 0 novo potencial A7 () pode
ser agora definido como:

() = g ) = () (3.96)

Nesta vorsdo. a transformacao corresponde a forma hibrida preconizada em (3.58) onde.
por snposto. a relaciao entre W% e W™ ¢ dada por (3.61). quando generaliza-se csta
o

expressao para todas as ordens em £

Substituindo (3.80) ¢ (3.95) em (3.96) obtem-sc:

1-B1'—(B?'-1® B*-1 00
) B-1—1 B—-1 00 |
ey = . (3.97)
0 0 00
\ 0 0 0 0

Levando estes valores em (3.82) resulta:

20+ QN —AmQ%r

COREr(t = 2mr + Q%) (3.98)

N~ h7)

Por suposto. a variacao aqui verificada na densidade de encrgia % com respeito ao resul-
tado original {3.86) corresponde a componente (00) da derivada de Lic do tensor momento-
cnergia . Assim. pode-se entender tal vanagdo como o resultado da transformacao do
tensor womento-energia % gerada exclusivamente por nma mudanca no sistema de co-

ordenadas que descreve o espaco e fundo. no caso. a transformacao (3.81}. de modo



que
o't dr’

ady
= o op Gl (3.99)

[ (o

Observa-se. no entanto. que o resultado (3.89). que provém de nma transformacao de
puro calibre. nao pode ser explicado desta forma.

Com base nos resultados aqui obtidos. pode-se dednzir (e as ambiguidades veri-
ficadas no formalismo psendotensorial com respeito a quantidade local de energia nos
sistenas gravitacionais nao desaparecen neste formalismo tensorial de D.G.P.P. No en-
tanto. enquanto que no formalismo pseudotensorial tals ambignidades estao relacionadas
4 dependéneia com respeito ao sistema de coordenadas da quantidade local de energia.
no formalismo de D.G.P.P. estas ambiguidades provemn da dependencia com respeito as

transformacaes de puro calibre do tensor momento-energia.



Capitulo 4

O FORMALISMO DE BROWN E
YORK

1 A ENERGIA QUASE LOCAL DE BROWN E

YORK

Em recente formalismo introduzide por Brown e York [9] é possivel definir para os
sistemas gravitacionais nma guantidade quase local de energia de mancira andloga a
definicao de encrgia mecanica na teoria de Hamilton-Jacobi.

Com efeito, ao invés de fixar as condicoes de contorno. isto ¢. as coordenadas ¢ o
tempo nos limites de mregracio da agio o varlar as rrajetonas. clegendo como solucao
aquela e extremiza a acdo. como ¢ de uso comum no caleulo variacional. na teona de
Hamilton-Jacobi as rrajetérias sdo fixadas pelas equacoes de moviniento, isto ¢, admite-se
que o sistema evolua no tempo realizando tio somente trajerdrias fisicamente possiveis as
quais. por suposto. sio solucoes destas equacoes de movimento. engnaute que as condicoes
de contorno sao vanadas. o que resulta numa vanacao da propria agao. Assin. na teoria
de Hamilton-Jacobi. a acao Sy. para trajetdrias classicas fisicamentes possiveis pode ser
considerada como nma funcao ordinana das condicaes de contorno. ou scja. das coorde-

nadas ¢ do tempo nos instantes inicial ¢ final.
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As taxas de vartacao desta funcio. ou seja. da acdo Sy. com relacao as coordenaclas
¢ ao tempo (iniciais ou finais) podem ser obtidas expressando-se a variacao 65y da agio
para trajetdrias reais do sistema em termos das variacoes arbitrdarias dq' o &t aplicadas as
coordenadas ¢ ao tempo nos instantes inicial on final.

Para estabelecer tal relacao. consideremos a agiio S associada ao sistema mecanico

dado na suna forma canonica de acordo com

f” (!]

§ = [p,wﬁ— — H{p;.q' . D)]dt. (4.1}
S dt

onde H{qg'. p;. 1) ¢ a Hamiltoniana do sistema. p; ¢ O MOMmento canonicamente conjugado a
coordenada ¢' ¢ a integral ¢ caleulada entre dois instantes dados # ¢ #7 > # correspondentes
as configuracoes inicial ¢ final do sistema. Introduzindo agora nm novo parametro A para
descrever a evolieao do sistema tal gque £ = #{A). a acao {4.1) pode ser reparametrizacda
na forma

Sy o
5 = / A\ — FH( . 1) (1.2)
JN

onde. por definicao. # = HN ). " = t{A”) ¢ o ponto significa a derivada com respeito a A
Efetnando variacées arbitrarias nas coordenadas e no tempo ¢ integrando por partes.

a vartacao 0.5 da acao nesta forma parametrisada pode ser expressa como:
85 = (termos associados as ey, de movimento) -+ pog’ |y — Hotly . (4.3

Assine se as coordenadas ¢ o tempo sdo fixados nos nstantes inicial e final, on seja.
se dg'(N) = b4 (N") = 0 ¢. analogamente. 6H{N) = 6t(\") = 0. a condicao de extremo
&5 = 0 forneee as equacOes de movimento cujas solugoes {(_;j(/\). HA)} correspondent as
trajetorias classicas fisicamente possivels do sistema. Por outro lado. considerando apenas
tais solucoes classicas fisicamente possivels. os termos relativos as cquagoes de movimento

se anulam o (4.3) se reduz a:

68y = pi 0’| — Hadt|y . (4.4)



Finalmente, fixando, por exemplo. as condigdes iniciais, ou scja. pondo ég'(A') = 6t(A') =

0 ¢ mantendo arbitrarias as variacoes das coordenadas e do tempo no instante final resulta:
85, = pi0¢ — Hyot. (4.3)

onde. para simplificar a notacao. fol omitido o simbolo A",
Este tltimo resultado permite exprimir as taxas de variagio da agdo Sy com respeito

as coordenadas ¢ ao tempo de acordo com as chamadas equacoes de Hamilton-Jacobt na

forma
08S.
afj = —H(q. p) (4.6)
¢
LT 17)
aqi = Piel- ( i

Assim. na teoria de Hamilton-Jacobi. a energia do sistema no estado final {on inicial).
representada aqui pelo Hamiltoniano H. ¢ definida como ¢ negativo da taxa de varlacao
da aciio com respeito ao instante final (ou inicial). supondo que o sistema evolua segundo
as cqitacoes de movimento ¢ que as coordenadas sao fixadas nos limites de integracao da
acan. o1 seja. nos mstantes inicial o final:

_ asr‘f
o1

E = H = lf”. (48)

Da mesma forma. generalizando as idélas de Hamilton-Jacobi para os sistemas gravita-
cionals ¢ nsando o formalismo 3 + 1 da gravitacao. no qual se admite que o espago-tempo
¢ folheado por hipersuperficies ¢ = cte. onde £ ¢ um parametro temporal cscothido de
forma arbitraria. na prescricao de Brown ¢ York a ¢quantidade quase local de energla
contida muna regiio © de fronteira S selecionada numa dada hipersuperficie = cte
¢ definida a partir do negativo da derivada funcional da acao que desereve tal sistenma
sravitacional em relacao & chamada fungao lapso V. que mede a tava de variacao. com

respeito ao parametro . do tempo préprio medido pelo observador ' per sendicular a
i



hipersuperficie ¥ = cte em S, Admite-se, como na teoria de Hamulton-Jacobi., que as
hipersuperficies t = cte evolnam segundo as equacoes de wovimento qie sao. neste ¢aso.

as cguacoes de Emstem,

Para chegar a este resultado seja. como antes. uma regiao ¥ de fronteira S e con-
sicleremos sua evolucao no tempo entre dois mstantes # ¢ # > #. Tal conjunto de
hipersuperficies T hmitacas por S. com ¢ variando entre # ¢ # formam. no espago-tempo.
um 4-volwne M. o qual ¢ folheado por tais hipersuperficies. tendo como fronteiras nma
Lipersuperficie lateral S, que descreve a evolugao de S entre ¢ e #7 . e as hipersuperficies
Y e ¥ definidas nas hipersuperficies ¥ = cte e #7 = cte e limitadas pelas mtersecoes
destas hipersuperficios com a hipersuperficie 1S .

Considerando M como a regidao do espaco-tempo sobre a qual se define a acdo para o
sistema gravitacional dado. estabelacer as condicoes de conterno nos limites de integragao
da acao significa agora estabelacer as geometrias (ue caracterizam as hipersuperficies '
<7 ¢ 35, que constituem as fronteiras de M. tanto do ponto de vista intrinseco como
extrinseco. ou seja. ¢ necessdrio especificar nao s as trimétricas h . 07 e v, que definem
as propricdades geométricas intrinsecas as hipersuperficies 7 = cte #7 = cte ¢ 5. mas

tamhém a mancira pela qual tais hipersuperficies foram eurvadas em relacao ao espaco-

tempo (uadrimensional que as envolve.

Tal curvatura extrinseca, por sua vez. pode ser naturalmente determinada pela variagao
do nnitario normal a hipersuperficie. quando nos deslocamos ao tongo de scus verores tan-
gentes. Assim.define-se a curvatura extrinseca de nma hipersuperficic como a proje¢ao
na hipersuperficie da taxa de variacao covariante, ao longo da hipersuperficie. de seu ve-
tor unitario normal. Designando por #f e i*. respectivamente. 05 mtArios Normais as
hipersuperficies + = cte ¢ 7S, as correspondentes curvaturas extrinsecas sao entao dadas
por

I\-,HL‘ = _hj: Uyl (49)



Iy

(—),(uf - _‘:';}nuﬂnz (410)

onde h;} ¢ 5, sa0 0s projetores sobre as hipersuperficies # = ete ¢ 1S, definidos por:

no__ A0 Ia}
hy=8) +u"u, (.11}

e
ﬂ)’? :é;‘ - nn,. (4.12)

Uma vez que sao projecoes sobre as hipersuperficies correspondentes. I, ¢ ©,, po-
dem também ser considerados eomo tensores definidos na propria hipersuperficie onde
sdo projetados, sendo entao designados por A7 e 0,5, onde os {ndices 1. ) refereme-se as
coordenadas internas definidas na hapersuperfieie.

Scja agora {. X} um sistema de coordenadas quadrimensional definido arbitrariamenre
sobre o espaco-tempo e considercinos nma folheacao tipica. na qual as hipersuperficies
sao rotuladas por nm paranietro ¢ definido por uma fuuciao arbitrdria das coordenadas
{ X} de modo que cada fatia da folheagcao pode ser caracterizada por uma eqnacio
do tipo HX?) = cter JA que wma vanedade trnidimensional nao requer mais do gue
tres coordenadas para especificar mnivocamente cada mm de sens pontos. cada evento
10 espaco-teinpo pode ser univocamente caracterizado por uma uadrupla de nimeros
(. 1), onde {.1‘5} sao tres parametros arbitrarios ue definem um sistema de coordenadas
tridimensional na hipersuperficic onde se localiza o evento ¢ ¢ é o parametro que rotula
as hipersuperficies da folheacao H{X") a que fol submetido o espaco-tempo.  Assim. as

hipersuperticies H{X?) = cte admitem também wma representacao paramétrica na forma:

XY= o0 {4.13)

onde 7 sao gquatro funcdes continuas compativels com a folheacao #(X?) dada. arravés

das quais os parametros (') sdo definidos.
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Interpretando (£.13) como mma relagao de transformacao entre as coordenadas {X"}
¢ {.1".7‘}. ¢ possivel mostrar que o clemento de linha dS? = 40 dX"d XY nas novas coor-

denadas pode ser expresso na forma

dS? = = N2t ¢ by (Nt de' YN dt v dad). (4.14)

onde N e N sao. respectivamente. as chamadas funcoes lapso o deslocamento e ;s ¢ a
ij

componente (77) da métrica transformada. on seja
! - -3 -
gij = h,‘j = .\_?.\_jf]njg. (—11))

Observa-se que. de acordo com a sua definicao. ity ¢ a trimétrica mtrinseca a hiper-
superficie #(X7) = ete induzida por g, ;. ou scja. que determina a distancia espacial
dl? = hdridrd entre dois pontos na hipersuperficic enjas coordenadas diferem de da'.
Para demoustrar (4.14) e esclarecer o significado das funcoes lapso e deslocamento.consideremos
o vetor deformacao N dado por:
ZAS

N = . :
0 (4.1G)

Decarre de sua definicao. que N ¢ nm veror rangente as linhas coordenadas de t. isto
¢ as linhas de nniverso definidas pelas eqnuacoes ' = c¢te as quais. por constIncio. inter-
ceptant as hipersuperficies ¢ = cte em pontos de mesmas coordenadas intrinsecas {1},
Como as coordenadas intrinsecas {0’} ¢ o parametro t sio definidos de maneira arbitrdria.
A admite, em geral, componentes ao longo das direcoes tangentes ¢ normal a hipersu-
perficie, Pode-se mostrar agora que tais componentes correspondem as funcaes lapso ¢

deslocamento nsadas para exprimir o clemento de linha (4.14). De fato. uma vez gue. por

. e . - H RS \ - vy - - -~ -
definicao. X7 = ‘:i\a-i ¢ um vetor tangente A hipersuperficie na direcao das linhas coor-

denadas de o' e v, = —. (—)—‘7\'—( & 0 sen unitario normal. onde N & aqui apenas um fator

e normalizacao a Aim de gue ¥, = —1. as cowwponentes de N7 ao longo das direches
i &



perpendicular ¢ tangentes a hipersuperficie serao dadas por:

ax" ot
Ny, = =N — = -\ A7
! of ON° A
o
I ax°ax’ )
IASAGE S R T ghdr.t) = V(). (4.18)

Desta forma. o fator de normalizacao V esta assoclado a componente de V? ao longo
do nuitario normal & hipersuperficie. enquanto gue as componentes de N7 tangentes a
hipersuperficie correspondem as componentes gy; do tensor métrico transformaco. como
se ohserva de (4.18). as quais podem ser consideradas como as componentes de um covetor
tridimensianal \; definido na hipersuperficie.

Assinnvisto que os vetores 1" o X7 sdo ortogonais ¢ considerando os resultados fornect-

dos por (£.17) e {+.18). N pode ser decomposto ao longo de #® ¢ X7 na forma
N = N 4 NN (1.19)

com N7 sendo a forma contravariante do rrivetor N definido emi(4.18) ¢ enjos fndices sao
abaixados on levantadoes com a ajuda da rrimétrica by on seja. Ny = Dy NV

Usando agora a equacao (4.19) para determinar a compounente {003 do rensor wérrieo
transformado obtem-se

, EAGE A
oo — ffn..iﬁ_ of

= g NN = —NT 4 NN (4.20)

Finalmente. reunindo os resulrados obtidos em (4.15). (4.18) o {(4.20). a métrica rranstor-
mada g;,y(.r'i. #) pade ser expressa em termos da trimétrica by o das companentes Ve AW

de N de acordo com:

dS? = o A + 24 dridt + o dridr! = CNTARP g RN 4 AN da s (421
00 of ij 3
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Consequentemente. por comparagao com (4.14). verifica-se que as fungoes lapso ¢ deslo-
canmento podem ser wlentificacdas. respectivamente, como as componentes cdo vetor de-
formacao N nas divecoes normal e tangencial a hipersuperficie = cte. tal como definidas
em (4.19).

Por outro lade. para o observador u® perpendicular a hipersuperficie + = cte, o inter-
valo dS? medido entre dois eventos infinitesimalmente proximos (v, #) ¢ (! 4+ dri t + dt)
¢, por defimcao

dS® = —dT° + ]l,'j(”i(”j. {4.22)

-} ; y - . . ’ -
onde d7 e dI* = h;;dl'dP sao. respectivamente. o intervalo de tempo préprio e o quadrado
da distancia espacial entre os eventos niedido por este observador. Comparando esta
cquacao com {414} resulta que

AT = Nt (4.23)

I\l

Al = Nt + ' (421}

Vertfica-se desta forma que a funcao lapso N mede a taxa e vartacao com respeito
ao paranietro ¢ do tempo proprio medido pelo observador #” pepenclienlar a hipersu-
perficie + = cte. enquanto que as fungoes deslocamento N, uma vez que se dr’ = 0 a
eqitacio (4.24) se rednz a dI' = N'df. meden as taxas de variacao cont respeito ao mesmo

7. ao longo das

parametro dos deslocamentos espaciais medidos por este observador u
direches tangentes & hipersuperficie. entre dois eventos conectados pela linha de universo
rt = cte e definidos pela intercerptacao desta linha com duas hipersuperficies infinitesi-
mahnente provimas ¢ = cte e -+ dt = cte.

Se agora nsamos a métrica (4.14) ¢ a definicao de curvatura extrinseca. a mtegral

que define a aciao de Hilhert para o campeo gravitacional poce ser expressa de maneira

apropriada em rermos da funcio lapso V. das componentes vy do tensor de curvatura



extriseca & hipersuperficie t = cte o da sua métrica intrinseca ;5 na forma [9. 11]

il - AT 23 X .- o=
S= / Vg Rdr = [ A \/E(Ix,-jh YU R4 3Rty + (termos desuperficie). (4.25)
J it Sy

onde 3R ¢ I = h; KV sfo. respectivamente. os escalares de curvatura infrinseca ¢
extrinseca das hipersuperficies # = cte. Obseva-se rambém que. partindo da definicao
{4.9). I\j; pode ser expresso como

. I .
I\U = fﬁ{h,j ot -\{i:j)]- (-1:.26}

onde o ponto significa derivacio com respeito ao parametro f ¢ o simbolo @ representa a
derivada covariante compativel com a trimétrica f;; intrinseca a hipersuperficie = cte.
isto ¢ tal que by = 0. Assinn. LGy esta essencialmente relacionado a taxa e variacao
remporal da triméea by,

Ja os termos de superficie assinalados a direita de (4.253) sdo integrais definidas sobre
as hipersuperficies # = cte. 7 = cte ¢ 25 que constituem as fronfeiras de 1. ¢ envolven

n

L benl como as ciurvatnras extrinseceas iy, ¢ @, que definem as

as trimctricas 1. h v
condicoes de conforio sobre estas hipersnperficies Jimftrofes. Conranto gue as condigoes
de contorno sobre as hipersuperficies lmitrofes de M estejam fixadas. rais termos de

superficic podent ser descartados. porquanto nao contribucnn na variagaa da agao. Assim.

a acao para o campo gravitacional estd sempre definida a menos de certos termos de

superficic que sdo fancionais das trimétricas hi,. hi e 5,; ¢ das curvatnras extrinsecas
e O, que caracterizam as hipersuperficies limitrofes = ete. ' = cte 0 25 . 0s quais
podem ser acrescentados @ agéo sem alterar as equacoes cle movimento.

Considerando esta ambignidade na definicao da acao. Brown ¢ York definem a agao

para o campo gravitacional de acordo com [9]

1 : 1 g - 1 o
5= 5o / Vg R edt + = / VRRPr — = / V= Od r — Sy, (1.27)
2n K AL



onde © = 4,07 é o escalar de curvatura extrinseca a5 ¢ o simbolo f,’.” significa f. — [,
Observa-se que nesta forma a acao nao depende das derivadas segundas de fij; com respeito
ao parametro t de modo que. ao variar as coudicoes de contorno sobre as hipersuperticies
limitrofes ¢ preciso especificar apenas as variagoes &hy; ¢ ¢+, Quanto ao termo Sy, este
representa mm funcional arbitrario das condicoes de contorne sobre as hipersuperficies
limitrofes t' = cte, 7 = cte ¢ *S. como mergulliadas num certo cspago de referéncia
previamente definido. sendo introduzido a fim de dar conta da ambiguidade na definigao da
acio. No contexto do formalisimo de Brown ¢ York. tal ambignidade vai estar velacionada
i arbitrariedade que se tem na escolha do ponto zero de energia. Admite-se. em geral.
que a energia quase local contida nnma regiao de wima hipersuperficie plana imersa num
espaco-tempe plano seja nula. Embora Sy possa .cm geral. depender das trimétricas ki,
¢ I como se verd a seguir. para o calenlo da energia quase local é suficiente considerar
sna dependéncia com respeito a ;.

A fim de generalizar para os sistemas gravitacionais a relagao classica entre a hamilto-
niana, on seja. a energia do sistema. ¢ a taxa de variagio remporal da agio. notemos que.
e a hipersuperficic 25, tal como definida anteriormente. representa a evolnucdo temporal
de uma superficie bidimensional S. entao. definindo de maneira arbitraria wm sistema de
coordenadas bidimensional (+%. ¢") sobre S, ¢ sendo o4, a métrica intrinseca a S neste

sistema de cooordenadas. qualquer wtervalo sobre 25 pode ser expresso como
B i T - ;T I
dS%sy = vidr'dy! = =N7dt7 4+ o { N dt + dar )\ bt dr’), {1.28)

onde cada um dos indices 7.} referem-se aos tres graus de liberdade que podem ser
definidos nesta hipersuperficie. sendo N ¢ N as componentes do vetor deslocamento
ao longo das diregoes tangentes a 5. Vale notar que emn (4.28} estd implicito que uo fo-
lheamento a que foi snbmetido o espaco-tempo. as hipersuperficies ¢ = cte sao ortogonais
a 1S, de forma gue seus respectivos unitarios normais satisfazem a condi¢do v%n, = 0.
Assinn. o, ¢ um vetor totalmente contido na hipersuperticie t = cte. ¢ se confunde com

o unitdrio normal a S em cada pouto. Por ourro lado. ral condicao de ortogonalidade



Uma vez introduzido este tensor momento-energia quase local total. a energia total.
inclnindo a contribuicio da matéria ¢ do campo gravitacional. contida localmente no
interior de uma regiao © de fronteira S selecionada mima hipersuperticie ¢ = cte ¢ definida

na presericao de Brown ¢ York como [9]

E:/f%ﬁ%. (4.38)
JS

onde r® sao coordenadas intrinsecas & S. 04 sna métrica intrinseca o £ a densidade
superficial de energia definida localmente em S. ¢ a projecao na direcao do nnitario normal

A hipersuperficie t = cte do tensor monento-energia quase local:

2utu; 05,

——_— . 4.39
v ("‘;i;‘ ( )

E=uwu, T =

Para avaliar a analogia entre esta definicao de energla o a definicao classica de energla na

teoria de Hamilton-Jacobi. consideremos um intervalo arbitrdrio em *S como definido em
i4.28). Segue entao que:

d

T k040 :
0—\ = ﬁl\ rﬁi (Sj. (440)

Por outro lado. lembrando que a funcao lapso N ¢ mm fator de normalizacao. o nnitario

N

noral a hipersuperficic # = cte no sistema de coordenadas (7Y = .1 ") adotado para

exprimir a métrica (4.28) ¢ dado por

iy = = No— = —\§) (4.41)

Consequentemente. tendo ent vista (4.40).

N a"“’j ; c
ity = —- 54\— (4.42)



Substituindo esta iltima equacao cm (4.39) ¢ ja que /=7 = N /o resulta que

1 !_SS,J 8“,,']' 1 (‘-’S(-f
= — = N T T T/ T (—1.43)
NZESTEA SRV AN
Assinl. para a cnergia total £ contida e S obtem-se. finalmente:
85, .
E= —f 02l 2 (4.44)
5 ON

Desta forma. em estreita analogia com a relacao classica entre a cnergia ¢ a taxa de
variacio temporal da acgio estabelecida pela teoria de Hamilton-Jacobi. a energia quase
local cte Brown ¢ York contica no interior de uma superficie § estd relacionada ao negativo
da variacio da acao Sg com respeito A funcao lapso N, que defermina o tenipo proprio
d7T = Ndt medido por um obscrvador ortogonal A hipersuperticie ¢ = cte gue envolve 5.

¢uiando estendemos esta variagao a fodos os pontos de 5.

A energia total E pode tanihém ser expressa direramente em funcao das condigoes de
contorno sobre S. a saber, sna niétrica INTIiNseca g, ¢ sia curvatura exrinseca Ko que
caracteriza a maneira pela qual S & mergnlhada na Lipersuperficie f = cte gqne a abrange.
Tal curvatura extrinseca ¢ definida de mancira usual. como a projecao ao longo de 5. da
taxa de variacao covariante do unitario normal a 5

] -
A';w = _(TLHU;O. (4"13)

onde 0, ¢ 0 projetor sobre 5. dado por

o =h —n"n,. (1.46)

Iy i i

¢ o ponto ¢ virgula representa a derivada covariante compativel com a métrica intrinseca

a hipersuperficie + = cte na qual § estd imersa. sendo definida como a projecao ua



hipersuperficie t = cte da derivada covarlante de ny:

Nye = NERS N e _ {(+.47)

Por outro lado. de acordo com sua definicdo, a densidade superficial de energia &

cnvolve a projecio de 79 ao longo do unitario «” normal a hipersuperficie £ = cte,
Usando (4.32) para determinar esta projecdo, e considerando que u, u® = —1. obtem-se:
T ij
i EY = 0—#—7((—) + w097, (4.48)
2K
O esealar de eurvatura extrinseca © = -,;0% ¢ a sua projeciao w0V, por sua ver.
J i l

podem ser determinacos exprimindo o tensor de curvatura extrinseca 0, de maneira
adequada. em rermos de snas projecoes ao longo de S e perpendicular & S. o que pode ser

feito usando a identidade ©,, = r_‘*::é;’j(*),,‘j ¢ desmembrando & nmma parte que projeta ao

longo da hipersnperficie 1 = cte e noutra que projeta perpendicularmente a ela de acordo
com

0o 10 o]

oy =l — "y, (449

onde foi nsada a definicho (4.11).
Os projetores Iy e 577, por sua vez., de acordo com (4.11). {4.12) ¢ {446}, admitem uma

decomposicao ao longo de S ¢ perpendicular a 5 na forma

a0 o -
I, =o, +n%n, (4.50)
o
A~ 0 ] ¢ -
iy = O = Uy (4.01)

Resulta entdo que. em termos de suas projecoes ao longo de S ¢ perpendicular a 5. a



curvatura extrinseca a *S pode ser expressa como [9]
O =k + a4 20&1@)1?‘;[\:, ;. (4.52)
onde a® é a acelaracao do unitario normal #” dada por
a® = uj,u’. {4.53)

sendo que em (4.52) a condicdo de ortogonalidade u®n, = 0 estd implicita.

Desta forma. de acorco con (1.52). resuita ¢ue:

Q=0 =k—-n,a" (4.54)

ot
Ut

w0 = nat (1.:

onde & ¢ o escalar de enrvatura extrinseca de S.

Substitnindo estes resultados em (4.48) obtem-se. finalmente:

. 1 -
i w = 2. — k= naa” +n,a") =

k. (4.56)

2K

Desta forma. a projecao de 7% na dire¢ao orrogonal & hipersuperficie t = ete que contem 5
csta essencialimente relacionada ao escalar de curvatura extrinseca de S como nrergnthacla
nesta hipersuperficie. Da mesia forma. a proje¢ao ao longo de u; do termo ﬂéj. que surge
devido a arbitrariedacle ¢ue se tem ao definir a agao. vai estar relacionada ao escatar de
curvatura extrinseea de S como mergulhada zuma hipersuperficie de referencia defimda

arbitrariamente. Assim. a densidade quase local de energia € pode ser expressa como

- 1 A
{= —=(7' _an):;(l\‘*ffu)- (4.57)



onde. em analogia com (4.56) define-se:
b -
“j“jil“ = q *’:rllt'[]. (4)8)
Finalmente, para a energia total £ contida em .S resulta:
.1 2 -
E=—[ Jalk - ky)dr. (4.39)
N Js

Nas 11ltimas trés equacoes. k o by sao, respectivamente. os escalares de enrvatura extrinseca
de § como mergnlhada na hipersuperficie ¢ = cte dada e o escalar de curvatura extrinseca
de S isto é. de uma superticie de mesma métrica intrinseca g, de S, como mergulhada
mma hipersuperficie de referéncia. Observa-se que nesta hipersuperficie de referéncia.
k= kg oo de acordo com (4.57). &€ = 0. Assimi. a arbitrariedade que se tem na escolha
desta hipersuperficie de referéneia equivale a liberdade na escolha do nivel zero de energia.
Admite-se em geral. como espago de referéncia. uma hipersuperticie plana merguihada

num espago-tenpo plano. como ja observado (veja. no entanto. a referencia [10]).



2 CALCULO DA ENERGIA QUASE LOCAL

Em prosseguimento a analise feita nos capitulos anteriores nsando os formalismos pscu-
dotensorial ¢ o de DGPP. calculenmos agova. usando o formalismo de Brown ¢ York. a
cnergia contida no muiverso de Reissner-Nordstrom.

En coordenadas de Shwartzschild (7. 1. 8. 0). o clemento de linha de Reisstier-Nordstrom

pode ser expresso por
dS* = —Bdi* + B~ Ydr? + r2(d6° + sen®ddo”). (4.60)

onde B =1~ % + QL;“

2

Escolhendo # como o parametro gue rotula as hipersuperficies ¢ (1. 8.0} como suas
coordenadas nfrinsecas. as fancoes lapso ¢ deslocamento . de acordo com (4.14)}. sao

dadas por:

N=VB N =1\ =0 (1.61)

J& o elemento de tinha de mma tipica hipersuperficic + = cte nestas coordenadas ¢ dado

por

AP = B7Ldr? + 2 (d6? + sen?0do? ). (4.62)

o que define a trimétrica fi, ;.

O unitario normal d hipersuperficic # = cte nestas coordenadas poce ser obtido a

partir da coundicao de normalizacio ¢, u, = —1 considerando que. por definicao. este
vetor ndo tem compolnentes ao longo da hipersnperficie £ = cte. Resalta entao que

_ 1/240 . —1/2ep \

u, = —B / &t = BT {£.63)

Da mesma forma. adotando como superficie § a superficie definida pela equagiao »! = r =

cte. sen nnitario normal sera dado por ny, = C(S},. onde € ¢ nma funcao determinada pela



condicao de normalizacao ¢**n,n, = 1. Assim, para o unitario normal a2 S obtem-se
— =2 i
n, = BTL k= B (4.64)

ja que, para a métrica dada. ¢!! = B = N2
Pode-se verficar por um caleulo direto. que. de acordo com (4.63) ¢ (4.64). ' ¢ n, satis-

fazem a condigao de ortogonalidade w'n, = 0.

Em contimuacao, o escalar de curvatura extrinsceca de S como merguthada muna tipica

hipersuperficie ¢+ = cte da folheacao é. por definicao.
k= k= a0y, (1.63)

De acordo com as definigocs dos projetores ;) ¢ ) ¢ a condicao de ortogonalidade wn,, =

0. F pode ainda ser expresso conio
: . ‘ .
b= =0 "ngys. g =g " ul — {(1.66)

Usando as expressoes para ¢ ' o ¢ o' dadas em (4.60). (4.63) ¢ (4.64). resnlra aue as

' sao dadas por

nnicas componentes nao nulas de ¢
2. e 23 3 T e
g =gt =T 0 =y = T sen 4. (4.67)

Substitundo estes resultados em (4.66) segue que

k= —r 0y — r Zsen 200y (4.68)

As derivadas covariantes na 1ltiuna expressao podem ser caleuladas direramente. resul-
tando:

oy = rBY? gy = rsen® BY2 (.69}
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Assim, o escalar de curvatura extrinseca & ¢ dado por
5. 2 -
k=-2r"'B'% (4.70)

Para o calculo do termo Ay, adotemos como espaco de referéncia nma hipersuperficie plana
mergilhada nuni espaco-tempo plano cujo elemento de linha nas coordenadas (f.7.6. 0} ¢

dado por

i . : N : : ~
dS? = —dt* + dr? + r{d8? + sen8do?). (4.71)
O unitario normal & hipersuperficic = efe sera agora daclo por
_ 0 &t —.
Uy = =0l =4y (1.72)

Para o unitario normal a superficic S definida por @' = r = cte obtem-se

st _ <l _
ntt= o 0y, =4, {4.73)
Um caleulo semethante ao anterior fornece
—2 -2 o —_
't"l) = 1" Ty — FoTseN ’9!?3|;3. (4.74)

Para «, ¢ n' dados em (4.72) ¢ (4.33) ¢ considerando a métrica plana (4.71) resnlta que
2 .
Hoipp = T . g3 = rsent. (4.75)

Substituindo estes resultados em (4.74) obtem-se. finalmente.

g = =271, (4.76)



Desta forma, a densidade de encrgia quase iocal é dada por

1 -1 .
§= (k= k) = ';;(1 - B2, (477)

Para a encrgia total contida en1 S resulta.
E= [ e/ody = R(1-B'), (4.78)
s

onde R 6 o raio da superficie S.

Para interpretar este resultado. suponhamos primeiramente gue () = 0. Neste caso. a

expansio do lado direito de (4.78) at¢ 22 ordem em m /R fornece.

2
E::m—k%. {(4.79)

0 que corresponde ao limite classico newtoniano.

Para wma superficie no infinito. ue engloba todo o espaco. i — x ¢ E = . Assun. a
enereia total contida em todo o espaco pode ser identificada como a massa total do sistema,
Para o caso de uma distribuicao finita de maténa. por exemplo. esta energia total consiste.
neste limite cldssico. na soma da energia associacda 4 matcéria com a energia potencial
gravitacional newroniana armazenada no sistena, cof‘respond('nro ao trabalho neeessario
para formar o sistema trazendo todos os elementos de massa do infinito. Desta forma, a
energia E contida numa superficie esférica de raio R que envolve toda a maténa do sistema
pode ser calenlada subtraindo-se da enczgia total m a quantidade de energia armazenada
1o espaco exterior a superficie que corresponde. no himite ¢lassico. a encrgra potencial
gravitacional newroniana associada ao trabalho necessario parva trazer cada clemento de
massa do sistema do infinito até a superficie dada.

De fato. para R finito. notemos ¢ue o termo de segunda ordem m? /2R é precisamente o
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negativo da energia potencial gravitacional newtoniana armazenada numa casca esférica
de rato R e massa m, quando trazemos todos os scus elementos de massa do infinito.
Assin. de acordo eom (4.79). a energla quase local £ contida no interior de nma superficie
esférica de raio R consiste, neste limite classico. em subtrair da energia total . tal como
definida acima. a energia potencial gravitacional necessdria para trazer todos elemenros
de massa do infinite até a superficie. Em outras palavras, a energia quase local E contida
no interior da superficie dada consiste. no linite cldssico newtoniano. na soma da energia
associadaa matcéria contida na superficic com a energia potencial gravitacional newtoniana
associada ao trabalho nccessario para trazer todos os elementos de massa desta matéria
da superficie até suas posicoes finais no mterior de tal superficie.

Finalmente. se @ # 0. a expansao afé primieira ordem em m fornece

Q* ,
E=m- V3 {(1.80)

o aue coincide com o resultado obridoe por Virbhadra para a mesma métrica nsaudo o for-
malismo pseudotensorial. significando ¢ue a energia contida ne interior de uma superficie
cde raio R, exterior ao lorizonte de eventos . ¢ a cnergla total m subtraida cda conergla
contida exteriormente a R devido a presenca da earga Q. correspondendo ao segundo

termo a direita na ultima equacao.

A fim de verificar a consistencia destes resultados. calculemos novamente a energia
quasc local para a métrica de Reissner-Nordstrém usando agora o sistema de coordenadas

{(T.r.8.0). obtido do anterior pela transforinacio
T=t+ [(B7 =1 (1.81)
Neste sistema de coordenadas a mérrica de Reissier-Nordstrom ¢ expressa como

AS? = —BdT? + 2(1 — BydrdT + (2 — BYdr® + r*{d6” + sen?fdo?). (4.82)
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Usando esta métrica para calcular as fungoes deslocamento obteni-se

N =1-B Ny=\3=0 (1.83)
¢
N =(1-B8)2-B)"" =\ =0. (4.84)
Partindo da relacao gy = —N? + N\, obtem-se para a funcao lapso
N = (2= B) (4.85)

Com estas definicoes. os unitdrios normais as hipersuperticies T = cre ¢ *5 sao dados por:

u, = [-(2— B)"Y20.0.0] w = [(2- B (2 - B)TY¥H1 — B).0.0] {4.86)

n, =[0.B712.0.0 0* =[B"Y?(1 - B). BY%.0.0). (4.87

onde. como antes. foi adotada a superficie § defimida por ot = r = cte. Observemos que.

nestas coordenadas. o folheamento naoe ¢ ortogonal para r finito
wu, = (B - 1B - B) Y2 #£0. (4.88)

Neste caso. o formalismo de Brown e York. tal como desenvolvido aqui, s6 ¢ aplicdavel se

S for mma superticie no infinito. quando entao w,n"* — 0.
Passemos agora ao calewlo do escalar de curvatura extrinseca de S conto mergulhada
O .
na hipersuperficie 77 = cte cujo elewento de linha ¢ dado por:

dl* = (2 — B)dr? + r{(d6? + sen’8do’). (4.89)
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Com as expressoes de u#, n# ¢ hy; dadas em (4.86). (4.87) ¢ (4.89) e usando o mesmo

procedimento anterior. obtem-se. finalmente,
k=—-1/201-B)2- B) BB, —2r ' B2 (4.90)

Para o caleulo do termo Ap. obervemos que no novo sistema de coordenadas a métrica

plana (4.71) é expressa na forma
dS? = —dT? = 2B~ = 1)drdT +[1 — (B~' = 1]dr* + r*(d6* + sen’0do”). (4.01)

Para as funcoes deslocamento obtemos agora.

N=1-B1 \,=N\;=0 (1.92)
¢
N=(1l =B YW1—(B'=1)]L \V?=\ =0 (4.93)
¢ para a funcao lapso.
N=[1—(B" =1y (4.94)
Quanto aos unitarios normais #* ¢ n*. sendo S a superficie ! = » = cte obtem-se:

w, = {[1=(B =1y’ ¥2.0.0.0}. w* = {1(B =1} (B =1){I-(B~'=1)] "2 0.

(4.95)

n, = {0.1.0.0}, n* = {1~ B7'.1.0.0}. (4.96)

Um calenlo semelhante ao anterior conduz ao resultado

by = =207, (1.97)



Desta forma,

1 - 1 R ,
E= o [ Vol =k = -1 = BY'2 = B) "B B+ R - BYF). (4.98)

Quando B — 2c. o primeiro termo A direita na ilfima equagao torna-se desprezivel.

enquanto ue a expansao do segundo termo em primeira ordem em m fornece

2

E=m-— ?—R (4.99)

em concordancia com os resultados anteriores. Segue também de (4.99) que. para uma

superfieie no infinito que engloba todo o espago. £ = m. como deveriamos esperar.



Capitulo 5

CONCLUSAO

Com base na disenssao desenvolvida nos capitulos anteriores acerca dos diferentes métodos
pelos quais ¢ possivel estabelecer leis de conservacao para os sistemas gravitaclonals ¢
consideranco os resnlitados obtidos quando da aplicacao de tais métodos ao calculo da
densidade de energia e da energia toral e sistemas gravitacionais simples vanos. nesta
iltima parte. resumir as conclusoes gue podem ser extraidas a respeiro o gran de an-

higuidace dos referidos métodos no gue range ao significado fisico da cnergia gravitacional.

Primeiramente. da analise desenvolvida no capitulo 2. fica elaro que no formahsmo
psendotensorial a encrgia. seja como propricdade local on global do sistema. depende. em
geral. da escolha do sistema de coordenadas de forma que neste formalismo o conceito de
energia gravitacional conduz a resultados ambiguos e nao raro, fisicamente inconsistentes.
Ja as cargas conservadas definiclas no método tensorial de INomar. descrito na iltima se¢ao
deste capitulo sdo. por constrngao. invariantes escalares. o que chmina o problema cla ce-
pendencia do sistena de coordenadas. No entanto, tal método sé ¢ aplicavel se a métrica
cdada admite vetores de Killing. De fato. apenas neste caso as cargas de komar podem ser
defimdas diretanicnte a partir do tensor métrico adeguirindo. desta forma. um contetudo
fisico. ao invés de constitnirem meramente wna definicio marematica. Em particular. se

a métrica admite um vetor de KNilling tipo tempo. a carga de Komar assoctada a esta

86
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isometria pode scr interpretada como energia, coincidindo com a definigao de Moller nos
sistemas de coordenadas onde tal vetor é dado na forma € = 6J. Nao obstante. enquanto
que a encrgia de Moller ¢ invariante apenas sob transformagoes pnramente espaciais de

coordenadas. a encrgia de Kontar ¢ invariante sob transformagoes gerais.

Com relacio ao método de D.G.P.D. deserito no capitulo 3. pode-se deduzir que a
dependéncia de calibre do tensor momento-cnergia de D.G.P.P. ¢ inteiramente analoga a
dependéncia dos psendotensores com relagao ao sistema de coordenadas. De fato. como
foi demonstrado na secdo (3.3) ¢ exemplificado nos cdleulos realizados na se¢ao (3.4).
cada transformacao de coordenadas pode ser assoclada, na teoria de D.G.P.IP.. a uma
certa transformacio de calibre. Assim. as ambignidades gque caracterizam o formalismo
pseudotensorial, em especial quanto a densidade de energia gravitacional. nao sao elimi-
nadas nesta versao tensorial das leis de conservacao proposta por D.G.P.P.. Em particular
verifica-se que. mesmo cm presetica de campo gravitacional. a densidade de energia gra-
vitacional pode ser anulada. como no formalismeo psendotensorial. pela escolhia de um
sistema de coordenadas localmente inereial cuja existéneia € assegurada pelo prineipio de
cquivaléncia ou. como no formalismo de D.G.P.P.. pela escolha adegnada de calibre,

Observa-se também que. de acordo com o gne foi discutido na secdao (3.1}, admitindo a
hipétese de acoplamento mininio. o gque coucerne a inferagao entie a matéria ¢ o campo
gravitacional e do campo gravitacional com cle nresmo, a métrica de funclo é inohservavel.
ou scja. destituida de significado fisico. Entretanto. na medida em que esta hipotese
pode ser relaxada. admitindo que diferentes tipos de matéria se acoplem com o campo
gravitacional de diferentes maneiras, ou ainda que o campo gravitacional se acople consigo
mesmo diferentemente do resto da matéria [15). a métrica de fundo pode ser definida a
partir de guantidades fisicamente mensurdvels adquirindo assim conteido fisico. Vale
notar que mma teoria onde a métrica de fundo ¢ fisicamente determinada seria possivel.
em principio. definir um tensor momento-encrgia independente de calibre. De fato. neste

caso. 1A0 existe “a priori” wma invariancia de calibre compativel com todos os diferentes
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tipos de aclopamento. de modo que a solugao h,(.r) para o camipo gravitacional deve ser
lnica, ou seja, nao esta definida a menos de transformacoes de calibre.

Um ontro ponto a destacar ¢ que. assim como o tensor momento-cnergia de D.G.P.P..
0s pseudotensores sao tensores comn respeito ao espaco de fundo ¢ dependem de calibre.
como fol demonstrado na secdo (3.2). Assim. as quantidades conservadas definidas nos
formalismos pseucotensorial e de D.G.P.P. tém basicamente as mesias propriedades. Por
ontro lado. como ja fol observado. a dependéncia com relacao ao sistema de coordenadas
que caracteriza o formalismo pseudotensorial surge. no formalismio de D.G.P.P.. sob a
forma de uma dependéncia de calibre. Neste sentido pode-se afirmar que os formalis-
mos de D.G.P.P. e pscudotensorial. ndo obstante sunas diferencas conceitnals intrinsecas.
constituem formas equivalentes de representar as leis de conservacao dos sistemas gravi-

tacionais.

Quanto ao método de Brown ¢ York. descrito no capitulo 4. observa-se prinieiramente
que neste formalismo a encrgia guase local contida no interior de wma superficie § ¢
definida como a mntegral de superficie sobre S de num invariante escalar sendo. portanto.
inclependente do sistema de coordenaclas nsado para expressar a referida integral. Logo.
no formalisnio e Brown ¢ York. para a definicao da gquantidade quase local de energia nao
¢ necessario especificar o sistema de coordenadas. comoe ocorre no formalismo psendoten-
sorial ¢. em menor grau. no de D.G.IP. No entanto, ao contrario destes. onde a densidade
cle energia pode ser definida localmente em cada ponto. no formalismo de Brown ¢ York
tal quantidade s6 pode ser definida uase- localimente, on seja. sobre nma superticie gue
contenha o ponto dado. Por outra parte. a energia de Brown e York depende. em geral. da
superficie dada. mesmo que esta englobe toda a matéria. com excessao dos casos em que
a geometria admita vetores de Killing. quando entdo é possivel definir cargas conservadas
a mancira de Komar. on scja. independente da superticie dada [9].

A fim de estabelacer eritérios gerais que pernntam ordenar os varios métodos deseritos

scegundo suas propriedades comuns. comparemos os resultados fornecidos pelos referidos
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métodos para a energia total conticla no interior de uma superficie dada considerando nm
exemplo especifico particularmente simples. ual scja. a energla F(R) contida no campo
de Reissner-Nordstrom dentro de uma esfera de raio 2 com centro na origen.

Assim. de acordo com os resultados obtidos por Virbhadra. discutidos na secao (2.4). ¢
os calenlos realizados nas secoes (3.4) ¢ (4.2). expressando o clemento de linha de Relssuer-

Nordstrém em coordenadas assintoticaniente cartesianas (7. x. y. ) de acordo com

dS? = —dT? + dr* + dy* +d2 + (1 - B)dT + dr)’. (5.1)

onde B = 1—20 4 & o dr = vdr + ydy + zdz. as prescricoes de Einstein. Tolman.

"
r r

Landan/Lifshitz e D.G.P.P. fornecem para E(fT) o valor:

Q* _ .
E(Ry=m - Vi {5.2)
T4 nas prescricoes de Moller ¢ Komar E(R) ¢ dado por
-3
E(R) = m—%. (5.3)

Com relacio i presericao de Brown ¢ York. para valores assintoticos de [, 1sto ¢. nas
regides de campo fraco que correspondent ao limite newt olano, a expressao obtida para

E(R) admite uma expansao gue. até segunda ordem em ne e () fornece
ER)=m+ 55 — 55 (5.4)

Ainda com base nos resultacos das secoes (2.4). (3.4) ¢ (4.2). consideremos agora
o clemento de linha de Reissner-Nordstrom expresso em novas coordenadas assintotica-
mente cartesianas (f.r. 4, 2) obtidas das anteriores por mma simiples transformacao de

coordenadas de forma que:

(Y]
i

A5% = —Bdt? + d2a” +dyf + d:7 + (BT — 1)dr. {5.
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Verifica-se que. neste novo sistema cle coordenaclas, as preserigoes de Einstein /Tolman,
Moller. Komar e Brown/York fornecem os mesmos resultados anteriores, enquanto que os
métodos de D.G.P.P. ¢ Landau/Lifshitz condnzem a expressocs completamente diferentes
evidenciando assint © carater ambigno qie estes dois métodos atribuem a energia 1os
sistemas gravitacionais.

Tal ambiguidade pocle ser ignalmente apreciada com relacao ao pseudotensor de Ein-
stein comparando os resultados fornecidos nesta prescricio para a energia contida no
campo de Schwarzelild em diferentes sistemas de coordenadas assintoticamente carte-
sianos. Assim. expressando o clemento de linha de Schwarzehild em coordenadas earte-
sianas isotrépicas de acordo com

1-2

2
2 4
==y M (l + %) (da? + dy” + d=%). (5.6)
m :

a prescricao de Elnstein fornece. para valores assintoticos de R.

m’
E(I?):m—ﬁ. (

ot
=1
—

Por ontro lade. nsando os dois sistemas agsintoticamente cartesianos definidos achina
e pondo @ = 0 a fim de converter a solucao de Reissner-Nordstrém na de Schwarzehild.
obtem-se nesta mesma presericao de Einstein, de acordo com (5.2), nm resultado diferente
uma vez que agora o termo quadratico em m nao aparece. Desta forma verifica-se que nas
prescricoes de Einstein ¢ Landau/Lifshitz a energia total pode depender do sistema de
coordenadas mesimo quando consideranios apenas sisteimas assintoticamente cartesianos,
como convém ao formalismo psendotensorial.

Voltando aos resultados (5.3). {5.2) ¢ {5.4) obtidos para a solucao cde Relssner-Nordstrom
observa-se que. com excessao do Termo quadratico em m. (e A0 aparcee 10s 0tros
métodos. para valores assintéticos de & a presericao de Brown/York fornece basicamente
o mesnio resultado que as presericoes de Einstein/Tolman, Landan/Lifshitz e D.G.P.P.. o

gual difere daquele obtide usando os métodos de Moller ¢ IKomar sugerindo. desta forma.
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que a definigdo de energia proposta por Moller e Komar ¢ essencialmente distinta daquelas
propostas pelos outros antores acima citados, embora todos os métodos concordem quanto
a0 valor da encrgia total E{xc) contida numa superficie de raio infinito que engloba todo
o cspaco. indentificando-a com a massa total do sistema.

A natureza desta diferenca conceitual entre as definigoes de energia de Moller e Nomar
¢ a dos outros autores pode ser melhor compreendida considerando as propriedades dos
varios métodos tal como foram discutidas nos capitulos anteriores, em especial o fato
de gue a carga de Komar contida no interlor de uma superficie dada nao depende da
snperficle se esta inclul toda a matéria do sistema. Neste sentido. em analogia com a
definicdo de carga dada pela lel de Gauss do eletromagnetismo. as energias de Moller
e Komar podem ser identificadas com a massa gravitacional contida na superficie dada
. portanto. correpondem as fontes do campo gravitacional. De fato. por sua prépria
defimicdo. a massa gravitacional nao depende da superficie dada se esta incini toda a
matéria do sistema. ou seja. se a superficie contem a totalidade das fontes do camipo.

Por ontro lado. de mancira semethante a definicio da quantidade de enereia ar-
mazenada 10 campo cletromagnetico criado por nm sistema de cargas. que no caso
eletroestatico corresponde a cuergia potencial do sistenta. o conceito de energia nas pro-
scricoes de Einstein. Tolman, Landan/Lifshitz. D.G.P.P. ¢ Brown/York inclui. além da
matéria. a energla gravitacional propriamente dita que. no limite cldssico se rednz a
encrgia potencial newtoniana do sistema. Observa-se que nesta concepgao a energia de-
pende da superficic dada, mesmo que esta inclua toda a matéria. Vale notar ainda que.
pelo menos para métricas assintoticamente planas. a energia contida em todo o espaco.
incliindo a contribuicao da matéria e do campo gravitacional. correspornde & massa gra-
vitacional expertnentada por wma particula teste que. sob a acao deste campo. realiza
uma geodésica no infiuito. Assin. para nma superticie de rato infinito que abarea todo o
espaco ambas as concepgoes de energla acima desceritas eoincidem com a massa total
do sistema gravitacional cm questao.

Para finalizar. considerando as caracteristicas peculiares aos varios métodos aqui dis-



cutidos. pode-se concluir que os métodos de Komar e Brown/York sdo os que apresentam
os resultados mais consistentes no (ue diz respeito a energia dos sistemas gravitacionais.
seja como propriedade lecal on global do sistema. De fato: emambos os métodos a encrgia
nao depende da escolha de coordenadas ou de calibre, como nos formalismos pseudotenso-
rial e de D.G.P.P.. Em espeeial. verifica-se quie na aproximacao ndo relativistica, o método
de Brown/York ¢ aquele que apresenta o resultado mais consistente. pois ¢ 0 11co (ue.
nesta aproximacao. contém o termo % que representa a energia potencial newtoniana
armazenada numa casca estérica de raio R e massa m. Além disto, a energia de Brown e

York nao depende da existéncia de vetores de Killing. como no método de Komar.
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