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RESUMO

Estuda-se, nesta tese, uma série de propriedades referentes as representac¢des

tensoriais e espinoriais do grupo SO.(3,3). Em particular, chama-se a atenco para os
campos tensoriais de rank-2 com field-strength auto-dual, e para os-'félmions de
Majorana-Weyl. Constroi-se um modelo-de-gauge Abeliano auto-dual e, por redugio
dimensional para o espaco de Minkowski, chega-s¢ a uma teoria-de-gauge com termo de
massa topologica que acopla um campo-de-gauge de natureza vetorial a um potencial-de-

gauge tipo 2-forma.



INTRODUCAO

Na busca de uma melhor compreensiio das simetrias internas em teorias de
campos no espago-tempo ordindrio, D = (/+3) , tem sido utilizado, freqiientemente, o
artificio de se trabalhar com espagos de dimensdes mais altas, e, baseando-se em suas
propriedades caracteristicas, sdo geradas sistematicamente, mediante algum “ANSATZ™
de reducgdo dimensional [1], teorias quadridimensionais com as simetrias que,

aparentemente, sio introduzidas de forma ad hoc.

O chamado mecanismo de redu¢dio dimensional de Kaluza-Klein vem sendo
aplicado exaustivamente no programa de construcdo de teorias de supersimetria e
supergravidade estendidas [2], e, mesmo em conex@o com os modelos de superstrings,
vem sendo utilizado na tentativa de se construir modelos unificados com fenomenologia

viavel em 4 dimensoes [3] .

Geralmente, o espago de dimenséo superior utilizado possui apenas uma dimensao
de carater temporal, sendo as demais de natureza espacial. Todavia, em vista da
conjectura de Atiyah [4] de que teorias-de-gauge auto-duais em um espago-tempo do tipo
D = (2+2) podem, quando reduzidas para D = (1+2) e D = (1+1), produzir interessantes
modelos integraveis e conformes, estudamos nesta tese teorias-de-gauge Abelianas em

um espago-tempo hexadimensional do tipo D = (3+3).

Espagos com 3 dimensdes temporais certamente irdo nos levar a dificuldades com
a causalidade. Porém, ja é claro [5] que a reducdo dimensional de coordenadas temporais
extras pode levar a teorias consistentes com a causalidade e a unitariedade em 4

dimensdes, desde que convenientes truncamentos de campos sejam efetuados.
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A contribui¢do bésica deste trabalho estd em mostrar que um termo de massa
topolégica, tipo Chern-Simons em 4 dimensdes, origina-se de um modelo-de-gauge
Abeliano auto-dual definido em D=(3+3). A relagdo entre este fato e a massa topoldgica
no espaco de Minkowski fundamenta-se num mecanismo de redugio dimensional aqui

proposto [6].

Para discutir este resultado, realizamos um estudo sistematico do espago-tempo

D=(3+3), que ¢é apresentado da seguinte maneira: no Capitulo 1, discutimos algumas

propriedades do grupo de Lorentz SO. (3,3) , € analisamos alguns detalhes de uma teoria-
de-gauge Abeliana com potencial anti-simétrico em 6-dimensdes, onde a auto-dualidade ¢é

caracteristica marcante. No Capitulo 2, discutimos as representagdes espinoriais de

S0.(3,3), devido a necessidade de introduzir matéria fermibnica. Concluimos que & pos -
sivel definir férmions de Majorana-Weyl, o que nfo ocorre em determinados espagos-
tempo. A existéncia destes parece sempre possivel em modelos-de-gauge auto-duais.
Finalmente, no Capitulo 3, propomos o nosso mecanismo de reducdo dimensional e
obtemos, do modelo auto-dual proposto, o termo de Chern-Simons, que conecta um
campo vetorial de gauge a um campo tensorial de rank-2 em 4 dimensdes. Concluimos o
trabalho e tentamos imaginar algumas paisagens que o mesmo possa vir um dia a revelar,

pela mente e disposicdo de quem possa se interessar. Um Apéndice ¢ incluido, com a

finalidade de ilustrar a contagem de graus-de-liberdade de que se fala no Capitulo 2.
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Capitulo 1
O grupo SO, (3,3)

Neste capitulo, apresentaremos a métrica do nosso espaco, estabeleceremos algumas convengoes
e definiremos alguns objetos que iremos utilizar. Com alguns desses resultados, veremos que é
possivel, no espago D = (3 + 3), impor a condigao de auto-dualidade sobre um tensor totalmente
antissimétrico real de rank-3.

SO, (3,3) serd definido como o subgrupo das transformagdes lineares que preservam a nossa
métrica e tém determinante igual a um. Os geradores de SO, (3,3) serdo determinados a
partir de uma transformagdo infinitesimal. Os elementos dos geradores serao expressos de um
modo sintético e, a partir disso, uma #lgebra de Lie para eles serd apresentada. Uma possivel
representacao para SO, (3,3) também serd dada.

A partir de um tensor antissimétrico, B,,,, construiremos um outro tensor, totalmente an-
tissimétrico, de rank-3, Gux, que serd invariante sob uma transformacio especifica de Bj,,.
As componentes independentes de By, e de Guux, quando olhadas sob o ponto-de-vista das
rotacoes no espago 3-D podem ser consideradas como vetores ou escalares. O tensor dual a
G, é#m, serd considerado. Um conjunto de equacoes tipo-Maxwell serdo propostas para
Gpuuk € 0 seu dual. Tais equagdes serdo escritas em termos das componentes de G, e de é,uy'h‘.-

Terminaremos o capftulo mostrando que, se a condigao de auto-dualidade é imposta sobre G4,

essas equagoes, no vicuo, associam-se em pares.



1.1 O Espaco de Dimensao D = (3 + 3)

1.1.1 Convengoes e Auto-dualidade em D = (3 + 3).
O espago D = 3+ 3 é aqui definido como sendo aquele que possui 3 dimensoes tipo- tempo e 3
dimensoes tipo-espaco.
Deveremos usar em todo este trabalho a notagao do 6G-vetor:
zh = (t,l‘, Y,z T,T) e Iy= (1‘1 -, =Y,z TyT) : (11)

A conversdo de z* para x, € obtida através da relacao

T = M2, (12)
onde gy = =711 = —Nag = —M33 = Naa = Nss = 1, sendo os demais 7, nulos. Muitas vezes,
é conveniente usar a matriz
(1 0 0 00 0]
0 -1 0 0 00
6 0 -1 0 00
n= (1.3)
0 0 0 -1 00
0 0 0 010
0 0 0 0 01

Adotaremos a notagiio 2 para indicar as componentes z,y,z do 6-vetor e z¥, 2%, z° para

indicar a primeira, a guinta e a sexta componentes do 6-vetor, respectivamente.

i

= —zy = (z,9,2);2 =xo=t;2' =24 =T;2° =25 =T (1.4)

Indices gregos serdo usados para as componentes do 6-vetor, e indices latinos para as com-
ponentes espaciais somente.
Em nosso trabalho, algumas vezes, faremos uso de um tensor totalmente antissimétrico de

rank-6, definido abaixo, bem como de relagoes envolvendo a contragao desse tensor com ele
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mesmo em alguns dos seus indices. Esse tensor, que recebe o nome de tensor de Levi-Civita, é

dado por:
012345
€ = —€p12345 = 1.

Algumas relagoes tteis sao as seguintes:

S5h8587 + 636065 + 536565+

A . vERT
EFLVNQIB'YEa’B’Y =g Acp cor N cp oo NED o6
—636667 — 616287 — §)6067

o€ = —24 (6457 — 6467 )

£l PR = TI0BT

€aprie €21 A = 720 = —6),

onde 6% =1sep=wvelsep#uw.

(1.5)

(1.6.a)

(1.6.b)

(1.6.¢c)

(1.6.d)

A utilidade de uma das relacées acima pode ser ilustrada mostrando que no espago D = 3+3

é possivel impor a condigdo de auto-dualidade para um tensor real totalmente antissimétrico

de rank-3.
Seja

1

T,u.uh'. = ﬁeyyna,ﬁyTaﬁry?

onde T*PY & um tensor totalmente antissimétrico. Tomando o dual de (1.7), temos

1

i 1 o
A = Eﬁeyyﬁaﬁfyﬁeaﬁ’w\ﬁ T)\pa = T,uwm

j:,;w.*; - 5 E,uurta'ﬁ'yTa

onde foi utilizado o resultado (1.6.a). Se agora postularmos a auto-dualidade

T,u.vn = Tpunv

(1.7)

(1.8)

(1.9)



temos, de (1.9) e de (1.8), que

T,uu.uc = fw;w.h: = T,L.v,vm (110)

de onde concluimos que a auto-dualidade pode ser imposta sobre um tensor totalmente
antissimétrico de rank-3 no espago D = (3 + 3).

Um tensor totalmente antissimétrico, 7}, no espago de D = (3 + 3) possui, devido a
antissimetria, 20 componentes independentes. A condigio de auto-dualidade reduz ainda mais
esse mimero de componentes. Um tensor auto-dual de rank-3 possui em D = (3 + 3) apenas 10

componentes independentes.

1.2 O Grupo de Lorentz no Espacgo M?3

As transformagoes lineares homogéneas consistindo de todas as matrizes reais, A, seis-por-seis,

satisfazendo & condigao:

AnAT =q, (1.11)

onde AT & a transposta de A, formam um grupo que iremos denominar Grupo de Lorentz. As
. : : , . ‘ =2 _

matrizes A deixam invariante a quantidade (tz —z? —y? =22+ T2 4T ) Por esta razao este

grupo também serd chamado de O (3,3). Se L*  sao os elementos da matriz A, onde p e v sdo

os 1ndices da linha e coluna respectivamente, a equagdo acima pode ser escrita como

'r;i,JWL‘“O_JL”'0 = Tgp (1.12)

Esta expressdo contém 21 condicoes sobre os 36 elementos das matrizes A seis-por-seis. Por
esta razdo, a matriz de transformacao de Lorentz contém 15 pardmetros independentes.

Como o determinante de AT & o mesmo de A, a condigio da equagéo (1.11) nos leva a

det (A) = £1 (1.13)

O Grupo de Lorentz, com det (A) = +1, serd designado por SO, (3, 3).



1.3 Os geradores de SO, (3, 3)

Para obtermos os geradores de SO, (3,3), vamos considerar uma transformagio infinitesimal
A =1+ w; e os elementos de w sdo muito menores que 1. Tal transformacio deve satisfazer 2
relagao (1.11). Desprezando os termos de ordem igual ou superior a 2, e usando a propriedade

(1.2) de abaixamento e levantamento de indices, obtemos

wh? = —w¥H, (1.14)

Existem 15 matrizes seis-por-seis antissimeétricas linearmente independentes, esse niimero é

também o de pardmetros independentes de A. Sendo assim, a matriz w pode ser escrita como:

1
w= W, (1.15)
onde 3,3 = —X3, designa as 15 matrizes antissimétricas independentes. Os elementos de

tals matrizes sdo obtidos da seguinte relagao:

(Eaﬁ)‘u v (55?748;; - nuy(‘)-g) (116)

As matrizes A de SO, (3,3) podem ser exponenciadas como:

A =exp B (waﬁEaﬁ)] (1.17)

As matrizes X,p sdo os geradores das transformagoes de Lorentz. Os elementos de tais

matrizes sao obtidos de (1.16).

1.4 Algebra de Lie de SO, (3,3)

Podemos verificar facilmente que os geradores de SO, (3, 3) satisfazem & relacao:

[Eags Lir] = NaxXrg — "?ﬁmzz\a +Nar g — MgrYar (1.18)

Para verificar essa relagao, ¢ necessdrio usar (1.16).Com isso, vemos que (1.18) vale para

uma componente arbitrdaria. Logo vale para todas elas. O cdlculo é realizado como segue



([Bag: XY, = (BapZon —BnaZag)” ,

= TNax (E/\ﬁ)ﬁ — Mgk (Bse)l, T 0ax (Eﬁn)i; — Nax (Bax)s,

I
= (TianEAﬂ - nﬁmz)\c‘t + 'na,\zﬁ.'c - T]ﬁAEGH)y
logo

[2043: Efi)\] = 7?0:1\12)\;‘3 - ‘Uﬁ.‘iz)\ﬂ I ”?aAE.ﬁm = nﬁ)\zﬂﬁ- (qu)

1.5 Tensor de rank-2 como Potencial de Gauge

Um tensor antissimétrico, By, no espago D = (3 + 3) tem 15 componentes independentes. Tais

componentes, sob o ponto de vista das rotagoes tridimensionais, podem ser associadas a vetores

ou a escalares:

By =V,
Bi; = Eg‘jkwk’
By = 5,
Bos = J,
By =U;
Bis = R,

(1.19.a)

(1.19.b)

(1.19.c)

(1.19.d)

(1.19.e)

(1.19.£)



B45 = (‘?5

(1.19.g)

Temos, assim, associados ao tensor B, 4 vetores e 3 escalares ( num total de 15 compo-

nentes).

A partir de B, podemos definir um “field-strength”, que serd um tensor real, totalmente

antissimétrico, de rank-3:

G,uw-; = ap,BuK. + 8:/B.ﬁ.p + BK.B}MM

invariante sob a transformagao de “gauge” sobre B, :

B“U — B,_W + 8#51, — 51,{‘:“;

nessa transformagio, £, é um 6-vetor arbitrdrio.

(1.20)

(1.21)

As componentes independentes de G, definem 20 campos invariantes de gauge como segue:

Coig = G,

Gijn = Ez’jkBs
Gm’4 = Xi
Gois = Y;

Gija = G625,

Gijs = €p2ik,

Go45 =A

(1.22.a)



Gias = (. (1.22.h)

Os vetores B, X,Y,Z,%, e os escalares B e A que aparecem nas equagbes (1.22.a-h),
podem ser expressos como derivadas dos potenciais V,V_V,ﬁ, f{, S,.J e ¢ das equagoes (1.19.a-

g). Basta, para isso, considerarmos a equagéo (1.20). Tais relagoes so:

= %—Y -V xV, (1.23.a)
X = %3 Vs+g§f, (1.23.b)
?:%—If—w}g—\; (1.23.¢)

Z=V><6+(?§, (1.23.d)

§=VXK+&;‘§, (1.23.e)
ﬁ:vqéﬁ%Jrg—g, (1.23.f)

B=V-W, : (1.23.g)

A= % — g—; - %S (1.23.h)

Da mesma forma, considerando (1.21) e o 6-vetor &* = (a,B,%)\), as transformacoes de

gauge sao dadas por

(1.24.a)



W =W -V.xj3, (1.24.b)

U=0-Vy-— g—g, (1.24.¢)
R =R+VA— —g% (1.24.d)
S'=5+ (?92 — g;, (1.24.¢)
J=J+ %? = g%, (1.24.1)
#=pr o221 (1.24.g)

Substituindo as equagoes (1.24) em (1.23), verificamos mais uma vez a invaridncia de gauge.
De acordo com (1.7), o dual de G« é dado por:
' — L Geb
pus = 3—!Ey.r/h:cxﬁ'y - (125)

As componentes de G, estao relacionadas aquelas de G, da seguinte forma:

Goi; = €, (1.26.2)
Gigi = &, (1.26.b)

Gois = 5, (1.26.¢)
Gois = —Zi, (1.26.d)



Gija = €Y1, (1.26.e)

Gija = €X1, (1.26.f)
Goss = =B, (1.26.g)
Gias = —Fi. (1.26.h)

De forma semelhante ao Eletromagnetismo em D = (1 + 3), vamos propor as seguintes

“equagdes de movimento”:

N e (1.27.a)

8,GHE =, ' (1.27.b)

onde 74 & um tensor antissimétrico de rank-2, com as seguintes componentes:

Joi = Ji, (1.28.a)
Jij = Eijk Jks (1.28.b)
jos = K, (1.28.¢)
Jia = Ly, (1.28.d)
Jis = M, - (1.28.e)

10



Jas = N. (1.28.1)

- - = = =

Expresso em termos dos vetores £, X, Y, Z, 3, 2 e dos seguintes escalares B e A,ogrupode

equagoes (1.27.a) é dado por:

\Y E—%—%}Z:i (1.29.a)
gf —VB+§T£+.§—% =], (1.29.b)
VX + % =.k, (1.29.c)

VY - % =%, (1.29.d)
aa—;—i-v X Z—k—g—gf—i, (1.29.¢)
%%Jrv'xi:—%:l\ﬁ, (1.29.f)
%—?—V-ﬁ:N. (1.29.¢)

J4 o grupo de equagoes (1.27.b) assume a forma:

vwi-%-%:o, (1.30.a)
%? —VA+~‘2—§—% ~0, (1.30.b)
Vi % =0, (1.30.¢)



Da equagao (1.10), vimos que no espaco D = (34 3) é possivel impor a

VZ_(‘}‘_T:O’
@—Vx?—ézﬂ,
at
%—in—%zo

%g—vé:&

(1.30.d)

(1.30.e)

(1.30.f)

(1.30.g)

auto-dualidade

sobre um tensor antissimétrico de rank-3. O tensor G, tem 20 componentes independentes.

Impondo-se a condigdo de auto-dualidade sobre G, essas componentes reduzem-se a 10, da

seguinte forma:

£=-1,
B =—A,
X =3,
Y =-Z.

A condigao de auto-dualidade, vista em termos do grupo de equagdes (1.27) no vdcuo, faz

com que tais equages sejam associadas aos pares:

—

V % E—

oxX avy .
—_—— = = Q
aT  ar 00—V x4+

0% _ 0z _
or a7



o€ 0Z | 0 i) oY oX _

e VB e b = D Wl s
Vi+g—%:0——>Viﬁ§§:0
aﬁ?—%:O—)vi—%:o

%+V Z+—Z—?=O %‘V Y—_g_é_o
%f+in—%=o %;?—v :i_a_; 0
0A oB

Concluindo este capitulo, seria interessante deixar claro que a auto-dualidade da teoria-de-
gauge Abeliana definida pelo campo tensorial B, , é consistente do ponto-de-vista das equagoes

de campo, como se viu anteriormente.

i - > . - ] D-2) (D-3 : ’

Sabe-se que, em D dimensoes, uma 2-forma apresenta 2( ) graus-de-liberdade on-
shell. No caso de By, os 6 graus-de-liberdade tensoriais em 6 dimensoes, ao sofrerem o mecan-
ismo de redugdo dimensional para o espago de Minkowski D = (1 + 3), serdo distribuidos em

2 graus-de-liberdade escalares e 4 graus-de-liberdade de natureza vetorial, como serd visto no

13



Capitulo 3. Entretanto, seria ilustrativo, antes de passarmos ao processo de redugao, estudar-
mos as representagdes espinoriais de SO, (3, 3) e constatarmos que a auto-dualidade do modelo
Abeliano é acompanhada da existéncia de espinores de Majorana-Weyl, que possibilitam a for-
mulacdo de um interessante modelo supersimétrico. Este serd o material que apresentaremos

no Capitulo 2.
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Capitulo 2

Espinores de SO, (3, 3)

Neste capitulo, comegamos observando que um espinor genérico no espago D = (3 + 3) possui
8 componentes complexas. A dindmica de tal espinor é governada por uma equagio tipo-Dirac,
onde aparecem matrizes-I'* satisfazendo & dlgebra de Clifford. No espago D = (3 + 3), uma
representagao para tais matrizes serd construida em termos das conhecidas matrizes-v*, quatro-
por-quatro, na representagao de Dirac, da dlgebra de Clifford do espago-tempo D = (1 4 3). As
matrizes-T'* sio utilizadas na segdo seguinte para definir os geradores de SO, (3, 3) representados
no espago 8-dimensional dos espinores.

E muito importante, para o desenvolvimento da teoria, que saibamos construir a partir dos
espinores, grandezas que, sob transformagoes de Lorentz, tenham um cardter bem definido, ou
seja, grandezas escalares, 6-vetores, etc. Para construir tais grandezas, definimos a operagao
que denominamos a conjugagao de Dirac.

Pensando no acoplamento eletromagnético dos férmions de Dirac em D = (3 + 3), e também
na possibilidade de se estabelecer espinores de Majorana nesse espago, definimos a matriz C, que
realiza a conjugacio de carga sobre um espinor 1. Tal matriz, no nosso espago, serd simétrica,
o que possibilita a construcdo de espinores de Majorana nao-triviais. Uma representagio para
as matrizes-I' onde tais espinores sdo reais é dada, e denominada Representagio de Majorana.

A matriz I'7, que comuta com todas as outras matrizes-I' é introduzida, e, com ela, s@o
definidos os espinores de Weyl Left-Handed e Right-Handed.

Os espinores que s&o, ao mesmo tempo de Majorana e de Weyl, existem no espago D =

(3 + 3). Por tltimo, uma representagao para as I'* onde I'7 & diagonal serd dada, e denomind-

15



la-emos de Representacao de Weyl.

2.1 Espinores de Dirac no espago D = (3 + 3)

Em um espago de dimensao arbitrdria, os Férmions de Dirac sdo representados por espinores
D oo — .

com 2[3] componentes complexas, onde {%] indica a parte inteira de %, sendo I a dimen-

sdo do espago [7]. No caso que estamos estudando, os espinores possuem oito componentes

independentes. Um espinor serd representado por uma matriz coluna.

(23}
11’2
'4’3

/)
e =" (2.1)

@ | ¥s
Vs
Py
Vg

onde € e @ sao uma forma condensada para escrever as componentes de p.

Assim como fazemos em D = (1+ 3), vamos postular uma equagao que estabelece wma
dindmica para os nossos espinores (2.1). Tal equagio serd denominada “Equacio de Dirac”, e
serd dada por

(iT*8, —m) 1 = 0. (2.2)

Em (2.2), I'* sdo matrizes oito-por-oito satisfazendo a relagdo algébrica:

{T, 1T} =297, (2.3)

p,0=0,1,2,3,4,5.
Uma representagio possivel para as matrizes-I'" | que denominaremos Representacao de

Dirac, é a que segue:
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T¥es ; I*= ; P , IS5 = 1
0 -1 ¥ 0 ¥ 0 ¥ 0
onde
i 1, 0 ; 0 ot . 0 1
o= ) = _ g P =
0 —12 —o' 0 ]12 0

(2.4)
As matrizes 49, 4% (com i = 1,2, 3) e 4° silo as conhecidas matrizes-y do espago D = (1 + 3)
na Representacdo de Dirac, o* sio as conhecidas matrizes de Pauli e 14 e 1y sio as matrizes

identidades quatro-por-quatro e dois-por-dois, respectivamente.

2.2 Representacao de SOy (3,3) no Espaco dos Espinores

E possivel mostrar que X, = %[I‘“,I‘u] sao os geradores do grupo de Lorentz satisfazendo a

relacao

[2,!1-1/7 Ef)a] = "?;;p oy — Nup EO‘}L Tt 7.?;LJEVP = Mo EILP' (25}

Sendo assim, uma representacio para SOg (3, 3) pode ser dada por

R= exp{%w“” [y Tyl (2.6)

Desejamos construir, agora, quantidades que sejam invariantes ou covariantes segundo o
grupo de Lorentz. Tais quantidades serao titeis no desenvolvimento da dindmica dos nossos
espinores.

A matriz R ndo é unitdria, pois nem todos os geradores } , sdo anti-Hermitianos. Dessa
forma, quantidades como ' (z)% (z) ndo & invariante de Lorentz. Nossa proposta é definir

uma operagao de “Conjugagao de Dirac”
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W=t IPTATE (2.7.a)

M= (I‘OI“iI‘S)TMT (FO 4 1?5) , ‘ (2.7.b)

onde M & uma matriz oito-por-oito arbitrdria.

De (2.7.a) e (2.7.b), concluimos

My = M, (2.7.¢)
MN =N M, (2.7.d)
i) = —ip, (2.7.e)
iM = —iM. (2.7.f)

De 9/'(z') = Rap (x) temos, de acordo com (2.7.c), que ¢'(z') =+ (z) R. Mas R = R™! .

Dessa forma v'(z') 1'(2') = 1(x) 1(x) é um escalar de Lorentz.

Da invaridncia da equacido de Dirac sob transformacoes de Lorentz, temos que RI*R =
AFTY; sendo assim, concluimos que quantidades como

P (&) T () = 1 (z) RT#Rap (z) = AL (z) [V ()

transformam-se como 6-vetores. De maneira bem parecida, é possivel construir com os es-
pinores ¢ (v) e ¥ (z) = Pl (z) TTT3, grandezas que sob o ponto-de-vista das transformagoes

de Lorentz, sao bem-definidas (escalares, 6-vetores, tensores, etc.).

2.3 Conjugacao de carga em D = (3 + 3)

I possivel construir uma matriz C tal que

18



cricl=-r, (2.8.a)

OF = %, (2.8.b)
¢ =0 ‘ (2.8.c)
Tal matriz pode ser dada por
0,245
C = TOr2rirs — ¥
_,.YO,YQ,.YS 0

onde as matrizes-I' estdo na representacdo de Dirac (2.4).

A matriz C é usada para definir o espinor conjugado de carga

Yo =G (2.9)

Dado %, solugdo da equacdo iI'*J,p — il*A,ap — mep = 0, podemos mostrar que ¢ &
solugéo da equagao il'*9,1p° +iT'* A, 4p° —map® = 0; para fazer isso, tomamos sucessivamente o
conjugado de Dirac e a transposta da primeira equagao. A, designa um campo eletromagnético

externo, ao qual o férmion descrito pelo espinor 1 ¢ minimamente acoplado.

2.4 Espinores de Majorana

No espago D = (3+ 3), é possivel ter espinores de Majorana, ou seja, espinores que siao auto-

conjugados de carga:

P =1p. (2.10)

Isso nio & possivel para espagos-tempo arbitrarios. Dado um espago-tempo de dimensao

arbitrédria, pode ocorrer que a matriz C nao permita o resultado
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(4°)° = b, (2.11.2)

mas sim

(¥°)° = —p. (2.11.b)

As condigoes (2.11.b) e (2.10) implicam que os tinicos espinores de Majorana possiveis sio
triviais, ou seja, iguais a zero. Portanto, um espago-tempo arbitrdrio s6 admite espinores de
Majorana se valer a condigio (2.11.a).

Para sabermos a que condigio uma matriz C deve satisfazer para que seja possivel definir

espinores de Majorana, devemos estudar o efeito de duas conjugagoes de carga sucessivas:

3 T
() = C&) -

Mas —ﬂ)_c == 'ngC‘l logo a matriz C deve ser simétrica para permitir a existéncia de espinores
de Majorana nao triviais. Este é o caso de C no espago D = (3 +3), como ji haviamos
antecipado em (2.8.c).

Um espinor de Majorana possui apenas quatro componentes complexas independentes. Na

representacio de Dirac, é dado por:

W
P = = ./ ‘i i (2.12)
g
—ith3
—i;

]

onde ~? & uma das matrizes de Dirac quatro-por -quatro, dada em (2.4).

No espaco onde é possivel definir espinores de Majorana nao-triviais, pode-se encontrar uma

representacio para as matrizes-I' na qual tais espinores sejam reais.
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Y =CP = CrTTITT % = —TST4r0Cy*; : (2.13)

se C = —TI"T3, entio 9 = 1", ou seja, 1) & real.

Umna. possivel representacio para as matrizes-T', onde C = —I'°TI'®, pode ser dada por:
3 2 5
i 1 0 0 - ) % 0
o — i ’ Il — v ? r?— o )
0 iy? -2 0 0 iy’
(2.14)
0 _~2 1
3 vyt 0 , e 0 ~ 1 5= iy 0
0 iy° ¥: 0 0 iyt

Tal representacao serd denominada Representacao de Majorana.

2.5 Espinores de Weyl

Independentemente da representagao escolhida para as matrizes-I', é sempre possivel definir

T, — TOTLr2rrirs, (2.15)

tal que {I'7,T*} =0, Vu=0,1,2,3,4,5 ; (I‘7)2 =1; 1":[, =T, T7=-I:

Com I'7, podemos definir dois operadores

1+T
Pi= *2—7» (2.16.a)
satisfazendo as seguintes propriedades:
PL =P, (2.16.b)
P.P-=0, (2.16.¢)



(Pe)f =Py, (2.16.d)

Py +P_=1, (2.16.¢)

Pi=P. (2.16.f)

(2.16.a) - (2.16.e) estabelecem que P4 sdo operadores de projegdo sobre subespagos ortog-
onais suplementares.

Dado um espinor genérico, 1, os espinores ¥; = Py e 1z = P_1)sao auto-vetores de T'y
com auto-valores +1 e —1, respectivamente. Os auto-vetores de I';y com auto-valores +1 e —1 séo
denominados espinores de Weyl left-handed e espinor de Weyl right-handed, respectivamente.

Tais espinores, na representagao de Dirac (2.4), sdo dados por

i Yy ] _ Py _
P WPy
¢ Py ¢ 1y

Yy = _ | ¥ § = _| Vs (2.17)
¢ ithy % —
7 —i

Wy —itfy
inhs | —ithy

L Wy | | iy |

2.6 Espinores de Majorana-Weyl

E possivel definir, no espaco D = (3 + 3), espinores que sao simultaneamente auto-conjugados
de carga e auto-vetores de I'y. Tais espinores sao denominados espinores de Majorana-Weyl e

satisfazem as condigoes seguintes:

_T_
Y S cam -
Typ =t
T
+C (¢T7) =



5 4
+C (PT7) = ¢
+CTTy =9 =5 CIY (ClO)% =9

AT;C% =9 =  Dpp = op = +Dpeh,
com 7 # (.

Um espinor L-Handed de Majorana-Weyl na representacao de Dirac (2.4) pode ser escrito

como

(2
(25}
~ 95
i
ity
Wy
—ia)}

i

’¢’(M—W)L -

ao passo que um espinor R-Handed de M-W serd dado por

- ¥1 -|
(4
V5

-1

—iy

—_757/’2

—iy3

ki

Yar-—wy, =

2.7 Representacao de Weyl para as matrizes-I'

Podemos encontrar, para as matrizes-I', uma representacao onde I'z seja dada por
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1 0
0 -1

Tal representagio serd denominada representagao de Weyl e pode ser escrita como abaixo:

o _ 0 —il gl = 0 i o 0 iy’
il 0 " 0 iy’ 0

2 ot .3

Y _ 0 7 = 0 1y 8 0 iy
~% 0 iv! 0 v 0

Este resultado é bastante relevante por estabelecer de maneira explicita a relagao existente
entre SO, (3,3) e SL(4,R): este ultimo aparece como o grupo de recobrimento universal de
SO, (3,3), o que pode ser reformulado dizendo-se que estes dois grupos sao localmente isomér-
ficos.

Concluindo, neste capitulo, foram apresentadas as diferentes modalidades de espinores que
podem ser definidos em D = (3 + 3), e 0 mais iuteréssante resultado é a existéncia de férmions
de Majorana-Weyl. Pudemos encontrar uma representacao para a dlgebra de Clifford na qual
as matrizes - I'* so puramente imagindrias e os espinores de Majorana -Weyl reduzem-se
a 4 componentes reais, o que traz uma grande simplificacao na formulagao de um modelo
supersimétrico em D = (3 + 3) .

A seguir, voltaremos 4 questao do modelo de gauge auto-dual e, finalmente, estudd-lo-emos

do ponto-de-vista do espago de Minkowski.
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Capitulo 3

Auto-Dualidade e Massa Topoldgica

Neste capitulo, tratamos a questio de reduzir nosso modelo, inicialmente formulado em D =
(3+ 3), para. um modelo em D = (1 + 3). Primeiramente, realizamos tal programa com o mod-
elo Abeliano baseado em B, e indicamos que essa redugao leva-nos a equagoes de movimento
consistentes com o que ji haviamos visto no Capitulo 2. Em seguida, mostramos poder obter

do modelo auto-dual 6-dimensional o termo de Chern-Simon em D = (1 + 3).

3.1 Reducao do Modelo Tensorial Abeliano

No Capitulo 1, introduzimos as equagdes de movimento tipo-Maxwell para um tensor real

totalmente antissimétrico de rank-3:
8IUIG}LVH = ji’)h’.- (31)
Tal equacao pode ser obtida do seguinte Lagrangeano

1
L= CunG"" + jyu B, (3.2)

impondo-se que

5L = %G“’”’" (6G*®) + juw (6B*) = 0,
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1 0 G,uw:
3 |9(6\B,0)

§ (OaBgo) | G** + 4, (6B*),

8L = 8, (6Bus) G** + j”* (6Bux)
= 8, (8BynG"%) — (6B,x) (6,G"%) + 5% (6Buw) .

A primeira parcela da quarta igualdade é uma 6-divergéncia, que se anula ao integrarmos

em todo o espago:
0L = [8,G"" — j¥F| (6Bux) = 0.
6B, sao variacoes arbitrdrias, logo
GuGH" — 7% = (.

Os fndices em (3.1) podem assumir qualquer um dos seguintes valores {0,1,2,3,4,5} ; sendo
assim, no que se segue, passaremos a distingiiir duas situactes possiveis: uma delas, quando os
fndices forem do espago D = (3 + 3) , e a outra quando os indices forem do espago D = (1 + 3).
No primeiro caso, usaremos para representar tal indice uma letra grega acrescida de um simbolo
“chapéu”; por exemplo, . No segundo caso, apenas uma letra grega, sem nenhum acréscimo

de sinal, serd usada:

A = 0,1,2,3,4,5, (3.3)

p = 0,1,2,3.

Esclarecido isto, iremos realizar, agora, a reducao dimensional de nosso modelo, formulado
em seis dimensdes, para um modelo em quatro dimensdes.

Para o vicuo, as equacoes (3.1) tornam-se
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e

%GHV{\‘. _ O, (3_4)

e o Lagrangeano (3.2)

1 e
L= EGTJ;;G#V“, (3.5)
ou seja,
1
£=% {GunGH™ + 3G, 4G** + 3G usGH + 6GusGH* | . (3.6)
Em GII?)’»E = (‘91;8;;; + 6;8;;; + 04 B, postulamos que qualquer que sejam as compo-

nentes B, elas ndo dependem nem de 7" e nem de 7" , de tal modo que

0 7]
04Bon=—22 =0; 85 B-n = —£~ =0. (3.7)

Este “ansatz” de reducio dimensional, em que se postula a independéncia em algumas
das coordenadas extras, ndo introduz nenhum pardmetro com dimensao de comprimento, nao
gerando, conseqiientemente, excitagdes massivas na teoria reduzida [1].

Da defini¢do de G5 e de (3.7), temos

G,uwl = a,quél - 6VB,LL4J (38&.)
G,uus = a,uBUS = 6VB,LL5: (3813)
Guas = 0, Bas. (3.8.)
Definindo
Bt =pHl
= B"*, ondea=1,2, (3.9)
B#S = pr2
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e BY = ¢,
substituindo (3.9) em (3.8), e depois substituindo o resultado em (3.6) , temos

£=1{GuxG"* +3(0,BL -8, BL) (8" B — & Bi) +

| (3.10)
+3 (8, B2 — 0, B2) (0* B> — 0" B"?) + 60,6019} } .
Definindo Fj, = 8, By — 0, B, e substituindo em (3.10) , temos
1 VR @ LV a £ P - »
L=z {G#”G” +3F%, FH% 169, cf)a“qb}7 (3.11)

[S9r)

onde a repeti¢do do indice “a” indica soma sobre o mesmo.

A acdo, S, para o nosso problema pode ser dada por

S=[dfzfl = _115 [ dx® dx*dx® {G,uum GHEYE L 3 Fe  fRvae +68ﬂ¢@#¢} :

v

onde £’ = %ﬁ. Esta substituicdo é licita, uma vez que as equagoes de movimento sao as

mesmas, tanto para £ quanto para £'. Além do mais, ela é bem apropriada, pois, como veremos

adiante, em £’ aparecerda o termo (%) F,, F*, que é o Lagrangeano de Maxwell em D =

(1+3), a menos do sinal.

Usando um artificio muito comum, que é o de considerar as coordenadas extras, T e T,

periédicas, temos:

i @ 1 WK 1 @ s L, : ‘
Gie= Llej dx {EG“,,,\; G! +ZF.LWF‘U + id#d)d#qb } (312)

onde Ly e Ls sio os periodos de T e T ,respectivamente. De (3.12) , temos:

68 = L1 Ly [ dx* {% (6 Guu) GH¥5 + %_ (51;}11”) Frve 1 (9, 6¢) (d#¢)} ,
= Ly Ly [ dz® {} (848 Buu+ 8,6 By + 0:6 By) G+
+3.(846 Bus — 0,6 Bps) P+
+3 (846 Bus — 8,6 Bys) P2 4 (946 Bus) (04 B*) },

65 =14 szda’:a {%— (8y.6Buk) G 4 (3”5 Bw;) Frvly
+ (8.5 Bus) P + (0,6 Bys) (04 B)},
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8 = L1 Ly [ dz* {} (8 (6 Bx G#%) — § By 0, G] +
+ [0, (8 Byy F#*Y) — § B,y 8, F¥'] +
+ [0, (8 Bys F*2) — § B,5 8, F*?] +
+ [0y (6 By 0" B*S) — 6§ Bys 0* 0" B¥)}

6S = —IL1Ls j de® {% 3# GHvR o nék a'u el ,T?Sr; a’u 2
+ 45 9, 0, 345} §Byy = 0.
Logo:

1 ; i i : g
5 Ou G + n* 8, Fl 4+ nPRg, FH2 4 e 5,0t BY = 0. (3.13)

Da equacdo acima, temos que, para v, 5 = 0,1, 2, 3,

8, GH= = 0. (3.14)

A equagao (3.14) é consistente com as equagoes de campo definidas no modelo D = (3 + 3)

. Como exemplo, vamos considerar o caso com v = 0 e £ = ¢, do que decorre:
G =0 = VxE=0.

Estes resultados ilustram o que o modelo proposto em (3 + 3) dimensdes produz na teoria
reduzida para o espago de Minkowski mediante a adogao do “ansatz” de reducdo de Scherk [1].
No Capitulo 2, viu-se que o modelo auto-dual em D = (3 + 3) fornece trés vetores e
um escalar, que sdo equivalentes a um tensor antissimétrico e um quadrivetor, 4,, em D =
(3 4+ 3) . Veremos agora que, se propusermos um esquema alternativo de redugao dimensional,

poderemos, a partir da auto-dualidade em D = (3 + 3), chegar ao termo topoldgico de massa:

ek AR o Ok Ax ( 3.15)

o qual, no espago de Minkowski, em conjungéo com o termo de propagacao para os campos
vetorial e tensorial, permite a introdugao de um béson vetorial massivo sem o recurso ao setor

de escalares de Higgs [10].
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Seja
e (3.16)

onde « é uma constante arbitrdria , I “77 sao multiplicadores de Lagrange e todos os

indices com chapéu referem-se ao espago D = (3 + 3):

ITaf4 [/ _ d= s A:\T";E
+ o 5[%54 31?;34”0{*?“]* (3.17)
+ BH PO [Gaps — 518, 55335 G771+
= GP7)}

ITodb -~
+6H [Ga45 — 3 Ea453~PU
Baseando-se em recente resultado encontrado na ref.[8], propomos abaixo um “ansatz” al-
ternativo de reducao dimensional:
Bat = Bas = Bys = 0, (3.18.a)
84Bap = 05 Bap = 0. (3.18.h)
Como conseqiiéncia das equagoes (3.18.a — b), temos
éa,@ézéaﬁﬁ = Guas =10 (3.18.¢)
Substituindo (3.18.¢) na equagdo (3.17) , chegamos ao resultado:
S =a [dB{HP1Capy — §eapprpe BP1G+
(3.19)

1~ TraB 4/ 1= Fra3 s AN
_"E(rﬁtiz\paHaﬁ GAPT — _En,ﬁSApc‘HQﬁ G4
2 2

=~ FTad5 AN
—Eudpoas HHGHY }

Todos os indices envolvidos na expressio acima assumern, agora, apenas os valores: (,1,2,3;

sendo assim, podemos escrever:
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N — N G4 R s
Capyaps PTG =Co00pe HOPAGM7 = Copsnpe HP OGN =

Substituindo (3.20) em (3.19), concluimos que

S =« j d6 = { ﬁaﬂ’}' @&'@7 _ ’ga)\pg4sﬁct45(§,\pg} )
Definindo agora:

fa;a,g (:z:“) =F (T,T) éaﬁ (t,z,y,2) = F (v,w)ﬁaﬁ; ()

HoPY = eaﬂ“"\g (v,w) Ay ("),

He® = ¢ (v,w) A% (z"),

como conseqiiéncia das equagdes anteriores, obtemos que

1 : T

Gapy = Zeaprs € "0 Bap (&)
F ’

= (7-2’; 'w) €apinb ebro-,uaTBUp (w,u) )

Considerando ainda que

Ea Apods ™ €arpo (onde “ ~ 7 significa “identificado com ”),

e substituindo as equacées (3.22.b — ¢), (3.23) e (3.24) em (3.21) , mostramos que

S = a/d%{(e“ﬁ"’}‘g (v,w) Ax (33“)) (mﬁaﬁw &P, B, (m“)) +

—Cappo (g (v? 'H)) A (xp)) (L?%QEAP.:I& Eﬁ'rwiaTByH‘ (11:'”)) } ]

E4
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(3.20)

(3.21)

(3.22.a)

(3.22.b)

(3.22.c)

(3.23)



F(v,w)g(v,w o o )
S = a]dﬁsc ( )2 (2,1) {(E ﬂﬂeaﬁqa) 7P A, (z*) 8, By, (2*) +

— (ea)‘pgelpms) esruA® (z#) &7 B¥* (3:“)} )

Mas,
ePrie,p5 = —663,
ea)\p,,e’\-”"’s = 66(‘1;
logo,
" e
S — a / dafﬁ (U,w)29 ('U,’w) {_65%\6570’,014)\ (,L_,LL) aTBO'p (IL"”)—l—
—685€srA” (a) 87 B () },
B / dBF6F (v,w) g(v,w) e’P Ay (z) B, Bop (@*) ; (3.24)
2 2w
S = (] dvdw F (v,w) g(v,w)) f diz (—6055)""’” Ay (z) 0, Boy ('1:)) ; (3.25)
4] 0

Na expressdo (3.19), F (v,w) e g (v,w ) foram consideradas periddicas com perfodo 27. Se

considerarmos agora que

/IQW 0% dvdw F (v,w) g(v,w) =0, (3.26)
0

onde 8 ¢ uma constante arbitrdria, temos para (3.19) o seguinte resultado

§=—6af / dz 1 Ay (z) 8, Boy (), (3.27)

que contém o termo topoldgico necessario.
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Uma proposta para as fungdes F (v,w) e g (v,w) pode ser dada por

F(v,w) = cos(mv)cos(nw) onde m e n sédo constantes (3.28)
g(n,w) = % [2 + 3 cos (mw)] [2 + 3 cos (nw)]
m

3.2 O Modelo Reduzido

O termo de Chern-Simons misto, acoplando um potencial vetorial a uma 2-forma de gauge,
apresenta propriedades peculiares no que diz respeito ao espectro de particulas. E possivel,
através do mesmo, descrever um modelo com campo vetorial massivo, sem apelo a escalares de
Higgs [9] . Tais modelos foram, e vém sendo estudados, sob diferentes pontos-de-vista. Por ex-
erplo, a discussdo da gquestao de monopdlos magnéticos de Dirac em teorias-de-gauge massivas
[10], a possibilidade de se estender o modelo para grupos ndo-Abelianos e, mais recentemente,
a sua supersimetrizacgio,com vistas ac estudo de solugdes do tipo-vértice e aplicagoes as cordas
c6ésmicas [11].

Convém, entretanto, deixar claro que a conexao entre auto-dualidade em D = (34 3) e
massa topolégica no espago de Minkowski é um resultado que depende fortemente do mecanismo
proposto para a redugio dimensional. Todavia, esta é a estratégia usualmente adotada ao se
trabalhar com as teorias do tipo Kaluza-Klein: as propriedades topolégicas e geométricas de
um espaco de dimens&@o superior sdo usadas para justificar uma série de hipdteses e resultados
aparentemente arbitrarios em dimensoes mais baixas. Porém, uma vez adotado um preciso
esquema de redugdo, estes decorrem naturalmente da geometria do espago superior.

Por exemplo, se a redugéo dimensional é feita & la Scherk, ou se é realizada uma compact-
ificacao espontédnea, na teoria reduzida aparecem, ou nao, modos de massa nula. Em nosso
caso, procuramos vislumbrar um ansatz de redugio consistente, e que fosse capaz de justificar a

massa topolégica em D = (1 + 3) em termos da auto-dualidade caracteristica de D = (3 + 3).
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CONCLUSOES GERAIS E PAISAGENS IMAGINAVEIS

Considerando a importincia de um termo topoldgico de massa em 4 dimensdes [9] , propusemo-
nos, nesta tese a compreendé-lo como subproduto de alguma teoria-de-gauge definida em um
espago-tempo de dimens&o superior a 4. Esta é uma atitude bastante difundida em modelos-de-
gauge para a descri¢do das interagoes fundamentais. Sendo assim, concentramo-nos num espago
do tipo D = (3 + 3), e analisamos as conseqiiéncias de um modelo Abeliano auto-dual definido
no mesmo. A possibilidade de tal modelo leva-nos a concluir que a auto-dualidade do Eletro-
magnestimo em D = (3 + 3) pode responder pela existéncia de um termo de massa topoldgico
em D = (1 + 3), desde que se adote uma certa prescri¢ao de redugiao dimensional. Tal resultado
abre-nos a perspectiva de ir além com a redugao dimensional, o que poderd gerar interessantes
modelos integrédveis em D = (1 + 2). Também, a construcao de um modelo supersimeétrico em
D = (3 + 3) é uma etapa natural no prosseguimento desse trabalho [12] , tendo em vista que, no
Capftulo 2, toda a ferramenta técnica para a formulagdo da supersimetria N =1—D = (3 + 3)

é fornecida.
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Apéndice A

Resultados Auxiliares sobre

Férmions em D = (3 + 3)

Uma representagio possivel para as matrizes-I'** é dada por

r'“ = 1, ® v, (1—a)

s = o192 ® ")(5, ’ (1 - b)

onde 1,, & a matriz identidade n x n; v* e v° sio matrizes 4 x 4 satisfazendo 4 relagao {v*,~v"} =
2Py, e {7“,75} = 0, com *¥ = diag (1, —1,—.1, —1); o1 e o3 sdo duas das matrizes de
Pauli.
De (1 —a) e (1—b), temos
(T, T} = TATY + I'T* = (T, @ v*) (12 ® %) +
(1287 (12 ©7*)
= (L) ®H"y) +
+ (Lo12) ® (v"y*)
= 1y ® {v*,7"}
=1 ® 21y
= 2B,

{I‘,u-’]:“l,ﬁ} =012 & {")’#175} = 01
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(T9° =TT = (1, ®4%) (I ®4°) = (1 ® 1y) = 1,
(09 = —1s,

(0*9)" = 1s,

0 —1 ®7U:I‘OT,

‘= (1®+") =-I,

M5 =019@y; = (Iﬁl’s)f-

¥

As relagoes acima podem ser resumidas como

{rﬂ,rﬁ} — 2 1, (2)

onde n*" = diag (1,—1,—1,—1,1,1), ou seja, as matrizes-I'# satisfazem & dlgebra de Clifford.
Escrevendo explicitamente tais matrizes, vemos que estas assumem a seguinte estrutura em

blocos:

“ 0 . 0 = 0 —1
L (3—a); T*= L v
0 ~* vs O iy 0

Se tomarmos as matrizes-y* na representacao de Dirac para a dlgebra de Clifford do espago

D=(3+3), onde

(1°) =" (4-a)
(1) == | (4-1)
(v)" =+ (4-0)
(+*) = (4-a)
CALEES (4-0)



podemos escrever as seguintes relacoes de simetria:

()" =1 (5—a)
(r) = -r 51
(7] =r? 59
(r*)" = -8 (5 d)
(r4)T - (5—e)
(rﬁ)T = -5, 5-f)

Nos capitulos anteriores, vimos que um dos requisitos fundamentais para a existéncia de
espinores de Majorana no espago D = (3 + 3) é que a matriz de conjugagao de carga “C” seja
simétrica, além do mais temos:

Cric=-r, (6)

Uma representacdo possivel para C pode ser dada por

G=al* 1", (7)

T =4 (0T ()" (M) == M = D' PP P =P P =C
Cr=4rlT= 1.

Temos, assim,
c’=c. (8)
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Além do mais,

{C,FU} = [C,rl] = {_c,r?} = [C,rﬂ = {c,r‘1} = [C,I‘S] = 0. (9)

A matriz C = iI'T I'® satisfaz a todos os requisitos necessérios a uma matriz de conjugagao
de carga no espaco D = (3 + 3). Segundo a representagao (3 — a,c), temos para a matriz C

explicitamente:

0 0 0 —ivs 0 —iy*y?
cil| ™ Y Ts | _ Y (10)

0 ! 0 ~° Y5 0 20 0
Para a matriz-I', definida como
RS o A e el (11 —a)

"= (1, ©°%) (1 @) (12 ®+?) (12 ®7?) (01 @ 7°) (o2 ®75)
= (Tplpl3ls 01 02) @ (YO ¥ ¥ v573)
=a3® (i7%v 2 +3),

IM=03®v;= L : (11 —b)
a -

Um espinor de Majorana deve satisfazer a condigao

- =P
p=Cqv , (12)

onde

& = 9 TS, (13)

s =" § ~1 T

$=C9% =(@Eririr) <¢ I‘°F4P5)
_ (’iI‘l T3 ]’_‘!5) (iI‘5T T4T 0T 17)*)
=[O T3 T4,

@ =i 3y, ~ (14 — a)
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= . 1 (14 — b)
€ i -y

71, . o
onde & uma forma compacta de escrever as oito componentes de 1. i e £, individualmente,

£
A2
representam dois grupos de quatro componentes de ). . ¢ a representaciao em
—"yz 0 :
blocos de iT? T T3 T4
Logo
& = 727]*7 (15}
e um espinor de Majorana pode ser escrito como
= n
'l:'!)ﬂd,'ujo*r'ana. = ’ (16)

_72,’?*
Espinores de Weyl siao auto-estados de I'" com dois auto-valores possiveis +1 e —1; tais

auto-estados sdo denominados espinores de Weyl left-handed e espinores de Weyl right-handed,

respectivamente. Para um espinor de Weyl L-handed, temos:
Y =Trp, = (03®@75) 9P,

7 vs O n

ll

Logo, um espinor de Weyl L-handed deve apresentar a estrutura

P, = e (17-a)
&R

onde a notacdo 1y, e £ indica que 7 e £ sdo auto-estados de 5 com auto-valores +1 e —1,

respectivamente.
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Um espinor de Weyl R-handed & dado por

R (17-b)
£r

No espago D = (3 + 3) é possivel definir espinores de Majorana-Weyl, ou seja, espinores que
sao espinores de Majorana e Weyl ao mesmo tempo. Um espinor de Majorana-Weyl L-handed

serd dado por:

nL
Yo-wy, = |, | (18-a)
YL

Por outro lado, um espinor de Majorana-Weyl R-handed serd dado por:

Mr

Yor—wy, = (18-b)

*72"7}}

Mostraremos, agora, que com a notagao para as matrizes-T# dadas em (1-a,b), as densidades
de Lagrangeano, ou equivalentemente as acoes para os espinores de Dirac e os de Majorana-Weyl
em D = (3 + 3) sio reduzidos em termos de espinores de Dirac e de Majorana em D = (1 + 3).

Considere a densidade de Lagrangeano dada por:

L= QT 05 —mapth = % (917 (0:8) — (0;) L7} — miap. (19)

Ela nos d4, através das equagdes de Fuler-Lagrange, a equagdo dindmica a que ¢ deve

satisfager para ser a solugéo do sistema “fisico” considerado. Tal equagao é dada por:

iT 059 — map = 0. - (20)
Tomando
~ 7
P = ; (21)
3
temos
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Ez @Tror-irs - ( nt & ) 0 = ( in —i€ ) , (2]

1 _ ~* 0 a.m
c- )l Ll
0 v i
Iy ( 8, —0.€ ) 0 L
1 7 —
9 (2 z 0 ¢
1 ( _ g) 0 7° om )
(5 =
2 7 0 0a€
1 ( _ ) 0 =iy dsm
{5 =
2 iv® 0 0s€
; 5
T ( 041 —04€ ) +
2 ,Y5 0 5
1 _ 0 —iy® 7
T3 ( Osm —0s€ ) +
y? 0 £
(22
—m | 7 —i
3

Utilizando o artificio de redugio dimensional, que é fazer com que os espinores nao dependam

das coordenadas extras, ou seja

qu,hb = 851:5 = 0,obtemos
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L= _%ﬁ"l{# (5;177) + %E'Y'u (a,uE) + % (8um) ¥'n — % (ng) HEL

—immn +imé&E
1 . 1. e
== —Z'Jrr‘“ 9 ,m—immn+ 557”’ 0 E+iméL. | (23)

Desta forma, mostra-se que a densidade de Lagrangeano pode ser expressa em termos dos
espinores em D = (1 + 3).

Mostraremos, agora, que o resultado também & vélido para espinores de Majorana-Weyl, ou
seja, que a densidade de Lagrangeano para esses espinores em D = (3 + 3) reduz-se a termos de
espinores de Weyl em D = (1 +3). Antes de fazermos isso, devemos mostrar que um espinor
de Majorana-Weyl ndo admite termo de massa na equagao de movimento. Como sabemos, os
espinores de Majorana-Weyl sdo auto-estados de I'" com auto valores +1 e —1; sendo assim,
multiplicando a equacio de Dirac por I'V e usando o fato de que I'" anticomuta com qualquer

I'* | temos:

il*0p —mip =0 (24-a)

= iTH 859 +map = 0. (24-b)

A equagdo (24-b) é vélida qualquer que seja o espinor de M-W, L-handed ou R-handed.
Subtraindo (24-a) de (24-b) temos

Q'mfcz: =0. (25)

Como 1 & um espinor de Weyl arbitrdrio, temos que m = 0. A equagao de Dirac para tais

espinores serd:



Uma possivel densidade de Lagrangeano para tal equacio serd:

L= 29T 3, . (27)

e,

Um espinor de M-W L-handed serd dado por:

(28-a)
Y= inty" —inly*" ] = [ ny® —(—v"ni) A° ] = [ i, —i(—?ny) |, (28D)

onde 1, & um auto estado de 4° com auto valor +1.

Substituindo v na densidade de Lagrangeano temos

L g ¥ 0 B;AT]L
L = —7| a2’ —nfvzv"] S
- O 7'ug - 6;1.771,
17 ¥¢ 0 nL
st bt [| 7L e |
= 0 v =Yy,

onde foi usado G4 = 8517) =0.

£ = —4nla "y (8umy) = InFv* vy (Oumy) + §0. (nkr®) v+

-t (Bynfﬁgvo) (v*v*n})

L= 3" (Gumi) + % Bumn) vong — 0ty 0um; — § (0unt) v0vni

L= —iﬁﬂ“a’w + %‘ [(=v*n1) ] 78w (—v*m3) (29)

Mostramos, assim, que a densidade de Lagrangeano pode ser colocada em termos de es-

pinores em D = (1 + 3). Um resultado semelhante pode ser mostrado para um espinor de M-W

R-handed.
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Jd haviamos visto anteriormente que um espinor de Weyl possui, a principio, quatro graus

—

de liberdade complexos, pois temos que 7

dr=]", (17-a)
&r

para um espinor de Weyl L-handed; para o caso R-handed,

T | R ) (17-b)

£r

Mostraremos, agora, que, na verdade, este possui apenas duas componentes complexas

independentes. Para isso, vamos utilizar a representagao para as matrizes-I'* dada por:

e 10
Y =T rires = . (30)
0 —1

Tal representacio, que denominaremos, daqui por diante, representacao quiral, é dada por

= o (31-a)
('
0 v

M= ) 07 (31-b)
iy
0 iy’

B | ¢ (31-c)
ivY 0
0 2

= , (31-d)
~* 0
0 iyt

= v (31-¢)
vt 0
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s = P ) (31-f)
iy

Na representagio acima, espinores de Weyl L-handed e R-handed assumem a forma

dr=|"1, (32-a)
0
- 0 |
Yp= . (32-b)
L S -

. tisah , .
Considerando 7 = Ce~ "» |, onde C é um espinor de Weyl constante, temos que

iTACe* ™ (+iky) =0,

I#%,C = 0. (33)

Em (5), tomando as matrizes-I'* na representagao quiral, e considerando C um espinor

L-handed, podemos escrever:

i 0 1] o 0 HESRRE oY | 0 i +ues) s —xa) B - 17 0 7
] 0 0 0 0 Iz —aw) (e taz)  Ifxo—xs) 55 0
0 a o 0 iy —wes) il —xa) —xs +x2) 0 e 0
0 ] 0 0 aa +wa) ke vas) a —ilxs +xu) o 0
I(xs tx2) 0 Ifar tacs) (s —%1) 0 0 0 o 0 0
0 s i) s txs) il —xx) 0 i 0 D 0 0
i, —xe) Iz —xy) e 0 a 0 a o 0
=i i) it 0 (s —x) 0 o 0 Lo ] e
(ko + s2) 1 + (K1 + #s) cg + (ke — K3)ca =0 (I)
(ko + K2) ca + (K4 + K3) ca + (K1 — K5) ca = 0 (1I1)
(k1 — Ks) e1 — (ke — K3g) c2 + (Ko — K2) c3 = 0 (IIT)
| — (k3 +ka)cr + (K1 +K5) ea + (ko — k) ca = 0 (IV)

De (IV), tem-se
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(K3 + Kq) i (k1 +K5)

(h’{) — R2)61 (H‘.2 — fio) = (V)

Cq =

De (III), tem-se

_ (k—tks) (k3 —Ka)
(k3 — ko) | (%3 — ko)

C2- (Iv)

c3

As equagoes (V) e (VI) mostram que o espinor de Weyl L-handed possui duas componentes
complexas independentes. O mesmo resultado é obtido se o espinor for R-handed, ou seja, um
espinor de Weyl R-handed possui duas componentes complexas independentes. Duas compo-
nentes complexas equivalem a quatro graus de liberdade reais.

Os espinores de Dirac satisfazem a

iTFOah — map = 0. (37)

Considerando a representacao das matrizes-I'* dada por

0 10 ‘
I'"'= o —i (38-a)
: 0 ~
= 1_ d (38-b)
T
0 ~°
= i (38-¢)
o
- 0 ~°
s — L (38-d)
7" 0
2
b=l Tl (39)
€
temos
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(THeg,, —m) =
0
10 0 ~ 0 s
KQ + K + K4
0 -1 ~* 0 vs 0O
0 +° 10 n
-+ K5 i =0
¥ 0 0 1 £
(kg —m) 1 Kyt + Kay® + sy n| |0 (40)
ki + K4y + k57 — (ko +m) 1 ¢ 0
Definindo
A = kvt + kay® + kYD, (41-a)
B = (kg —m) 1, (41-b)
=—(ko+m)1, (41-c)
temos
B A 0
11 = . (42-a)
A C £ 0
Sendo assim,
Bn+A£=0 (42 b)
An+CE=0 (42-c)
§€=-A"Bn (42-d)
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&= —C_lAn. (42-¢)

Substituindo (42-e) em (42-c), chegamos as expressoes:

An+C(CT'An) =0

(A—A)p=0. (42-f)

Os resultados (42-d,e) dizem-nos que & pode ser colocado em termos de 0, e o resultado (42-f)
diz-nos que 17 pode ter um valor arbitrdrio. Sendo assim, os espinores de Dirac possuem quatro

componentes complexas independentes, ou seja, oito graus de liberdade reais, independentes.
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