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Abstract

In this present thesis some aspects of the dynamical properties of neural network models
with refractory periods and asymmetrical diluition are studied, both analytically and
through numerical simulations

The first, part of chapter 1 is devoted to a summary of the biological brain functioning
and the second one to the main results of the Hopfield model.

In chapters 2 e 3 we introduce a threshold dependent on the local activity of the
neuron at previous time, which mimics the effect of the refractory periods, and we study
the Hopfield model regarding both the fully connected model and the ultra diluted version
respectively. In the later one, contrary to the fully connected model, for large values of
the threshold the system can always retrieve stored patterns. In both cases we obtain the
complete phase diagram

In chapter 4 we study numerically the nature of the retrieval attractors in an asymme-
trically diluted Hopfield model C << N (C is the average connectivity by neuron and N
the number of neuron of the network), through the damage propagation technique, and
we compare the results with those obtained analytically with the ultra diluted version
(C << InN). An external field h that breaks the dynamical transition presented by the
damage is introduced, allowing us to obtain, with better precision, the chaotic-fixed point
transition in the recognition phase, in which the susceptibility associated to the damage
tends to diverge.

In chapter 5 we study the generalization capacity of the ultra diluted Hopfield model.
We showed that in this case the network classify better than in the fully connected case,

i.e., the network generalizes with a smaller number of examples.
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Introducao

A fisica estatistica, em seu constante esforgo para explicar o comportamento macroscépico
da matéria a partir das leis microscépicas da fisica, vein se destacando ao longo das dltimas
décadas pelo surgimento e desenvolvimento de novos modelos e teorias, das quais tem sido
possivel explicar uma grande variedades de fendmenos observados na natureza. A fisica
da matéria condensada e, em particular, a teoria dos fendmenos criticos, sao talvez os
exemplos que melhor ilustram (longe de serem os tnicos) a valiosa contribuicio realizada
pela mecanica estatistica & fisica moderna. Estas contribuigdes, por sua vez, transcendem
constantemente o plano meramente académico, tornando a mecinica estatistica uma fer-
ramenta fundamental no desenvolvimento de novas tecnologias. Como exemplo, podemos
citar o desenvolvimento de novos materiais, com suas propriedades fisicas e quimicas cada
vez mais especificas, desenvolvimento este que seria impossivel sem o profundo conheci-
mento prévio obtido pela fisica estatistica. Por outro lado, sio numerosas as aplicagdes
que outras dreas do conhecimento (engenharia, economia, meteorologia, entre tantas ou-
tras) teém implementado gragas ao desenvolvimento da fisica de sistemas nao lineares.
Conceitos que ha alguns anos pareciam meras especulagOes tedricas, hoje se mostram
nio somente importantes mas fundamentais. Problemas tdo abstratos como a difusdo
em meios fractais sdo utilizados diariamente em tarefas tdo concretas como estimar a
capacidade de uma bacia petrolifera.

Comecar sempre com modelos simples e introduzir ingredientes microscépicos mais e
mais realistas parece ser a principal receita seguida (com éxito) ao longo dos anos. E
neste processo, as vezes lento e tortuoso, a fisica estatistica (em particular a teoria dos

fendmenos criticos) mostrou também que a explicagdo de muitos comportamentos comple-



x05 observados na natureza nao reside necessariamente na complexidade dos componentes
microscopicos em questao. Pelo contririo, unidades tedricas simples capazes de captar
aqueles ingredientes relevantes na descricdo dos fendmenos analisados, quando interagem
entre si, ainda que de forma simples, podem dar origem a fenémenos dificeis de compreen-
der a primeira vista, como por exemplo uma transicao de fase. Neste contexto, o modelo
de Ising é talvez o paradigma do modelo estatistico: apesar de sua extrema simplicidade,
foi fundamental para a compreensio da teoria moderna de transigoes de fase.

A fim de compreender os mais variados e complicados sistemas, a mecanica estatistica
foi incorporando diferentes ferramentas matematicas, as quais lhe permitiram abordar pro-
blemas nos quais, nem as unidades microscépicas, nem as interacoes entre elas, tinham
que ser tdo simples como no modelo de Ising. E quando estas ferramentas matemdticas
se mostraram insuficientes, foi entdo necessario recorrer as simulacdes numéricas para o
entendimento destes sistemas. O desenvolvimento de computadores cada vez mais pode-
rosos tem sido fundamental nesta irea. Hoje é possivel simular a dindmica de populagoes
com bilhdes de individuos, sistemas imunolégicos com 10° anticorpos (préximo do nimero
observado em alguns animais) e redes neuronais com mais de 10° neurénios.

Entre todos estes sistemas, 0s vidros de spin, por incluir aleatoriedade e frustragio nas
interacoes efetivas entre os momentos magnéticos, representaram talvez o maior desafio
dos witimos anos. Assim como o modelo de Ising é o modelo paradigmdtico no estudo dos
fenémenos criticos, a teoria dos vidros de spin foi um dos marcos iniciais do que hoje se
conhece como estudo de sistema complexos, entendendo por estes, sistemas constituidos
por muitas unidades simples que interagem de forma em geral simples, resultando num
comportamento macroscopico altamente nao trivial

Existem muitos outros exemplos de interesse e é evidente que os sistemas comple-
xo0s nao sao exclusividade da fisica. Unidades simples e intera¢des ndo muito complexas
por um lado, aleatoriedade e frustragdo por outro, sao facilmente encontrados em mui-
tos outros sistemas, que até pouco tempo estavam fora das principais linhas de pesquisa
em fisica: o sistema imunolégico dos vertebrados, dindmica de populagtes, o problema

do trafego em uma grande cidade, o comportamento da bolsa de valores de um mercado



emergente, sdo apenas alguns exemplos de sistemas que cada vez mais despertam interesse
na fisica estatistica. O desafio consiste agora em explicar, nao somente a partir da fisica
microscépica, mas também, a partir dos conhecimentos obtidos por estas outras discipli-
nas cientificas (biologia, sociologia, engenharia, economia), porque estes sistemas apresen-
tam comportamentos cooperativos extremamente complexos (a auto-regulagao no sistema
imunolégico, o desaparecimento siibito de populagdes aparentemente nao ameacadas de
extingdo, os congestionamentos em avenidas, as oscilagdes bruscas e a sensibilidade aos
agentes externos das bolsas de valores).

O estudo de sistemas complexos consiste em modelar estes fendmenos e aplicar de
forma sistematica as técnicas desenvolvidas ao longo de muitos anos pela fisica estatistica e
pela teoria da matéria condensada, tanto analfticas quanto numéricas. Nesta modelagem,
é fundamental distinguir dentre os ingredientes do sisterma aqueles que sao os essenciais e
que tornam o modelo tratavel, sem se afastar do sistema real.

Nosso cérebro, em particular, é um exemplo de sistema extremamente complexo. Exis-
te hoje numerosas evidéncias, obtidas a partir de estudos neurolégicos, das quais é possivel
concluir que as chamados func¢des superiores do cérebro (dentre elas a capacidade de
memorizar de forma associativa, aprender, classificar e generalizar) nao surgem da es-
pecializacio das suas partes mas, pelo contrério, sdo produtos do trabalho coletivo de
um nimero muito grande de células, que interagem de maneira simples transportando
informagdes (sinais elétricos).

O estudo do cérebro tem se tornado nas dltimas décadas um campo de pesquisa para
diferentes areas do conhecimento. Apesar do objetivo comum, os interesses da comunidade
cientifica nesta area sao em gerais direcionados para o que ela acredita ser importante e de
interesse dentro das metodologias de suas disciplinas especificas. Estes interesses incluem
desde aqueles cuja meta é entender sua anatomia, fisiologia e funcionamento, originalmen-
te restrito as neurociéncias, a aqueles cujo intuito é usar as informacoes derivadas dessas
pesquisas para desenvolver novas maquinas artificiais (computadores): maquinas capazes
de reproduzir diferentes (mas nao necessariamente simultaneamente) fungdes cerebrais.

Os pesquisadores desta drea comecgaram a usar essas maquinas para tentar simular o



comportamento logico do cérebro. A matematica, ciéncias da computacao e a engenharia
compartilham desses interesses.

Existe também outros cujo interesse é entender o comportamento coletivo emergente
das interaches mituas entre os muitos elementos simples (neurénios.). Exemplos desses
comportamentos emergentes sao bastante familiares para os fisicos sob 0 nome de transi¢iao
de fase (0os momentos magnéticos dos spins alinham-se numa determinada diregao e sentido
quando a temperatura decresce, um sistema de muitos elétrons comporta-se como um
supercondutor, etc.). Ferromagnetismo e supercondutividade sao fenémenos coletivos
que s6 podem ser entendidos usando as ferramentas apropriadas da mecanica estatistica.

Neste contexto, a fisica estatistica, utilizando e muitas vezes inovando as suas ferra-
mentas desenvolvidas ao longo dos anos, ingressou em definitivo no estudo das fungdes do
cérebro, consolidando esta nova linha de pesquisa conhecida como ”Rede de Neuronios”.
A seguir, citaremos alguns dos trabalhos pioneiros, ao longo dos ltimos 50 anos, nos quais
tentaremos abstrair as caracteristicas que tornaram possivel o desenvolvimento desta area.

A primeira modelagem de neurdnios foi projetada em 1943 por um neurobiologista
Warren McCulloch e um matemdtico Walter Pitts. O neurdnio formal, era uma espécie
de valvula légica com dois possiveis estados internos; ativo (1) ou repouso (0). Cada
neurénio tem um nimero pequeno de entradas resultante das saidas de outros neurdnios.
As entradas sao somadas e o estado do neuronio é determinado pelo sinal resultante com
respeito a um certo limjiar: se o sinal é maior que o limiar o neurdnio é ativado; caso
contrario, permanece no repouso.

Estas idéias foram salvas da possivel obscuridade, quando os primeiros computadores
foram sendo construidos. O fisico Jonh Von Neumann em seus estudos sobre as possibi-
lidades l6gicas das maquinas inteligentes, se referiu as redes de McCulloch e Pitts como
sendo nio robustas (contrario as redes de neurénios reais). Ele sugeriu que o trabalho feito
por um neurdnio poderia ser compartilhado por um conjunto de neurénios cooperativos:
robustez surge com a redundancia. Pesquisadores comecaram a olhar para a anatomia
e fisiologia dos neurdnios como uma possivel fonte de inspiragao para criar maquinas

inteligentes.



Em 1949, o neurobiologista Donald Hebb (no livro “A organizacdo do comportamen-
to”), chama a atengdo para a conexdo entre a psicologia e a fisiologia, evidenciando que
um caminho neuronal é reforcado cada vez que é usado. A "regra de Hebb”, como é
conhecida e usada nos dias atuais, forneceu a base fisiol6gica para o estudo dessas redes.

Em 1954, Gragg e Temperley, adotaram o conceito de neurénios cooperativos de Von
Neumann, mas deram a essa idéia um novo significado. Eles consideraram que a ativi-
dade de uma rede de neurdnio resulta do comportamento coletivo (similar ao fnicio do
ferromagnetismo, por exemplo). Esta talvez seja a origem dos iltimos desenvolvimentos
na teoria de redes neuronais.

No final dos anos 50, um novo dispositivo denominado de ” perceptron” foi inventado
por Frank Rosenblatt. Seu intento era de ilustrar algumas das propriedades dos sistemas
inteligentes em geral (classificar, aprender), sem levar em conta certas condicfes especiais
e desconhecidas, que sao validas para organismos bioldgicos concretos. Ele acreditava
que a conectividade que se desenvolvia nas redes biolégicas tinha um clevado percentual
de aleatoriedade e ndo como nas redes de McCulloch e Pitts, nas quais se empregava
légica simbélica para analisar estruturas bastante idealizadas. Em 1969, surgiu o livro
“Perceptrons: uma introducdo a geometria computacional”, escrito por Minsky e Papert,
que para algumas pessoas significou o final dos modelos de rede de neurénios. Neste livro,
fazia-se uma dura critica a esses dispositivos, em termos de suas capacidades e limitagoes.
Apesar de ser ainda objeto de discussao nos dias atuais, muitos dos problemas que foram
abordados com os perceptrons, seguem sendo validos e serviram para implementar novos
modelos como os perceptrons com multicamadas, modelos estes nao afetados pelas criticas
de Minsky e Papert. Nestes modelos, a informacdo flui numa tinica diregao sem que haja
realimentagao.

Na década de 70, Little [1] foi um passo além no desenvolvimento da teoria de redes
neuronais. Ele introduziu ruido nas conexoes entre os neurénios. Desta forma, redes
neuronais tornaram-se redes de autématos probabilisticos.

Um dos modelos mais importante nesta drea, do ponto de vista fisico, foi introduzido

pelo neurobiologista John Hopfield em 1982 [2] para modelar o processo de memorizagdo



do cérebro. O modelo de Hopfield, como é hoje conhecido, destacou-se originalmente por
supor que certas fungoes do cérebro podiam ser modeladas considerando o préprio cérebro
como umn sistema desordenado. Sua estreita relagao com a fisica de sistemas magnéticos
classicos desordenados, onde o neurdnio simplificado e as conexdes sindpticas equivale-
riam, na parte magnética, aos spins e aos acoplamentos magnéticos respectivamente, ¢ a
estrutura de multivales do espaco de fase encontrada em modelos de campo médio de vidro
de spin [3, 4] a qual sugere uma forma adequada de modelar o processo de memorizagao
(cada um dos minimos de energia correspondendo a uma dada meméria da rede), permi-
tiu o uso das ferramentas matematicas desenvolvidas pela mecanica estatistica no estudo
desses modelos. Assim, o problema de memoriza¢ao resume-se a encontrar uma forma de
garantir que as memorias que se deseja armazenar coincidam ou estejam proximas desses
minimos.

Apesar de possuir mecanismos dificeis de serem justificados do ponto de vista biolégico
(todos os neurénios sdo interconectados, podendo receber ou transmitir sinais elétricos
ininterruptamente, as conexoes sindpticas entre os neur6nios sdo simétricas, entre outras),
o modelo de Hopfield na sua versao original (dindmica deterministica) foi fundamental
como ponto de partida na busca de modelos mais realistas. Desde a proposta original,
novos ingredientes vao aos poucos sendo incorporados ac modelo a partir das informagdes
e conhecimentos das outras areas e a medida que se compreendem os mecanismos do
processo de resposta das fun¢bes modeladas. Uma importante contribuicao teérica deve-
se a Amit, Gutfreund e Sampolinsky [5, 6]. Eles introduziram ruido no processo de
transmissao das informacoes entre os neurdnios e resolveram a mecdnice estatistica do
modelo de Hopfield. Nesta analogia com os modelos magnéticos, o sistema (agora descrito
por uma funcio Hamiltoniana e tendo na temperatura o pardmetro que controla o nivel
de ruido) péde ser estudado analiticamente.

QO avanco nesta linha foi marcante, nos ultimos anos, com as crescentes contribuigoes
na busca de uma maior aproximacao aos sistemas biolégico. Extensées e generalizagOes
dos modelos originais, aparecem como possiveis mecanismos capazes de revelar novas

propriedades, tais como reconhecimento ¢ armazenamento de sequéncias temporais e ca-



tegorizacao (generalizagio).

Ingredientes como diluicdo (em média cada neurénio estd conectado a 10° ~ 10* outros
neurdnios) e assimetria nas conexdes sinapticas (os acoplamentos entre os neurdnios nao
sao simétricos), sao exemplos de implementagdes que tornaram o estudo dessas redes mais
estimulante como objeto de pesquisa: por um lado modelos mais realistas podem mostrar
novos comportamentos até entao nio revelados e, por outro, a complexidade quanto a sua
tratabilidade é visto como um desafio no desenvolvimento de técnicas mais sofisticadas.

Introduzir assimetria nas conexoes sindpticas, ndo mais permite definir uma funcao
energia e consequentemente utilizar um formalismo termodinamico. Derrida, Gardner e
Zippellius (1987) [7] introduziram, de maneira aleatéria, diluicao e assimetria nas conexoes
sinapticas do modelo de Hopfield e estudaram a dinamica.

Qutra implementacao importante nao levada em conta no modelo original de Hopfield
é o tempo de recomposicao do neurdnio apds ter disparado um sinal elétrico. Estes dis-
positivos, denominados Perfodo Refratdrio Absoluto (PRA) e Periodo Refratdrio Relativo
(PRR) serdo tratados em boa parte desta tese.

O trabalho desenvolvido nesta tese tem como objetivo introduzir e analisar os mode-
los de redes de neurdnios, quanto a sua capacidade de armazenamento e reconhecimento
de padrdes e categorizagio (reconhecer classes), quando novos ingredientes bioldgicos sao
introduzidos na dinamica. Este estudo esta voltado em grande parte para um tratamento
dinamico da rede, que em geral, pode prover de informagoes com mais detalhes a respeito
das suas propriedades. No capitulo 1 apresentamos numa primeira parte, de forma muito
limitada, a biologia de um neurdnio, suas complexas conexoes com outros neuronios, seus
tempos de respostas quanto a transmissdo de sinais elétricos e o processo de mermori-
zacao e reconhecimento. Numa segunda parte, analisamos o modelo de Hopfield [2] e sua
generalizagao {introduzindo estocasticidade) [5, 6], apresentando seus principais resulta-
dos obtidos a partir de um desenvolvimento termodinamico, e por fim, apresentamos um
desenvolvimento dindmico exato, onde novos ingredientes bioldgicos sao incorporados ao
modelo. Paralelamente a estes resultados analiticos, apresentamos os resultados obtidos

por simulag¢oes numéricas.



Nos capitulos seguintes, apresentamos as contribuicoes originais desta tese. Nos capitulos
2 ¢ 3 analisamos o efeito, sobre as propriedades de reconhecimento e armazenamento do
modelo de Hopfield, ao introduzir os periodos refratirios na dindmica da rede. Nesta
anglise, os perfodos refratarios sdo introduzidos por meio de umn limiar de ativagio que
depende do estado do mesmo neurdnio em tempos diferentes. No capitulo 2, estuda-
mos analiticamente, usando um desenvolvimento de campo médio, e através de simulacao
numérica a dinimica do modelo de Hopfield nao diluido. Apesar de simples, a aproxi-
magio de campo médio tem mostrado ser uma ferramenta importante no estudo destes
modelos, reproduzindo as propriedades obtidas mediante andlise termodinamica. No estu-
do numérico obtivemos o diagrama de fase completo do modelo e observamos que o espago
dos parametros apresenta uin rico cendrio com, além dos atratores ponto fixo usualmente
presentes no modelo padrio de Hopfield, atratores periédicos e cadticos. Este resultado
é bastante interessante do ponto de vista biolégico, j4 que atratores ponto fixo sao alta-
mente improvaveis nas redes de neurdnios reais. No capitulo 3 apresentamos um estudo
da dinamica do modelo de Hopfield ultra diluido com esses perfodos refratarios. Desen-
volvemos um método aproximado que permite estudar o comportamento de longo tempo
do sistema e obtivemos o diagrama de fase completo do modelo. Estes resultados foram
comparados com os obtidos através da simula¢ac numérica. E importante destacar que
neste caso, estamos modelando simultaneamente trés ingredientes biolégicos importantes.

No capitulo 4 realizamos um estudo numérico do modelo de Hopfield ultra diluido, su-
jeito a condigio menos restritiva introduzida por Arenzon [22] (vélidas para a capacidade
de armazenamento e reconhecimento de padrdes), para analisar a natureza dos atratores
de reconhecimento. Para isto, usamos a técnica de propagacao de dano (distancia de Ham-
ming ou dano dh) entre duas configuracdes, inicialmente préximas uma da outra e tendo
ambas uma, projecao finita com um dos padrdes. A anélise do comportamento assintético
do dano caracteriza a natureza dinimica destes atratores. Aplicamos também um novo
campo externo h, introduzido recentemente na literatura [59] no contexto de autémato
celular, que faz o papel do campo conjugado do dano e calculamos a susceptibilidade

associada ao dano dh.



No capitulo 5 passamos a estudar as possibilidades de generalizagao do modelo apresen-
tado no capitulo anterior. Usamos uma rede diluida assimetricamente com uma estrutura
hierdrquica simples das memorias, e investigamos a habilidade da rede para criar um con-
ceito representativo de uma série de exemplos comuns apresentados a rede no processo de
aprendizado. A dinidmica do modelo é resolvida exatamente e os resultados sao compa-
rados com os obtidos nas simulagbes numéricas. Por iltimo, no capitulo 6, resumimos os

resultados apresentados na tese e indicamos possiveis extenstes destes estudos.



Capitulo 1

Modelos de Rede de Neuronios

Antes de descrevermos os modelos de redes de neurdnios é importante chamar atencao
para dois pontos importantes: em primeiro lugar a descricao da biologia de um neuronio
aqui apresentada é uma visao muito simplificada. A neurobiologia ¢, obviamente, um tema
muito mais complexo que a imagem aqui eshbogada e para os leitores interessados neste
tema, as referencias [8, 9, 10] fornecem uma descri¢do completa e atualizada. Em segundo
lugar, embora existam muitas analogias entre os conceitos bésicos das neurociéncias e
as redes neuronais, ndo devemos necessariamente imaginar que esses sistemas modelam
sistemas nervosos reais. O nosso principal interesse é desenvolver dispositivos capazes de
reproduzir somente algumas das funcoes superiores do sistema nervoso.

Vamos comecar este capitulo de revisdo descrevendo de maneira simplificada a biologia
dos neurdnios e das redes neuronais reais para, inspirados no seu funcionamento, passar

a descrever alguns dos principais modelos matemadticos desenvolvidos nos tltimos anos.

1.1 Descricao da Biologia do Neuronio

1.1.1 O neurodnio biolégico

Resumiremos aqui somente as caracteristicas que serdo essenciais para a construcio dos
modelos de redes neuronais. Esses elementos basicos sao 0s neurdnios e suas collexoes

sinapticas. Apesar de existir uma grande variedade de tipos de neuromios no sistema
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Figura 1.1; Desenho esquemético de um neurdnio biolégico.

nervoso — variedades no tamanho, na estrutura e na fungio — para nosso propdsito
assumiremos que todos sdo idénticos. Ou seja, somente estamos interessados nas pro-
priedades comuns a todos eles e referidas ao processo de transmissio e processamento de
informacdo. Na figura 1.1 apresentamos as componentes principais de uma célula nervosa
tipica: o corpo celular ou soma, que contém o niicleo, é o responsavel em manter os pro-
cessos metabélicos da célula e a integragio dos estimulos que a ele chegam; os dendritos,
que sdo ramificagdes do corpo celular especializadas em receber os estimulos que chegam
de células sensoriais ou de outros neurdnios e o axdnio, que geralmente é uma fibra lon-
ga que nasce no corpo celular e se ramifica na outra extremidade para conectar-se com
outros neurdnios. Sua principal funcao é conduzir a informacdo , apds ser integrada na
jungio corpo celular-axdnio, até as extremidades da arvore axonal. De maneira simples,
podemos imaginar uma rede de neurdnios baseada nas divisoes canonicas do seu elemento
principal: a parte por onde chega os estimufos (dendritos), a parte de processamento

(corpo celular) e a parte de transmissao ( axonio).
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axénio do neurdnio
pré-sinaptico

neuvrotransmissores

vesiculas sindpticas
juncio sindptica

receptores

célula pos-sinaptica

Figura 1.2: Estrutura sinaptica do neuronio.

1.1.2 Comunicagio biolégica entre os neurénios

Em média, cada neurénio est ligado a 10® ~ 10* outros neurdnios numa intrincada rede
de conextes. O contato onde ocorre a comunicagao entre eles é denominado de jungdo
sindptica ou sinapse. Estes contatos estio localizados entre as extremidades da &rvore axo-
nal do neurdnio pré—sinaptico e os dendritos e corpo celular do neurbnio pés-sinaptico.
As atividades que se desenvolvem na membrana pré—sindptica tem como resultado a libe-
ragio de moléculas protéicas chamadas neuro-trasmissores. Essas moléculas difundem-se
através da juncio siniptica e se ligam aos canais receptores da membrana pés—sindptica

alterando sua permeabilidade (ver Figura 1.2).

A membrana que recobre 0 neurdnio separa o plasma intracelular do fluido intersticial
que estd fora da célula. Ela desempenha um papel importante no processo de transmissao
dos sinais elétricos. Na auséncia desses sinais, que chegam através dos canals receptores,
mantem-se uma diferenga de potencial entre 0 flufdo intracelular e o fluido extracelular
denominado potencial de repouso. Esta diferenca de potencial deve-se a existéncia de
diferentes concentragdes de fons (aos quais a membrana celular é permedvel) em ambos

lados da membrana, principalmente sédio (Na*) e potdssio (KT).
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Membrana da célula
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Na*
4- —— K+
Cl—

70 mV

Figura 1.3: O potencial de repouso e as diferentes concentragdes idnicas. Os tamanhos
relativos dos simbolos das espécies ibnicas representam aproximadamente a concentragao
relativa de cada espécie dentro e fora da célula.

Um dos mecanismos responsével pela existéncia desta diferenca de potencial envolve os
chamados fons organicos. Estes, ao contrério de todos os outros, ndo podem se difundir
através da membrana por causa do seu maior tamanho. Dado que ndo podem entdo
sair da célula, sua carga negativa dificulta a entrada de ions de cloro (CI™), resultando
numa maior concentracio de fons de cloro fora da célula. Outro dispositivo importante
é conhecido como *bomba sédio—potdssio“ e é o responsavel pela maior concentragio de
potéssio dentro da célula e de sédio fora dela. Existem na membrana canais que sao
seletivamente mais permedveis para fons de potdssio que de sédio. O gradiente quimico
de potdssio tende a fazer com que os fons K+ saiam da célula por difusio, enquanto que
a forte atracéo dos fons organicos tendem a manté-los no seu interior. O resultado dessas
forgas opostas & que se alcanga um equilibrio no qual hé mais fons de sédio e cloro fora
da célula e mais fons organicos e de potassio dentro do corpo celular. Este equilibrio
resulta num potencial de repouso de aproximadamente —70mV, sendo mais negativo o
fluido intracelular. A figura 1.3 mostra a diferenca de potencial resultante das diferentes

concentragdes de fons que se estabelece no interior e exterior da célula.

13



Quando os canais receptores da membrana pds—sindptica sao ativados, a acio quimica
que se produz altera a permeabilidade da membrana para certos ions. Um fluxo de ions
positivos Nat para dentro da célula tende a despolarizar o potencial da membrana; este
efeito é ezcitatério. Se ions positivos KT saem do interior da célula, a membrana serd
hiperpolarizada; este efeito é inibitdrio. Deste modo, o efeito da atividade do neurénio
pré—sindptico é excitar ou inibir a polarizagdo da membrana do neurdnio pds—sinaptico.
Esta flutuagéo do potencial da membrana com relagio ao potencial de repouso é conhecida
como Potencial Pds-Sindptico (PPS).

O efeito conjunto dos PPS que chegam ao corpo celular do neurdnio pés—sinaptico sao
somados na juncio do corpo celular com o axénio e, se o resultado da integragao for maior
que uin certo limiar, gera-se um sinal elétrico ou Potencial de Agdo (PA). Caso contrério,
nenhum sinal é produzido. Desta forma, diz-se que a atividade da jungao corpo celular-
ax6nio ¢ um processo tudo ou nada: no primeiro caso o sinal elétrico é transmitido ao
longo do axénio sendo replicado nas suas ramificacdes, mantendo-se quase estadvel quanto
a forma e a amplitude de propagacgéo . No outro caso, nao ha propagacao do sinal ao
longo do axdnio.

Um ingrediente importante no funcionamento dos sistemas nervosos € a natureza
aleatdria dos processos relacionados & transmissao de sinais elétricos, principalmente
nas jungdes singpticas. Trés importantes fontes de aleatoriedade associadas aos neuro—

transmissores sao:

e o ntmero e o tamanho dos neuro-transmissores quimicos sao diferentes;

e somente parte dos neuro-transmissores liberados alcangam os canais receptores da

membrana pdés—sindptica;

e é possivel que mesmo na auséncia de estimulos haja liberagao de neuro-transmissores.

Como veremos nas préximas seces, existem também outras fontes de aleatorieda-
de. Os mecanismos responsgveis por estes processos sao em muitos casos ainda pouco

compreendidos ou mesmo desconhecidos pela biologia.
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1.1.3 Escalas de tempo bioldgico

Quando um sinal elétrico se propaga ao longo do axdnio, bloqueia a possibilidade de
transmissdo de um segundo sinal durante um certo intervalo de tempo, limitando assim
a taxa de disparo dos neurdnios. A frequéncia observada em neurdnios reais varia entre
40 e 150 disparos por segundo (no cortex), dependendo da drea considerada [11]. Outro
dado importante na transmissdo do sinal ao longo do axénio é o seu cardter unidirecional,
ou seja, o sinal gerado na jungao corpo celular-axonio afasta-se do mesmo e as partes que
ficam para tras levam um certo tempo para se recuperarem.

Pelo menos duas escalas de tempo podem ser identificadas na comunicagao entre
neurdnjos biolégicos: o ciclo temporal (= 2ms) é o tempo desde a emissdo de um si-
nal elétrico no neurénio pré-sindptico até a criacao de um PA no neurdnio pds—sinaptico
[11]. Este ciclo inclui o tempo de transmissao do sinal elétrico ao longo do axémnio, o
“retardo sinaptico” (que compreende a liberacao e a difusdo dos neuro-transmissores na
separagao sindptica), a criagdo do PPS e a formacao do PA. A outra escala corresponde ao
intervalo de tempo entre dois disparos consecutivos por um inico neuronio. Este intervalo
pode durar alguns milisegundos [11]. Apés a emissdo de um sinal, a membrana da célula
necessita de um tempo adicional para restaurar o potencial de repouso e emitir um novo
sinal. Num primeiro periodo, conhecido como Periodo Refratdrio Absoluto (PRA) e de
aproximadamente 2ms, o neurénio ndo pode emitir outro sinal, independente dos PPS
que a ele chegam. Durante o PRA a membrana da célula encontra-se inicialmente despo-
larizada e abrem-se os canais de potéssio (K™). Os fons de potassio fluem para fora da
célula repolarizando-a abaixo do valor de repouso (= —80mV’) [12]. Seguindo este curto
periodo, o neurdnio entra em um novo regime que pode durar, em alguns casos, mais de
Tms [12]. Este é o Periodo Refratdrio Relative (PRR). Durante o PRR o neurdnio recupe-
ra parcialmente sua capacidade de emitir um sinal elétrico, s6 que o PPS requerido para
ativar a abertura dos canais de sodio (ions de sédio penetram na célula e o potencial da
membrana cresce positivamente) é maior que o limiar de repouso. Resumindo, o tempo de

resposta de um neurdénio pode ser separado em duas partes: o ciclo temporal do neur6nio
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e um limiar temporal de disparo devido aos periodos refratérios.

1.1.4 Aprendizado biolagico

Sabe-se hoje que o0s sistemas neuronais biolégicos nao sado totalmente pré-programados
geneticamente. Pelo contrario, o processo de aprendizagem que ocorre ao longo do tempo
modifica de alguma forma a rede neuronal para incluir novas informagdes. Uma resposta
elegante sobre como aprendemos, foi sugerida pelo neurofisiologista Donald Hebb [13] em
1949 no livro A Organizacdo do Comportamentoy e é a base das novas teorias conezionistas
sobre o funcionamento do cérebro e sua relagao com a atividade mental. A idéia principal

foi expressada pelo préprio Hebb da seguinte forma:

Ruando o azdnio de uma célule A estd suficientemente prozimo para excitar
uma célula B e toma parte no seu disparo de forma persistente, algum processo
de crescimento ou alguma mudenca metabdlica ocorre em uma ou ambas as
células, de tal modo que a eficiéncia de A, como uma das células que dispara

B, é aumeniada.

Desde que a conexao entre os neurdénios ocorre através das sinapses, é razoavel supor,
se a hip6tese de Hebb for verdadeira, que qualquer mudanga durante o aprendizado deveria
ser produzida nelas. Ele acreditava, por exemplo, que a drea da juncao sinaptica devia
aumentar. Teorias mais recentes afirmam que o responsavel é o crescimento da velocidade
com que 0s neuro—transmissores sio liberados da membrana pré-sinaptica. Hoje sabe-se
também que os chamados mecanismos de potenciagao de longo termo permitem modificar
a quimica das conexoes sindpticas e sao responsaveis pelo processo de memorizagao de
curto tempo.

Apesar de nao se conhecer totalmente quais os mecanismos biologicos responsaveis por
estas modificagdes sindpticas, este mecanismo de aprendizagem aparece de uma forma ou
de outra em muitos dos modelos de redes neuronais que existem na atualidade, seja em

modelos de aprendizagem, memorizagao , generalizagao e outras fungoes cerebrais.
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Neste rdpido resumo temos ignorado muitos detalhes do funcionamento das células
nervosas e da arquitetura das suas conextes. Também criamos a imagem simplificada de
um neurdnio tipico. Este ndo é o tratamento ideal, mas ¢é o razoavel dentro do contexto
da fisica tedrica. Se o comportamento global do sistema nervoso dependesse dos detalbes
finos da estrutura dos neurdmios, é bem verdade que a fisica contribuird muito pouco
para seu entendimento. Mas, se certos niveis de complexidade resultarem das interagoes
entre eles, a fisica pode fornecer um ponto de vista valioso para a sua compreensao.
Seria por demais simples, pensar que comportamentos tao altamente complexos como 0s
observados nos sistemas nervosos biolégicos derivassem simplesmente da redundancia do
nimero de células e do gran de conectividade entre elas. Seguramente tanto a arquitetura
das conexdes como a especificidade dos diferentes tipos de neurdnios sao fundamentais
para entender como o cérebro trabalha. Embora nao haja modelos que reinam como
um todo esses fundamentos, seja por desconhecimento das especificidades ou devido a
complexidade na sua implementacao como modelo, grande parte das pesquisas atuais (e

em particular o trabalho desta tese) caminham nesta direcao.

1.2 Da Biologia a Modelagem das Redes Neuronais

1.2.1 Um modelo protdétipo

A partir das descrigdes anteriores, podemos relacionar um conjunto de propriedades

béasicas para estruturar a modelagem das redes de neurdnios. Estas propriedades sao:

e A transmissao da informacao entre os neuronios se d4 através de sinais elétricos e
cada neurdnio pode ser considerado como um autémato binéric que pode tomar os

valores +1 e —1 representando os estados ativo e tnativo respectivamente.

e A juncio sinaptica pode favorecer a polarizagao (se for excitatéria) ou a despolari-

zagao (se for inibitéria).
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e A resposta do neurénio aos estimulos é funcio da integracdo dos PPS que a ele

chegam.

e O processo de transmissio de informacéo entre neurénios estd submetido a diferentes

fontes de ruido.

e A existéncia de um ciclo temporal ¢ 0s periodos refratéarios, estabelecem uma escala
de tempo padrdo para a dinimica do neurénio e um limiar temporal de disparo,

respectivamente.

e A resposta do sistema como um todo a um novo estimulo reflete-se na estrutura das

conexoes sinapticas

Estes ingredientes simplificadores tomados da biologia do neurénio, como veremos
nos préximos capitulos, sao suficiente para modelar algumas das funcoes observadas em
sistemas bioldgicos.

Uma rede de neurbnios serd entdo para nés um sistema de N unidades (neurénios),
cada uma representada por uma variavel dindmica S; que pode tomar os valores +1 ou
—1. O vetor g(t) = (S1(t), Sa(t), ..., Sn(t)) representa entdo o estado da rede num dado
tempo t. Vamos por enquanto considerar s6 dois neurdnios: o neurénio j que emite o sinal
(pré-sindptico) e o neurdnio z que recebe o sinal elétrico (pés-sindptico). A contribuigéo

do neurénio j ao PPS do neurdnio ¢ pode ser escrita como:

=

Vilt) = 2 (1+ 85()) - (1.1)

|

Levando em conta as possiveis contribui¢des de todos 0s outros neurdnios da rede, o PPS

total pode ser expresso da seguinte forma:

> Vi t) = i Jii (1 + 85(1)) , (1.2)

i J#i

=
I

g

':gﬁ

onde J;; = V;;/2. O J;; mede a eficiéncia sindpica entre os neuronios (J;; > 0 representa

uma sinapse excitatéria e J;; < 0 representa um sinapse inibitéria). Se dois neuronios
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nao estao conectados, entao J;; = 0. A emissao de um sinal pelo neurénio pés-sinaptico
i dependerd do PPS total (1.2) ser maior que um certo limiar préprio #;. Uma maneira
simples de representar a dinimica deterministica é supor que a evolugao temporal do

sistema obedece a seguinte regra:
Si(t + At) = Sinal (V;(£) — 6;) = Sinal (h:(2)), (1.3)

onde h;(t) é denominado usualmente o campo local do i~ésimo neurdnio da rede no tempo

t (em analogia com modelos magnéticos):

N N
ha() = 32 JiS5e) + 3y 6 (1.4)
it i
Se o argumento da funcao Sinal (1.3) for positivo (h;(f) > 0), no tempo £ + At o neurdnio
i estara ativo e emitird um sinal elétrico. Caso contrario, (h;(t) < 0) nenhum sinal serd
emitido. O valor de Atf caracleriza ent3o o ciclo temporal do neurénio (que vamos supor
igual para todos eles).

Os modelos neuronais geralmente levam em conta dois tipos de regras dindmicas:
paralela ou sequencial. Na dindnica paralela todos os neurdnios sao atualizados simul-
taneamente (podemos escolher entao At = 1 como a unidade temporal de atualizacdo),
enquanto que na dinimica sequencial escolhe-se um tnico neurdnio por vez para ser atua-
lizado (At = 1/N). A atualizacao em paralelo, além de ser mais conveniente para realizar
grandes simulacGes, & também aparentemente mais realista do ponto de vista biologico.
Os rapidos processos de resposta do cérebro as funcoes vitais relacionadas aos 6rgaos do
sentido por exemplo, s6 sao possiveis gracas a bilhoes de neurdnios trabalhando simulta-
neamente.

Dada uma funcao cerebral que se deseja modelar, o problema agora consiste em definir:

1. uma dada arquitetura da rede e

2. um conjunto de acoplamentos sindpticos {J;;},
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de forma tal que a dinimica introduzida (1.3) permita associar configuractes iniciais

(entradas) com atratores do sistema (saidas).

1.2.2 Refinamento do modelo: processos aleatoérios

Um elemento importante que deve ser levado em conta na modelagem das redes neuro-
nais é A aleatoriedade envolvida na transmissiao de sinais entre os neurénios. Além dos
descritos anteriormente, relacionados aos neuro—transmissores, outros processos aleatérios
ocorrem como por exemplo, flutuagoes no tempo de resposta de cada neuronio, variagoes
nos limiares de disparo e outros. Nao é simples identifica-los ou mesmo descrevé-los ade-
quadamente. Afortunadamente isto é simplificado pelo fato que todos eles serao refletidos
no campo local de cada neurénio. Dado que cada um recebe sinais de um mimero grande
de neur6nios, uma maneira simples de representar esse efeito é supor que o campo local

é uma variavel aleatéria cuja distribuicio de probabilidade é descrita por uma fungio

gaussiana,
1 (h — h;)®
P‘r(h) = ,__27r02 exp [_ - 20_2 ] ) (15)

onde ¢ ¢ a largura da distribuicio associada as diferentes fontes de aleatoriedade (ruido)
e h; é o campo local médio do #—ésimo neurdnio dado por (1.4). A probabilidade para o

neurdnio ¢ disparar wn sinal elétrico é:
P(S;=1) = P,(h>0) / dh Pu(h (1.6)
Substituindo (1.5) em (1.6) e introduzindo a fungdo erro, definida como
1 T
- ¢ 1.
arf(z) = = [ di oxp(~£), (1.7)

a probabilidade torna-se:

P(Si=1) = B(h>0) = ;l1+erf( hza)} . (1.8)
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De maneira aniloga,

P (S;=-1) = P(h<0) = %[1—erf(;§i )l : (1.9)

Dado que a funcdo erro é fmpar, podemos representar a distribuicao de probabilidade na

forma:

P.(S)) :% [1+erf(§§;)] : (1.10)

A expressio acima pode ser aproximada coln uma margem de erro da ordem =~ 1%, por

P(S) :-;-l1+tanh ( %‘U)] - %[1+tanh (BSiha)] . (1.11)

onde ( é o parametro de controle do ruido.

Uma expresséo idéntica & equagdo acima (com modificacoes apropriadas no significado
das variaveis), descreve a dindmica de um spin tipo Ising em contato com um reservatorio
térmico & temperatura finita T = 4~!. Para fazer um paralelo entre o nosso modelo
prototipo aleatorio de rede neuronal e os modelos magnéticos, basta associar o estado do
neurénio com o momento magnético, o campo local e as conexdes sindpticas com o campo
efetivo e 0s acoplamentos magnéticos respectivamente e por 1ltimo, o parametro de ruido
com a temperatura.

Dado que é necessdrio modelar fungoes sindpticas excitatérias e inibitdrias, é preciso
incluir acoplamentos positivos e negativos. Isto, junto & complexidade da arquitetura
de conexdes produz como resultado, geralmente, o surgimento de frustracdo entre os
acoplamentos. Por outro lado, como estamos interessados nas propriedades estatisticas
destes modelos, imaginamos que a matriz de acoplamento J;; é definida por uma dada
distribuicio de probabilidade para os seus elementos, que serdo wvaridveis aleatdrias. A
analogia entre o modelo protétipo de rede neuronal e o modelo (também protétipo) de
Ising para sistemas magnéticos, somado aos dois elementos acima descritos, frustracdo e
aleatoriedade pde em evidéncia a estreita relagio entre os modelos de vidro de spin tipo

Ising e as redes neuronais.
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No caso de vidros de spin o problema pode ser descrito da seguinte forma: dada uma
topologia da rede, a sua dimens&o e um conjunto de acoplamentos magnéticos, desejamos
conhecer o comportamento assintdtico (¢ — o) do sistema. No caso de redes neuronais
o problema é exatamente o inverso. Em geral desejamos associar a cada configuragao
inicial (ou entrada do sistema) um dada configuragao final (ou saida do sistema). Nos
perguntamos entdo qual é a arquitetura de conexdes e quais os valores da matriz de
acoplamentos sindpticos que permitem implementar a associagao desejada.

Dentre as diferentes arquiteturas, duas se destacaram pelas suas importancias com
relacao as fungoes modeladas. A primeira é uma extensao natural do neurdnio de McCul-
loch e Pitts e sua estrutura é formada por uma ou mais camadas de neurdnios, nas quais a
informacao flui numa dnica direcdo preferencial. Este tipo de arquitetura é conhecida em
geral como perceptron. Ele tem sido muito utilizado na modelagem do processo de apren-
dizagem (ou seja, como dispositivo capaz de generalizar uma dada regra de associagao
entre entradas e saldas a partir de um dado conjunto de exemplos) e de classificagao. A
outra arquitetura é a chamada redes de neurdnios atratoras (attractor neural networks) e
tem sido mais utilizada na modelagem dos processos ligados & memorizagao . Nesta tese
vamos usar somente esta tltima arquitetura e possiveis variagoes de modo a torna-la mais

realista do ponto de vista bioldgico.

1.3 Memédrias Associativas: O Modelo de Hopfield

1.3.1 A natureza da memdria associativa e a analogia fisica

Relembrar alguma coisa consiste em associar um conceito com alguma apreensao senso-
rial. Por exemplo, a foto de uma pessoa conhecida ou de um lugar visitado faz relembrar
uma série de acontecimentos ou recobrar imagens memorizadas ao longo do tempo. Este
paradigma pode ser entendido supondo que colegdes bésicas de dados, ordenados e inter-
ligados de alguma maneira, sdc armazenados na forma de padroes (memdrias) no cérebro.

No exemplo acima, existe uma colecio de memdrias associadas & pessoa e outra associada
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com o lugar visitado. Uma outra maneira de colocar o problema da memdria associativa
é apresentar por exemplo, uma, letra parcialmente alterada ou a caricatura de um perso-
nagem conhecido. Num processo rapide, todo o padrao é recobrado ou associado a ele:
no caso da letra, sua arquitetura completa (forma) e, da caricatura, a fisicnomia real do
personagem. Note que neste caso, somente parte do padrao foi usado como apreensio e
todo ele é restabelecido.

Os computadores convencionais podem realizar estas fungoes de uma maneira muito
limitada. Um software tipico para tal é conhecido usualmente como “banco de dados®.
A apreensao sensorial é normalmente uma palavra, sequéncia de palavras ou niimeros.
Por exemplo, o catalogo de uma livraria é um conjunto de dados que sao armazenados
por autores, titulos, data de edi¢do etc. Para se ter sucesso na pesquisa desejada os
dados de entrada tém que ser totalmente especificados e completos. Se a informacao
estiver fragmentada ou mesmo uma letra permutada, nao existe mecanismos para corrigir
e recuperar a informacao correta.

O modo pelo qual as redes de neuronios podem corrigir e recuperar uma informacao
fragmentada ou imperfeita, surgiu ao associar o processo de memorizacao ao problema de
minimizar dinamicamente uma funcao de muitos minimos, e associar estes minimos com
as memorias armazenadas. Esta analogia permite, em alguns casos, visualizar a operacao
da rede como a dindmica de um sistema fisico cujo comportamento é descrito em termos
de uma funcao energia. Vamos imaginar as memdérias como sendo os pontos de minimos
de uma superficie de energia formada de vales e barreiras (ver figura 1.4). Cada um dos
minimos (M, Mz e M3) corresponde a uma dada memdria da rede e a largura entre as
barreiras de cada vale representa a "bacia de atra¢ao“ da memdria correspondente. Uma
informagao parcial ou fragmentada (ponto P da figura 1.4) cuja apreensao sensorial esta
relacionada com a memoéria M, deslizara sobre a superficie até atingir, depois de um
certo tempo, esta memoéria. Deste modo, apreensdes sensoriais (estimulos) localizados na
bacia atratora de uma dada meméria reconhecerao a mesma memdéria. A este fato dd-se
o nome de reconhecimento associativo.

A esquematizacao metaférica da figura 1.4 ndao tem que ser tio simples assim. Uma
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M, M; M,

Figura 1.4: Representa¢io esquemdtica de uma superficie de energia. Os minimos corres-
pondem as memorias armazenadas.

representacio mais completa teria que envolver, além dos minimos de energia M, M;e
M; associados s memérias, também minimos espirios que permitissem ao sistema nao
associar corretamente (responder por exemplo que ndo sabe a resposta correta ou até se
confundir entre diferentes respostas).

O grande mérito de John Hopfield foi encontrar uma arquitetura muitos simples e
um conjunto de acoplamentos sindpticos {J;;} que lhe permitiu definir o problema de
memorizagio em termos da minimizagdo de uma fungio tipo energia.

A arquitetura por ele idealizada supde que cada neurdnio recebe € envia sinais de todos
e para todos os outros neurénios. Ainda mais, o sinal entre dois neurdnios quaisquer ¢ o
mesmo em ambas as direcdes (J;; = Jj;) e 0 processo de atualizagio era sequencial.

A regra de armazenamento ou prescrigio sindptica baseia-se no principio enuncia-
do por Hebb. Vamos considerar um conjunto de p configuragbes que desejamos ar-
mazenar (chamaremos a estas configuragdes de padrées ou memdrias indistintamente):

é:f‘ = (&, ¢5,...,6%) com p = 1,2,...,p. Entdo o acoplamento sindptico entre os
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neurdnios 7 e j serd dado por
L S~ i pn
T = 5226 &, Jiy =0 (1.12)
N3

Hopfield mostrou que com esta regra sindptica, a equacio (1.3) permitia 0 armazena-

mento associativo de memdrias desde que:

¢ as memdrias sejam configuragdes aleatérias ndo correlacionadas, ou seja, escolhidas

com uma distribui¢ao de probabilidade da forma:

PUEr) = T1 I (€ (L13)

i=1 p=1

onde os &' podem tomar os valores 21 com igual probabilidade, ou seja:
I 1 p 1 b
P& = 5 6(& — 1)+ 9 8(& +1);5 (1.14)
e 0 limiar de ativacao #; tenha a forma

N
0= J, (1.15)

J#

com o qual o campo local ganha a forma simplificada

N
hi(t) =3 Jii S5(t) - (1.16)
J#i
Notemos que esta regra é aditiva e local no sentido de que a0 acrescentar uma nova
memoéria todos os acoplamentos sinapticos sao alterados em:

1

pHlent 1.17
N & (1.17)

AJy =

e esta modificacio sé depende dos valores das memoérias nos dois neurénios envolvidos na

sinapse.
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Usando o fato de que os acoplamentos sdo simétricos J;; = Jj; e que J; = 0 (nflo

forma sinapse com ele mesmo), pode-se mostrar que a funcgao energia, definida como

1
H=—-23% 7J;55;, (1.18)
2 i#j
é uma funcao de Liapunov para a dindmica do modelo. Na préxima segao veremos como
isto permite desenvolver um formalismo termodindmico do problema.
Os atratores do sistema podem ser obtidos monitorando a evolugido temporal das

superposi¢des entre o estado do sistema e as memdrias armazenadas, definidas como:

N
my(t) = 1 Zf;” S (t) com p=1,2,...,p. (1.19)
i=1

N ¢

Esta quantidade mede a proximidade do estado do sistema com a memoria £'. Se o atrator
coincide com uma dada memoéria, por exemplo a v-ésima, entao m, = 1 e todas as outras
serao proximas de zero (O(N~1/2)) por serem as memdrias nio correlacionadas. Quanto
mais préximo da memoria estd o atrator, melhor serd o reconhecimento. No limite em
que o atrator estd descorrelacionado de todas as memdrias, todas as superposicoes serao
nulas e 0 sistema nao consegue memorizar.

Uma das propriedades que mede a qualidade da rede é sua capacidade maxima de
armazenamento o, definida como o maximo valor da constante de proporcionalidade entre
o ntimero de memoérias e 0 nimero de conexoes por neurdnio o = p/(N — 1) = p/N para
0 qual o sistema ainda reconhece.

Os principais resultados observados originalmente por J. Hopfield foram os seguintes:

e 0s padroes armazenados e suas inversa sio pontos fixos da dinamica;

e as bacias atratoras dos padroes armazenados sao grandes, ou seja, ainda que co-
mecando com uma configuragido cuja superposicio inicial com a memoria é muito

pequena, o sistema reconhece;
e existem muitos atratores espirios;
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e para uma rede com 100 neurdnios, o nimero méximo de padroes armazenados e
recuperados foi em torno de 13 (com muito erro no reconhecimento quando o é

préximo ao valor maximo), ou seja o, ~ 0.13.

A pesar do seu grande valor como modelo protétipo na modelagem neuronal o modelo

de Hopfield tem sérias limitagGes, algumas das quais sao:
e 0s acoplamentos sio simétricos ao contrario do que acontece nos sistemas bioldgicos;

e 0s neurdnios sao totalmente conectados, sendo que em sistemas reais a conectividade

é alta mais muito menor que o niimero de neurdnios;
e 3 capacidade maxima de armazenamento é relativamente baixa;

e existem estados esptirios que atrapalham o mecanismo de reconhecimento.

1.4 Modelo de Hopfield generalizado

1.4.1 Termodinidmica do modelo de Hopfield

Em 1985 D. Amit, H. Gutfreund e H. Sampolinsky [5] propuseram uma generalizagao do
modelo de Hopfield a fim de incluir nele os diferentes elementos estocdsticos envolvidos na
transmissio de sinais. A dinimica determinista {(1.3) foi substituida por uma dindmica
estocistica andloga & dindmica Monte Carlo banho térmico comumente utilizada na si-
mulagio numérica de modelos tipo Ising. Segundo esta regra, a cada passo de tempo um

spin é atualizado com a seguinte probabilidade:

+1 com probabilidade  1[1 + tanh Bh;(t)]
Sit+1) = (1.20)
—1 com probabilidade  3[1 — tanh Bh;(t)]

Dado que H definido em (1.18) é uma funcio de Liapunov, é possivel extrair o comporta-

mento assintético do sistema a partir de um célculo termodinidmico. Se 8 ¢ interpretado
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como uma medida do ruido do sistema, pode-se imaginar a rede como em contato com
um reservatério a temperatura fixa (3 x kp)~!. Eles utilizaram um formalismo andlogo
ao utilizado no estudo de modelos campo médio de vidros de spin tipo Ising e resolveram
a termodinamica do modelo.

Quando o nimero de padroes armazenados cresce linearmente com o tamanho da rede
(p = aN) a analise requer ¢ uso do método das réplicas [3]. O estado de equilibrio
é governado pelos minimos da funcao energia livre que surgem das seguintes equacgoes

ponto de sela:

a By
;(m”f + “2_[3 [ln(l —fB-0g) - m:I
1

({In2cosh 3 (\/an +3° m,mf“) )
B u

o] =

f(8) =

ol R

+
1
+§aﬁ'r(1 - q)

my = {(€"tanh B (\/a‘?z ; zmps“)>>

" (1.21)

¢ = (it (Vare + Sme))

9 ’
1-8-8g?*"
onde {{...)) corresponde a média sobre o conjunto dos £* (padrdes condensados) e sobre
o ruido gaussiano z. g é o pardmetro Edwards-Anderson do modelo [4] e 7 é o parametro
AGS {Amit, Gutfreund, Sampolinsky) [6] identificado como a média do quadrado da

superposi¢ao do sistema com os padroes nac condensados.

Para o caso particular @ = 0 (ou seja para p finito e no limite termodinamico N -+ co)

eles mostraram [5] que:

e acima de T, = 1 os tinicos estados termodinamicamente estaveis tém superposicao

nula com os padroes (m = 0) {fase paramagnética);

e em 7, = 1 o sistema sofre uma transicdo de segunda ordem da fase desordenada

para a fase de reconhecimento ( s6 uma meméria e reconhecida);
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e no intervalo 0 < 7" < 1 as solugoes de reconhecimento sao as de menor energia. Ape-
sar de existiremn outras solucoes, o sistema nao apresenta nenhuma outra transi¢ao

de fase termodinamica;

e para T > (.46 somente as solugdes de reconhecimento e suas inversas sac estiveis.
Apesar do sistema reconhecer as memdrias com muito erro (m # 1) o ruido térmico

impede o surgimento dos estados espiirios;

e paral < 0.46 surgem estados meta—estdveis simétricos (espirios), ou seja, que tem
a mesma superposi¢ao com um sub—conjunto das memdrias e superposigao nula com
os restantes. Os estados simétricos com um nudmero impar de padrdes sao estaveis
enquanto que com um hiimero par sio sempre instdveis. Quando 7" decresce a zero

o niimero de estados espirios cresce;

e as bacias de atracao das memdrias sao grandes. Um estado inicial com superposigao
maior que O(1/+v/N) com um dnico padrio e superposigao da ordem 1/v/ N com os

demais, flui rapidamente para este padrac;

e no limite 7" — 0 0 modelo determinista original de Hopfield é reobtido.

O principal resultado obtido para o caso mais genérico a # 0 e na aproximagao de
réplica simétrica é que, para T < 1, existe um valor critico a.(I') para a capacidade de
armazenamento da rede. Em particular, para 7" = 0 eles acharam «, ~ 0.138 (préximo
do valor achado por Hopfield numericamente). Para o < ¢, a rede sempre reconhece as
memdérias armazenadas e a superposicao com uma das memdrias é préxima de 1. Em «,
0 erro no reconhecimento é de aproximadamente 1.5% e m passa descontinuamente de
um valor m =~ 0.97 para 0 (a > o).

Na figura 1.5 apresentamos o diagrama de fase T-a. A 4rea sombreada corresponde
as regioes de reconhecimento do sistema (m # 0, regites A e B). Fora da 4rea sombreada
nio existe reconhecimento (m = 0, regides C e D). As regides C e D correspondem as fases
de vidro de spin (m = 0 e ¢ # 0) e paramagnética (m = 0 e ¢ = 0 ) respectivamente. As

solugoes vidro de spin (¢ # 0) existem para todos os valores de o (regides A, B e C). Na

29



0.5

o

l:)'0‘{').0(') 0.05 0.1¢C 0.15

Figura 1.5: Diagrama de fase T-c. A 4rea sombreada corresponde a regido de reconheci-
mento da rede (A e B). Fora da area sombreada existem a fase de vidro de spin (regido
C) e a fase paramagnética (regido D).

regiao A as solugdes de reconhecimento sio os minimos globais da energia enquanto que
em B, esses minimos correspondem s solugdes vidro de spin. A transicao na linha critica,
ao longo da fronteira da drea sombreada, ocorre descontinuamente e essa descontinuidade
torna-se mais suave a medida que o ruido térmico cresce. Para a = 0 a transi¢do é de
segunda ordem a 7, = 1. Aumentando o ruido térmico as solugoes de reconhecimento e
vidro de spin sdo desestabilizadas e a linha de transigdo para a fase paramagnética é de
segunda ordem. Para pequenos valores de a e T existem também as solugdes simétricas.
Amit et al. [6] realizaram simulagdes numéricas Monte Carlo a temperatura nula para
redes até 3000 neurdnios. Eles obtiveram uma estimativa para a capacidade de armazena-
mento da rede o, = 0.1454+0.01. A pequena diferenga no valor de a obtido do tratamento
analitico (@ =~ 0.138), pode ser atribuido a restri¢io da aproximagio de réplica simétrica.
Crisanti et al. [14], usando uma generalizagio do método de Parisi [15], mostraram que
com um passo de quebra de simetria, para T = 0, existe uma regido 0.138 < o < 0.144
na qual os estados de equilibrio termodindmico sao estados de reconhecimento. Além da

concordancia com os resultados numéricos [6], a quebra de simetria de réplica melhora o
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Figura 1.6: A superposicio m versus o a T = 0 na regido de quebra de simetria de
réplica. Os circulos cheios sdo os resultados da simulacio para N =~ 34000 neurdnios.
A linha cheia corresponde a solugio das equagdes de campo médio com aproximacao de
réplica simétrica e a linha tracejada corresponde a solucdo analitica com um passo de
quebra de simétria.

reconhecimento: em a, o erro no reconhecimento decresce de 1.5% para 0.9%. Kohring
[16] usando uma técnica mais eficiente, introduzida por Pena e Oliveira [17], realizou si-
mulagdes numéricas na regido de quebra de simetria de réplica para redes de tamanho
maior que 30000 neurdnios (ver figura 1.6). Ele encontrou que o pardmetro de ordem
m mnesta regido tem dois valores estiveis distintos, ndo predito pela teoria de quebra de
simetria; um com superposicio m =~ 1 e outro com m =~ 0.2. A capacidade méxima de
armagzenamento obtida na simulacdo foi @, = 0.143 £ 0.001.

A figura 1.6 mostra os resultados a T = 0 da simulagdo para N =~ 34000 (circulos
cheios) e das solugdes analiticas obtidas pelo método de réplicas: a linha cheia corresponde
a solugao para réplica simétrica [6] e a linha tracejada corresponde a solugao com um passo
de quebra de simetria [14].

Os resultados analiticos descritos acima correspondem as propriedades termodinamicas
do modelo de Hopfield quando os estados do sistema sdo atualizados sequencialmente. Pa-

ra os processos de atualizagio em paralelo, introduzido por Little [1], Peretto [18] mostrou

31



que para redes do tipo Hopfield a distribui¢ao de Gibbs leva a peqguenas modificagoes no
Hamiltoniano efetivo. O modelo de Hopfield com dinamica paralela foi estudado por
Amit et al. [5] para um namero finito de padrdes (a = 0) e por Fontanari e Kéberle [19]
para um nimero extensivo de padrdes (a # 0). Em ambos os casos as propriedades de
equilibrio sao similares as do modelo com atualizacao sequencial, com excecao do dltimo,
onde outras particularidades estao presentes como por exemplo, a existéncia de atratores

periddicos de ciclo dois.

1.4.2 Dinamica do modelo de Hopfield

O processo dindmico no reconhecimento de memérias é, em geral, mais dificil de se tra-
tar que as propriedades de equilibrioc. A principio, um tratamento rigoroso necessitaria
introduzir um nimero muito grande de parametros para descrever a evolucao temporal
do sistema. Isto implica que num tratamento analitico da dinamica, quase sempre envol-
ve algumas aproximagoes. Mesmo assim, a investiga¢io dinimica ¢é sempre importante,
pois oferece informacdes validas nao somente para regimes assintéticos, mas também para
tempos curtos e intermediarios, onde novos efeitos podem ser observados.

Um modelo particular, para o qual a dindmica pode ser resolvida exatamente, é o caso
do modelo de Hopfield com dilui¢ao e assimetria nas sinapses. Este problema foi estudado
por B. Derrida, E. Gardner e A. Zippelius [7] em 1987. Vamos passar entdo a descrevé-lo.

Vamos supor que a configuragio inicial do sistema, no tempo t + 1, tem superposi¢ao
nio nula com uma tnica memoria, por exemplo a primeira (¢ = 1), que chamaremos de

m(t + 1) e superposi¢ao nula com as restantes (u # 1)

m(t + 1) se p=1
my(t+1) = (1.22)
O(l/\/ﬁ) se ¥ 71__ 1 ’
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onde a superposicao m,,(t + 1) esta definida por:
1N
W {t+1) NZ Si(t+1)) (1.23)

A média {...) é sobre o ruido térmico a temperatura T e sobre as condigdes iniciais.
A dindmica do sistema é governada por um processo Monte Carlo banho térmico com
atualizacdo paralela, isto é, a cada passo de tempo todos os estados darede sao atualizados

simultaneamente segundo a regra:

P.(S) = ; [1 + tanh (-Si{i ] . (1.24)

O campo local sobre o i-ésimo neurdnio pode ser escrito na forma:
N
= D Jij Si(t) (1.25)
J#i

e os acoplamentos sindpticos J;; sdo dados pela expressao:

Jij = Cij Z & EM {1.26)

“_

Os £s sao varidveis aleatérias independentes que valem 41 com igual probabilidade
(1.14). O & representa o estado do 4-ésimo neurdnio no p-ésimo padrao armazenado
(p=1,...,p). OsC;; sdo varidveis aleatérias independentes que representam as diluigoes

nos acoplamentos e sdo escolhidas com a seguinte distribuicao de probabilidade:

P(Cy) = S 8(Cy = 1) + (1~ =) 3(Ci) - (1.27)

=l

Dado que os C;; pode valer somente 1 e 0 representando a existéncia ou nao da conexao
entre os neurdnios e que os C;; e Cj; sdo independentes, pode acontecer que ambos sejam
diferentes. Isto quer dizer que a prépria diluigio introduz a assimetria nas sinapses. O

C é a conectividade média por neurdnio da rede. Estes dois ingredientes, diluicdo e
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assimetria, sao importantes do ponto de vista de redes de neurbénios reais, e niao estao
presentes no modelo original de Hopfield.

Substituindo a equacgac (1.26) em (1.25), e estabelecendo que apéds a diluicao somente
k neurdnios estardo conectados ao neurénio i, representados por {S;,Sp, ... , S}

(r=1,2,...,k), podemos reescrever o campo local na forma:

kP
hi(t) =33 &€ Si(t) . (1.28)

et p=1
Separando na soma sobre z o termo = 1 (padrédo a ser reconhecido) dos demais, obtemos:
k 1
h(t) =Y. & &, Si.(0) + RY(2) (1.29)
gei

onde Rﬁ‘j, que corresponde as memdrias nao correlacionadas com o estado do sistema, é

dado pela seguinte expressao:

k P
Rty =3 > & & S;.(0). (1.30)
Jr#% p>1
Como queremos calcular a superposicao do estado do sistema com a primeira memoria,

de (1.23) e (1.24) obtemos a seguinte expressao para o m(t + 1)

N
mt+1) = }1\72 ¢! tanh (—h}(—:)) : (1.31)
onde h;(t) est4 dado acima.

E possivel provar [20, 21] que se C satisfaz a condigio C << InN, onde N é o
nimero de neurdnios, as correlagdes temporais entre os diferentes neurénios da rede sio
despreziveis e a desordem congelada (quenched) pode ser tratada como uma desordem
recozida (annealed). Deste modo, no limite N — oo ndo existe circuito neuronal fechado
e, para qualquer tempo ¢ dois neurdnios sao independentes com probabilidade 1. Ou seja,

cada neurdnio possui uma grvore temporal prépria de ancestrais, independentemente das
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drvores dos demais. A condigio C << InN & conhecida como ertrema diluicdo e o
modelo como modelo de Hopfield ultra diluido.
A descricio acima significa que para qualquer tempo t todos os Sj, (t) sdo varidveis

aleatérias independentes, e que o termo RY;, no limite termodindmico, pode ser repre-

igr
sentado por uma distribuicio gaussiana com média nula e varidncia ¢°. No limite C e
p — oc com & = p/C = constante, a dindmica do modelo ultra diluido é exata. Note que
a definicdio a = p/C estd de acordo com a adotada anteriormente ja que C' e a conecti-
vidade média por neurdnio: no caso nio diluido C = N (cada neurénio est4 conectado a
todos os outros).

A equacdo de recorréncia para a superposicdo do estado do sistema com o padrao

p =1 (ver descrigio detalhada no apéndice A) é:
mt+1) = ] Dztanh § (m(t) +2v/a) | (1.32)

onde T = 7! & a temperatura generalizada T = T,/C e

_ dzexp (—2%/2) .

Dz
Var

Na figura 1.7 apresentamos o diagrama de fase T-a do modelo. Na linha critica, a
transicio da fase de reconhecimento (m # 0) para a fase paramagnética (m = 0) é de
segunda ordem e na auséncia de ruido (T = 0) a capacidade de armazenamento da rede
0. (T = 0) = 2/ ~ 0.637, é bem superior a0 modelo de Hopfield [2].

Apesar da condicio de extrema diluigfo ser pouco realista e impossivel de implementar,
seja em um dispositivo on em uma simulacfio , estudos numeéricos a T’ = 0 realizados por
Arenzon e Lemke [22] mostraram que estas equagdes sdo validas, no que se refere as
propriedades de reconhecimento, sob a condi¢io menos restritiva C << N. A figura 1.8
mostTa a superposicio m(t) versus o a T = 0 para trés diferentes condicoes do sistema
[22]: a linha cheia corresponde ao caso de extrema diluigdo (C' << InN) com N, C e

p — oo (equagdo 1.32), os circulos cheios correspondem a solugao analitica para N = o
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Figura 1.7: Diagrama de fase T-a do modelo de Hopfield ultra diluido.
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Figura 1.8: Superposicao m(t) vs. «. Comparagio entre trés diferentes condigoes do
modelo de Hopfield diluido assimetricamente. Linha cheia: resultados analiticos para N,
peC — ocoeC << InN; cfrculos cheios: N — oo, conectividade finita (C = 20);
simbolos vazios: simulacio numérica para N = 4000, 8000 e 16000 e conectividade finita
(C = 20).
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e C = 20 (finito) e os simbolos vazios sao o resultado da simulagao para C' = 20 e
N = 4000, 8000 e 16000. O relaxamento da condi¢do de extrema dilnigdo (C << In V)
para {C << N) parece estar de acordo com os resultados da simulagao .

Resumindo, neste capitulo apresentamos os mecanismos basicos necessarios para mo-
delar as redes neuronais, bem como os principais resultados do modelo de Hopfield, relacio-
nados com o nosso trabalho, tanto termodindmicos como dindmicos. Apesar do interesse
maior estar centrado na capacidade de armazenamento e reconhecimento de padroes, ou-
tras funcdes importantes como reconhecimento de sequéncias temporais [23, 24, 25, 26, 27]
e categorizacio [28, 29, 30, 31}, tem sido estudadas no modelo de Hopfield. Esta iltima,
em particular, serd tratada no capitulo 5. O desafio maior, na tentativa de superar
suas limitacdes como modelo de redes neuronais, parece estar no desenvolvimento de no-
vas técnicas ou mesmo na implementacao das ja existentes, quando novos ingredientes
bioldgicos sdo incorporados ao modelo. Nos capitulos 2 e 3 abordaremos esta questao.

Uma grande quantidade de trabalhos e outros métodos dindmicos ndo foram aqui ci-
tados mas, suas contribuigdes foram importantes para complementar estes estudos. Aqui
descrevemos em parte somente os modelos e as técnicas que serdo usadas no desenvolvi-

mento desta tese.

37



Capitulo 2

Influéncia dos Periodos Refratarios

no Modelo de Hopfield

Como foi visto no primeiro capitulo, existe uma forte analogia entre ¢ modelo de
Hopfield e modelos estatisticos de materiais magnéticos. E esta analogia torna-se mais
clara ainda quando se introduz nos modelos neuronais uma dindmica estocastica para
simular a aleatoriedade envolvida nos processos biolégicos. Neste capitulo vamos explorar
esta analogia a fim de poder aplicar alguns dos métodos da fisica estatistica de materiais
magnéticos {em particular modelos tipo lsing de vidros de spin) ao modelo de Hopfield
com periodos refratarios.

Nesta analogia, um neurdnio ativo S; = +1 corresponde, num modelo magnético tipo
Ising, a um spin orientado paralelo & direcdo do campo magnético, € um neurdnio inativo
S; = —1 corresponde a um spin orientado antiparelalo a esta direcao. Modelos tipo Ising
s&30 muito usados [32], nio somente para modelar materiais magnéticos de spin 1/2, mais
também para muitos sistemas fisicos os quais podem ser descritos por meio de variaveis
dinAmicas binarias (modelos de gas de rede, entre outros). Embora em muitos casos seja
uma descri¢ao idealizada, é bem sabido que ela é suficiente para fornecer resultados qua-

litativos corretos de muitos fendmenos cooperativos observados na natureza.
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2.1 Os periodos refratarios

Durante os altimos anos muitas caracteristicas dos neuronios reais foram incorporadas
aos modelos neurcnais (e em particular ac modelo de Hopfield), na tentativa de torna-
los mais realistas do ponto de vista biolégico e visando entender as consequéncias des-
tes ingredientes na resposta da rede. Elementos tais como ruido, dilui¢ao, assimetria,
interacGes multi-sinapticas, entre outros, tem sido vastamente estudados na literatura
[5, 6, 7, 23, 24, 25, 33, 34, 35].

Um elemento importante na modelagem das redes neuronais (ja mencionados no
capitulo anterior) sdo os periodos refratdrios. O seu efeito mais evidente nas redes
biolégicas é limitar a taxa de disparos dos neuréniocs. Nos ultimos anos uma grande
quantidade de trabalhos foram feitos levando em conta as diferentes escalas de tempo
bioclégicas, e em particular, alguns modelaram os periodos refratérios utilizando diferen-
tes técnicas tanto analiticas como numéricas.

Buhmann e Schulten [36] investigaram um modelo de rede neuronal com uma dinamica
de tempo continuo, onde diferentes escalas de tempo biolégicas (tais como tempo de re-
laxacao do potencial da membrana do neurdnio, periodos refratérios absoluto e relativo e
escalas de tempo para controlar as mudancas singpticas, entre outras), foram levadas em
conta. Neste modelo, as varidveis dindmicas sao o potencial da membrana, as correntes
axonais e as eficicias sinapticas. Estas dltimas obedecem uma regra Hebbiana (mas nao
a de Hopfield) dinamica, com intensidade que muda para tempos pequenos (da ordem
de dezenas de milisegundos). A dindmica do potencial da membrana é representada por
um conjunto de equacdes diferenciais ndo lineares acopladas, que envolve a relaxacao da
membrana para um potencial de repouso, bem como o crescimento ou decréscimo do po-
tencial devido As interagbes sindpticas entre os neurdnios. Eles demonstraram que quando
o ruido é introduzido na dinimica do potencial da membrana, este nao destréi a habilida-
de da rede para o reconhecimento e para a reconstrugéo de padrdes associativamente. Em
comparacio com o modelo deterministico, a rede com ruido pode reconhecer com baixas

frequéncias de entrada e com uma taxa média de disparo baixa.
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Amit et al. [37] (seguindo a linha de trabalho de Buhmann [38}) desenvolveram um
modelo que leva em conta uma grande quantidade de ingredientes bioldgicos. Neste
modelo é possivel distinguir entre neurdnios excitatérios e inibitorios, correspondendo,
respectivamente, ao armazenamento associativo e ao controle da taxa de disparos dos

neurdnios. Os diferentes elementos biolégicos envolvidos sao:
e dinamica continua para o potencial da membrana;
e diferenciagao entre as operagoes excitatdrias e inibitérias;

e periodos refratdrios absoluto e relativo, este altimo devido a hiperpolarizacac dos

pulsos pds-sindpticos;
e retardamentos nas transmissoes de pulsos uniformes ou aleatérios;
e injbi¢ao por hiperpolarizacao;

e estimulos curtos e persistentes, representados como correntes sinapticas deniro de

uma fracéo dos neurdnios de um padrao;

ruido, o qual modela o decaimento gradual do potencial da membrana.

Com relacdo ao reconhecimento associativo de padroes, onde a matriz sindptica é dada
pela regra de Hebb (1.12) alguns modelos dinimicos foram propostos para um nimero
finito de padrdes. M. Y. Choi [39] estudou um modelo que leva em conta explicitamente a
existéncia de varias escalas de tempo tais como os periodos refratarios, tempo de duracao
do potencial de agdo e o retardamento da propagacao do sinal, sem que o tempo seja
discretizado. A dinamica nao é nem totalmente paralela nem sequencial, o que pode
ser mais realista. A evolucao temporal da rede é descrita por duas equacdes diferencias
acopladas correspondendo a atividade ¢ a superposigao do estado da rede com os padroes.
Como exemplo, ele investigon o modelo dindmico com uma regra tipo Hebb, e obteve
caracteristicas similares aos modelos de Little [1] e Hopfield [2]. Em adicao, ele encontrou
um rico diagrama de fases, o qual, para & = 0 apresenta um ponto tricritico, como

acontece no nosso modelo, segundo veremos nas préximas secoes.
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Outros trabalhos, considerando a regra de Hebb e os periodos refratirios, foram es-
tudados por Aihara et al. [40] (redes neuronais caéticas) e Gerstner e van Hemmen [41].
Neste dltimo, eles direcionaram suas investigagGes para ver o que acorre se os modelos de
neurdnios formais (tipo Hopfield) fossem substituidos por redes de neurénios onde a codi-
ficacdo da informacao é feita pela presenca ou auséncia de um pulso. O comportamento
coletivo do sistema para uma rede totalmente conectada, é descrito por um conjunto de
equacoes dindmicas, as quais sao exatas no limite de rede infinita e para um nimero finito
de padroes armazenados. Eles mostraram que, em um estado de recuperacao estacionario,
a rede comporta-se similarmente ao modelo do neurénio formal e, no caso de um estado de
recuperacao oscilatério o ruido e as constantes de tempo internas dos neurénios tornam-se
importantes e determinam o comportamento da rede.

Um modelo bastante interessante foi proposto recentemente por Tamarit et al. [42],
onde eles estudaram uma rede com dinamica estocéstica, no qual levam em conta os efeitos
dos periodos refratarios (absoluto e relativo). A dinamica é resolvida analiticamente para
o modelo de Hopfield ultra diluido na aproximacao de campo médio. Para simular os
perfodos refratdrios na dinidmica da rede, eles definiram um neurénio com trés estados
{8; =0, £1}. A temperatura nula, um neurdnio que ests ativo no tempo ¢ (S;(t) = 1),
no tempo seguinte ¢+ 1 estard no estado zero (S;(t+1) = 0). No tempo posterior £ +2 este
pode estar no estado S;(t + 2) = —1 ou no estado ativo novamente, mas neste caso com
um grande limiar de ativacio. Este dltimo processo simula o periodo refratdrio relativo.
Eles encontraram, no regime de reconhecimento, baixa atividade dos neurdnios e atratores
ponto fixo, ciclos periédicos e caos.

Trabalhos envolvendo limiares de ativagio, que de certa forma reduzem a taxa de dis-
paros dos neurdnios, foram também estudados no contexto de reconhecimento de padroes
[26, 43, 44]. A seguir vamos introduzir e estudar um modelo de rede neuronal onde os
perfodos refratarios sao levando em conta na dindmica, através de wma analise de campo

médio, em analogia aos modelos magnéticos [45]
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2.2 O modelo

Uma maneira simples de introduzir os periodos refratarios na dinamica do modelo de
Hopfield, é por meio de um limiar de ativacao dependente do tempo e que atua como
um campo externo que depende da histéria do neurdnio. Este limiar atua somente apoés
o neurdnio ter disparado um sinal e o resultado tem que ser desfavorecer a atividade do
neurdnio no proximo (ou préximos) instantes de tempo.

Como vimos, diferentes limiares de ativagio ja tinham sido introduzidos no modelo de
Hopfield [26, 43], simulando o efeito de fadiga observado nos neurdnios reais. A primeira
consequéncia importante de incluir estes limiares é que a dinimica nao mais satisfaz a
condi¢do de balango detalhado, sendo impossivel entdo desenvolver uma anélise termo-
dinidmica como a vista no capitulo 1 para o modelo de Hopfield. Em segundo lugar, mesmo
na auséncia de aleatoriedade (ou seja, com dinimicas deterministas), os atratores ponto
fixo sdo desestabilizados dando lugar a comportamentos oscilatérios ou até caodticos, os
quais sdo biologicamente muito mais realistas [11, 12]. Em particular, estes atratores tem
merecido muito interesse no estudo de armazenamento de sequéncias temporais, dado que
agora o sistema pode, eventualmente, percorrer diferentes regides do espago de fase.

O nosso modelo, embora simples, possui uma grande riqueza nos seus comportamentos
dindmicos observados. Usando a aproximacio de campo médio analisaremos analifica-
mente sua capacidade de reconhecimento e, finalmente, o compararemos com resultados
obtidos através de simulagdes numéricas, as quais nos fornecem informagao sobre a natu-
reza dindmica do sistema.

Lembremos que o modelo de Hopfield consta de uma rede de N neurdnios bindrios,
cada um modelado por uma variavel tipo Ising S;, a qual pode tomar valores {—1, -1},
representando os estados ativo e passivo respectivamente. Para levar em conta o efeito
do periodo refratério sobre o i-ésimo neurdnio, adicionamos um limiar que depende do
tempo mas, somente através do estado do proprio neurdnio, ou seja, que € uma funcao

da varidvel S;(¢). Assim, o potencial pés-sindptico (ou campo local)} no tempo # é dado

42



agora por:

M) = R — S0+ Si(0) (21)

onde hf & o PPS usual de Hopfield:

RE(t) = i Jii Si(t) - (2.2)
J#i

Ji; é a matriz sinaptica de Hopfield, cujos elementos tem a forma:
1 & "
Jig = 57 Zl & & (2.3)
":

Os ¢! sio varidveis aleatoérias independentes que valem +1 com igual probabilidade e
{&, 65, ...,k p=1,2,..., prepresenta o y—€ésimo padrao armazenado da rede (note que
somente consideramos memdérias nao correlacionadas). A dinamica da rede é governada

por um processo Monte Carlo banho térmico, dado por:
1
P(Si(t+1)==41) = 3 [1 + tanh (Bhi(2))] . (2.4)

Lembremos que o parametro T == 1/ mede o nivel de ruido da rede e que no limite T’ — 0

recuperamos a dinamica deterministica:
. H A
Sz(t + ].) = Sinal h’z (t) — -2—(]. + Si(t) . (25)

Desta expressio podemos facilmente entender o efeito deste campo adicional: se o neuronio
i dispara um sinal no tempo t (S;{t) = +1), ele necessitard de uma contribui¢io extra
A ao PPS para disparar novamente. Por outro lado, se ele nao disparou no tempo ¢
(S;(t) = —1), entdo somente o termo usual de Hopfield contribuira para o PPS. Observe
que neste modelo nao h4 distingio entre os periodos refratérios absoluto e relativo (é na
verdade considerado um valor médio de ambos) e nao se inclue o efeito de fadiga (longa

histéria no tempo), pois depende somente do instante de tempo anterior.
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A habilidade de reconhecimento da rede no tempo t é caracterizada pelo calculo do
vetor de superposicio 77t entre o estado do sistema {S:(t)} e os padrdes armazenados, e

cujas componentes sao dadas por:
1 N
mu(t) = 5 3 & (S0 - (26)
i=1

Aqui (...} denota a média térmica a temperatura T. Dizemos que o sistema reconhece
um dos padroes sempre que ele evolui no tempo para um atrator caracterizado por um
ou mais (dado que agora podemos ter ciclos ou caos) valores nao nulos de uma #nica

componente do vetor 7. Os parametros relevantes no nosso modelosao A, T e a = p/N.

2.3 Equacoes de ponto fixo

Quando A ¢ igual a 0 a capacidade critica de armazenamento pode ser obtida analitica-
mente para ambas as dinamicas: paralela (Little) [1] e sequencial (Hopfield) [2]. Neste
caso, a condigao de balango detalhado é satisfeita e as distribuigoes de equilibrio sao bem
conhecidas, permitindo derivar o comportamento de longo tempo do sistema a partir da
termodinamica de equilibrio. Mas, como ocorre quando introduzimos assimetria nas si-
napses, a presenca de um termo que dependa do estado do sistema no seu campo local
(2.1) viola a condi¢do de balanco detalhado e, nestas circunstancias, as ferramentas da
termodindmica ndao podem mais ser usadas. Como consequéncia da inclusio deste termo
na dinamica da rede, verificamos que (ver se¢do (2.4}), além dos atratores estdveis ponto
fixo e ciclo dois comumente encontrados nos modelos de Hopfield e Little, o sistema pode
também apresentar ciclos de periodo maior que dois e mesmo trajetorias cadticas.

A aproximagio de campo médio tem mostrado ser (como acontece usualmente na fisica
dos fenomenos criticos) uma ferramenta importante no estudo das redes neuronais. Ela
tem sido aplicada ao estudo de redes com conexdes simétricas, reproduzindo os valores
obtidos mediante a anilise termodinamica (quando esta é possivel) [27, 46]. Mas também,

tem sido usada para redes com conexdes assimétricas, onde, como no nosso caso, nao é
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possivel usar a termodinamica. Em particular, a derivagao heuristica das equagoes segue
as idéias usadas por Geszti [47] e Peretto [48], este ltimo no estudo de modelos Hebbianos
assimétricos com dinamica estocéstica paralela.

Deste modo, suponhamos que o estado do sistema tem superposigac macroscopica
diferente de zero com o primeirc padrac 4 = 1 (adotaremos m; = m) e superposi¢ao
microscopicamente nula, (m, = O(1/v/N)) com todos os outros (i # 1). Realizando a
média térmica usando (2.4) e utilizando a aproximagao de campo médio [47] na qual o

campo local h; é substituido pelo seu valor médio, podemos escrever m como:

N

m = <> ¢l tanh (3(h)
i=1

1 &, A
- tfew]s(SekSom-doew)] e

J#i

Separando na soma sobre y o termo u = 1, podemos reescrever a equagao para o M na

forma:

, (2.8)

m:—jif;tanh [ﬂ(m+§ > etmy, — 5;2(1‘*‘(5)))

p#l
onde m,, é o valor assintético do m,(t) (2.6) no atrator ponto fixo. Note que o termo
¢! = +1 foi posto para fora do argumento da tanh. Substituido (S;) por mé&; [47] na

equacao acima encontramos para a seguinte expressao para a superposicao:

itanh[ ( (1—A/2) +§1Z§umu 522)] : (2.9)

Pl

Como pretendemos armazenar um nimero extensivo de padroes p = alV, nic podemos
desprezar os efeitos dos p — 1 padrdes restantes m,,, presentes no segundo termo do argu-
mento da funcao tanh. Vamos assumir que os pequenos my,, t # 1, 520 varidveis aleatorias
independentes com média zero e variancia dada pela soma das variancias de cada termo.
Note que £]€/ sio varidveis alcatérias e independem do m,. Assim, pelo teorema do

limite central N—' ¥; & efetivamente uma média sobre o ruido gaussiano y A1 g el my,.
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A média na desordem pode entao ser reescrita como:

m = << ;ngd;c exp - (2‘%) tanh [8 (m(1 — A/2) + &'z ~ £1A/2))] >> :

4
(2.10)

onde ({...)) representa a média sobre a varidvel aleatéria £'. A varidncia estd dada por:

o? =3 Y mum el &) = 3D mumyly, = > (m) (2.11)

3

Fazendo a transformacdo x/o = z e realizando a média sobre o £!, a equagdo para o m

torna-se:

= & [ Dz (sanh (6L7) + tanh (BL7)) (212)
onde Ly =(1-$)m+2 +oze

dz exp (—2%/2) .

Dz =
? 2

Para determinar a variincia devemos calcular a superposicao do estado do sistema com os
padrdes nao correlacionados. Usando um procedimento similar ao anterior, e separando

no argumento da tanh os termos g = 1 e it = v, obtemos a seguinte expressao para o m,

N
F%Z&&, tanh[ (m+£,§1m re Y gm, - 6.;2(1+(S>))] . (213)

i=1 u#lv

Note que o segundo termo no argumento da tanh (onde m, ~ 1/sgrtN) é desprezivel

comparado aos demais, de modo que podemos expandir a tanh com relagao a este termo

m, = %% 6 tanh[ (m"'gz Z&zmﬂ z?(l_'_(‘s)))}

u#le

u# 1.y

j%i {1 — tanh? [ﬁ (m+§il i &'my - zg(l +<S>))] } my .(2.14)
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Para tornar o tratamento auto-consistente, vamos introduzir os parametros:

1 Y ? A
¢ = 5 2 tanh® [ﬂ (m +& ) Gm g5+ <Si>))]
i=1 pELY
(2.15)
S P
o = v ?

onde g pode ser identificado como o parametro de Edwards-Anderson e r é a superposicao
quadratica média do estado do sistema com os p — 1 padroes restantes {46]. Note que o
fator =1 = N/p torna o r realmente uma média sobre as p superposicoes quadraticas e
cancela a dependéncia esperada 1/+/N para cada m,. Da definicio acima, o parimetro
r esta relacionado com a varidncia pela expressao: o® = ar. Identificando o parametro g

na segunda linha da equacao (2.14), podemos reescrevé-la como:

N7 &) tanh [B (m+ g T, Eim — €51+ (S))|

m, ry Tr (2.16)
Substituindo (2.16) na expressao do r obtem-se:
ro= lzp: L _1_22 glelerey x
oG- qF N2 Y
tanh | 8 (m+£} > éi‘mwfz’%(lﬂsz')))] X
| p#Ly
tanh |3 (m+§} ij &my, — ;%(1 +(Sj))ﬂ : (2.17)
| pFELY

Notemos que os argumentos das tanh niao dependem do indice v. Portanto, é ficil verificar

que os Ainicos termos que contribuirdo para a média do r serdo aqueles com 7 = j

1 P 1 1 p " A
= E;:l TR ﬁzz: tanh? [ﬁ (m +£& “;:’yéi m, —5515(1 + (Sz)))} ,

(2.18)
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ou ainda,
11 q _ q
T NN AL AP T AL F

(2.19)

O mesmo procedimento realizado no célculo do m (2.12) pode ser usado para calcular o

parametro ¢, resultando:
= % [ Dz [tanh® (8L ) + tank? (A7) (2.20)

onde LT j4 foi definido anteriormente. Deste modo, as equagdes (2.12), (2.19) e (2.20),
onde ¢ = y/ar, podem ser resolvidas simultaneamente para m, g e v em funcio dos
parametros T, & e A constantes.

Estas expressdes assumem que o sistema evolui para um atrator ponto fixo ma-
croscopico. E importante esclarecer que um ponto fixo macroscopico nao implica ne-
cessariamente pontos fixos microscopicos. Em geral, os estados microscépicos estao mu-
dando no tempo. Uma situacao tipica de um ponto fixo macroscdpico é que os estados
microscopicos estao evoluindo no tempo mas todos os estados visitados tém, estatistica-
mente, a mesma superposicao com o padrio memorizado, levando entao para um mesmo
valor da superposigao m.

Note que para o caso particular A = 0 reobtemos as equacoes para o modelo de
Hopfield [46], as quais também concordam com as obtidas por Amit et al [6] através da

termodindmica de equilibrio (aproximacao de réplicas simétricas).

2.3.1 O caso determinista T =0

Comegamos analisando o caso {I' = 0) para o qual realizamos simulagbes numéricas. Neste
limite, é claro da equacio (2.20) que ¢ — 1, mas a quantidade B(1 — ¢) = c em (2.19)
permanece finita. Para calcularmos as integrais das equagoes (2.12) e (2.20), usamos as

seguintes identidades:

dzexp(—2%/2)
56 Vor

tanh 8(az + b) = erf (“\7_27&) (2.21)
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onde a fungéo erro foi definida em (1.7), e

dz exp (—2%/2)
Vv

exp (—2%/2)
V2
/dz[l — tanh® B{az + b)]

[1 - tanh® B(az +b)] ~

tanh? Blaz+b)=0 X

_ exp (\—/Ziﬂ/zaﬂ Elfy’ /dz% tanh B(az + b)

21

2 15,2
= /- — —b*/2a%) . .
Waﬁexp(b/a) (2.22)
As equacdes resultantes neste limite sao:
1 1-2 21 1 1-2Yym-— 2
m o= Leap[QmAg] Lo A g)me (2.23)
2 2ar 2 20r

c = \/Zir_cw [exp (— (1= %;Ln:+ %)2) +exp (— (G %2);: - %)2” (2.24)

1

S = (2.25)

Na figura 2.1 apresentamos rn como fungéo de a para diferentes valores de A. Para

A < 1 sempre existe um valor critico o, abaixo do qual o sistema reconhece o padrao
armazenado com uma pequena fracio de erro €. Para cada «.(A) o sistema sofre uma
transicao descontinua da fase de reconhecimento (na qual a dindmica é governada por atra-
tores ponto fixo) para uma fase de nio reconhecimento onde nossa aproximacao analitica
nao é mais valida; as solugdes das equagoes de auto-consisténcia nao mais correspondem
a atratores ponto fixo, os quais foram nossa suposicio original. Observe que a, diminui
a medida que A cresce. Tomando o limite de @ — 0 pas equagoes acima, verifica-se que
¢ — 0, 7 — 1 e 0 comportamento assint6tico de m (o argumento da funcéo erf torna-se

muito grande) pode ser obtido facilmente. A fragio de erro na transi¢io, definida como

€. = %(1 —m), tende a 0 de acordo com a seguinte expressao:
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Figura 2.1: Gréfico m vs. a para T = 0 e diferentes valores de A. Em o (A) o sis-
tema sofre uma transicio descontinua da fase de reconhecimento para uma fase de nao

reconhecimento.
2
1 [o 1 ez:p(—-Lzﬁ‘)—)
_1 IR S A S0 2.2
€=3 21r(e$p( 't T 1oa (2.26)

2.3.2 Ocaso T#0

Também analisamos as solugdes de ponto fixo na presenca de ruido (' # 0). Na figura
2.2 apresentamos o diagrama de fase (T, ) para diferentes valores de A. Para A =10
recuperamos o diagrama de fase obtido em [6]. Ao longo das linhas T.(a) o sistema
passa por transicdes descontinuas da fase de reconhecimento (abaixo) para a fase de nao
reconhecimento (acima). Note que a fase de reconhecimento decresce com o crescimento de
A:; ou seja, o principal efeito ao introduzir estes periodos refratérios, é a desestabilizacao
do reconhecimento por meio de atratores ponto fixo.

Na figura 2.3 apresentamos a linha critica ' versus A para a = 0. Neste limite, a

equacio para m (2.12) é dada pela seguinte expressao:

m =

[tanh 8 (m(1 — A/2) — A/2) + tanh B (m(1 — A/2) + A/2)] . (2.27)

B
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Figura 2.2: Diagrama de fase T vs. a para A = 0.0,0.2,04 e 0.6. Abaixo das linhas
criticas o sistema reconhece com ponto fixo e a transicio para a fase de nao reconhecimento
€ de primeira ordem.

Expandindo a equagdo acima até segunda ordem para valores pequenos de m (m — 0),

obtemos a expressio analitica para a linha critica

. TH(-A/23)(1-17)-T]

™ T AT - DB 1Y) (2.25)
onde L = tanh($A/2). O m torna-se nulo & temperatura critica definida por
T, = (1 — A/2)(1 — tanh®*(A/2T%)), (2.29)

que ¢é vélida somente para tanh(A/2T,) < 1/v/3. Para valores de T € A para os quais
esta condigdo nao ¢ verificada, o sistema apresenta uma transicao descontinua. Assim,

existe um ponto tricritico dado por

2
T“= = =~ 0.463
342 arctanh(\/g)
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Figura 2.3: Linha critica T = f(A) para @ = 0. (T*, A*) ~ (0.463,0.610) é um ponto
tricritico. Para A < A* a transi¢do é de segunda ordem (linha cheia) enquanto que para
A > A* a transi¢io ¢ descontinua (linha tracejada).

A* = 2T, arctanh(v/3) ~ 0.610,

que separa a linha critica em duas partes. No detalhe mostramos o comportamento da
superposi¢io m proximo ao ponto tricritico como fungio de T.
Para caso o # 0 a transi¢io entre as fases de reconhecimento e nao reconhecimento é

sempre de primeira ordem como acontece no caso A =0.

2.4 Simulacoes Numéricas

Nesta se¢ido apresentaremos um estudo numérico da habilidade de reconhecimento e das
propriedades dindmicas do modelo para T' = 0 e comparamos com os resultados analiticos
obtidos na se¢io anterior. As simulagbes foram realizadas para redes com N = 800, 1600
e 3200 neurdnios usando dinAmica paralela e sequencial. Para tornar mais eficiente nossas
simulagdes usamos a técnica introduzida por Pena e Oliveira [17]. Apesar desta técnica

permitir usar redes bem maiores [16], nossa maior limitagéo foi devida ao grande nimero
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de simulagbes necessarias para construir o diagrama de fases e aos grandes transientes
envolvidos.

Na simulacao numérica, partindo de uma configuragac inicial, deixamos o sistema
evoluir durante um certo transiente (que em alguns casos, préximo da transigao, chegaram
até 5000 passos de Monte Carlo) e armazenamos sua Gltima configuragao, que chamaremos
de configuracio de referéncia). Para caracterizar o comportamento dinamico, ou seja, se
o sistema evolui para um atrator ponto fixo ou uma érbita periddica, monitoramos sua
evolugao num periodo de 100 passos de Monte Carlo e comparamos, a cada passo de tempo,
sua configuragao atual com a configuracdo de referéncia. Dependendo dos valores dos
parametros e do tamanho da rede, o sistema pode retornar ou nao para esta configuracao.
Se ele retorna os atratores podem ser ponto fixo ou peridédicos, caso contrario, dizemos
que ele estd em uma Grbita cadtica. Apesar de nio termos feito uma anilise detalhada
para determinar se estas Orbitas sao realmente cadticas ou se sao Orbitas de periodos
grandes (maior que 100), em todas as simulagtes realizadas o tempo de convergéncia para
os atratores ponto fixo ou atratores periédicos foi relativamente pequeno (menor que 100).

Para analisar a habilidade de reconhecimento calculamos para cada amostra a média
temporal da superposi¢ao entre os padrdes armazenados e o estado do sistema no atrator.
Se o sistema atinge uma O6rbita ciclica de periodo %, medimos no atrator a seguinte

quantidade:
1 fotte

Escolhendo o estado inicial como sendo a primeira memoria, dizemos que a rede reconhece

gquando
m=m ~1 my, ~ O1JVN), for p>1. (2.31)

Para realizar a média configuracional do m, repetimos este procedimento para 100 amos-
tras diferentes onde usamos diferentes memdrias, configuragoes iniciais e sequéncias de
nimeros aleatérios. Para caracterizar o comportamento dindmico, calculamos a fre-
quéncia na qual cada espécie de atrator aparece e a atividade média, definida como o

numerc médio de neurdnios ativos no atrator
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Figura 2.4: Diagrama de fase numérico (A, @) para T' = 0 e N = 3200 neurénios, mos-
trando as regides com atratores PF (abaixo dos circulos cheios), periddicos (entre as duas
formacoes de tridngulos) e cadticos (acima dos circulos vazios). A linha obtida da si-
mulacao (linha tracejada) e a analitica (linha cheia), separam a fase de reconhecimento
(abaixo) da fase de nao reconhecimento (acima).

a= 5% g(l +5;) . (2.32)

Na figura 2.4 apresentamos o diagrama de fase A vs. a para N = 3200 e dinamica
paralela. Para A = 0 o sistema apresenta somente atratores ponto fixos (PF). Para « fixo

e valores crescentes de A encontramos que:

1. para pequenos valores de A a dinimica é governada somente por atratores ponto

fixo . Os circulos cheios delimitam a regido acima da qual os atratores ponto fixo

deixam de existir;

2. a regiao entre as formacdes de tridngulos, caracteriza a predominancia de ciclos de
periodo dois (C2). Eles surgem inicialmente na formagao de triangulos inferior e

desaparecem na SUperior;

3. os circulos vazios indicam os valores de A acima do qual o comportamento cadtico
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Figura 2.5: A superposicdo m e a frequéncia na qual cada tipo de atrator aparece como
funcdo de A para a = 0.01: a) dindmica paralela; b) dindmica sequencial. A linha cheia
corresponde a solugio analitica.

emerge.

Observamos que existem muitas regides de coexisténcia de atratores. Na regido entre o
C2 e Caos encontramos também ciclos de periodos maiores que dois que denominaremos
de outros ciclos (OC), mas que nao estdo representados no diagrama de fase.

Independente do comportamento dindmico, estudamos também a capacidade critica
de reconhecimento da rede. A linha tracejada, obtida numericamente, separa a fase de re-
conhecimento (abaixo) da fase de ndo reconhecimento (acima) e a linha cheia corresponde
ao resultado analitico da secdo anterior. A curva da simula¢io reproduz muito bem os
resultados analiticos somente para valores pequeno de a.

Para entender a diferenca qualitativa entre os resultados analiticos e numéricos para
valores grandes de o, analisamos o comportamento do sistema ao longo de dois cortes para
a fixo: a = 0.01 e 0.04. Na Figura 2.5 mostramos a superposi¢do m e a frequéncia na qual
cada espécie de atrator aparece como fun¢io do A para o = (.01 nos casos a) dindnica
paralela e b) dinimica sequencial. A primeira coisa a notar é que a regido de PF coincide

com a fase de reconhecimento, e a regido de C2 com a fase de ndo reconhecimento.
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Figura 2.6: A superposigdo m e a frequéncia na qual cada tipo de atrator aparece como
fungio de A para a = 0.04: a) dinimica paralela; b) dinamica sequencial. A linhas cheia
corresponde a solugdo analitica.

No caso em que o sistema reconhece a memoéria somente através de PF, a curva
analitica prediz muito bem a transicdo. Por outro lado, na figura 2.6 apresentamos os
mesmos graficos para o = 0.04. Note agora que a fase de reconhecimento apresenta dois
diferentes comportamentos dinadmicos: para pequenos valores de A o sistema evolui para
PF enquanto que para valores intermedidrios os C2 predominam. Ao contrério do caso
a = 0.01, agora a curva tedrica ndo mais prediz a transigio para a fase de nao reconhe-
cimento e sim, a transi¢dio de PF para C2. Em ambos os casos, analisamos o efeito de
tamanho finito e usamos redes com tamanhos N = 800, 1600 e 3200. Note que quando N
cresce, os resultados da simulagio para o m na transi¢io tende a decai mais abruptamen-
te caracterizando a transi¢io de primeira ordem encontrada no célculo analitico. Ambas
as dinamicas (paralela e sequencial) apresentam resultado muito parecidos, mostrando
que os comportamentos oscilatérios (como esperado) sdo devidos ao termo refratario no
campo local.

Na figura 2.7 apresentamos a atividade média como fungéo do A para valores de

a = 0.01 e 0.04. Podemos notar que na regido de reconhecimento com pontos fixos
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Figura 2.7: Atividade média vs. A para o = 0.01 e o = 0.04.

e Orbitas periédicas, a atividade média permanece em torno do valor ~ 0.5 (varidveis
aleatdrias) e este valor decresce somente na transi¢ao para a fase de nao reconhecimento.
Isto mostra que o parametro A nao somente danifica a habilidade do reconhecimento com
ponto fixo, mas melhora esta habilidade permitindo o aparecimento e reconhecimento de
atratores mais complicados (ciclos de ordem maior que dois), que certamente sao mais

importantes do ponto de vista biolégico.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo estudamos analiticamente e através de simulagdo numérica um modelo de
memdéria associativa onde incorporamos na dinidmica da rede uma nova espécie de limiar
que simula o efeito dos periodos refratdrios. O principal resultado é que o pardmetro A
que ativa este limiar produz o aparecimento de atratores cadticos e periédicos. Contudo,
o sistema parece reconhecer somente nos regimes de ponto fixo e ciclos de ordem dois.
Somente em uma pequena regido o sistema reconhece com ciclos de ordem maior que dois e
caos (ciclos maior que 100), mas este reconhecimento aparece justamente na fronteira para

a fase de nao reconhecimento. Um estudo mais detalhado nesta regio seria interessante
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para elucidar se a existéncia destes atratores sao devido ao efeito do tamanho finito ou
nao. Nas nossas simulagoes, quando aumentamos o tamanho do sistema, estes atratores
nao desaparecem e portanto suspeitamos que eles devam existir no limite termodinamico.

Na fase de reconhecimento (para A pequenc), o PPS é forte o suficiente para levar
o sistema para atratores estdveis; PF e ¢rbitas peridédicas, onde a superposicao com o
padrac memorizado é préximo de 1. Crescendo o parametro A o sistema é drasticamente
afetado, e nestas regides a dinAmica é dominada por ciclos de periodos longos ou trajetorias
cadticas.

A simulacdo numérica reproduz muito bem os resultados analiticos para valores de
a pequenos, onde a transi¢io ocorre de ponto fixo (PF) para ciclo de ordem dois (C2).
Ambas as dinamicas (paralela e sequencial) apresentam resultado muito parecidos, mos-
trando que o comportamento oscilatério deve-se a presenga do termo refratario no campo
local. Finalmente, ocbservamos que somente na transicao a atividade média decresce com
o crescimento do A.

Gostarfamos de ressaltar que a definicio de reconhecimento utilizada nesta tese, de
comparar com um padrac fixo, pode nio ser a definicao mais adequada para se estudar
o reconhecimento de memdrias que sejam constituidas por ciclos ac invés de estados
estacionarios. Uma definicdo adequada de reconhecimento para padroes caracterizados
por ciclos poderia nos permitir entender melhor esta nova fase sem estados estacionarios

(ponto fixo).
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Capitulo 3

Rede de Neuronios com Diluicao

Assimétrica e Periodos Refratarios

Neste capitulo, seguiremos analisando a influéncia dos periodos refratarios, introdu-
zidos no capitulo anterior, e estudaremos a versao ultra diluida do modelo de Hopfield
[49).

Relembrando que no modelo de Hopfield, o fato dos acoplamentos serem simétricos
e a rede ser totalmente conectada tornam o problema do reconhecimento de padrdes
matematicamente tratavel. Podemos também, como foi visto, introduzir um pardmetro
de ruido que modela 0s processos aleatdrios biolégicos, e tratd-lo como uma temperatura
generalizada na dinimica Monte Carlo estocastica. Neste caso, o comportamento de longo
tempo do modelo pode ser facilmente obtido, através de uma analise termodinamica em
analogia com a teoria de campo médio para o modelo de vidro de spin tipo Ising [5, 6].

Contudo, as redes de neurdnios biolégicas sdo assimétricas e altamente diluidas. Isto
significa que os dois elementos, acoplamentos simétricos e total conectividade, presentes
no modelo de Hopfield, limitam seriamente sua utilidade do ponto de vista bioldgico.
Para uma maior aproximacao do modelo com as redes reais, diferentes modificacGes tém
sido introduzidas na literatura, muitas delas preservando a prescricio Hebbiana para o

acoplamento sindptico mas adicionando outros ingredientes como dilui¢ao e assimetria
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[7, 23, 24, 50, 51, 52]. A principal consequéncia matemética de remover a simetria nas
sinapses é que, agora, a condigao de balanco detalhado nao é mais satisfeita, e estamos
restritos a um estudo dindmico do sistema.

Um tratamento analitico da dindmica do modelo de redes neuronais ¢, em geral, mais
dificil que um tratamento termodinamico, dado que nao existe uma prescricao similar a
distribuicdo de Boltzmann-Gibbs. Porém, Derrida et al. [7] mostraram que a dinamica
do modelo de Hopfield com diluigdo assimétrica aleatéria, no regime conhecido como
ultra diluido (no qual a conectividade média por neurdnio C e o nimero de neur6nios [V
satisfazem a condicio C << In N) é simples de tratar (ver apéndice A).

Apresentamos neste capitulo um estudo da dindmica do modelo de Hopfield ultra di-
luido com periodos refratarios, que permite preservar a dependéncia do sistema ao longo
de toda sua historia, o qual, como veremos, e fundamental no nosso modelo. Deste modo,
a acao dos periodos refratarios pode modelar o efeito de fadiga verificados nos neurdnios
reais. Similarmente ao capitulo anterior, os periodos refratarios sao introduzidos como
um limiar dependente do tempo que atua somente sobre os neurdonios ativos no instante
anterior. E importante destacar que neste estudo estamos modelando simultaneamente

trés ingredientes biolégicos importantes.

3.1 O Modelo

O modelo é similar ao tratado no capitulo anterior. Consiste de N neuronios bindrios
S; =41 (i=1,...,N) cuja evolugdo é governada por uma dinamica estocastica paralela

dada pela seguinte regra:

DD | =

PA(S{t+1)) =
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onde 8y = 1/Tp mede o nivel de ruido da rede e k(%) representa o potencial pds—sindptico
(PPS) sobre ¢ t—ésimo neurdnio no tempo ¢

ha(t) = BE (£) — 92-‘3(&(7:) +1). (3.2)

O R (t) corresponde ao PPS usual de Hopfield

BEE) =5 Jy S50 (3.3)
e

e a malriz sindptica assimétrica J;; é definida pela regra Hebbiana
p
Jy=Cy 3 e (3-4)
p=1

Os &"s sao varidveis aleatérias independentes que valem +1 com igual probabilidade.
O &' represenia o estado do i-ésimo neurdnio no p—€simo padrio armazenado (g =
1,...,p). Os (s introduzem a diluigdo e a assimetria das sinapses e sao variaveis
alcatérias escolhidas de acordo com a seguinte distribuicio de probabilidade:

o(Cis) = %5(0,-- _1)+ (1 - _NO_) 5(C,) . (3.5)

O C éa conectividade média por neurénio. C;; = 1 significa que, apés a dilui¢do o neurdnio
i recebe estimulos do neurdnio j com eficiéncia sindptica J;;, enquanto que Cj; = 0
significa que esta sinapse foi cortada. Note que, como os C;; e Cj; sao estatisticamente
independentes, eles podem ser diferentes com probabilidade 2(C/N) (1—C/N) e idénticos
com probabilidade (C/N)*+(1 — C/N)?, introduzindo assim assimetria nos acoplamentos.

Como no capitulo anterior, o segundo termo em (3.2) é incluido para modelar os
periodos refratdrios. Similar ao caso nao diluido, este modelo também nao distingue
entre o periodo refratario absoluto (PRA) e relativo (PRR). Consideramos uma espécie
de média, de forma tal que A¢ grande significa que At é da ordem de 2 ms, entanto que

Ap pequeno significa At maior que 4 ms.
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Devido a violagido da condicio de balanco detalhado no modelo, ndo é mais possivel
desenvolver um formalismo termodinamico. Assim, nos restringiremos & considerar o
comportamento dindmico do sistema, procurando uma equac¢ao de recorréncia para a

superposi¢cao macroscépica entre o estado do sistema e as memorias:
1 N
mi(t) = 5 L€ (S), (3)
i=1

onde (...) representa as médias sobre as condigoes iniciais e sobre o ruido.

E importante notar que no nosso modelo, a violagao da condicao de balango detalhado
nao é somente devida & assimetria nas sinapses, mas também devido a inclusao do limiar
que depende do estado do mesmo neurdnio em tempos diferentes. Na auséncia deste
termo e no limite NV — oo, com C << In N, é possivel obter uma equacao de recorréncia
exata para m* que dependa somente do instante de tempo anterior. Neste limite ultra
dilufdo, a desordem congelada (quenched) pode ser tratada como num meodelo recozido
(annealed), no qual as varidveis aleatérias (sinapses) flutuam na mesma escala de tempo
em que flutuam as variaveis dindmicas. Mas, quando os periodos refratarios sdo incluidos
na dindmica (como um termo adicional que dependa do estado do mesmo neurdnio em
tempos anteriores), isto nfio é mais vélido e somos forcados a levar em conta toda a
histéria da rede.

Um tratamento analitico exato da dinimica nesta linha é dificil de ser implementa-
do, de modo que introduziremos um método aproximado para estudar a habilidade de
reconhecimento da rede. A validade da nossa aproximacgao serd testada na secao 3.3
onde comparamos os nossos resultados analiticos com os obtidos através de simulagoes

numeéricas.

3.2 A Dinamica

Comecamos assumindo que a configuragao inicial {5;(0)} tem superposicdo macroscépica

somente com a primeira meméria (m'(0) = m e m#(0) ~ O(N~V?) para p > 1). Isto
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é, as p — 1 superposi¢oes restantes serao sempre macroscopicamente nulas. Realizando
a média térmica por meio de (3.1), a equacio de recorréncia para a superposigdo com a

primeira meméria m! (¢ + 1) = m(t + 1) pode ser escrita como:

Ag

22U + )] - (37)

m{t+1) = Zgﬁ tanh Bo[ b} () —
Mesmo j4 tendo realizado a média térmica, na equagao (3.7) ainda permanece a de-
pendéncia explicita com S;(t) do termo refratdrio. Numa aproximacio de campo médio,
onde assumimos que S;(t) é dado por £!m(t), os resultados para valores grandes de Ay nio
expressam corretamente o comportamento da rede quando comparados com os resultados
obtidos nas simulacoes numéricas. Afim de preservar a dependéncia com a histéria do sis-

tema, realizamos novamente a média por meio de (3.1), resultando na seguinte expressio

para m(t + 1)

m(t+1) = i tanh Bo(Rf (t) — Ap) x P.(Si(t) = +1)

+ — Z§tanhﬁo( (1)) x P.(Si(t) = —1)

~ é’ﬁ z £} [tanh Bo(RT () — Ao) + tanh Bo(h (£)) ] +

=1

2N i fz [ta,nh ﬁﬂ(hH (t) AU) — tanh ﬁohH(t)] X
=1
tanh o[k (t) — %(Si(t —~1)+1)]. (3.8)

Note que m(t + 1) depende agora do tempo ¢ — 1. O mesmo procedimento pode ser
repetido, até obtermos uma dependéncia com o estado inicial S;(0). Apés tomar o limite

termodinamico N — 0o, é facil verificar que este mecanismo leva & seguinte expressao:

mi+1) = 7 (6 AD) + 35 (€ B + o5 (€ BIBE AT+
+

ST (¢} BIBf™' ... BJA]))
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L1

= (8 2 gl H BI)) (3.9)

onde ({...)) representa a média configuracional sobre as varidveis aleatérias {£!'} e os Al

e B! sdo dados por:

Al = tanh [By(h(#) — Ao)| + tanh [Borf (2)]
(3.10)
B} = tanh [B(h() — Ao)] — tanh B (?)]

Um desenvolvimento analitico exato ao longo desta linha, é uma tarefa bastante dificil de
ser implementada. Neste ponto, fazemos uma aproximagao de modo a tornar o problema
matematicamente tratdvel: consideramos que as correlagoes temporais podem ser despre-
zadas, isto é, em cada um dos termos da equacao (3.9) os fatores para diferentes tempos

podem ser tratados independentemente.

AHH BIT ey L= ‘))H By (3.11)

g=1

Sob estas suposicoes, e lembrando que no limite ultra diluido as varidveis dindmicas sio
todas independentes, h;(f) pode ser considerado como uma variavel aleatéria que, no
limite € — oo, p — oo (com a = p/C constante) tem uma distribuicdo gaussiana cuja
média e varidncia sio m e o respectivamente (ver apéndice A). A equagao aproximada
para a recorréncia do m(t + 1) apés ter sido realizada a média nos £'s &
t 1 1 !
m(t+1) = g oz A7 ] BUEO U (a4t ] BY9 Y, (3.12)

q=1 g=1

com

[Dz [tanh (ﬁ(m(t) +zva+ A)) + tanh (ﬁ(m(t) + Z\/a))]
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(3.13)
B, = f Dz [tanh (B(m(t) + 2v/@ + A)) ~ tanh (8(m(t) + 2v@))| -

Aqui, 8 =1/T =C/Ty e A = Ay/C sao definidos como os parimetros reduzidos (tempe-

ratura e o termo refratdrio respectivamente) e Dz é dado por

dz e 222 )

Dz =
# V2T

Para A = 0, B, = 0 para todo ¢ e somente o termo | = 0 sobrevive na equagio (3.12).
Deste modo, recuperamos a expressao obtida por Derrida et al. em [7].

No limite ¢ = oo, a equagio (3.12) depende de um nimero infinito de termos. Uma
primeira simplificagio seria truncar a série até uma dada ordem. Realizamos tal pro-
cedimento e observamos que o m(t + 1) sempre converge para um atrator ponto fixo,
independentemente da ordem de truncamento. Verificamos também que, para valores
pequenos do parametro A, os resultados permanecem quase inalterados a partir do termo
de ordem 4 da série (I = 4). J4 para valores grandes de A a dependéncia com a histéria
do sistema é importante, e portanto, é necessirio mais termos para descrever satisfato-
riamente 0 comportamento da rede. A seguir vamos assumir que o sistema sempre evolui
para atratores ponto fixo (isto nio implica em assumir que o sistema atinge um ponto

fixo microseépico). A equagao para o valor do m no ponto fixo é dada por:
1 &1 ! ! !
== > —[A_B' +(-1)) A, B, ], (3.14)
4 = 2

onde A e By sao dados por (3.13) com m(t) = m para todo ¢. Na segdo (3.3) mostrare-
mos, numericamente, que esta suposigao é vélida para uma larga faixa de valores de A.

E facil verificar que no limite [ -+ 0o estas séries convergem para a seguinte expressao:

- Ly f Dz[tanh (8(m + z/a — 0A)) + tanh (B(m + z/a))]
2 &2 2— o[ Dz[tanh (B(m + z/a — ¢A)) — tanh (B(m + z\/@))]

(3.15)
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Figura 3.1: Diagrama de fase A vs. T para o = 0.

3.2.1 Numero finito de memérias
Vamos considerar o caso a = 0. A equagdo (3.15) tem agora a seguinte forma

tanh (8(m — oA)) + tanh (Bm)

(Z::t 2-0 [tanh (ﬁ(m — o)) — tanh (ﬁm)] . (3.16)

T =

DN |

A figura 3.1 mostra o diagrama de fase A vs. T. Para todos os valores de A o sistema sofre
uma transi¢ao de fase de segunda ordem da fase de reconhecimento (R), caracterizada pelo
atrator m # 0, para a fase paramagnética (P) caracterizada pela solugao m = 0. Dado
que a transigdo é contfnua, podemos expandir a equagao (3.16) para valores pequenos de

m, obtendo a seguinte expressao para a linha critica:

_ 4 + 2 tanh(8.A) — 2 tanh? (BeA)

(2 + tanh (8,A))° (3.17)

1.

Quando A -+ 0 obtemos o resultado ji conhecido do modelo de Hopfield ultra diluido
T, = 1. Por outro lado, para A -+ oo encontramos que 7* = 4/9 = 0.444... . Na
fase de reconhecimento observamos que existem trés diferentes comportamentos. Para

valores pequenos de A a recuperagdo é sempre perfeita (m =~ 1). Para valores grandes
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“igura 3.2: m como fungdo do A para o = 0 e diferentes valores de T (0.0,0.1,0.4 ¢ 0.5).

de A a habilidade do reconhecimento é bastante pobre, mesmo para T = 0, com m <
0.5. Finalmente, na regido intermedidria (0.5 < A < 1) o regime de reconhecimento
depende da temperatura: para T' < 0.254 encontramos uma pequena regido (C) na qual
coexistem os dois regimes anteriores, um préximo de 1 e o outro proximo de 0.5. O
sistema escolhe um ou outro dependendo do o valor inicial da superposigao mg. Para
T > 0.254 e aumentando o valor e A, o sistema passa continuamente de um regime com
alto reconhecimento para um outro com reconhecimento pobre.

Na figura 3.2 apresentamos o comportamento da superposicao m como fungao de A
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para. diferentes valores de T. Para T = 0 e T = 0.1 observamos os trés diferentes regimes
descritos na figura 3.1. Para A pequeno o sistema tem somente uma solucao estavel
m =~ 1, ou seja, para qualquer superposicio macroscopica inicial mp o sistema sempre
reconhece perfeitamente o padrio memorizado. Quando A cresce o sistema apresenta
uma transicio dinimica de primeira ordem onde um novo atrator de reconhecimento
surge com m = 0.5. A linha tracejada corresponde as solugoes instdveis que separam as
bacias atratoras das duas solucoes estdveis coexistentes. Aumentando o valor do A, o
sistema experimenta uma nova transicao de fase dindmica onde a solugdo com m =1
(alto reconhecimento) desaparece descontinuamente. Nesta fase, o sistema reconhece
pobremente o padrio memorizado m = 0.5 independente do valor inicial m,. Paral = 0.4
o sistema, sempre reconhece, mas o m decresce para um valor assintético quando A cresce.
O mesmo comportamento é observado no intervalo 0.254 < T < 0.444... . Finalmente,
para T = 0.5 o sistema apresenta uma transicao dinimica de segunda ordem da fase de
reconhecimento para a fase paramagnética, e este comportamento € o mesmo para todos

os valores de temperatura no intervalo 0.444 < T < 1 (Figura 3.1).

3.2.2 Numero infinito de memorias

Nesta secio consideramos o caso a # 0. Vamos inicialmente analisar o sistema na ausencia
de ruido térmico T = 0, caso para o qual temos realizado simulagées numéricas. No limite

T — 0 e usando a identidade (2.21), a equagao (3.15) assume a seguinte forma:

L ef (22) + erf (22)
m=3 >, ; P ot (] (3.18)
=t 2o faf(m8) —erf ()]
Na figura 3.3 apresentamos o diagrama de fase A vs. a. Note que neste caso, o parametro
o desempenha um papel similar ao do ruido térmico (no limite o = 0). As linhas de
transicoes, que separam a fase de reconhecimento (R) da fase paramagnética (P), séo de
segunda ordem e correspondem a diferentes ordens de truncamentos da série (I = 4,6 e

8) e a série completa (I = 00). Note que, como ressaltamos anteriormente, para [ igual ou
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Figura 3.3: Digrama de fase A vs. « para T = 0. As linhas criticas separando a fase de
recuperacao da fase paramagnética correspondem a Il =4, 6, § e 00.

maior que 4 as linhas de transi¢oes se superpdem para valores pequenos de A, mas para
A grande temos que somar sobre todos os termos. Expandindo a equacao (3.18) para
pequenos valores de m, obtemos a seguinte expressao para a linha critica nos parametros
Aea

1+ erf (fm) + e 2%/20

[2+ert (740) |

Para A = 0 recobramos a capacidade maxima de armazenamento ¢, = 2/m obtida

8
Qe = ;r' (319)

em [7]. No limite oposto A — o0, a linha de transicdo tende assintoticamente para
a* = 32/81w =~ 0.12575.. . .

Na figura 3.4 apresentamos o comportamento da superposicao m como fungao de a e
A para uma configuragio inicial préxima do padrao de reconhecimento (mp =2 1). Para
A = 0 recuperamos a linha transicao obtida em [7, 22]. Na regido para valores de A
grandes o sistema reconhece pobremente o padrao memorizado, onde m = 0.5 para o = 0
e val a zero continuamente para a* = 0.12575. ...

Estudamos também o caso T # 0. Da equagdo (3.15), a estabilidade da solugao m = 0
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Figura 3.4: A superposi¢io m como funcdo de e A a7 = 0 com my = 1.

é determinada pela condicao:
JF(m)

Para A > 1 (< 1) a solugio m = 0 é instdvel (estdvel). O caso A = 1 corresponde a

superficie critica no espago (T, ¢, A)

2+ [ Da(fy — fo) — [ Dzfg(1 + [ Dafs) — [ Dzfi(1 — [ Dzfo)
[2+ [ Dz(f+ — fo))?

T, =2 } , (3.21)

onde f. e fp sdo dados por

f+ = tanh (_\/__CY_;_C_-I-_Q) fo = tanh (\/;?z)

Na figura 3.5 mostramos o diagrama de fase no espaco I, « e A. Para A =0¢e

[

aumentando o valor do ¢, a linha critica toca o eixo T'= 0 em a, = 2/% [7]. Ao longo da
superficie critica o sistema apresenta uma transigio de fase de segunda ordem da fase de
reconhecimento (abaixo) para a fase paramagnética (acima). Aumentando A, a superficie
critica tende a uma forma constante, com valores assintéticos oo = 0 (T™ = 0.444...) e

T =0 (er = 0.12575...). Note que, abaixo desta superficie critica, existe um volume
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Figura 3.5: Superficie critica separando a fase de reconhecimento (abaixo) da fase para-
magnética (acima) no espago dos parametros (T, ¢, A).

onde as duas solugdes de reconhecimento coexistern, mas ndo é mostrado neste diagrama.

3.3 Simulacao Numérica

Para testar nossa aproximagcio analftica, realizamos simulagoes numéricas do modelo para
o caso T = 0. Apesar da impossibilidade de implementar numericamente este modelo,
devido as condigdes C << InN e C >> 1 (limite de ultra dilui¢do), trabalhos recentes
realizados para conectividade C pequena e com grandes redes tém mostrado boa con-
cordincia com os resultados analiticos [22, 31, 53]. Desta forma, a condicio de ultra
diluicio, no que se refere as propriedades de reconhecimento, pode relaxar para uma ou-
tra menos rigida C << N. Para implementar a evolugio dinimica do sistema usamos
uma atualizaciio em paralelo. O campo local pode ser convenientemente escrito em termos

da superposicio entre o estado {S;(t)} do sistema e a primeira memoéria & (ver equagio
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3.6) como segue:

1

Sift +1) = Sinal |€hm(®) + = 3 5 LERS, (t) — —?(Si(t) 1) . (3.22)

g=1 p#l

O primeiro termo (sinal) tende a alinhar o sistema com o padrao memorizado, o segundo
atua como um ruido e representa os padrdes nio correlacionados com a memdria e o
{iltimo termo simula o efeito dos periodos refratarios (somente os estados com S(t) =1
contribuem).

Para analisar a habilidade de reconhecimento partimos de uma configuragao inicial
correlacionada com a primeira memoria. Apés um transiente inicial, medimos a média
temporal da superposic¢io m(t) entre o estado do sistema e o padrao de reconhecimento.
Este procedimento foi repetido para 50 diferentes amostras, usandoe diferentes memdrias,
condigoes iniciais e sequéncias de niimeros aleatérios, afim de calcularmos a média con-
figuracional do m. Usamos redes com N = 40000 e 80000 e conectividade ' = 40 e 80.
Estes tamanhos de rede estao além dos utilizados usualmente na literatura. Tamanhos
maiores podem ser implementados (chegamos até N = 180000), mas o calculo de médias
configuracionais requer de grandes tempos de CPU.

Na figura 3.6 apresentamos o diagrama de fase A vs. o para T = 0. A linha cheia
corresponde a linha critica analitica no limite C — oo e os circulos cheios sdo os resultados
da nossa simulagio numérica para N = 80000 e C' = 80. Note que para pequenos e grandes
valores de A ambos os resultados concordam muito bem. No primeiro caso (A pequeno),
o efeito de realimentacdo devido aos estados S = 1 nado é muito importante comparado
ao termo de sinal. Nesta regido, um processo Markoviano dade por uma aproximacao de
campo médio apresenta um resultado similar.

Quando A é maior que o termo de sinal, a evolugao temporal leva o sistema para um

regime onde:

o todos aqueles neurénios para o qual a primeira memoéria estd em um estado inativo

(¢} = —~1) alinham-se com a meméria (S; = ~1);
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Figura 3.6: Linha critica separando a fase de reconhecimento da fase paramagnética no
plano A vs. @ aT = 0. A linha cheia corresponde a solugdo analftica para { — oo
e os circulos cheios correspondem aos resultados da simulagdo numérica com C = 80 ¢

N = 80000.

o todos aqueles neurdnios para o qual a primeira memoéria estd em um estado ativo

(€} = 1) oscilam entre os estados ativo e inativo.

Estes comportamentos sio desestabilizados pelo efeito das outras memérias quando o
cresce. Para « pequeno o sistema é caracterizado por um regime periédico de ciclo dois
em torno de m(t — oo) =~ 0.5.

Nas figuras 3.7 e 3.8 apresentamos a superposicdo como fungéo de a para T' = 0
ao longo de dois cortes, A = 0.2 e 0.7 respectivamente. (Observe que para A =102
ambas as solugges analitica (linha cheia) e numérica (circulos) concordam bem. Para
A = 0.7 (figura 3.8), apesar de ndo esperarmos bons resuitados com a nossa aproximagao
nesta regiao (devido a forte competigao entre o termo do sinal produzido pelo padrao
memorizado e o termo refratario), a solugao analitica descreve qualitativamente bem os
resultados numéricos. Em particular, note que nesta regido a simulagio também descreve
a coexisténcia de fases. A linha tracejada corresponde a solugdo instdvel (analitica) que

separa as duas bacias atratoras.

73



L T T 1 T | T 1 ¥ i ' 1 !
1.0 — analitica 7
- simulagio
0.8 - N = 80000
! °0 C=40 |
. =
0.6 - C=80 -
m |
0.4} -
0.2 -
0.0 " 1 L 1 1 1 i n
0.0 01 0.2 03 04 05 06 07

Figura 3.7: m vs. @ para A = 0.2, my=1e T = 0. A linha cheia corresponde a solugdo
analitica e os circulos aos resultados das simulagoes para N = 80000 com C = 40 (circulos
vazios) e C = 80 {circulos cheios).
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Figura 3.8: m vs. a para A = 0.7, C = 80 e T' = 0. As linhas cheias correspondem 3
solucdo analftica e os simbolos aos resultados das simulagdes: os circulos e 0s quadrados
vazios correspondem a N = 40000 e N = 80000 respectivamente, com mgy = 0.6. Os
circulos e os quadrados cheios correspondem a N = 40000 e N = 80000 respectivamente,
com mg = 1.
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Figura 3.9: |m(t)| vs. ¢t para C = 80, N = 80000, A = 1.4 e a = 0.0375 (circulos), 0.05
(quadrados), 0.1 (tridngulos) and 0.125 {lozangulos).

Na figura 3.9 representamos |m(t)| versus o tempo para A = 1.4, N = 80000,C =80 ¢
diferentes valores de . Para valores grandes de A {A > 1), no primeiro passo de tempo,
para a pequeno, a dindmica leva o sistema para um novo estado com m =~ 0 {positivo ou
negativo), ou seja, o sistema pode evoluir para a memdria ou anti-meméria. Como em
ambos 0s casos o sistema sempre reconhece, preferimos tomar o médulo da superposicio
limitando assim o movimento do sistema no espago dos padrées. Para a = 0.0375 a
superposi¢ao converge para um ciclo de ordem dois com valor médio em torno de m ~
0.3, sinalizando a existéncia de estados espiirios (simétricos ou assimétricos, ndo predito
no desenvolvimento analitico). Quando a cresce, os estados espurios desaparecem e a
superposi¢ao atinge o atrator cujo valor médio é m ~ 0.5. A amplitude de oscilagio dos
atratores ciclo dois diminuem com ¢, permanecendo sempre préximo do seu valor médio.
Para o grande, o atrator converge para uin regime com ciclos de ordem maior que dois

ou 6rbitas cadticas.

75



3.4 Conclusoes

Neste capitulo estudamos a dindmica de uma rede de neurénios com dilui¢do aleatoéria e as-
simetria nos acoplamentos sindpticos, onde incluimos um limiar para modelar os periodos
refratdrios. Este limiar, que depende do tempo, produz um efeito de realimentacao so-
bre a dinamica do sistema. Desenvolvemos um método aproximado que permite estudar
o comportamento de longo tempeo do sistema. Desprezando as correlagoes temporais, é
possivel considerar toda a histéria do sistema e portanto analisar os efeitos dos periodos
refratdarios na dinamica ¢ a habilidade de reconhecimento do modelo.

Obtivemos o diagrama de fase completo do modelo e comparamos com os resultados
obtidos através da simulagido numérica. Ao contrario do modelo de Hopfield totalmente
conectado e com periodos refratédrios [45], 0 qual para valores grandes de A desestabiliza
completamente os padroes armazenados, na versao ultra diluida verificamos que, para
pequenos valores de «, o sistema pode reconhecer sempre os padroes, independentemente
do valor de A. Para A grande, na fase de reconhecimento, os atratores sao periédicos (ciclo
dois) e o valor médio de m concorda muito bem com os valores obtidos no desenvolvimento
analitico (atratores ponto fixo). Para valores intermediarios de A e para a pequeno, uma
inesperada fase de reconhecimento aparece e a rede pode reconhecer o padrao memorizado
com alta e baixa qualidade, dependendo de se o estado inicial estd préximo ou longe da
meméria. Nesta regido, o termo de Hopfield (o sinal) e o termo refratario competem,
dando lugar a estas duas diferentes solucoes.

Nossos resultados analiticos concordam muito bem com os obtidos na simulagao numérica
para valores pequenos e grandes do parametro A. J4 na regido intermediaria 0.5 < A <
1.0, onde nio esperamos bons resultados com a nossa aproximacao, pois as correlagoes

temporais sio importantes nesta regido, este prediz qualitativamente bem os resultados.

76



Capitulo 4

Propagacao de Danos em Uma Rede

de Neuronios Diluida e Assimétrica

4.1 Propagacao de Danos

Comegamos este capitulo descrevendo a técnica de propagacdo de dano e fazendo uma
pequena resenha sobre os principais resultados obtidos com ela. Embora tenha sido in-
troduzida originalmente para estudar a sencibilidade &s condi¢oes iniciais em autoématos
celulares, esta técnica mostrou ser também de grande utilidade no estudo das propriedades
dinamicas de diferentes modelos magnéticos.

A técnica consiste basicamente em monitorar a evolugao temporal da distancia de
Hamming ou dano entre duas réplicas inicialmente diferentes de um dado sistema, sub-
metidas ambas & mesma dinidmica. Quando a dindmica é probabilistica, entao utiliza-se
também uma tinica sequéncia de nfimeros aleatdrios para atualizar as duas réplicas. A
distancia de Hamming é definida como a fracao de sitios nos quais as duas configuragoes
diferem. A dependéncia do comportamento assintético ¢ — co do dano com o valor inicial
da distancia de Hamming e com qualquer outro pardmetro relevante do sistema permite
caracterizar a dinamica do modelo e construir um diagrama de fases dindmico.

Operacionalmente, o dano dh(t) entre duas configuragoes bindrias quaisquer, como a
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que trataremos neste capitulo, pode ser definido como:

dh(t) = %VMZ |los(t) — (D)}

i=1

onde g;(t) e p;(t) representam as duas réplicas de um tnico sistema (em caso nio bindrios
esta definicdo pode ser adequadamente generalizada).

Esta técnica foi introduzida, como ji fora dito, afim de estudar a sensibilidade as
condicoes iniciais em sistemas com infinitos graus de liberdade e nos quais o tempo, o
espaco e as varidveis dinamicas sao todos discretos. Neste caso, calcular quantidades
tais como expoentes de Liapunov torna-se muito dificil. Se imicialmente as duas réplicas
diferem num dnico sitio (dh(t = 0) -+ 0 quando N — o0), pode-se clasificar a sua

dindmica como:
e cadtica: se dh(co) -+ cte # 0 quando dh{0) — 0;
e congelada: se dh(oo) ~+ 0 quando dh(0) — 0.

Assim, a técnica de propagacao de danos foi aplicada a diferentes autématos celulares,
como por exemplo o modelo de Kauffman |20, 54], (Kauffman introduziu o conceito de
autdématos celulares para modelar um sistema de genes [55, 56]), ¢ o0 modelo de Domany—
Kinzel [57, 58, 59, 60], entre outros.

Muitos modelos magnéticos, como por exemplo o modelo de Ising, compartilham com
os autématos celulares o fato de terem suas varidveis dindmicas discretizadas e estas
estarem associadas a uma rede discreta. Ainda mais: por ndo possuirem uma dinidmica
prépria, é comum designar uma dindmica estocdstica na qual o tempo de atualizacao
também é discreto. Assim surgiu o interesse de aplicar a mesma técnica de propagacao
de danos usada em autdmatos celulares nestes modelos magnéticos.

Entre os modelos magnéticos, o modelo de Ising ferromagnético [61, 62, 63, 64, 65
foi o primeiro a ser estudado. Ao contririo do que acontece com as quantidades de
equilibrio, observou-se que o comportamento da distincia de Hamming dependia drastica-

mente da dindmica estocistica utilizada. Em particular, quando utilizaram um processo
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banho térmico, encontrou-se que o comportamento era sempre ndo cadtico (ou seja, se
dh(0) — 0 entdo dh(co) — 0). Mas, estudando o caso em que o dano inicial era ma-
croscopico, observou-se que, enquanto para baixas temperaturas a distancia de Hamming
final depende do dano inicial, para altas temperaturas o dano é sempre nulo. Estudos
muito cuidadosos mostraram que a temperatura de transicao entre estes dois regimes coin-
cide com a temperatura de transi¢io termodindmica entre as fases ferro e paramagnética.
Este comportamento foi observado para os casos d =2 e d = 3.

Quando a mesma técnica foi aplicada ao mesmo modelo mas utilizando uma dinamica
de Glauber, o resultado foi completamente diferente. Mesmo comegando com um dano
inicial muito pequeno (dh(0) = 1/N) foi possivel distinguir duas fases, uma congelada
de baixas temperaturas e uma cadtica de altas temperaturas. Neste caso encontrou-se
que a temperatura de transi¢io dindmica ndo coincidia com a temperatura de transicao
termodinamica.

Muito recentemente foi mostrado que esta técnica naoc somente permite caracterizar
a dindmica do modelo ou estudar possiveis correlacoes entre as transi¢coes dinamicas e
estaticas, mas também é muito 1til para calcular de forma muito cficiente diferentes
exponentes dindmicos do sistema [66, 67].

Quando se estudou o efeito de colocar ¢ sistema num campo magnético externo uni-
forme, observou-se que este campo nao é o campo conjugado ao parametro de ordem (o
dano). Pelo contrario, na presenca de campo magnético a transicao nao é destruida. Tsal-
lis e Martins introduziram um campo externo para o caso do autémato probabilistico de
Domany—Kinzel. Ele é definido como a fragio de vezes que as duas réplicas sao atualiza-
das utilizando diferentes nimeros aleatérios. Assim, no limite de campo méximo (h = 1),
ambas as réplicas evoluem independentemente e o dano é sempre ndo nulo. No limite em
que este campo vai para zero, cles mostraram que a susceptibilidade associada diverge na
transicao dindmica e a transicio desaparece, ou seja, eles mostraram que este campo ¢
efetivamente o campo externo conjugado ac parametro de ordem. O mesmo campo foi
aplicado aos modelos de Ising e Potts ferromagnéticos bidimensionais mostrando-se que é

o campo conjugado ac dano.
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Muitos outros modelos magnéticos foram estudados utilizando esta técnica, e em par-
ticular os modelos de vidro de spin ganharam particular interesse {68, 69, 70, 71, 72, 73].
Recentemente também se aplicou esta técnica ao modelo de Potts 3 estados [74] e q-estados
[75].

Nos modelos de redes neuronais, alguns trabalhos foram desenvolvidos usando esta
técnica de propagacao de dano [7, 53, 76, 77]. Ela é particularmente interessante nestes
casos ja que permite obter valiosa informacio sobre a estrutura do espaco de fases de mo-
delos que nio podem ser resolvidos analiticamente. Como mostraremos, o espago de fase
destes sistemas, assim como acontece nos vidros de spin, apresenta umn comportamento
dindmico muito rico, principalmente em redes com conexoes sindpticas assimétricas.

No mesmo trabalho no qual Derrida et al. [7] resolveram a dinamica do modelo de
Hopfield dilufdo e assimétrico, eles obtiveram também em forma analitica uma expressao

para a correlagao g(t) entre duas configuragoes inicialmente diferentes

N

0t) = & SASIS)

i=1

vélida para todo tempo £. No limite C e p — oo com a = (p — 1)/C (C << InN), a
evolugao do ¢(t + 1) em funcgio do ¢{t) e das superposigbes m(t) e m(t), é dada por (ver

equagio 27 em [7]):
git+1)= /jo Dy f_ oo Dztanh 8 (m(t) — ary — a_z) tanh § (m(t) — ary+a_z)

onde T = A~ ! é a temperatura generalizada T = T;/C,

ar = yJa(l q(8)

du 2
Dy = ——e ¥/2
v 2

No limite ¢ — oo m(t) e m(t) — m dado por (1.32), enquanto que g(¢) converge para

u=yez.
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um ponto fixo da equacdo acima. No limite T' — 0 obtem-se a seguinte equagao para a

correlacao:

2 ro a — Lzyay2 _ligm
(1:—1+\/;f0 dzerf(\;i;_)[e 2ty +e G (4.1)

onde a+ j4 foi definido anteriormente. Eles encontraram que na fase de reconhecimento,
esta correlagao é sempre menor que 1 para qualquer valor de o finito. Em particular, para

valores pequenos de o eles obtiveram:
8
g(t — 00) ~ 1 — — exp(—1/a) .
s

Isto quer dizer que as duas configuragbes nao se encontram no atrator, indicando a
existéncia de uma nova classe de atratores de reconhecimento, muito mais complexa que os
atratores ponto fixo usualmente encontrados no modelo de Hopfield. Eles sugeriram que
o modelo deveria reconhecer através de uma nuvem de pontos fizos ou mesmo atratores
cadticos.

Recentemente, Wong e Ho [77} desenvolveram novas ferramentas analiticas para estu-
dar a natureza dos atratores em sistemas dindmicos. Estas ferramentas sao a distribui¢ao
da atividade da rede, a evolugao temporal do dano, atividade de dano e a correlagao
temporal de dano. Eles estudaram os atratores de reconhecimento do modelo de Hopfield
ultra diluido e mostraram que estes atratores de reconhecimento nao sao nuvens de atra-
tores, mas consistem de um simples atrator cadtico para cada padrdo armazenado. Este
resultado é muito interessante do ponto de vista biolégico, dado que atratores ponto fixo
sao altamente improviveis em sistemas de neurénios reais.

Neste capitulo, estudaremos através de simulagao numérica, a natureza dos atratores
de reconhecimento do modelo de Hopfield diluido e assimétrico, no caso em que a conec-
tividade por neurénio C e o niimero de neurdnios N satisfazem a relagio ¢' << N, na
auséncia de ruido. Recentemente foi mostrado [22], mediante um estudo numérico, que

a capacidade de reconhecimento do modelo diluido assimetricamente no caso C << N é
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bem descrita pelas equagdes obtidas no limite de ultra diluigao € << In N. Isto é muito
importante do ponto de vista pratico, pois enquanto que o limite de ultra diluicao é um
modelo tedrico impossivel de ser implementado tanto em sirulagoes como em dispositi-
vos, o caso C << N nao somente é simples de simular, mas também é muito eficiente em
termos de simulacio numeérica, se comparado com outros modelos neuronais. Nos estuda-
remmos se a mesma coisa acontece com a natureza cadtica dos atratores de reconhecimento,
ou seja, se no caso C << N o sistema reconhece somente por meio de atratores cadticos
como foi mostrado em [7, 77]. Para isto usaremos a técnica de propagacao de dano,
medindo a distdncia de Hamming entre duas configuracoes, inicialmente muito préximas
uma da outra (em termos da distdncia de Hamming) e ambas tendo uma projecao ini-
cial finita com um tnico padrao armazenado. A analise do comportamento assintético
do dano caracteriza a natureza dinidmica dos atratores de reconhecimento. Mostraremos
que o sistema apresenta, na fase de reconhecimento, uma transicao entre dois regimes:
um de reconhecimento por atratores pontos fixos e outro de reconhecimento por meio
de atratores cadticas. Generalizamos também o conceito de campo externo h conjugado
a0 dano introduzido recentemente na literatura [59] no contexto de automatos celulares
probabilisticos (ver também [60, 65, 74]) de forma que seja aplicivel a sistemas deter-
ministicos como o modelo de Hopfield diluido na auséncia de ruido (T’ = 0). Finalmente
calculamos a susceptibilidade de dano associada ao pardmetro dh e mostramos que ela

tende a divergir na de transicao cadtica—congelada.

4.2 O Modelo

O modelo a estudar é o mesmo introduzido no capitulo anterior mas sem o termo que
modela os perfodos refratdrios. Os neurdnios sao atualizados em paralelo segundo a regra

deterministica

N
Si(t + ].) = Sinal Z T;j Sj(t) . (42)
i
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T;; é a matriz sinaptica que conecta os neuronios pré e pos—sindpticos j e 7 e cujos ele-
mentos sao dados por

T;J = Cij J,;j . (43)

Os C;; sao varidveis aleatérias cuja distribuigdo de probabilidade é dada por (3.5), a qual
introduz diluicio e assimetria simultaneamente na rede. Para Cj; = 1, (correspondendo
as sinapses que sobreviveram no processo de dilui¢do) o T;; é dado pela matriz siniptica

usual de Hopfield

?
= > & (4.4)

p=1
Os & = 41 (p = 1,2,...,p) indicam os valores das p memérias do i—ésimo neurénio,

geradas aleatoriamente, que serdo armazenadas na rede. Por outro lado, Cj; = 0 indica

que a conexdo sindptica foi cortada no processo de diluigao.

4.3 Meétodo e Resultados Numéricos

Para construir a rede, escolhemos aleatoriamente as p memérias e os C vizinhos de cada
neurdnio e construimos a matriz siniptica (de tamanho N x ). Consideramos duas
cépias idénticas da rede, e fazemos o sistema evoluir segundo a dinamica 4.2. Partimos de
duas configurages iniciais diferentes {S;(0)} e {S;(0)}, ambas tendo superposigio finita
somente com um dos padrdes (o primeiro) e superposigio macroscépica nula com todas as
outras memérias. Apds um transiente inicial Z5, que depende sobre as condicoes inicials,

medimos a distdncia de Hamming

dh(t) = Z 15:(2) — Si?)] (4.5)

entre as duas réplicas. Seguindo, calculamos a média temporal sobre um certo niimero de

passos de tempo f4z

f-mam

dh = > dh(t (4.6)

tmafv to ;- to+1
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Repetimos este procedimento para 50 amostras diferentes, usando diferentes condigoes
iniciais e nimeros aleatérios, para calcularmos a média configuracional dh de dh. A
distdncia de Hamming dh estd relacionada ao pardmetro ¢ dade em (4.1} através da
seguinte relagao:

dh = 5(1 ) (4.7)

Como estamos interessados em estudar as possiveis relacoes entre as transicoes dindmicas
¢ de reconhecimento, e em particular suas dependéncias com o tamanho do sistema N
e com a conectividade C, calculamos a média configuracional da superposigao m com o

primeiro padrio (u = 1) definido como:

me— 2 % ), (4.8)

tmaz — to i=ty+1

onde

mi() = 5 3 650 (49)

Na figura 4.1 mostramos o comportamento do dh e do m como funcio do o para ¢ = 40
¢ para dois valores de N (40000 e 80000). Os resultados numéricos (no regime C' << N)
sdo representados por simbolos (cujos tamanhos sdo da ordem das barras de erro) e as
linhas sélidas correspondem aos resultados analiticos no regime de extrema dilui¢ao [7].
Com relacio ao comportamento do m(e), como mostrado em [22], confirmamos que ambos
os resultados concordam muito bem. Note que na regiao para a < 0.5 os pardmetros dh
e m parecem ser insensiveis ao tamanho N do sistema, enquanto que préximo do o, esta
dependéncia é bastante acentuada. Por outro lado, o comportamento do dh apresenta

trés fases diferentes no regime C' << N,

¢ para o < oy o dano final é sempre zero, isto é, o sistema reconhece com atratores

nac caoticos;

¢ para valores intermedidrios (as < @ < @) o dano final é diferente de zero e menor

que 0.5, indicando que os atratores sdo ciclicos ou cadticos mais eles ainda sdo
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Figura 4.1: A distancia de Hamming dh e a superposigao m em funcdo do « para C = 40
e N = 40000 (circulos vazios) e 80000 (circulos cheios). As linhas sélidas correspondem
as solucbes analiticas no regime de ultra diluicao.

correlacionados um ao outro e com o padrao memorizado, isto &, o sistema reconhece

através de atratores ciclicos ou caédticos;

» para ¢ > «., na fase paramagnética, as réplicas sdo descorrelacionadas entre si

(g =0e dh =0.5) e com a memoria.

Observamos que para ¢ pequeno (atratores nio cadticos) o limite de extrema diluigao ndo
prediz este comportamento, ele prediz dh # 0 para qualquer @ > 0. O a4 corresponde ao
alor de « da transigao dinamica cadtica—nao caética.

Na figura 4.2 apresentamos dh e T como fungio de o para N = 80000 e diferentes
conectividades C = 10, 20 e 40. Note que para valores intermedidrios de o (na regiao da
transicio cadtica-ndo cadtica) dh e m apresentam uma forte dependéncia com a conecti-
vidade, e aumentando C os resultados da simulagio aproximam-se do resultado analitico.
Préximo do a, a dependéncia com C é bem menor.

Para estudar a natureza dos atratores nas diferentes regites, apés um dado transiente,
armazenamos a Gltima configuracio microscépica do sistema (configuragio de referéncia)

e deixamos evoluir uma das réplicas até que o sistema volte a esta configuracao, desde
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Figura 4.2: dh e m em funcao do a para N = 80000 e para C = 10 (circulos vazios),
C = 20 (circulos cheios) e C = 40 (tridngulos). As linhas s6lidas correspondem as solugGes
analiticas no regime de ultra diluicao.

que seja, no maximo, 100 passos de tempo (em unidade de Monte Carlo). Se nesse tempo
o sistema nao volta para a configuracio de referéncia, dizemos que o atrator é cadtico.
Caso contririo, surgem outros regimes atratores como ponto fixo e ciclos de periodos finito
(menor que 100). Neste caso, observamos nas simulagbes que o tempo de convergéncia
é pequeno (menor que 60 passos de tempo) e que quase todos os ciclos finitos sdo de
periodos dois ou de miiltiplos de 2 menores que 20.

Na fignra 4.3 apresentamos a frequéncia com a qual surgem os diferentes tipos de
atratores, como funcao de « para N = 80000 e diferentes conectividades C' (C = 20 no
topo, C = 40 no meio e C = 80 na base). Classificamos somente trés regimes: atratores
ponto fixo (PF), ciclos de periodo finito menor ou igual a 100 (CF) e ciclos de periodo
maior que 100 ou ”atratores caéticos” (Caos). Podemos notar trés comportamentos bem
distintos: uma regido (para o pequeno) dominada por atratores ponto fixo, uma outra
intermedidria onde coexistem os trés regimes (PF, CF e Caos) e a terceira onde existe
somente atratores cadticos. Notemos que a transi¢ao dindmica observada nas figuras 4.1 e

4.2 corresponde 3 transicio entre PF e Caos (0s CF que apaTecem somente nesta fronteira,
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Figura 4.3: A frequéncia com a qual aparecem os diferentes tipos de atratores em fungao
de a para N = 80000 e diferentes valores de C: 20 (no topo), 40 (no meio) e 80 (na base).
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tendem a desaparecer com o aumento da conectividade). Um fato interessante é que o
estreitamento da banda de CF com o crescimento de C, ocorre devido ao avanco da fase
caidtica sobre os CF. Este comportamente ndo era esperado. Pelo contrario, se supomos
que ao aumentar C' nos aproximamos do modelo de Hopfield, esperariamos que a fase
PF avancge sobre a fase cadtica. Para C finito e aumentando o N (n3o mostrado nas
figuras) a fronteira da fase cadtica permanece inalterada porém, ocorre uma diminuigao
na frequéncia dos ciclos finitos e um crescimento na frequéncia de ponto fixo, de modo
que no limite N — 0o, a transicdo dinimica parece ser entre Caos e ponto fixo, sem que
haja ciclos finitos.

A fim de caracterizar melhor a transicdo dinamica cadtica—nao cadtica, estudamos o
efeito do campo externo h (conjugado ac pardmetro de ordem dh), introduzido recente-
mente na literatura por Tsallis e Martins [59]. Eles mostraram que o campo h quebra a
transicao dindmica no autémato celular de Domany-Kinzel e que a susceptibildade de da-
no, calculada numericamente, tende a divergir no limite N — oo. Este campo foi também
aplicado para estudar transi¢oes dindmicas em sistemas magnéticos; modelo de Ising fer-
romagnético em duas dimensoes [65] e Potts [74]. O campo A é definido como a frequéncia
ne qual diferentes nimeros aleatdrios sio usados para atualizar as duas réplicas. No nosso
caso, dado que a dindmica é deterministica, escolhemos aleatoriamente alguns sftios (os
mesmos para as duas réplicas) e trocamos estes sitios copiando outros escolhidos aleato-
riamente dentro de cada réplica. Isto permite introduzir uma fonte de dano e preservar as
caracteristicas macroscépicas da rede como por exemplo a atividade média. Desta forma,
a fracao de sitios alterados define o campo externo A.

A susceptibilidade associada ao dano dh é definida como:

ddh
Xan = 7~ | =0 (4.10)

Dado que ndo existe por enquanto uma generalizacao do teorema de flutuacao—dissipacao
que permita calcular a susceptibilidade a campo nulo, introduzimos um pequeno campo e

estudamos o limite em que o campo vai para zero, ou seja, calculamos a derivada numérica
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Figura 4.4: dh e m em fungio de o para N = 80000, C =40 e h =0.0 (circulos vazios),
0.001 (circulos cheios) e 0.01 (tridngulos). As linhas sélidas correspondem ao regime ultra
dilufdo. Note que para h > 0 o dh é sempre diferente de zero (detalhe).

do dano com respeito ao campo fazendo o campo tender para zero.

Na figura 4.4 apresentamos dh e m como fungdo de o para N = 80000, ¢’ = 40
e diferentes valores do campo A = 0.0, 0.001 e 0.01. Note que a transicdo da fase de
reconhecimento é preservada e que h quebra a transigio dindmica do dh (ver detalhe). Um
campo externo da forma h = g £} [6] destdi a transigio para a fase de nao reconhecimento
da mesma forma que o campo magnético destéi a transicio para a fase paramagnética
em sistemas magnéticos. Realizamos simulacdes para alguns valores do parametro a e
verificamos que este campo (h = a £}) ndo afeta a transi¢io dindmica do dano. Um
resultado similar foi observado por Le Caér [64] e Grassberger [78] no qual mosiraram
que o campo magnético nao destréi a transi¢ao dinamica apresentada pelo dano no modelo
de Ising, usando uma dinamica de Glauber.

A figura 4.5 mostra a susceptibilidade de dano xg» em funcgao do o para C = 40,
h = 0.001 e para N = 20000, 40000 e 80000. Observe que o valor de ¢, no qual 0 x4n
apresenta um pico (tende a divergir), coincide com o valor de a4 da transicao dindmica

cadtica nio cadtica. Outro fato importante, ja citado anteriormente, é que o ¢y ndo muda
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Figura 4.5: A suceptibilidade de dano x4, vs. a para C = 40, h = 0.001 e N = 20000
(circulos vazios), 40000 {circulos cheios) e 80000 (tridngulos).

com N. O efeito em aumentar o tamanho da rede é similar ao efeito de diminuir o valor
do campo h na simulagao, isto é, quanto maior o N (ou quanto menor o campo h) mais
acentuado e o pico na transicio.

Finalmente, na figura 4.6 apresentamos o comportamento do Xy, em fungao do a para
h = 0.001, N = 80000 e conectividade C = 20, 40 ¢ 80. Como podemos cbservar,
aumentando 2 conectividade a divergéncia na susceptibilidade desloca-se na diregdo do
a = 0. Efetivamente, a conectividade é quem determina a transicao dinimica e no limite
do C muito grande com C << N, esperamos que ag — 0. Ou seja, em toda fase de

reconhecimento os atratores sao cadticos, como no caso ultra diluido.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo, usamos o método de propagagao de dano para estudar a natureza dos atra-
tores de reconhecimento do modelo de Hopfield diluido e assimétrico. O comportamento
dinimico foi obtido através de simulagbes numéricas, sujeito a condigao C << N e para

T = 0. Calculamos a distancia de Hamming final entre duas réplicas (inicialmente muito
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Figura 4.6: O x4, em fun¢io do a para h = 0.001, N = 80000 e conectividade C = 20
(circulos vazios), 40 (circulos cheios) e 80 (tridngulos).

préximas e ambas correlacionadas entre si e com um unico padrao) e a superposigiao do
estado do sistema com este padrdo, em funcido de a. Neste regime C << N, embora o
sistema apresente as mesmas propriedades de reconhecimento que no regime ultra diluido
C << InN, do ponto de vista dinAmico o sistema apresenta uma nova transi¢io (dentro
da fase de reconhecimento) no qual os atratores do sistema mudam de ponto fixo para
atratores cadticos. Observamos que a transicio dinamica depende somente da conectivi-
dade C e isto sugere que a existéncia de atratores ponto fixo nao é uma consequéncia do
efeito do tamanho finito do sistema. Por outro lado, a existéncia de ciclos finitos pare-
ce depender do tamanho N, e que para N — oc, acreditamos que o sistema apresente
uma transi¢iio dindmica Caos—ponto fixo sem apresentar ciclos. O mesmo comportamento
ocorre quando fixamos o N e aumentamos a conectividade. Neste caso, como mostrado
na figura 4.3, o estreitamento da regido de coexisténcias dos atratores PF, CF e Caos,
ocorre devido ao avanco da regiao de atratores cadticos sobre as regiGes de coexisténcia
e ponto fixo. Este comportamento nao era esperado j4 que aumentando a conectividade
estamos caminhando na diregao do modelo de Hopfield sem diluigao, ou seja, a regiao de

atratores ponto fixo deveria crescer. Um estudo mais detalhado sobre a dependéncia da
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conectividade C e o tamanho do sistema /V seria interessante para entender como se da
a transi¢do do modelo diluido para o modelo nao diluido.

Aplicamos també um campo externo h e mostramos que ele é o campo conjugado do
parametro de ordem dindmico dh. Verificamos que para qualquer valor arbitrario b # 0
(dh # 0), quebra a transi¢ao dindmica associada ao dano (o sistema s6 apresenta atratores
calticos), e que este campo nao afeta a transicao de reconhecimento. Mostramos também
que para um valor de C fixo a susceptibilidade apresenta um pico em a4, que independe do
tamanho do sistema. Quando fixamos N, observamos que ¢y depende da conectividade,
e no limite C' muito grande com C << N 0 ag — 0 como no caso ultra diluido. Este
campo é de validade geral, podendo ser utilizado em diferentes modelos deterministicos, e
é muito apropriado para determinar com melhor precisio os valores criticos das transigoes

dinamicas.

92



Capitulo 5

Generalizacao em uma Rede de

Neurénios com Diluicao Assimétrica

Nos capitulos anteriores estudamos, fundamentalmente, propriedades das redes neu-
ronais relacionadas ao reconhecimento de padrdes por associagao. No entanto, outras
fungdes biol6gicas tem sido também modeladas nos dltimos anos, como por exemplo o
problema do aprendizado e generalizagio. A maior parte dos trabalhos relacionados com
este tema, foram desenvolvidos numa arquitetura particular de redes neuronais, denomi-
nada de "Perceptron”. Nessas redes, a informagao flui em uma 1nica direcao e o objetivo
é treind-las através de exemplos de modo a torni-la capaz de abstrair uma regra (apren-
der). Um parimetro importante no estudo destas redes é o erro de generalizagao (€g), que
representa o desvio entre a resposta da rede (safda) e a resposta desejada (a funggo ¢, deve
ser nula sempre que ambas as respostas sejam coincidentes). Um estudo detalhado deste
modelo est4 fora do contexto desta tese. A referéncias [46, 79] apresentam um resumo do
formalismo e seus principais resultados.

O problema da Generalizagao nas redes atratoras tipo Hopfield, originou-se de uma
forma diferente que das redes tipo perceptron. Na busca de uma associacdo com as redes
reais (no cérebro as memoérias sdo armazenadas de uma forma ordenada e interligadas

entre si), surge a necessidade de armazenar as memoérias de acorde com as suas simila-
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ridades, ou seja as memdrias tém uma certa estrutura de correlacio entre si. Uma das
principais limitagoes do modelo de Hopfield com relagao a capacidade de armazenamen-
to e reconhecimento dos padroes, é que a rede s6 trabalha com relativo sucesso quando
as memodrias sic descorrelacionadas. Neste sentido, vdrios trabalhos, usando uma es-
trutura de arvore hierdrquica, tentaram superar esta limitacio, e tal fato implicou em
consideraveis modificacées da regra de aprendizado de Hebb [80, 81, 82, 83, 84].

Nesta linha, mas com um novo ponto de vista, Fontanari [28| mostrou que, para o
modelo de Hopfield totalmente conectado, quando os padroes armazenados sao correla-
cionados, a rede é capaz de criar um novo atrator que tem uma mesma correla¢io com
todas as memérias, e que pode ser interpretado como resumindo todas as propriedades
comum a elas. Este atrator ou conceito, que do ponto de vista de reconhecimento é um
atrator espurio (no nosso caso representado pelas solugdes simétricas), ganha assim um
novo interesse ao permitir identificar configuracoes iniciais com categorias, ou seja, com
grupos de memdrias correlacionadas. Se a rede é exposta a um treinamento com exemplos
de um determinado conceito, dependendo do niimero de exemplos correlacionados e do
parametro de correlagio, ela é capaz de extrair informacbes valiosas sobre este conceito,
mesmo sem que ele apareca explicitamente na regra de aprendizagem.

Fontanari, utilizando a técnica de réplica, demonstrou que a transicdo para a fase de
generalizagdo é descontinua e que o erro de generalizagao decai exponencialmente com o
nidmero de exemplos. Em um estudo numérico com redes de até 512 neurdnios, E. N.
Miranda [29], tendo como configuragéo inicial um dos conceitos, confirmou as predigoes
gerais do trabathe de Fontanari. Porém, ele encontrou uma transicao continua para a
fase de generalizagao e que nesta fase, o erro de generalizacao, vai como uma poténcia do
nimero de exemplos. M. C. Branchtein e J. J. Arenzon [85] estudaram o mesmo modelo
para redes maiores, utilizando como condigdo inicial ndo somente o conceito (como no
trabalho de Miranda), mas também exemplos. Eles mostraram que para o = 0 a tran-
si¢do para a fase de generalizacao depende da condicao inicial ser o conceito ou exemplos.
Partindo de um exemplo, eles recuperaram a transicio descontinua prevista pela apro-

ximacdo de réplicas simétricas e, no caso da condigdo inicial ser um conceito, obtiveram
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uma transicdo continua. Na fase de generalizacao as curvas coincidem para ambos os
casos, ¢ o erro de generalizagio decai exponencialmente com o nimero de exemplos. Um
comportamento similar para o caso em que a condicdo inicial é um conceito, foi obtido por
D. Stariolo e F. Tamarit [30] para uma rede de neurdnios analégica. Mais recentemente, P.
R. Krebs ¢ W. K. Theumann [86] estudaram este modelo analiticamente e numericamente
e obtiveram todo o diagrama de fase.

Neste capitulo, apresentaremos uma extensao da dinAmica do modelo estudado nos
capitulos anteriores (modelo de Hopfield ultra diluido) [7], para analisar a capacidade de
generalizagio (categorizacdo) da rede. O comportamento dindmico é obtido exatamente,
e o erro de generalizagio para o regime de longo tempo pode ser calculado. Finalmente,
realizamos simulagbes numéricas e comparamos com os resultados analiticos.

A definicdo do erro de generalizagio, como veremos a seguir, nao estd relacionada com
a definigido dada no contexto das redes tipo perceptrons. Aqui, ¢le mede a habilidade do
sistema para extrair uma regra a partir de um dado conjunto de exemplos comuns. Neste
sentido, o uso do termo categorizagio & mais apropriado. Contudo, esta denominagao tem
sido vastamente empregada em todos os trabalhos cientificos, de modo que manteremos
esta terminologia e usaremos indistintamente as palavras generalizagao e categorizacao

para expressar as propriedades comuns de uma determinada classe.
5.1 O Modelo

Seguindo o desenvolvimento dos dois dltimos capitulos, vamos assumir que as contri-
buicdes da matriz sindptica que sobrevivem apés a diluicio Tj;, sdo dadas pela regra
Hebbiana [28]: .

Ty, =3 3 e (5.1)

p=l v=1

onde os & = +1 sdo varidveis aleatérias independentes correspondendo as sp configu-
ragoes armazenadas {&17,&",. .., &7} (v=1,2,...,se p=1,2,...,p). Estas memoérias
sao agrupadas em p categorias (representada pela letra ), onde cada uma contem s

configuracdes (representada pela letra v) que representa os diferentes elementos ou exem-
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plos dessa categoria. Estas categorias sdo também representadas por p configuracoes
{&4, 85, ..., &8} (1 = 1,2,...,p) que representa as caracterfsticas comuns destes grupos
e que serao chamados de conceitos. E importante enfatizar que estes conceitos nao estao
presentes na prescricio do armazenamento Ij; (5.1).

Vamos assumir que os exemplos {£/”'} sdo varidveis aleat6rias independentes cuja

distribuicao de probabilidade seja dada por:

P(E) = 5 (1 +ED)IEY — 1) + 51— €00 +1), (52

[

onde os & sac varidveis aleatérias independentes que podem valer £1 com a mesma
probabilidade e representa os p conceitos. O parametro b mede a correlagao (similaridade)

entre um conceito e seus exemplos
(€7€]) = bduybis (5.3)
e também entre dois exemplos:
(G €17y = b5 0y [V + 80 (1= 87)] - (5.4)

Desta forma, as memdérias armazenadas sdo organizadas numa estrutura hierarquica. Na
] g q
préxima secao vamos seguir o desenvolvimento introduzido por Derrida et al. [7], e resolver

a dinamica no contexto de generalizagao.

5.2 As Equacgoes de Recorréncia

Como estamos interessados na habilidade de generalizacao da rede vamos supor que a
configuracao inicial, corresponde a um exemplo da primeira categoria. Olharemos entao
para a solucao com superposicac macroscépica somente com ¢ primeiro conceito e com

mesma superposicao m*’ com todos seus exemplos armazenados, isto é m!”(0) = m, para
PosI¢
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qualquer v e m*’(0) ~ O(N-1/2) para u > 1, onde

#V 1 Y .U-V

=1

Aqui, {...) denota a média térmica a temperatura T e sobre um conjunto de condicoes

iniciais. A habilidade de categorizacao é medida pelo erro de generalizacao

(5.6)

1

onde m! é a superposicdo entre o primeiro conceito e o estado da rede

N

Z 1Si(t)) . (5.7)

H

Note que o € ¢ o fracdo de sitios na qual {S;(t)} e {£} diferem.
Vamos olhar para as duas fungbes f e g que iréo descrever o comportamento de longo

tempo dos pardmetros de ordem

ms(t+1) = f(m.(t)) (5.8)

mt(t+1) = g(ms(t)) (5.9)

g, consequentemente, do €.

Da definigao (5.5) e (5.7) e aps ter realizado a média térmica, obtemos as seguintes

equacoes

mie+n = (13 e ranh 5,1 (0) ) (5.10)
m'(t+1) = ({& tanh[Bh(t)] )) , (5.11)

onde {{...)} é a média sobre os padrdes &' e & e o termo 1/s na equagdo (5.10) vem do
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fato que estamos olhando as solugées simétricas {my; = m2 = ... = my, = m,}, onde
]
> my(t+1) =smy(t+1).

p=1

Se apés a dihiicio o neurdnio % esti comectado a k outros neurénios, denotados por

{71,725 -, Jx}, 0 campo local h;(t) pode ser escrito como:
E p
g=1 p=l1v=1
k s P s k
= D 2 &UES, )+ 2 € 878, (5.12)
g=1 v=1 pu>1lev=1 g=1

onde na ltima expressao separamos no somatério o termo g = 1. As equagoes de re-
corréncias para o m,(t + 1) e para m!(t + 1) sio dadas pelas seguintes expressoes (ver

descrigio detalhada no apéndice A):

3 E ks(p-1)

2; 33 (s—2) Fha(sb) x

1= n=0 m=0

20)(k — 2n) + ks(p — 1) — 2m})] (5.13)

1 0
ms(t—i—l) = 5—2';+—1 Z
k=0

tanh [8,((s

oo s E  ks(p—1)

ml(t+1) = 23_'_1 Z Z E kan(s b) X

tanh | o((s - 2!)(!5 —2n) + ks(p — 1) — 2m)] (5.14)

o Ck e € s k ks(p—1) y
kmn k1 2k(sp—s+1) I n m

(@ +ms @)™ (L= ma())"] [(L+8) (1 -8 £ (1—-b) (L+8)| (5.15)

onde
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5.3 Limite de Conectividade Infinita

No limite de conectividade infinita (C — oc onde C < InN) e p — 00, com a =
p/C constante e s finito, a equagao 5.12, é uma soma de infinitas varidveis aleatérias
independentes, cuja soma pode ser representada por uma distribui¢ao Gaussiana. Neste

limite, as equagdes para mg{t + 1) e m! (¢ + 1) sdo dadas por (ver apéndice A):

Myt +1) = Z G (s,b) (s — 20) [ Dy tanh [B((s - 20)m,(1) + Va'sy)]  (5.16)

e
mit+1)= 3 Cr(sb) [ Dy tanh [B((s — 2)m, () + V'sy)] (5.17)
1=0
onde T = 7! = T,/C é a temperatura reduzida, Dy é dado por
Dy = _C.iy_ e~V /2 (5.18)

Vo ’

o' é definido como:
a = [1 +(s— 1)b4] , (5.19)

95+1 i

GF(s,b) = 1 (8) A+ Q-0+ 1-0) 1+ . (5.20)

Note que para s = 1 e b = 1 recuperamos a expressao obtida por Derrida et al [7]
no problema de reconhecimento de padroes. Vamos resolver estas equacoes e obter as

propriedades de generalizagio do sistema para diferentes valores de s, b, T' e a.

5.3.1 Niumero finito de conceitos

Quando consideramos um nimero finito de conceito (@ = 0) as equagdes acima tornam-se:

ms(t+1) = S Z G (s b) (5 —21) tanh[B( (s — 2D)ms(t) )] (5.21)

=0
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Figura 5.1: O erro de generalizagio ¢ em fungio do nimero de exemplos s para a = 0,
b=02eT =10.0,05, 1.0e 2.0

mt+1) = ZS: G (s,b) tanh [B( (s — 20)m,(1) )] (5.22)

Resolvendo iterativamente estas equagoes, podemos obter o erro de generalizagao ¢ dado
por (5.6). A figura 5.1 mostra o ¢ vs. s para diferentes valores de T e b = 0.2. Para toda
temperatura 7' existe sempre um valor finito s; no qual o sistema passa continuamente
da fase de ndo generalizagio (NG) para a fase de generalizacdo (G) e ¢ tende a zero
exponencialmente. Na figura 5.2 apresentamos as linhas criticas separando as duas fases
parab = 0.2 ¢ 0.4. Observe que o ruido térmico afeta a capacidade de generalizagao da rede
ou seja, quando o T cresce um mimero maior de exemplos tem que ser apresentado para a
rede generalizar. Por outro lado, quando b cresce melhora a habilidade do sistema. Neste
limite, recuperamos as equagdes obtidas para a rede de Hopfield sem dilui¢do estudado em
[28] para 0 caso T = 0 e em [86] para o caso T # 0. Contudo, os nossos resultados parecem
contraditérios quando comparados com aqueles apresentados nos trabalhos acima [28, 86,
onde eles encontraram que a transigdo para a fase de generalizagao é descontinua e que o
ruido térmico melhora a habilidade do sistema. Na verdade, nao existe esta contradigao

e a discrepancia é devido ao fato que eles consideraram a configuragao inicial como sendo
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Figura 5.2: Diagrama de fase T" vs. s para a = 0 para dois valores do pardmetro de
correlagao; b = 0.2 e 0.4. As linhas separando as fases de generalizagio e ndo generalizagao
correspondem a £ menor que 5%.

um dos exemplos. Esta dependéncia da transi¢do sobre a condigao inicial foi observada
numericamente por Branchtein et al. [85] e ambas as solugbes apresentaram o mesmo

comportamento para s >> 1.

5.3.2 Niimero extensivo de conceito

Nesta segdo vamos analisar o caso (@ # 0) com um mimero finito de exemplos. Vamos
iniciar considerando o limite T' = 0. A figura 5.3 mostra € como funcio de s para b = 2
e diferentes valores de a/ag, onde oy = 2/7 é o valor critico acima do qual o sistema
néo reconhece os padrées descorrelacionados [7]. Para pequenos valores de a o erro de
generalizacdo é uma fungdo monotonicamente decrescente de s. Aumentando o, este
comportamento muda e £ apresenta um mdximo para s > 1. Para @ > o, o erro de
generalizacdo atinge um platé com ¢ = 0.5 para s~ < s < s* e em s o sistema passa
suavemente para a fase de generalizacao. Assumindo que para s* > 1, a distribuigdo
binomial de z, pode ser aproximada por uma distribuicdo Gaussiana, encontramos as

seguintes equagGes de recorréncia para m, e m' (ver apéndice A)
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Figura 5.3: O erro de generalizagao ¢ em funcao do niimero de exemplos s para T = 0,
b=02ea/oy=0.01,0.050.1,0.12,0.1479 e 0.2.

my(t+1) = b erf (%) + \/g Ll-lb?é exp (_%i) (5.23)

mi{t+1) = erf(%—) , (5.24)

onde
= by/sm,(t)
T rmm-me (5.25)

Desde que a transicao para afase de generalizacao é continua, podemos expandir a equagio
para m, (na transicdo m, < 1), resultando na seguinte relagio entre os pardmetros o, b
€ s

2[4+ (s - 1)

T ows[l+ (s —1)b] (5.26)

Note que a correlagao b desempenha um papel fundamental no mecanismo de generalizagao

do sistema. Observe também que para s = 1 recuperamos o valor critico ap = 2/m obtido
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em [7]. Da equagao (5.26) é possivel obter as seguintes expressGes para s~ e s*:

1/2
+ (}.'0(1 — bz) O!(]. e b4) 4(}.'0b2
=— 1+ |1 — s . 2
i b (o — @) * 2b%(ap — ) 1 a1+ b?)? (5:27)
O valor de o, no qual surge o plato é
8b?
Qy = —7r(]_ n b2)2 (528)

Para o = ap 0 erro de generalizagao atinge o valor 0.5 em um inico ponto

Sp = , (5.29)

e para o < @, ele nunca atinge o platé (¢ < 0.5). Na figura 5.3 com b = 0.2 obtemos
sp =26 e oy /g = 0.148.

Para s > 1, m! -+ 1 e m,; — b e £ decresce exponencialmente como

1 A?

onde A é dado pela equagio (5.25).

Quando os resultados acima sdo comparados com aqueles obtidos do modelo de Hop-
field para T = 0 [28], observamos algumas novas propriedades. A transicdo para a fase
de generalizagdo é sempre continua e para pequenos valores de s (poucos exemplos) o
comportamento do erro de generalizacgio £ em fungao de s é diferente nos dois limites.
Dependendo do valor de b e «, £ cresce até atingir um méximo ou mesmo um regime de
plato.

Na tabela 5.1 comparamos os valores de € para os dois modelos, obtidos para o = 0.028,
b = 0.4 e diferentes valores de s. Para estes valores, a versio sem diluicio generaliza para
s, = 14 com um erro de generalizagdo £ ~ 0.09, enquanto que o Hopfield diluido atinge
o mesmo valor para s, = 9. Portanto, como acontece no contexto de reconhecimento de

padroes a diluicio também melhora o desempenho do sistema, ou seja, a rede generaliza
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s | Hopfield | Hopfield diluido
10| 0.500 0.1046

20 | 0.500 0.0321

30 0.032 0.0123

40  0.021 4 %1073

50| 0.017 g x 101

Tabela 5.1: O erro de generalizagio ¢ para b = 0.4, o = 0.028 e diferentes valores de s,
para ambos os modelos; Hopfield e Hopfield diluido.

06 — 111 T T T 1

0.4
£
0.2
00T+ T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80
S

Figura 5.4: O erro de generalizagao ¢ em fun¢do do niimero de exemplos s para b = 0.3,
/o =03eT =0.04,04,1.2 e 2.0.

com um ndmero menor de exemplos. E importante ressaltar que, apesar das definigbes
para o a serem diferentes (a = p/C no nosso caso e o = p/N em [28]), eles medem a
mesma quantidade. Note também que os resultados sao todos apresentados em diferentes

unidades de a (oo = 2/7 ~ 0.64 para a versao diluida e ~ 0.138 para o caso nao diluigao).
Seguindo, apresentaremos os resultados para oo e T # 0. A figura 5.4 mostra e vs. s
para a/ap = 0.3, b = 0.3 e diferentes valores de T'. A temperatura desempenha um papel

similar ao pardmetro o no caso T' = 0. Quando T cresce, € passa de um decréscimo mo-
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Figura 5.5: Linhas criticas 7' vs. @ /g separando a fase de generalizagdo (G) da fase de
nao generalizagio (NG) para 50 exemplos, b = 0.3 e b = 0.4. As linhas correspondem a
um erro € = 0.05.

notéuo para um comportamento tipo platd. Em todos os casos analisados neste trabalho,
encontramos que o ruido térmico sempre reduz a habilidade de generaliza¢ao do sistema
ou seja, quando T' cresce é necessdrio apresentar um namero maior de exemplos para que
a rede inicie a generalizagdo. Finalmente, na figura 5.5 mostramos a linha critica 7' versus
a/ap abaixo da qual o sistema é capaz de generalizar com somente 50 exemplos, € menor
que 0.05 e para b = 0.3 ¢ b = 0.4. Como esperado, quando b cresce a fase de generalizagéo

também cresce.

5.4 Simulac¢oes Numéricas

Nesta secao, estudamos através de simulagdes numéricas a habilidade de generalizagio
do modelo para T = 0 e comparamos com os resultados analiticos. As simulagdes foram
realizadas para a/ap = 0.12 e 0.20, para redes com N = 10000 e 20000. O nimero de

conceitos foi sempre p = 2 e a conectividade foi C = 26 para a/ap = 0.12 e C = 16 para

a/ag = 0.20.
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Figura 5.6: O erro de generalizagio € vs. o mimero de exemplos s para b = 0.2 e
afog = 0.12. A linha sélida corresponde as solugdes analiticas. Para as simulagfes
usamos p = 2, C = 26 e N == 10000 {circulos vazios) e 20000 (quadrados cheios).

O algoritimo usado foi o seguinte: inicialmente um conjunto de p conceitos nio cor-
relacionados foi criado. Para cada conceito, um exemplo {s = 1) é gerado e armazenado
na rede. O estado inicial é escolhido como o primeiro conceito e a rede é atualizada em
paralelo durante um ntimero fixo de unidades de tempo, até que as flutuagdes da super-
posi¢io m!! sejam despreziveis (o sistema pode nao alcangar um ponto fixo). Entdo, a
média temporal de £ é calculada sobre 50 unidades de tempo. Seguindo, outro exemplo é
criado (s — s+ 1) e o mesmos passos sao repetidos. Para obter a média configuracional,
este procedimento é repetido para 20 diferentes amostras, usando diferentes conceitos,
exemplos e configuragdes inicias.

Nas figuras 5.6 e 5.7 apresentamos os resultados para a/ap = 0.12 e 0.20, respec-
tivamente. As linhas s6lidas sdo as solugdes das equagGes (5.16) e (5.17) (valida para
C — oo). Note que para valores pequenos de s a simulagio reproduz muito bem os re-
sultados analiticos, mesmo para pequenos sistemas. Quando s cresce, o comportamento
apresenta uma pequena dependéncia sobre o tamanho do sistema. Para s > 1 observamos

uma pequena discrepancia com os dados tedricos, e este comportamento ndo parece ser
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Figura 5.7: O erro de generalizacdo £ vs. o nimero de exemplos s para b = 0.2 e
a /oy = 0.2. A linha sélida corresponde as solugoes analiticas. Para as simulagoes usamos
p=2,C =16 e N = 10000 (circulos vazios) e 20000 (quadrados cheios).

devido ao efeito do tamanho finito. Acreditamos que esta diferenca é devido ao fato que
nesta regiao as simulagbes correspondem a s 3 p, enquanto que os resultados analiticos
sio validos para p > s. De qualquer modo, note que o valor critico de s™ obtido na
simulagao para a/ap = 0.20 (figura 5.7) tende para o valor exato s* = 88 quando N

cresce.

5.5 Conclusoes

Neste capitulo estudamos a habilidade de generalizagio do modelo de Hopfield ultra di-
luido, onde a rede é treinada com exemplos de um dado conjunto de conceitos. Mostramos
que apos um certo nimero de exemplos ter sido treinado, o sistema € capaz de generali-
zar, isto é, de criar um atrator da dindmica com superposi¢ao macroscopica com um dos
conceitos. A dinamica é resolvida exatamente e o comportamento de longo tempo para o
erro de generalizacgio, foi obtido através da evolugao temporal da superposigac m, entre

o estado da rede no tempo t e o primeiro conceito (¢ = 1). Analisamos os casos =0 e
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a#0.

Resumindo nossos resultados, podemos dizer que, além de ser mais realista do ponto
de vista biolégico, o modelo diluido apresenta algumas caracteristicas fundamentais co-
mo instrumento de generalizagdo. Primeiro é que ele generaliza melhor que ¢ modelo de
Hopfield padrdo (sem diluigio), isto &, ele necessita de um nimero menor de exemplos
para classificar corretamente em categorias. Este comportamento é observado tanto para
dindmica com ou sem ruido térmico para a = 0 e a # 0. Outros comportamentos interes-
santes neste modelo sdo que para T = 0 o sistema generaliza para alguns valores de a e que
a inclusdo do ruido diminui a habilidade do sistema como instrumento de generalizacac
( para «, b e s fixos, €(Th) < e(T3) se Ty < Tz2). Podemos enfatizar que este compor-
tamento é consequéncia da escolha das solugoes simétricas do modelo: se considerarmos
as solugoes assimétricas, para a = 0 e para valores de T' num certo intervalo, o sistema
pode facilmente generalizar com poucos exemplos e para temperaturas altas. Também,
para valores pequenos de s e dependendo sobre o valor de @ a curva € X s apresenta um
comportamento diferente: apés um breve decréscimo, € cresce monotonamente até atingir
um méximo ou o platé £ = 0.5 em s = s7, e em § = s 0 erro de generalizacao decresce
exponencialmente.

Por fim, as simula¢bes numeéricas confirmam nossos resultados analiticos.
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Conclusoes

Neste capitulo faremos um resumo dos principais resultados obtidos nesta tese. No
capitulo de introdugio foi feita uma breve apologia ao desenvolvimento da fisica es-
tatistica, ao longo das tltimas décadas, e em particular da teoria dos fenémenos criticos:
seu papel de destaque no surgimento e desenvolvimento de novos modelos e teorias, e suas
contribuicoes, que muitas vezes transcendem o plano académico. Em particular, o estudo
das fungoes do cérebro tornou-se um campo de interesse, consolidando uma nova linha de
pesquisa conhecida como ”Rede de Neurdnios”. No capitulo 1, primeiramente, descreve-
mos de maneira muito simplificada, a biologia de um neurdnio, suas complexas conexoes
sindpticas e o processo de memorizagio e reconhecimento de padrdes por associagao. Nu-
ma segunda parte apresentamos o modelo de Hopfield, e seu tratamento termodinamico e
da dinimica. Apresentamos também os seus principais resultados analiticos e numéricos,
quanto a sua capacidade de armazenamento e reconhecimento de padroes.

Nos capitulos 2 e 3 estudamos, analiticamente e através de simulagoes numéricas,
como sdo afetadas as propriedades do modelo padriao de Hopfield ndo—diluido e diluido
respectivamente, quando incorporamos na dinidmica da rede os periodos refratarios. Este
novo ingrediente bioldgico é adicionado ao PPS na forma de um limiar que depende
do estado do neurénio nos tempos anteriores. No 2 capitulo usamos uma aproximacao
de campo médio (em analogia aos modelos magnéticos), para derivar a equagio auto—
consistente que descreve a superposi¢do m do sistema em funcdo dos parametros T, a e
A. Este tltimo é o pardmetro que ativa este limiar (periodos refratdrios). Para A = 0
estas equagdes reproduzem os resultados obtidos mediante uma analise termodinimica

[6]. Para caso « # 0 a transi¢io entre as fases de reconhecimento e nao reconhecimento é
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sempre de primeira ordem como acontece no caso A = 0, e para o = 0 o diagrama de fase
da figura 2.3 apresenta um ponto tricritico cujos valores sdo T* ~ 0.463 e A* ~ 0.610.
Para A < A* a transicao é de segunda ordem enquanto qgue para A > A* a transicao é
descontinua.

O principal resultado € que o parimetro A, induz o surgimento de atratores cadticos
e periédicos. Contudo, o sistema parece reconhecer principalmente nos regimes de ponto
fixo e ciclos de ordem dois. Somente em uma pequena regiao ¢ sistema reconhece com
ciclos de ordem maior que dois e caos (ciclos maior que 100), mas este reconhecimento
aparece na fronteira para a fase de nao reconhecimento. Um estudo mais detalhado nesta
regido seria interessante para elucidar se a existéncia destes atratores é devido a efeitos
do tamanho finito ou nao. Nas nossas simulagdes, quando aumentamos o tamanho do
sistema, estes atratores nao desaparecem e portanto suspeitamos que eles possam existir
no limite termodinamico.

Na fase de reconhecimento (para A pequeno), o PPS de Hopfield é forte o suficiente
para levar o sistema para atratores estdveis; PF e drbitas periddicas, onde a superposicao
com o padrao memorizado é préximo de 1. Aumentando o parametro A o sistema é
drasticamente afetado, e nestas regides a dindmica é dominada por ciclos de periodos
longos ou trajetorias cadticas.

A simulacao numérica reproduz muito bem os resultados analiticos para valores de
o pequenos, onde a transigao ocorre de ponto fixo (PF) para ciclo de ordem dois (C2).
Ambas as dindmicas (paralela e sequencial) apresentam resultados muito parecidos, mos-
trando que o comportamento oscilatorio deve-se a presencga do termo refratario no campo
local. Finalmente, observamos que somente na transicao a atividade média decresce com
o crescimento do A.

No capitulo 3 estudamos o modelo de Hopfield com diluigao e assimetria nas sinapses.
Neste caso, o limiar que modela os periodos refratarios produz um efeito de realimentacao
sobre a dinamica do sistema. Desenvolvemos um método aproximado que melhora am-
plamente os resultados de campo médio. Este método permitiu estudar o comportamento

dinamico de longo tempo do sistema e obter o diagrama de fase completo do modelo.
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Ao contrério do modelo totalmente conectado (capitulo 2), que para valores grandes de
A desestabiliza completamente os padroes armazenados, na versao ultra diluida verifi-
camos que, para pequenos valores de ¢, o sistema pode reconhecer sempre os padroes,
independentemente do valor de A. Para A grande, na fase de reconhecimento, o sistema
reconhece pobremente as memérias com m =~ 0.5, e apresenta uma forte dependéncia
com a histéria passada dos neurdnios. Nesta regido , a superficie critica em termos dos
pardmetros T, & e A tende a ser constante (ver figura 3.5) com valores assintdticos & = 0
(T* = 0444..) e T = 0 (@* = 0.125...). Os resultados numéricos mostram que os
atratores sao periddicos (ciclo dois) e o valor médio de m concorda muito bem com os
valores obtidos no desenvolvimento analitico (atratores ponto fixo).

Para valores intermedidrios de A, uma inesperada fase de reconhecimento aparece e a
rede pode reconhecer o padrao memorizado com alta e baixa qualidade, dependendo se o
estado inicial estd préximo ou longe da meméria. Nesta regido , o termo de Hopfield (o
sinal) e o termo refratirio competem, dando lugar a estas duas diferentes solugbes. Apesar
de nao esperar bons resultados da nossa aproximagdo, pois as correlagdes temporais sao
importantes nesta regiio , os resultados numéricos predizem qualitativamente bem os
resultados analiticos, mostrando a coexisténcia de fases.

Para A péqueno o efeito de realimentagao nao é muito importante comparado ao termo
de sinal, e para A = 0 (ver figura 3.5) recuperamos o valor ., = 0.636... para T'=0¢e 0
valor 7' == 1 para a = 0 em [7]. Nesta regido os resultados analiticos reproduzem muito
bem os resultados numéricos (ver figura 3.6). A transicdo para a fase com m = 0 é sempre
de segunda ordem, e dentro da fase de reconhecimento a transigio para o regime no qual
o0 sistema reconhece com alta ou baixa qualidade as memdrias, é de primeira ordem.

Para valores pequenos de ¢ ¢ para A grande, apesar da baixa qualidade no reconheci-
mento, as bacias de atragao sao robustas e o sistema apresenta estados espirios simétricos
ou assimétricos de memorias, que desaparecem com c. E importante destacar que neste
estudo estamos modelando simultaneamente trés ingredientes biolégicos verificados expe-
rimentalmente.

Na regido para A grande, dado que as contribuigdes para a superposicao deve-se aos

111



estados comt § = —1 (m =~ 1/2 para atividade inicial 1/2), um estudo do modelo com
baixa atividade deve melhorar o reconhecimento. Como a atividade dos neurénios pode
ser implementada diretamente na distribuicao dos £, este modelo pode ser resolvido
usando um desenvolvimento analitico [87].

No capitulo 4, usamos o método de propagacio de dano para estudar a natureza dos
atratores de reconhecimento do modelo de Hopfield diluido e assimétrico. O comporta-
mento dinimico foi obtido através de simulagoes numéricas sujeitas a condicdo menos
restritiva C << N (em comparagio ao regime ultra diluido C << InN) e para T = 0.
Calculamos a distancia de Hamming final entre duas réplicas, inicialmente préximas entre
si e ambas correlacionadas com um unico padrao, e a superposi¢ao do estado do sistema
com este padrao, em fungao de a. Neste regime C << N, embora o sistema apresente as
mesmas propriedades de reconhecimento que no regime ultra diluido, do ponto de vista
dindmico o sistema apresenta uma nova transicao (dentro da fase de reconhecimento) no
qual o sistema passa de atratores ponto fixo para atratores cadticos. Observamos que a
transicao dindmica depende somente da conectividade C e isto sugere que a existencia
de atratores ponto fixo nao é uma consequéncia do efeito de tamanho do sistema. Por
outro lado, a existéncia de ciclos finitos parece depender do tamanho N e que, para
N — oo, acreditamos que o sistemna apresente uma transi¢ao dinimica caos—ponto fixo
sem apresentar ciclos. O mesmo comportamento ocorre quando fixamos /N e aumentamos
a conectividade. Neste caso, como mostrado na figura 4.3, o estreitamento da janela onde
coexistem atratores PF (ponto fixo), CF (ciclos de periodos finitos menores que 100) e
Caos ( atratores ca6ticos, ou ciclos de perfodo maior que 100), ocorre devido ao prolonga-
mento da janela dos atratores cadticos sobre as regides de coexisténcia de atratores ciclicos
e de ponto fixo. HEste comportamento nao era esperado ja que aumentando a conectividade
estamos indo na direcdo do modele de Hopfield nao dilufdo, ou seja, a regiao de atratores
ponto fixo, ao contrario, deveria crescer. Um estudo mais detalhado sobre a dependéncia
da conectividade C e o tamanho N do sistema seria interessante para entender como se
da a transicio do modeclo diluido para a outra fronteira, no caso, o modelo totalmente

conectado (Hopfield).
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Introduzimos um novo campo externo h, ja estudado em automatos celulares e modelos
magnéticos, ¢ mostramos que ele é o conjugado do pardmetro de ordem dindmico dh (ver
figura 4.4). Verificamos que para qualquer valor arbitrario 2 # 0, o dh é sempre diferente
de zero, e que este campo nao afeta a fase de reconhecimento, ou seja 0 m. Para um valor
fixo de C, a susceptibilidade associada ao dano apresenta uma pico que tende a divergir em
aq (0 valor de o da transicio dindmica cadtica—ndo cadtica), que independe do tamanho
do sistema, e para N fixo e aumentando C, observamos que g depende da conectividade.
No limite para C muito grande, com C << N esperamos que &g — 0 como no caso
ultra diluido (os atratores de reconhecimento sdo cadticos). Este campo é de validade
geral, podendo ser utilizado em diferentes modelos deterministicos, e é apropriado para
determinar com certa precisao os valores criticos das transigoes dindmicas.

No capitulo 5 estudamos a habilidade de generalizacio (categorizagdo) do modelo de
Hopfield ultra diluido, onde a rede é treinada com exemplos de um dado conjunto de
conceitos. Apés um certo ntimero de exemplos ter sido apresentado, o sistema é capaz
de generalizar, isto é, de criar um atrator da dinidmica com superposicao macroscopica
com um dos conceitos, sem que este apareca explicitamente na regra de aprendizado.
A dinimica é resolvida exatamente, e o comportamento de longo tempo para o erro de
generalizagao € é obtido em fungao da superposicio my (5.17) entre o estado da rede e o
primeiro conceito (¢ = 1). Analisamos os casos o =0 e a # 0.

O modelo diluido, além de ser mais realista do pontc de vista bioldgico, apresenta
algumas caracteristicas fundamentais como instrumento de generalizacdo. Comparado
com o modelo totalmente conectado, ele generaliza melhor, isto é, ele necessita de um
ntimero menor de exemplos para classificar corretamente uma dada categoria. Este com-
portamento é observado para todos os casos analisados. Observamos que a inclusao do
ruido diminui a capacidade do sistema para generalizar, ou seja, para a capacidade de
armazenamento (), o nimero de exemplos (s) e o parametro de correlagdo (b) fixos, o
erro de generalizacio £(T1) < (Ti) se Ty < T. Este comportamento é consequéncia
da escolha das solugGes simétricas do modelo; se considerarmos as solugoes assimétricas,

para o = 0 e para valores de T num certo intervalo, o sistema pode facilmente generalizar
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com poucos exemplos e para temperaturas altas. Também, para valores pequenos de s e
dependendo sobre o valor de & e do T, as curvas € x s {ver figuras 5.3 e 5.4) apresentam
um comportamento diferente; apés um breve decréscimo, £ cresce monotonamente até
atingir nm méximo ou o platé ¢ = 0.5 em 8 = 57, e em 8 = sto erro de generalizagio
decresce exponencialmente.

Os resultados obtidos da simulagio nuinérica confirmam os nossos resultados analiticos.
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Apéndice A

Calculo da Dinamica do Modelo de

Hopfield Diluido e Assimétrico

A.1 Reconhecimento de Padroes

Vamos encontrar a equagao de recorréncia para a superposicio do sistema com o padrao
i = 1, que permite estudar as propriedades do Modelo de Hopfield diluido e assimétrico,
validas para todo tempo t. Vamos partir da equagdo (1.23). O primeiro passo é calcular o
valor de m(t = 1) em fung¢do do m(t = 0), para posteriormente generalizarmos para todo

tempo {.

m=1) = =Y E(Sit=1) = (&St =1))

i=1

(=), w

onde a média {...) é no ruido térmico a temperatura T} e sobre as condicdes iniciais, e

{{...)) é a média sobre as varidveis £. O termo &} h;(t = 0) é dado por:

k
& hi(t=0)=) &, S;,(t=0)+€ Rt =0). (A.2)
jr?‘—'?:
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O Ry é o ruido devido as memorias ndo correlacionadas (u # 1), e é dado pela expressdo:

kP
Rit=0)=2 > &&. 5;.(t=0). (A.3)
Gri w1
Os dois termos da equagio (A.2) sdo somas de k e k(p—1) termos respectivamente podendo
valer £1. Seja n o mimero de termos negativos na primeira soma e s o nimero de termos

negativos na segunda soma. A expressao para o campo local pode tomar valores:
E hi(t=0) = k—2n+Ek(p—1)— 25 = kp—2(n+5s),

onden=20,1,...,kes=0,1,...,k(p—1). Se no tempo ¢t =0 a configuragao inicial do
sistema estd correlacionada com a primeira memdria, a probabilidade P, de .5;, f}r ser =1
é:

(1 + mg)

5 , (A.4)

P.(S;, €} £1) =

onde mp = m(t = 0). Dado que a configuragao inicial esta correlacionada com o primeiro

padrao, a probabilidade de ter n termos negativos na primeira soma é dada por

k E Y (14 mp)™ (1 - mp)"

F(n)=)_ ) Qk( ! ' (A-5)
n=0 n

Para a segunda soma o cdlculo da probabilidade é mais simples, pois a configuracao inicial

nio estd correlacionada com as memdrias restantes (p # 1). Assim, a probabilidade de

ter s termos negativos na segunda soma é

e (kp-1) ) 1
P,-(S) = sgﬂ . m . (AG)
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Como em t = 0 as duas somas sao independentes, a probabilidade total estd dada pela

expressao:
E oMo D g [gp—1) ) [ &
P(n,s) = Z}] z{:} 7 ) (1+mo)*™ (1 — mo)" . (A7)
n= 8= k1]

Usando (A.7) podemos reescrever a equagdo (A.1) na forma:

mt =1) = ;Zj% P,(k) P,(n,s) tanh (W) , (A.8)

onde P,,(k) é a probabilidade do neuronio ¢ estd conectado a & outros neuronios apés a

diluigao
N C k C N-k
P(k) = (,,.) (1,,_) , (A.9)
k N N
onde
N N!

| KV -K)

Tomando o limite N — oo o F,(k) torna-se uma distribui¢do de Poisson, cuja expressao

estd dada por:
Cke—C
P.(k) ~ o

(A.10)

A generalizagdo da equacao (A.8) para tempos quaisquer, s6 é possivel desde que
possamos garantir que as correlagdes entre os S;, na expressdo do campo local (A.2)

sejam nulas, ou seja:
e que nao exista circuitos fechados entre os neurdnios;

s ¢ que todos os neurdnios sejam independentes para todo tempo ¢ com probabilidade
1 (cada um dos neurdnios tenha sua prépria drvore de ancestrais independente das

drvores dos demais).
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As condicoes acima serao satisfeitas se:

C<<IniN.

Desta forma, a expressio (A.8) pode ser generalizada para tempos arbitrarios:

m(t+1) = f(m(t)) = g le—,_- Py(n, 5) tanh (-’51-’:-;—:—11-2—3) . (A11)

Devido a impossibilidade de realizar esta soma, vamos nos limitar ao caso particular

C = oo.

A.1.1 Limite de conectividade infinita

Apés tomar o limite termodinamico, toma-se os limites C e p —» oc com a = (p— 1)/C.
Nestes limites a expressao do campo local (A.2) é uma soma de infinitas varidveis aleatérias
independentes. Pelo teorema do limite central esta soma pode ser representada por uma
distribuicao gaussiana com média C'm e variancia dada pela soma das variancias de cada

termo (o termo de rufdo tem média nula).

C
(€ (D) = g(&*,sj,(t)) =Omf(t)

e a variancia o2 é dada por
o = {(&h())?) — &) = Clp—1) = CPer.

Usando a representacio Gaussiana, a equagao para a superposicao m(t + 1) é dada pela

seguinte expressao:

m{t+1) = \/21,”_0 .[_D:o dz e~ %% tanh (%) , (A.12)
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onde ¢ == 1/aC. Por tltimo, fazendo a transformacio

z — Cm(t)

2=
obtemos a equacado (1.32) dada no capitulo 1.
m(t+1)= [ Dztanh g (m(t) + 2va) , (A.13)

onde T'= 37! & a temperatura generalizada 7' = T /C e

dz exp (—2*/2)

Dz =
z v 2T

A.2 Generalizacao

A equacdo do campo local definido em (5.12) pode ser escrita como:

hi(t) = Z, i g, () + Z Zg*"’ Z £ 8. ( (A.14)

p>1p=1
onde Z, = Y3, &% Os dois termos acima, sdo somas de ks e ks(p — 1) termos,

onde cada um pode valer £1. Seja n e m o nlmero de termos negativos de cada soma

respectivamente. O campo local h;(t) pode ser expresso na forma:
hi(ty =Z, (k—2n) + ks(p 1) —2m. (A.15)

Como a configuracio inicial estd correlacionada com o v—ésimo exemplo do primeiro con-
ceito (4 = 1), a probabilidade P, (£;, = +5;,) é igual (14m;)/2, onde m;, = m;, = m;, =
. = my (solugdo simétrica). As probabilidades de ter n termos negativos na primeira

soma e m termos negativos na segunda sao dadas respectivamente por:

k k m k—n — T, n
P(n) =Y -+ )Qk(l ) ;

n=0 n

(A.16)
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ks(p—1) ks(p —
P(m)= 3 ( (I:n 1))55;(1—1). (A.17)

m=0
Inserindo a expressio do campo local (A.14) em (5.10) e (5.11), obtemos as seguintes

equagoes de recorréncias para as superposigoes do estado do sistema com os exemplos e o

primeiro conceito respectivamente:

<<z san h( Qn) +;:(p— ) ~2m)>> (A.18)

00 k ks(p-1) s(p —
i) = 3 gty 2 (""’) ('“ v ”) (1+m) (1 —m)" x

k= n=0 m=0 n

<<§} tanh (ZS(’“ = 2n) +;f:(p i 2m) >> . (A.19)

Aqui, j4 tomamos o limite termodindmico e realizamos a média sobre todas as possiveis

conectividades & do neurénio ¢ (o F,(k) estd dado pela equagdo (A.10) }, e estamos
supondo que as correlagbes entre os termos S;, do campo local (A.14) sdo nulas para todo
tempo ¢, ou seja, que a condigio (C << InN) é satisfeita. A média ({...)) é sobre os £”
e &l

Seja Pp(Z; = s—2l) (I =0,1,...,5) a probabilidade de Z; ter I termos negativos.
Usando a distribuicio de probabilidade dos £ definida em (5.2) obtemos para F,(Z;)

Pz =3 U O (420

Substituindo a expressao acima em (A.18) e (A.19) e por Gltimo realizando a média sobre
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os &1, obtemos as equagdes (5.13) e (5.14) do capitulo 5.

onde

8 k ks(p—1)

ms(t+1) = # i 3 Y (s-2) Ff.(sb) x

k=0 I=0 n=0 wm=0

tanh [3,((s — 2}(k — 2n) + ks(p — 1) — 2m)] (A.21)

1 s k ks{p—l)

mit+1) = o i DX D Foulsh) x

k=0 =0 n=0 wm=0

tanh |B,((s — 20)(k — 2n) + ks(p — 1) — 2m)] (A.22)

P Ok e—C L k ks(p—1) y
kmn k! 9k(sp—s+1} I n m

(L + ma()F ™ (L —my(&)"] [(L+B) (=0 + (1 —b) (1+8)].(A.23)

Fazendo s = 1 e b = 1, nas equagbes acima, obtem-se a equagio para o m(t + 1) no

contexto de reconhecimento de padroes (A.11) [7].

A.2.1 Limite de conectividade infinita

Este limite segue o mesmo desenvolvimento da se¢io anterior. Mantendo o s finito e

para C e p — oo com e = (p — 1)/C, o segundo termo da expressio do campo local

(A.14) é uma soma de infinitas varidveis aleatérias independentes. Pelo teorema do limite

central esta soma pode ser representada por uma distribuicao Gaussiana com meédia nula

e variancia dada por

P s k

’V’ f

w = (5 S S g s,08,0)
' >1 v aq

= C?as+C’as(s— 1)b*, (A.24)
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onde o tltimo termo (C2as(s— 1)b*) é devido as correlagdes entre exemplos de um mesmo
conceito. A distribuigao de probabilidade para o campo local é portanto a distribuicao

Gaussiana deslocada em Z, Cm/(t):

, (A.25)

onde usamos
c
: 1
Jim  Z, 2:1 £ S, () = Z, Cm(t) .
q:
Usando a distribui¢do binomial para o Z; e por ultimo realizando a média sobre as varidveis

{€}, obtem-se as equagdes (5.16) e (5.17) da capitulo 5.

ms(t +1) = % Z G (s,b) (s —20) f Dy tanh [B((s — 2)m,(t) + Visy)|  (A.26)
=0

mit+1)= 8 Gy (s, b) f Dy tanh [B((s — 21)m,(t) + V'sy)] (A.27)

=0

onde T = 7! = Ty/C é a temperatura reduzida, Dy é dado por

_ dyexp (—1*/2)

Dy Wor ;
o ¢ definido como:
o =a [1+(s— 1) , (A.28)
¢
GE(s,b) = 2;1 ( j) [(L4+b) (L=~ + (L—b) (L) . (A.29)

A.2.2 Numero extensivo de conceitos

Nesta secao vamos obter as equagdes (5.23) e (5.24) do capitulo 5. Primeiro vamos olhar
o caso em que um grande nimero de exemplos sao apresentados a rede. Para s >> 1,

a distribuicio binimial do Z, pode ser aproximada por uma distribuicdo Gaussiana cuja
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média é dada por

(Z) = (€ = X &b = selb, (A.30)

onde usamos a distribui¢ao do £* dado em (5.2). A variancia é definida como:

02 ={(Z)*) —{(Z,)> =5—sb. (A.31)

L

Desta forma, as superposicoes ms(t + 1) e m! (¢t + 1) sio dadas pelas equagdes:

ms(t+l):3\[21?68<</ dr e ST, /thanhﬂmm3+\/—sz)>> (A.32)
ml(t+1)=\/2_1ws << /dﬂ:e . /thanhﬂxms+\/—z)>>. (A.33)

Fazendo a transformagio
_x —sb¢!

T

e por ultimo realizando a média sobre o £; encontramos:

ms(t+1) = %[/DQDZ {(\fl—/y+b)tanh{®+g?’z)] +

(VLy — b) tanh [W] } (A.34)
e ml(t-l—l):% [ [ Dy Dz {tanh[®+g§”z)J —tanhle_g’f’z)” , (A.35)
onde

Oy, 2) = sms(V Ly +b) + Vo sz,

o' & dada em (A.28) e
(-

5

L=
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No limite T — 0 é necessario usar as seguintes identidades para calcular as integrais

das equacOes acima:

: o dzexp(—2%/2) az+b) b
%1_% . Jon tanh 7 = erf | —=—

onde a funcéo erro foi definida em (1.7),

w dzexp (—z2/2) B b

2 _2 - b!cﬁ
o0 B I <l el (a2+c2)
[e B satonsn =5 sy

As equagdes resultantes deste limite sao

ms(t+1) =berf (%) + % QMTZZ)—A exp (———A;—) (A.36)
m'(t+1) = erf (—%) , (A.37)
- A= by/oms ¢) (A.38)

e mi)A - )P
Para determinar a equacio critica em funcao dos parametros o, b e s, vamos expandir

a funcio erro da equacio (A.36), que para valores pequenos do argumento

at(Z)= ()" s @pomem).

Na transicio para a fase de generalizagdo m; << 1. Em primeira ordem de m, obtemos:

e (B0 ()

il
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E facil verificar que esta equacio produz o seguinte resultado

214+ (s—1))?
s[4+ (s— L)Y

(A.40)

que corresponde a equagao (5.26) do capitulo 5.
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