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Resumo L

Teoria da Gravitacao no Espaco-tempo de Weyl Integravel

No presente trabalho consideramos o espago-tempo tetra-dimensional representado por
uma geometria de Weyl integravel (WIST), caracterizada através do tensor métrico e do
campo escalar de origem geométrica, e estudamos algumas aplicagoes bdsicas dentro da
teoria da gravitagdo. Para isso, expomos brevemente o cenario de idéias fisicas que dao
marco a nosso trabalho entre outras teorias alternativas a Teoria da Relatividade Geral
(TRG). Depois, apresentamos os fundamentos ¢ propriedades da geometria de Weyl in-
tegravel. Discutimos o formalismo Lagrangiano e escolhemos o tipo de acoplamento entre
a gravitagdo e os campos nio-geométricos. Utilizando o formalismo Lagrangiano deter-
minado, obtemos as equagdes de movimento para a geometria e os campos externos ou
distribuigdo de matéria, nos casos de vazio, campo eletromagnético, campo escalar ex-
terno, e fluido perfeito. Considerando simetria esférica, encontramos solugoes estaticas
para alguns desses casos, e estudamos suas singularidades no escalar de curvatura e os ho-
rizontes de eventos. Também, aplicamos a estrutura de WIST a um modelo cosmolégico
homogéneo e isotrépico com fluido perfeito, e caracterizamos as diferentes familias de
solugdes cosmoldgicas através da andlise qualitativa de sistemas dindmicos. Por dltimo,
fazemos um estudo do colapso gravitacional para alguns casos simplificados de corpos
esféricos com geometria de Weyl integravel. Em cada aplicagac examinamos as con-
seqiiéncias da nova estrutura geométrica em relagio & geometria convencional da TRG. A
presenca do campo escalar de origem puramente geométrico permite a existéncia de novas
solugdes tanto no caso estdtico como nos modelos dindmicos. Finalmente, apresentamos
as conclucdes a respeito dos resultados obtidos, e damos uma perspectiva de suas futuras

aplicagdes.
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Summary

Theory of Gravitation in Weyl Integrable Space-time

In the present work we consider the space-time four-dimensional represented by a
Weyl integrable geometry (WIST), caracterized by the metric tensor and the scalar field
of geometric nature, and we estudy some basic applications in the theory of gravitation.
In order of that, we expose briefly the scenario of physic ideas that gives frame to our
work between others alternative theortes of the General Relativity Theory (GRT). After
that, we present the fundamentals and properties of the Weyl integrable geometry. We
discuss the Lagrangian formalism and we choose the type of coupling between the gravity
and the no-geometric fields. Using the determined Lagrangian formalism, we obtain the
equations of motion for the geometry and the external fields or matter distribution, in the
cases of vacuum, electromagnetic field, scalar external field, and perfect fluid. Considering
spherical symmetry, we find static solutions for some of those cases, and we study their
singularities in the scalar of curvature and the horizons of events. Also, we apply the
WIST structure to an homogeneous and isotropic cosmological model with perfect fluid,
and we caraterize the different families of cosmological solutions by the quahtative analysis
of dynamic systems. At last, we do a study of gravitational colapse for some simplified
cases of spherical bodies with Weyl integrable geometry. In each applhcation we examine
the consequences of the new geometric struture in relation to the conventional geometry
of GRT. The presence of the scalar field of purely geometric origin permits the existence
of new solutions, so in the static case as in the dinamic models. Finally, we present the
conclusions in respect of the obtained results, and we give a perspective of their future

applications.
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Introducao B

Contexto de Idéias

A esséncia de uma teoria fisica expressada em forma matemética é a identificacio dos
conceitos matematicos com certas quantidades fisicas mensuraveis, O meio com que a
CGravitacdo e a Cosmologia Contemporaneas realizam esta identificacado constitui o ambito
de 1déias em que se desenvolve a presente tese.

Para ter uma no¢ao do que envolve um determinado contexto de idéias, € importante
considerar o panorama histérico do pensamento cientifico que leva até suas origens. Entao,
¢ de nosso interesse mostrar os principais pilares da concepcao clentifica surgidos durante
este século.

Até o inicio do século XX, o modelo fisico vigente baseava-se na teoria Newtoniana, em
acordo com a qual o mundo era visto como um elemento fisicamemte descritivel, analizavel
e predizivel com total precisao. Numerosas eram as evidéncias experimentais que consol-
idavam o sucesso desse pensamento classico. Nao obstante, todas elas restringiam-se as
escalas “humanas”, desde magnitudes de bolas de bilhar até dimensdes correspondentes
ao movimento de planetas em nosso sistema solar. Assim, cerfos fendmenos descobertos
a nivel da estrutura atomica da matéria (por exemplo, a catdstrofe ultravioleta), e ex-
perimentos envolvendo grandes velocidades, perto da velocidade da luz (por exemplo, a
experiéncia de Michelson e Morley), surgiram como a constatagao de que uma profunda
transformacao dos principios classicos devia ser efetivada.

Como produto desta radical revisao, aparecem novas lirhas de pensamento clenti-



fico. Assim, surge a Teoria Quantica que explica os acontecimentos microscopicos, a
nivel atomico, através de quantidades discontinuas e em acordo com wm principio de
incerteza que limita a precisio de qualquer experiéncia, enquanto o mundo das grandes
escalas de tempo e espago, e de enormes velocidades passa a ser o ambito da Teoria da
- Relatividade de Einstein (TR) [93], baseada na invaridncia das leis fisicas sob a mudanga
do observador. Na TR, os conceitos massa e energia tornam-se equivalentes, e as interagoes
instantaneas das forgas mecanicas de Newton sao substituidas pelo conceito de interagao
a velocidade finita, nao superior & velocidade da luz. Juntamente, o espaco Euclideano e
o tempo absoluto, considerados pela teoria classica como as componentes independentes
do cenario de fundo dos fendémenos fisicos, sdo substituidos na TR pelo espago-tempo de
quatro dimensoes, ndo-Fuclideano, em interagdo direta com o seu conteddo material ou
de energia.

Na auséncia de gravitagao, segundo a TR, o espaco-tempo é representado por uma
geometria plana de Minskowski, e os fendmenos fisicos sao descritos pelas leis da Teoria
da Relatividade Especial (TRE).

O marco teérico dado pela TRE também extende-se como valido para o espago-
tempo com campos gravitacionais uniformes. Neste ponto aparecem dois pilares da teora
da gravitagio de Einstein: o Principio de Equivaléncia Fraco {(PEFr) e o Principio de
Equivaléncia Forte (PEFo). O primeiro principio (PEFr) considera que, para um ob-
servador arbitrario, o efeito de um campo gravitatétrio uniforme é equivalente a uma
aceleracao em relagao a um sistema de referéncia inercial. Em outras palavras, sempre
é possivel definir um sistema de referéncia inercial em queda livre dentro de um campo
gravitacional uniforme. Tsto da a possibilidade de descrever o espago-tempo localmente
(onde a gravitagao é uniforme) através de um sistema inercial da TRE. O PEFo vai além
do PEFr, pois faz uma extensio as leis de todas as outras forgas da natureza, postulando
que num sistema de referéncia inercial em queda livre, todas as leis fisicas sdo idénticas

as dadas na TRE.

Com estes argumentos tedricos sdo descritos com sucesso os fendmenos denominados



“locais”, no sentido de que as magnitudes espago-temporais envolvidas sdo o suficiente-
mente pequenas como para considerar a gravidade actuante como um campo uniforme.
Por exemplo, a TRE descreve com precisao as experiéncias referentes a agao do campo
gravitacional terrestre que sao realizadas sobre a superficie da Terra. Nao obstante, a
validade dos Principios de Equivaléncia pode ser discutida. Em principio, a variagao do
campo gravitacional pode ser detetada numa regido do espago-tempo, ainda que esta seja
muito pequena, bastando ter um instrumento de medida o suficientemente senssivel. Em
consequéncia, poderiamos dizer que a uniformidade do campo gravitacional na natureza
pode ser garantida unicamente se reduzimos o dominio a um ponto do espago-tempo.

Na presenga de campos gravitacionais ndo-uniformes, a Teoria da Relatividade Geral
de Einstein (TRG) vincula os conceitos geométricos que descrevem o espago-tempo com
os efeitos da gravitagdo no mundo fisico. A presenga da gravitagdo provoca, em acordo
com a TRG, a curvatura do espago-tempo. Gravitagdo equivale a geometria, e gravitagao
é gerada por qualquer tipo de massa ou distribui¢do de energia presente no espago-tempo.
Esta idéia elegante e genial tal vez foi inspirada a Einstein pela universalidade comprovada
da forca gravitatéria [28]. A partir dela, conclui-se que os fenomenos a grandes escalas,
ou o universo ndo podem ser descritos globalmente (sim localmente) por um sistema
de referéncia Minskowskiano da TRE. O espago-tempo curve deve ser representado por
uma geometria nao-FKuclideana, Riemanniana, que vai ser determinada a posteriori por um
observador arbitriario. A TRG prediz com sucesso as correcdes a teor:a Newtoniana no que
respeita as experiéncias em nosso sistema solar (sucesso da solugao estatica esfericamente
simétrica de Schwarschild [18]) [65].

A TRG aplicada a descrigao do cosmos, ou do Universo como um todo, é a disciplina
cientifica denominada Cosmologia. Conceitos fisicos e astrondmicos combinam-se para
definir as caracteristicas do Universo e as regras que regem na sua evolucao.

Rapidamente, os avangos na astronomia observacional ofereceram resultados que con-
solidaram a idéia de um Universo dinamico, de enormes dimensoes, e em estado de es-

pansdo [43]. Em conseqliéncia, os modelos cosmoldgicos em acordo com essas observagoes,



deduzem a histdria passada através de uma visdo retrospectiva. A medida que nos deslo-
camos ao passado, o cosmos se contrairia até chegar, num instante determinado, a um
unico ponto. Esse ponto seria o micio de foda a existéncia e denomina-se “singularidade
inicial”.

Posteriormente, nos anos 30, dentro do modelo singular, foram desenvolvidos os mo-
delos espacialmente homogéneos e isotrépicos que estdo em acordo com as observagdes, e
que levam o nome de seus principais autores, Friedmann-Robertson-Walker (FRW) [17].

Seguindo, ja nos 40, a Fisica Nuclear e a Fisica das Particulas Elementares descrevem
a evolugao termodindmica do modelo singular e a sintese primordial dos elementos [33],
predizendo certas caracteristicas actuais do universo que habitamos (por exemplo, a ra-
diagdo térmica de fundo de 3K). Mais tarde, nas décadas posteriores, essas predigdes
foram confirmadas observacionalmente [77], levando a estabelecer firmemente o denomi-
nado Modelo Padrac (MP) da Cosmologia, ou Modelo de “Big-Bang”, ou da Grande
Explosao Quente.

Nao obstante o sucesso disfrutado pelo MP durante a década dos ’70, ele apresenta
sérios problemas conceituais e filoséficos. Os principais questionamentos sao respeito da

“problema da

singnlaridade inicial e dos primeiros estagios da evolugdo. De acordo com o
singularidade inicial”, resulta dificil, ou extremamente simplista, aceitar a presenca de um
instante no passado, anteriormente ao qual nada existia, e a partir do qual surge, expon-
taneamente, toda a energia, tempo e espaco que atualmente constituem nosso universo.
Em realgio as etapas préximas a singularidade inicial; as teorias de unificagao da Fisica
de Particulas Elementares impdem uma descrigdo com interagoes mais complicada que as
consideradas pelo MP. Também, existe o “problema sobre a homogeneidade e a isotropia”
que hoje observamos, pois nao deveriam ser propriedades impostas aos instantes imediatos
apbs a singularidade inicial, nada indica que assim acontega e as pequenas dimensoes e
gigantescas energias em jogo naqueles momentos néo as favorecem. Por outro lado, para

explicar as caracteristicas atuais do cosmos, sao requeridos dados extremamente precisos

sobre os estados iniciais do MP, isto se conhece como “problema das condicdes iniciais”.



Assim aparece, entre outros, o “problema sobre a formacio das estruturas”, pois o MP
nao apresenta um mecanismo adequado para explicar a origem, evolugio e caracteristicas
das estruturas em pequena escala, como por exemplo as galaxias.

Com base no conjunto de questionamentos basicos mencionados, € seguindo a natureza
prépria de todo. modelo cientifico [71], a TRG e o MP comegaram.a.ser pensados, espe-
clalmente a partir da década passada [27], como modelos superiveis, aperfeigodveis e sub-
stituiveis por outras tecrias alternativas da gravitagio e da Cosmologia. As linhas teéricas
alternativas a TRG surgem formando um amplo espectro de idéias novas que evoluem
constantemente, e muitas vezes se conetam entre si gerando, a sua vez, outros possiveis
caminhos para o desenvolvimento da teoria da gravitagao e de suas aplicagoes. Pode-
mos dizer que 1sto é uma carateristica natural da histéria de todo pensamento cientifico,
acionado pela constante necessidade de superar o modelo estabelecido. Entdo, podemos
dizer que uma base comum a toda nova proposta tedrica vai ser a violagao de uma ou
varias hipdteses ou postulados das teorias convencionais, pois objetivam evitar os proble-
mas que aquelas padecem.

Assim, a seguir mencionaremos algumas das principais linhas tedricas alternativas,
comegando por aqueias que tem sua origem nas idéias de Unificagao das Interagbes Fun-
damentais (interagio fraca, forte, eletromagnética e gravitatéria). Alguns destes modeios
sdo inspirados nos trabalhos com mais de quatro dimensées iniciados por Kaluza [45] na
primeira metade do século, e continuados por Klein [48], por Einstein e Bergmann [24], e
mais tarde por De Witt [19], abrindo uma longa seqiéncia de trabalhos [78.

As teorias de Unificagao foram muito estimuladas pelos sucessos dos modelos unificados
em Fisica de Particulas Elementares (53, 87|. Na atualidade, sdo varios os campos de
acdo dentro das teorias multidimensionais [56], entre outras mencionamos supergravidade
[26, 66, 101], e supercordas.

Outro cenario alternativo frutifero é o formado pelas Teorias com Defeitos Topolégicos
[47], entre as quais se destaca a teoria de cordas (“strings™) [11].

Por outro lado, podemos agrupar algumas das novas teorias dentro da Teoria Quantica



da Gravitagio [102], considerada ainda uma area bastante ambigiia e especulativa. Sua
aplicagao ao estudo do cosmos denomina-se Cosmologia Quantica [81].

Sem divida, uma das concepgoes tedricas mais fortes dos 1iltimos anos € a representada
pelos modelos inflaciondrios [54]| que aparecem em varias das teorias alternativas. Esses
modelos incluem uma etapa cosmoldgica particular (de inflagdo) que permite resolver
alguns dos problemas do MP explicando consistentemente varias caracteristicas atuais do
Universo.

Muitas das teorias mencionadas tem seu vinculo com uma ampla familia conhecida
como Teorias Escalar-Tensoriais. Esta drea é de nosso particular interesse, e tem uma
longa histéria que se inicia com o trabalho de Brans e Dicke em 1961 [12]. Nesta famfilia
de teorias, o usual tensor métrico da TRG coexiste junto a um ou varios campos escalares
de longo alcance. Em busca de explicagoes a processos fisicos nos regimes de fortes carmpos
gravitacionais, as teorias escalar-tensorials conseguem resolver bastante satisfatoriamente
alguns dos questionamentos feitos ao MP, um exemplo disto sao os modelos inflacionarios
[1]. Estas teorias sdo a mostra do grande potencial que oferece a introducdo de campos
escalares nas teorias bdsicas, ndo obstante, ainda muitas guestdes estdo por ser resolvidas.
Num nivel fundamental, existe o problema da natureza fisica do campo escalar de longo
alcance, o qual nio pode ser nenhum campo de Higgs conhecido o campo de gauge das
teorias de grande unificacao [10|. Nao obstante alguns modelos resolvem com sucesso este
ponto, por exemplo, os modelos surgidos a partir das teorias multidimencionais [36] onde o
fator de escala extradimensional gera o campo escalar. A teoria de cordas também explica
a presenga do campo escalar ou dilaton [34] através da aproximagao a baixas energias.
Qutras teorias bem sucedidas neste sentido sdo certas teorias nédo-Riemannianas (teoria
com geometria de Weyl integravel [15]) onde o campo escalar ¢ de natureza puramente
geométrica. KEsta tltima alternativa é o ambito tedrico onde se desenvolve o presente
trabalho.

As teorias ndao-Riemannianas se caracterizam por representar o espago-tempo por uma

geometria nao-Euclideana, diferente da geometria de Riemann considerada pela TRG. Por



exemplo, 0 espago-temnpo ¢ definido como uma variedade nao-métrica, onde a geometria é
dada ndo apenas pelo tensor métrico (que mede a distdncia entre dois pontos do espago-
tempo), senao que também é determinada por outro elemento geométrico, fundamental
e independente, denominado “conexdo afim” (que determina o deslocamento paralelo dos
.. .vetores no espaco-tempo). O principio basico deste.tipo de teorias é a independéncia entre
uma determinada métrica e a conexdo afim do espago-tempo, qualquer restricao a ela é
considerada equivalente a tomar hipoteses adicionais e postulados que restringem a prior:
os fenomenos fisicos.

Por outro lado, as teorias nao-Riemannianas fazem parte das modificagoes da TRG
com bases nas teorias de gauge que procuram a unificagdo da gravitagdo com as outras
forcas fundamentais. N&o obstante os numerosos esforgos, ainda nao exite uma prova
satisfatéria de que a TRG seja uma teoria de gauge. Em oposigao, as teorias com conexoes
nao-métricas parecem nao apresentar essa restri¢do, pois o campo das conexdes jogaria o
papel do campo de gauge [41].

QOutro grupo de teorias alternativas apresenta acoplamentos mais complexos que a
TRG entre a gravitagdo e os outros campos fisicos. Isto foi motivado em parte pe-
los modelos das Fisica de Particulas Elementares. O acoplamento “nao-minimo” com a
gravitagio produz modificacdes fundamentais nas propriedades da matéria e do campo
gravitacional, como por exemplo, violagdo das condigdes de energia e conseqiente modelos
cosmolégicos nao-singulares. Além disso, por combinag8o da interagdo nio-minima e do
principio variacional denominado de Palatini [16], obtem-se a substitugiio da estrutura
Riemanniana do espago-tempo pela estrutura geométrica de Weyl integravel (WIST) [15].

Como podemos observar, € grande o nimero de diferentes linhas de trabalho em busca
de solugoes dos problemas apresentados pela Teoria da Relatividade Geral, e em parti-
cular pelo Modelo Cosmolégico Padrao. Até o momento nenhum teste observacional foi
definitivo com respeito a escolher uma entre tantas alternativas que pretendem dar um
marco tedrico & gravitagdo. Cabe destacar que os testes atuais sao limitados a um tipo de

estruturas que nao envolvem fortes campos gravitacionais, sendo estas as situagdes mais



conflitivas da TRG e que provavelmente caracterizam as etapas mais densas da evolugao
cosmica. B de se esperar que num futuro, os avangos nas medidas astrofisicas, venham a
nos permitir uma evidéncia sustancial que indique a ajude a selecionar uma determinada

teoria da gravitacao entre as opgoes existentes.

Contetido do Presente Trabalho

Na presente tese estudaremos a modificagao da TRG, na qual a gravitagao continua sendo
descrita através da geometria do espago-tempo. A diferenca com a TRG consiste em repre-
sentar o espago-tempo por uma geometria ndo-Riemanniana, chamada de Weyl integravel.
As variedades Weylianas foram introduzidas por Weyl em 1918 com objetivo de unificar
a gravitacao e o eletromagnetismo [103]. Este trabalho foi abandonado anos mais tarde
deixando sua influéncia nas pesquisas {isicas futuras. A geometria de Weyl é provida de
uma métrica e de uma conexao afim nao-métrica, fungao de um vetor de Weyl w,,, diferente
do simbolo de Christoffel usado na TRG. Um caso particular das geometrias de Weyl é a
geornetria de Weyl integrivel que introduz um campo escalar w tal que w, = w,, onde a
virgula denota a derivada simples em relacdo as coordenadas. Assim, a teoria do espago-
tempo de Weyl integrdvel (WIST) pode ser considerada uma teoria escalar-tensorial ou
uma teoria nao-métrica da gravitagao.

Cabe destacar que a gravitagdo numa variedade de Weyl possue um fomalismo ax-
lomatico desenvolvido por Ehlers, Pirani ¢ Schild [23]. Nesse trabalho se estuda uma
formulacao axiomdtica do espago tempo reiativista, dita de carater “construtive” e “ope-
racional’, e se conclui que a geometria de Weyl é a estrutura fundamental do espago tempo
em lugar da geometria Riemanniana da TRG, a qual passa a ser um caso particular da
geometria Weyliana. Mais tarde, Perlick complementa os fundamentos de uma teoria
no espago-tempo de Weyl {79, 80] com uma andlise cinematica de um campo genérico
de observadores, demonstrando que é possivel implementar testes observacionais. Estes
trabalhos constituem uma motivagdo ao desenvolvimento da teoria da gravitacao numa

variedade Weyliana e sdo argumento para considerar a nova teoria como uma alternativa,



mais basica, que contem a TRG como um caso particular.

O objetivo deste trabalho constitui o estudo de alguns tépicos principais da teoria da
gravitagio abordados dentro da teoria do espago-tempo de Weyl integravel. Com isto,
buscamos caracterizar mais detalhadamente a teoria alternativa, dar uma visao ampla
das possibilidades de pesquisa dentro dela, e obter material de estudo para as futuras
investigacoes.

A seguir, delinearemos em forma sucinta o conteido dos Capitulos desta tese:

No Capitulo 1 damos uma introdugao aos conhecimentos geomeétricos que sio neces-
sarios para distiguir ¢ trabalhar com um espaco-tempo de Weyl integravel. Isto resulta
fundamental para deduzir as modificagoes que sofrem os fenomenos fisicos devido a mu-
danca da geometria em relacido a TRG.

No Capitulo 2 damos os conceitos principais para estabelecer um formalismo La-
grangiano, e em particular apresentamos o formalismo Lagrangiano adotado na teoria
da gravitacdo em WIST.

No Capitulo 3 aplicamos o principio variacional apresentado no Capitulo 3 e deduzimos
os conjuntos de equacbes que definem a dinamica do espago-tempo e de seu conteudo ma-
terial, marcando as principais diferencas com a TRG. Neste Capitulo obtemos os sistemas
de equagdes genéricos que mais tarde serao utilizados para casos com simetrias espago-
temporais definidas, tanto para o caso estitico como para estruturas dependentes do
fempo.

No Capitulo 4 buscamos caracterizar os modelos cosmolégicos homogéneos e isotro-
picos com fluido perfeito dentro da teoria de WIST. Para isto, aplicamos a técnica de
analise qualitativa de sisternas dindmicos, introduzida no Apéndice B. Este Capitulo da
uma nocao clara das novidades com respeito ac MP devidas & presenca do campo es-
calar. Modelos fechados nao-singulares e com fases inflaciondrias sdo os resultados mais
interessantes.

No Capitulo 5 apresentamos as solugoes estaticas esfericamente simétricas nos casos

do vazio, campo eletromagnético e campo escalar externo, em WIST. Estudamos as sin-



gularidades de curvatura e a presenca de horizonte nessas solugoes, e comparamos com os
resultados conhecidos na teoria de Dilaton.

No Capitulo 6 fazemos um estudo de alguns modelos simples do colapso gravitacio-
nal. Novamente a presenca do campo escalar produz certos comportamentos préprios da
estrutura geométrica.de Weyl do corpo colapsante.

Por dltimo, os Apéndices A e C contem célculos intermedidrios na obtencao das

equagdes dinamicas e no estudo das solugbes estaticas esféricas.
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Capitulo 1

Espaco-tempo de Weyl

1.1 Geometria do Espacgo-tempo

Qualquer variedade diferenciavel pode ser provida independentemente com um tensor
métrico simétrico que define o intervalo entre dois pontos da variedade, e uma conexao
afimn, que determina o deslocamento paralelo de um vetor. A geometria de tal espago é
completamente caracterizada por trés objetos geométricos [82]:

(i) o tensor de curvatura R*,.s ,

(i1) o tensor de torgao Q% =1/2(T%,, —T¢,) =19, ¢

(iii) o tensor de curvatura homotético Q,, =1 ., —I',, .

Nesta notacio a virgula significa a derivada simples, e ', =T, adotando a convencao
de soma de Einstein.

Considerando um deslocamento paralelo de um vetor ao longo de uma trajetdria
fechada, observa-se que a rotagdo do vetor é devida & curvatura do espago-tempo, en-
quanto que a intercepgao do laco num espaco tangente é produzido pela torgao, e o tensor
de curvatura homotético causa a mudanca no comprimento do vetor.

Estes trés objetos classificam as diversas teorias do espago-tempo:

(1) B*gys = 0, @%gy =0, Qup = 0, espago-tempo plano (Fuclideano ou pseudo-Euclide-

ano), por exemplo teoria da relatividade especial.
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(2) Ry £ 0, Q% = 0, Qag = 0, geometria Riemanniana, por exemplo teoria da
relatividade geral.
(3) Rg,5 =0, Q% # 0, Q.5 =0, espago de paralelismo absoluto.
(4) Rys #£0, @%y = 0, Qap # 0, teorias de Weyl {103].
(5) Rog5 £ 0, @%y £ 0, 2ug = 0, teorias de Einstein-Cartan {99].
(6) Rgys £ 0, @%y # 0, Slag # 0, teorias de campo unificadas, por exemplo teoria de
Einstein-Schrédinger[25].
Segundo observa-se desta enumeragdo, o espago-tempo de Weyl possui curvatura e

tensor de curvatura homotético, mas nao tem torcgao.

1.2 Derivacao Covariante

Vamos a utilizar a notagao onde o ponto e virgula como subindice representa a derivagao

covariante num sentido afim geral, ou seja, dado um vetor genérico V¥e M,

Ve, = Ve, o I, VA (1.1)

A virgula simples é a derivagdo parcial simples com respeito a qualquer das coordenadas
Ve, = 0V#/Bz" eT*,, éa conexdo afim da geometria. Unicamente na relatividade geral
I'*,, tem a forma métrica conhecida como simbolo de Christoffel.

Quando se considera o caso de um tensor de ordem genérica, a derivagdo covariante

generalizada toma a seguinte forma

T"‘V“-aﬁ...;'y = T'uymaﬁ...,'y +
+F#76T5Vaﬁ... + FV'ygST'usaﬁ... + ...

—FETQT“V"'g}g_” — Pa,},}gT“V'"a&" — ... (12)
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1.3 Definicao de Geometria de Weyl

Podese descrever uma geometria diretamente em funcao da métrica e da conexdo afim
como os elementos geométricos fundamentals. Uma geometria de Weyl (M, g, T'*,,) é
definida como uma variedade afim tetra-dimensional M, coneza, real, infinitamente difer-
enciavel, com uma métrica definida g .e;’n C*, de sinatura (+,-,-,-), e com uma conexdo
afim ndo-métrica sem torgdo I'*,,,, compativel com a métrica [108, 2, 22]. O espago-tempo

representado por uma tal geometria é denominado espago-tempo de Weyl(WST).

1.3.1 Compatibilidade

Na geometria de Weyl a métrica e a conexao afim sdo relacionadas pela propriedade de
compatibilidade [23], a qual estabelece que, para toda métrica g, existe uma 1-forma w tal

que

Vg=w®g, (1.3)

onde V denota a derivada covariante na variedade, e ® denota o produto interno.

Num sistemna arbitrdrio de coordenadas a eq.(1.3) escreve-se

Guonx = Wa Gpo, (1'4)

onde w, é um vetor de origem geométrica, denominado vetor covariante de Weyl Esta
equacdo constitui a principal diferenca com respeito a geometria de Riemann usual da
relatividade geral. O espago Riemanniano, onde a métrica ¢ sempre covariantemente
constante, pode ser considerado como um caso particular da geometria de Weyl, com
wy = 0. Podemos dizer que a propriedade (1.4) da geometria de Weyl generaliza a forma
do tensor métrico, pois a derivada covariante da métrica ndo € necessariamente nula, como
no caso Riemannino. Quando w, = 0 em (1.4), a derivada covariante nula da métrica
implica uma conexao afim métricacom a forma usual do simbolo de Christoffel. Se w, # 0,

(1.4) conduz a uma expressao da conexao afim diferente da conexao métrica.
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1.3.2 Variacao nas Unidades de Medida.

A regra de transporte paralelo numa variedade é determinada em funcao da conexio afim
dve =T, dz* V¥, (1.5)

enquanto que a distancia se formula a partir da métrica (considerada simétrica)
=g, V*V”. (1.6)

A partir destas duas operagdes geométricas fundamentais e independentes, considerando a
generalizagdo da afinidade dada pela eq.(1.4), é imediato calcular a variagido da distancia

ap6s um deslocamento paralelo infinitesimal dz* [2]

dl = %w#dm“. (1.7)

A eq.(1.7), mostra que, na geometria de Weyl, o comprimento de wm vetor sob trans-
porte paralelo ndo ¢ wm invariante, independentemente do sistema de coordenadas. A
variagao da distancia pode ser interpretada como uma mudanca nas unidades de medida,
determinada ponto a ponto na variedade M pelo campo de Weyl w,. Como é de se es-
perar, a anulagio do vetor w, restabelece os resultados da geometria Riemanniana, onde

a distancia se mantem constante ao longo de um transporte paralelo.

1.3.3  Algumas Quantidades Geométricas Uteis em Weyl

Neste trabalho, em lugar da métrica e da conexado, adotaremos o tensor métrico g, € o
vetor de Weyl w,(z) como os objetos geoméiricos fundamentais da variedade, o qual é
equivalente no que respeita & descrigdo do espago-tempo. A conexao generalizada I['*,,

sera expressa como um elemento derivado, fun¢ao nao unicamente da meétrica como no
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caso Riemanniano, mas também do vetor geométrico de Weyl w, |2]
(=3 (=3 1 (4.3 (o] o
% = {u v} — 5[“"#5 v+ W%, ~ guw®]. (1-8)
O termo {,.*,} é o simbolo de Christoffel definido pelo tensor métrico g,.,

o 1 o
{u V} = 59 A[gu)\,u + o, — gpv,)\]o (19)

O tensor de curvatura generalizado no espago de Weyl é definido pela diferenca obtida

quando se permutam as derivadas covariantes de um vetor genérico,

Vs — Ve = RaJ\.WVA' (1.10)

Em funcdo da conexdo afim generalizada o tensor de curvatura é dado por
Raﬁ,‘r) = Faﬁ’}’, A — Faﬁ)\,’}’ -+ Fa)p]:‘p,‘rﬁ — I‘“?pf‘pw. (111)

Usando a eq.(1.8), podemos escrever (1.11) em termos do tensor de curvatura Riemanni-

ano denotado com o simbolo

ox »e] 1 o 1 e 1 a
R = R+ 58%whiy + w03 + 5w iagms
+ 0% pwmws + o gapenw® + L 8 R gawaw” (1.12)
A quantidade
W,\,T = w[AH,ﬂ (113)

é denominada tensor de gauge de Weyl, o subindice de dupla barra representa a derivagao
covariante Rimanniana, construida em funcgdo do simbolo de Christoffel, e o colchete

representa a operacio de antisimetrizagdo nos respectivos subindices.
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E f4cil demonstrar que a identidade de Bianchi generalizada é satisfeita

R gux + B ga + B gy = 0. (1.14)

O tensor de Rica generalizado € calculado pela contragéo de subindices a partir do

tensor de curvatura, € o escalar de curvatura como o trago do tensor de Ricci:

R=g"™R,,. (1.16)

Em funcdo das respectivas quantidades Riemannianas, denotadas sempre com o sim-

bolo *, se escrevem

. 3 1 1 1
Raﬁ = Ra'g —_ —wa“ﬁ + = Bllee — ~lWallg — —gaﬁ(w"f‘h - w7w7), (117)
2 2 2 2
e
o 3
R=R— 3y + swuw’. (1.18)
Por tltimo, o tensor de Einstein em Weyl é dado por
1
Gag = Rag — ERQ'&'@ (1.19)
ou
-3 1 1 L1
Gog = Gag — §wa||,g + FWlle ~ SWalp + gap (W ||y — Vit ). (1.20)

Note-se que algumas das simetrias dos tensores da gravitacdo Riemannianos nao conti-
nuam, necessariamente, sendo validas numa geometna generalizada. Mas, como veremos
mais adiante, existe certa condicao sobre o campo geométrico de Weyl (geometria de Weyl
integravel) que permite recuperar todas as simetrias do tensor de curvatura Riemanniano

e as de seus tensores derivados.
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1.4 Transformacgao de Calibre (ou Gauge) Interna

A transformagao de gauge interna da geometria de Weyl desempenha um papel muito
importante no surgimento de teorias alternativas a relatividade geral, alguns exemplos

sao mencilonados ao final desta subsegao. A seguir faremos uma breve resenha.

Uma geometria geral de Weyl admite uma transformagdo interna de gauge conforme,
determinada por duas equagdes de transformagio, uma para a métrica e a outra para o
vetor de Weyl [2, 41]

G — Gy = F(2%) g0, (1.21)
* 1 o
Wy Wy = wy 5[‘109 F(2®) s (1.22)

onde f(z®) é chamado campo de gauge.

A eq.(1.21) é uma {ransformacdo conforme, e indica que o valor da métrica é mul-
tiplicado por uma fungio escalar em cada ponto da variedade. Uma conseqiéncia da
transformacdo conforme é a modifigio do comprimento de um vetor, razado pela qual
também recebe o nome de transformagdo de escala. A eq.(1.22) chama-se transformagdo
de gauge de Weyl [103], e esta intimamente ligada com a dependéncia espago-temporal
das unidades de medida.

Sob a aplicagao combinada das duas transformacgces, a estrutura afim do espago-tempo
de Weyl mantem-se invariante. As equacoes (1.4) e (1.8) ndo mudam se as transformagées
(1.21) e (1.22) sdo aplicadas. Ou seja, as expressdes da derivada covariante da métrica e
a definicio da conexao afim sao as mesmas tanto para o espago tempo determinado por
(9,w) quanto para o determinado por (g*,w*).

Esta familia de transformagoes conformes de gauge internas pode relacionar uma ge-
ometria Riemanniana com uma geometria mais geral onde a distancia vara apdés de um
transporte paralelo. Assim, se partimos de um espago-tempo definido por w, = 0, g,.
arbitrario, e com a conexdo afim métrica associada {,%.}, ¢ imediato ver que, por in-

termédio da transformagio conforme (1.21), pode-se gereralizar o tensor métrico, e que a
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eq.(1.22) define um vetor de Weyl w} ndo-nulo. A geometria resultante é uma geometria
com métrica g*, nao covariantemente constante, € com uma conexdo afim Weyliana. I'®,,,
resulta idéntica & conexdao métrica original {,%,}, mas, em fungao de g3, e de w}, ela estd
definida pela equacio (1.8) [2].

Observe-se que estas transformacées de gauge de escala implicam que as geodésicas
nulas tem um papel especial no estudo das variedades espago-temporais, pois sua definicao
é gauge-invariante. Por outro lado, estas transformagoes vinculam as diferentes geome-
trias mas nao as fazem equivalentes. Qualquer observagio que eventualmente descarte a
invaridncia de escala dos fendmenos fisicos [14] constituird uma distingao definitive entre
duas geometrias vinculadas por uma transformago conforme, como no caso das geome-
trias de Weyl e de Riemann.

As transformacoes de gauge internas da geometria tem sido muito estudadas pelas
teorias de gauge Abelianas. Um exemplo é o trabalho original de Weyl [103] sobre a
unificagido da gravitagdo com o eletromagnetismo, utilizando uma generalizagdo geomé-
trica do espago-tempo. Nessa teoria, as equacoes do eletromagnetismo sao gauge invari-
antes como conseqliéncia natural da interpretagio geométrica do campo eletromagnético.
QOutros trabalhos importantes sdo as teorias de Dirac [20] e de Canuto [13], sobre in-
variancia conforme na fisica. Estas teorias receberam fortes argumentos contrarios, como
por exemplo, o efeito de relégio secundério (“second clock effect”) e a nédo invaridncia de
escala das leis fisicas [14], e foram abandonadas. Qutro exemplo mais recente é o trabalho
de Smalley [95], onde modelos tipo Brans-Dicke s&o analisados como produto de uma

geometria nao-métrica do espago-tempo.

1.5 Efeito de Relégio Secundario

Uma gencralizacao da geometria na teoria da gravitagio pode ser testada unicamente
se fossem detetados aqueles fendmenos fisicos novos que aparecem como consequéncia da
nova estrutura do espaco-tempo. O fenémeno conhecido como efeito de reldgio secunddrio

(“second clock effect”) é um dos métodos que poderia distinguir, de maneira efetiva, um
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espago-tempo Weyliano de um Riemanniano da teoria padréo.

Para visualizar este efeito, proprio da estrutura geométrica, lembraremos primeiro o
efeito de relégio primdrio (“first clock effect”), conhecido desde a relatividade especial
como a paradoza dos gémeos. Nessa experiéncia, dois relégios (padrao) idénticos estao
juntos e sincronizados no inicio, depois afastam-se espacialmente durante um intervalo de
temmpo arbitririo, e finalmente, voltam a juntar-se. O resultado que se obtemn, em geral,
¢ a perda da sincronizagao. Ao final do experimento, um dos relégios estara atrasado em
relagao do outro.

O efeito de reldgio secundéario considera a mesma experiéncia que o efeito primario,
mas, além da desincronizagio, tarnbém aparecern variagoes nas unidades de medida entre
os dois relogios. Ao final, um dos relégios funcionara mais rapido que o outro. Este
fendmeno ndo existe na geometria Riemanniana, ele constitui uma medida tipica da ge-
ometria Weyliana.

Os relégios standard sdo bem definidos na geometria de Weyl e construidos opera-
cionalmente por intermédio de raios de luz e particulas em queda livre [79]. A medida
do efeito de relégio secundéario € a diferenga entre as respectivas variagoes por unidade
de medida que os relégios sofrem ao longo dos diferentes caminhos. Esta quantidade esté

determinada pela integral do vetor de Wey! ao longo da curva fechada C formada pelas

j{;% = ﬁ_wadwa. (1.23)

Pelo teorema de Stockes, (1.23) é equivalente a integral sobre a superlicie S limitada entre

trajetorias dos reldgios

as linhas de universo dos reldgios,

/S Wi g, 4S. (1.24)

A medida do efeito de relégio secundario é um método operacional que permite carac-
terizar uma geometria de Weyl. Inicialmente, foi utilizada por Einstein e Pauli [75] como
argumento empirico em oposigao aos modelos Weylianos da gravitagio. No caso de referir-

se a relbgios atémicos, a natureza nao mostra nenhum fenémeno semelhante ao efeito de
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relégio secundario, pois as freqiéncias dos relégios atémicos (linhas espectrais) sdo inde-
pendentes da historia da matéria radiante. Este argumento é muito persuasivo, e sustenta-
se essencialmente na suposigdo de que os relégios que aparecem na natureza (atomicos)
coincidem com os relogios padroes da teoria do espago-tempo. Esta foi considerada uma
hipétese controvertida por muito tempo e tem recebido diversos questionamentos como,
por exemplo, os trabalhos de Dirac [21], e de Perlick [80]. Num outro trabalho, Canuto
[14] caracteriza a violagdo do principio de equivaléncia forte com a variagio da razio entre
o periodo de um relogio atdmico e o periodo de um relogio gravitacional. Ele conclul que o
principio de equivaléncia forte é compativel com um amplo intervalo de dados astrofisicos
e geofisicos, mas ainda deve ser experimentalmente confirmado. Assim, ndo obstante os
diversos estudos realizados, nenhuma observacdo desqualifica definitivamente o efeito de
relégio secunddrio como um questionamento ao espago-tempo de Weyl, e ndo pode ser
deixado de lado na formulagdo de uma nova teoria da gravitagdo na geometria Weyliana.

Na seguinte se¢io veremos que existe um certo tipo de geometria de Weyl, denominada
integrdvel, para a qual o problema do efeito de relogio secundario é superado, pois a
eq.(1.23) toma sempre um valor nulo na variedade, sem necessidade de ser anulado o

vetor de Weyl.

1.6 Geometria de Weyl Integravel

Uma geometria de Weyl é chamada geometria de Weyl Integrdvel, se o vetor de Weyl w,

¢ um vetor gradiente de um campo escalar
Wy = Wy (1.25)

w = w(z*) é uma funcao escalar das coordenadas, denominada campo escalar geoméirico

ou campo escalar de Weyl.
Neste caso, partindo de uma geometria de Wey!l sempre pode ser obtida uma geometria

Riemanniana através de uma transformagao conforme de gauge interna, por isso usa-se,
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também, o nome de geometria de Weyl Conformalmente Riemanniana. As transformagoes

indicadas nas equagdes (1.21) e (1.22), levam uma geometria de Weyl, (gu,w,), 2 uma

*

= 0), cuja conexdo afim é o usual simbolo

geometria de Riemann determinada por (g, w
de Christoffel em fungao de g;,,,.

Um espago-tempo representado por uma geometria de. Weyl integravel [68] se destaca
por apresentar certas propriedades geométricas importantes para o desenvolvimento de
um formahsmo elegante e pratico da teoria da gravitagdo. O entendimento de uma nova
teoria da gravitagdo num espago-tempo de Weyl integrdvel (WIST), e sua comparagio
com as teorias Ja conheadas, sdo favorecidos pela possibilidade de escrever os elementos
da gravitagao em WIST em termos da estrutura Riemanniana associada mails termos
construidos em funcido do campo geométrico de Weyl. Uma carateristica do WIST é a
conservagao das simetrias usuais dos tensores da gravitagdo, como por exemplo a simetria
do tensor de Ricci. Por outro lado, em WIST evita-se o argumento critico de Einstein
contra a teoria original de Weyl. Em acordo com o que fo1 apresentado na segao anterior,
se o campo de Weyl é um gradiente de um escalar, a medida do efeito de relégio secundario
toma um valor nulo, pois a integral (1.23) anula-se quando a eq.(1.25) é satisfeita. Em

WIST, wa,g = 0 é sempre vilida, entdo usando o teorema de Stokes, podemos dizer que

[Sw[a,ﬁ] ds = f% = fw,,da;" =0, (1.26)

de onde concluimos que nuin espago-tempo de Weyl integravel o comprimento de um vetor
é conservado ao longo de uma trajetoria fechada sob transporte paralelo, ou em outras

palavras, o efeito de relégio secundério em WIST é nulo.
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Capitulo 2

Formalismo Lagrangiano

Na teoria da Relatividade Geral, a dindmica da geometria do espago-tempo estid comple-
tamente contida nas equagoes de Einstein. Nao obstante, resulta muito conveniente, para
varios propodsitos, ter uma formulacio Lagrangiana da feoria relativista num contexto
classico. Por exemplo, a possibilidade de uma formulagao quantica da gravitagdo (através
de integrais de caminho) associada com a teoria classica, requer que esta seja expressa em
forma Lagrangiana [100]. Um outro exemplo é o fato de que a variacdo de Hilbert (ver
mais adiante) constitul o0 modo mais conveniente de calcular as componentes do tensor de
energia-momentum dos campos externos a gravitagdo e, também, pode ser considerada a
guia mais 1til para determinar o apropriado conjunto de valores iniciais na resolugao das
equagdes geometrodinamicas da gravitacao [57].

Em 1915, Einsteir apresentou suas equagoes na forma definitiva

G = —k T (2.1)

O lado esquerdo destas equagoes € o tensor de Einstein construido unicamente a partir da
geometria do espago-tempo Riemanniano, C"T’#,, = f%w —1/21%9#,,. O lado direito apresenta
o tensor de energia-momentum 7, das fontes externas que estao presentes no dominio
espaco-temporal considerado. A constante & deve ser substituida por ¢*/(167 G) no caso

de usar as unidades geométricas convencionais, onde G é a constante de acoplamento de
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Eisntein. Nas unidades utilizadas no presente trabalho & = 1.
Também no ano 1915, pouco tempo depois, Hilbert [42] demonstrou que as leis da

geometrodinamica de Einstein surgem de um simples principio de aciao onde

§= [V=gLdts (2.2)

toma um valor extremo [51]. Nesta expressdo, L é a fungdo Lagrangiana e g denota o

determinante da métrica, g = det(g,,) -

2.1 Lagrangiana de Einstein-Hilbert no Vazio

No caso de um campo gravitacional livre, ou espago-tempo vazio, Hilbert propos sua
funcgio Lagrangiana como uma fungao escalar L, construida de tal maneira que a densidade
Lagrangiana, /—g L, seja unicamente constituida por elementos geométricos.

L é naturalmente escolhida para reproduzir as equagdes de movimento adeguadas
através do principio variacional, e para satisfazer o requerimento de invariancia frente a

transformagdes gerais de coordenadas [51, 57]. A forma de L € dada na seguinte expressao
L= Lgeom = k R, (2.3)

onde R denota o escalar de curvatura tetra-dimensional e k é a constante de acoplamento

apresentada nas equagdes de Einstein (2.1).

2.2 Acomplamento com Campos Externos

Na presenga de campos externos ou distribui¢do de matéria, o formalismo Lagrangiano
dos procesos gravitacionals é extendido considerando a relagdo entre as propriedades

geométricas do espago-termnpo e os campos gravitacionais produzidos pelas fontes externas.
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Existern dois procedimentos bédsicos para gerar a correspondente Lagrangiana generali-
zando o caso do vazio. Um deles é o procedimento tradicional, prescrito por Einstein e
conhecido como Principio de Acoplamento Minimo; o outro método surgiu posteriormente
e fol denominado como Acomplamento Nao Minimo [71].

O acoplamento minimo é de uma grande simplicidade conceitual e aplica-se & maioria
dos modelos que generalizam, no espago-tempo curvo, as teorias ]Ja desenvolvidas na rela-
tividade especial (RE). Este acoplamento estabelece que a Lagrangiana total do sistema,
que contem o espago-tempo e os campos externos, deve ser a soma de duas partes indepen-
dentes: uma parte puramente gravitacional ou geométrica, representada pela Lagrangiana
de Fisntein-Hilbert dada na eq.(2.3), e outra parte puramente material que contemple os

campos externos e a distribuicdo de matéria no espago-tempo,

LT — Lgeom + Lma.t- (24’)

Uma conseqiiéncia direta do principio de acoplamento minimo é o fato de que as
equagoes de movimento de qualquer campo externo na TRG sao idénticas as equagoes na
RE se, simplesmente, sao substituidas as componentes da métrica Minkowskiana 7, pelas
componentes da métrica do espago-tempo curvo g,., e as derivadas simples do espago-
tempo plano pelas derivadas covariantes. Esta vinculagio entre as equagdes da RE e
da TRG pode constituir uma forma alternativa de enunciar o principio de acopiamento
minimo.

O acoplamento minimo é associado ao denominado Principio de Fquivaléncia “Forte”
o “de Finstein”. Este principio presupde que, em todo ponto do espago-tempo, € possivel
escolher um sistema de referéncia local no qual anulam-se as conexoes afins e as leis fisicas
sao descritas no espaco-tempo plano de Minkowski. A associacho do principio de acopla-
mento minimo com o principio de equivaléncia forte é muito comum, mas pode apresentar
problemas ndo-triviais a nivel das equagdes, como por exemplo a nao-comutatividade das
derivadas covariantes seria incompativel com a comutatividade das derivadas simples [58].

Por outro lado, ainda que na literatura considera-se que o principio de equivaléncia forte
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tem recebido confirmagdo observacional, existern diversos questionamentos ao considerar
campos gravitacionais muito fortes, aspectos nao-locais ou fenémenos a grandes escalas
[69]. Consequentemente tem surgido tendéncias alternativas a relatividade geral, entre as
quais estabelece-se um Principto de Equiveléncia “Fraco” em lugar do “Forte” [60, 61].
Este principio fraco é baseado na uniformidade da queda livre dos. corpos, foi vastamente
confirmado pela observagao [62, 63], e é caraterizado por permitir uma variedade de
acoplamentos entre matéria e gravitacao mais ampla que a requerida pelo principio de
acoplamento minimo.

A diferenca do principio de acoplamento minimo, o principio de acoplamento ndo-
minimo nio impode nenhuma restricio ao tipo de interagdo, podendo ser incluidos tanto
elementos geométricos como campos externos num mesmo termo da Lagrangiana. As
evidencias definitivas ou os principios estabelecidos que selecionamn a regra de acoplamento
minimo na TRG podem ser consideradas, atualmente, sob forte questionamento. Em
consequéncia, tem lugar o surgimento de numerosas teorias alternativas [71], nas quais o

acoplamento toma formas menos restritas que a minima.

2.3 Variacao a Hilbert e Variagao a Palatini

Originalmente, Hilbert fez uma forte consideragao @ priori ao estabelecer seu principio
variacional, pois ele tomou como hipdiese que o espago-tempo é representado por uma
geometria Riemanniana. Nessa estrutura métrica, Hilbert determinou que as fungdes (das
coordenadas) independentes, com respeito as quais realiza-se a variagao da agao, sao as
dez componentes do tensor métrico na representagao contravariante, gt”.

Mais tarde, em 1919, A. Palatim 73] descobriu um conjunto de variaveis independentes
mals simples e instrutivo. Ele ndo fixou a geometria do espago-tempo e estabeleceu as
dez fungoes ¢#¥ mals as quarenta componentes T'*,, da conexdo afim como as varidveis
independentes dentro da Lagrangiana.

Quando se aplica o principio variacional de Hilbert a uma acio construida com a

Lagrangiana de Hilbert da eq.(2.3), obtem-se, de forma imediata, as equagbes de Einstein
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para o vacuo

Gp.v = 0. (25)

Partindo da mesmaagao, mas aplicando o principio variacional & Palatini deduzem-se, nao
apenas as equagoes dinamicas (2.5) (calculada através da varia¢io com respeito & métrica),
sendo também a equacao que define a derivada covariante nula do tensor métrico, obtida

quando se varia a agao com respeito a I'*,,,

Jurvia — Guvllae — 0. (26)

Esta tltima expressdo determina, a posteriors, a estrutura representativa do espago-tempo
como uma geometria Riemanniana. A validade de (2.6) pode-se extender ao caso em
que algum tipc de matéria esteja acoplada a gravitacao, mas com a condigao de que
o acoplamento seja minimo. Concluimos, entio, que a obtengio de uma configuracao
Riemanniana através de um principio variacional é um resultado dependente do modelo
de acoplamento adotado. Assim, diferentes tipos de Lagrangianas podem conduzir a
diferentes configuragdes geométricas. A continuagao veremos brevemente um exemplo
onde a Lagrangiana apresenta um acoplamento nao-minimo entre um campo escalar ¢{z)
e a gravitaglo, e através do principio variacional a Palatini obtem-se a uma estrutura
nao- Riemanniana.

Consideremos, entao, a seguinte Lagrangiana

L=V 3 He R+ Ly (2.7)

Dentro do formalismo de Palatini, variamos com respeito as conexoes afins e obtemos

como resultado a derivada covariante da métrica dada por

G = — G Oa In f(qﬁ): (2‘8)

onde J, = B%. A diferenga da eq {2.6), esta equagdo possui um lado direito nao-nulo.
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Identificando o escalar geométrico de Weyl (ver Capitulo 1) com a derivada logaritmica

de f(4)
wa = —0, In f($), (2.9)

vemos que, neste caso de acoplamento nao-minimo, a estrutura do espago-tempo deduzida
pelo principio variacional & Palatini nao é uma geoméirica Riemanniana, e sim uma

geometria conformalmente Riemanniana ou de Weyl integravel [30].

2.4 Formalismo Lagrangiano da Gravitacao em WIST

O formalismo Lagrangiano de um modelo do espago-tempo com geometria nao-Riemann-
1ana pode apresentar um conjunto de variaveis independentes na agao, diferente do usual
na TRG, dependendo de quais sdo os elementos geométricos escothidos como fundamen-
tais. Alem da liberdade na escolha do tipo de geometria e de seus elementos basicos,
existern varias maneiras de definir, dentro de um mesmo modelo, o tipo de acoplamento
entre os campos externos e a gravitacao.

A seguir, apresentaremos o formalismo Lagrangiano adotado no presente trabalho,
onde a teoria da gravitacao € descrita com uma geometria de Weyl integravel.

Numa geometria de Weyl integrdvel € natural considerar o campo escalar geométrico
w(z®) e o tensor métrico como os objetos geométricos fundamentais que reproduzem a
gravitagao. Podemos, entdo, determinar a dinamica dos mesmos por intermédio de um
simples principio variacional. Variando a agdo com respeito a w e ¢g*” calculamos as
equagdes de movimento da geometria do espago-tempo.

Na presenca de matéria, qualquer acoplamento com a gravitagao estara expresso
através da interagio do campo externo (no-geométrico) com o campo escalar de Weyl
efou com a métrica. No presente trabalho, adotaremos um principio de acoplamento
que pode ser enunciado com um simples requerimento, sendo vélido para todo tipo de
distribuicao de matéria ou de campo externo, em interacao com a gravitagao, num espago-

tempo de Weyl integravel:
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As equagoes de movimento de qualguer campo ndo-geométrico, na relatividade especial,
s6o convertidas a expressdes no espago-tempo curvo, unicamente, pela troca das derivadas
simples em derwadas covariantes em WIST, ¢ a métrica de Minkowski pelo tensor métrico
do espago-tempo curvo [89)]. Pela semelhanga com o respectivo enunciado do principio de
acoplamento minimo, denominamos a esta regra como “principio de acoplamento minimo
generalizado”. Iste tipo de acoplamento estd de acordo com o principio de equivaléncia
forte que envolve as leis fisicas dos campos nao geométricos. Em conseqiiéncia, a TRG é
obtida como um caso particular da teoria de WIST quando o campo escalar geométrico

w é constante.
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Capitulo 3

Equacoes de Movimento

A formulagdo Lagrangiana adotada neste trabalho, para a teoria da gravitagdo no espago-
tempo de Weyl integravel (WIST), foi descrita no capitulo anterior. De acordo com ela o
principio de acoplamento minimo generalizado determina a forma da agao. No presente
capitulo apresentaremos as integrais de agao e as equagoes correspondentes aos casos de
vazio, campo eletromagnético, campo escalar externo, e distribuigdo de matéria (poeira e

fluido perfeito com pressdo ndo nula).

3.1 Espaco-tempo Vazio

Na auséncia de distribuicdo de matéria ou de campos externos, a agao que representa
o espaco-tempo vazio contem apenas elementos da geometria. A agao mais simples que

podemos construir nesse caso €

S:](Rﬂwﬂm)\/fgd%, (3.1)

onde R é o escalar de curvatura Weyliano, e ¢ é uma constante de acoplamento arbitraria
[69]. O ponto e virgula denota a derivacdo covariante na geometria de Weyl integravel, e
o vetor de Weyl é o gradiente do campo escalar geométrico, w, = dw(z).

Observemos que a divergéncia do vetor de Weyl que aparece na Lagrangiana da
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equagéo (3.1) pode ser reescrita em fun¢io da divergéncia Riemanniana da seguinte forma

W e = W e — 2w W, = \/1__9(\/—_510.)“),& — 2w Wy (3.2)
O primeiro termo de (3.2) é uma derivada total que resulta em uma quantidade nula ao
calcular a integral da agao. No entanto, o segundo termo provee uma contribuicio nio-nula
na dinamica do espago-tempo. A decomposigao dada pela equacao (3.2) mostra também
que a adicdo na Lagrangiana de um termo proporcional a w®w, resultard simplesmente
numa renormalizacao do parametro £,

A variacao da agao do espago-tempo vazio com respeito a ¢* conduz as seguintes

equacoes de movimento em WIST
G + Wy — (25 - 1)‘-‘"qu + £ o Waw® = 0, (3-3)

onde o tensor G, é o tensor de Einstein generalizado em WIST dado por (1.20). As
equagoes (3.3) generalizam as equagbes de Finstein do vazio, e sdo idénticas a elas unica-
mente no caso em que w é constante.

Para completar o conjunto de equacdes de movimento da geometria, variamos a agao
com Tespeito & outra varidvel geométrica fundamental, o campo escalar geométrico. Assim,

obtemos a seguinte equagio dindmica para w(z)
w o = — 2w, W (3.4)

Num espago-tempo de Weyl integravel, o tensor de Rical R, é simétrico, 1sto permite
expressar R, e G, como a soma dos tensores Riemannianos RW e éw: respecti-
vamente, mais fungdes do escalar geométrico w(z). Ver equagdes (1.17) e (1.20). Em

conseqiiéncia, as equagoes de movimento (3.3) podem ser interpretadas em termos da
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configuragdo Riemanniana associada da seguinte forma

. 1
G — AMwyw, — o i wwy ) = 0, (3.5)

onde a constante de acoplamento A é definida como
1
A= 5(4{ — 3). (3.6)

Esta definigdo de A sera utilizada ao longo de todo o trabalho.

Nas equagoes (3.5), os termos que incluem as derivadas do campo escalar geométrico
nao devem ser interpretadas como fontes fisicas do campo gravitacional. Unicamente no
caso especial com A negativo, as equagdes podem ser consideradas equivalentes as equagdes
de Einstein com uma fonte escalar w(z).

Denotando com 2 o operador Dalambertiano Riemanniano, a equagio (3.4) também

pode ser expressa em termos da configuragao Riemanniana associada,

(3.7)

™
X
I
]

Esta equacio de movimento para o campo escalar geométrico no espago-tempo vazio é
automaticamente satisfeita se as equacoes de Einstein generalizadas (3.3) sao validas. Tsto
pode ser verificado imediatamente a partir da condigdo de divergéncia nula para o tensor

de Einstein Riemanniano: G*), = 0, ver Apéndice A.

3.2 Campos Externos e Distribugao de Matéria

Com a introducdo de termos de interagdo entre a gravitacao e os campos externos, a
agio do espago-tempo vazio (3.1) pode ser extendida para o caso do espago-tempo com
fontes externas nao-geométricas. O procedimento utilizado para determinar o tipo de
interacao no modelo de WIST fo1 apresentado com o nome de principio de acoplamento

minimo generalizado. Como j& foi dito no Capitulo 2, este prineipio pode ser enunciado
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através de um simples requerimento: as equagées de movimento dos campos externos
na relatividade especial sdo idénticas as equagées no espago-tempo curvo se as derivadas
simples sdo substituidas pelas derivadas covariantes no espago-tempo de Weyl integravel,

e a métrica plana pela métrica do espaco-tempo curvo.

3.2.1 Campo Eletromagnético

Num primeiro exemplo descreveremos a interagao da gravitagao com um campo eletro-

magnético externo F,,,. Consideraremos a acdo dada por

S = /(R FEw™, — ée*ZWFaﬁF“ﬂ) V—gdiz. (3.8)

O fator de acoplamento entre o campo F., e a geometria surge da aplicacio do principio
D P s g G P P
de acoplamento minimo generalizado. Como vemos da eq. (3.8), neste caso o acoplamento
P g q ) P
é um fator proporcional a uma funcao exponencial do campo escalar geométrico.
As variacoes da acio com respeito as variaveis geoméiricas independentes, ¢ e w(z
& " P ; y

conduzem &s seguintes equagbes de movimento para a geometria,

1
G +wup — (26 = Nwpw, + 56 G W™ =

1
e Bl G Pl ), (39)
€
e—2w
(W + 2wew™ = —= (FF.35). (3.10)

A variacao com respeito ao potencial eletromagnético 4,, determina a equagao de campo
o, =0. (3.11)

H

Nesta equagio do campo externo, a simples anulagio da conegdo afim leva a conhecida
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equagao de Maxwell na relatividade especial, consistentemente com o principio de acopla-

mento adotado no presente trabalho.

3.2.2 Campo Escalar Externo

Num segundo exemplo consideraremos a presenca de um campo escalar externo ¢(z). A
agio é dada por

S = f(R L EW e gy b )/~ dis. (3.12)

Por simplicidade, nesse caso adotamos um potencial do campo escalar nulo.

As equagoes de movimento respectivas a variagao da geometria sido
1 x
Guo + Wy — (26 — D wyw, + i‘fg.w Wald ™ =

T (Guby — o) (319)

—2w
e
Cw + 2ww™ = ;)

B ™. (3.14)

Enquanto que, pela variagao da agdo com respeito ao campo escalar externo ¢(z), obtemos

¢*., = 0. (3.15)

3.2.3 Equacoes em Termos da Estrutura Riemanniana Associ-

ada

Como fol explicado anferiormente no caso de vazio, podemos reescrever todas as equagoes
em termos da estrutura Riemanniana assoclada. Por simplicidade juntaremos os dois

exemplos com campo eletromagnético e com campo escalar externo. As expressoes resul-
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tantes sao

. 1
G — Awyw, — iguvwawa) =
—dw ] 1 [ 1 (o]
—e? (Fp.C!F »+ Eg;wFa,BF . + ¢’p(}5,,, - 59#1/(}5,&(}5’ )7 (316)
e—2w
|jw — QA (F&,BFQIB + 2¢,u¢'”): (317)
Fry, = 2, B, (3.18)
=
(i = 2w, ", (3.19)

As solugoes destas equagoes serao diferentes para cada valor da constante de acopla-
mento adimensional A. Devido & natureza geométrica do campo escalar w(z), a constante
A pode, em principio, tomar qualquer valor real. No caso A = 0, o termo cinético do
campo escalar geométrico € eliminado ¢ o campo w vem a tomar o papel de um multi-
plicador de Lagrange que impde um vinculo entre o campo eletromagnético e o campo
escalar externo. Hsta situacao sera descartada por carecer de sentido fisico. No caso
especial em que A < 0, todas as equagbes da teoria de dilaton da gravitagido [107] sdo
reobtidas. Podemos observar que qualguer solucao com campo eletromagnético ou campo
escalar externo nio nulos corresponde a um campo escalar geométrico w(z ) ndo-constante.
Isto desempenha um papel crucial na modificacao das solugoes com respeito a teoria da
relatividade geral de Finstein. Por exemplo, sera possivel eliminar a singularidade no
horizonte de Cauchy na solucdo de buraco negro carregado [37], e no caso de solugdes
cosmoldgicas, dependendo do valor da constante de acoplamento £, pode ser determinado

um periodo inflaciondrio e ser eliminados os pontos singulares do espago-tempo [69, 70].
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3.2.4 Particula Livre

A dindmica de uma particula livre ou de um fluido com pressao nula em WIST pode ser
obtida por intermédio de uma simples e direta generalizagao da agao correspondente na
teorta da relatividade geral de Einstein. A agdo total é dada pela soma de um termo

puramente geométrico mais um termo gue contem a interagio com a matéria

S = Sgeom + Smut- (320)

S

seom denota a agdo do espago-tempo vazio dada pela equagio (3.1), enquanto que S,,q

toma a seguinte expressao,

2 dz#; dz¥;
Stnat = —fZZmz/ \/e*“’gw P * do; 64z — z) d*zx. (3.21)

Nesta integral, 8*(z — z;) é a fungdo tetra-dimensional de Dirac e o subindice ¢ faz
referéncia a 1-ésima particula do fluido. n é o nimero total de particulas que compdem
o fluido. A posicao de cada particula é caraterizada pela variavel 2z, enquanto que o
parametro da trajetéria é denominado pela letra o.

Com n arbitririo, variando a acdo com respeito ao tensor métrico calculamos as

equacgoes de Einstein generalizadas para o caso de poeira
1 mat
G + Wyp — (26 = Vwpw,, + fgﬁw waw®™ = 177" (z). (3.22)

Do lado esquerdo destas equagoes esté escrito o resultado da variagdo de Sgeom, enquanto

que do lado direito escreve-se o tensor de energia-momentum 7., , resultante da variagao

de Smat)
dz#; dz¥;
ar. —w A
et ( E m/ 8z — 2zi)e 0. do. do;. (3.23)
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Usualmente define-se a densidade de energia média como a seguinte integral [3]:

_ 1 . 72 4 . .
plz) = ING ./A%zi:mt -/orl 8§z — z;)do; dV, (3.24)

Introduzindo esta definigdo na expressao (3.23) do tensor de energia-momentum obtemos
T (2) = &1 p(@) V4V, (3.25)

onde V* é 0 campo de velocidades do fluido parametrizado com respeito ao tempo préprio.
Finalmente, substituindo a equagao (3.25) em (3.22), a equagao de Einstein generalizada

toma a forma
1
Gu + wpn — (26 — Dw,w, + Eggw, waw® = —e w2 p VEYY. (3.26)

Por outro lado, variando a agdo total com respeito ao campo de Weyl w, calculamos

a equacao dindmica para o campo escalar geométrico

1
Ow + 2wew™ = “onF e /2, (3.27)

Em termos da estrutura Riemanniana associada podemos escrever as equagoes da

geometrodinamica como
G WOws) = —pe PV V. (3.28)

1
(w = ——e “/?p (3.29)

De forma andloga & dos casos anteriores, o acoplamento linear entre a densidade de e-
nergia da matéria e o campo escalar geométrico estd presente nas equagoes de movimento.
Isto implica que a presenga de uma distribuigao de fluido perfeito sem pressao corresponde

a um campo escalar geoméirico nao-constante na geometria de Weyl integravel.
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No caso de uma unica particula livre, n = 1. Variando-se a agdo com respeito ao
caminho da particula e considerando o pardmetro o como a distincia conforme, do? =
e~ g dztdz”, obtemos a equagdo da geodésica em WIST

dz* . dz®

(=) 5 =0 (3.30)

De acordo com o principio de acoplamento adotado, esta equagdo € a generalizagao, para
o espago-tempo curvo, da respectiva equagdo de movimento para uma particula livre na

relatividade especial.

3.2.5 Fluido Perfeito

O fluido perfeito & considerado em varios modelos como uma primeira aproximagao para
representar uma distribui¢ao de matéria em interagao com a gravitagao. No contexto
da relatividade geral, foi demonstrado que o tensor de energia-momentum de um fluido
perfetto, rotacional e isentrépico pode ser derivado a partir de um principio variacional
a Hilbert {83]. Neste trabalho genelarizaremos esse procedimento para obter as equagoes
de campo num espago-tempo de Weyl integravel.

Consideraremos, a seguir, uma Lagrangiana que contempla uma distribuicao de mate-
ria num espago-tempo de Weyl integravel. O acoplamento com a gravitacao é determinado
pelo principio de acoplamento minimo generalizado (ver Capitulo anterior). Assim, a agao

total vem dada pela seguinte expressao
5:/f“_g (R + Ewtsy, + L) d*z, (3.31)

onde
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Im = —2(1+ €)= 20 (guVAV” — 1) — 20,V (AV*)

—2AsVIV, X — 20, VPV 5. (3.32)

Nesta equagio e no resto do trabalho, utilizaremos o simbolo de tilde (7) para denotar
quando uma quantidade arbitraria, por exemplo B, é multiplicada pelo fator exponencial
e—u)/2J

B=ev"B. (3.33)

As constantes A; que aparecem em L., com 2 = 1,...;4, sdo os multiplicadores de
Lagrange associados as equagdes de vinculo e as leis de conservacdo usuais:

A1 é associado ao vinculo cinemadtico da tetra-velocidade V*, com a velocidade da luz
c=1.

Az é associado a lei de conservac¢do do niimero de particulas do fluido no espago-tempo
Weyliano.

Az é associada & conservacdo da funcdo de Lin X ! ao longo da linha de fluxo [83].

A4 é assoclada & conservacdo da entropia.

O campo vetorial V* é o campo de velocidades, X é a fungio de Lin [83] e 5 é a
entropia especifica. € denota a energia interna do fluido. Na estrutura de Weyl integravel
e é fungdo do campo escalar geométrico w(z), da densidade de entropia especifica e do
numero especifico de particulas.

Ao calcular a variacdo da acdo devem considerarse como variaveis independentes a
g", w, €, n, V* X, s e aos multiplicadores de Lagrange A;.

A varigdo da acdo (3.31) com respeito a métrica ¢ da:

G + wpp — (26 — Dw,w, + € g wew®™ =

(A2 + 220 Vg — A (1 + €) g — 20 VLV, (3.34)

1A fungdo de Lin permite exiender o formalismo Lagrangiano para os fluidos rotacionais, ver ref.[83]

38



O ponto sobre as variaveis representa a derivada covariante ao longo das linhas de fluxo
do fluido, a = a,, V*.

A variacao da agao em relagao ao campo escalar geométrico leva a

INOw + Qwaw®) = —(1+ )7+ 57 (X3 + 2haw, VE) + 2ﬁ§5. (3.35)
w

A variagao da agio com respeito as outras variaveis conduz as seguintes expressoes,

para o campo de velocidades V*#:
- 4)\1 V,u + 2 Ag,“'ﬁ, -+ 4A2 ﬁ,w“ — 2)\3X1“ - 2)\431“ = 0J (336)
e para o numero especifico de particulas:

: s}
e+ 2Xwo VE=(14€) + naTZ (3.37)

A variagdo com respelto aos multiplicadores de Lagrange tem como resultado as

seguintes equagoes de vinculo:

X =0, (3.38)
=0, (3.39)
(ARV*)., = 0. (3.40)

A continuagao faremos alguns calculos mtermedidrios para reescrever em forma mats
conveniente as equagoes geometrodinamicas.
Primeiro, contraimos a equagao (3.36) com V#, e usamos as equagdes (3.38) e (3.39)

para escrever

1 .
M= 0+ 2h waV ) (3.41)
Sustituindo neste resultado a equagao (3.37) temos

Al et n&) (3.42)

X =
! on

B | —
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Depois, consideramos a relagao termodinamica que expressa a conservacio da ener-
gia. Para 18so, € preciso fazer uma modificagao que tenha em conta a interacao do fluido
com o campo escalar geométrico w(z). Termos novos virdo da equagdo de conservagao
do mimero de particulas, pois agora deve ser mcluida a variagao do volume especifico v
induzida pelo campo w(z). Assim, partindo da equagdo usual de Gibbs para um fluido

perfeito na relatividade especial
Tds = d(p/n) +pd(1l/n), (3.43)

onde p é a energia por particula, e usando a definigio de elemento de volume especifico

dada por
1
= — 3.44
b=, (3.44)

€3Crevermnos

Tds=vdp+ (p+p)dv. (3.45)

Tomando V* como o campo de velocidades do observador comovente com o fluido, a

equagao de conservacio do niimero de particulas no espago-tempo de Weyl é dada por

(A V"), = 0. (3.46)

Se abrimos a expressio com o tilde obtemos

dn w2 1 d’U w/2 51@ —w/2

ey O S ewi2 T =0 3.47
(7 VD dt © Jrvzdte 2vdt " ’ ( )
de onde surge
dn  5dw
= —— 4 ——. 3.4
dv Zt5T (3.48)

Substituindo este resultado na equagéo (3.45), obtemos a seguinte equagio de conservagao
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da energia para um fluido perfeito em WIST

5
Trnds=dp— p—;;—pdn—l— §(p—l-p)dw. (3.49)

A seguir, expressamos a densidade de energia em termos da energia interna,

pn(l+0) (3.50)
e substituimos ela na equagao (3.49),
P 2
Tnds:nde—ﬁdn—l—g(p—l—p)dw. (3.51)
n

A partir desta equagio calculamos as expressdes para a variagdo da energia interna

0e  Sp+p

w2 n (3.52)
e  p
e (3.53)

Finalmente, usamos as equagoes (3.52), (3.53), (3.37) e (3.42) em (3.34) e (3.35), e

obtemos as seguintes expressoes das equagdes geometrodinamicas:
G twuw — (26 — Dwywy + € g wew™ = —pV,V, +ph,, (3.54)

(3.55)

2waw®™ = —==p,
Nw + Zwow 2Ap

onde p = (14 €)n é a densidade de energia especifica multiplicada pelo fator e=/?,

Em termos da configuragao Riemanniana associada, as equagies podem ser escritas

CcOIno

. 1 - -
G — Mwuw, — 2 G W™ ) = —(pV,V,, — phy) (3.56)
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fw = L 3.57
W=~ (3.57)

Estas equacgdes substituem, no contexto de uma teoria de WIST, as correspondentes
equagdes de Finstein da relatividade geral [83] com um campo escalar convenientemente
acoplado. Para uma densidade g nao nula, o campo escalar geométrico de Weyl é nao-
constante de acordo com a equagao (3.57). Neste caso, a equagdo (3.57) ndo é deduzida a
partir das equagoes generalizadas de Einstein como no caso de vazio. A equagdo dinamica
do campo escalar geométrico é uma expressao independente que deve ser satisfeita si-
multaneamente com as outras equagoes de movimento. Em consequéncia, mudancas fun-
damentals no comportamento de um fluido perfeito sao devidas & estrutura de Weyl
integravel para o espaco-tempo. Por exemplo, como veremos na segao seguinte, a estru-
tura de WIST modifica a equagao de Raychaudhuri e a dinamica das particulas do flurdo.
Veremos também que, numa aplicacio a cosmologia, certas solugdes nao-singulares e infla-
cionarias sio permitidas para uma geometria de Weyl integrdvel homogénea e 1sotrépica.
Estas modificagdes sao importantes desde o ponto de vista observacional. Elas podem
implicar novas predigdes no dmbito astrofisico e, assim, dar lugar ao desemvolvimento de

testes observacionais para a teoria.

3.3 Mais sobre Fluido Perfeito em WIST

Nesta secao apresentaremos mals algumas expressoes caracteristicas da dinamica de um
fluido perfeito no espago-tempo de Weyl integrdvel. Alguns célculos detalhados desta

secao podem ser encontrados no Apéndice A.

Dada uma geometria de Weyl integravel, o tensor de curvatura é definido por

Va;ﬁ;w - Va;’r;ﬁ - Raeﬁvve- (3-58)

Reescrevendo cada termo desta equacao em fungio dos elementos da estrutura Riemma-
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niana associada, obtemos a seguinte equacao

~

Va”»@‘h’ — Vollvllg = Raeﬁqu- (359)

Ou seja que (3.59) é uma equagio valida no espago-tempo de Weyl integravel, equivalente
a definicido do tensor de curvatura Weyliano.

Com o objetivo de comparar o comportamento do fluido perfeito em WIST com o
comportamento conhecido numa estrutura Riemanniana, calcularemos a equagio de Ray-
chaudhuri da estrutura Riemanniana associada. Esta equacao € obtida diretamente ao

contrair a equagio (3.59) com o tensor métrico contravariante g*?;

”

2

" g N N
6+ 5 —a%e+ 07 +0° = R, V°V7. (3.60)

Aqui, R,y é o tensor de Ricci da estrutura Riemanniana associada. A aceleragio Rieman-
niana ¢ dada por a@* = V| 3VP e os parametro cinematicos Riemannianos sio definidos
da maneira usual na geometria Riemanniana associada [3, 104]: & € o parametro de
deformacao, ) denota o parametro de rotacio, e § éo parametro de expansao.

O tensor fiﬂ vincula-se com o tensor de energia-momentum (arbitrdrio) através das
equacoes de movimento da geometria. Entdo, uma expressdo para o membro da direita
da equacdo (3.60) pode ser obtido a partir das equagdes de Einstein generalizadas que
foram deduzidas anteriormente.

Para um fluido perfeito isentrépico e rotacional num espago-tempo de Weyl integravel,

a partir das equagdes de movimento (3.56), podemos escrever

1 1 ) )
Ry = 9 B+ Mwpwy — 5 g wats™) = (VYo — Phuw) (3.61)

Entéao, a partir de (3.61) calculamos

. 1
R VVT = X — (5 + 3), (3.62)
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onde w = w, V=
Finalmente, substituindo (3.62) na equagio (3.60) temos a seguinte equagao

~

. 2

4 5 1
9+§~—$W+4F+&2:Aw?—§ﬁ+3@. (3.63)

Esta equagao com w constante representa a evolucdo das trajetdrias que seguem as
particulas do fluido no espago-tempo Riemanniano. Em consequéncia, resulta evidente
que a dinamica do fluido perfeito é afetada profundamente pela geometria Weyliana. To-
dos os termos da direita da equagdo (3.63) apresentam uma dependéncia com o campo
escalar geométrico de Weyl, e inclusive, o primeiro dos termos é fungao exclusivamente
da variagio de w(z). Assim, quando w nao é constante, ele contribui de forma definitiva
na evolugao das linhas de fluxo e sua influéncia é independente dos valores da pressao
ou da densidade de energia que caraterizam o fluido. O comportamento das linhas de
fluxo de um mesmo fluido perfeito num espaco-tempo de Weyl integrivel serd diferente

ao apresentado no caso de uma geometria Riemanniana.

Por outro lado, no caso de um fluido perfeito 1sentrdpico e sem deformagdo, a equagdo

dindmica para a densidade de energia especifica p é dada por

p=—8(p+p), (3.64)

onde f = V¥|.. Esta equagéo é evidéncia de um desacoplamento entre a-energia e o campo
geométrico w, a nivel da equacao de conservacao.

A partir da equagdo (3.64), junto com a equacdo de conservagao da matéria, e com
a equacao de conservacido da densidade de energia especifica, podemos verificar a pro-

priedade de isentropia de nosso modelo de fluido perfeito,

§=10. (3.65)
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Por ultimo mencionaremos que, para o tipo de fluido aqui considerado, a equacio

da aceleracao mostra a modificacio na dinamica das particulas quando estamos numa
G G P q

geometria Weyliana, pois elas adquirem uma aceleracio que depende da derivada do

campo escalar geométrico,

.1
= h ( P. wl,) . (3.66)

ptp 2
Nesta notagdo, a* = V"”gVﬂ.
Tanto a equacao (3.64) como a (3.66) surgem diretamente das equagdes de movimento

da geometria.
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Capitulo 4

Modelo Cosmolégico Homogéneo

e Isotropico

4.1 Introducao

O estudo das solugbes cosmoldgicas é um dos pontos vitais de qualquer teoria do espago-
tempo. A pergunta de qual teoria e de qual solugao de suas equagoes é a mais adequada
para descrever nosso universo motiva enorme parte das pesquisas realizadas em gravitagao.

Dentro da teoria da relatividade geral, os modelos cosmoldgicos mais aceitos sao de-
senvolvidos seguindo o Principio de Copérnico, pelo qual se considera que, em uma escala
adequada, o universo é espacialmente homogéneo [40]. Em palavras simples, homogenei-
dade espacial significa que um ponto sobre uma tri-superficie tipo espago é equivalente
a qualquer outro ponto da mesma superficie. Obviamente o espago-tempo ndo é exata-
mente homogéneo espacialmente, pols existem as irregularidades locals tais como estrelas,
galaxias, ou cumulos de galaxias. Nao obstante, parece razodvel supor que o universo €
espacialmente homogéneo a uma escala suficientemente grande.

Resulta dificil obter um teste observacional da homogeneidade espacial, devido a que
nao é simples medir a separagdo entre objetos muito distantes. No entanto, as pesquisas

observacionais sobre isotropia do espago tem levado & conclusdo de que a configuragio
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do universo é, aproximadamente, esfericamente simétrica a nosso redor. Por exemplo, as
observagdes tem mostrado que as fontes radiativas extragalicticas sio distribuidas, mais
ou menos, de forma isotrépica.

Isotropia e homogeneidade estdo intimamente vinculadas, de acordo com o que foi
demonstrado por A.G. Walker em 1944 : isotropia ao redor de todo ponto implica homo-
geneidade do espago. Assim, otorgando esta propriedade matematica & geometria espacial
do modelo do universo, foi deduzida a métrica denominada de Robertson-Walker ou de
Friedmann (FRW). Esta é uma das solugbes cosmoldgicas mais importantes dentro do
contexto da relatividade geral. Ela representa um espago dinamico, com simetria esférica
exata ao redor de cada ponto, e considera o fluido perfeito como uma descrigdo aproximada
do contetido material do espago-tempo Riemanniano.

De acordo com os resultados observacionais, considera-se que a solu¢do de FRW é
uma boa aproximagao em grande escala da geometria para a regido observdvel do espago-
tempo. A evidéncia observacional mais forte que dispomos é a radiagdo térmica de fundo
na temperatura de aproximadamente 3 K. Iste fenémeno apresenta um alto grau de
isotropia, e resulta muito dificil de ser explicado fora de um modelo cosmoldgico que
adote a hipétese de homogeneidade e isotropia espacial, a grandes escalas, numa boa
AProxXimacao .

O modelo de FRW recebeu da comunidade cientifica um merecido reconhecimento,
sendo adotado desde entiao como modelo padréo. A pesar disso, ele apresenta sérios
questionamentos. Um dos problemas mais graves é a existéncia de uma singularide-
de nas solugoes do espago-tempo, onde as leis fisicas da teoria deixam de ser validas.
Este ponto singular, identificado com a origem do universo, ndo surge meramente de um
problema de coordenadas. Nele, as propriedades fisicas do fluido perfeito junto com os
invariantes da geometria divergem: a densidade de energia e varios escalares definidos a
partir do tensor de curvatura vao a infinito, enquanto que o fator de escala val a zero.
Este resultado temn sido deduzido sob a hipdtese de homogeneidade e isotropia espacials

exatas, e para um espaco-tempo representado por uma geometna Riemanniana. Estas
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suposi¢oes podem ser razoavels nas escalas das presentes observagdes, mas realmente
ndo sdo necessariamente validas em toda a histéria do Universo. Assim, por exemplo
nas primeiras épocas, o universo poderia ter apresentado caracteristicas bem diferentes,
cabendo inclusive a possibilidade de que o comportamento singular ndo aconteca.

A presenga da singularidade no modelo cosmolégico da relatividade geral tem moti- .
vado a busca de modelos alternativos que descrevam satisfatoriamente aquelas condigoes
extremas com campos gravitacionals intensos e escalares de curvatura muito grandes.
(Qual é a configuragao mais realista do espago-tempo no inicio do nosso universo, e qual €
a descrigao aproximada dos processos fisicos na presenga de campos gravitacionais muito

fortes, estdo entre as questdes mais importantes da cosmologia ([5, 92, 31], entre outras).

4.2 Fluido Perfeito e Potencial V(w)

4.2.1 Acao e Equacgoes de Movimento

O objetivo do presente capitulo é o estudo de um modelo cosmolégico simples dentro da
teoria que considera o espaco-tempo representado por uma geometria de Weyl integravel.
Assumiremos que o espago é homogeéneo e isotrépico e que a distribuicdo de matéria é
representada, em boa aproximagao , por um fluido perfeito. Com este trabalho estamos

generalizando o estudo iniciado por Novello et al. na referéncia [69].

No capitulo anterior foram decuzidas as equagoes diramicas para um fluido perfeito
na geometria de Weyl integravel com potencial nulo. Tendo agora em conta a presenga
de um potencial nao nulo do campo escalar geométrico, V{w) # 0, a Lagrangiana é dada

por

S= [ VBT &t V(@) | Ln)d'a, (4.1)

onde L,, é a densidade Lagrangiana generalizada da matéria dada na equagao(3.32).

Como no capitulo anterior, por intermédio do principio variacional chegamos as equa-
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¢oes de movimento

- v - 1
Gu +wup — (26 =D wywy + € g wow™ = —pVEVY + ph, + 39w V(w), (4.2)

1

prTes 3(,3 + V), | (4.3)

Ow 4+ 2waw® =

onde V' = 9V/dw.
Em fungao das quantidades Riemannianas associadas, as equagdes podem ser reescritas

de uma forma mais farmiliar

\ 1 . _ 1
G Nty 5 Q™) = (V= ) | 59 VW) (44)

a o 1 ~ 7
Clw = 2)\(,o—I—V), (4.5)

com A = (4¢ — 3)/2.

4.2.2 Equacoes Dindmicas com a Métrica de FRW

Tomaremos por hipétese que a métrica do espago-tempo, homogéneo e 1sotrdpico, € da
forma usual da solucado de Friedmann-Robertson-Walker. Nas coordenadas (¢, r, f, ¢)
esta métrica é dada pelo seguinte elemento de linha

dr?

1—gr?

ds® = dt* — a’(t) ( + 7?2 (d 6% + sin® Bdgbz)) , (4.6)

onde denotamos com & o parametro da curvatura espacial.
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Substituindo (4.6) nas equagdes de movimento obtemos

SE -85 =30 -3V

28 _ 48— _Agag 5 Ly(w) (4.7)

No sistema (4.7), o ponto sobre uma variavel indica a derivada com respeito ao tempo,
enquanto que a linha denota a derivada com respeito ao campo escalar w.

Estas equagoes sdao formalmente equivalentes as equagoes da teoria de Einstein com um
campo escalar mais um fluido perfeito, convenientemente acoplados e sempre que A seja
negativo. Ndo obstante, & natureza puramente geométrica do campo escalar w permite
que o parametro A nao esteja restringido a nenhum intervalo particular dos nimeros reais.
Em conseqiiéncia, os valores positivos de A acarretardo novidades no comportamento das
solugdes cosmoldgicas em WIST comparadas com as encontradas tomando por base a
TRG. Por esta razdo, nas seguintes secoes, a analise serd dirigida especialmente aos casos

com A positivo.

4.2.3 Sistema Dinamico e Analise Qualitativa

A integragao do sistema de equagdes diferenciais (4.7) é uma tarefa que provavelmente
ndo possa ser realizada de forma analitica e as expressoes exatas das solugdes de nosso
modelo nao sao em geral conhecidas a menos de alguns casos particulares. Ndo obstante,
podemos obter muita informagdo sobre o comportamento das solugoes através de uma
andlise qualitativa do sistema dindmico. Uma rapida resenha do método ¢ apresentada
no Apendice B. Se o leitor precisar de maior informagdo sobre o tema, pode dirigirse as
referéncias dadas nesse Apéndice.

Nas seguintes segoes estudaremos o sistema de equagdes diferenciais (4.7) aplicando a

técnica de analise qualitativa de sistemas dinamicos, e considerando os casos de potencial
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nulo e de potencial exponencial. Por simplicidade, trabalharemos com modelos de secao

espacial plana fazendo £ = 0.

O sistema de equagoes pode ser colocado em uma forma mais conveniente introduzindo
as seguintes variaveis

a y
T= Y= w (4.8)

Reescrevendo em fungio de (z,y), as equacoes adquirem a seguinte forma

—3zt=2y"-p—1V(w)

—22 322 = ~242 4~ 1 V(w) (4.9)

4.2.4 Equacao de Estado

Junto com o sistema dinamico (4.9) adotamos a seguinte equagao de estado para o fluido

perfeito

p=0(—-1)p (4.10)

onde 1 <y < 2.

A equagio dinadmica para a densidade de energia em repouso nao é modificada pela
presenca do potencial V(w), entao, a partir de (3.64) e com (4.10) integramos a seguinte

eXpressao para p

a 37, (4.11)

A constante de integragio pg € uma constante arbitraria sempre positiva.
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4.3 Potencial Nulo

4.3.1 Sistema Dinamico Bidimensional

Substituindo V{w) = 0 na primeira equagdo de (4.9) obtemos a densidade de energia em

termos das variaveis z e y

\
p=3z"+ Eyz. (4.12)

Utilizando a equagédo de estado (4.10), a expressdo para a densidade de energia (4.12),
e fazendo V(w) = 0, o sistema dindmico é reduzido ao seguinte sistema bidimensional,

autonomo, homogéneo de ordem m —= 2

=_32

z=—3yz*+3(2—7)y
(4.13)

y=—3¥° — 5z’ —3zy

Os diagramas de fase deste sistema sio representados no plano de fase bidimensional
(z,y). Da definicdo da varidvel z, é imediato deduzir que a regido do plano de fase com
z > 0 corresponderd a um dominio das solucdes puramente em expansio, enquanto que
z < 0 conteri as solucdes colapsantes. (Uma resenha da analise de sistermas homogéneos

¢ apresentada na segunda segio do Apéndice B.)

4.3.2 Condi¢ao de Energia Fraca

A condicao de energia fraca, pela qual a densidade de energia deve ser sempre positiva,

toma a seguinte forma nas variavels z e y
2 A o
p>0=3z +§y > 0. (4.14)

Quando A > 0, a inequacao (4.14) é satisfeita em todo o plano de fase. Quando A < 0,
temos que p > 0 implica |y| < k4 (x|, e em conseqliéncia existem certas regides do espago

de fase que ndo tem sentido fisico, pols a densidade de energia € negativa.
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4.3.3 Ponto Critico e Raios Invariantes

Definimos como pontos criticos aqueles pontos de equilibrio onde z =y = 0. O sistema
homogéneo (4.13) possui apenas um wunico ponto critico na regiao finita, localizado na
origem O, de tipo degenerado e cuja topologia depende diretamente do valor do parametro
A

Os raios wnvariantes podem ser definidos como aquelas solugoes particulares do tipo
y = ke, com k constante. Apods calculos simples, obtemos trés solucdes para os raios
invariantes do sistemma homogéneo (4.13)

-Duas solugoes sdo validas sé quando A < 0. Elas s&o da forma y = ky z com

ks =+ mg. (4.15)

-Uma terceira solugao é da forma y = k, =, valida para qualquer valor de X # 0 e com

1

SRS YCRY

(4.16)

4.3.4 Analise Qualitativo para A Positivo

Como foi mencionado anteriormente, as novidades no comportamento das solugdes cos-
moldgicas virao com os valores positivos da constante de acoplamento do campo escalar
geométrico. Os resultados com A < 0 ndo fornecerio novos resultados em comparagio
com os gue podem ser encontrados nas teorias Riemannianas com um fluido perfzito e
um campo escalar como fontes externas. Por esta razdo, a partir de agora estudaremos o

sistema dindmico (4.13) unicamente para os valores positivos de A

Generalidades dos Diagramas de Fase.

Os diagramas de fase do modelo com A > 0 sdo mostrados nas Figs. 4.1 e 42 e na
Fig. 4.3. Estes diagramas s@o completos e incluem as regides finitas tanto como a regiao

C. que representa o infinito do plano (z,y). As curvas desenhadas sao representativas
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das diferentes familias de solugdes, e o ralo invariante é representado pelo didmetro da
circunferéncia com extremos nos pontos A e B. O iinico raie invariante do sistema (4.13)
com A > 0, pelo que vimos acima, é a solugao particular da forma y = &, z, com k, dada

por (4.16).

Figura 4.1: Diagrama de fase com V(w) =0 e Ao, < XA < A,
No diagrama de fase da Fig. 4.1: as regides somhreadas denotam evolucde inflacionéria
(deflacionaria) se ¢ > 0 (z < 0). O ponto O representa um universo de Minskowski, entanto
que A e B sdo singularidades inicial e final, respectivamente. As curvas fechadas que partem de

O representam uma classe de universos nao-singulares.

Como j& concluimos a partir da eq. (4.14), quando A > 0 nao existem restrigbes no
plano devido & condicdo de energia fraca.

Por outro lado, existern dominios inflaciondrios no plano (z,y) dados por

2. 2(2-87) ,
Yy >m$- (4.17)
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Esta inequagao surge diretamente da condicdo 3 > (0 do ecomportamento inflaciondrio.

Nas figuras, as regioes inflaciondarias sdo representadas pelas partes sombreadas.

Figura 4.2: Diagrama de fase com V{w) =0, A > Ap e A > A,
No Diagrama de fase da Fig. 4.2: as curvas fechadas passam por uma época inflacionaria

finita, menor que a mostrada na Fig. 4.1

Comportamento e Interpretagao das Curvas

Seguindo a técnica descrita na segunda segao do Apéndice B, deduziremos o comporta-
mento das curvas integrais do sistema (4.13) através da analise do sistema em coorde-
nadas polares. Substituinde z =rcos#, y = rsené em (4.13) e reordenando obtemos o

seguinte sisterna equivalente
7 =12 Z(8)
, (4.18)
6 =rN(8)
onde Z(8) e N(8) sao dados pelas equagdes (B.44) e (B.45), respectivamente. Nestas

coordenadas o ralo invariante pode ser determinado pelo valor de § para o qual N(€) ¢
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nulo. Assim, em fungdo da expressdo (4.16), encontramos que a raiz 8y de N(6) é
0y = arctan(k,). (4.19)

Uma vez conhecido o ralo invariante, podemos analisar a configuracao das curvas em
sua vizinhanca e perto do ponto critico O. Nessa analise utilizaremos as series de Taylor
de Z(0) e N(8) ao redor de §,. Estas expansdes sdo dadas pelas equacdes (B.46) e (B.47).

Para classificar os tipos de curvas necessitamos da ordem da raiz 8, de N(0), que
segundo (B.47) é n = 1, e do signal do produto Z(@o)N(l)(é’o), que é nulo unicamente

quando

1

Em acordo com a convencgdo apresentada no Apéndice B, concluimos que existem
basicamente dois tipos de solucoes
(1) tipo It Z(6)N®)(8;) > 0 quando A > A,

(2) tipo II: Z(HO)N(U(HO) < 0Oquando X < M.
Nas Figs. 4.1 € 4.2 e na Fig. 4.3 mostram-se as trajetorias tipo I e II, respectivamente.

Devido a que n — 1 e como os parametros v e A estdo nos intervalos 1 <y < 2e
A > 0, temos que Z2(0y) + Z(0:) N(Y(8y) < 0 é sempre vélido para as solugdes do tipo
I1. Conseqiientemente, as curvas do digrama de fase do tipo Il sempre afastam-se do raio
invariante perto da origem, e convergem ao raio invariante no infinito.

A condicio Z(6,)N()(8,) = 0 implica um vinculo estrito entre os valores dos para-
metros da teoria, pois A e v deveriam satisfazer a equagdo (4.20). Também vemos que
Z*8y) + Z(8,) N(f,) > 0 é impossivel para o intervalo 0 < A < A,. Em conseqiiéncia,
estes dols subcasos do tipo II com n = 1 néo sio considerados em nosso modelo quando

X é positivo.

Os ralos invariantes desenhados pelas linhas O A e BO sao duas solugdes particulares,

determinadas pela raiz 8, = arctan(k,) de N(8). Elas podem ser integradas analitica-
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mente e o resultado da integracdo conduz as seguintes expressoes do fator de escala e do

campo escalar geométrico

a(t) = (1 — q)Cot + Cy)is (4.21)

1
Y= N2 - - 1)

onde Cy, C1 e wg sdo constantes de integragdo. O parametro ¢ é uma simples combinagao

dos parametros da teoria
Ay — A

T AN A2 - 1) (4.23)

q

com

1
22-7)(8v—2)

O sentido das curvas OA e OB, pode ser deduzido a partir da expressdo da varidvel

A =

(4.24)

z(t) sobre o ralo invariante,

Co

z(t) = Cot(l—q)+Cr (4.25)
O sentido destas trajectorias dependerd do signal de 1 — ¢, pois
im o — sg(1 — ¢) hm —. (4.26)
t—too t—deo f
A partir da defini¢do de ¢ obtemos a seguinte equivaléncia
1—g>0=2X2> ., (4.27)

Esse resultado determina que

(1) quando A > A, a trajetéria sobre o raio invariante com z > 0 estd orientada em
direcdo & origem, enquanto que o raio invariante colapsante (z < () parte da origem a
t — —ooc e finaliza no infinito do diagrama de fase.

(2) quando A < A, as trajectdrias sobre os raios invariantes tomam as dire¢oes em sen-
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tido contrério ao visto no caso (1).

Figura 4.3: Diagrama de fase para V{w) =0e A < A,
No diagrama de fase da Fig. 4.3: o universo de Minskowski é denotado pelos pontos A e B, e
a origem é uma singularidade. A principal classe de solucbes representa universos nao-singulares
que partem de A e finalizam em B. Todos eles passam por uma etapa inflacionaria indicada

pela regido sombreada.

A esta altura da anélise temos o ralo invariante, o ponto critico O, e a forma das curvas
na regiao finita. Para dar uma interpretagao cosmologica dos pontos criticos e das curvas,
devernos completar a andlise com o estudo das regides que representam o infinito do
plano de fase. Urna breve descrigao da analise no infinito e alguns calculos intermediarios
encontram-se na ultima secdo do Apéndice B. A seguir enunciaremos diretamente os
resultados.

A interpretacao das trajetorias das curvas mostradas nas Figs. 4.1 e 4.2, com A > A,

é a seguinte:
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-O ponto critico na origem O, é identificado como sendo um universo de Minkowski.
Quando nos aproximamos a (, a densidade de matéria tende a anularse, a expansao é
méxima (@ — oo) € o campo w tende a um valor constante.

-Os pontos criticos A ¢ B representam singularidades fisicas, neles a densidade de massa
toma valor infinito e o fator de escala tende a Zero.

-A linha OA representa um modelo colapsante ( < 0) que come¢a num estado de méxima
expansao na origem () at — —oc e finaliza num estado singular no ponto A quando ¢ =0
(sempre é possivel escolher C; = 0 em (4.21)).

-A linha BO representa um cosmos em expansdo com singularidade inicial no ponto B,
e com estado final Minkowskiano em ¢ — oc na origem O.

-A e B sao resultantes de um "big-crunch” e de um "big-bang”, respectivamente.
-Quando A < A, , ou equivalentemente ¢ > 0, os raios invariantes representam universos
inflaciondrios ou deflacionérios para a coordenada @ positiva ou negativa respectivamente.
-A classe mais interessante de solugoes fora dos raios invariantes € representada pelas cur-
vas fechadas com extremos no ponto O. O fator de escala nesses casos parte de um valor
maximo na origem, diminui até um valor minimo nio nulo quando z = 0, e finalmente
volta a aumentar continuamente para retornar a ser um espago-tempo de Minkowski ao
regressar a origem. O interessante nessas solucgdes € o fato de ndo existir nenhum ponto
singular. O parametro de Hubble, dado pela coordenada z, nao diverge para nenhum
valor do tempo coordenado .

-Além da regularidade, todas as solugces fechadas possuem periodos inflacionarios e de-
flaciondrios nos semiplanos com z positivo e negativo, respectivamente.

-Na Fig. 4.1 o periodo inicial de deflacao € seguido por um regime néo-inflacionario, de-
pois do qual o universo expande novamente em inflagdo até chegar ao ponto O.

-Na Fig. 4.2 os regimens inflaciondrios ou deflacionarios constituem épocas intermedidrias
entre os periodos inicial ¢ final sem mnflacao. Em consequéncia, eles sdo periodos mais

cortos que os vistos na Fig. 4.1.
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Para o caso A < A, , representado na Fig. 4.3, as trajectorias sao interpretadas da
seguinte manera:
-Os raios invariantes mudam de sentido com respeito as Figs. 4.1 e 4.2.
-A origem O nao reproduz um universo Minkowskiano, mas sim uma singularidade.
-Os pontos criticos A ¢ B sao espago-tempos planos. -A linha AO é uma solugio co-
lapsante para a qual o estado inicial é o espago-tempo de Minkowski, e o ponto final é
singular.
-A linha OB comega numa singularidade e chega ao estado final de maxima expansdo no
ponto B.
-As solugoes exatas dos raios invariantes estao dadas pelas equagdes (4.21) e (4.22).
-Como A, < A, sempre, entao para A < A, < A, os raios invariantes apresentam inflagao
ao longo de toda a trajetoria.
-As curvas fora dos ralos invariantes representam solugées com um comportamento semel-
hantes ao descrito nas Figs. 4.1 ¢ 4.2. As curvas que partem do ponto A e acabam no
ponto B representam modelos comolégicos nao-singulares. FEstas frajetdrias iniciam e
finalizam em universos planos, atingindo um radio minimo no momento em que a curva
atravessa o eixo y.

Frente a istos resultados, podemos concluir que a presenga do campo escalar geométrico
provoca a auséncia de singularidades nas solugdes cosmolégicas (fora dos raios invariantes)
para o presente modelo semn potencial escalar. Isto é representado nos diagramas de fase,

tanto nas curvas fechadas das Figs. 4.1 e 4.2, como nas trajetotias da Fig. 4.3.

4.4 Potencial Exponencial

Nas teorias escalar-tensoriais, a agao que descreve o espago-tempo junto com as fontes
externas pode incluir um termo de potencial escalar V(¢), funcao do campo escalar. A
forma deste potencial é uma questdao em aberto, e o modelo fisico que melhor representa
os periodos com fortes campos gravitacionais é ainda desconhecido. A priors, nenhum

tipo de potencial, tem preferéncia em relagao aos outros.
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Em vérios modelos, V(@) € deduzido a partir da fisica de particulas. Este é o caso do
potencial de Coleman-Weinberg que surge de teorias grao-unificadas [52]. Qutros modelos
cosmoldgicos consideram formas de V(w) simples, tais como os potenciais quadréaticos ou
guarticos, que ndo sio diretamente relacionadas com nenhuma teoria fisica particular [6].

Em outros casos se introduze um potencial exponencial. Estes modelos surgiram den-
tro das teorias efetivas 4-dimensionais, induzidas pela teoria de Kaluza-Klein, e também
foram desenvolvidos dentro da teoria de supercordas. Vdrios exemplos sao citados e es-
tudados em [55], [39] e [106].

Pode-se ver que a escolha de um potencial exponencial nao é apenas de interesse
académico. Yokoyama e Maeda [106] demonstraram que um potencial dessa forma conduz
naturalmente a solugoes cosmolégicas, com comportamento inflacionario do tipo poteéncia,
que conseguem eliminar o problema de horizonte e de platitude no modelo cosmolégico.
Entre outros exemplos podemos citar o trabalho de Haliwell [39] e mais recentemente a
referéncia |74].

Como em outras teorias escalar tensoriais, a acdo que descreve o fluido perfeito no
espago-tempo de Weyl integrivel também pode incluir um termo de potencial escalar
V(w), fungdo do campo escalar geométrico. Para escolher a forma do potencial, con-
sideraremos os precedentes mencionados nos paragrafos anteriores e teremos em mente
o objetivo de facilitar a integracdo das equagoes de movimento. Em particular, procu-
raremos um potencial que possibilite o estudo das solugesatravés da técnica de analise
qualitativa de sistemas dinamicos. Em consequéncia, escolhemos um potencial com a

forma exponencial dada por

V(w) = Vo e, (4.28)

onde V; e 3 sao constantes arbitrarias. Kste tipo de potencial permitird escrever o sistema

de equacoes dinamicas como um sistema autonomo.
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4.4.1 Sistema Dinamico Bidimensional

Para obter um sistema dindmico bidimensional a partir do sistema (4.7) introduzimos

uma variavel temporal 5 e duas variaveis dinimicas novas

8 8
AV .
o o (4.29)

a

, A=W (4.30)

o = —
23

A partir daqui a linha denotara a diferenciagdo com respeito a 7.

Com estas transformacgoes, o sistema de equacdes de movimento (4.7) fica equivalente

o = —1fha—2 0 (y=2) - Fral 1 ]
(4.31)
A= 1A’ 3aA — 2 a® 1N+ L (v +1)
Os diagramas de fase sdo mostrados nas Fis. 4.4,4.5 e 4.6. Nesses diagramas, a < 0 é
o semiplano que contém os modelos em contragao, enquanto que a > 0 contém os modelos

durante a época de expansio.

4.4.2 Condicao de Energia Fraca

Em termos das novas variaveis, a condicao de energia fraca ¢ dada por
p>0 = 6a”+AA% > 1. (4.32)

Assim, para A > 0 existe uma regido fechada do espaco de fase (a, A), limitada por uma
curva eliptica 6a® + AA? = 1, onde a condicao de energia fraca nao é satisfeita. A curva
eliptica € solu¢do do sistema de equagoes com densidade de energia nula. Se A < 0 a

regiao de densidade de energia positiva ¢ limitada por uma curva hiperbdlica.
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4.4.3 Pontos Criticos

O sitema (4.31) tem dois pares de pontos criticos

_ Y B
Pl':(alaAl)*'l_ M(I,X), (433)

Py = (o, A) (4.34)
Pz (on ) = - 2) 2122 (P2 ) )
Py = (s, —Ay). (4.36)

De acordo com o que mostramos nas Figs. 4.4, 4.5 e 4.6, ambos pares de pontos cri-
ticos sdo simétricos com respeito & origem. A condigdo para que P;4 tenha coordenadas
reais €

}8 + ]-/2 Anrr.'.i‘n.

A<Am“:37(2ﬁ7):“ﬁ(2w7)’ B> -1/2. (4.37)

Os pontos P; e P, estdo cituados sobre a curva § = 0, enquanto que P and P, estao do

lado exterior da curva (g > 0), se Apin < A < Apae com 3 > —1/2. P34 estdo localizados
no segundo e quarto quadrantes, e se § < 0 0 mesmo € valido para P; 3. No caso de 3 > 0,
Py > pertencem ao primeiro e terceiro quadrante.

Com a analise no infinito (ver Apéndice B) encontramos um 1nico ponto critico que
denotamos como P,,. No diagrama de fase ele € representado por dois pontos sobre U,

diametralmente opostos.
Como é de se esperar, a natureza dos pontos criticos depende altamente dos valores

dos parametros. Para A > 0 observamos que todos os pontos criticos sao, em geral, nds

ou pontos sela. Os resultados sao apresentados na Tabela 4.1.
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Para estudar o significado fisico dos pontos criticos aplicaremos a técnica descrita no
Apéndice B. A seguir enunciaremos os resultados. O leitor interessado encontraréd os

célculos intermedidrios no Apéndice citado.

Iigura 4.4: Diagrama de fase, potencial exponencial e Ajpge < A€ Appin < A

No diagrama de fase da Fig. 4.4: po, é uma singularidade. Os pontos P 5 sdo solugdes dadas
pelas egs. (4.38) e (4.39) se 8 # 0, ou dadas pelas eqs. (4.41) e (4.42) se 8 = 0. As solugdes
que partem de P, e finalizam em P; sdo ndo-singulares. De acordo com a eq. (4.40), P, é um
atrator que representa um universo inflacionario. As solugbes possuem periodos inflaciondrios

quando passam pela regido definida na eq. (4.43).

Os pontos criticos P na regiao finita, com ¢ = 1..4, sdo solugoes do sistema dindmico

expressas por
-2/8

() = k;ﬁ Val/2 A (t + to) (4.38)
e
ORI (4.39)



As quantidades ag e 1y sao constantes de integracio, e (¢, A;) sdo as coordenadas dos
respectivos pontos criticos com 2 = 1..4. Vemos, entdo, que os P; representam universos

com fatores de escala evoluindo num regime de tipo poténcia.

Figura 4.5: Diagrama de fase, potencial exponencial € Anin < A < Aas
No diagrama de fase da Fig. 4.5: F,, é uma configuracdo de Minskowski, entanto que F;,
1= 1,2,3,4, representam solugdes dadas pelas eqs. (4.38) e (4.39). A eq. (4.40) é satisfeita pelo

ponto Py, atrator na maioria das condigdes iniciais.

Essos modelos sao inflaciondrios unicamente se os valores dos parametros satisfazem

qualquer das duas condicbes seguintes

20&2' 20:1'
>0,
A A;B

< —1. (4.40)

Pode-se mostrar que para P;» a primeira condicdo de (4.40) é sempre vélida. Para

P; 4 existem duas situacdes
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(1) com —1/2 < 8 < 0 é satisteita a primeira equacédo de (4.40) ,

(ii) com 0 < 8 < (3y —2)"! é satisteita a segunda equagdo de (4.40).

Como um caso particular temos o correspondente a 8 = 0. Este é um modelo que
reproduz um universo isotrdpico e homogéneo em WIST com constante cosmolégica V.
Neste caso, a constante A, toma valor nulo, os pontos criticos Py 5 ficam sobre o eixo
horizontal, e P4 sao localizados no exterior da elipse p = 0 quando 0 < A < 1/67(2 — ).

A forma explicita das solugdes representadas pelos pontos criticos no caso 8 = 0 séo

t
W) _ eap(V3” at), (4.41)
o
e
w(t) = wo + Vo2 A, (4.42)
com 7 = 1,2,3,4. A forma do fator de escala indica que estas solugbes apresentam

comportamento inflacionario do tipo exponencial.
Por outro lado, podemos dizer que os pontos criticos no infinito representam uma

singularidade no caso de A > M.z, € sdo universos Minkowskianos se A < Aqs-

4.4.4 Dominios Inflacionarios dos Diagramas de Fase

Com { genérico, o comportamento inflacionario das solugdes encontra-se na regido do

espaco de fase (a, A) representada pelo interior de uma curva hiperbélica

az /_\2
;2— — b—z <1 (443)
onde
2 Y 2 Y
= ——_ b= 4.44
-2 " T ae-a) (4.24)
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Todas as solugbes evoluem em periodos inflacionarios no hemiplano com a positivo, ou
deflacionarios no hemiplano com « negativo, quando as irajetérias passam através da

regiao dada pela equagao (4.43).

Figura 4.6: Diagrama de fase, potencial exponencial e A < Apin < Anas

No diagrama de fase da Fig. 4.6: P, é uma configuragio de Minskowski. P, i = 1,2,
representam universos inflacionarios. Todas as solucbes sdo nao-singulares, e passam por um

periodo inflacionario sempre que airavessam a regido definida pela eq. (4.43).

4.4.5 Comportamento e Interpretacao das Trajetérias.

De acordo com o apresentado no Apéndice B, estudamos qualitativamente as curvas e
pontos criticos dos diagramas de fase. A seguir mostraremos os resultados dessa analise,
enunciando as principais propriedades das familias de solucdes.

Na Fig. 4.4, o ponto F; é um atrator € o ponto P, € sempre um repulsor; indepen-
dentemente das condigoes iniciais. Esses porntos representam modelos de Friedman tipo

poténcia com dominio de um campo escalar. Todas as solugoes que evoluem entre P, e
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P, sao nao-singulares e apresentam um periodo de contragio seguido de expansio. Elas
sao similares as solugdes com potencial nulo, mas possuem dois tipos diferentes de estados
inicial e final. Por outro lado, existe uma solugio particular que representa um modelo
emn expansao com big-bang, comegando numa singularidade em P,, e finalizando em P;.
As solugées com 8 = 0 sdo do tipo mostrado na Fig. 4.4, mas nesse caso P, ; devem ser
identificados com modelos inflacionarios de tipo exponencial.

Na Fig. 4.5 sado reproduzidas as solugbes mais interessantes. Umn ponto critico no
infinito e o ponto Py sao atratores, enquanto que o outro ponto critico no infinito e P,
sao repulsores. P, representa um universo de Minkowski, e P; 5 s&o identificados com
os modelos inflaciondrios tipo poténcia dado pelas equagdes (4.38) e (4.39). Os pontos
criticos P54 ndo estao presentes, pols suas coordenadas sdo complexas para os valores dos
parametros que correspondem a este diagrama. Todas as curvas representam solugoes
nao-singulares. Existem duas solugdes particulares em continua expansdo, uma entre Py
e P, e a outra entre Py e P,,. O resto das solugbes contraem desde um estado inicial,
atimgem um radio minimo e depois expandem até o estado final, sem apresentar pontos
singulares. Um tipo destas solugdes tem os estados inicial e final identificados com os
universos com expansio maxima em P.,, de modo andlogo ao caso de potencial nulo visto
anteriormente. Qutro tipo das solugoes em regime de contragao-expansao evoluem entre
os pontos criticos finitos tendo os estados inicial e final identificados com os modelos
inflacionérios tipo poténcia. Umas destas trajetorias comegam em F, e terminam em
P, outras duas solugdes particulares vao entre P3-P, e entre P»-P,. Todas as solugoes
regulares que evoluem entre dois estados diferentes nao existem no caso de potencial nulo.

Na Fig. 4.6, P, € uma solugao tipo Minkowski e P, sao universos inflacionarios
tipo poténcia. Esta figura mostra solucoes regulares entre os pontos criticos no infinito.
Estas solugoes descrevem modelos que contraem desde um universo plano inicial em P,

chegam a um radio minimo e depois expandem até o estado final no outro P,. Uma

solugao particular entre os pontos P, e P, é nao-singular ¢ de expansao continua.
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A>0 ,8 Poo P12 P3,4 Flg
Arin < Amaz < A | ({y — 2)71, —1/2) | sela | né | complexo | 4.4
mse < min <) | € (0 25 -12) 7|7 |7 .
Amin < A < Amaz | € (—1/2,0) né | né | sela 4.5

n”

A < Ain < Amaz né |sela|p<0 4.6

Tabela 4.1: Topologia dos pontos criticos
4.5 Conclusao

No caso de potencial nulo, as curvas fechadas representam universos ndo-singulares com
periodos 1nflaciondrios em diferentes épocas, dependendo dos valores do parametro .
Apenas as solugOes representadas pelos raios invariantes sao singulares, iniciando-se a
partir de estado de big-bang ou finalizando num estado de big-crunch.

No caso de potencial exponencial, alguns comportamentos qualitativos existem para
qualquer conjunto de parametros: atratores essencialmente existem na regido de expansao
(e > 0), erepulsores na regido de contragao (o < 0). Entdo, solugdes regulares apresentam
evolugdes tipo contragdo-expansdo. Todas elas possuem um perfodo inflaciondrio dado
pela equagdo (4.43). Este comportamento estd também presente em varios casos com
potencial nulo, mas aqui o nimero de tipos diferentes de estados final e inicial é bem
maicr.

Como resultado principal da presente anélise, mencionaremos a generalidade das
solugdes ndo-singulares. O tipo de solugOes regulares com regime contragio-expansao,
entre tipos idénticos ou diferentes de espago-tempos inicial e final, aparecem em todos os
diagramas. Na verdade, apenas algumas solugoes possuem singularidades. A razao para
tal comportamento é a contibuigdao do campo escalar geométrico na dinamica dos modelos.
QOutra carateristica importante é o fato de que a inflagao é realizada independentemente
do tipo de condigGes inicias. O periodo inflacionario presente nas solucbes regulares esta
também presente nas solugdes encontradas para universos abertos sem fonte material [69].
Pode-se dizer que a presenca de matéria na configuracao plana teria o papel da tricur-

vatura no espago vazio com geometria de Weyl integravel.
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Capitulo 5 .

Solucoes Estaticas Esfericamente

Simétricas

No estudo de campos gravitacionais fortes devem ser consideradas, como primeira aprox-
imagao, as solugoes esfericamente simétricas. Elas sao razoavelmente simples e fisica-
mente muito importantes, pois varios objetos astrofisicos parecem ser aproximadamente
esféricos.

A situacgao fisica mais simples de descrever é um sistema estatico esférico, como por
exemplo uma estrela brilhante ou um buraco negro. Definimos o espago-tempo estatico
como aquele para o qual é possivel encontrar um sistema de coordenadas com coordenada
temporal ¢, tal que todas as componentes da métrica sao independentes de ¢t (propriedade
estaciondria) e invariantes frente a inversao temporal t — —t. Ou seja, o espago-tempo
possui um vetor de Killing do tipo tempo.

As solugoes estaticas esfericamente simétricas sdo muito relevantes por serem possivels
estados finais de um proceso de colapso gravitacional. Assim, o estudo deste tipo de con-
figuragbes € fundamental dentro de qualquer teoria da gravitacao. Os pontos principais da
analise sdo o comportamento das geodésicas, a presenca de singularidades e a estabilidade
da solugao.

Na TRG foram encontradas soluges estiticas para o campo gravitacional no exterior
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de diversas fontes com simetria esférica. Jd em 1916 Schwarzschild descobriu a primeira
solugdo correspondente ao exterior de uma massa M estitica, esfericamente simétrica
e de tamanho limitado [94]. Mais tarde, sem impdr a condi¢do de estaticidade [40], o
teorema de Birkhoff [7] prova que a métrica de Schwarzschild é a vinica solucao esférica
e assintoticamente plana das equagoes de Einstein no vazio. Em outras palavras, todo
espago-tempo esfericamente simétrico com R, = 0 ¢ estdtico. Assim, uma estrela pul-
sante radialmente ou uma estrela colapsante de massa constante M também apresentam
no exterior a solugdo de Schwarzschild.

Dentro da TRG também é bem conhecida a solugao para um campo gravitacional
devido a uma carga pontual estatica. Esta solugdo recebe o nome de métrica de Reissner-
Norstrom [84].

Bem mais tarde foi obtida a solu¢do para a métrica estdtica esfericamente simétrica
no caso de acoplamento gravitacional com um campo escalar de massa nula [44]. Esta
solugao foi estudada posteriormente por diversos autores [85, 105].

A analise das configuragoes estaticas esfericamente simétricas também foi desenvolvida
em algumas teorias alternativas &8 TRG. Por exemplo, dentro da teoria de dilaton, pode-
mos citar o trabalho de Tao e Xue [97]. Eles estudam solugdes de objetos estelares
formados por bosons e incluem um campo escalar de Higgs junto ao campo usual de dila-
ton. A possibilidade da formagao de um estado de equilibrio gravitacional nesta teoria
também foi estudada [46, 88]. Junto com os objetos estelares bosénicos, os buracos negros
sao considerados entre os fendmenos mais importantes a serem pesquisados na teoria da
gravitagdo. Na teoria de dilatons, os resultados mostram que o campo escalar cumpre um
papel principal nos modelos de buracos negros carregados |35, 37, 49].

A seguir apresentaremos um estudo de configuragdes estaticas esfericamente simétricas
em um espago-tempo de Weyl integravel para trés casos diferentes, vazio, campo eletro-
magnético e campo escalar externo. Veremos que os resultados obtidos nas teorias de
dilaton sobre estrelas de bosons e buracos negros sdo mantidos na teoria da gravitagao

em WIST. Exibiremos as solugdes e pesquisaremos as possivels singularidades do escalar
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de curvatura e a presenca de horizontes. Para nossos cdlculos utilizaremos as equagdes de

movimento que foram apresentadas no Capitulo 3.

5.1 Singularidade e Geodésica em WIST

Definimeos o espago-tempo singular como uma variedade na qual existe uma geodésica
inextendivel em, pelo menos, uma dire¢éo, e com um intervalo finito do pardimetro afim.
A singularidade é classificada como singularidade de curvatura se existe pelo menos um
escalar construido com o tensor de curvatura, ou com suas derivadas, que diverge [100].

No presente Capitulo consideraremos as singularidades unicamente no escalar de Rica
calculado como o trago do tensor de curvatura de Rica, R = g, R*. A analise ndo é
conclusiva a respeito da inexisténcia de uma singularidade, mas ela resulta suficiente para
detetar todas as solucdes singulares conhecidas na literatura, e para extender o estudo
desses casos as solugoes novas. Em outras palavras, se o escalar de Ricci é regular nédo
podemos dizer nada acerca da regularidade da solugdo, pois nada sabemos dos outros
invariantes da teoria. Nao obstante, se R & singular concluimos que o espago-tempo
apresenta uma singularidade da curvatura. Podemos também estar em presenca de uma
singuridade nua, a qual pode ser definida como o valor do parametro afim onde uma curva
causal dirigida para o futuro tem seu extremo inical na singularidade, e o outro extremo
estd no infinito futuro nulo.

Pela definicio dada acima, vemos que a andlise das singularidades envolve de forma
direta o estudo das trajetérias das curvas geodésicas. Em WIST a equacido de uma
geodésica pode ser obtida pela definicdo de geodésica afim (o vetor tangente mantem a
mesma direcao propagado ao longo da curva), ou através do principio variacional aplicado
ao caminho de uma particula livre.

Usando o tempo préprio como parametro afim 7, o vetor tangente a trajetoria de
uma particula livre é dado por

_ dz#

OISl
ve= 0 (5.1)
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Se a trajetoria é do tipo tempo

G VIV* = 1. (5.2)

Neste caso a equagao da geodésica é (ver Apéndice C)

1
Ve, ve = — 5% veye, (5.3)
Se a geodésica (5.3) representa a trajetéria de um raio de luz devemos usar um parametro
afim ¢ em lugar do tempo préprio 7, pois a curva ¢ tipo nula. Neste caso o campo de

velocidades é dado por
_ O=x#

B0’

v (5.4)

tal que
G VIVE = 0. (5.5)

Para resolver a equagao (5.3) é conveniente considerar as simetrias do espago-tempo, ou
seja, as transformagoes que deixam nvarante as componentes dos elementos geométricos
fundamentais. Toda simetria do tensor métrico tem associado um vetor de Killing E(ge—
rador da isometria), tal que a derivada de Lie da métrica com respeito a Eé identicamente
nula. Dada uma simetria do espago-tempo € natural impor que a derivada de Lie com
respeito a gta,mbém deve ser nula para o campo escalar geornétrico, além de ser nula para
o tensor metrico.

L
A derivada de Lie da métrica g,, em relacao a um vetor ¢ ¢ definida numa geometria

arbitraria pela seguinte equagao
££gw = ’gavagpw + gavvufa + guavvfa: (5-6)
onde a derivada covariante é indicada por V. Se f_’ é um vetor de Killing, entao

£ = 0. (5.7)
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Numa geometria de Weyl integravel (ver Capitulo 2) a derivada covariante da métrica
satisfaz

vagpu = Wo Juo- (58)

Usando (5.6) e (5.8) em (5.7) vemos que o vetor de Killing em WIST ¢é definido por

v,ufu + V,,{,u = u‘fv + wvgp - QWEJW:F- (5'9)

Em consequéncia, a variacao do produto interno ¢,V¥ ao longo de uma geodésica em
WIST ¢ dada por

1 1
VEVW(E V") = - gV Vi eu, + 5 Vi VL (5.10)

No primeiro termo, {*w, é uma quantidade nula, pois uma simetria do espago-tempo é
também uma simetria do campo escalar geométrico. Escrevendo a variagao ao longo da
geodésica como V#V, = d/ds (onde s é o nome genérico do parametro da curva), temos

que

Ay e d
T(EV) =Vl w(a®). (5.11)

A solugao desta equagdo é

£, VY = const ¥ (5.12}

onde const denota uma constante de integracio arbitréria.
Se consideramos um espago-tempo estdtico e esféricamente simétrico, o campo escalar
geométrico e o tensor métrico dependem apenas da coordenada r e existe um vetor de

Killing tipo tempo dado por

;!
E= o, (5.13)
Substituindo w(z#) = w(r) e (5.13) em (5.12) temos que
i = gt (), (5.14)
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onde o ponto indica derivagdo com respeito ao parametro afim da curva. Em (5.14)
a constante de integragao const foi absorvida como um fator multiplicativo do campo
escalar; 1sto pode ser feito sem perda de generalidade, pois o valor assintdtico do campo
escalar & uma quantidade arbitraria a ser definida como condig¢io de contorno do sistema.

Finalmente, usando as equagdes (5.14) e (5.2), e considerando a particula em movi-
mento radial, obtemos a expressao do intervalo de coordenada temporal para uma geodé-

sica radial tipo tempo

[T gt dr
At = ./ —2 Yy 1/2°
ro [g'r"r(e wir) _ g ):[

(5.15)

Com esta integral podemos calcular o tempo que demora uma particula teste em cair livre-
mente utna distancia Ar = ry — ry num espago-tempo estético e esférico, com velocidade
radial menor que a velocidade da luz.

Para uma geodésica nula fazemos um calculo andlogo ao anterior, com (5.5) em lugar

de (5.2), e obtemos a seguinte expressdo do intervalo temporal

r 45
Av= [y -2 ar (5.16)
70 g

Este ultimo resultado € idéntico ao obtido numa geometria Riemanniana, como era de

se esperar, pols as trajetdérias nulas sdo invariantes conformes. Com a expresséo (5.16)
podemos calcular o intervalo de tempo que demora um raio de luz radial em percorrer
uma certa distancia Ar, no espago-tempo vazio estitico e esférico, em uma geometria de
Weyl integravel.

Seja um raio de luz radial que viaja desde um ponto exterior com r = rg até a su-
perficie r = rg. Se o intervalo (5.16) € finito e se existe uma singularidade na superficie
rpr, entdo diremos que estamos em presenga de uma singularidade nua. Se o intervalo
(5.16) é infinito, diremos que a superficie ry representa um horizonte da solugao ¢ que

um observador exterior ve que o raio leva um tempo infinito em chegar & superficie rg.

Por outro lado, uma das chaves para provar os teoremas com respeito as singulari-
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dades é a equagdo de Raychaudhuri [100]. Esta equagio determina o comportamento
dos pardmetros cineméticos de uma familia de curvas no espago-ternpo. Na geometria

Riemanniana, a equagao de Raychaudhuri conduz a condigao
- R VHVY >0 (5.17)

como uma hipdtese necessaria para demonstrar a existéncia de uma singularidade. Esta
desigualdade é interpretada como uma manifestacdo do cardter atrativo da gravitagao.
Pode-se provar que a definicao do tensor de curvatura na geometria de Weyl integrével

é equivalente a defini¢do no espago-tempo Riemanniano. Ou seja,
Vospn — Vo = RQA#VVA (5-18)

, .
¢ equivalente a

Valiliv = Vel = Roon V. (5.19)

Entao, podemos dizer que a condigao (5.17) continua sendo valida num espago-tempo de
Weyl integravel.

Por intermédio das equagdes de Einstein extendidas em WIST temos que
n 1
R, VEVY = —§T V,VE + d? — T, VRV, (5.20)

com & = w,V*. Entdo, a condigdo (5.17) é satisfeita no espago-tempo de Weyl integravel,
se as equacoes de Einstein extendidas sdo validas e se a matéria cumpre com a seguinte

condigdo de energia forte extendida
1 .
T VEVY §T V,V#* > dw? (5.21)

Quando A < 0 a condigdo de energia forte Riemanniana implica a condigdo de energia forte

na geometria de Weyl integrdvel; no caso A > 0, a equac¢ao (5.21) € um novo requerimento
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para a distribuigao de matéria no espago-tempo.
A condigdo de energia fraca T, V*V> > 0 continua sendo vélida e sem modificacoes

na teoria de WIST.

5.2 Solucoes e Anilise das Singularidades

Nesta segao estudaremos as solucdes estéticas esféricas em WIST no caso do vazio, no
caso com campo escalar externo e com campo eletromagnético.
O elemento de linha mais geral que determina uma métrica estatica esfericamente
simétrica €
1
A(r)?

ds® = A(r)?dt® — dr® — C(r)?d2°. (5.22)

Para ser consistente com a simetria do tensor métrico, o campo escalar geométrico e

o campo escalar externo sao escolhidos como dependentes unicamente da coordenada r

w = w(r), (5.23)

¢ = ¢(r). (5.24)

O campo eletromagnético serd escolhido convenientemente como um campo puramente

magnético, ou monopolo de Dirac, da forma

F = Qsin(8)df~dp. (5.25)

O caso com carga eléctrica pode ser obtido tomando o dual F;, do campo F,,, magnético
e trocando o sinal de w enquanto se mantem a métrica invariante.
Com estas defini¢Oes para os elementos geomeétricos e para as fontes externas, com as

equagoes de movimento dadas em (3.16)-(3.19), e denotando com uma linha a derivagao
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em relagao a r, obtemos o seguinte conjunto de equagdes diferenciais

~ a

Gtt—GT,-_C”_A 2 qsg ezw
DAy~ ¢ 2@ Ty A (5.26)
- S 4 21 i e—2w 7
Cr?(2G% + G, — G*,) = (AYC?Y = QP = (5.27)
2+ 20(r) (G + G,) = (A%C?) =2 (5.28)

2 2w 2 _—2w

Az 2 0y ‘;bi € Q_e .
(A*CW) = 5t o (5.29)
e2w

¢ = bo g (5.30)

Esclarecemos que a equagio (3.18) para o campo eletromagnético é automaticamente
satisfeita pela expressdo (5.25).
A equagao (5.28) pode ser facilmente integrada e d4 como resultado um polinémio

p(r) real, de segundo grau, com discrimintante n? = (v} — r. )%

p(r) = AV C(rY = (r 1) (r — 7). (5.31)

Este polindomio constitui uma relacao fundamental entre as componentes da métrica, in-
dependentemente do tipo de campo externo ou distribuicdo de matéria. Tanto noc caso
do vazio como nos casos com fontes externas, este polinémio participa nos célculos de
integragao. Em conseqiéncia, existem trés possiveis solugdes para cada configuragao, de-
pendendo do valor do discriminante de p(r). Definimos esses trés tipos de solugbes da
seguinte maneira:

Caso (a) quando o discriminate é positivo (5? > 0) e as raizes de p(r) sao ambas reais.
Para expressar as solucdes na sua forma mais habitual, em alguns casos aplicaremos a

transformacio de coordenada r — 7 =7 — r_.
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Caso (b) quando o discriminante é negativo (5 < 0) e as raizes de p(r) sao quantidades
complexas conjugadas entre si, 7y = rTe n = 2t Im(ry). Por simplicidade, aplicare-
mos a transformagao de coordenadas r — 7 = r — Re(r_), tal que p(r) = (7% — 5*/4).
Nesta notagao, Re(z) e I'm(z) denotam a parte real e a parte imaginaria do complexo z,
respectivamente.

Caso (c¢) quando o discriminante é nulo (5* == 0) e as raizes de p(r) sdo iguais, 7, = r_.

Neste caso é conveniente fazer a mudanca de varidvel r — 7 =7 —r, tal que p(f) = 72

5.2.1 Espaco-tempo Vazio

O caso do vazio é caraterizado por um campo gravitacional puro, entdo escrevemos ¢y =
2 = 0 nas equagbes de movimento. Os cdculos efetuados na integragao das solucoes séo

mostrados na se¢do 2 do Apéndice C. A seguir, simplesmente enunciamos os resultados.

Solugoes
Caso (a)
AR ( n)%
ke 1 — ; , (5.32)
C(#? ( n)l‘%
ew(F) _ ewo (1 _ 2)_; (534)
T .
Caso (b)
A7) (ZM (2?))
—— =ezxp | —arctang | — 5.35
Ap? || 7] ( :
B = e (vt (1))
=(r"+4 exp| ———arctang | — 5.36
cer = H e 4 0
A 2 27
e(F) — gwo exp (—]?Uarctang (é)) (5.37)
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Caso (¢c)

A(#)? —2M
0 (2
C(#y . 2M
C('Dz) = ()’ ezp ( 2 ) (5.39)
e“() — e ezp (%) (5.40)

Em todos os casos AZB2 = 1, e as solugoes sao caracterizadas por dois pardmetros
fisicos, a massa M do objeto esférico e a carga ¢ do campo escalar geométrico. A relagao

de M e ¢ com as constantes n e A vém dada por

4M2 2
= (5.41)

Impondo que M seja real e positivo, e que a carga de w seja real, encontramos as seguintes
situagoes

A negativo implica 4 M? < 7*, e somente o caso (a) é valido.

A positivo implica 4 M? > n?, e os trés casos sdo possiveis.

Por outro lado, no caso (a), como 7 é real entdo A < 2% /0.

Quando a variavel r tende a infinito, as trés metricas sao assintoticamente planas e os
correspondentes campos escalares geométricos sao assintoticamente constantes.

0 caso (a) conduz & solucdo de Janis, Newman and Winicour [44] quando fazemos
A = —2, ou redefinindo o campo escalar w — w* = /—A/2w. Os casos (b) e (c) ndo

foram considerados anteriormente na TRG de Finstein.
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Analise das Singularidades

Caso (o)

O escalar de Riccl correspondente a esta solucao do vazio em WIST é dado por
R=RH, =+ 20 (6 )32 4(4), (5.42)

onde g(7) denota um polindmio real de ordem positiva, livre de qualquer singularidade
para todos os valores de 7.

Devido a que o exponente de 7 é negativo na expressdo para R, deduzimos que existe
uma singularidade do escalar de curvatura em 7 = 0 e que ela € independente dos valores
dos pardmetros. A singularidade em £ = n aparecerd se —3 + 2% < 0.

Para determinar a presenca de horizontes numa dada superficie ¥ = rg, calculamos
o intervalo de coordenada temporal que um raio de luz radial, partindo de ¥ = 7y > rg,
demora em chegar a # = 7y.

No caso (a), quando 0 < A < 2M*/o? um raio de luz demora um tempo infinito em
arribar a 7 = n, ou seja que para esse intervalo do parametro A, 7 = 5 representa um
horizonte da solugéo.

No caso em que A < 0, 7 = n é uma singularidade. Pelo fato de que um observador
externo consegue enviar e receber sinals desta superficie, ela denomina-se singularidade
nua, em acordo com os resultados conhecidos na teoria Riemanniana [85].

Caso (b)

Esta familia de solugbes é interessante devido a que a métrica, o campo escalar e o
escalar de curvatura R n3o apresentam nenhum tipo de singularidade. Nao obstante, a
inexistencia de singularidades pode ser confirmada, unicamente, a través do calculo de
todos os escalares da teoria.

Caso (c)

Neste caso a singularidade da métricaem 7 = 0 é na realidade um horizonte. Os escalares

consiruidos com as derivadas do campo escalar geométrico e o escalar de curvatura R nao

81



apresentam nenhuma singularidade, como pode ver-se da expressao

~

R= %e:np (*2{1) (7)™ (3% — 4M?). (5.43)

5.2.2 Campo Escalar Externo

Para estudar um campo escalar externo ¢ em WIST consideramos @ = 0 e ¢g # 0 nas
equagoes de movimento. Da integragao direta surgem as componentes da métrica idénticas
ao caso do vazio. A novidade da solugdo estd na presenga do campo escalar externo e na

nova forma que toma o campo escalar geométrico.

Solugoes

Caso (a)

A solugao para o campo escalar é

?:,\b/?. (?,,A . n)b/2

) == e 5.44
[+ e X dDTAb + ('f’ — T})b, ( )

com as constantes & e dy dadas por

2(4M? — 1°)
b= 5.45
D (5.45)
e
AM? — 9% (do —1\°

2 . 5.46
’ 2\ (do t1 (5.46)

A expressao para o campo escalar externo surge diretamente da integragao da equagdo
(5.30), a forma da solugdo dependera do valor do parametro b. A carga do campo escalar

externo ¢ dada por

$o® = —2dp(4M® — p*)e . (5.47)

Caso (b)

Neste caso a solucdo para o campo w(r) é necessariamente complexa, por esta razdo néo
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serd constderada como uma solucao fisica no espago-tempo de Weyl integrével.
Caso (c)

A solugdo para w(r) é dada por
e(F) — gwo (-4d0 sin(f/7)ycos(f/7)+1— ZCGS(f/'F)Z) o (5.48)

com

f=2MV2/4J/-X (5.49)

Entanto, o campo escalar externo tem sempre carga imagindria como podemos ver da

expressao
$o? = —2M?(4dy® + 1) ™ (5.50)
Analise das Singularidades

Em relagdo ao comportamento das singularidades e dos horizontes, a configuracio com
campo escalar externo em WIST apresenta os mesmos resultados que as solugdes no caso

do vazio.

5.2.3 Buraco Negro Carregado

Ao considerar um campo eletromagnético sem a presenca de outras fontes externas, faze-

mos ¢y = 0 nas equagdes de movimento com @ # 0.

Solugoes
Caso (a)
Cé?z =(Co(r —r_ )+ (r — T+)a)% (r—r )7 (r—r 7R, (5.51)
Alr)?  (r=ryg)lr—r)
AF C(r)y )
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Cy %1

) = A(r) M (r — L) R (r—r ). (5.53)
A constante 5 é sempre positiva, dada por
n=ry—r_. (5.54)
As constantes y e p sao dadas por
aA
2C,
po= 5.56
(A —2) (5:96)
onde
1
a=—=1/(}—2)? + 202 (5.57)

v

As expressoes (5.51)-(5.53) sdo as solugdes mais gerais para o exterior de uma dis-
tribuigao esférica de carga quando o polindmio p(r) tem duas raizes reais. Qs parametros
fisicos da solugao sao a massa M e a carga () da fonte e a carga o do campo escalar

geométrico. Todas as outras constantes sao fun¢des desses trés parametros fundamentais,

2 205 , 20}
N A (n * A—2) ’ (5%)
B 1 VA (Cy —1) 2 2
M_—A_2+2(A_2)(02+1)\/(A—2)n + 202, (5.59)
G 1 (G — 1)/ (A= 2)n2 + 207
N2 20 -2 (Chr 1) VX ' (5.60)

Da equagao (5.58) vemos que se A > 2, entao Cy < 0 para obter a carga @ como uma
quantidade real.

As solugdes conhecidas na teoria de dilaton para buracos negros carregados [35, 37]
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sao obtidas a partir das equacgGes (5.51)-(5.53) por intermédio de uma transformacao
de coordenadas, considerando A negativo, e ajustando os pardmetros para identificar as
quantidades fisicas entre ambas teorias.

As solugdes na teoria de dilaton também satisfazem a equac@o (5.52), entdo a trans-
formacao de coordenadas deve ter a forma r — 7 = r + const, com const sendo um valor

constante. Se escolhermos

T’+ + 02?"._

t= .61
con.s T30, (5.61)
obtemos que
p(F) = (7 =71 )(F —7.) (5.62)
e
Co=—7ry/7_. (5.63)

Com esta transformacio de coordenadas, as expressdes para os elementos geométricos

tomam as seguintes formas

AP =70
YR 0L (5.65)
e
() = % A(F)Y (7 — ,:Jr)“% (7 — 72_)%_ (5.66)

As solugbes da teoria de dilaton nas expressoes conhecidas aparecem se fazemos C; = 5
nas equagoes (5.64)-(5.66). Para !dentificar as expressoes das massas devemos escolher
Ch = Aal = (Cy + 1)*’\/(’\*2). Cada valor de A < 0 corresponde 2 um valor real da
constante de acomplamento na teoria de Einstein-Maxwell-dilatonica que denominaremos
por ap. A relagdo entre as duas constantes de acoplamento é A = —2/a%. A identificagio

entre os campos escalares estd dada por w(r) = apwp(r), ou seja e* = (Cy + 1)4/(/\—2).
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Quando os parametros € e 5 coincidem, algumn parametro do modelo é eliminado de
acordo com o teorema de “no-hair” de buracos negros na teoria Riemanniana [64]. Ou

seja, as quantidades fisicas satisfazem a seguinte relacio

2MA + /A4M2) — Q2() +2))
o= A+ 2) . (5.67)

Na teoria da relatividade geral se considera que o campo gravitacional externo, e o campo
eletromagnético de um buraco negro estacionario sao determinados unicamente pela massa
M do buraco, pela carga @ e pelo momentum angular 5, e nao existe nenhuma outra
caracteristica independente. O estudo rigoroso de uma extensao deste teorema no contexto
da geometria de Weyl integravel e do papel de ¢ como um parametro fundamental da
teoria de buraco negro deverd ser considerado no futuro.

As solugdes com A > 0 ndo existem na teoria com campo dilatonico, elas sfo novas e

nao foram consideradas nas teorias com geometria Riemanniana.

Caso (b)

As solugdes gerais para este caso sao dadas por

0(1';,)2 Y 3 . )?T)\ 201 T'A
Gt = (72 + r¢]°) (cos(b) — dp sin(b))>2 exp A arctg ] (5.68)
A(T‘)2 1:,2 + IT+I2
= 5.69
o 7
(") — ¥ A(7)2/A exp ( : arcty (——)) . 5.70
(r) A (570)
Nestas expressoes b € definida como
1 2a 7
b= ~-—arctg () , 5.71
2l V7 ] (51
onde
a=2r (A —2)—C:% (5.72)
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Todas as constantes s@o determinadas pelos valores dos trés parametros fisicos

M= T ] (V2arDo +2¢1), (5.73)
Q= ez“’&%f—;g—); (5.74)
1 Ch

g = —-"A“ (2M + |T’+|2) 3 (575)

. ﬁS‘L?’L(bQ) + d@ COS(bU)
Do = cos(by) — dp sin(by) (5.76)
bo = b(r > 00) = y/2a/ A/ (4l ). (571

Caso {c)

Para esta situacdo as solugdes sao

C(#)? ., ( cllz_zn) P Ca(2 + V2))
Cr (#)" (do+ e erp Boo@ ) (5.78)
AR (PF
= 7
Ay? C(r)?’ (5-79)
e
) — e A(F)HA e (5.80)
onde utilizamos as seguintes definigdes
01 do -1
= 2 5.81
M 2)\(+V2Ad0+1)’ (5.81)
40}
2 — 2wp2 TV 582
@t = e 2O (5.82)
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1 d'O'_
a—m(/—z)()\+\/ﬁdo+i). (5.83)

Nos trés casos analisados com campo elesciromagnético, a métrica é assintoticamente
plana ¢ o campo w é assintoticamente constante para todos os valores de A.

Além dos resultados novos nos trés casos para A > 0, as solugoes do caso (a) com
C1 # necom A <0 e as solugdes do caso (b) com A < 0 sdo solugbes novas na literatura

que temos acesso.

Analise das Singularidades

Como era de esperar-se, o comportamento das solugdes continua sendo altamente depen-
dente dos valores dos parametros da teoria.
Caso (a)

O escalar de curvatura pode ser escrito como
R= (7 —F_ )0 p . p )02 (), (5.84)

onde h(#) é um polinémio real, regular para todo valor de #. Quando um dos exponentes
¢é negativo, entdo aparece uma singularidade em R. Dependendo dos valores de v e u as
solugoes poderao ter singularidade em 7y ou 7_.

Como v + u é sempre negativo, 7y é um horizonte. Quando v+ p+2 > 0,7 =1r, é

um horizonte singular.

Buscando fazer uma comparacao com os resultados da teoria de dilaton, estudaremos
o caso (] = 1. A expressdo geral do invariante R estd dada no Apéndice C, quando

Ci = 7 ela toma a forma

3 (P — 7y ) s(F), (5.85)



onde s{7) é uma funcdo real regular. Observe que esta expressio nio surge simplesmente
de (5.84) se fazemos C; = 7 nos exponentes, pois também devemos considerar a forma
que toma h(7) com essa substitucao.

A equacdo (5.85) indica que # = 7, é um horizonte regular. O valor # = #_ é um
horizonte onde X é regular apenas quando 2 < A < 6. Assim, a singularidade nula no
caso de buraco negro carregado extremo [36] é evitada se 2 < X < 6.

Caso (b)

O intervalo 0 < A < 2 deve ser descartado pois nele a carga A assume valores imaginarios.
Para A > 2 o escalar de curvatura K € regular em todo o espaco.

Caso (c)

Devido a natureza real do valor da carga (5.82), restringirmos o parametro A ao intervalo

A > 2. Neste caso o escalar de curvatura é

20

R = 2 5(F) x 55(7) %2 x

(855(%)*2 — 42+ VINS(R) L TV \/5)2) (5.86)

COIIt

. ¢y

Cy |2

Se C) > 0, entdo o escalar de curvatura € singular na origem e este ponto é uma singula-
ridade nua. Se € < 0, entdo K é regular em todo lugar e a singularidade da métrica em

r = 0 é apenas um horizonte.

5.3 Conclusao

Na teoria de WIST da gravitagao encontra-se incluida a teoria de dilaton de maneira

completa e natural quando um espaco-tempo estatico esfericamente simétrico é conside-
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rado. A natureza puramente geométrica do campo escalar w otorga liberdade aos valores
do parametro A. Os valores positivos de A permitem encontrar novas solugdes com pro-
priedades remarcaveis: as singularidades nuas sao evitadas na configuragao carregada e no
vazio. O bom comportamento das novas solugbes com valores positivos de A indica que a
geometria de Weyl pode ser considerada uma boa opcdo para representar.o espago-tempo
estdtico com simetria esférica. Além disso, novas solugoes sao obtidas para o caso esférico
estatico carregado no caso (a) com A < 0 e com horizonte regular.

A possibilidade de que estas solugbes sejam deduzidas como conseqiiéncia de um co-

lapso gravitacional e a estabilidade das mesmas devemn ser investigadas futuramente.
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Capitulo 6 e

Colapso Gravitacional

6.1 Introducao

As 1ltimas etapas na evolucio de uma estrela sao descritas por intermédio dos modelos
tedricos de um colapso gravitacional. Dentro da teoria da relatividade geral de Einstein,
um dos trabalhos pioneiros nesta area € a descricao de uma estrela através de um mo-
delo de nuvem nao-estatica, constituida por um fluido perfeito com pressao nula, e com
simetria esférica. Nesse trabalho, a dindmica da estrela foi determinada por intermédio
das equagdes de movimento de Einstein, e o exterior da esfera foi considerado um espago-
tempo vazio, descrito pela métrica de Schwarzschild. Este modelo classico demonstra que
um colapso gravitacional é inevitavel quando a massa m € malor que uma certa massa
critica, e depois de que sua fonte de energia termonuclear esteja exausta. O colapso da
estrela termina na formacdo de um buraco negro, pois nenhuma informacdo com respeito
a ela pode ser enviada a regido exterior apés a contracao ultrapassar um ralo menor
que rg = 2m. A hipersuperficie rg é um horizonte de eventos. No entanto, exite uma
verdadeira singularidade na origem de coordenadas [76].

Posteriormente foram estudados modelos menos simplificados incluindo, por exemplo,
pressao nao nula, radiacdo, rotacdo, assimetrias ou efeitos guanticos para densidades

maiores gue a densidade nuclear.
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O aspecto 6ptico de uma estrela foi também estudado. Em vérios trabalhos conclui-se
que, para um observador no infinito, o desvio ao vermelho e a luminosidade total sio
os fendmenos que caracterizam o colapso da estrela nas proximidades do horizonte de
eventos. Diferentes modelos concordam em concluir que o desvio ac vermelho da emissao
estelar é infinitamente crescente e que a luminosidade apresenta decrescimento exponencial
quando a estrela aproximase a hipersuperficie r = rz. Em ouiros trabalhos demonstra-se
que os campos gravitacionais muito fortes na vizinhanca de ry afetam profundamente o
movimento dos fotons emitidos. Isto produziria uma imagem da estrela em forma de aneis
concéntricos e determinaria um intervalo finito para a frequiéncia da radiacao.

A presenca de radiagao no espago-tempo exterior a estrela foi estudado a partir da
solugdo de Vaydia. Esta solugdo descreve, dentro da teoria da relatividade geral, uma
regiao exterior a um corpo radiante esfericamente simétrico. O colapso radiativo ndo
apresenta um horizonte de buraco negro, sendo que tem um horizonte aparente no futuro
onde a luminosidade se anula e o desvio ao vermelho diverge. Outros trabalhos sobre
colapso radiativo utilizam outras métricas e demonstram que familias de solucoes podem
ser obtidas a partir de solucées estaticas. Hsses métodos para fluidos radiativos néao-
estaticos foram depois utilizados no estudo de distribuicdes gasosas anisotrépicas.

Os modelos que optam por dar melhores descrigdes hidrodinamicas do fluido, consi-
deram, por exemplo, o transporte de energia dentro da estrela. Foi demonstrado que
existem solugdes nao-estdaticas com fluxo de calor geradas a partir de solugdes estaticas,
tendo em conta um fluido livre de deformacido. A caracteristica principal deste tipo de
matéria é produzir o colapso da forma mais lenta possivel. Um dos resultados mais
importantes € a condicao para a pressao isotropica sobre a superficie de descontinuidade.
Foi demonstrado que, dada uma distribuigao gasosa colapsante, esfericamente simétrica
e livre de deformacao, com espago-tempo de Vaydia no exterior, a pressdo nao pode ser
nula sobre a superficie da esfera. A pressao € zero na superficie do fluido unicamente se
o colapso é adiabatico e o exterior corresponde a um espaco-tempo de Schwarzchild.

Outros trabalhos surgiram considerando o aumento da temperatura durante o colapso
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e a consequente produgao de neutrinos. O fluxo de neutrinos emitido pela estrela pode

ser representado por um fluxo nulo no exterior [96].

Um dos mais importantes problemas que envolvem a teoria do colapso gravitacional

¢ a denormnada hipdtese de censura césmica. Segundo a relatividade geral cléssica, todo. ...

sistema que evolw a partir de um conjunto inicial de dados nio-singulares, nio pode
produzir uma singularidade detetavel no espago-tempo. Esta hipétese considera que um
colapso de matéria que obedece as condig¢des de energia da relatividade geral, nao pode
implicar a existéncia de uma singularidade nua. O estado final de uma colapso gravita-
cional deve ser uma singularidade no interior de um buraco negro. A pesar de ter uma
forte aceitagio pela comunidade cientifica, este teorema ainda nio tem wma demonstragio

rigorosa, e varios contraexemplos tem surgido na literatura.

Por dltimo, podemos mencionar que o conceito de diregdo temporal cosmolégica
tem sido estudado dentro da teoria do colapso gravitacional. Usando uma solugao nio
adiabédtica, pode ser assumido que a emissao por uma estrela para o exterior indica o
sentido do tempo para o futuro.

Varias revisGes sobre a teoria de colapso gravitacional sao encontradas na literatura.

No presente Capitulo seguiremos de perto as referéncias 8] e [38].

6.2 Equacgoes de movimento

O colapso gravitacional dentro da teoria do espago-tempo de Weyl integrivel pode ser
descrito por um modelo constituido de uma métrica nio-estdtica, de um campo escalar
geomeétrico e de um contetdo material. Em principio, o campo escalar e a distribuicao de
materia também dependem das coordenadas espaciais e do tempo. O sistema de equagoes
de movimento que representa uma tal configuracio resulta muito complicado e de dificii
integragdo, ainda no caso de um campo geométrico constante. Por essa razao, no modelo

de um sistema colapsante sao introduzidas certas hipéteses simplificadoras que tornam as
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equagoes de movimento mais manipuldveis. A seguir, mostraremos as equacdes principais

e as hipdteses simplificadoras que serdo aplicadas nas proximas segoes.

Vamos supor, em primer lugar, que o colapso possui simetria esférica. Ao fazer
esta escolha devemos ter em mente que existem solugoes exatas, estdticas, esfericamente
simétricas que podem formar parte da histéria do colapso. Além disso, a suposicio de
simetria esférica parcce bastante razodvel devido a que varios objetos observados, como
estrelas ou nebulosas, sdo aproximadamente esféricos. Vamos escolher, entao, a métrica

ndo-estdtica g, na forma dada pelo seguinte intervalo

ds® = A%(r,t) dt® — B%(r,t)dr® — C*(r,t)r? (d6* + sen?®d d¢?), (6.1)

onde A, B, e C sdo assumidas positivas.
Em segundo lugar, escolhemos a matéria do corpo colapsante representada por um
fluido perfeito. As equacdes de movimento de uma geometria de Weyl integrivel nesse

caso tem a forma (ver Capitulo 3)

-~ ]. —~ o~
Guv — Mwptw, — o Juv wow®) = ~(pV.V, - Bhu) (6.2)
e
= —— (6.3)
w=—o3 .

Num passo seguinte, simplificamos as equacdes de movimento escolhendo as compo-

nentes da métrica e o campo escalar geométrico com a seguinte forma

A= A(r), (6.4)
B = B(r)F(t), (6.5)
C(r,t) = B(r, 1), (6.6)
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w= R(r) + T(t), (6.7)

onde a fungao F(1) é positiva definida. A igualdade (6.6) é sempre possivel se consideramos
um fluido sem deformagdo.
Introduzindoe as expressoes (6.4)-(6.7) em (6.2) e (6.3) obtemos o seguinte conjunto de

equagées diferenciais

-0 2 S 2
. Pro 3 F A T ~
(00) = Tm T (F) —3 (Z == (6.8)
-1 r P . 27 . 2
s 1 [ F (F x (T
o= Bt eie(5) [+5 (§) -5 (69)
-2 .- . 27 - 2
Pr 1 F F AT -
(*2) = Fzz Y 2} + (F) t3 7)) =P (6.10)
— ' F r !
A U Y p
YR (357’ + T) = (6.12)

Cada paréntese (*,) denota a equagéao (6.2) com indice contravariante x4 e indice covariante

v. As partes das equacoes dependentes unicamente da coordenada r sao definidas por

1 4BJ‘ BI2 BH‘ )\ Rlz
500 = —— |- =+ | = 2=—| + = | = 6.1
pro B2[7~B+(B) 2B +2(B) (6.13)
1 | AB 24 B B\ xRN
L= — 25—y ST = 2L 14
P T 2AB+T(A+B)+(B) +2(B) (6.14)
1 (174 BY A" B" (BNl A [(R\
52, = — |~ [ = 4+ = = —— = 1
Pr2 Bzr(A+B)+A+B (B) 2(3) (6.15)
[+
w2 g (Y52 6.16)
pY = Be + A+B ” (6.

Esta forma das equagdes permite aplicar a técnica de separagio de variaveis no célculo
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de integragdo. Assim, eliminando p entre (6.8) e (6.12) e separando varidveis conseguimos
uma equagao diferencial na varidvel ¢ e outra na varidavel r. A equagao diferencial em £

vincula as fungces T e F'

%T2F2 4+ 2AF? (3%2“ + T) 1+ 3F? = K, (6.17)

enquanto que a outra equagao contem as fungoes espaciais 4, Be R
A2(p2 — %) = K, (6.18)

sendo K; uma constante arbitraria.
Também por separacdo de variaveis, a equacao (6.11) conduz a uma solugéo do campo

escalar geométrico em fung¢do das componentes da métrica. O resultado estd dado por

T, F
2 A

onde Ty, Fy e Ap sdo constantes de integracao.
Finalmente, introduzindo (6.19) em (6.17), e depois de alguns célculos, chegamos a

uma equagao diferencial para F dada por

FF i Dy F* = Ko, (6.21)
onde
K,
Ky = ——= .22
o 2T, (6.22)
c
3 To
Dy—= ——ec— — +2. .2
0 5T, I + (6.23)

Assim, no caso em que (6.4)(6.7) sio vélidas, a dependéncia temporal na solugio
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de uma esfera colapsante de fluido perfeito é completamente determinada pelas equagoes
(6.19) e (6.21). Qualquer condi¢ao de jungdo com o exterior e qualquer condigao inicial a

serem impostas, devem ser compativels com esta solugdo.

6.3 Poeira Nao-estatica e Esfericamente Simétrica

Nesta se¢io mostraremos uma solugdo para um caso simples de colapso gravitacional no
espago-tempo de Weyl integravel. Seguindo o modelo da segdo anterior, consideraremos
uma configuragdo esfericamente simétrica com um contelido material representado por
um fluido perfeito. Também vamos supor que estamos tratando com uma nebulosa sem
limites definidos.

Por conveniéncia em relagio ao cdlculo, escolheremos a métrica do espago-tempo dada

por

ds? = A%(r) de® - iz((g dr® — F2(1) C¥(r) dS2 (6.24)

onde d§1? = df? + sin®0 d$?. Esta métrica é equivalente & dada em (6.4)-(6.6), pois existe
uma transformagao de coordenadas que identifica uma com a outra.

O campo escalar geométrico é também convenientemente escolhido na forma
w(r,t) = R(r) + T(t). (6.25)

Em acordo com o visto na segao anterior, as equagdes de movimento para esta con-
figuracio sao dadas por (6.2) e (6.3}, Com as expressdes (6.24) e (6.25) para os elementos
geométricos, as equagdes tomam uma forma simples que permite aplicar a técnica de
separacio de varidvels.

Introduzindo a métrica (6.24) nas equagoes dindmicas, e fazendo alguns calculos

algébricos, chegamos ao seguinte conjunto de equacoes diferenciais

G,—~G. ¢ 1 (F\  i+p X (& A,
_ Y __ woAa 6.26
2A(E CF? A (F) o2 T\ Y (6.26)
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N . o5 Y el e o WP
C(rf(26%+ Gy — Gy = = =65 =C* [543 -227, (6.27)

e s Aoy 2 cr| B (RN w?
2O (Pt Cry= AN 2 O F N e (5 _
(P (et ) =0 — 5 — 4 2F+(F) 2C (p 2’\A2) (6.28)
3 FA
G = — 2 = i _
¢ 7 Aww (629)
3F. 1. 1

(A2C2wf)r —

ya
- (6.30)

VR Ch N TeE

A equagdo (6.29) com (6.25) é idéntica a (6.11). Entdo, novamente obtemos a solugédo
do campo escalar geométrico em fungdo das componentes da métrica dada por (6.19)-
(6.20).

Como ¢ de se esperar, depois de alguns cdlculos, chegamos & equagdo diferencial (6.21).
Com esta equacio e com (6.19) temos definida totalmente a dependéncia temporal do
fluido perfeito colapsante.

Até aqui todos os calculos tem sido independentes das caracteristicas préprias do
fluido perfeito. Mas, para simplificar um pouco mais as equagdes na coordenada 7, vamos
a escolher p = 0. Com esta escolha o meio colapsante passa a ser denominado de poeira.

A partir das equagoes de movimento, vemos que fazer p = 0 implica que a constante

de integragao T, toma os seguintes valores
T()Z ]_, ou TG:Z}ZV*GA (631)

Com p = 0, as equacgbes para as fungoes A e C tomam as formas

2y~ — 8K, (6:32)
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C"  4A 2Ko(T2 + Ty + 42)

_ 2A4_ '*AZA’Z —

5+ 7 s (6.33)
A? 2K, To(To +3)
al A2102 ' 0-+0 ) )
0z (A47C7) To 20 (6.34)

Este sistema de equacdes diferenciais tem uma solugao facil de integrar quando escrevemos

Ky = 0. Neste caso, a partir de (6.32) e (6.34) obtemos
AC=p(r)=(r—r)(r—7_) (6.35)

(4¥c*y =o, (6.36)

Combinando estas duas equagoes e mtegrando obtemos

C? .
o = pr)e™ I3, (6.37)
O
A -
== e S 5, (6.38)
0

onde a; € uma constante de integragao. Este resultado depende do discriminante de p(r},

dado por n? = (ry — r_)?, pois

] % In (:%:i—) sen? >0

7

/M = |—ff—| arctg (ﬁ%r_—_)) sen? <0 (6.39)
—r_1r+ senp’ =0

Estas solugbes sao as mesmas que definem a métrica estatica de um espago-tempo de
Weyl integravel sem fontes externas e com simetria esférica (ver Capitulo anterior). Nas
expressoes dadas na secio 5.2.1 devemos substituir 2M por Aq, pois a identificagdo com
a massa estatica M nao continua sendo valida.

Definindo um parametro o de igual maneira que a carga do campo escalar geométrico
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no caso estatico, temos a seguinte relagao entre as constantes

Q
= —. A4
a T (6.40}
Substituindo as solugdes para C e A em (6.33) com K, = 0 obtemos
on = £q T, (TE — 20) V2 (6.41)

Por outro lado, escrevendo Kg = 0 em (6.21) e integrando, obtemos a solugio para a

funcao temporal da meétrica

F(t) = Fy(t — o) ™55 (6.42)

O sinal da derivada de F(t¢)} indicard colapso ou expansdo segundo este seja negativo ou
positivo, respectivamente. Como F) é positivo definido, o sinal de F dependeré do valor
da constante Dy. Na realidade, em acordo com a equagio (6.23), Dy é determinado pelo
valor de A, pois Ty é um valor numérico constante dado por (6.31). Entéo, o parametro
X, préprio da estrutura geométrica, é o valor que define o tipo de comportamento da
nebulosa.

Finalmente, escrevemos a equagao para a densidade pcomp=0e K =0

R DY Y (6.43)
SV EF TR ' ‘

Introduzindo a expressédo para F' obtemos

- L (T 6p Lt t)” (6.44)
P= 42 \7) S+ D Y '

Desta equacao vemos que Ty == £4/—~6A corresponde a uma densidade de energia nula. Em

conseqiéncia, esses valores sao descartados na descripgao de uma distribuigao de poeira.
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Com Ty = 1, a partir da equagéo (6.23) temos que

1 1
Dy=—-——
0= 5 T v (6.45)
entao, a densidade de energia € positiva unicamente se ) satisfaz
0<Aou A< —1/6. (6.46)

Voltando a eq. (6.42), vemos que o sentido do movimento radial da nebulosa é deter-

minado por
F > 0 — expansiao = 3— 55 >0
(6.47)
F<O—+contragéo = 3—21—A<O
Escrevendo em fungao do sinal de A temos que

A>1/6 - expansio
A0« (6.48)

A< 1/6 — contragao

A< —1/6 - expansao
A< 0 (6.49)

iy contracao

Concluimos que as solugoes aqui encontradas descrevemn o movimento de uma nebulosa
de poeira num espago-tempo de Weyl integravel. Dependendo da constante de acopla-
mento A o sistema pode estar em expansao ou em colapso. As solugdes com A positivo séo
novas e nao estao presentes na teoria Riemanniana. Por cutro lado, a presenga do campo
escalar geométrico permite solugdes em expansiao que ndo existem se w for constante. Isto
é facil de ver pois a equagao (6.29) mostra que quando o campo escalar geométrico é
constante, uma métrica ndo-estalica da forma (6.24) existe unicamente se A" = 0. Isto
implica supor que as trajetérias do fluido sao geodésicas. Nesse caso, as particulas de

poeira caem liviemente em dire¢do ao ceniro da esfera e uma solugao em expansao seria

101



impossivel.

6.4 Colapso Radiante

Nesta segdo consideraremos a emissdo de radiagdo durante o colapso. O objetivo é obter
as condicoes de juncao que devern ser satisfeitas sobre a superficie da esfera colapsante de
fluido perfeito, quando o exterior é um espago-tempo com um fluido de fotons. No interior
da esfera vamos sup6r um espago-tempo descrito por uma geometria de Weyl integravel
com fluxo de calor radial. Na realizagio desta segio tomaremos como referéncia o trabalho

realizado por Bonnor et all. {8].

6.4.1 Espaco-tempos Interior e Exterior

Seja um corpo esfericamente simétrico com centro na origem de coordenadas e com uma
superficie de contorno . O espago-tempo ocupado pela esfera, descrito por uma geometria
de Weyl integravel, é denotado com E~. O conteiido material é representado por um fluido
: . i , - s ..
perfeito em movimento radial, com uma possivel condugdo de calor para a superficie.

Entéo, o tensor de momento energia no interior do corpo colapsante é dado por
T, = pVuVo — Phu + 4.V + 4.V, (6.50)

Com p denotamos a densidade de energia, com p a presséo isotrépica do fluido ¢ com ¢*

w/2

o fluxo de calor [8]. As quantidades com tilde sio dadas por j = e™/?p e = e™%/?p (ver

Capitulo 3).

Através das coordenadas esféricas descrevemos a configuragio no interior de I
zt = (¢, r_, 8, ¢), (6.51)

onde p = 0,1,2,3. A forma genérica da métrica interior é denotada como g,,, e sua

. pu
imnversa g_ .
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O vetor ¢* representa o fluxo de energia com a hipétese de equilibrio termodinamico

local, e satisfaz

9., 3"VY=0 (6.52)
9w @¢" <0 (6.53)

No caso de um fluxo radial, temos que
g" = q(r,t) 67, (6.54)

Por conveniéncia , usaremos o sistema de referéncia comovente com o fluido. Entao,

a tetra-velocidade normalizada V# das particulas do fluido é dada por
V= (g50) " 88, (6.55)

tal que
G VAV = 1. (6.56)

Vamos escolher a métrica g, no interior da esfera dada pelo seguinte intervalo
ds® = A*(r_,t)dt> — B*(r_,t)dr® — C?(r_,t)r* (d8? + sen®8 d¢*), (6.57)

onde A, B, e C sao assumidas positivas. Com esta expressdo para a métrica o campo de

velocidades toma a forma

Ve = A8 (6.58)

Por simplicidade, nos limitaremos a trabalhar com o vetor velocidade (6.58), livre de
deformacao. Nesse caso é possivel reescrever a métrica em uma forma mais simples, onde
B=C

ds? = A%(r_,t)dt® — B*(r_,t)[dr® — r’(d8? + sen®8d¢?)]. (6.59)

Vamos supor que o exterior da esfera colapsante € um espago-tempo esfericamente
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simétrico denominado ET e representado por uma geometria Riemanniana. O conteiddo

de Et é uma radiagio na diregio radial. Escolhemos as coordenadas exteriores como
0 .1 .2 .3\ _
(2", 2", 2%, )" = (v, ry, 8, §), (6.60)
e tomamos as componentes da métrica exterior g, dadas pela métrica de Vaidya

p
ds? = [l - M} dv® + 2dv dry — r%(d6” + sen®8 dé*). (6.61)
T+

O tensor de mometum-energia da radiagdo exterior é dado por

2 dm
Lo _ 2 Mo
T, = a O, (6.62)

As equagdes de movimento da métrica em cada regiao do espago-tempo tomam a forma

genérica

. 1
wa + Mewpw, — ggm,w“‘wa)i =-T%. (6.63)

Os indices + e — indicam as quantidades correspondentes ao espago-tempo Et e E—|
respectivamente. Nesta notagao G’W é o tensor de Einstein do espago-tempo de Riemann
associado. Além da eq. (6.63), temos que considerar também a equagio de movimento
do campo escalar geométrico na regido do espaco-tempo onde ele ndo é constante.
Substituindo, em cada regido, o tensor mometum-energia e o campo escalar w corres-

pondentes obtemos

. T ) i i )
GW + Mw,wy — ggw,w We) = —pVuVo + Pl — 4.V — @V, (6.64)
o L (6.65)
W= —— .
o7
em K7, e

A 2 d

Gt = o ET g0 g0 (6.66)
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em ET.

Na equagao de movimento de w tem como fonte a densidade Lagrangiana como pode-
mos determinar a partir do principio variacional (Cap. 2), por esta razao o fluxo de calor
nao aparece como fonte no lado direito da eq. (6.65), analogamente ao que ocorre com o

campo eletromagnético quando escrito como um fluido.

6.4.2 Condicoes de Juncao

Consideremos agora o espaco-tempo com as duas regides, £ e £, separadas pela hiper-

superficie 2. Em cada regido a superficie é descrita por uma equacao da forma

FEk) = 0. (6.67)

Denotando com £% as coordenadas sobre X, 0s vetores normais n® e os vetores e tangentes
) a

a superficie sgo calculados mediante

: (6.68)

. (afi) { a0 f* af*r”
n, = —
- Oz . 9z Ozq ami

z

eln — (aa“’:) _ (6.69)

As regioes interior e exterior sdo bem acopladas na superficie limite se certas condigées
de juncdo sdo satisfeitas. Segundo Darmois [38], duas regides do espago-ternpo, separadas
por uma hipersuperficie X, satisfazem as condigoes de jungao se as primeras e sequndas
formas fundamentais sdo 1dénticas sobre L.

A primeira condigdo de juncao de Darmois é escrita como
dSEE == dSiE (670)

ou equivalentemente

g datde” | = [gndetdat] . (6.71)
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A segunda condigdo de jungdo de Darmois é expressa por

K, =K/, (6.72)
onde K, denota a segunda forma fundamental sobre ¥ para cada regido.

A quantidade K, é formada essencialmente com a métrica e suas derivadas simples
e nao com a conexao afim, por esta razao o valor de K, nao depende do tipo de geome-
tria afim que estd representando o espago-tempo. Em consequéncia, ao reescrever K,
em funcao da conexao afim veremos que sua expressdo é diferente quando escrita numa
geometria Riemanniana ou numa geometria de Weyl. A segunda forma fundamental para

um espago-tempo de Weyl integravel é dada por

1
Ki; = —gap n‘i ™zt — E(w“na + Wen gap — Npwa) T 12, (6.73)

onde o ponto e virgula (;) denota a derivada covariante Weyliana, e %; é a derivada

simples da coordenada z* com respeito a ¢* sobre a superficie. Notemos que, unicamente

10 caso em que w é constante, a expressao (6.73) coincide com a expressao Riemanniana.
Apos um pouco de algebra, (6.73) também pode ser escrita da seguinte forma

Oz Oz Oz _ 1 9z¥ Oz#

TreggE T g oL M 3 og g ek T e — gwmn), - (674)

K=

As duas condicdes de Darmois juntas sdo equivalentes as duas condigdes generalizadas
de O’brien e Synge , deduzidas por Israel [38]. Estas condicbes podem ser escritas em

fungiao do tensor de Einstein da geometria Riemanniana associada, tomando a forma

seguinte
(Gruntntls = [Guntnl} (6.75)
[Guelsn’ls = [Guelnn’]s (6.76)

A notagio | |§ significa o limite da fungao entre parénteses quando estamos aproximéan-
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do-nos a um mesmo ponto sobre a superficie ¥, pelo lado exterior (4) e interior (—),

respectivamente.

Em nossa configuracido, 2 € uma esfera definida em £~ pela equacao

r_ —7r_y =0, (6.77)

eem Bt por

7y —ryp(v) =0. (6.78)

A quantidade r_y é uma constante, pois ¥ € uma superficie comovente com o observador

(comovente com o fluido).

Escolheremos as coordenadas £ e a métrica sobre ¥ dadas por

& = (7,8, ¢), (6.79)

dsi = dr? — R*(7)(d#? + sen®8 d¢*). (6.80)

Entdo, a partir de (6.68) com (6.77) e (6.78), e tendo em conta (6.59) e (6.61), obtemos

n, = (0, B(r_g,t),0,0) (6.81)

dr Irn dr -1/
+ (. +E _em S 9
nt = 7o ,1,0,0) [1 oo + 2 7 ] i (6.82)

A quantidade m = m(v) é a funcéo que define a métrica exterior de Vaydia.

Por outro lado, a condicio (6.70) com (6.59), (6.61) e (6.80) conduz a

d
AL d#? = dr? = l1 _m o, ”’3] dv?, (6.83)
in dv
r’s B (r_z,t) = riy(v) = R (7). (6.84)
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Com estas equacgdes calculamos o vetor que define a tangente sobre % na direcao de 7,

+u Oafﬂip

€, = a@' (685)
Ou seja,
w6 6.86
€y = A(T‘,E,t)’ ( - )
dr 2m dr s 172
=11, —=2,0,0] |1 - == 4 2= _
“ ( Tody T Ty * dv (6.87)

Introduzindo as equagdes de movimento e as expressdes dos vetores ni e ef# nas

condicées (6.75) e (6.76) obtemos

5 Ao w2 dm 2m drog]
PDQ(BﬁE)E— g@[la;”dv} (6.88)
e
wo 2 dm 2m drix -
A Bl =—5——|1——+2 :
( AB e )z rig dv ll T+T ! dv } ’ (689

respectivamente. Nesta notacdo, w € sempre o campo escalar geométrico em E7.

A equacao (6.89) indica que a presenca do campo escalar permite satisfazer as con-
digdes de juncdo com a métrica de Vaydia, inclusive no caso em que o fluxo de calor
no interior seja nulo. Este é um resultado interessante devido a sua diferenca com o
correspondente na teoria Riemanniana. Na teoria da relatividade geral, um fluxo de
calor nulo sobre a superficie implica necessariamente um espago-tempo de Schwarzchild
no exterior da esfera colapsante, e nunca um espaco-tempo com radiagao.

Finalmente, subsiraindo (6.88) de (6.89) e reordenando, obtemos a expressio para a
pressao sobre a superficie 3} de uma esfera de fluido perfeito com fluxo de calor descrita por

uma geometria de Weyl integravel, e considerando o exterior como a solugao de Vaydia,

. Ao @\’
Py = 5 (E + E)E +g(r_s,t) B(r_z,t) (6.90)

Esta equacdo mostra que um exterior com radiagdo nao impde uma pressao nao nula sobre
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a superficie. Além da transferéncia de calor, a descontinuidade na derivada do campo
escalar geométrico determina a pressao sobre a superficie, podendo inclusive impor um
valor nulo a p se A for negativo.

Por outro lado, quando o parametro A é positivo, a pressao em 2 € sempre diferente
de zero, ainda no caso em que o fluxo de calor sobre a superficie seja nulo. Esta é uma
diferenca fundamental com respeito aos trabalhos realizados dentro da teoria Riemanni-
ana. Podemos supdr, entao, que o campo escalar geométrico ndo-constante pode ser o
encarregado de transportar a energia suficiente para que as condig¢oes de jungdo com a

métrica de Vaydia sejam satisfeitas durante o colapso.

6.4.3 Fluxo de Calor Nulo

A partir da equacdo (6.90) vemos que o campo escalar geométrico poderia ter um papel
importante como portador de energia, pois a jungdo com Vaydia € possivel mesmo quando
o fluxo interno de calor é nulo. Estudaremos, entdo, uma configuracao esférica colapsante
de fluido perfeito sem fluxo de calor, e com métrica exterior de Vaydia.

A partir das equacgdes de movimento, temos que a dinamica do espaco-tempo interno
estd determinada pela equagdo {6.21) junto com a (6.19), sempre que (6.4)-(6.7) sejam
véalidas.

Por outro lado temos a condicdo de juncdo (6.90) com g =0

N
By = % (% + —E)E. (6.91)

Introduzindo (6.7) no lado direito, e (6.9) no lado esquerdo temos que

PPV A (B (R Y oo
FAAF) | T2 \&) TalB a4y, |
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Multiplicando por F? A? e reordenando chegamos a

A (R
prl 2 B
b3

Finalmente, se separamos a parte espacial da temporal e usarmos (6.19), obtemos a

ARY . :
AL — A ( ) TF —2FF — F? = 0. (6.93)
z

B

seguinte equaglo para F(t)

. 1. AN .
Fry-pr_ |2 F=K .
+5 (B)z - (6.94)
onde
Az | ax [ 4\
K, =22 |2 — gt .
27 T (T2 (BA) Pr 1L (6.95)

& um valor constante.
Qualquer solucio de (6.94) deve ser também solugido de (6.21). Se substraimos (6.94)

de (6.21), obtemos uma equacdo quadritica para F

1y - Al .
Dy — = F? — | F—K;=0 :
( 0 2) +(B)}3 3 , (6.96)

com Ky = Ky — K,. A solugao desta equagdo é um valor constante de F

B Al £ /A5 + 2K; B3(2Do — 1) 507
- (2D, — 1) By ' (6:97)

Reescrevendo este resultado em (6.21) obtemos uma expressdo para Ko em fungdo dos
parametros livres 75 e A. O valor de F é determinado pelos valores da métrica sobre
a superficie de descontinuidade, pela constante de acoplamento A e pelo parametro 1j.
Ty estd vinculado com a descontinuidade da derivada de w sobre 3. O sinal de F pode
ser tanto negativo como positivo, indicando um colapso ou uma expansao constantes,
respectivamente. Concluindo, a equagdo (6.97) representa a dependeéncia temporal de
urna esfera de fluido perfeito com geometria de Weyl integravel, sem fluxo de calor, que

colapsa ou expande com velocidade constante emitindo radiagao para o exterior.
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6.5 Condicao Inicial Estatica

De acordo com o que podemos ver no trabalho de Bonnor [8], um dos resultados mais in-
teressantes obtidos para o colapso de uma esfera radiante é a solug¢do com condicao inicial
estatica usando a técnica de separagao de variaveis. Nesta segdo seguiremos de perto o
que foi realizado na referéncia [8] e obteremos a solugdo correspondente ao caso de uma

esfera radiante, em colapso, descrita em seu interior por uma geometria de Weyl integravel.

A seguir utilizaremos as equagoes de movimento (6.8)-(6.10) e (6.12). Devido a pre-
senga do fluxo de calor ¢, a equagio (6.11) ganha um lado direito ndo nulo, e toma a
forma

'R

()= =255 — AT R = AB? F2g(r,t). (6.98)

Tomando uma configuracao inicial estdtica, denominamos por ¢ty o momento inicial do
colapso e supomos que, para todo tempo anterior ¢ < ¢o, a métrica e o campo escalar
geométrico nao dependiam da coordenada temporal. Como a méirica e o campo escalar

geométrico sdo dadas pelas equagdes (6.5)-(6.7), temos que

F(t < te) =0, (6.99)

T(t <) =0. (6.100)

A partir das equagdes de movimento vemos que A, B e K descrevern um fluido perfeito

estatico com energia po e pressao 1sotropica po tal que

6.0 = po, (6.101)
Pr'1 = Po, (6.102)
ﬁr22 — 150: (6103)

111



Eh-

pY = po (6.104)

Mais explicitamente, as fun¢oes espaciais A, B e R devem ser solugao do seguinte conjunto

de equacgdes

R[] @) -
124 TR e(5) A A+ E =0 (6.105)

LB (B) 2B AR - [R4R (B4 E+2)] =0

\

Entanto, as fungdes temporais sio solugdo da equagdo (6.17) com Ky =0

Tt B 1F 1 (B
T+ —+3=T+—-—=+ =] =0 6.106

+4+F“UF+MG) (6.106)
A condigio estatica € a equagdo (6.98) permitem deduzir que o fluxo de calor dentro

da esfera era nulo até o inicio do colapso,
g(r,t < to) = 0. (6.107)

Por outro lado, se consideramos a esfera inicial com um radio ry de valor finito, a
solugao estdtica para o fluido perfeito deve ser combinada com um espago-tempo exterior
também estatico. Em nosso caso, identificaremos a métrica exterior com a métrica de
Schwarzschild. Assim, a condicdo de juncéo sobre a superficie » para { < {p impoe que

) A (R’)2
Por = = | 55 (6.108)
2\ B/

A seguir calcularemos a equagido que resulta de combinar a condi¢do de jungao (6.90)

com as equagdes de movimento e uma configuragao inicial estatica. Entéo, reescrevemos
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obtendo

(6.9) com (6.102), avaliamos sobre a superficie e introduzimos (6.108),

X (RN
PEoorm\B), 7

2% + (%) T +g (A%)z. (6.109)

A partir de {6.98), calculamos o valor do fluxo de calor sobre a superificie obtendo

1 ' F -

Finalmente, substituimos (6.109) e (6.110) em (6.90) para obter uma equacao diferencial
que define a dependéncia temporal da métrica no interior da esfera, independentemente

da forma do campo escalar geométrico,

]

2FF+F2—ZB—EF:O. (6.111)
be

Esta equagio € idéntica & encontrada na teoria da relatividade geral 8], e todos os resul-
tados obtidos na teorta Riemanniana podem também ser reencontrados no caso de uma
esfera com geometria de Weyl integravel.

Assim, se os elementos geoméiricos (6.4)-(6.7) descrevem o interior de uma esfera
colapsante radiante, com métrica exterior de Vaydia, e com condi¢ao inicial estatica, a
geometria dentro da esfera ndo podera ser identificada por meio das observagbes que
dependam da parte temporal da métrica ou dos valores das quantidades fisicas sobre a
superficie 2. Por exemplo, o tempo de formac¢ao do horizonte, assiin como a massa € o
rato, nao dependem da estrutura da configuracao inicial estatica do fluido perfeito, mas

sim dos valores iniciais do raio e da massa da esfera, unicamente.

Se comparamos com a se¢ao anterior, vemos que a presenga de fluxo de calor permitin
impor uma condicdo inicial estatica. Podemos pensar que, no caso de (6.4)-(6.7) serem
validas, a presenga de um fluxo de calor g(r, %) no interior da esfera de flutdo perfeito per-

mite relaxar o vinculo entre as partes temporais da métrica e do campo escalar geométrico.
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Em outras palavras, uma equagdo para F(T') surgida da condigdo de jungaoe da condigdo

inicial estatica, ndo esta restringida pela equagdo (6.21) quando ¢(r,t) # 0.
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Conclusoes

A gravitagdo no espago-tempo de Weyl integravel (WIST) é uma teoria escalar-tensorial
onde o espago-tempo estd representado por uma geometria de Weyl integrivel (descrita
no Capitulo 1), mais geral que a geometria Riemanniana considerada pela Relatividade
Geral (TRG). Nao obstante, ela mantém a ideia basica da TRG de representar a interagao
gravitacional através de uma descri¢ao geométrica do espago e do tempo onde acontecem
os fenomenos fisicos. Cabe mencionar que as tentativas de axiomatizagdo da teoria do
espago-tempo através de elementos fundamentais (raios de luz e particulas em queda livre)
apontam a uma estrutura Weyliana, e ndo a convencional variedade Riemanniana da TRG
[23].

Ao longo de nosso trabalho, varios tépicos importantes da teoria da gravitagao foram
abordados tomando como estrutura bdsica o espago-tempo de Weyl integravel, que mos-
trou ser um modo natural e eficiente de geometrizar o campo escalar w(z) de longo alcance
dentro da teoria da gravitagao [89].

No Capitulo 2 mostramos que a adogao de um formalismo Lagrangiano permite de-
senvolver a teoria da gravitacao em WIST de uma forma simples e elegante, apresentando
um mecanismo geral para o estudo de configuracdes onde outros campos da natureza
interagem com a gravitacao.

No Capitulo 3 deduzimos as equacoes de movimento dos cendrios bdsicos (vazio,
campo electromagnético, campo escalar externo, poeira, fluido perfeito). Ao estudar
estas equacdes vimos que outra alternativa a TRG, a teorla de Dilaton, esta incluida na

teoria de WIST como um caso particular. Um dos principais resultados que caracteri-
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zam a teoria da gravitacdo em WIST aparece quando a distribuigio de matéria é dada
por um fluido perfeito, pois encontramos que a dindmica das linhas de fluxo do fluido
é modificada devido a presenga do campo escalar geométrico w(z) ndo-constante. Este
resultado pode ser extendido para outros melos materiais, constituindo um ponto crucial
no estudo de sistemas dinamicos e abrindo as portas a possiveis testes observacionais, pois
implica uma diferenga fundamental com a teoria padrio da Relatividade Geral. Isto é
manifestado nos capitulos posteriores quando analisamos modelos dependentes do tempo
(mmodelos cosmoldgicos e colapso estelar).

O Capitulo 4 foi dedicado ao estudo de um modelo cosmolégico em WIST considerando
que o universo é homogeéneo e isofrépico e que o conteudo material pode ser representado
por um fluido perfeito. Para isso utilizamos a técnica de analise qualitativa de sistemas
dinamicos. Nesse capitulo vimos dois casos, um com potencial do campo escalar nulo e
outro com potencial exponencial. Foram encontradas diversas familias de solugdes de-
pendendo do valor do parametro A (que basicamente é a constante de acoplamento que
acompanha o campo escalar na Lagrangiana do vazio), do pardmetro v da equagio de
estado p = (y—1)p, e do parametro @ do potencial V(w) = €. Algumas solugdes parti-
culares do tipo poténcia surgem como solugdes atratoras ou repulsoras (pontos criticos).
Os raios invariantes dos diagramas de fase sdo curvas que representam as unicas solugdes
singulares do modelo cosmoldgico. Kstas podem iniciar-se num estado singular de “big-
bang”, ou finalizar contraindo a um estado singular ou de “big-crunch”. O resultado
principal é a generalidade das solugoes nao-singulares, com regime de contragao-expansao
entre tipos idénticos ou diferentes de estados inicial e final. Uma caracteristica importante
destas solugoes é o periodo inflacionario realizado independentemente do tipo de condigoes
iniciais. A etapa inflaciondria pode ter duragao finita ou infinita, dependendo do valor
de A. Como era de se esperar pelo dito no paragrafo anterior, o comportamento cos-
molégico nao-singular € devido & contribuicdo do campo escalar geométrico na dinamica
das particulas materials.

No Capitulo 5 estudamos configuracoes estdticas esfericamente simétricas para trés
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casos diferentes (vazio, campo electromagnético e campo escalar externo). Foram encon-
tradas solucoes analiticas novas e gerais. Mostramos que a teoria da gravitagio em WIST
contem a teoria de Dilaton de maneira completa e natural. Um resultado importante é que
a natureza puramente geométrica do campo escalar permite solugdes com propriedades
remarcéveis, como por exemplo, as configuragdes de vazio e com campo electromagnético
que nao apresentam singularidades nuas.

Como uma continuagao natural da andlise das solucdes estiticas esféricas surgiu o
estudo da teoria de colapso gravitacional no espago-tempo de Weyl integravel, descrito no
Capitulo 6. O colapso gravitacional em WIST foi analisado considerando configuragoes
simples (simetria esférica, fluido perfeito, técnica de separagio de varidveis). Para o
caso de uma nebulosa de poeira encontramos uma familia de solucées analiticas, tipo
poténcia, com uma dependéncia espacial idéntica & apresentada pelas solugoes estiticas
esfericamente simétricas no vazio. Mals uma vez a presenca do campo escalar modifica
a dindmica da matéria permitindo a expansao a partir de uma singularidade inicial, e
nao apenas o colapso com singularidade final como no caso Riemanniano. Consideramos
também um colapso radiativo. Nesse caso, concluimos novamente que o campo escalar
geométrico cumpre um papel significativo como portador de energia, desde o interior
da esfera colapsante, até a superficie imite com o exterior. As condic¢ées de jungdo na
superficie da estrela colapsante devem agora considerar as possivels descontinuidades do
campo escalar geométrico. Nio obstante, no caso com fluxo de calor nao-nulo, condigao
inicial estitica e métrica exterior de Vaydia, demonstramos que, para um observador
distante, é impossivel distinguir a estrutura geométrica do espago-tempo interior. Este
resultado est& em concordéncia com os trabalhos realizados na teoria Riemanniana [8].

No que se refere a testes observacionais, até o momento, nenhurna experiéncia ou
observacao desqualifica a validade da teoria da gravitagao no espago-tempo de Weyl in-
tegravel. Os testes dentro do sistema solar, na atualidade, apontam como o bom can-
didato, ainda que nao definitivo, o modelo padrac da TRG, que é um caso particular da

teoria de Weyl quando a energia do campo escalar foi emitida dando lugar a uma solugao
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estacionaria ou estatica com campo escalar w constante. Os regimes de intensos campos
gravitacionals, possivelmente existentes em outras épocas ou dominios do espago-tempo,
ainda nao possuem evidéncias observacionais que determinem o modelo fisico adequado.
Cabe destacar que é neste territénio onde a TRG apresenta vérios problemas (como foi
descrito na Introdugdo deste trabalho) e onde se faz necessirio a busca de novas opgoes

para a teoria da gravitagao.

A existéncia de solugoes cosmoldgicas nao-singulares e inflaciondrias, o desenvolvi-
mento de modelos de estrelas colapsantes, e a obtencdo de novas solugdes estaticas esferi-
camente simétricas sdo os principals resultados surgidos ac longo de nosso trabalho. A
partir deles concluimos que, desde o ponto de vista cosmolégico, o espago-tempo de Weyl
integravel, devido a presenca do campo escalar geométrico, possui a carateristica de mo-
dificar a dinamica das solugées de modo a evitar o colapso do espago-tempo a um ponto
singular, impondo periodos inflacionarios, independentemente das condigdes iniciais. O
espago-tempo de Weyl integravel oferece uma resposta ac problema de singularidade ini-
cial presentes no modelo padrao da TRG.

A partir do estudo de modelos de colapso gravitacional, concluimos que nao existe
nenhum impedimento para o estudo do colapso cosmoldgico ou estelar dentro de um
contexto de geometria Weyliana integravel. Os resultados existentes na TRG podem
ser reobtidos em configuragdes que apresentam regides do espago-tempo com geometria
de Weyl integrdvel. Nao obstante, a presenca do campo escalar pode conduzir a novos
comportamentos ao compensar a forga de atracdo gravitacional e permitir configuracoes
com gravitacio repulsiva, com a consequente expansao do melo material.

As solugoes estaticas esféricas tem um papel importante como possiveis participantes
da histéria de umn sistema dindmico. O fato de encontrarmos solugdes novas e que algumas
delas superam a desagradavel presenga de singularidades nuas, indica que a geometria de
Weylintegravel pode ser uma boa opgao para representar uma fase estafica ou estacionaria

na evolugao de configuragoes com simetria esferica.
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O presente trabalho dé uma visdo ampla das possibilidades de pesquisa na teoria
escalar-tensorial e fornece abundante material para estudos subseqlientes. A scguir men-
clonaremos algumas linhas de investigacao a serem desenvolvidas no futuro, e que foram
motivadas pelo que apresentamos nesta tese.

Como continuacdo de nossa pesquisa sobre modelos cosmoldgicos, foram encontradas
solucdes analiticas ndo-singulares para o caso com potencial nulo [29], e no futuro préximo
serd realizada sua analise detalhada. Qutras solugdes analiticas com simetria arbitraria
estdo sendo estudadas considerando a presenga de um campo eletromagnético cosmolégico
[90}.

Por outro lado, devido a existéncia de uma formulagdo Lagrangiana da teoria da
gravitagdo em WIST, é possivel deduzir uma representacao Hamiltoniana dos sistemas
dindmicos. A partir desta, podemos entdo realizar uma anélise do comportamento cadtico?
[72] nas solugdes cosmoldgica.

Em relagao ao colapso gravitacional, através da incorporacao de viscosidade, assume-
trias, rotacdo, ou efeitos quanticos, poderado ser estudadas configuracbes mais realistas,
com métricas mais gerais que as vistas até agora. Em alguns casos podera surgir a parti-
cipacdo das solucdes estaticas encontradas como parte da evolugao do sistema colapsante.
Também pode ser investigado o colapso denominado auto-similar ? [9]. Para esses estudos
futuros poderdo ser implementadas técnicas numéricas ou semi-analiticas.

Consideramos que a concepgao de testes observacionais capazes de distinguir entre
os contextos Weylianos, Riemannianos ou outros, é um dos pilares fundamentais no de-
senvolvimento desta teoria da gravitagdao. Assim, pensamos que no futuro devem ser
procuradas quantidades que sejam comparaveis com a observacao, por exemplo o cdlculo

do desvio cosmoldgico para o vermelho a partir de solugées analiticas, o calculo dos

1Caso o sistermna possua dimensio malor que dois, ha a possibilidade do surgimento de comportamento
cadtico que se reflete na grande sensibilidade 4 pequenas mudancas nas condigdes iniciais.

20 espago-tempo é dito auto-similar caso possua um vetor de Killing homotético. Em consegiiéncia
disso, pode ser mostrado que o sistema de equagbes diferenciais parciais sfo transformados num sistema
de equagoes diferenciais ordinarias.
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parametros observacionais (constante de Hubble, parametro de desaceleragao, parametro
de densidade} e a relagio com a produgao primordial dos elementos. L possivel, também,
comparar os dados obtidos para a luminosidade de estrelas com os valores teéricos decor-
rentes dos modelos com teoria de WIST.

Pelo exposto acima, concluimos que a teoria de WIS'T. merece atengio e estudos mais
detalhados, estando aberta a testes e modificagdes, pois € ainda um terreno pouco explo-
rado. Néo obstante, até o momento, nenhum argumento ponderavel implica o abandono
da estrutura geométrica de Weyl integravel como uma alternativa véilida para o desen-
volvimento da teoria da gravitagdo. As solugdes obtidas indicam que é possivel superar
as dificuldades apresentadas pela TRG para descrever fenémenos fisicos submetidos a
campos gravitacionais muito intensos. Cabe ainda mencionar que esta teoria, por ser
escalar-tensorial, implica o uso de uma linguagem comum a uma ampla comunidade de
fisicos que trabalham em outras teorias alternativas da TRG (teorias multidimensionais,

cordas, Brans-Dicke, Kaluza-Klein, etc).
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-Apéndice A

Alguns calculos intermediarios

A.1 Equagao para «w no Vacuo
Partindo da equacido de Einstein generalizada para o vazio em WIST

P 1
G — A(wyuw, — oG wwy) = 0, (A1)

calculamos a divergéncia do tensor de Einstein Riemanniano
él-tvnv — O (A2)

ou seja,

1
A (w“’"lv w” + wH wy“V _ —rjg“y“” wwg 7guvwaf§v U—’a) = (A3)

Na configuragao Riemanniana, a divergéncia do tensor metrico é sempre nulo, ou seja,
[T
g = 0. (A.4)

Em WIST, o vetor de Weyl é o gradiente de um campo escalar entao vale a seguinte

igualdade
wa”,, = wy“a. (A5)
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Desta equagio e de (A.4) se deduz
g e = W (A.6)

Entdo, com (A.4) e (A.6), a equagio (A.3) se reduz a

A (w“w"”u) = 0. (A.?)

Esta equagdo é idéntica & equagdo de movimento do campo escalar geométrico que foi
deduzida pelo principio variacional no espago-tempo vazio com a geometria de Weyl in-

tegravel.

A.2 Fluido Perfeito em WIST

A.2.1 Equacao Dinamica para a Densidade Especifica de En-
ergia
Consideremos, a seguir, um espago-tempo de Weyl integravel com fluido perfeito. Segundo

o visto no Capitulo 3, as equagées de Einstein generalizadas podem ser escritas da seguinte

{forma

- N _ 1 o
G = "(PVMVV - ph.uv) + )\(w#wv - Eg;w We ) (AS)

Com ajuda desta equagao calculemos agora a divergéncia nula do tensor de Einstein no

espaco-tempo Riemanniano associado

G‘W”,, =0 =
—A(VHR VY VIV ) — oy VEVY
A" + P+ Mw! pw” + w'w”),)
A

_5 (gﬂvllvwawa _I_guu(QwaHywa)). (A,Q)
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Utilizaremos as definigoes de fe h# e o fato de que a derivada covariante do tensor

meétrico € sempre nula na geometria Riemanniana associada

6=V, (A.10)
B = g VRV, (A.11)
9" = 0, (A.12)

Necessitaremos também a equagdo (A.6) que reescrevemos a seguir,
[ (A.13)
Com (A.10), (A.11) e (A.12), a equacdo (A.9) toma a forma seguinte
— (p+P)VE+VE) ~ (5 + p)V* + g™ Pl + Aw” Blw = 0. (A.14)

Nesta equacao, o ponto denota a derivada covariente Riemanniana na dire¢ao do campo
de velocidades. Para uma funcdo arbitrdria f temos que f = f,. V".

Multiplicando (A.14) por V,, obtemos
0=—-doltlw+p+0(p+p), (A.15)

onde V* ¢ o campo de velocidades parametrizado pelo tempo préprio das particulas talque
VeV, =1

Considerando a equacao de movimento para o campo escalar (ver eq.(3.57))

1
Flw = ——p Al6
e a derivada de 5
: 1
p=peel? §pwe_“’/2. (A.17)



e substituindo em (A.15) temos que

p=—8(p +p). (A.18)

Esta é a equagao dinadmica para a densidade especifica da energia do fluido perfeito. A
conservagao da energia -ic conteudo material do espago-tempo de Wey!l integravel nao

depende da interacdo com o campo escalar geométrico.

A.2.2 Aceleracao do Fluido Perfeito

Calculando (A}"‘“’”,, = 0 a partir da equacao de Einstein generalizada (A.8) obtemos a

equagio (A.14). Multiplicando {A.14) por h,. obtemos
0= AOw (Wa — 0Va) — (P4 D) Vi + h¥a Biju- (A.19)

Com (A.16), esta equacio toma a forma

1 . = ey .
0= —zp(w — V") = (5 +5) Vi + B Pla- (4.20)

Multiplicando novamente por h,, e reordenando, escrevemos finalmente a equacao (3.66)
para a acelera¢ao Riemanniana * = V#

.1
g — g | B2 —w,,) . (A.21)
pt+p 2

A.2.3 Verificacao da Isentropia

A conservagao da entropia do fluido perfeito em nosso modelo pode-se verificar rapida-

mente se consideramos a equagao de conservacdo da energia

5
Tnds = dp — %—p dn+ (p+ p) dw. (A.22)

124



De (A.22) calcula-se a variagio da entropia especifica sobre uma linha de fluxo do fluido

(A.23)

O ponto sobre uma varidvel denota a variagao ao longo do campo de velocidades do fluido.

Para uma fungdo arbitraria f, f = fu V¥

Por outro lado, temos a equagdo de conservagao da matéria no espago-tempo de Weyl

que em fungao da derivada covariante Riemanniana é

RV, — 2V w, =0

[l

O primeiro termo de (A.25) pode-se reescrever usando 7 = e~“/?n tal que

. 1.
(A V*) ne /% 4 fne™v/? — §wne*“’/2_

[la =

Entao, (A.25) toma a forma

ﬁ,+n9—§nd}:(l.

Calculando 7 de (A.27) e substituindo na equagdo (A.23) temos

3-_1(-_£_+_P)
A A

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

Finalmente, usando a equagao de conservagao para p dada por (3.64) obtemos o resultado

que confirma a isentropia do fluido perfeito no espago-ternpo de Weyl integravel, dada

anteriormente na eq.(3.63),
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Apéndice B

Sistemas Dinamicos

No presente apéndice daremos uma introdugio a teoria de sistemas dindmicos. Nossa
intengdo ¢ mostrar ao leitor algumas das ferramentas de cdlculo que foram utilizadas
durante a elaboracio desta tese. Mais precisamente, daremos uma resenha da técnica de
analise qualitativa de sistemas dindmicos. Esta técnica foi implementada no estudo das
familias de solucdes cosmolégicas desenvolvido no Capitulo 5. Serd suficiente para nosso
propésito apresentar & teoria bidimensional de sistemas dindmicos autdnomos, pois € desse
tipo os sistemas que surgern em nossos modelos de universo. Uma abordagem mais ampla
ou rigorosa sobre sistemas dindmicos pode ser encontrada em numerosas publicagoes,

entre as quais citamos as referéncias [4, 86, 91].
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B.1 Sistema Dinamico Autonomo

B.1.1 Definicao Geral e Principais Teoremas

Definimos como sistema dinamico de ordem n a um conjunto de n equagoes diferenciais

do tipo

£

d
_dﬁtl- = Fl(ml,Xg, veey Ly t)

- (B.1)

ddif' ES Fn(ml,XQ, iy Ty t)

As varidveis z; = 2;(t) sao funcdes do parametro real . As fungoes F;, com ¢ = 1...n, sao
definidas continuas e diferenciaveis num aberto U ¢ R"™*!. Quando as funcoes F; nio
dependem explicitamente do parametro t o sistema é denominado de auténomo.

Dentro da teoria dos sistemas dinamicos auténomos podemos mencionar dois teoremas
basicos:

Teorema. I: Sobre a unicidade da solugao sendo dada uma condigao inicial.
Dado um ponto Py = (z9,...z2) € R® existe um, ¢ somente um, conjunto {z1(t),...z.(t)}
de solugdes do sistema dindmico (B.1), tal que satisfaz o seguinte conjunto de condigoes
iniciais {zi(to) = 2%, ..., Za(to) = 23 }.

Teorema 1I: Sobre a continuidade das solugdes com relacao as condicées iniclais.
Sejam {1 (1), ..., za(t)} € {Z1(t), ..., Za(t)} duas solugdes do sistema (B.1), com condigoes
iniciais {z1(fo) = 2%, ..., za(to) = 20} e {Zi(to) = &5, ..., Zn(to) = x0}, respectivamente,

para toe(ty, t2). Entdo, para todo € > 0, existe § > 0 tal que se |7 —zf| < &, |Z:(t)—z.:(t)| <

€, com te(ty, i)
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B.1.2 Sistemas Bidimensionais
Definicao

Consideremos a seguir n = 2, ou seja, um sistema dindmico bidimensional que pode ser

escrito da seguinte forma

[ & = F(a,y) (8.2)
i W = G(z,y),

com z = z(t) e y = y(¢). O plano Euclidiano determinado pelas coordenadas cartesianas
(z,y) recebe o nome de plano de fase. Qualquer conjunto de solugdes {z(¢),y(t)} do
sistema (B.2} descreve uma trajetdria ou curve integral no plano de fase. A familia de
curvas que representam as sotucdes do sistema recebe o nome de diagrama de fase.

Um exemplo simples onde utiliza-se um sistema deste tipo é a representagio de um flu-
ido estacionario, com as fungoes F e G sendo identificadas como os campos de velocidades

das particulas do fluido.

Pontos Criticos.

Definicio e Comportamento das Curvas na Vizinhanga

Por analogia com a hidrodinamica, os pontos onde F' e G sao nulas se denominam
pontos de estagnacao ou de equilibrio, ou pontos criticos. Todo ponto critico € uma
solugao trivial do sistema para o qual a curva do diagrama de fase se reduz a um simples
ponto.

Para a construcao dos diagramas de fase é indispensavel o conhectmento dos pontos
criticos e de suas naturezas topolégicas. Para isso, estudase a configuracdo das curvas em
sua vizinhanga.

Dado um ponto critico (&g, yo), por conveniéncia, podemos realizar uma translagao
e recolocarlo na origem do plano de fase. Ao redor do ponto sempre € possivel fazer

uma expansao em serie de Taylor das funcdes analiticas F' e G, tal que o sistema tome a
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seguinte forma

t=az+by+ Or(z,y) (B.3)

y =cz +dy+ Oc(z,y),

). (),
), ().

e Or(z,y) Oc(z,y) sdo termos de ordem superior em z e y.

onde

a

9}
I

Para a andlise do comportamento na vizinhanca do ponto critico (deslocado para a
origem) é suficente considerar a parte linear de (B.3), ou seja

z=az+by
(B.5)

y=cz+dy,
Fste sistema linear contem toda a informacao relativa as curvas integrals na vizinhancga do
G
ponto critico, e tem solugio nao trivial quando o determinante da matriz dos coeficientes

for nao nulo,

QO =ad—bc#0. (B.6)

Os casos com determinante nulo, correspondente aos chamados pontos miltiples de equali-

brio, nio serao considerados neste apéndice. O trago da matriz dos coeficientes é definido

COI1:0

[=a+d (B.7)

Devido ao fato da natureza topolégica do ponto critico ser determinada pelos autova-
lores do sistema (B.5), resulta conveniente trabalhar com o sistema expresso nuina lorma
mais simples, denominada forma candnica de Jordan. Isto é sempre possivel mediante uma
transformacao linear no plano de fase. Essa transformagéo satisfaz ao seguinte teorema

Teorema III: Dado o sistema (B.5) com (B.6) e dado (B.7), entao existe uma trans-
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formacio linear real nao-degenerada (AD — BC #0),

X:A:t:-l-By, Y:C':c-}-Dy,

tal que o sistema toma a forma
)

X:AlX
Y =XY
com AtAy < 0, se 2 < 0.

(i)

X:A]_X
Y= &Y
com A >0e Xy # Ay, 56 0 < 4Q < T2,

(1i1)

Y:)\2Y

comM £0ed = =p,5e 0 <40 =I*ecb® 4+ > 0.

(iv)
X - Al .X
Y = \Y

com Ay A0 ed =Xy, se0 <40 =1%eb®+*=0.

(v)

X=MX—-puY

com A pp # 0 e Ay = Ag, se 0 < I* < 4Q).
(vi)
X = —pY
{ Y = uX

130

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)



com u # 0, e 0 = I? < 49,

Assim, em funcao dos autovalores obtemos diferentes tipos de solugoes.

1) Se os autovalores A, A, sdo reais ¢ distintos e u = 0, as solugdes vemn a ser

Y = YbeAzt, (B].Ei)

onde X, e Yy sao constantes de integragao. Estas solugdes correspondem a um ponto
sela ou a um né de duas tangentes quando satisfazem o sistema (i) ou o sistema (ii),

respectivamente. Ver Figs. (B.1), (B.2) e (B.3).

Figura B.1: N& de duas tangentes instavel, A;, Ay > 0

2) Se os autovalores A, A, sdo reals e iguais, Ay = Az = Ao #£0,0<4Q = I,
2-1) com g = 0, as solugdes do sistemna (iv) identifica-se com um né estelar (ver Figs.

(B.4) e (B.5)) da forma

— Xoekot

Y = Yyt (B.16)
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Figura B.2: Né de duas tangenies estdvel, A\, Ay < 0

Figura B.3: Ponto de sela, Ay < 0 < A,

2-11) com g # 0, b* + ¢* > 0, as solugdes do sistema (ii1) tem a forma

X

(Xo + YB t)e)mt

Y = Ypeto!, (B.17)

e representam um né de uma tangente. Ver Figs. (B.6) e (B.7).

3) Se os autovalores A;, A, sao iguals e complexos temos duas possibilidades,

132



-

Figura B.4: Né estelar instdvel, Ag > 0

Figura B.5: No estelar estavel, A < 0

3-1) 0 < I? < 4%, sempre é possivel escrever o sistema dinamico {v) como

Z = (% +i21) Z, (B.18)

onde Zg e Z; sao quantidades reais tais que Ay = Zx +14; ¢ 4 = X +1Y. Entao, em

coordenadas polares (r,8) temos a solugao
7 = Re* (B.19)

com R = Roe?rlt-t) ¢ g = Z; (t —to), sendo Ry e to constantes de integragao reais. Esta
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/A

Figura B.6: N6 de uma tangente instdvel, Ap > 0

Figura B.7: No de uma tangente estavel, Ag < 0

=
%

solucao representa um foco, estavel se § < 0 e instavel se 8§ > 0. O sinal de Z; determina
unicamente o sentido de giro, Z; > 0 indica o sentido anti-hordrio, Z; < 0 indica o sentido
horario. Ver Figs. (B.8) e (B.9).

3-i1) 0 = I? < 41}, os autovalores sdo imagindrios puros e o sistema de equagdes (vi)

toma a forma

J{(: *Z]Y
Y:ZIX

(B.20)
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Figura B.8: Foco mstavel com Z; > 0, § > 0

O

)
7

Figura B.9: Foco instavel com Zy < 0,8 >0

A integraciao conduz a uma familia de circunferéncias centradas no ponto critico

X?+Y?* =R, (B.21)

onde Ry é uma constante real. Este tipo de solugao determina um ponto do tipo centro.
O sinal de Z; continua indicando o sentido de rotagdo das curvas. Ver fig. (B.10).

Para conveniéncia do leitor daremos a classificagao dos pontos criticos em forma de
tabela. Dado o sistema {B.5) com (B.6) e o trago definido por (B.7) temos especificadas

as seguintes clases de pontos criticos isolados
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Figura B.10: Centro com Z; > 0

centro 0 =1 <49 X=—pY, Y =pX, p#£0

foco 0 < I* <48} X=xX—pyY,Y=pX+ XY, dop £0
né estelar 0<P=40, 4+ =0 | X =XX,Y =XY, Mg £0

né de umatang, |0 <I?=4Q, 8 + >0 X = XX + XY, Y =XY, A\ #£0

né de duas tang. | 0 < 49 < J? X=MX,Y=X Y N>0 A #X
ponto sela 4Q < 0(< %) X=XMX,Y=XY, Mx<0

Tabela B.l: Classificacao da natureza topologica dos pontos criticos
B.1.3 Aplicacao
Potencial Exponencial

No caso de considerar um potencial exponencial (ver Secdo 4 do Capitulo 5)
V(w) = Vi, (B.22)

com V, e B constantes arbitrarias, as equagdes de movimento (4.7} de nosso modelo
cosmolégico em WIST podem ser levadas a forma de um sistema dindmico homogeneo

bidimensional. Introduzindo as variaveis , @ e A dadas por

G, i
5= \/17—8; (B.23)
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a=2 A=, (B.24)

o sistema dinamico escreve-se como em (4.31). Lembremos que a linha denota a derivagao
com respeito a 7. .

A seguir, descreveremos de forma breve a analise qualitativa na regido finita do plano
de fase do sistemna. Teremos em conta unicamente os valores positivos de A, pois é com eles
que aparecerdao as novidades interessantes da teoria. Os resultados obtidos nesta secao
sdo os utilizados no Capitulo 5.

Num primeiro passo calculamos os pontos criticos do sistema. Escrendo of = A’ =0
em (4.31) e resolvendo para (o, A) obtemos que os pontos de equilibrio sdo os quatro
pontos dados nas equagoes (4.33)-(4.36).

Para estudar a existéncia de raios invariantes reescrevemos (4.31) com A = ka e
tentamos resolver para k. O resultado implica um vinculo entre os parimetros da teorna,
nesse caso nao é considerada como uma solugao fisica. Em consegiéncia, os diagramas
de fase do modelo com potencial exponencial ndo apresentam raios invariantes.

Para estudar o comportamento das curvas na vizinhanga dos pontos criticos trabalha-
remos com o sistema linearizado. Cada equagao de (4.31) é expandida ao redor do ponto

critico e leva-se em conta apenas os termos de primeira ordem. Assim, nos pontos Pre

P, temos
o — :F 1 (BPr67X) aF 1 BMa-1) A
(»62+5)\) (»62*6)\) (B25)
T /A (B2 16A) 2 /a(prrea)

e para Ps e Py

o — :i:‘/_ +(B+1} a:i: /6 (B(28+1)+6yA(2- 7))

2 \/1+2ﬁ 6rAa(2—7) 12 \/EZﬁ 8yA(2—7) (B 26)
Al — j:\f (14+28- 573)_ + Ve _ (28+1){(»-1)
2 /1+28-6yA(2-7) 2 /1+28-6yM2—7)

O sinal superior em cada equagdo corresponde ao primeiro dos pontos criticos do par

mencionado.

Esses sistemnas de equacdes sao do tipo apresentado em (B.5). O determinante da
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matriz dos coeficientes é distinto de zero

28% + B+ 6y A
Q2= 34 = b f)\ 12 (B.27)

e os tracos sao dados por

3828 +6A(y +1)

fa=% 2/ MB2 + 6) (B.28)
Ia = RV Ve Gt ) N (B.29)

2 1428 -67M2 )
Os pares de indices fazem referéncia ao par de pontos criticos ao redor do qual foi lin-
earizado o sistema. Nas equagoes para os tragos, o sinal superior do lado direito corres-
ponde ao primer sub-indice do lado esquerdo, o sinal inferior ao segundo sub-indice.

Para classificar os pontos criticos calculamos inicialmente I? e 4). Vemos que I? é
sempre positivo ndo nulo, em conseqiiéncia € descartada a possibilidade de um ponto tipo
centro. Os determinantes ; 5, 034 sdo de igual valor absoluto e de sinal contrério, o que
indica que quando um par de pontos for um par de nés ou de focos, o outro par serd de
pontos selas. Denominamos como Anin 0 valor de A para o qual o determinante muda de
sinal,

M = _LBBL1/2) (B.30)
3 v

e vemos que Ay, € positivo unicamente no intervalo —1/2 < 8 < 0.

Escrevendo o determinante em funcao de An

3y
_ - B.31
91,2 ) ()‘ )‘mt ) ( )

vemos que se A > A, 0s pontos P e P, sdo nds ou focos, enquanto que P3 e Py sdo
pontos selas, o qual é sempre valido se 8 < —1/2 ou 8 > 0, pois estamos trabalhando com
A > 0. O caso contrario, P, ; pontos sela e Ps 4 nds, se da unicamente quando Se (—1/2,0)

e A< Amin.

Os casos de nds estelares e nés de uma tangente determinam um vinculo estricto entre
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os parametros da teoria, por esta razao nao serao considerados como casos fisicos.

Para distinguir entre foco € né de duas tangentes calculamos

1A -1+ BB+ D
4 MB% 4 6)) '

a0 - IF= (B.32)

Vemos facilmente que 400 — I* < 0, sendo 40 — I? = 0 unicamente quando A = A, com

B6+1)

M=)

(B.33)

Em conclusio, para valores positivos de ), no caso de no ser pontos selas, os pontos sao

nds de duas tangentes e nunca sao focos.

B.2 Sistemas Bidimensional Homogéneos

B.2.1 Introducao Tedrica
Definigao

O sistema dindmico auténomo (B.2) é homogéneo de ordem m se as fungdes F' e G sdo

fungdes homogéneas de ordem m nas variaveis z e y, tal que

Flaz,ay) = o™ F(z,y)

Glaz,ay) = o™G(=,y), (B.34)

onde o é uma constante arbitraria.
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Coordenadas Polares

Para estudar este sistema homogéneo é muito conveniente trabalhar nas coordenadas

polares {r,8)

z =1 cosl
(B.35)
y = r senb,
nas quals o sisterna toma a forma
7 =7r"4(8)
. (B.36)
6 =rm" N(§),
onde as funcoes Z e N sio dadas por
Z(0) = G(cos8,senb)sen + F(cosh, senf)cos¥, (B.37)
N(8) = G(cosf,senf)cos@ — F(cosf,send)sent. (B.38)

Como jé vimos, um ponto critico isolado é aquele ponto de equilibrio para o qual as
fungdes F e G sao nulas simultaneamente. A partir desta definigdo se pode demonstrar

que Z*(#)+ N*(8) > 0, para todo ponto da vizinhanga do ponto critico.

Raio Invariante

Um sistema homogéneo tem a caracteristica fundamental de apresentar um tipo de solugao
denominada raio invariante. O raio invariante é uma linha reta, solugdo do sistema
dinamico, que passa pelo ponto critico 0. A partir de (B.36) ¢ facil de deduzir que a
funcao N(#8) ¢ identicamente nula sobre o raio invariante. Se o ponto critico 1solado O ¢

um centro ou um foco, N(8) ndo apresentard raizes reais.
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Comportamento das Curvas

Uma vez conhecidos os raios invariantes, pode ser estudado o comportamento das curvas
integrais em suas vizinhangas, e perto do ponto critico. Para isso, denominamos com &
o angulo que forma o raio invariante com a abssisa, ou seja, fy € um zero de ordem n de
N(@). Assim, expandimos as fungdes Z(f) e N(#) na variavel # ao redor do valor f, tal

que

2(9) = Z(8)[1 + 52 (8- 6,) (B.39)

N(8) = T%Nw(eo) (0 — 66)™ [1 + s (8 — o). (B.40)

Devido a que perto do ponto critico Z%(8)+ N?(8) > 0, podemos assegurar que Z(fy) # 0.

As constantes sz € sy sao dadas por

Sz = Z(zo) (%) HO (B.41)

1 N(n+1)(90)
SN = T T,

(B.42)
onde N(™)(8;) denota a derivada n-ésima com respeito a ¢ da fungao N(f), avaliada no
valor # = &;.

Com as expansoes (B.39) e (B.40) € possivel estudar o valor do dngulo entre a tangente
a uma curva integral e o raio invariante num ponto perto de O. Isto permite determinar a
configuragido do campo de velocidades que define o sistema dinamico. A partir de campo
de velocidades pode ser estudado e classificado o comportamento das curvas [4, 86, 91]. A
seguir, simplesmente mostraremos a classificacdo do comportamento das trajetérias numa
vizinhanca do raio invariante, perto do ponto critico.

1) Tipo I: n é impar e Z(6,)N™(§,) > 0. Ver Fig. (B.11).

2) Tipo Il: n é impar e Z(8p)N™(6o) <0

2-1) n > 3. Ver Fig. (B.12).
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()

Figura B.11: Tipo I, Z(8,)N™(6,) > 0

(o) (b

Z(aol<0 Z( a°]>0

Figura B.12: Tipo IT comn > 0 ov comn =1 e Z%(6y) + Z(6o) N\H(8;) > 0

24i) n =1
2-ii-a) Z(6y)N™(6y) < 0 e Z%(8o) + Z(8o) N (o) > 0. Ver Fig. (B.12).
2-ii-b) Z(8)N™(6y) < 0 e Z*(85) + Z(8,) N\I{(8) < 0 Ver Fig. (B.13).
2-ii-¢) Z(8) + N(8p) = 0

Definindo o parametro ¢; como o primeiro coeficienie nao nulo da expressao

N2(9) + Z°(8) + Z(8) N(8) — ZW(@YN(B) = a0+ a1 (8 — ;)

ap (8 — 00 + ..+ (8 —0) + (0 8)*, (B.43)
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onde N{6) e Z(f) sio expandidas em série de Taylor ao redor f, temos a seguinte sub-

classificacao

2-ii-ct) I par, a; > 0 Ver Fig. (B.14b).

[ impar, a; > 0 Ver Fig. (B.14d).

)
2-i1-¢2) I par, a; < 0 Ver Fig. (B.14a).
2-1i-¢3)

)

9-ii-¢4) ! impar, a; < 0 Ver Fig. (B.14c).
3) Tipo ITL: n é par e > 2. Ver Fig. (B.15).

Por dltime mencionaremos a classificacao das configuracoes das trajetérias dentro de
setores do plano delimitados por dois raios invariantes isolados:

1) Setor elitico. Fig. (B.16a).

2) Setor hiperbdlico. Fig. (B.16b).

3) Setor parabdlico. Fig. {B.16c).

(b)

I{g,)<0 Ifa )>0

Figura B.13: Tipo Il comn = 1e Z*(fo) + Z(60) N (6) < 0
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=0

zmo}-co

Figura B.15: Tipo II, n paren > 2
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Figura B.16: Trajetérias entre raios invariantes

Para nosso objetivo consideramos suficiente apresentar a classificagdo dos compor-
tamentos das curvas integrais, sem dar a correspondente demonstragao. O leitor pode
remitirse 4 literatura adecuada, como por exemplo {4, 86, 91|, se deseja interiorisarse nos

calculos intermediarios que levam a istos resultados.

B.2.2 Aplicagao

A seguir, utilizaremos a técnica de analise introduzida até aqui para estudar o sistema
dindmico homogéneo que surge do modelo cosmoldgico apresentado no Capitulo 5. Lem-
bremos que o modelo representa um universo homogeéneo e isotropico, com fluido perfeito
e equagdo de estado (4.10). Veremos que o comportamento das solugbes integrais sera
fortemente dependente dos valores dos pardmetros da teoria. Neste exemplo consider-
arernos unicamente os valores positivos de A por ser aquelhos que aportardo resultados

novaos,
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Potencial V{w) nulo

Para o caso com potencial nulo, V(w) = 0, o sistema dinamico bidimensional resultante

é expresso por (4.13), que em coordenadas polares se escreve da forma (4.18) com

1 1 A —
Z(#) = mi(z—’)’)()\—6)60539—ZSEHG—%(lQ"—)\(z—’)’))COSH—[—i-( ;) 6) senfcos®d, (B.44)

1{A—-0 A
N(6) = 1 )cos39 — E(Q — v)sen — -}Icosﬂ + %(2 — ¥)(A — 6)senfcos®d.  (B.45)

Uma vez calculados os raios invariantes, ou seja tendo conhecidas as raices 8, de N(§),
calculamos as expanssées das fungées Z(f) ¢ N(#) ao redor de § = ;. Neste caso
existe um Unico ralo invariante dado por #g = ~arctan(A™'/(2—+)), e as series de Taylor

escrevem-se Comao

L oG 2tl 1O H6U=9) g g o) - 6)%), (B4S

Z(8) =

i24/\(1 — )+ 6y2A+ 1

h 6 — 8p) + Ol(6 — 6,)]. 47
LT+l —y) by ( ) + 0l )*] (B.47)

N(8) =

I imediato observar que 8y é um zero de N(#) de primeira ordem, ou seja, n = 1 em
(B.39) e (B.40). Em conseqiiéncia, o comportamento classificado como tipo III ja fica

descartado.

Com os coeficientes das expanssoes calculamos

L (6yA(y - 2) +1)(24A (1 =) + 6772 + 1)
16 1+ 22 (4(1 — ) +12)

Z{8,) N (8,) = — (B.48)

1

o qual é nulo quando A = éq(zl—«,) ou A= *s_("z%?)"f' De entre estas duas raices, o ultimo

valor nao serd tido em conta pois é um valor negativo de A, enquanto que a primeira raiz,

sempre positiva, é denominada como

1 1

A = 6357 (B.49)
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Um simples calculo mostra que a derivada de (B.48) com respecto a A avaliada em
Aer € sempre positiva, (8—213—0%\—(2(9—”1%” = 2772%}};, entdo temos que
D) Z(0)ND(0) > 0 = X > Ao
HZ00) N (0) <0 = A < Ar
Com este resultado ja é possivel distinguir entre o comportamento das solugdes tipo I e
tipo II tal que
i) tipo I quando A > A,
ii)tipo II quando A < A

Para a subclassificacdo dentro do tipo II calculamos

_3A(y - 2)(6yA(y—2) +1) (B.50)

2 g (1}9 —
Z700) + 2(00) NT2(00) = § AN (1) + A2 +1 7

Esta quantidade anula-se quando A = 0 ou A = s—y(zi—_f))\ﬂ"v e é positiva unicamente se
A > A,. Assim, com A > 0, temos que dentro do tipo II existe uma tnica possibilidade
pois
A< Ao = Z2(8) + Z(0s) NN B,) < 0,
e o comportamento das curvas esta representado na Fig A.16 a e b.
Os casos com Z(fy) + NM(8,) = 0 também sio descartados, pois
3A(y —2)

(Mg, — _
Z(8:) + N (8,) T =) oo T (B.51)

toma valor nulo unicamente quando A =0 ou v =2.

B.3 Analise do Sistema Dinamico no Infinito

B.3.1 Introducao Tedrica

Alem do estudo dos pontos criticos e raios invariantes na regiao finita, uma analise com-

pleta do diagrama de fase de um sistema dindmico autonomo e homogéneo deve incluir o
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estudo do comportamento das curvas integrais no infinito. O metodo aplicado para essa
andlise no caso bidimensional se denomina compactificagdo. O primeiro passo € o mapea-
mento de Poincaré. Este mapeamento consiste na projegio do plano de fase = = (z,y)

sobre um dos hemisférios da esfera Sy C (u, v, z) dada por
v P2t =1 (B.52)

S, é tangente ao plano de fase 7, ver Fig. (B.17). Cada ponto P do plano se corresponde
com um ponto P’ da esfera. P’ é o ponto de interse¢ao da esfera com a reta que une P
com o centro de S, os pontos no infinito do plano se correspondem com os pontos no

equador da esfera.

AN
- '« P-3 w
1 ) P’z [

\PL/ )

KV
4

Figura B.17: Transformagéo de Poincaré

Demostrase que esta transformacio, denominada de Poincare, pode ser representada

pelas seguintes equagdes [91]

T = —, y:g; ot =1, (B.53)
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e que o sistema dinamico pode ser escrito como

= F(% ) =1g-—%%;
Z z (8_54)
§= G2y =to- 2

Se o sistema € homogéneo de grau m entéo,

u v i
F(;J ;) - ; F (U‘:U)
u v ™ .

Como estamos interesados na andlise das regides perto do infinito do plano (z,y), nos
referiremos a os pontos da estera na vizinhanga da linha do equandor e estudaremos suas
projecoes nos planos tangentes a S;, com ponto de tangéncia no equador. A analise en-
volverd uma serie de transformagoes das variavels, mas demonstra-se que elas nao afetam
a natureza dos pontos criticos nem o comportamento qualitativo das solucées.

Denominaremos como £ a um ponto tendendo ao infinito do plano de fase, e P’ a seu
correspondente sobre a hemiesfera de Poincaré, localizado na vizinhanga de um ponto do

equador que denominadn P= Ver Fie (R 1R}

Figura B.18: Anélise no infinito

Por uma traslacido sobre o eixo z, identificamos o plano paralelo ao plano de fase que
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passa pelo centro de S; com o plano (u,v). Entdo, sempre € possivel levar Py sobre um
dos eixos u ou v através de wma rotagio no plano (u,v). Considerando apenas os angulos
de rotagdo inferiores a 7/2, a rotacdo pode ser realizada no sentido do eixo mais proximo.
Podemos supbr, sem perda de generalidade, que a andlise inclui dois casos diferentes: um
dos casos considera os pontos P’ localizados ao redor de um ponto do equador sobre o
eixo u, denominado Pz, de coordenadas (v =1,v =0,z = 0) , ¢ 0 outro caso considera
o ponto Pgy do equador com coordenadas (v = 0,v =1,z = 0).

No seguinte vamos mostrar os cdlculos para um ponto P’ de coordenadas (u,v, z),
vizinho de Pg1. O plano tangente 7* € determinado pela equagao u = 1, e escolhemos sua
origemno ponto Pg, . A intersecio da reta que une P e P’ como plano tangente determina
o ponto P". O sinal da coordenada z de P" serd positivo ou negativo dependendo com
gual hemiesfera estamos trabalhando. Com a hemiesfera superior, z é positivo, com a
hemiesfera inferior, z é negativo.

Assim, aplicando sucesivamente 0 mapeamento de Poincaré e a projecao sobre o plano
7* tangente no equador, temos a seguinte transformagdo para os pontos no infinito do

plano de fase

1
T = -
z
y = -, (B.56)
z
entao, o sistema dinamico apresenta a seguinte transformacao
&=F1 )= -z/7°
(G 3) / (B.57)
=G, Y =10/z - vz/z2®.
Em funcio das novas varidvels reescrevemos
2= 2 F(l/z,v/2
(1/z,v/z) (B.58)

v=2G(l/z,v[z) — zv F(l/z,v/z).
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Tendo em conta a propriedade de homogeneidade de F e G, expressa na equagio (B.55),

obtemos finalmente

=20 F*(1,v) = P(v,z)/z™
@ = 20 [GH(1,v) — v F*(1,v)] = Q(v,2)/ 2™

(B.59)

Aqui, m é o menor inteiro nio-negativo tal que as equagdes pogam ser dadas na forma
(B.59). No caso de z < 0 devese ter em conta o valor de m, pols se m e lmpar a
transformacio (B.56) inverte o sentido das trajetérias.

Neste ponto faremos uma conveniente transformagao de varidvel

dr = —?!i, (B.60)

zm

tal que o sistema dinamico fica equivalente a

(B.61)

Para a projecio ao redor de Py, devemos fazer cdlculos andlogos aos feitos para Py,

tendo como resultado as transformacgoes

U

z = —

A

1
y = - (B.62)

z

e o sistema

2= -2 G(ufz,1/z) = S(u,z)/z™ (B.63)

b=z F(ufz,1/z) —z2uG(ufz,1]z) = T(u, z)/2™,
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que com a varidvel 7 fica
2’ = S(u, 2)
v' = T(u,z).

(B.64)

Agora, com o sistema expresso por (B.61) e (B.64) podemos aplicar a técnica de analise
qualitiva dos sistemas dindmicos apresentada na primeira segao deste Apéndice.. Assim,
determinamos seus pontos de equilibrio com sua natureza topoldgica e o comportamento
das curvas integrais em sua vizinhanga. Fazendo z = 0 nas expressoes dos pontos criticos
estamos considerando as representacoes dos pontos criticos no infinito do plano de fase.
As maturezas topoldgicas tanto como o comportamento das curvas nas vizinhangas dos
pontos criticos sio invariantes sob as transformagdes aplicadas durante a analise. Entao,
as caracterfsticas dos pontos criticos e das curvas na sua vizinhanga, quando fazemos
z = 0, corresponderdo também aos pontos criticos no infinito do plano de fase e a suas
vizinhancas.

Finalmente, o dltimo passo da anélise no infinito é a projegio da hemiesfera de Poin-

caré no disco fechado do planc (u,v,0) dado por

w4+t <1 (B.65)

O disco D, é construido projetando a hemiesfera perpendicularmente ao prépio plano.
Ver Fig.(B.19). Assim, todo o plano de fase (x,y) estara representado biunivocamente por
am disco fechado e as trajetérias das solucdes serdo representadas por curvas dentro do
disco. As linhas retas corresponderio com linhas retas e os pontos no infinito se localizarao
sobre a circunferéncia Co que limita o disco. Cada ponto critico (er, 0) ou (ver,0) que
surge da anadlise no infinito nas coordenadas (u,z) ou (v, z}, correspondera a dois pontos
antipodas sobre a fronteira do disco, os quais sao justamente as intersegoes de Co com o
rajo Y = Ver T OU Y = &/ Ugr.

Um exemplo do mapeamento das vizinhangas U¥ do poato critico Poy = (ue,0) no
disco do plano (z,y), esta representada na Fig. (B.20). Podese observar que o sinal de

2 e o sinal da abscissa de P,, determinam a antipoda que representa o ponto critico no
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Figura B.19: Mapeamento sobre

o sentido das trajetérias no caso z < 0.

b |

b

o disco [},

infinito. Por ultimo, enfatizaremos que quando m é impar devemos ter cuidado de inverter

B.3.2 Aplicagao

<.

P

Figura B.20: Mapeamento 7
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A aplicagdo da andlise no infinito serd feito novamente para o sistema dinamico que
aparece no Capitulo 5. HEste sistema representa a dinamica do fator de escala e do campo
escalar geométrico de um modelo cosmoldgico. O modelo de universo é homogeéneo e

isotrépico com presenca de matéria em forma de fluido perfeito, e equagao de estado dada



por {4.10). Nesta aplicagdo tomaremos em consideragio apenas o caso com A positivo.

Potencial Nulo

Para o caso V{w) = 0 o sistema dindmico é dado por (4.13), o qual apds as transformagdes

(B.56) escrevese

=3y (2 -7)

(B.66)
i1 (h-te-ne—t ie )
Se introduzimos a varidvel 7 dada por (B.60) com m = 1 resulta:
2=z 3y — A2 =)
(27 4 ( 7) )2 (B67)

O sistema (B.67) é um sistema bidimensional auténomo e pode ser analisado de acordo
com a técnica apresentada na primeira secdo deste Apendice.
O primeiro passo é localizar os pontos criticos de (B.67). Para isso, resolvemos o

sistema

0
(B.68)
0

com o qual temos os seguintes pontos criticos

Py = (O,i\/:g) | Po = (o,ﬁ)\—(zf:fy—)) . (B.69)

Os pontos P ; existem so quando A € negativo, enquanto que P, existe para qualquer
valor de A.

O seguinte passo ¢ expandir o sistema (B.67) ao redor do ponto critico Py e trabalhar

154



unicamente com a parte linear (ver equagao B.3)

! A—Der

2 = z=A1z

42 her (2—7) (B?O)
’U’:(Al '—3) U :sz,

onde Ao = 1/(67(2 — 7). Integrando cada equagao obtemos

z(7) = zoe™”

(B.71)

v(T) = v,

Para classificar o comportamento das curvas integrais ao redor do ponto critico deve-

mos calcular o produto Ay Az, € ¢ 7. Em fungac dos autovalores temos que
I = A]_ + Ag, Q = Al /\2 (B?g)

O valor de X\, é sempre positivo para todo A > 0, e a quantidade I? 40 =9 ¢
também sempre positiva.

Finalmente, chegamos aos seguintes resultados:
1) O ponto critico é um ponto sela quando A; é negativo, o seja quando A < A
2) O ponto critico é um né instdvel quando Ay > 0, ou seja quando A > A
O caso de né estavel nao existe neste exemplo.

Veamos agora que tipo de soluces representam os pontos criticos no infinite. Para
isso, calculamos o fator de escala em fungdo da variavel original ¢ para um ponto Pueo

préximo ao ponto critico no infinito. A varidvel z num entorno de P_, escrevese como
21} = zoe™T. (B.73)
Tendo em conta as transformagdes (B.56) e (B.69) vemos que a coordenada v, < 0, entao

z>0 — y<0,z>0

z<0 —» y>0,z<0 (B.74)
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Integrando dr = dt/z com z(r) dado por (B.73) temos que numa vizinhanca do ponto

critico no infinito

'Z—OEAIT =1i— to. (B75)
AL

Substituindo 1sto novamente na expressac para z(r) resulta

Assim, a coordenada z fica

1
T = m, (B.77)

tal que, quando ¢ — ¢y o ponto da vizinhanga tende a P,,. Finalmente, se consideramos

a definigdo © = a/a e integramos, o fator de escala em fungéo do tempo t vem a ser
a(t) = ao(t — to)™ (B.78)

A partir desta expressdo concluimos que existem dois casos
(1)- Se A > A, entdo A > 0 e limy,, a{t) = 0, o que indica que Py, representa uma
singularidade.
(2)- Se A < Ay entdo Ay < 0 e limy_; aft) = oo, o que indica que P, representa um
universo plano.

No estudo do modelo cosmologico apresentado no Capitulo 5, os pontes A e B das
Figs. (4.1), (4.2) e da Fig. {4.3) séo as representagdes dos pontos criticos no infimito aqui
analisados. As Figs. (4.1), (4.2) correspondem ao caso (1), enquanto que a Fig. (4.3)

corresponde ao segundo caso.

Potencial Exponencial

Utilizando as definigdes (4.29) e (4.30) escrevemos o sistema (4.31) para descrever a
dindmica do modelo cosmoldgico apresentado no Capitulo 5. Lembremos que a linha

como super-indice de uma variivel denota a derivagao com respeito a 7.
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Para estudar a regizo que representa o infinito do espago de fase fazemos as seguintes

transformagoes
U
a=-, A=—
z z
e introduzindo a varidvel 7 tal que
o 19
on 20T’

podemos escrever

8z _ B A 2 3 3
92 = fuz - 2(2— )’z — 27 + 5v2

Este sistema dindmico apresenta os seguintes pontos /criticos com z = ¢

P,\<OE('U.‘—"':i: —ZIO)

1

Po=(u= —m,

z = 0)

Ou — —2(2 ~y)u— Tu? — %(2 — ) - Tuz? 4 (B + 1/2)2% — =

(B.79)

(B.80)

(B.81)

(B.82)

(B.83)

Os pontos Py, néo serao considerados pois estamos trabalhando unicamente com valores

positivos de A. Existem outros pontos de equilibrio do sistema (B.81), mas eles nao

representam pontos no infinito do plano de fase pois a varidvel z toma um valor nao nulo.

Para saber sobre a natureza de P., estudamos o sistema linearizado ao redor do ponto

critico
o (1 ) s = s
Su _ _ 1+6(2—}
ar 4A(2-7) u = )‘ZU"

Este sistema é da forma dos sistemas dados em (B.9) e (B.10), com

3y 2 Mmaz
m{l +6(2 =) - —

Q:/\l)\gz—
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(B.84)

(B.85)



3y Amaz 1+6(2—~)2
I=+x=—-I1-——) - —F—— B.8
TR ( A ) 4X(2 ) (B.86)

Vemos que o autovalor A, é sempre negativo, entdo se A; < 0 estamos em presengade um

né de duas tangentes, e se Ay > 0 Py, é um ponto sela.
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Apéendice C

Alguns calculos no estudo das

solucoes estaticas esféricas.

C.1 Equacao da Geodésica

Como foi exibido no Capitulo 3, a equagio da geodésica com a disténcia conforme como

parametro afim é

v, vH =0 (C.1)

onde
dzt
p_ &
Y ds

Se agora consideramos o tempo préprio 7 dado por
dr = ¢*/? ds, (C3)

entdo, o correspondente campo de velocidades V# se expressa como

VE = %mi %{ie_“"g = 'u“e_"”/z, (C.4)
T 3

159



Substituindo (C.4) em (C.1) obtemos a equagdo da geodésica em fungdo do pardmetro

afim 7

Ve, vk = —%wp vEve. (C.5)

C.2 Integracao das Solugoes T

Nesta secdo consideraremos um espago-tempo de Weyl integravel descrito pela métrica

(5.22) e pelo campo escalar geométrico {(5.23).

C.2.1 Espaco-tempo Vazio

No caso de um espaco-tempo vazio, as equagdes de movimento sao

=Sy ()
(A¥C?) =0, (C.7)
(A2C?)" =2, (C.8)
(A20%'Y = 0. (C.9)

Da equacao (C.8) é imediato integrar o polinomio

p(r) = () CP(r) = (r 7)) (r — 7). (0.10)

cujo discriminante é 5% = (r, —r_)%.

Da equagéo (C.7)
AYC? =y (C.11)

onde @, é uma constante de integragao arbitraria. Com esia equagao e com (C.10) obtemos

¢ _pr-o (C.12)




Integrando mais uma vez, temos & solugdo para C(r)?

C? e [
i p(r)e S5 (C.13)
Com (C.10) e (C.13) calcuiamos
P AZ dr .
- e d 5 (C.14)
De (C.9) se deduz que
W' = % (C.15)
c
d
W= wp + “;1_ (C.16)

A constante wy é o valor assintético do campo escalar geométrico no infinito espacial e
a, ¢ uma constante de integragdo real e arbitrdria.

Por simplicidade utilizaremos a seguinte iguaidade

o ok ! o 2
225
Substituindo (C.12) e (C.10) em (C.17) vemos que

2

¢ _a-n

&= (C.18)

Finalmente, introduzindo (C.18) e {C.15) em {C.6) obtemos a relagdo entre as constantes

de integragao

o — 7t = 2} (C.19)

A interpretacao fisica das constantes de integragdo surgem dos comportamentos as-

simptéticos da métrica e do campo escalar w(r). Quando r — oo a componente goo do
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tensor métrico toma a forma

A&f:A@@fﬂ)+O(%) (C.20)

r

Tomando apenas os termos em primeira ordem de 1/r, e por comparagdo com o limite

Newtoniano

A(r)?=1-"— (C.21)

r

concluimos com a identificagao
o = 2M e AO = 1. (022)

Por outro lado, definimos a carga do campo escalar como o coeficiente do termo 1 /r?
na expansio da derivada do campo escalar em r — oo. Assim, diremos que o é a carga
do campo escalar w se

lim w' & —. (C.23)
T— 00 r
Em conseqgiiéncia, identificamos a cosntante de integrago az com a carga do campo escalar
geométrico, ap = 7.

Reescrevendo (C.19) obtemos a relagdo entre os parametros do modelo
4M*% — 9 = 2207 (C.24)

As formas explicitas das solucdes integrais (C.13),(C.14) e (C.16) em funcéo dos pa-

rametros fisicos ¢ e M sio os mostrados no Capitulo 5.

C.2.2 Campo Escalar Externo

No exterior de uma fonte de massa M estatica e esférica, na geometria de Weyl integravel,

e com a presenca de um campo escalar externo ¢(r), temos as seguintes equagoes de
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movimento

C_” _ ’\ 2 qsg eZw
¢ =3 5 (C.25)
(A¥C?Y =0, (C.26)
(arc?y =2, (C.27)
;,v ¢’02 eZw
, eZw
¢ = 4502552-- (C.29)

Devido a (C.26) e (C.27) continuam sendo validas as solugdes (C.13) e (C.14) para
as componentes da métrica, sempre que a; = 2M e Ay = Cy = 1. Mas, para o campo
escalar encontramos novas solugdes, pois substituindo (C.18) e {C.28) em (C.25) obtemos
a seguinte equagdo diferencial para w

w”—w’2+£’w’+4M2—n2

=0 .
; o (C.30)

Se introduzimos a varidvel y = w’ entdo, em lugar de {C.30), temos a resolver a seguinte

equagao de primeira ordem

/
y —y?+ Ly =0 (C.31)
P

Esta equacao apresenta trés solucoes dependendo do discriminante de p{r). As expressoes

firais do campo escalar sao dadas no Capitulo 5.

C.2.3 Buraco Negro Carregado

No espaco-tempo de Weyl integravel, as equacoes de movimento para o exterior de uma

fonte estatica e esfericamente simétrica, de massa M e carga (}, sao

c" A,
=5 W) (C.32)
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e—2w

(a0 = @, (0.33)
(42c?)" =2, (C.34)

2 —2w

AZCZ "Nt _Q_e )
( w') eE (C.35)

Como nos outros casos, continua valendo a equagao (5.31) para p(r).
Combinando as equagdes (C.33) e {C.35) e integrando obtemos

— XACHS 4 (AN C?P - C, =0, (C.36)

A seguir, eliminamos w’ entre as equagdes (C.36) e (C.32), e substituimos A%C? = p(r),

entdo, obtemos a seguinte equagao diferencial

2 2 —Cy) 1 (p—C:)°
=y (T - D)y e C.37
R A O e e (C.37)
onde y(r) denota a derivada logaritmica

y= (C.38)

Integrando as equacdes (C.37) e (C.38) obtemos a solucao para C(r). Com C(r) e p(r)
deduzimos a expressio para A(r). Posteriormente integramos a equagdo (C.36) e obtemos

w(r). Estas solu¢bes analiticas exatas sdo apresentadas no Capitulo 5.

C.3 Escalar de Ricci

A forma geral para o escalar de curvatura em WIST é:
» 3
R:R~3w““u+§w!‘w“, (C.39)
onde R é o escalar de Ricci na geometria de Riemann associada.
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Para o caso estdtico esfericamente simétrico em WIST, com a métrica dada em (5.22),

a expressao de R passa a ser:

r 3 ! f " 1 N2
R= Rt s (W0 3) - plr)elr) = o) @) P), (Ca0)
5 2 oo, o pr)CHY
R— Tl (Ep(r) + —_—C(T) — 1) . (C.41)

Com motivo de obter a forma explicita de R para o caso (a) com campo magnético,

substituimos (5.51)-(5.53) em (C.40):

23

R = 2(r—ry) (7+u)+1( *TQ)_””L“—IFQ(T)"W_Q w«

{52250 =2 [ s o DRI+
¥+ 2 20
5 (r —r_Yr — 7. ) Fa(r) [}\ — 2(1" -7 )(2r — vy — v YFa i (r)
+ FQQ(T)(('Y tu2)(r =)+ 2y — u)(r — m))] +
Fair)z(v — )y —p—2)+ Ee ;(Z)(_T ] " Fo(r)? —

3Fa(7') (‘I" . T'_)2 (AQ(Z?" - T4 = T_)Fa71(7")+

22X —2)
2Fa(r) (0 — @) Falr)Facalr) — ®Fara(r}) ) =

T =Ty

o (40 U = VEE R~ (e 1 CYEG)

2ha(r —r_) 2
+ T Fa_z(T)) } (C.42)
Fa(r) e w:—+(r —r_ )"+ (r—ry)" (C.43)

Se €y = 7, a expressao (5.85) é obtida.
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