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BRAMA
Se o cruel assassino pensa gue mata
Ou o gque morre pensa que Morrey,
Ignoram eles os meios sutis

Com que eu persisto, passo e volto.

O distante ou esquecido para mim é perto;

Sombra e sol sdo a mesma coisa;

Os deuses mortos, aparecem-me;

E nao distingo da infamia a fama.
Doentes se sentem 0s que me deizam:
Quando de mim voam, eu sou as asas;

Eu sou o duvidador e sou a divida,

E sou o hino que o bramane canta
(Citado por Will Durant, ”Histéria da Civilizagao”).
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Resumo

Mostramos um estudo da teoria de Einstein da gravita¢io no espaco de Riemann em
trés dimensGes, bem como em um espago-tempo de Weyl integrdavel. Examinamos também
(para trés dimensbes) uma teoria de campo da gravitacdo recentemente formulada por M.
Novello, Luciane R. de Freitas e V. de Lorenci. Exibimos algumas caracteristicas distintas

entre esses modelos.



Abstract

The Einstein theory of gravitation is studied in a Riemannian three dimensional space-
time as well as in the Weyl integrable space-time. Besides we present some comments
concerning a field theory of gravity recently formulated by M. Novello, Luciane R. de
Freitas and V. de Lorenci. Some theoretical aspects are shown comparatively between

these models.
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Notacao e convencoes

1. A métrica utilizada para o espaco plano ¢ definida como 7, = diag(+1,—-1,-1) em

trés dimensdes e 7, = diag(+1, —1, —1, —1) para quatro dimensoes;

2. Os indices gregos mintsculos sdo utilizados em componentes de tensores em base de

coordenadas;

3. Os indices latinos mintisculos sdo utilizados em componentes espaciais de tensores

em base de coordenadas;

4. Derivadas:

“|”_

(a) Derivagdes ordindrias (parciais) sio usualmente denotadas pelo simbolo

OV, _
orv

Vs

(b) Derivagdes covariantes no espago Riemanniano sdo denotadas pelo simbolo “}[”:

Dve

Dxv ~ Vs

€.,
;o

(c) Derivagdes covariantes no espago de Weyl sao denotadas pelo simbolo

I?Vﬂ =V:,;
Dzv '

5. A conexao afim é definida como:

1
A Ar .
I‘,w = 59 (grw{p + Geplv — g.uuln) 3



10.

Derivada covariante de um tensor contravariante V#:

VA = VE, + TV

Derivada covariante de um tensor covariante Vi

_ A .
Vp”u = Vuly — P#yv,\:

O tensor de curvatura é definido como:
R yop =T e — THpla + T 0al¥ep = T70,1 % 5a;
Os objetos com ”chapéu”sio construidos no espago-tempo de Weyl, Ru,, é o tensor
de Ricci formado pelas estruturas do espago-tempo de Weyl.
Simetrizag¢ao e anti-simetrizagao

(a) Paréntesis (“(”,“)”) indicam a simetrizacio nos indices por eles envolvidos.
(b) Colchetes (“[”,%]”) indicam a anti-simetrizagio nos indices por eles envolvidos.

H

(c) O fator 1/n! estd sempre incluido, onde n é o nimero de indices,

Tuy) = (T +Tj).



Introducao

A Teoria da Relatividade Geral de Einstein é muito bem aceita como uma teoria cldssica
de gravitacio, sendo amplamente usada e discutida no campo da Cosmologia, onde a
interacio gravitacional desempenha notdvel importancia.

Seria um grande avango tedrico o aparecimento de uma teoria quantica de gravitagéo.
Até os dias de hoje nao existe uma teoria satisfatéria, o que nao acontece com o eletro-
magnetismo, pois a eletrodinimica quantica é talvez a mais eficiente teoria quantica que
dispomos.

Estudar gravitagio cldssica em trés dimensdes' representa um passo importante para
a compreensdo de teorias quanticas do campo gravitacional [2] [3]. Veja também [4], [5],
[6], [7], 18], [9] e [10].

O presente trabalho aborda a teoria de Einstein em trés dimensoes. Mostramos que
sob uma anilise estritamente cldssica, o modelo da gravitacao Einsteiniana no espago-
tempo de Weyl integravel (WIST) difere do modelo no espago-tempo Riemanniano pela
existéncia de uma entidade geométrica que ndo perde o carater dindmico no vicuo. Fi-
nalmente apresentamos uma teoria de campo da gravitacio recentemente proposta [13]
para o espaco-tempo tridimensional. Veremos que essa teoria, como ocorre no WIST,

apresenta graus dindmicos de liberdade no vazio.

1Para uma introdugio histérica, veja [1].



Capitulo 1

Teoria de Einstein em Trés

Dimensoes

1.1 Equacoes Dinamicas

Veremos a teoria de Einstein em trés dimensCes. A equacio dinamica é escrita obe-
decendo as mesmas propriedades que levam & equagio de Einstein em quatro dimensoes

[14]. A equag@o ¢ tensorial, devendo ter a seguinte forma:
G;w = —&Tpu (11)

onde g, v = 0,1,2, a constante & tem dimensdo do inverso da massa, 0 membro da
esquerda ¢ um tensor formado pela métrica e suas derivadas de primeira e segunda ordem,
e o da direita, é o tensor momento-energia, representando a fonte. A teoria é inspirada
na equacio de Poisson,

V2¢ = 4nGp (1.2)
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onde G é a constante de Newton. Assim, o objeto G, deve satisfazer &s seguintes

exigéncias:

1. Deve ser linear nas derivadas segundas de g, e quadrdtica nas suas derivadas pri-
meiras.

2. Deve ser simétrico.

3. Deve ter divergéncia nula, devido 4 lei de conservagao da energia.

4. Para o campo fraco estaciondrio, a componente temporal deve se reduzir a
Goo = V00 (1.3)

uma vez que escrevendo a equagio da geodésica nessa aproximagdo, o que serd feito a
seguir, identificamos ggg com o potencial Newtoniano. A condigdo de baixas velocidades
se traduz por

dt dz

IdT [dT (1.4)
Escrevendo a equagio da geodésica nesse cendrio, obtemos

d?z# dt
z Drigp(=-)? = 0 (1.5)

dr?

Como, da definigao usual da conexao,

1
oo = —59" 9001 +0 (1.6)

a equagio (1.5) pode ser expressa nas seguintes componentes, considerando uma configu-

ragio estitica de campo fraco (gu = Mw + huv ),

d*7 1.dt.,=
a7 = 20 Vi 0
d?t



Esta dltima igualdade nos permite concluir que (%)2 é uma constante. Escrevemos por-

tanto
i 15
Comparando com a lei Newtoniana,
d*z -
N v/ ‘
) ¢ (1.10)

Assim, para que a teoria tenha um limite Newtoniano, associa-se a componente temporal

do campo h, com o potencial Newtoniano ¢
h0026t6—2¢ (111)

Note que o potencial ¢ é o potencial gravitacional da teoria de Newton no espago-tempo
tridimensional, veja 0 Apéndice A.

O tensor G, é uma combinacdo de quadrados de derivadas primeiras da métrica e
de suas derivadas segundas. Esta combinacao estd determinada pela exigéncia de que ela
seja um objeto tensorial.

Sob uma mudanga de coordenadas, a conexao se transforma do seguinte modo:

Mmoo oz* 8z° 9z° ., | 9 91"

W= gor bai 0w * " B duhor (112

O tensor (7, ¢ uma combinagao de derivadas primeiras da conexao afim nas vizinhangas
de um determinado ponto X onde as coordenadas sdo tais que todas as componentes de
I'*,, se anulam em X. Essas derivadas, no ponto X, tém a seguinte lei de transformacio

[14]:
OI",,  Ox* Oz 9z* OZ" 01,  Or* Oz” Oz  0°Z7

877 0P §%° O Or* OzF  OIP BI° I L OrrOTY (1.13)

Assim, a quantidade formada pelas derivadas primeiras da conexao deve ser 17,,, =
I'7 ot — I pjo para ser um objeto tensorial, pois o termo inomogéneo da lei de transfor-

macao (1.13), simétrico nos indices p e 7, se anularia sob tal antissimetrizacio. O tensor
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de Riemann tem exatamente essa forma no ponto X, portanto podemos escrever a relagéo

valida em X
TTpou == RTporV (114)

Assim, o tensor 17 ,,, que estamos procurando é igual a R7,,, em coordenadas cuja
conexao se anula. Esta relacdo, por ser tensorial, é verdadeira em qualquer sistema de
coordenadas. O unico tensor formado pelas derivadas segundas de g,. e por produtos
entre duas derivadas primeiras € o tensor de Riemann.

Portanto, G, pode ser genericamente escrito como uma combinacao de contragdes de

Ryuvpa, € devido as suas simetrias {as mesmas em quatro dimensées), é vdlido escrever
G’_w == ClRp.u + ngp,,R (115)

O tensor de curvatura pode ser escrito como ([14])

1
Bapon = (90l = Guinix = Gastuly + Guueiwn) +

+ gap(rghurppm - thnrppu) (1.16)

No ponto X, onde as conexdes se anulam, pode-se escrever a derivada covariante do

tensor de Riemann

d
R)n,umclfq - EE(QAUMW — Guu|sih — Faxluly + g}m|u|)\) (117)

[N

Dai decorre a identidade de Bianchi, valida em trés dimensces:
RA,anHn + R)\ww]]n + RAumeu =0 (118)

Contraindo duas vezes, obtemos

1
R (1.19)

B yp = 3

A condicao 3 implica que ¢; = —2¢p. Temos agora apenas uma constante nio fixada, que

seria determinada pela imposicdo 4. No entanto, no limite nio-relativistico, a componente
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temporal de G, nio se reduz a V2gqo no regime de campo fraco em trés dimensées, mesmo
porque, como veremos, a teoria ndo possui um limite Newtoniano num fluido isotrépico
sem pressao. Assim, a constante se torna irrelevante, podemos escolhé-la ¢ = 1, por

exemplo, pois o critério 4 pode ser ignorado. Se |T;;| << |Tp|, entao

1
Ry=5 91t (1.20)

Entao, considerando gu,=n.,

1

- i
R = R()o - Rli — R22:R00 + §R+ §R (121)

Portanto

Roo=0 (1.22)

Como veremos adiante, isso implica que V2hgy seja identicamente nulo, pois mostraremos
que Rgo estd, nessa aproximacio, relacionado a V2hge. Isso mostra que nao faz sentido
a imposicao do limite Newtoniano como critério da forma do objeto G,,, ja que a teoria
falha ao reproduzir a gravitacgdo de Newton para campo fraco estatico.

Escolheremos (7, com a mesma forma que o seu correspondente no caso quadridi-

mensional. ou seja,

1
G;w = R,uu - §guuR + Aguv (123)

Se impomos que o espaco de Minkowski seja solugio para o vacuo, entdo A = (. Usaremos
este fato no decorrer do capitulo. Para casos onde A # 0, veja [12].

Em quatro dimensoes o tensor de Riemann tem 20 componentes algebricamente inde-
pendentes, considerando-se suas propriedades de simetria e a identidade de Bianchi, e o
tensor de Ricci tem 10 componentes. Em trés dimensdes esses objetos tém ambos 6 com-
ponentes independentes, note que eles continuam com as mesmas simetrias. Assim, na

decomposi¢io usual do tensor de Riemann em suas partes irredutiveis [14], ele é expresso



através do tensor de Ricci (bem como seu escalar R), e da parte sem trago, que deve ser
nula, ja que seus tracos tém igualmente seis componentes algebricamente independentes.

A decomposicao do tensor de Riemann se da do seguinte modo
Ruvap = GuaRup + 9upRue — 9usRua — 9uaRyup — -R(gpagua Jupva) (1.24)
Entao, solucdes das equagoes de campo
Ry = gukT — T, (1.25)
no vazio tém sempre curvatura nula, ou seja,
Rypap =0 (1.26)

Isto significa que a Unica solugao para o vacuo é o espaco de Minkowski. Em outras
palavras, a geometria perde o cardter dindmico no vécuo, e num sentido Newtoniano,
nao existe forca gravitacional, uma vez que o espaco € pseudo-Euclidiano em coordenadas
cartesianas. S a presenca de energia curva o espaco.

A equagao (1.25) pode ser usada juntamente com (1.24) para escrever

1
Riop = 9uakTug + 98T 0 — Gupklia — Guaklys — —Q—NT(gWgyg — GupGva) (1.27)

Multiplicando a equacéao por v*v? e considerando 7, = pv,v,, sendo v#u, = 1, encontra-
mos

Rasv’v? =0 (1.28)
Mostraremos agora que isso implica na inexisténcia de desvio geodésico. Uma curva
geodésica £#(s) é descrita pela equagdo

vt =0 (1.29)

onde v* = %= (Veja [14] para mais detalhes). Abrindo a derivada covariante em (1.29)

em termos da conexdo,
argr ., dgrdgr

ds? “Pds ds (1.30)

9



e escrevendo também a equacao de uma geodésica proxima a considerada, ou seja, subs-
tituindo & + ¢* em (1.29}, onde ¢* é muito pequeno em comparacgio a £#, obtemos uma
segunda equacao. Combinando essas equacoes, podemos escrever na primeira ordem em
e* a equacao do desvio geodésico

D2t

D82 = R'uvap'b‘y'b‘pca (1‘31)

onde DD—“’::‘ indica derivacdo covariante de A* ao longo do parimetro afim s.

Considerando (1.28), podemos concluir que, conforme mostrado em Giddings et al. [2]
no seu trabalho sobre a teoria de Einstein em trés dimensoes, nao existe desvio geodésico
numa distribui¢do de poeira, 0 que pde em evidéncia o comportamento nao-Newtoniano
da teoria em trés dimensoes.

O cariter nio-dinimico no espaco vazio tridimensional é uma desvantagem da teoria
de Einstein devido ao fato de que a gravitacdo no vicuo nao pode ser analisada do ponto
de vista dinamico. Veja por exemplo o trabalho de Leutwyler [11], onde a gravitagdo ¢

quantizada canonicamente.

1.1.1 Ondas Gravitacionais

Primeiramente iremos realizar o procedimento usual em trés dimensoes do que é co-
mumente feito em quatro [15], a fim de exibir a equacao de propagacdo das superficies
caracteristicas do campo gravitacional na teoria de Einstein.

Mostraremos que a equacio de propagacdo da onda (propagacio das superficies de

descontinuidade) é dada por
9 kuk, =0 (1.32)

onde k, é o vetor normal & superficie caracteristica.
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Demonstraremos a seguir que o tensor de Ricci pode ser escrito da seguinte maneira

[15]:
1 Ct,a 1 ﬁﬁ
Ry = _59 Guvlai — Luw + 59 ]l ves +
1
+ §gaﬁ|vruaﬁ - gaﬁrppﬁrpua
onde

1
Ly = §(FV|I—‘ + L) — TP
e = g,uul-\a’w
1
Luap = §(leﬁ + Gusla — Joslu)

A identidade a seguir é demonstrada por cédlculo direto
PApA - (ln\/g_)|p =0
Multiplicando por ¢?* e adicionando aos dois membros I'*, obtemos
I = —(Iny/g),9°* + T + g**T* »

Mas sabemos que

gaAL\ = T .. gpaFApA

Assim fica demonstrado que

I = —%(\/agm’)lp

Expandindo a relagio (1.40), temos
aff 1
r, = g " Guaig — 5(1119)]:1
Derivando em relagdo a z¥,

1
Totw = 9™ 1uGvais + 9% guotpn = 5 (I09)wiw

11
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Derivando em relagdo a z¥ a seguinte identidade
(Ing) = 9”° Gpolu (1.43)

encontramos

(Ing)uty = ¢°" 1 Gpoln + 9°° Gpoluly (1.44)

Em (1.42) o fator g,q)5, que estd contraido com um objeto simétrico em a e §, pode ser

substituido pela expressao

1
"(g"ﬂlﬁ + 9uﬂ|a) = DLuag + Gap (1.45)
2
Tem-se portanto
Pulp = 9“'6|,,1_‘ya,5 + gaﬁlugaﬁlp +
1
+ gaﬁgua!,ﬁm - E(lﬂg)lum (146)

Trocando p com v e o com 3,

Lo = gaﬁ!vl—‘#aﬂ + gaﬁlﬂgaﬁlv +

o 1
+ g ﬂguam!p - E(lng)lplu (147)

Da equagio (1.44), o objeto g°°, gugy, € simétrico. Levando em conta isso, ao subtrairmos

(1.46) e (1.47) de (1.44), encontramos

9 (Gapluly — Gvaipin — Guplaw) = 9% 1ulvap +

+ gaﬂlurpaﬂ - 1_“pt|u - 1_‘u|;_; (148)

Usando (1.16), obtemos a seguinte expressao para R,

1
Ry, = 59"’8 (Guvlals + Gapluly — Gralfls — Gublaiv) +
- gaﬁgparp,u.ﬂrgua + Fppurp (149)
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que pode ser reescrita considerando (1.48):

1, 1 1 1 1
R,,;u = 59 'Bg,uu|a|,6 - EFMV - §Fu“¢ + §g°ﬁ|,‘I‘mg + -§g"ﬁiyf‘mg +
_ gaﬁgpgpp#ﬁpow +1%,,T, (1.50)

Esta é a equagao (1.33), que se queria demonstrar.
Num sistema de coordenadas harménicas, onde!

1
Il.u:ﬁ

a quantidade ¢*'T'%,, := I'* é nula (veja 1.40). Assim, a expressao do tensor de Ricci tem

Oz* = () (V39" )ju = 0, (1.51)

a seguinte forma

1 1. 1
R,uv = §gaﬁguu|a|ﬁ + 59 ﬁ]yruaﬁ + Egaﬁlvr,uaﬁ +

- gaﬂgparpnﬁraua (152)

Observe que a equacdo de Einstein no vacuo (R, = 0) nessas coordenadas é tal que
o primeiro termo é formado por derivadas segundas do campo e 0 segundo é composto

somente por derivadas primeiras. Podemos escrevé-la da seguinte maneira:

1 00 62 gpw
29 "o

4 () =0 (1.53)

onde a quantidade indicada nos parénteses é composta por derivadas espaciais de g** e
Q’%, e por produtos entre duas derivadas.

Considere o sistema de coordenadas

!

t = w(t, T, T) Ty =T1 T, = I (1.54)

Sob essa mudanca de coordenadas, a métrica se transforma da maneira usual

st OTHOTY
g(z) = &:WQ ?(z) (1.55)

L As trés equagdes Ox® = —\}—E(\/ﬁg““)l , 580 identidades
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o que permite concluir que a equagio (1.53) nas novas coordenadas serd

ia_‘“’_a_‘”) o8 0005
dze Oz ot'?

+{...)=0 (1.56)
Considerando a superficie ¥ cuja equacio é w = { = ete, ¢ tendo em vista o problema
de Cauchy, todas as quantidades nos parénteses sio supostamente conhecidas em ¥ {on-
de se incluem as derivadas segundas espaciais), ou seja, sdo os dados iniciais. Observe
que como qualquer derivada primeira é conhecida em todos os pontos de ¥, que é uma
hipersuperficie tipo-espago, entdo as derivadas espaciais dessas quantidades também es-
tardo determinadas. A derivada segunda temporal do campo é determinada pela equagdo
dindmica (1.56).

Se a equagdo dinidmica ndo puder determinar a derivada segunda temporal do campo,
significa que o comportamento do campo através de ¥ nio é determinado pelas equagtes de
movimento da teoria. Assim, podemos dizer que essa superficie é a superficie caracteristica
da equacao de Einstein, isto é, a superficie das descontinuidades, através da qual derivadas

segundas do campo sio descontinuas. Essa hipdtese é verificada se a relagdo abaixo for

verdadeira,

Ow Ow .5
5:1;—0@9‘ =0 (157)

Esta relacdo é a equacio caracteristica da teoria, cla descreve a propagacdo das ondas
gravitacionais. Observe que o vetor wy, é normal & superficie £. Portanto ele é o ve-
tor tangente da curva que ¢ a trajetéria das ondas, ou bicaracteristicas. Derivando-se

covariantemente a equaglo 1.57, concluimos que o vetor w, satisfaz
Wi gwl? =0 (1.58)

Portanto as bicaracteristicas sdo geodésicas nulas, ou seja, a gravitacao se propaga da
mesma forma que o eletromagnetismo de Maxwell quando acoplado minimamente 4 geo-

metria, o que é compativel com o fato de que a gravitagao Einsteiniana é universal, ou seja,
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ela interage da mesma forma com todas as outras entidades, inclusive com ela prépria.
Como serd enfatizado mais tarde, essa universalidade é quebrada na teoria de gravitacio

a ser tratada no capitulo 3.

1.1.2 Limite Newtoniano

Podemos tomar o limite de campo fraco estatico da mesma forma que se faz em quatro
dimensdes. Consideraremos uma densidade isotrépica sem pressdo (poeira), e veremos que
a geometria se desacopla da matéria, o que, diferentemente da teoria quadridimensional,
impossibilita encontrar a equivaléncia da constante x com a constante de Newton.

Considere a aproximacio de campo fraco
G = Ty + Py (1.59)

onde h,, é pequeno. Usando a expressio (1.16), o tensor de curvatura pode ser exibido

em termos de 7, e h,,, desprezando-se termos de segunda ordem em A,
1
R;Wp)\ = §(Hhﬂ)§|u§p - h,,p|“|,\ + hﬂp;up. + huA,ﬂEP) (1.60)

Logo
1
Fox = 5 (=P amle + buix + D) (1.61)

onde h = hg. Temos ainda
R =0h~h"?,, (1.62)

Assim, o tensor de Einstein nessa aproximacao é

1
GLIJL/) = §(thﬂlu)p + hl,uv + Dh;w + Tf,uuh’paipa - n,u:ul:‘h’) (1.63)

Entretanto, é possivel escolher um sistema de coordenadas no qual a equacgdo de movi-

mento (1.25) assume uma forma mais simples. No sistema de coordenadas harmonicas
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(Oz* = 0), temos

I'*=g*Tr%, =0 (1.64)
Usando a expressao da conexao linearizada
1
Px.u" - 5’7)\‘0(’1,0!4# + hPH|V - hwlp) + O(h2) (1'65)

a relagio (1.64) se traduz por

1
R = 5w (1.66)

Esta é a gauge conhecida principalmente como gauge de De Donder/Einstein, na qual,

por célculo direto, a equagdo de Einstein toma a seguinte forma:
Ohyy = 4gu 6T — 4kT, (1.67)

Supondo uma densidade isotrépica de matéria, sem pressao (poeira}, o tensor momento-
energia tem a sua componente temporal muito grande em comparagio com os demais
quando se faz a aproximacao de baixas velocidades (1.4).

Assim, a componente temporal da equagao (1.67) se escreve
V?hoo =0 (1.68)

Observe que isso esta coerente com (1.22). Podemos associar hgy com o potencial gravita-
cional Newtoniano ¢, como é feito usualmente em quatro dimensdes, ao escrever a equagio

da geodésica a baixas velocidades na aproximagao de campo fraco g, = M, + hu
hoo =1 —2¢ (1.69)

Vimos entdo que naoc podemos achar a equivaléncia entre a constante k e a constante
de Newton, uma vez que a geometria no limite de campo fraco estitico ndo se acopla
com uma distribui¢ao de poeira. Isto caracteriza a notavel propriedade de que a teoria

de Einstein em trés dimensoes nao tem um limite Newtoniano.
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1.2 Solucoes

1.2.1 Espago Isotrépico

Mostraremos agora que solugoes a teoria de Einstein admite para um espago-tempo

espacialmente isotrépico, cujo elemento de linha é

Ay’

R g;i)z (a!m:2 + dyz)
4

ds® = dt* -
sendo r? = z? + y2. Considere o tensor momento-energia

T = (p+ D)0V — DG

(1.70)

(1.71)

com a equagao de estado p = Ap, onde A é uma constante determinada pelo sistema fisico.

A lei de conservagao de energia, T"", = 0, d4 a seguinte relagdo
.o A
p+2p=(1+X)=0
A
que quando integrada, fornece
p(t) = 2 A'()

onde o é uma constante de integragio, e vy = —(2 + 2A).

As equagbes de Einstein sao

A4 e~ pA’k =0

A— pArA =10

Para um fluido incoerente {poeira), onde A = 0, temos a seguinte solucao

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)

(1.76)

(1.77)



Observe que no vacuo o fator de escala A(t) continua linear no tempo. Note também que
a solucao estatica é permitida, quando ax — € = 0, resultando em A = cte e p = cte. Isto
evidencia o carater nio-Newtoniano da teoria em trés dimensoes.

Para um fluido dominado por radiacéo, a solugao é a mesma para um fluido incoerente

num espago-tempo quadridimensional isotrépico {2].

1.2.2 Espago Circularmente Simétrico

Aqui, as equagdes de Einstein serdo escritas com o tensor momento energia dado por

(1.71) para o elemento de linha estitico circularmente simétrico
ds? = B(r)dt* — A(r)dr® — r*d6? (1.78)

A lei de conservagao de energia tem uma componente nao-trivial

(14 N)pB +2Xp =0 (1.79)
onde o simbolo ”™significa uma diferencia¢ao em relagdo & coordenada r (B = %%).

Integrando essa relacao, obtemos

p(r) = poe™ & B (1.80)
As equacgoes de campo sao:
A+ 26pAir(B+BX - )) =0 (1.81)
B +2kpAABr =0 (1.82)
B?A+ B AB—2B"AB — 4kXpA*B* =0 (1.83)

No védcuo obtemos facilmente A = a ¢ B = b (a e b constantes), de modo que

ds? = dt? — adr® — r*dg? (1.84)
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Definindo uma nova coordenada 7, tal que ¥ = \/ar, e 0, tal que # = 0/./a, podemos

escrever o elemento de linha nas novas coordenadas,
ds® = dt* — dF* — 72 d? (1.85)

sendo que a coordenada angular @ tem o dominio 0 < & < 2x/\/a. Assim, a teoria admite
no vazio somente soluges planas (Minkowskianas, podendo ser representadas por um

cone, com uma, singularidade na origem). Note que

Vva>1 (1.86)

Mais uma vez, enfatizamos que ndo existe dindmica gravitacional no vicuo. A quantidade
v/a é proporcional 4 massa presente na origem, como mostra Gott, R. e Alpert, M. [17].
Investiguemos o caso de um fluido perfeito sem pressao (poeira, A = 0). Olhando para

as equagoes de movimento, obtemos

B =0 (1.87)

e da lei de conservacao tiramos

Bp=0 (1.88)

Esta relacio é uma identidade para qualquer p. Podemos relacioné-la com A(r) usando

1.81,
A = —2kpA%rb (1.89)

Supondo uma densidade de matéria constante, p = po, ao integrar a relagao acima,

encontramos uma solugfo tal que o elemento de linha se escreve

1

—————dr® — r’d¢’ 1.9
%Bopor? + o (1.90)

ds® = dt? —

onde B, e ¢y sdo constantes. Podemos calcular a componente do tensor de curvatura

gr?

Rogrg = —
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onde 8 = kBypy. Calculando o escalar
R R = 2R = 43 (1.92)

podemos dizer que a solucdo ndo apresenta singularidade.
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Capitulo 2

Gravitacao no Espaco-Tempo de

Weyl Integravel

Mostraremos agora a teoria gravitacional de Einstein no espago-tempo de Weyl inte-
gravel (WIST), onde a geometria possui um grau dindmico adicional comparativamente
a0 espa,go—tempo Riemanniano, que é o campo escalar ¢(x). Conforme serd mostrado,
a vantagem deste cenario para o anterior consiste essenclalmente no cardter dinamico

existente da geometria no vicuo, o que ndo acontece no espaco-tempo Riemanniano.

2.1 Introducao a Espacgos de Weyl

Na geometria Riemanniana, sabemos que um vetor A* muda de diregdo ao ser trans-

portado paralelamente a um ponto préximo, de uma quantidade d A#, tal que
SAF =T%, A%dz®. (2.1)
Sabemos também que, por defini¢io, o comprimento de um vetor nfo se altera num
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transporte paralelo, ou seja, que
d(gAPA”) = 0. (2.2)
Desenvolvendo esta equagio, conclui-se a notavel propriedade da geometria Riemanniana

Juvlla =0 (2.3)

Guvle — Fp,uagpu - Fpuagp;x =0 (24)

Permutando ciclicamente os trés indices, mostra-se que a conexdo afim 'y ¢ relacionada

com a métrica g, da seguinte maneira:
M = i} (2:5)

onde

1 a
gu} = 5.9'# (gaplu + gcw|p - gpu|a) (26)

Na geometria de Weyl, a métrica ndo ¢ a dnica varidvel geométrica: a conexdo afim
nao é expressa exclusivamente em termos dela. Uma nova varidvel é introduzida.
A generalizacdo consiste em variar ndo s a direcdo de um vetor quando transportado

paralelamente, mas também a sua norma. Portanto, ao invés de (2.2), temos
d(i?) = Pgrdr*. (2.7)

onde {# é o vetor considerado, e ¢, é a nova varidvel geométrica; ela é a medida de como a

norma de um vetor muda no seu transporte paralelo ao longo do vetor infinitesimal dx*.

Podemos escrever

A(guwl*l’) = gul"l” $rdz? (2.8)

g‘ll}lplull} + zgul}lﬂlpll’ + zgp'.ul-‘#palalu == g'uyl#lu(bp (2.9)
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Lembre-se que o vetor I* estd sendo transportado paralelamente, ou seja, sua variacio é

dada exclusivamente pela estrutura afim (1|, = 0), essa é a razdo pela qual se escreveu a

derivada ordindria da métrica e a derivada covariante! de {# na equacio acima.
Escrevendo g,.|, em termos das conexoes e da derivada covariante, e abrindo o termo

I#., em termos das conexGes somente (pois o vetor sé varia covariantemente), obtemos
Gl + 20 4o Ga 117 — 21 4,0, 1% = G dpl™l” (2.10)

Juvip = GuuPp (2.11)

O ponto e virgula denotam derivagdo covariante com a conexio nio-Riemanniana I'*,, #
{‘a‘p}, que ainda estd por ser determinada. Permutando ciclicamente os indices teremos

mais duas equacdes. Escrevendo todas elas em termos de I'#,,,, temos

Guvlp — Pa,upgau - Pavpga,u = gﬂV¢P (2'12)
Iour — 1%vpGon — T wap = Goutdy (2.13)
Qupln ™ Papwgap - Paupgal/ = gup¢p£ (214)

Somando-se duas delas e depois subtraindo a outra, obtemos a expressio da conexdo em

funcdo da métrica (ou da conexdo Riemanniana, que é o simbolo de Christoffel):
1
F'o,u,u = {fw} - 5(6ﬁ¢y + 55¢,u - g,tw‘ibp) (2'15)

A partir dai, determina-se por aplicagio direta a relagio entre o tensor de curvatura de

Weyl R,,a, € 0 anslogo Riemanniano R,,,,. Na defini¢do usual

R‘ul/ap - Fub’alp - F“up|a + Fayarug’p - Pa,,pl—‘“aa (21-{(’.\

L A derivada covariante no espago de Weyl é estruturada na sua conexio afim, que como serd mostrado,

nio é a mesma conexdo do espago Riemanniano
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substitui-se (2.15) para encontrar

~

Ruup,\ - R,uup)\ +

- %(gpmmm + Bulilegy — Pullioga) +
+ %(gp[)\qsp]ﬁbu — 97 Do) P + Gurpr® Do) (2.17)
onde
Guwpr = GupGux — GurGep (2.18)

e Ry, é o tensor de curvatura Riemanniano, formado sobre conexdes dadas por (2.6).

Contraindo p com p exibimos o tensor de Ricci em n dimensoes

- 1-n 1 1 n—2
Ry = R + ——Sully + 5%l ~ Egpué)‘nx — (Gt — G ®" B2) (2.19)
E o escalar de curvatura fazendo nova contragao
- n—1)n—2
R=R+ (1 — n)qﬁ’\”,\ + ( )4( )Q5A¢5)\ (2.20)

Uma questao relevante é a integrabilidade do espago. Na geometria Riemanniana,
quando transportamos paralelamente um vetor ao longo de uma curva pequena fechada,
sabemos que se ele nao sofrer alteragio ao voltar para o mesmo ponto de onde partiu, o
espaco é integravel no senticlo de que é possivel transportar vetores ao longo de curvas
globais. Mas se existir curvatura, o transporte paralelo de um vetor depende da trajetdria.

Dizemos que o espaco de Weyl é integravel se a varlagdo do comprimento de um
vetor, sendo transportado paralelamente, independe do caminho por ele seguido, ou seja,

se a integral sobre uma curva pequena fechada obedecer a
dal

I =
ol

0 (2.21)

A nao-integrabilidade Riemanniana implica no conhecido efeito de dessincronizacao de
relégios. Em Weyl, temos um segundo efeito de dessincronizagao se o espago néo for

integravel.

24



Como

dl = %zqspdg;ﬂ (2.22)

entao
1= T =54 o (2.23)
ct 2Jc
Pelo teorema de Stokes, o vetor covariante ¢, deve ser um gradiente para que a integral J
se anule. Portanto, o espago é de Weyl integravel (WIST — Weyl Integrable Space Time)
se
Pu = Py (2.24)
Aqui s6 serd considerado o WIST, onde a entidade geométrica é o campo escalar ¢.
Dados um campo tensorial g,, e um campo vetorial ¢,, a geometria de Weyl esta

determinada. Suponha a seguinte transformacao
G —* guu = beg;,w (225)

tal que ¢ = 1(x) é uma funcio de ponto. Suponha também a transformacio do campo

vetorial

Gy — by = du+ —d:/'}—“ (2.26)

Escrevendo a relagao (2.15) com essas quantidades, obtemos
T u 1 Ao
I pr = pu} + ig (gapww + gm/ﬂbhu - g,,p?,b|a) +
1
- 5(6;‘9{):/ + 55¢p - gpu¢'“) +

_ LWy Ve euVla
2Oy Ty ey

Termos se cancelam e chegamos ao resultado

f#, =T%, (2.27)

A estrutura afim da geometria é invariante sob as tranformacoes (2.25) e (2.26), que

constituem uma simetria de gauge do espago-tempo de Weyl.
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2.2 Equacgoes Dindmicas

Tomaremos como ponto de partida o principio variacional para a descricao matematica

da gravitagdo. Consideraremos a seguinte a¢ao no vacuo
S = f VIR + E¢P )bz (2.28)

onde £ é uma constante adimensional e o ponto e virgula denota derivacao covariante
usando a conexdo de Weyl I'4,, que se relaciona com o sfmbolo de Christoffel pela equacio
(2.15). R é o escalar de curvatura no WIST, que pode ser relacionado com o escalar de

curvatura Riemanniano usando n = 3 ¢ o fato ¢, = ¢y em (2.20),
2 A 3
R=R—-20"x— 5‘;?5 P (2.29)

definindo-se
o = ¢, (2.30)
Usando a expressao (2.29), podemos escrever imediatamente uma agio equivalente, sa-
bendo que
3
B3 = 9 + 59”90 (2.31)
e como o termo da divergéncia Riemanniana vira um termo de superficie na integral da

agao, podemos escrever a agio da seguinte maneira

s= [ VaR+ 5 don, )0 (292

Esta acdo gravitacional (no vdcuo), definida numa estrutura de Weyl integravel, apresenta
um campo escalar como uma varidvel geométrica, tendo inclusive um termo cinético desse
campo. O presente Lagrangeano em quatro dimensoes foi objeto de estudo no trabalho

de Novello et al. [18], onde se tratava de um modelo de universo eterno.
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Consideremos também um Lagrangeano de matéria para a teoria. Assim teremos

S = _/ V(R + ! _zgqu'ﬂqs,p + Ly)d*z (2.33)

As equagtes dinAmicas serdo obtidas extremizando-se esta acio com relacao as varidveis

9uv € ¢. Temos

08 =651+ fﬁnTw,ch“” (2.34)
onde
55 =6 / VIR + 7o) (2.35)
sendo ? uma constante definida por
v = ! ;35 (2.36)
Calculando 6.5}, escrevernos
05, = —% / VIR A+ 6p) g bg™ +
+ [ VAR + 5 ) 2.37)
Sabemos que
dR=g"0R,, + R, 69" (2.38)
() = dpdpdg™ + 20175 (2.39)

De acordo com a identidade de Palatini {14],

Ry = (6 {5, D — (0 {G Pijes (2.40)

o termo ,/gg”*6R,, vira uma divergéncia total e pode ser desprezado como termo de

superficie. Entdo, reescrevendo (2.37), obtemos
58, = - _1u R— 7_2 1A 2 5aHv
1 - \/g_(Ruu 29;:1/ B g,uuqb ¢[A + v ¢Iu¢iu) g+
+ 2/\/§¢»P‘6¢|,\ =0 (2.41)
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O 1ltimo termo pode ser escrito como
2 [ Vit son= -2 [ (Vi#noe =2 [ vidhes (2.42)
Assim, as equagoes de movimento sao
,},2
G - _2—gmf¢lp¢’!p + '72¢|u¢lv = —KkT (2.43)
I
O¢ = ¢, =0 (2.44)
Tomando o trago da primeira, obtemos
R = —y’¢¥¢, + 2xT (2.45)
onde v = 1:23 Podemos entdo reescrever a equag¢ido de movimento da seguinte forma

Usando a relagao entre o tensor de curvatura no espago de Weyl e o tensor Riemanniano
(2.17), podemos decompor este tensor do mesmo modo que foi feito no capitulo anterior.
A decomposigao do tensor de curvatura Weyliano numa parte sem trago mais os seus

tragos, se dard da seguinte maneira:

1
RuypA = QupRm\ + guAR,up - guARup - QupR,uA - ER(gupguA + guAgup)

1
= 5w + uipgne — GuillogNu) +

1
+ Z(gu[Aqbp]ﬁbv - gu[A¢p]¢u + guupA¢a¢a) (247)

Conforme acontece em espacos tridimensionais Riemannianos, o tensor de Riemann
R,.,» no possui parte sem trago no espago de Weyl em trés dimensdes. Isso é mostrado no
Apéndice B. Esse resultado nos permite afirmar que a relagdo acima é uma decomposicéo

numa parte sem trago, que € nula, e nos seus tragos. E o andlogo realizado no capitulo
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anterior, com a diferenca que agora o tensor nao tem as mesmas simetrias do seu analogo
Riemanniano.

Usando a equagdo de movimento no vacuo (T, = 0),
R,uu + 72¢|p¢|u =0 - (248)

podemos mostrar que o tensor de curvatura no espaco de Weyl tridimensional sem matéria,

nao é nulo como ocorre na teoria de Einstein no espaco Riemanniano:

~

1 o
Rpwp)\ = —'(’72 + Z) (gu[p¢A] ¢, + gu[A¢p]¢u - guupAqS ¢a) +

1
—5 (Guw Balix) + Dullio9ny — DuitlpINu)

No caso do WIST, onde ¢, = ¢}, a equacao ¢ simplificada, tomando a seguinte forma:

~

1
Ryvor = “‘(72 + Z)(QM[P¢IA]¢EV + Gl Pl — guva¢la¢Ia) (2.49)

Isso significa que existe dindmica gravitacional no vacuo, sendo a varidvel dindmica o

campo escalar ¢(z).
O limite Newtoniano ¢ tomado da mesma forma que na teoria de Einstein, sendo a

Ginica diferenca a presenga do termo ¥2¢|. ¢, na equagdo aproximada. Temos

1
Ry, = §(Dhﬁw — 1P il — h"ulmp + hlulf/) (2.50)

Na gauge apropriada, podemos escrever a equacio de movimento para campo fraco
Dby = 2(_"‘:TMV + kT — 72¢|,u¢lv) (2.51)

Novamente vemos que a geometria ndo se acopla com um fluido isotrépico sem pressio,
como no capitulo anterior, mas agora ela se acopla com o grau dinémico responsivel

pela estrutura de Weyl integravel, o campo ¢(z). Note que isso sé acontece se o campo
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¢(z) depender explicitamente do tempo. Numa configuracdo estdtica, onde ¢ = ¢(r)
numa, distribuicdo circularmente simétrica, a geometria na aproximagao Newtoniana nao

se acopla nem com o campo escalar.

2.3 Solucoes

2.3.1 Espacgo Isotrépico

Vamos escrever as equagoes dindmicas de campo considerando um espago métrico cujo
elemento de linha é isotrépico (1.70). A configuracdo é homogénea, assim consideraremos
o campo escalar de Weyl como dependendo somente do tempo e o tensor momento-energia

de um fluido perfeito.

¢ = ¢(t) (2.52)
Podemos entao escrever as equagbes 2.46 da seguinte forma
9A — VA ~ 2kApA =0 (2.53)

AA+ A% e+ A%kp(1 — ) =0 (2.54)

A identidade de Bianchi garante G*¥), = 0, assim, aplicando a divergéncia na equagao
2.43, podemos escrever a lei de conservagio da quantidade T, = Tﬁf) + Ty Aleide

conservacao do objeto

Tﬂy = g#V¢|P¢Ip - 72¢|,u¢[y + T#u (255)

tem a seguinte componente nao-nula

~kpA + V2 IGA + 2y Ad® — 2kpA(1 +X) =0 (2.56)
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A equacio de movimento da varidvel ¢(z) é escrita como
A +2Ad =0 (2.57)
Se usarmos essa rela¢io em 2.56 obteremos a equacao
—kpA ~ 26pA(1+X) =0 (2.58)
que é exatamente a mesma lei de conservacao da teoria sem campo escalar
T, = 0. (2.59)

A integral primeira de (2.57) é
o

== (2.60)

¢
Podemos achar a solu¢iio geral sem matéria (p = 0), onde as equacdes de movimento

tomam a seguinte forma:

24 — 1%; =0 (2.61)
AA+ A% +e=0 (2.62)
Substituindo a integral de (2.61),

A% = f;i;’; + cte, (2.63)
bem como a prépria em (2.62), encontramos cte = —e. Assim, integrando mais uma vez,
obtemos a solugao

A(t) = /€2 + 1t + ¢ (2.64)

O campo escalar ¢(t) é dado pela integral da equagéo (2.60),

—2et
o{t) = Cgarctanh(ﬂ (2.65)
Viacye + ¢
onde Cy é uma constante de integracio. O invariante R é exibido a seguir:
L At + A
R= :
AQD) (2.66)



onde A; e A, sio constantes. Logo, ha singularidade quando o fator A(t) se anula. Para

determinados valores das constantes €, ¢; e ¢z, a fungdo A(¢) nunca se anula.
Consideremos agora um fluido perfeito sem pressdo (A = 0). Resolveremos do mesmo

modo que foi feito para o vazio. A equagho (2.57) permanece inalterada, garantindo a

validade de (2.61), No lugar de (2.62), temos
AA+ A% + e+ A%kp =10 (2.67)

A lei de conservagio de energia, (2.58), fornece a relagao entre A e p:

__cte

Substituindo isso em (2.67), concluimos que as fungbes A(t) e ¢(f) tém ainda a mesma

forma funcional do caso anterior, veja (2.64) e (2.65), a menos de constantes.

2.3.2 Espaco Circularmente Simétrico

Vamos analisar a teoria para uma distribui¢ao estatica cujo elemento de linha é dado
por (1.78), e o campo escalar ¢(z) sé depende de 7, ou seja, ¢ = ¢(r). As equagdes de

movimento sao:

rB2A+rABB-2rB"AB — 2B AB — 8x)pA’B%r = 0 (2.69)

rB2A+rAB B-2rB"AB + 24 B* + 4v%¢?B*Ar +
+4kpA®B3r(1 + ) ~ smpA?B?r =0 (2.70)
A'B— BA+2pA’B%r(1 + )\) — 4kIpA?Br =0 (2.71)
O campo ¢ obedece a (2.44), que aqui toma a forma
¢ ABr+2¢ ABr— ¢ ABr+20 AB=0 (2.72)
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Dividindo por ¢ ABr, podemos integra-la facilmente, achando

) A
2_ 2
°=a B2 (2.73)

onde a? é uma constante de integracdo. A conservacao de energia segue a mesma lei para
a teoria de Einstein. Vamos considerar solugdes no vazio (p = 0). A equacgdo (2.71) se

reduz a

AB=AB (2.74)
Assim, podemos escrever a relagao entre A e B
A =cteB (2.75)

Combinando (2.69) com (2.70) e usando (2.73), obtemos

2 AB _

A'B+ AB + 27%a 0 (2.76)

que pode ser reescrita, sabendo-se que A = cteB, resultando na seguinte equagao
' A
A+¥&?:0 (2.77)
A solugdo é dada por
A(r) = agr™ % (2.78)

Aqui a; é uma constante de integragdo. O campo ¢ é submetido a seguinte equagéo

' C
¢ = - (2.79)

onde ¢ é uma constante de integragdo. Temos entdo
&{(r) = In(r°) (2.80)
O elemento de linha pode ser escrito como
ds? = 7 d? — agr dr? — r2d6? (2.81)
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Temos, por céilculo direto,
a?
ar—'y”-a2+2

R= (2.82)

Portanto pode existir singularidade em r = 0 se —y?a? + 2 > 0.
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Capitulo 3

Teoria NDL em Trés Dimensoes

Neste capitulo aplicaremos uma teoria de campo da gravitacdo proposta por Novello,
De Lorenci ¢ L. Rangel [13], cujo formalismo é basicamente o de uma teoria cldssica
de um campo tensorial simétrico, ¢,,, de modo que as equagdes dinamicas do campo sao
deduzidas sem consideracdes geométricas, se realizando no espago-tempo de Minkowski em
coordenadas arbitrarias. A teoria é ndo-linear, como ocorre na teoria de Einstein, porém
uma caracteristica notavel é o fato da interacdo gravitacao-gravitacao nao se realizar do

mesmo modo nas duas teorias.

3.1 Consideracoes Introdutérias

Ao longo desta seglo, consideramos o espago-tempo quadridimensional, assim, sera

usada a convencao

v = 0:1’2:3 (31)

somente no decorrer da presente secdo. Seja uma Lagrangeana funcional do tensor

simétrico ¢, expressa em termos de um objeto fundamental tensorial de trés indices.
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Analogamente a teoria cldssica do eletromagnetismo, onde o campo A, segue a dinamica

da Lagrangeana formada pelo invariante F*”F,,, sendo
Fuv = Appy = Al = Al (3.2)

0 objeto fundamental a ser considerado, formado por derivadas primeiras do campo ten-

sorial ¢,,, é definido como
1 A
Fuvp = 5 (Gatuip) + AWl = Yow® win) (3.3)

onde ¢ = ¢*y, e as derivadas covariantes sdo realizadas em coordenadas gerais num espago
de Minkowski, onde a métrica é -y,,. Observe que o campo F},, nada tem em comum com
Fp.

Podemos escrever mais compactamente:

(Sutatim + FlaVolu) (3.4)

L

Fopy =

onde F, = F,,*. Este tensor, que analogamente ao eletromagnetismo pode ser chamado

de campo gravitacional, tem as seguintes simetrias:
Fa.@n + F,@cz,u =0 (3.5)

Fopy + Fpaﬁ + £ =0 (3.6)

3.1.1 Teoria Linear de Fierz

A teoria linear de Fierz pode ser formulada com base nos invariantes A e B, definidos

a seguir

A= F,5,FP (3.7)
B=F,F°® (3.8)
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A acao

St = [d4x\/——'y(A - B) (3.9)
fornece a teoria linear do campo ¢,,, descrita pela equagdo de Fierz. Note que v € o deter-
minante da métrica, que em coordenadas cartesianas vale -1. Pelo principio variacional,

temos
68t = / diz/=3(6A - 6B) =0 (3.10)

Depois de algumas manipula¢ées, concluimos que
f Ao/~ FW) S (3.11)
onde o objeto F "’(‘“’)”a é o tensor de Einstein linearizado
1
GL) = §(¢€u|u)lp + B — Y8 + 1w d oo + i) (3.12)

A teoria NDL € formulada com base nos mesmos invariantes A ¢ B, mas sua La-
grangeana ¢ um funcional diferente, de modo a produzir uma equacido de movimento
nao-linear, diferentemente da equacao de Fierz, que traduz uma teoria linear. A titulo de
analogia, veja no Apéndice C uma analise resumida sobre uma teoria nao-linear do eletro-

magnetismo. No Apéndice D segue-se um resumo da teoria NDL em quatro dimensoes.

3.2 Teoria NDL em Trés Dimensoes

Em trés dimensGes vamos considerar a mesma definicdo do campo gravitacional F,,,

dada por (3.3), que pode ser escrita como

1
Fopu = 5 (Yulalln + 2Flap1a) (3.13)

As mesmas simetrias continuam vdlidas. No eletromagnetismo, a derivada do campo,

Fu|ja» apresenta uma simetria ciclica, devido a0 modo como ¢ definido em termos do vetor
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potencial A,. Analogamente, mostraremos que existe uma simetria ciclica na quantidade

Fopyv- Levando em conta (3.3), escrevemos

1 1 1
Fuia + Fx i + Exlw = 50 piin + 58 minatile + 50 i +

+ O Ey i + P F g + P Fu (3.14)

Como

1 1 1
5P wiviin + 5l + 5 1AL = 0 (3.15)
2 2 2
Obtemos entdo a seguinte relacdo de simetria:
Fur®in+ Fafiy + Fonlju = 6% Fupa + 8Py + 87 Fogyu (3.16)

Vejamos os invariantes sobre o qual podemos construir a Lagrangeana. As quantidades

A e B ja sdo conhecidas. Podemos definir as seguintes operacbes duais sobre o objeto

Faﬂ.u
F opvp = MuagF*0)p (8.17)
F*up — nuupF“ (318)
Fup=raF™, (3.19)

onde Nup = /V€u, (tensor de Levi-Civita). As duas iiltimas relagGes sio contracdes
da primeira. Ao construir invariantes a partir das quantidades duais, conclui-se que sao
necessarias contragbes entre dois objetos duais, pois escalares formados por contracoes

envolvendo apenas um campo dual seriam produtos entre trés campos ¢,,. Como
Ml = 6787 — 5755 (3.20)

Podemos entdo calcular diretamente os invariantes formados por duais, mostrando que

eles se reduzem aos invariantes conhecidos A e B:

I = F* g, ™0 = 24 (3.21)
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I = F*,,F** = 2B
Iy = F,F** =24

Iy = F,,F"* =2B

(3.22)
(3.23)

(3.24)

A Lagrangeana serd um funcional de A e B. Fazendo sua variagdo, obtemos calculos

que sdo analogos aos feitos em quatro dimensdes, porém nio idénticos. Temos

8L = 2L F*?6F,,,+2LgF*3F,

Usando a definicao de F),,,, escrevemos

1

8 Fuvp = 5 (6bptuti) + 26Fumo))
E como consequéncia,
0L = 2L F**8¢p,, + (4L 4 + 2LB)F S F,

Observe que se a Lagrangeana for tal que

2La+ Lg =0

A equacdo de movimento serd

(LAF#(UP))”# =0

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

Tomaremos a seguinte Lagrangeana (veja o Apéndice D}, que obedece & condigao (3.28),

1 A—2B
L(4, B) = Ebg{\/l - S5 -1

(3.30)

onde s tem dimensdes de inverso da massa e a constante b, de inverso de comprimento.

Da mesma forma que nos capitulos anteriores, a teoria NDL ndo possui o limite New-

toniano para campo fraco estdtico num fluido sem pressdo. Podemos escrever a equagao

(3.29)
LA!#F“(”") + LAF”("")”“ =0
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Como
L
Fhuiie = G (3.32)
A equacdo dindmica na aproximagio de campo fraco se reduzird a equacgdo da teoria de

Einstein nesse limite.

Ondas Gravitacionais

Mostraremos agora como se dard a propagacao das ondas gravitacionais nessa teoria.
Veremos que aqui ela se diferencia da propagagao na teoria de Einstein (o que também
acontece em quatro dimensdes). Sua trajetdria ¢ caracterizada por uma curva cujo vetor
tangente, em gualquer ponto da curva, é normal a frente de onda, ou superficie carac-
teristica ¥, que é idealizada como uma superficie das descontinuidades.

As quantidades que sio descontinuas sobre ¥ sio as derivadas segundas do campo ¢,...
No contexto da primeira parte do capitulo 1, sobre ondas gravitacionais na teoria de Eins-
tein, a equacio dinimica nao é suficiente para determinar as quantidades descontinuas
sobre ¥. Trata-se de uma perturbagiio que foge ao controle da teoria, que se propaga
sobre uma curva cuja forma estd, no entanto, relacionada com as equagdes de movimento
da teoria. Essa curva, chamada de curva bicaracteristica, é uma geodésica nula conside-
rando descontinuidades do campo gravitacional na teoria de Einstein, conforme mostrado
anteriormente, porém a trajetdria nfio é a mesima na teoria NDL, o que caracteriza uma
notéavel diferenca entre as duas teorias.

Aqui usaremos o método de Hadamard (para detalhes, veja o Apéndice E). Assim, a

descontinuidade em ¥ é descrita por
[F_uua;,\]z — fpuak/\ (333)

e o objeto F,.. nao sofre descontinuidades. Aplicando esta relagio nas equagoes de
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movimento, teremos

(LAl F* ) + LaS* uyka = 0 (3.34)

Calculemos

Lie = 2LaaF™Foype + LagF?Fya)

= 2LAA(FJMF0/\0||¢ — 2FPFyj\a)
onde Lyy = d?°L/dA? e Lap = Lpa = d*L/dAdB. Assim
[LAIQ]E = 2LAA(1] - 21/))160 (335)
sendo 77 e 1 dados pelas relagdes (D.12) e (D.13). Obtemos entao que
o _ _olaa @
fauu) k% = _2L—(73’ — 29) Fy(punk (3.36)
A
Aplicamos agora (3.33) na relagdo de simetria (3.16), encontrando
TuwPln + [Pk, + frPky = Of, fukx + 6)\ fuku + [, Fxk. (3.37)
Multiplicando isso por F#*,k* obtemos
nk ks + 2FFP £y k k= 200k ks A FPP Lk ok, +
- 2FFf kM, — FP £k k,
(7 — 2)k% — 2F¥#* f) k*k, — 2F**fk,k, +

+ 2FH k=0 (3.38)

Levando em conta as simetrias do objeto f,.,, que sio as mesmas de F),,, podemos

escrever

2f)\,up = f)\(up) -+ fpuA (339)
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Assim,

I 1 Lr 1 I
F “”f,\,,p = EF #pf/\(n.o) - §F #pf.upz\ (3.40)

(O altimo termo do segundo membro da equacdo anterior se anula. Somente a parte
completamente antissimétrica do tensor F*#* sobrevive na contragdo com f,,y, uma vez
que este tensor é antissimétrico nos dois primeiros indices. Sua parte totalmente antis-

simétrica, F*I#l ¢ escrita do seguinte modo, em termos de F¥##:
Frluel — pvue 4 peve 4 puev (3.41)

Da simetria ciclica, vemos que F¥#* f,  se anula identicamente. Entdo, podemos reescre-

ver (3.38)

(n — 24)k* — FY¥ faupk™hy — 2F"7°f kok, +

+ 2F*frkyk, =0 (3.42)

O termo 2F** f k k, é nulo devido &s as simetrias de F**?. Pode-se eliminar as quanti-

dades desconhecidas fi(, e f* usando a equacdo (3.36) bem como sua contracdo. En-

contramos
{ Y + A YRR = 0 (3.43)
onde
L
Ay = 2%;{1«‘#“1’1«‘,,(&,,) — 2F,F,} (3.44)

A luz se propaga sobre geodésicas nulas da geometria dada por A*” = y*" 4 ¢#*. Assim,
L =0 (3.45)

onde I, é o vetor de onda da luz, tangente & sua trajetoria.
Aqui, as ondas gravitacionais seguem a mesma trajetéria das ondas submetidas a teoria

de Einstein numa métrica v, +A ., ou seja, seguem geodésicas nulas nessa métrica efetiva.
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Note que néo se trata da mesma métrica vista pela matéria, v,, + ¢,,. Isso significa que a
interagao matéria-gravitacgio é distinta da interacdo gravitacao-gravitacgao, caracterizando

uma diferenc¢a fundamental entre as teorias.

3.3 Solucoes

A teoria tem o objetivo de descrever a gravitagio. Considera-se uma geometria efetiva

dada pela métrica

Guv = Y + G (3.46)

3.3.1 Simetria Circular

Vamos achar uma solugdo no vdcuo para uma distribuicao estdtica circularmente

simétrica, onde o campo ¢, tem as seguintes componentes nao nulas,
$uo = p(r) (3.47)

¢ = —v(r) (3.48)

e 0 espago sobre o qual a teoria é formulada, de Minkowski, € tal que
ds? = dt* — dr® — r*df* (3.49)
As Unicas componentes do tensor Fyg, sao
Figo = ST (3.50)

gy = — 214 (r) (3.51)
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onde py' = %ﬂ. Logo

1—u(r) + p (r)r
Fl==
1= 3 . (3.52)
Um cdlculo direto exibe os escalares A e B:
1 Uz 1,
A=—=—-—Zpu? )
92 T2 2 (3 53)
(v— pr)?
B=— :
A2 (3.54)
Temos também
1 1
Ly= —3 J (3.55)
1+ rbg
le ] U’
F%0)ja = o (3.56)
o p
F%jla = o (3.57)
.r- I
Fopa = % (3.58)
A equacio dindmica tem componente radial (11)
g =0 (3.59)
que substituida na componente teraporal (00), nos fornece
v =0 (3.60)
Portanto a geometria efetiva tem o seguinte elemento de linha:
ds® = dt? — adr® — r?d6* (3.61)

Esta solugdo é idéntica & solucdo da teoria de Einstein, em 3 dimensoes. O espago ¢ plano

no vacuo e apresenta uma singularidade na origem, pois a quantidade

1 6L/
ﬁ 57\*{ =T (3.62)
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explode em r = (.

Embora esse seja um exemplo onde nao ha curvatura no vacuo, veremos outro exemplo

onde existe curvatura no vazio.

Ondas Gravitacionais

Para comparar a velocidade de propagacao das ondas gravitacionais com as ondas eletro-

magnéticas, basta examinar o sinal da grandeza
a=g"ll, (3.63)

que é a norma da velocidade da luz calculada na geometria sobre a qual a gravitacao se
propaga sobre geodésicas nulas. Se a for maior que zero, [, é um vetor tipo-tempo nessa
geometria, e se for menor que zero, o vetor é tipo-espago.

Calculando essa quantidade para a solugao circularmente simétrica, obtemos

a1 1
o= (1- E?"Fi)lg o r—zlg (3.64)
Levando em conta (3.43) e (3.45), concluimos que
1 , a1,

Esta quantidade é sempre menor do que zero, pois a constante @, positiva, é maior do que
1, pois consideramos a representagao do espago-tempo dada por um cone (veja o Capitulo

1). Assim, o cone da onda gravitacional estd no interior do cone de luz.

3.3.2 Espacgo Isotrépico

Agora vamos definir o seguinte campo ¢y,

(ﬁll = ¢’22 =1- a(xaya t) (366)
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Assim, o elemento de linha da geometria efetiva sera dado por

ds® = dt* — a(z,y, t)(dz® + dy*)

E claro que usaremos vy, = 7.

(3.67)

A geometria tipo RW, onde a se¢ao espacial é isotrépica, é apenas um caso particular

de (3.67), onde teriamos especificamente

2
t
U’(I: Y, t) == _—#
T+
As tinicas componentes do tensor Fgg, sdo
10a
Fioo = -5
100 = 5o
1,
Fou = Fo = _Ea
10a
Fogp = ——
w0 =55
Assim,
Fg =a
10a
h=2%
10a
Fy = —-—
2= 55y

Onde a = %. Um célculo direto exibe 0s escalares A e B:

L 10e,
E(BE) 2(33;) @

1 da., 1,0a, .,
_Z(a_x) —4—(@) +a

A=

B =

Temos também
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(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)
(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)



1,8% H%*a

Fote = =5(502 * 32
a L.
Fo)a = F%)la = —50
d%a
Fo o = ~ 52
d%a

Foola = — 5.5
As equagoes de campo, no vacuo, sio
8%a N 9a _
oz? Ayt
&a _ 5%a _
oxdt Oyt

d%a
o

0

0

=0

Obtemos facilmente a solu¢gdo homogénea
a(t) =at+ 4

Levando em conta (3.68), isto equivale a:

Aty = Jat+ 4

e=0

(3.78)
(3.79)
(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

Suponhamos entdo que particulas de prova percorram trajetérias nesta solugdo, que

sdo geodésicas numa geometria efetiva, cujo elemento de linha é
ds® = dt* — (at + b)(dz* + dy?)

podemos calcular o tensor de curvatura, que tem as componentes nao nulas

1 a®

R0101 = R0202 - Zat-{—b
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1
Rigg = Zaz (3.90)

Observe a diferenga notavel entre esta teoria e a Einsteiniana, onde o tensor de curvatura
¢ identicamente zero no vazio. Contrariamente, o espago-tempo considerado admite um
tensor de curvatura ndo-nulo, o que caracteriza ¢ grau dinamico da teoria no vacuo, o gue

representa uma vantagem sobre a teoria de Einstein tridimensional.

Ondas Gravitacionais
A fim de comparar a velocidade de propagagao das ondas gravitacionais com as ondas
eletromagnéticas, examinemos para este caso o sinal da grandeza

£=g"ld, (3.91)

Calculando essa quantidade para a solugao espacialmente isotrépica, obtemos

o 2+ 12

s (i2 + 1 ) (3.92)

g:

Levando em conta (3.43) e (3.45), concluimos que

2
o’ 1

a? +62£0(1 + at + 8

{=- ) (3.93)

Esta quantidade é sempre menor do que zero, ou seja, o cone da onda gravitacional
estd no interior do cone de luz, de modo que a propagacdo gravitacional se d4 com uma
velocidade crescente no tempo, ou seja, seu cone vai alargando até um limite que ainda

estd no interior do cone de luz.
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Conclusao

Vimos que a teoria de Einstein em trés dimensdes tem como caracteristica marcante a
auséncia de graus dindmicos de liberdade no vazio, que é um fato ji conhecido. Tendo em
vista as motivacgdes de tal estudo, enfatizamos mais uma vez que esta notdvel propriedade
constitul uma desvantagem na perspectiva de uma teoria quintica de gravitacio em trés
dimensdes, na qual o vdcuo ndo poderia ser analisado dinamicamente.

Em contrapartida, apresentamos dois cenarios onde a dindmica gravitacional existe na
auséncia de energia (vacuo). Ressaltamos o cardter totalmente cldssico de nosso estudo.
No WIST, a geometria apresenta uma dindmica no espago vazio. Mostramos também que

a teoria NDL admite como solugiio no vazio um espaco-tempo cuja métrica efetiva,

Guv = T + ¢;w (394)

¢ uma quantidade dinamica. Isto é o efeito da notével propriedade que diferencia a teoria
de Einstein da teoria NDL, que é o diferente acoplamento da gravita¢iao com ela mesma.
Embora nao diretamente relacionada ao presente trabalho, vimos também um efeito im-
portante na propagacio da onda gravitacional, substancialmente distinta da propagacio
na teoria de Einstein, sendo um fato presente nio s6 em quatro dimensoes, mas também

no espaco-tempo tridimensional.
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Apéndice A

O Potencial Gravitacional

Newtoniano em Trés Dimensoes

Consideremos uma teoria gravitacional Newtoniana em trés dimenoes. Vamos supor que

ela seja descrita pela equacdo de Poisson em duas dimensoes
V3¢ = drGp (A1)

Vamos mostrar que, usando o teorema de Stokes, podemos integrar a equagao acima numa
superficie S e achar a forma funcional do potencial ¢ para uma distribuic¢éo circularmente
simétrica.
O teorema de Stokes [16] é
/ du = / w (A2)
G ac
onde G é 0 espaco de integragdo, 3G é sua fronteira e dw é a derivada exterior da n-forma

w.
Considere a (n-1)-forma

w = Aln; (A.3)
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onde

7; = (—17*dz’ A Ade? 7 Ads? T A Ads™ (A.4)

A derivada exterior de w é dada por

dw = Z;A(—1)"da*Adz' A Ade? T Ad/H AL Ada™

= A;dz'A..Adz" (A.5)
Aplicando o teorema de Stokes, temos
f Al jjdz’ A Adz™ = f ;AN (=17 dz AL Adz? T Adr? AL Ads” (A.6)
G G

que para n = 3 é o teorema de Gauss. Trataremos do teorema em n = 2, que toma a

seguinte forma:

[ V.Adz'Adz? = [ Alde? — A%da? (A.7)

4G aG

que pode ser escrito numa notagao mais facil
f V.AdS = [ Andl (A.8)
e, aG

onde 7 é o vetor normal & curva dG, fronteira da superficie G, e estd dirigido para fora
da curva. A integracao é feita no sentido anti-horario.

Vamos agora aplicar esse teorema para exibir a forma funcional do potencial gravita-
cional Newtoniano numa configuragao circularmente simétrica. Partiremos do postulado
de que a teoria de Newton no espago-tempo tridimensional é descrita pela equacio de
Poisson (em duas dimensdes)

V2 = 4w Gp (A.9)

Integrando os dois membros numa superficie S, obtemos

[ V.fdS =~ / 4GmpdS (A.10)
8 s
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onde f = —V.¢ é a forca gravitacional. Aplicando (A.8), podemos escrever
FAdl = —4Grm; (A.11)

sendo rm; a massa total contida no interior da superficie. Para uma distribuigdo circu-
larmente simétrica, escolheremos como curva G um circulo cujo centro é a origem das
coordenadas, para assim podermos retirar a for¢a f = f(r)7 do integrando, pois nesse

caso sua dependéncia é puramente radial. Obtemos

4Grm; = - f(r)r (A.12)
flr) = —4€m" (A.13)

Integrando esta equagio, acharemos o potencial gravitacional:

o(r) = f "tmc Y = i T (A.14)

T To

Podemos escolher um valor para 7y, por exemplo, 1o = 1. Assim,

d(r) = 4m;Gin(r) (A.15)
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Apéndice B

Parte sem Traco do Tensor de
Curvatura no Espaco de Weyl

Tridimensional

Q tensor de curvatura de um espago de Weyl em n dimensdes é dado pela equagao (2.17),

a saber

R,uup,\ = R,uvp)\ +

1
= 5GPl + Pulliogrly — PulieINu) +

1

+ Z(Qp[,\ébp](bu - gu[)\gbp]qs,u + guupAqsaqsa) (Bl)

Sendo assim, ele perde as simetrias do tensor de curvatura Riemanniano. A identidade

de Bianchi ndo é satisfeita para o tensor, que possui apenas uma simetria:

A ~

R,uupz\ = _R,uw\p (B2)

Ao decompor este tensor numa parte sem trago e nos seus tragos, devemos notar os seus

tracos independentes, em maior quantidade que no caso Riemanniano, devido & menor
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quantidade de simetrias. Eis os tragos independentes:

Ta = 1i\zaoc,o)\ (B3)

Tb — Rauak = Rw\ = "Rau)\a (B4)
Ty = R,%0 = —R,%, (B.5)

R =R®, = RP%,, (B.6)

Note que pela relagio (2.19), o tensor R, nio0 é simétrico. A parte sem traco de f?,u,,p,\ sera

calculada subtraindo-se todas as combinagdes de tragos considerando-se a antissimetria

nos indices p e A.

-

Wi = Bup — 010 B + 02(~gupB%un + gurR%aup) +

- a4gpz\éaayv + as("guARaaup + gupRaauz\) - blgpv(RpA - R/\p) +

+ by(=gupBor + gaBo,) + b3(guoBur — gurBp) +

+ bfz (g#ARpU - g.UPR/\V) + bI3 (gupR/\# +

+ clgpRura — 9B, % 0a) — (G R — GupR®ra) +

+ a0 (Bo®ra — Brpa) + 1 (900" e — 9a R, ) +

+ (B e — 9uoBr%a) — A R (B.7)
onde f,,, é formado somente pela métrica, e tem a Inesma simetria de fiwp)\, impondo

f,uup)\ = Guvp) (BS)
Para se determinar os coeficientes da equagio acima, basta calcular todos os tragos de
anp)\ e iguala-los a zero, resultando num sistema de 15 equagoes a 13 incégnitas. Calcu-

lando o traco W“ap,\ escreveInos
W = (1—nay — 2a; + 2a5) R + (—nby — by + by + by +
— by)(Rpn — RAp) + (—nc3 —¢p + e+ Cfl - Crz)(RAapa +
- R, %) (B.9)
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Os tragos restantes sao

~ ~ ~

WQWIA = (—Gq — Tida + Q9 + a5)R"m)\ + (1 - b]_ - nbg + bg + b3)RyA +
+ (bl - nb; + b; + b;)RAU + (Cl — NiCy + C2 + C3)Rya,\a +
+ (¢, —ncy + ¢y — c3)Ra%a — (d(n— 1) + b3 + by +¢; +

+ c’l)guAR (B.10)

W,%ea = (—a1—ay+nes — as)}?"’aw + (b1 + by — nbsy + b3)Rm, +
4+ (=by+ by —nby + b)) R+ (1 —ney + 1+ 5 — 3) R0 +
+ (—nc’l-}—c'1 +c'2+c3)f2p"m-((n— 1)d + by +b’2+c2+

2 ~

+ &)k (B.11)

Impondo que esses tragos sejam nulos, todos os coeficientes acima devem ser zero. Esta
condi¢io nos dd uma sistema de 15 equacbes a 13 varidveis. Basta escolher 13 dessas

equag oes para determinar a solugdo. As duas restantes serdo automaticamente satisfeitas.

A solugao é
(]
Qy =ds = —Qy — —bl = —C3 = i 4 (B12)
n?+n—1
bg =01 = m (B13)
n+1

Co = bg = m (B14)

7 r ! r ].
€= —C = 62 = —53 = Wn(nQ . 4) (B15)

Substituindo esses valores na decomposigao (B.7), obtemos a expressao da parte sem trago
do tensor de curvatura num espago de Weyl de n dimensdes. Calculemos essa quantidade

Wwpn, em trés dimensdes, ainda num espago de Weyl nao-integravel. Levando em conta

(B.12), (B.13), (B.14), (B.15), (B.1), (2.19) e (2.20), e escrevendo (B.7) para n = 3,

55



obtemos, omitindo alguns cédlculos,

~ ~

Wpup)\ = R,uup/\ - g,upRvA - gl‘//\R,f.tp + gy/\Ryp + gupRp/\ +

1
+ 'ég‘m,p)\R—i- AH-VPA (B.IG)

onde o tensor A, ., formado por g,,, ¢, e suas derivadas, se anula identicamente, s6
sobrando o termo que é o tensor de Weyl no espago de Riemann tridimensional, que
sabemos ser zero também.

Assim obtemos o resultado de que a parte sem trago da curvatura do espago de Weyl

tridimensional é identicamente nula, como ocorre no espago Riemanniano.
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Apéndice C

Teoria Nao-Linear do

Eletromagnetismo

Consideraremos uma agéo, funcional do invariante ¥ = Fp,, F#*! numa dependéncia
néo-linear. Observe que aqui o tensor F,, é o campo eletromagnético, nada tendo a ver
com F,,.. Escrevemos

S= f 5/ ~7L(F) (C.1)

e entdo

0=4S = / d*5/—yLp20F,, F* (C.2)

onde Ly é a derivada funcional de L com relagao ao escalar F. Levando em conta que

Fm, = A[ﬂﬂ‘/]’ temos
0=- /d4$\/ —746A“(LFF“V)”V (03)

A equacdo de campo é obtida imediatamente:

1
(LrEF* )y = 77 (C.4)

INeste apéndice p, v = 0,1,2,3
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Repare que esta equacido, que descreve uma teoria nao-linear do eletromagnetismo, se
reduz i teoria usual eletromagnética quando a dependéncia funcional da Lagrangeana
com o escalar I’ é linear, ou seja, Ly = cte. Vejamos apenas uma teoria contida nessa
classe onde L(F') depende de ¥ de um modo nao-linear. A teoria eletromagnética proposta

por Born e Infeld [20], tem a seguinte Lagrangeana®:
1
L(F) = —Z(\/I# + 262F — b?) (C.5)

sendo b uma constante. Define-se o tensor momento energia do campo [, através da

expressao

_ 2 §(Lv=7)
Tw = (C.6)

Calculando essa quantidade para a Lagrangeana dada por (C.5), obtemos

pa 0777
dryH

= Ly, — ALpF,oF°, (C.7)

Tyu = _L'Y;w - 4FpaFaﬁ7

Contraindo a equagdo de movimento com F,,, encontramos

(LeFyaF ™Yo = LeFualuF™ = Fou " ()

Usando a expressao para T, obtemos
T \u + LeFlo +4LpF* Fypyy = — Foy J* (C.9)
TP+ 2LpFP Fopo + 4LpF" Foppy = —FopJ* (C.10)

Levando em conta as simetrias do tensor F),,, é vilida a seguinte equagao

Fuslia + Fapjie + Foajp = 0 (C.11)

2(Omitindo termos duais
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Podemos usar esta relagio e a propriedade de antissimetria do campo para escrever

2F%Fopa = —2F7(Fasllp = Fapllo)

= —4F%F,,, (C.12)
Assim, a equagao (C.10) pode ser simplificada:
Ty = —Fopd" (C.13)

Segue-se dai o notdvel fato ja conhecido que a lei de conservagdo da energia eletroma-

gnética é independente da dependéncia funcional da Lagrangeana com o invariante F.

Propagagao das Descontinuidades

Usando o método de Hadamard [19] (Apéndice E), percebemos a notdvel propriedade de
uma teoria nao linear do eletromagnetismo sobre a trajetéria da onda eletromagnetica,
que nio é, como na teoria de Maxwell, uma geodésica nula. O procedimento a seguir é

igualmente valido para trés dimensdes. Consideramos
[Fuls =0 (C.14)

[F,uum]E = f,u.l/kp (015)

onde os colchetes denotam descontinuidade através da superficie 3 Aplicando (C.15) na

equacdo de movimento (C.4), obtemos

2Lpp Fop[FOP) |5 F* + Lp[F* )]s = 0 (C.16)
e finalmente
[k, = HQLL—TnF “ky, (C.17)
onde
n=f*Fu (C.18)
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Usando (C.15) na relagdo de simetria ciclica do campo eletromagnético
EFup + Foppp + Fuglp = 0 (C.19)

tem-se

f,uujp + fpuh/ + fup|u =0 (020)

Multiplicando por F* kP encontramos
nkPky + fou F* Kk, + foo F* KPky = 0 (C.21)

Substituindo (C.17), chega-se 4 equagdo da propagacdo das descontinuidades do campo

eletromagnético cuja Lagrangeana, nio-linear, é L(F):
4LFF pe b gk <
{’Y#V - LF i pu} - (022)
Vemos claramente que se a Lagrangeana é linear, a equacao se reduz a

Vwktk =0 (C.23)
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Apéndice D

Teoria NDL em Quatro Dimensoes

O campo fundamental (campo gravitacional), serd definido conforme o formalismo da

teoria linear de Fierz:

1
Fopu = 5 (Dufatle) + Fiaolw) (D.1)

A Lagrangeana sera um funcional dos invariantes formados a partir do campo F,g,.
Serao considerados A e B, ja mencionados em (3.7) e (3.8). Sua expressao, diferentemente

da teoria Linear de Fierz, ndo serd linear nos invariantes, escrevemos genericamente
S = /d‘*:c\/—'yL(A, B) (D.2)
Teremos entao

38 = /d4$\/ —’}’LAéA + LB(SB

= / da/ Sy (2L 4 F*?3E,,, + 2L F"SF,) (D.3)

onde L4 e Lp sdo respectivamente as derivadas de L com relagdo aos invariantes A e B.

Prosseguindo os calculos, e levando em conta que
1
0Fp = 5(0ptuiiv) + 0 FuVulp) (D.4)
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podemos escrever
8S = f d* /=Y (LaF* P8¢ + 2(La + Lp) FFOF,) (D.5)
Observe que se a Lagrangeana for tal que
Ls=—Lg | (D.6)
ganhamos mais simplicidade ao escrever a equagio de movimento. Observe que
FP08@ i) = —F 5apupn) = —2F 0@ pup0 (D.7)

Este termo pode ser expresso, a menos de uma divergéncia, por —2F*##},6¢,,. Somente
a parte simétrica nos indices p e p sobreviverd na soma. A equagdo de movimento no

vacuo é

(LaF“C)1u =0 (D.8)

Note que se L for linear em A, a teoria se torna idéntica & teoria de Fierz. A forma
funcional considerada na teoria NDL para a Lagrangeana é inspirada na Lagrangeana da

teoria nao-linear do eletromagnetismo proposta por Born e Infeld. A acdo para a teoria é

tal que
A—-B
b?

L(A,B) = 1{y/1-

R

~1) (D.9)

onde b é uma constante, em unidades onde ¢ = 1, tem dimensdes de inverso de compri-

mento (x tem dimensdes de (comprimento)/(massa)).

Ondas Gravitacionais

Através do procedimento anélogo ao realizado para as ondas eletromagnéticas numa teo-
ria ndo-linear, mostraremos aqui a equagio andloga a (C.22), mas que ndo ¢ igual a
que Serd mostrada em trés dimensdes. Como o cilculo ¢ muito semelhante ao realizado

detalhadamente em trés dimensdes, omitiremos algumas passagens.
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Suponha que o campo F,,, seja continuo através da superficie da frente de onda X, e

que sua derivada primeira seja descontinua, satisfazendo
[Fpupﬂa]E = fyupka
Aplicando essa relagdo na equagdo de movimento, obtemos

L fed
foqunk® = HZ—LAA (7 — ¥) Faqunk
A

onde

n= FaApfo’)\p
Y= F’f,

Usando a ralacgio de descontinuidade na seguinte identidade

1 1 1
Fufip + Byl + Falliy = 500 Fain + 58 6P + 500 Fuyu
obtemos
1 1 1
f,uupk)\ + f/\,upku + fu)\pku = aaﬁ,fu]k/\ + 'idf))\fujk,u + '2'5[’;f.\]ku

Multiplicando por F*¥ k* obtemos, depois de algumas manipulagdes,
{’Y#v + Aﬁw}kuky =0

onde

L
Ap = QLL;{F.UQPFV(&:J) - Fqu}

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

(D.15)

(D.16)

(D.17)

E caracteristica marcante da teoria NDL o fato que ondas gravitacionais nao seguem

geodésicas nulas, o que seria descrito pela equagao

{"}"w, -+ qﬁ#y}kuky =0
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Assim, ela interage com a gravitacdo de um modo diferente das outras interacdes, como
por exemplo a interagao da onda eletromagnética com a geometria, que na teoria de

Maxwell minimamente acoplada, € tal que a luz seguird geodésicas nulas:
rLL, =10 (D.19)

sendo {, o vetor normal a frente de onda.
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Apéndice E

Método de Hadamard

Para maiores detalhes sobre este método, veja [19].

Seja a superficie das descontinuidades ¥ dada pela equagao
W(z) =0 (E.1)
A equagio

[F,uua“/\]z = f,uvak)\l (EQ)

se baseia na seguinte suposi¢io: O diferencial total do campo F,,, sobre ¥ é continuo em
3
[dFuvp]E =0 (E.3)

sendo

dFyy = Fuypjadz® (E.4)

onde o vetor dz® pertence i superficie ¥, ou seja, estd definido sobre um plano tangente

1A notagdo dos colchetes indica a diferenga entre a quantidade F,, 4|2 num ponto infinitesimalmente
préximo 3 ¥ e a mesma quantidade num ponto também préximo & superficie mas do outro lado dela,

sendo esses pontos ligados por uma reta normal a X. &k é o vetor normal 3 superficie X.
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a ela. Neste apéndice a notacgao é tal que
' = z*(u, v) (E.5)

ou seja, z* é um ponto da variedade tridimensional que tem dois graus de liberdade,

dependendo de dois parametros u e v, que o restringe a superficie X:
dz® = ——du + —dv (E.6)
Da. definicdo de T, podemos escrever
Pjadz® = 0 (E.7)

onde o vetor dz® pertence a %, é ortogonal ao seu vetor normal t;,, como mostra (E.7).

De (E.3) e (E.4), temos
[Flwplialzdz™ = 0 (E.8)

Observe que

[dz%]z = 0 (E.9)

pois as quantidades %du e div sao continuas sobre L.

Comparando (E.7) com (E.8), e notando mais uma vez que o vetor dz%, o mesmo nas
duas equacoes, esta sobre um plano tangente a superficie caracteristica, concluimos que
para qualquer trinca de indices p, v e p, a quantidade [F,ja]s € proporcional & ¢ = ka,
ou seja,

[F,u.uplla]z = f,uu,oka (E].O)

Note que o campo tensorial f,,, tem as mesmas simetrias de F,,,
faﬂu = "'fﬁcm (E].l)
faﬁ,u +f,uaﬁ‘+ .f,@,ua =0 (E.L?)
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