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Resumo

O problema da equivaléncia de campos gravitacionais, no contexto das teorias da gra-
vitacio com torgdo, isto é, a questdo de decidir quando duas solugbes exatas aparen-
temente diferentes representam 0 mesmo campo gravitacional em sistemas coordenadas
diferentes, é abordado nos seus aspectos tedricos e praticos. A solugdo do problema
é obtida utilizando uma descri¢io do campo gravitacional, que é invariante sob trans-
formagtes de coordenadas. Expressoes explicitas para as dimensoes do grupo de simetria
de uma variedade de Riemann-Cartan e do seu subgrupo de isotropia sdo obtidas. Um
conjunto minimo de quantidades invariantes que descrevem o campo gravitacional local
é determinado. Um algoritmo para testar a equivaléncia na prética é desenvolvido e
implementado em um conjunto de programas de computagio algébrica que denomina-
mos TCLASSI. Todos estes resultados generalizam trabalhos anteriores sobre variedades
Riemannianas. Os médulos de TCLASSI utilizados para realizagao de cdlculos usando
tensores e espinores sido apresentados. Médulos para realizagio da classificagdo algébrica
das partes irredutiveis do tensor de curvatura em um espago-tempo de Riemann-Cartan
também sao discutidos. Utilizando as técnicas do problema da equivaléncia implementa-
das em TCLASSI, as condi¢des para a homogeneidade espago-temporal de variedades de
Riemann-Cartan com métrica tipo Godel sdo derivadas, generalizando trabalhos anterio-
res sobre espagos-tempos Riemannianos tipo Gédel. A equivaléncia destes espagos-tempos
é estudada e mostra-se que eles admitem um grupo de transformagdes afim-isométricas

com dimensdo 5 e também que sdo caracterizados por trés pardmetros essenciais.
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Summary

The problem of equivalence of gravitational fields in the framework of torsion theories of
gravitation, that is, the question of deciding when two exact solutions apparently diffe-
rent represent the same gravitational field in different coordinate systems, is tackled in
its theoretical and practical aspects. The solution of the problem is obtained by using
a coordinate-invariant description of the gravitational field. Explicit expressions for the
dimensions of the group of symmetry of a Riemann-Cartan manifod and its subgroup of
isotropy are obtained. A minimal set of invariant quantities which describe the local gra-
vitational field is determined. An algorithm for testing the equivalence in practice is deve-
loped and implemented in a set of computer algebra programs named TCLASSI. All these
results generalize previous works on Riemannian manifolds.The modules of TCLASS5Tused
for making calculation using tensors and spinors are presented. Modules for the algebraic
classification of the irreducible parts of curvature tensors in Riemann-Cartan space-times
are discussed. Using the equivalence problem techniques implemented in TCLASSI, the
conditions for space-time homogeneity of Riemann-Cartan manifolds with Gidel-type me-
trics are derived, generalizing previous works on Riemannian Gddel-type space-times. The
equivalence of Riemann-Cartan Godel-type space-times is studied and it is shown that
they admit a five-dimensional group of affine-isometries and are characterized by three

essential parameters.
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Notacao e convencoes

1. As operacdes de simetrizacio e antissimetrizacdo sio utilizadas de acordo com as
seguintes convencoes:
(a) parénteses indicam simetrizagéo;
(b} colchetes indicam antissimetrizagio;
(c) indices entre duas barras verticais ndo sio incluidos em uma simetrizacio ou
antissimetrizacao;
(d) o fator 1/n! estd sempre incluido, onde n é o nimero de indices. Assim, por
exemplo, Gi;) = (Gi; + Gj3)/'2;
(e) indices espinoriais sem e com linha sio simetrizados e antissimetrizados sepa-
radamente.
2. Diversos tipos de indices sdo utilizados de acordo com as seguintes convencoes:
(a) indices latinos mindsculos (g, &,... =0, 1, 2, 3 ) sdo utilizados em compo-
nentes de tensores em bases de tétradas;
(b) indices latinos maitsculos sdo utilizados
i. em componentes de espinores em bases de diadas (A, B, ... =0,1),

ii. na notacio compacta para espinores totalmente simétricos, onde cada espi-
nor é representado apenas com um par de indices covariantes cujos valores
niimericos sio as somas simetrizadas de todos os indices com plica e sem

plica, respectivamente. Assim, por exemplo, temos
SN = @amyx'yy, VV¥pr = YupepEF,

onde M=A+B, N'=X'+Y’, P=A+B+C+D+EeA, ..., F, X, Y=0,1.



(c) indices gregos miniisculos (¢, §,... =0, 1, 2, 3 ) sdo utilizados em compo-

nentes de tensores em bases de coordenadas.
3. As seguintes convencoes tipograficas sao utilizadas:

(a) tudo que pode ser utilizado como entrada de dados ou de comandos quer seja
em TCLASSI, quer seja em SHEEP/CLASSI, esti escrito utilizando letras

maiusculas do tipo “maquina de escrever”, por exemplo, MAKE;

(b) momes de arquivo ou de diretdrios estio escrito utilizando letras miniisculas do
tipo “mdaquina de escrever”, por exemplo, tclasrc;

(¢) os nomes dos médulos, tanto de TCLASSI quanto de SHEEP /CLASSI, estao
escritas usando letras maidsculas de tamanho pequeno como, por exemplo,
TDYTSYM;

(d) os nomes de argumentos genéricos de comandos ou funcdes estdo escritos usan-

do letras itdlicas minisculas , por exemplo, espinor.



Ir.troducao

Nas tltimas décadas, as teorias que utilizam o conceito geométrico de tor¢ao tém recebido
um crescente interesse em diversos contextos na fisica. Dentre os quais destacamos as
teorias de gauge, onde elas tem sido formuladas na busca da unificagdo da gravitacio
com as outras interacdes fundamentais da fisica. Os espagos-tempos com uma conexso
nio-simétrica também tém sido considerados como a arena apropriada para a formulagao
de uma teoria quantica da gravitacio. A Teoria da Relatividade Geral (TRG daqui em
diante) tem sido generalizada através de diversas Teorias da Gravitagio com Torgao (TGT
daqui em diante), que tém sido investigadas desde os anos sessenta [1, 2, 3. Finalmente,
podemos menciopar 3 abordagem para os defeitos na rede cristalina em sélidos em termos
de um continuo utilizando o conceito geométrico de torgao, que tem recebido atengio
desde o principio dos anos cingiienta [4]-[8].

Consequiiéncias fisicas e motivagdes adicionais para o estudo das variedades e teorias
com tor¢io ndo-nula (relaxando ou ndo a condigdo de metricidade), bem como uma lista
detalhads. de referéncias, podem ser encontradas no recente trabalho de revisdo de Hehl
et al. [9].

O espaco-tempo nas TGT é uma variedade diferencidvel, denominada variedade de
Riemann-Cartan [1], onde estdao definidas uma métrica g, e uma conexdo I'%, néo-
simétrica que é compativel com a métrica. O espago-tempo da TRG pode ser visto como
um caso particular da variedade de Riemann-Cartan, pois quando impomos que & tor¢ao
seja identicamente nula obtemos uma variedade Riemanniana.

G;falmente a conexio e a métrica sio introduzidas como estruturas separadas em uma
variedade diferencivel, permitindo definir as nogoes de transporte paralelo e de compri-
mento, respectivamente. Embora na TRG a conexio seja completamente determinada
pela métrica, sendo dada pelos simbolos de Christoffel, nas TGT a conexio apresenta

uma parte independente da métrica determinada pelo tensor de forcdo, definido pela



parte anti-simétrica da conexdo T, = —2I“"[‘M1 em um sistema de coordenadas qualquer.

A nio existéncia de referenciais privilegiados, que se traduz pela arbitrariedade na
escolha das coordenadas, é uma hipétese bésica ndo s6 na TRG mas também nas TGT.
Como conseqiiéncia, em todas essas teorias surgem efeitos que sdo devidos unicamente
ao sistema de coordenadas utilizado, os quais devem ser cuidadosamente distinguidos dos
que s3o realmente fisicos (independentes das coordenadas). Esta questdo pode ser vista
como parte do problema mais abrangente de decidir quando duas solugdes exatas das
equacbes de campo dessas teorias, aparentemente distintas, sdo localmente equivalentes
e Tepresentam o mesmo campo gravitacional em coordenadas diferentes — o problema da
equivaléncia. Uma solucdo deste problema, do ponto de vista da fisica, deve ser dada
em termos de um conjunto de quantidades que determinem completamente 0 campo
gravitacional local e sejam invariantes sob transformacdes de coordenadas. Do ponto de
vista da matematica, é totalmente irrelevante se a variedade representa ou ndo um espaco-
tempo, isto é, a métrica e a tor¢io podem ser arbitrdrias e nao precisam ser uma solugao
das equacdes de campo de nenhuma teoria gravitacional.

A solucio do problema da equivaléncia constitui um importante passo para o estudo
sistemdtico das solucoes exatas tanto na TRG quanto nas TGT, pois fornece uma descrigio
independente da escolha de coordenadas das solugdes. A partir dessa descri¢do é possivel
formular uma classificacao das solucdes exatas e obter, em principio, todas as propriedades
fisicas do campo gravitacional local.

No projeto desta tese, o problema da equivaléncia de variedades de Riemann-Cartan
foi abordado como parte da colaboracio entre o grupo da School of Mathematical Sciences,
do Queen Mary and Westfield College da Universidade de Londres, liderado pelo Prof.
Malcolm A. H. MacCallum e o grupo do Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (CBPF),
no Rio de Janeiro, liderado pelo Prof. Marcelo J. Rebougas. O problema foi abordado
nio s6 do ponto de vista tedrico, mas também nos seus aspectos praticos.

O desenvolvimento do trabalho de pesquisa sobre o problema da equivaléncia de varie-

dades de Riemann-Cartan se caracterizou por quatro etapas distintas, onde procuramos:

(i) obter a solugdo tedrica (do ponto de vista da matemitica), definindo equivaléncia

e determinando as condigdes necessirias e suficientes para a sua existéncia;

(ii) elaborar um procedimento que possibilite uma aplicagéo pratica (do ponto de vista

da fisica) da solugdo encontrada;



(iii) implementar o procedimento prdtico usando computagio algébrica, desenvolvendo
os algoritmos e escrevendo os programas correspondentes para efetivamente testar

a equivaléncia;

(iv) utilizar os programas de computacio algébrica no estudo das solucbes exatas das
TGT, procurand.. -oter uma interpretagio fisica para os invariantes que caracteri-

Zam O campo gravitacional.

A primeira etapa do projeto de tese foi concluida com a solugdo problema da equi-
valéncia de variedades de Riemann-Cartan utilizando o método de Cartan !. no fibrado
dos referenciais ortogonais generalizados, isto é, referenciais ndo-holonémico onde a métri-
ca tem componentes constantes [18]. Demonstramos que é necessdrio e suficiente para
a equivaléncia {local) de variedades de Riemann-Cartan de dimensiio n que as equagdes
algébricas formadas com os componentes da curvatura e da torgio, bem como as deriva-
das covariantes destes tensores até a ordem in(n + 1), em principio, sejam compativeis.
Como estas quantidades sdo calculadas em relacio a um referencial nao-holonémico, o seu
conjunto constitui uma descricao local de uma variedade de Riemann-Cartan que é inva-
riante sob transformactes de coordenadas. Por esta razio, os elementos deste conjunto
sio denominados de escalares de Cartan [19, 20]. Estes resultados sio vilidos independen-
temente da teoria da gravitacao em consideracio, tendo em vista que nenhuma equacio
de campo foi utilizada na sua deducio.

As condices necessérias e suficientes para a equivaléncia de variedades de Riemann-
Cartan que obtivemos [18] se reduzem as condi¢bes para variedades Riemannianas [11],
quando restringe-se a conexdo, impondo que seja simétrica. Elas também sio vilidas
para variedades dotadas apenas de conexdo. Neste ltimo caso, porém, o problema deve
ser reformulado utilizando o fibrado dos referenciais lineares [14], pois os referenciais
ortogonais generalizados nio podem ser definidos sem uma métrica.

Nesta primeira etapa também investigamos o conceito de simetria de variedades de
Riemann-Cartan. Utilizando a descrigio local dada pelos escalares de Cartan, obtivemos

expressoes explicitas para as dimensdes do grupo de simetria destas variedades e do sen

A histéria do problema da equivaléncia, do ponto de vista da matem4tica, remonta a segunda metade
do século passado [10], vindo a concluir-se na primeira metade deste século com a solugio do caso geral
obtida por Cartan [i1, 12, 13, 14, 15, 16]. Para a histéria do ponto de vista da fisica veja [17] e as
referéncias ali citadas.



subgrupo de isotropia [18]. Note, contudo, que enquanto nas variedades Riemannianas
as simetrias sio dadas por isometrias, nas variedade de Riemann-Cartan elas sio trans-
formacdes que preservam tanto a métrica quanto a conexio [21].

Na segunda etapa do projeto de tese, visando uma aplicagao pritica da solugao do pro-
blema da equivaléncia nas TGT, desenvolvemos um algoritmo pratico para efetivamente
testar a equivaléncia de variedades de Riemann-Cartan {22, 23, 24, 25|. A aplicacdo
desse algoritmo permitiu introduzir uma classificagic invariante dos espagos-tempos das
TGT, dada em termos de um conjunto de quantidades que caracterizam o campo gra-
vitacional local [22, 23, 24, 25]. Estes resultados estendem para as TGT o algoritmo de
Karlhede [26, 27] usado na TRG.

O problema da determinacao de um conjunto completo minimo de escalares de Cartan
para as TGT também foi abordado nesta segunda etapa, onde estendemos para as TGT o
conjunto minimo obtido por Aman e MacCallum [28] no contexto da TRG. Construfmos
explicitamente um conjunto com o mimero minimo de derivadas da curvatura de ordem
g e da tor¢do de ordem (g + 1), onde 0 < ¢ < m, a partir das quais todas as derivadas
da curvatura de ordem m e da tor¢ao de ordem (m + 1) podem ser obtidas através de
operagoes algébricas [22, 23, 29]. A importéncia prética desse conjunto para o problema da
equivaléncia no contexto das TGT fica evidente quando constatamos que, para derivadas
da curvatura e da torcdo até a 7® e a 82 ordens, respectivamente, o conjunto representa
apenas 0,2% do total dos escalares de Cartan.

A terceira etapa foi concluida com o desenvolvimento de um conjunto de progra-
mas de computacio algébrica denominado TCLASSI, que implementa o algoritmo para
testar a equivaléncia de espagos-tempos nas TGT {22, 23, 24]. O pacote TCLASSI é for-
mado por 24 mddulos, escritos em LISP [30, 31] usando fungdes e programas do sistema
SHEEP/CLASSI [17, 32, 33]. Cada médulo contém diversos programas com comentérios
e informacdes sobre os mesmos. O cédigo fonte de TCLASST contém 10.900 linhas, que
ocupam 400 kbytes no diretdrio tclasrc do disquete em anexo.

A implementacio do algoritino para testar a equivaléncia de espagos-tempos nas TGT
foi realizada em duas etapas [22, 23, 24, 25]. Na primeira etapa foram desenvolvidos virios
médulos de carater geral. Estes médulos estendemm CLASSI possibilitando ndo sé lidar
com tensores e espinores definidos em uma variedade dotada de tor¢do, como também

realizar classificacoes algébricas de alguns desses objetos geométricos. Na segunda etapa,



foram implementados diversos médulos de cardter especifico, diretamente relacionados
com a realizacdo dos passos do algoritmo e a classificacdo de espacos tempos com torgao.

Finalmente, a quarta etapa do projeto de tese foi realizada com a aplicagao das técnicas
do problema da equivaléncia implementadas em TCLASSI para investigar o problema
da homogeneidade espago-temporal dos espagos-tempos com uma métrica tipo Godel e
uma tor¢io com as mesmas simetrias translacionais da métrica [34] (veja também [35]).
Utilizando estas técnicas ndo sé obtivemos as condigdes necessérias e suficientes para
a homogeneidade espago-temporal, mas também mostramos que esses espagos-tempos
tém um grupo de simetria com dimensdo 5 e que sdo caracterizados por trés parametros
essenciais, generalizando resultados anteriores obtidos no contexto da TRG {36].

A seguir descrevemos o conteido desta tese que contém seis capitulos, conclusdo, trés
apéndices e um disquete (parte indispensdvel) em anexo.

O capitulo 1 contém, primeiramente, uma revisio sobre o problema da equivaléncia
de variedades Riemannianas, onde apresentamos a solugio de Cartan e mostramos como
determinar as dimensoes do grupo de isometria e do seu subgrupo de isotropia a partir
dos escalares de Cartan. Em seguida o algoritmo pratico de Karlhede para testar a equi-
valéncia e o conjunto completo minimo obtido por Aman e MacCallum sdo apresentados.
Finalmente, discutimos alguns aspectos da implementacdo do algoritmo de Karlhede em
CLASST e mostramos sucintamente como entrar com os dados de uma meétrica, realizar
uma classificacao da mesma, e obter um sumadrio dos resultados.

No capitulo 2, o problema da equivaléncia de variedades de Riemann-Cartan é resol-
vido, utilizando o método de Cartan [18]. Em seguida, discutimos o conceito de simetria
de uma variedade de Riemann-Cartan e utilizamos a descricdo local dada através dos
escalares de Cartan para determinar expressoes explicitas para as dimensées do grupo de
simetria destas variedades e do seu subgrupo de isotropia [18]. Finalmente, apresentamos
um algoritmo para testar a equivaléncia de espagos-tempos de Riemann-Cartan na pratica
e formulamos uma classificacdo invariante desses espagos-tempos através de um conjunto
de quantidades locais. Dessa forma estendranos o algoritmo de Karlhede [26] de modo a
incluir a contribuigio da tor¢dao [22, 24, 25].

No capitulo 3, utilizamos o formalismo espinorial para demonstrar um teorema onde
um conjunto completo minimo de escalares de Cartan é explicitamente construido para

variedades de Riemann-Cartan [22, 23, 24, 29|, estendendo os resultados obtidos para



variedades Riemannianas [28].

No capitulo 4 mostramos como utilizar os médulos de T'CLASST para, calcular tensores
e espinores em uma variedade de Riemann-Cartan. Apresentamos também os médulos
sobre as classificacoes de Petrov e de Segre, e também as classificacbes de vetores e bive-
tores [22, 23, 24]. Para exemplificar os recursos de cdlculo disponiveis, obtemos algumas
propriedades de algumas solugbes exatas das equacdes de campo das TGT.

No capitulo 5, discutimos em primeiro lugar a implementacio do algoritmo para testar
a equivaléncia de espacgos-tempos com torééo em TCLASSI. Em seguida, mostramos as
maneiras como 05 comandos que implementam os passos do algoritmo podem ser utilizados
na pratica para obter a classificacido de uin espago-tempo de Riemann-Cartan e resolver
o problema da equivaléncia nas TGT. Depois, mostramos como obter e interpretar um
sumario dos resultados obtidos em uma classificacdo, que possibilita a construcao de um
banco de dados de solucdes exatas das equacdes de campo das TGT [25]. Alguns recursos
adicionais para a obtencdo de uma classificagao também sido discutidos. Finalmente,
o capitulo é concluido com a descricao dos mddulos de TCLASST e uma, discussio das
maneiras utilizadas para, testa-los.

No capitulo 6, utilizamos as técnicas do problema da equivaléncia implementadas em
TCLASSI para, investigar o problema da homogeneidade espago-temporal de variedades
de Riemann-Cartan com uma métrica tipo Goidel e uma torcio que tem as mesmas si-
metrias translacionais da métrica [34] (veja também [35]). As condicGes necessédrias e
suficientes para a homogeneidade espaco-temporal sdo derivadas, generalizando trabalhos
anteriores sobre espagos-tempos Riemannianos tipo Godel [36]. A equivaléncia destes
espacos-tempos homogéneos é estudada e mostra-se que eles admitem um grupo de trans-
formacoes afim-isométricas com dimensdo 5 ¢ também que sdo caracterizados por trés
pardmetros essenciais ¢,m?,w: trfades idénticas (£,m?,w) correspondem a variedades
equivalentes.

Na conclusio, discutimos os principais resultados obtidos em cada etapa do plano de
tese, sugerindo algumas aplicagdes e aperfeicoam=itos futuros.

No apéndice A apresentamos um breve resumo sobre variedades de Riemann-Cartan e
também alguns resultados sobre fibrados de referenciais (“frame bundles”) em variedades
de Riemann-Cartan. Este apéndice também tem a finalidade de estabelecer convengoes e

notacdes utilizadas no corpo desta, tese.



No apéndice B apresentamos alguns resultados sobre espinores comn dois componentes
em variedades de Riemann-Cartan [37, 38, 39] e obtemos novos resultados relevantes para
o problemna da equivaléncia no contexto das TGT.

No apéndice C listamos o conteiido dos arquivos de algnmas solugoes exatas das TGT,
que foram utilizadas tanto como exemplo como para fazer alguns testes preliminares em
TCLASSI. Esses arquivos estao no diretério tmetrics do disquete em anexo.

Finalmente, a iiltima parte desta tese é um disquete contendo quatro diretérios de-
nominados tclasrc, tmetrics, tclabin e tclatst. Com excegdo de tclabin, cada um
desses diretérios tem um arquivo leiame.txt descrevendo o seu conteiido. O diretério
tclasrc contém o cddigo fonte de TCLASSI, tclabin a imagem compilada, tmetrics
arquivos correspondentes a algumas solugoes exatas das equacgoes de campo das TGT, e,

no tclatst os programas utilizados para testar TCLASSI.



Capitulo 1

O problema da equivaléncia na

Relatividade Geral

1.1 Introducao

Neste capitulo faremos um breve resumo dos principais resultados sobre o problema da
equivaléncia de variedades Riemannianas no contexto da TRG. Maiores informacgées po-
derio ser obtidas, por exemplo, em [17] e nas referéncias ali citadas. Os detalhes referentes
aos aspectos relacionados com o uso de fibrados e espinores podem ser encontrados nos
apéndices A ¢ B, respectivamente.

Na segunda secio, apresentamos a solugdo geral do problems da equivaléncia obtida
por Cartan. Na terceira, discutimos um teorema que permite determinar as dimensoes
do grupo de isometria e do seu subgrupo de isotropia, utilizando os escalares de Car-
tan. Na quarta, apresentamos o algoritmo de Karlhede que estabelece um procedimento
pritico para testar a equivaléncia e possibilita construir uma classificacdo invariante das
métricas das variedades Riemannianas. Na quinta, definimos um conjunto minino de
escalares de Cartan, a partir do qual todos 0s demais podem ser obtidos através de
operagies algébricas. finalmente, a sexta se¢do contém uma breve introdugdo ao sistema
SHEEP/CLASSI, onde discutimos alguns aspectos da implementagdo do algoritmo de
Karlhede em CLASSI e também mostramos como entrar com os dados de uma métrica,

como realizar uma classificacio da mesma e como obter e interpretar um sumdrio dos

resultados.



1.2 A solucao de Cartan

Embora a métrica e a conexiio possam ser introduzidas como estruturas separadas em
uma variedade diferencidvel, isto ndo ocorre na TRG onde a conexio é determinada pela
métrica, através dos simbolos de Christoffel. Neste caso, o campo gravitacional fica com-
pletamente determinado pelos componentes g, da métrica, que sao obtidos resolvcudo-se
as equacOes de Einstein. Portanto, no contexto da TRG, equivaléncia (local) de espagos-
tempos significa isomnetria (local) de variedades Riemannianas.

De uma maneira mais formal, dizemos que duas variedades Riemanianas M e M , de
dimensio n, sio (localmente) equivalentes quando existe um difeomorfismo f : U — U
entre dois sistemas de coordenadas (U, ) e (ff , &) definidos em M e M, respectivamente,
tal que

o .y Ox%82P
Guw(E) = ﬁ;@gaﬁ(m), (1.1)

onde go5{z) € §..(Z) sdo 0s componentes das métricas de M e M nos sistemas de coor-
denadas (U, z) e (ET , &), respectivamente.

No contexto da TRG, resolver o problema da equivaléncia consiste em encontrar um
conjunto de quantidades invariantes sob transformagdes de coordenadas que possibilitem,
a partir da comparacdo de um nimero suficiente dessas quantidades de uma solugéo
das equacbes de Einstein com as correspondentes de outra, decidir pela equivaléncia ou
pio das solugbes. Como veremos a seguir, apesar dos escalares formados por polinémios
na curvatura e suas derivadas covariantes nio servirem para este propdsito {27, 40], as
quantidades apropriadas sdo dadas pelos componentes da curvatura e de suas derivadas
covariantes, em um referencial ndo-holonémico.

Embora a defini¢io de equivaléncia dada pela eq. (1.1) tenha um significado bastante
intuitivo, a sua reformulacéo utilizando 1-formas diferenciais é bastante desejivel, tendo
em vista o método desenvolvido por Cartan para determinar a equivaléncia de 1-formas,
que apresentamos a Seguir.

Sejam M e M duas variedades de dimensio n, onde estdo univocamente definidas
duas bases ndo-holondmicas w® = w®,dz* e &* = &°,dI* nos sistemas de coodenadas
(U,z) e (U ,Z)de M e M, respectivamente. Dizemos que estes conjuntos de 1-formas
sio equivalentes se existe uma transformacdo z#* = z#(%) tal que &* = w®. Cartan [11]

mostrou que estes conjuntos de 1-formas sdo equivalentes se, e somente se, o sistema de
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equacies algébricas formadas pelos objetos de ndo-holonomia C°,, e pelas suas derivadas

covariantes de acordo com

Capq (i‘) = Capq (.'L'),
Cam;ml (‘i') = Capq;ml (.’B) 3
(1.2)
Capq;ml TR 1) (:E) = Cayq;ml e T(pp1) (x)J

tiver uma solucdo =* = z#(%), isto é, for compativel. Os coeficientes em cada membro

das egs. (1.2) sdo obtidos através do célculo das derivadas exteriores

1 a
dot = SCo% WP AH, (1.3)
%, = Copmw™ (1.4)
dC%n = Coomn” (1.5)

e assim sucessivamente. Aqui e no que se segue a derivada covariante é denotada por

ponto e virgula.

A derivada covariante de ordem (p + 1) ¢ a derivada de ordem mais baixa que é
funcionalmente dependente dos elementos do conjunto {C%,,, C%qunis* " *» C gma..my } > AUE
contém apenas derivadas até a ordem p. Considerando que cada derivada contribui pelo
menos com uma nova funcio independente, obtemos o limite (p + 1)} < n, pois em uma
variedade n-dimensional existern no maximo n fungdes funcionalmente independentes.

O contexto mais adequado para se resolver o problema da equivaléncia utilizando o
método de Cartan acima é dado pelo fibrado dos referenciais ortogonais generalizados
F(M) definido sobre a variedade Riemanniana M. O fibrado F(M} é uma variedade
diferencidvel cujos pontos sio representados por um par formado por um ponto p de M e
um referencial ortogonal generalizado definido em p, isto é, uma variedade definida por
F(M) = U,ep Fp, onde Fy, é o conjunto de todos os referenciais ortogonais generalizados
em p € M. Estes referenciais sdo definidos pelos campos vetoriais ha (2 = 1,...,7), que
podem ser dados por

he = B} (2)0,, (1.6)

de tal maneira que os componentes da métrica Mg = g(ha, ly)} = guhthy” sdo constantes

e determinam uma matriz simétrica 7 = (7,;), com a assinatura apropriada [27].
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Os referenciais ortogonais generalizados nao estao definidos de maneira inica em uma
dada vizinhanca U/ de M, pois existem transformagoes lineares nao singulares A que
preservam o produto escalar definido pela métrica, isto é, que deixam os componentes 7,
da métrica invariantes

T = Ao’ T Ay - (1.7)

Estas transformagdes sio denominadas rotagdes ortogonais generalizadas e formam o grupo
ortogonal generalizado O(n) que tem %n(n — 1) parametros £4 em uma variedade n-
dimensional [27, 41, 42]. No caso da TRG e das TGT, este grupo é o grupo de Lorentz
50(83,1), com seis pardmetros.

O fibrado F(M) incorpora naturalmente a liberdade de rotacdo dos referenciais or-
togonais generalizados, tendo em vista que as coordenadas de F'(M) sdo definidas pelas
coordenadas (z*) de M e pelos parametros (£4) do grupo ortogonal generalizado O(n).
Neste contexto, a definicio de equivaléncia (local) dada pela eq. (1.1) pode ser reformulada

utilizando as 1-formas candnicas 8% de F'(M) de acordo com [14, 16]:

Definicao 1.1 Sejam M e M duas variedades Riemannianas de dimensio n e sejam
F(M) e ﬁ(ﬂ ) os fibrados dos referenciais ortogonais generalizados definidos sobre M e
M, , respectivamente. Dizemos que M e M sdo localmente equivalentes quando exisle um

difeomorfismo local J - F(M) = F(M) tal que

Je° =6, (1.8)
onde ©° ¢ 6° sdo as 1-formas candnicas dos fibrados F(M) e 1'5(2\7 ), respectivamente, e

J* é a adjunta da aplicacdo derivada (“pull-back map”) de J.

Uma vez obtida a definigio de equivaléncia (local) em termos de 1-formas diferenciais
dada pela eq. (1.8), 0 método de Cartan pode ser utilizado para resolver o problema da
equivaléncia de variedades Riemannianas [11, 15, 16], sendo a solugdo de Cartan dada

por:

Teorema 1.1 Sejam M e M duas variedades Riemannianas de dimensio n e sejam
F(M) e F(M) os fibrados dos referenciais ortogonais generalizados definidos sobre M e

M, respectivamente. As variedades M ¢ M sdo localmente equivalentes se existe um difeo-

morfismo (local) entre os fibrados F(M) e ﬁ(ﬂ ) tal que as equacdes algébricas formadas
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com componentes das curvaturas e de suas derivedas coverianies

a - a
Q bed T 2 bed *
a — 0o
Y bedimy T bedymy 0
(1.9)
Q8 s
bedimy..meps1y T bedima..mpyyy ?

siio consistentes em termos das coordenadas (z#, £4) e (&, €4) dos fibrados F(M) e F(M),
respectivamente. Reciprocamente, a compatibilidade das egs. (1.9) implica na equivaléncia

das variedades M e M.

A derivada covariante de ordem (p+1) da curvatura é a derivada de ordem mais baixa
que é funcionalmente dependente das derivadas covariantes de ordens 0,1,...,p, onde
(p+1) < in{n+ 1) = dim F(M).

Juntamente com as condicdes necessdrias e suficientes para a equivaléncia dadas pelas
egs. (1.9), a solugio de Cartan também estabelece uma descrigio (local), independente de

coordenadas, de uma variedade Riemanniana M através do conjunto

R(P-l-l) = {Qabcd 1 Qal;tcd;e IEERE Qabcd;ml...m(p+1)}a (110)

formado pelos componentes do tensor de curvatura do fibrado F(M) e de suas derivadas
covariantes até, no médximo, a ordem in(n + 1) para uma variedade com dimensio n.
Estes elementos estio definidos a menos de transformagdes ortogonais generalizadas e
sd0 escalares sob transformacdes de coordenadas, por isso sio denominados escalares de

Cartan [19, 20].

1.3 Escalares de Cartan e o grupo de isometria

Como vimos na segio anterior o conjunto dos escalares de Cartan R, dado pela
eq. (1.10), representa uma descrigdo (local) da métrica de uma variedade Riemanniana.
Isto significa que todas as propriedades locais que podem ser obtidas a partir dos com-
ponentes da métrica g, também podem, em principio, ser obtidas a partir dos escalares
de Cartan. Nesta secio vamos discutir um teorema que permite obter as dimensées do

grupo de isometria e do seu subgrupo de isotropia utilizando os escalares de Cartan.
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Dizemos que um campo vetorial v, comn componentes v® em um dado sistema de coor-
denadas, define uma isometria (local) em uma variedade Riemanniana M se, e somente

se, as seguintes condi¢oes forem satisfeitas:
£vgnv = Uy + Vg = 0. (111)

A eq. (1.11) acima é chamada equacio de Killing e suas solugdes sdo denominadas campos
de Killing. Estes campos sio os geradores do grupo de isometria (local) da variedade,
cuja dimensdo é dada pelo nimero de campos de Killing linearmente independentes. Este
grupo admite um subgrupo de isotropia, se existirem campos de Killing que deixem os
pontos de M fixos [41, 43].

Como vimos na secio anterior, para cada isometria (local) de uma variedade Rie-
manniana M existe, em correspondéncia biunivoca, um difeomorfismo J no fibrado dos
referenciais ortogonais generalizados F(M) que deixa os escalares de Cartan invariantes
(cf. teorema 1.1}. Se existem k escalares de Cartan funcionalmente independentes, entao
o sistema de equacgdes algébricas dado pelas egs. (1.9) tem k equagdes independentes, e a
sua solugio é um difeomorfismo J que depende de in(n + 1) — k constantes arbitrérias.
Considerando separadamente as funcdes das coordenadas (z#) de M e dos pardmetros (£4)

do grupo O(n), pode-se demonstrar o segunte teorema sobre o grupo de isometria [11, 44]:

Teorema 1.2 Seja o fibrado F (M) dos referenciais ortogonais generalizados, com cur-
vatura Q°,, e coordenadas (z*,£*), definido sobre uma variedade Riemanniana M de
dimensdo n. Considere que ezistem k, escalares de Cartan funcionalmente independentes
no conjunio Ripr1) = { Q%4 Wieae - - Lhedimy..mp 0y} OR8E My 580 fungdes das coor-
denadas (£4) e t, sdo fungdes das coordenadas (z*). Entdo erviste em M um grupo de
isometria de dimenséor = %n(n-}- 1)—k, , que tem um subgrupo de isotropia de dimensdo

s=3n(n—1) —my, e que atua em uma Jrbita de dimensiod=r—s=n—1,.

Este teorema é um exemplo da aplicagio dos escalares de Cartan na determinagéio
das propriedades locais de uma variedade Riemanniana. Entre outras aplicagdes na TRG
podemos citar a determinagio da 4lgebra de Lie do grupo de isometria [45, 46], o estudo
dos limites de familias de espagos-tempos [19, 20], a classificagio das solucdes de fluido
perfeito [47] e a determinacio do mimero de campos de Killing tipo-espago em subclasses
dessas solucdes [48]. Na préxima segdo apresentamos um algoritmo para testar a equi-

valéncia que possibilitou estas aplicagbes. A partir desse algoritmo foi possivel estabelecer
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critérios para formular uma classifi¢io das variedades Riemannianas em termos de um

conjunto de quantidades locais, invariante sob transformacio de coordenadas.

1.4 O algoritmo de Karlhede

Apesar da solugiio de Cartan resolver o problema da equivaléncia do ponto de vista formal,
as possibilidades de sua aplica¢io na TRG podem parecer um tanto desanimadoras, pois
além de ser dada em termos das 10 coordenadas (z*, £4) do fibrado F(M), pode envolver o
célculo de até 8.690 quantidades independentes [49]. Entretanto, estas dificuldades foram
reduzidas consideravelmente através de um algoritmo, formulado por Karlhede [26], que
estabelece um procedimento pratico para testar a equivaléncia. Este algoritmo ndo s6
possibilita a realizagdo dos cdlculos na variedade base M, como também reduz bastante
o niimero de guantidades calculadas.

Como uma das etapas do nosso projeto de pesquisa foi a extensio do algoritmo de
Karlhede para variedades de Riemann-Cartan, deixaremos a discussdo das motivagoes
e idéias utilizadas na formulacdao do mesmo para o capitulo 2, onde essa extensdo serd
apresentada. Aqui nos limitaremos a enuncid-lo. O algoritmo comega com o célculo do

conjunto
}?ﬂ: {RabodiRabcd;e!'"5Rabod',m1...mq}’ (1'12)

formado pelos componentes R%,; da curvatura de M e das suas derivadas covariantes,
em relacdo a um referencial ortogonal generalizado. Iniciando com a derivada de ordem

¢ = 0, que corresponde a R%_,, ele tem os seguintes passos:

1. Calcule os elementos do conjunto Ry, ie., as derivadas da curvatura até a
ordem g;
9. Escolba um referencial canénico e fixe-0 0 mdximo possivel, colocando os ele-

mentos de R, na forma candnica;

3. Determine a liberdade de rotacoes generalizadas do referencial candnico, en-
contrando o grupo de isotropia residual H, cujos elementos sdo as rotagdes

generalizadas que deixam invariantes as formas candnicas dos elementos de

Ry
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4. Encontre o nimero t, das fungoes das coordenadas de M que sdo funcional-

mente independentes entre os elementos de Ry;

5. Se o grupo de isotropia Hy for o mesmo que o grupo H, 1) € se 0 nimero de
funcdes independentes t, for igual ao ndmero ty_,), entdo faca ¢ = (p+1) e
o processo estd terminado. Caso contrario, aumente ¢ de uma unidade e volte

para o passo 1.

Karlhede verificou que os a aplicagio desse algoritmo envolve critérios que permitem
separar as variedades Riemannianas em classes de equivaléncia, de uma forma invariantes
sob transformacoes de coordenadas. Cada uma dessas classes é representada pelas seguin-
tes quantidades locais: (i) o conjunto das formas canénicas dos elementos de Rp,1); (44)
o conjunto dos grupos de isotropia residuais {Hp, ..., Hp}; e (i4i) o conjunto dos nimeros
das fungtes das coordenadas (z#) que sdo funcionalmente independentes {2, ...,%,}. Es-
ses conjuntos de quantidades locais estabelecem o que ficou conhecido como a classificagio
de Karlhede da métrica de uma variedade Riemanniana.

Como a classificagio de Karlhede estabelece diversas condigoes necessirias para a equi-
valéncia local, podemos verificar se duas variedades Riemannianas ndo sio equivaléntes
comparando as suas classificacdes de Karlhede. Além disso, também podemos comparar
diversas quantidades discretas relacionadas como, por exemplo, as dimensdes dos grupos
de isometria r = 4 t, + s (cf. teorema 1.2). Apenas nos casos em que essas quantidades
coincidirem é que sera necessario retornar ao fibrado para determinar se as egs. (1.9) sdo
compativeis ou nao.

Utilizando o algoritmo também foi possivel mostrar que, no caso das variedades
espagos-tempos, as derivadas do tensor de curvatura devem ser calculadas até a 82 or-
dem, no méximo, reduzindo assim limite obtido por Cartan (i.e., derivadas até a 10%
ordem) [26, 49]. Neste caso, podem existir até 3.156 quantidades independentes que pre-
cisam ser calculadas. Entretanto, dentre cerca de 100 solugbes exatas estudadas [17],
el apenas um caso foi necessdrio realizar os célculos até a derivada corvariante de 4%
ordem [50] A questdo do menor valor para o limite méximo da ordem das derivadas a
serem calculadas ainda se constitui objeto de estudo [51]-[54].

Um aspecto importante na aplicagio do algoritmo de Karlhede é que, devido &s relages
algébricas existentes entre os elementos de R(z,1) obtidas a partir das identidades de

Bianchi e de Ricci, nioc é necessdrio calcular todos os componentes das derivadas da
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curvatura no conjunto R(,;). Na proxima se¢do, apresentaremos um importante resultado
que possibilita a aplicacdo do algoritmo utilizando apenas derivadas da curvatura que sao
algebricamente independentes, com uma grande redu¢do na quantidade de cilculos que

precisam ser realizados.

1.5 Um conjunto minimo de escalares de Cartan

Nesta secio apresentaremos um conjunto explicitamente construido com o miimero minimo
de derivadas da curvatura de ordem 0 < g < m que sio algebricamente independentes ¢ a
partir das quais todas as derivadas de ordem m podem ser obtidas através de operacdes
algébricas, isto é, usando somas, produtos e contragGes. Dizemos que este é um conjunto
completo minimo para as derivadas covariantes da curvatura de ordem m.

Podemos ter uma idéia da economia obtida do ponto de vista da computagdo com o
uso de um conjunto completo minimo considerando que, dentre as 20 x 49 componentes
das derivadas de ordem ¢ da curvatura apenas (g + 1){(g + 4)(g + 5) sdo algebricamentes
independentes. A partir destes resultados podemos verificar que, para as derivadas até a
sétima ordem (¢ = 0,1,...,7), existem 3.156 quantidades independentes em um total de
436.900, isto é, os elementos independentes representam apenas 0,7% do total [28].

Aman e MacCallum mostraram como construir, explicitamente, um conjunto com-
pleto minimo para as derivadas da curvatura de uma variedade Riemanniana, utilizando
o formalismo espinorial [28]. Considerando que obtivemos uma generalizacio deste re-
sultado para variedades de Riemann-Cartan, deixaremos a discussdo do método utilizado
na obtencao do mesmo para o capitulo 3, onde apresentaremos essa generalizacdo. Por

enquanto, apenas enunciamos o seguinte teorema demonstrado em [28]:

Teorema 1.3 Seja uma variedade Riemanniana {-dimensional cujas partes irreduliveis
do espinor de curvatura sdo dadas pelo espinor de Weyl W pcp, o0 espinor de Ricei
D aporp € o escalar de curvatura A. Entdo todes as derivadas covariantes de ordem
m do espincr de curvatura podem ser ezpressas algebricamente em termos dos elementos
dos conjuntos C, e seu complezo conjugado Cy, para 0 < g < m, onde Cy € um conjunto

minimo para estas derivadas definido por:
(i) a derivada totalmente simetrizada de ordem g do espinor de Weyl

V{X (AVY'B s VZ )G‘IJHKLM); (1.13)
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(i5) a derivada totalmente simetrizada de ordem q do espinor de Ricci

Xf r ’ va!
AU LA L LA (1.14)

(i) a derivada totalmente simetrizada de ordem g do escalar de curvatura

VX VY VP A, (1.15)

(iv) a partir de ¢ 2 1, a derivada totalmente simetrizada de ordem (¢ — 1) do espinor

- — N :
Epagm =V U"I’HKMN, ou seja

Xt . (R
v V5 VTG EY iy (1.16)

(iv) Para q > 2, o d’Alembertiano 0 = VA4V 44 de todos os elementos do conjunto

C(q—2) .

O conjunto mfnimo C; ndo é dnico, pois existem outros conjuntos minimos que estao
algebricamente relacionados com Cj através das derivadas covariantes das identidades de
Bianchi e de Ricci. Entretanto, o conjunto C; tem duas propriedades importantes para
a aplicagfio do algoritmo de Karlhede: (i) é definido recursivamente, o que possibilita o
calculo das derivadas independentes de ordem m sem que seja preciso calcular todas as
derivadas de ordem 0 < g < m; (ii) contém apenas espinores totalmente simetrizados,
permitindo definir uma notagio compacta [28, 19], onde cada espinor é representado
utilizando dois indices apenas. O uso dessa notagdo, do ponto de vista computacional,
simplifica os algoritmos e facilita o armazenamento computacional e recuperagio destas

quantidades.

1.6 Classificando métricas na pratica

Nesta se¢do, faremos uma breve introdugéio ao sistema SHEEP/CLASSI de computacido
algébrica para a TRG. Uma abordagem mais detalhada pode ser encontrada em [17].
Inicialmente, discutimos alguns aspectos relacionados com a implementagao do algoritmo
de Karlhede. Depois mostramos como entrar com os dados de uma métrica, como realizar
uma classificacio da mesma e, finalmente, como obter e interpretar um sumdrio das

guantidades discretas calculadas.
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A implementacio do algoritmo de Karlhede em CLASST é realizada utilizando espi-
nores com dois componentes, pois desta forma as simetrias dos objetos geométricos sao
expressas de uma forma compacia. Em particular, os elementos do conjunto completo
minimo de escalares de Cartan sio expressos por espinores totalmente simetrizades, con-
forme apresentamos na se¢do anterior (cf. teorema 1.3). Além disso, do ponto de vista
computacional, a substituicio de quantidades reais por complexas possibilita uma redugéo
no mimero de quantidades que precisam ser armazenadas pelo computador.

A seguir apresentamos os médulos de CLASST que foram desenvolvidos para a im-
plementacio de cada passo do algoritmo de Karlhede (c¢f. pag. 14), dande uma breve
descri¢cdo da funcdo de cada um desses médulos.

No passo 1 do algoritmo de Karlhede sio calculados apenas os espinores que fazem
parte do conjunto completo minimo dos escalares de Cartan (cf. teorema 1.3). Este passo
estd implementado através dos m6dulos: (i) SPINOR, para calcular o espinor da conexao;
(#) PsiPHI (ou SPCURV) para calcular as partes irredutiveis do espinor de curvatura;
(#i1) SYMSPI, com os operadores para calcular d’Alembertianos e derivadas covariantes de
espinores totalmente simetrizados; e (v) EQUSP1 que implementa o restante dos espinores
do conjunto completo minimo dos escalares de Cartan, até as derivadas de sétima ordem.

No passo 2, para g = 0, temos a classificagio algébrica do espinor de curvatura e os
procedimentos para fixar o referencial candnico. Assim, primeiro sdo obtidos os tipos
de Petrov e de Segre dos espinores de Weyl e de Ricci utilizando os médulos PTRVSP e
SEGRE, que implementam os algoritmos desenvolvidos por Aman et al. [55, 56] e por Joly
e MacCallum [57, 58], respectivamente.

Depois transformacgies de diadas sio realizadas para colocar o espinor de Weyl (PSI)
em uma forma canénica correspondente ao seu tipo de Petrov, usando o médulo DYTRSP.
Esta é a etapa mais trabalhosa de ser realizada na prética. Entretanto, em muitos casos,
a mudanca para o referencial candnico pode ser realizada automaticamente pelo sistema,
utilizando o médulo DyTAUT [17]. Nos casos em que isto nio é possivel, as transformagoes
tém que ser encontradas interativamente através do médulo DYTSYM.

Em seguida, o mesmo procedimento é utilizado com o espinor de Ricci, procurando
fixar ainda mais o referencial. Entretanto, nem sempre é possivel colocar os espinores de
Weyl e de Ricci simultaneamente nas respectivas formas cadnicas.

Nos passos 3 e 4 o ntimero das fungdes independentes é determinado através do célculo
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do posto do Jacobiano das possiveis fungdes independentes, utilizando o médulo FUNTST.
Os grupos de isotropia sdo obtidos a partir das formas cantnica, utilizando algoritmos
desenvolvidos por Aman e implementados no médulo ISOTST.

Por fim, os comandos para a classificagao de uma métrica, onde todos os passos do
algoritmo de Karlhede sio sucessivamente realizados até as derivadas de sétima ordem,
estdo implementado no médulo CLASSI, que ﬁtiliza todos os modulos anteriormente men-
cionados. Estes comandos sdo agrupados em um inico comando a partir do qual o sistema
realiza automaticamente a classificacio de Karlhede de uma dada métrica, como mostra-
remos mais adiante. Antes, porém, vamos apresentar alguns comandos utilizados para
realizar a entrada dos dados de uma métrica.

A maneira de executar o sistema SHEEP/CLASSI depende da implementacao utili-
zada. Em geral, no MS-DOS ou em UNIX o sistema é executado através do comando
classi, que resulta no prompt SHP>, indicando que o sistema estd pronto para a en-
trada de dados e de comandos. Os comandos de SHEEP/CLASSI utilizam a sintaxe de
LISP [30, 31), onde cada comando tem um paréntesis no inicio e outro no final.

A entrada dos dados com as informagées sobre uma dada métrica pode ser feita inte-
rativamente, passo a passo, ou entdo carregando um arquivo de métrica que contém essas
informagdes. O arquivo de méirica, na maioria das vezes, é preparado interativamente.

A entrada de dados, tanto interativamente quanto através de um arquivo de métrica,

geralmente é realizada utilizando os seguinte comandos:

1. (TITLE "...") - E utilizado no inicio do arquivo de métrica e tem como argu-
mento uma seqiiéncia de caracteres colocados entre aspas. Geralmente contém

o nome do arquivo e informagoes sobre a métrica.
2. % - Introduz comentarios. Tudo o que aparece na linha apés ‘%’ é ignorado.

3. (LOAD "nome.ext") - Carrega um arquivo de métrica ou de programas. O
argumento nome.ext € o nome do arquivo, incluindo a sua localizagéo, que
deve estar entre aspas. Ndo é necgssdrio digitar a extensdo ert nem utilizar
aspas para carregar os médulos de SHEEP/CLASSIL

4. (ZERDINIT espinor) - Atribui o valor zero a todos os componentes do argu-

mento espinor, que pode ser tanto um espinor quanto um tensor.

5. (OFF ALL) - Desliga todas as chaves que controlam a execugio do sistema
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SHEEP/CLASSI.

(VARS wvar0,varl,...) - Define as coordenadas. Os argumentos var0, varl, efc
formam uma lista com as letras (ou 0os nomes) que especificam as coordenadas,

com a coordenada temporal em primeiro lugar.

(NAMLC nome) - Faz com que o argumscato nome, seja impresso com letras

mindsculas. Geralmente é utilizado nos nomes das coordenadas e de funcdes.

(REAL ...}, (COMPLEX ...) - Delinem os seus argumentos como quantidades

reais ou complexas, respectivamente. Utilizados com a chave COMPLX ligada.

(RPL espinor) expralg$ - Define a expressao algébrica expralg como sendo a
forma funcional do argumento espinor. Utilizado para definir uma dada funcao
ou 0s componentes de um espinor (ou tensor), em termos das coordenadas da
variedade. Por exemplo, o comando (RPL A)x*y$ define a funcdo A como
sendo A = zy e o comando (RPL GDD 1 1 GDD 1 2)A%y$ define os compo-
nentes g;; € gi2 da métrica (GDD) como sendo g1; = A e g1z = y. Apesar de
especificar a forma funcional de A, 0 comando RPL nao define A como uma
funcio das coordenadas z e y, isto deve ser feito separadamente utilizando o

comando FUNS, como veremos a seguir.

(FUNS (espinor varl,var2,...)) - Este comando define o argumento espinor
como uma funcdo arbitriria das coordenadas wvarl,var2, etc, possibilitando
o calculo de suas derivadas. No caso de uma funcio constante, os nomes
das coordenadas nao sao indicados. Este comando possibilita que expressdes
simplificadas para as derivadas de uma fun¢io sejam introduzidas no lugar das
expressdes que foram calculadas por SHEEP/CLASSI. Por exemplo, a derivada
da funcao F' com relagio 4 coordenada z é substituida pela expressao algébrica
expralg utilizando o comando (FUNS (F SPEC X))ezpralg$. Os comandos RPL
e FUNS ndo especificam os espinores ou tensores onde os valores das fungoes

devem ser utilizados. Isto é feito separadamente, com as listas de substituicio.

(NEWSUL sublist) espinor$ezpralg$ - Define a substituicao de espinor pela ex-
pressio algébrica ezpralg, que fica armazenada na lista de substitui¢oes deno-
minada sublist. Com o comando (NEWSUL n nsublist) podem ser definidas n

substituiches que sao armazenadas na lista nsublisf. Para uma funcio A = zy,
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por exemplo, o comando (NEWSUL ASUL)A$:A$ define a lista ASUL contendo a

substutuicio de A pelo seu valor :4, isto é, de A por Ty.

(USESUL sublist espinorl, espinor2,...) - Aplica as substitui¢cdes definidas na

lista de substituicoes sublist nos espinores espinorl, espinor2,etc.

IZUD - Matriz 4 x 4 cujas linhas sdo os componentes d... i-formas que definem
a base de tétradas utilizada para a entrada de dados w* = Z4.dz* (IFORMSU).
Os valores dos elementos de IZUD sdo atribuidos ~om o comando RPL. O nome

IZUD refere-se a Input Z Up Down.

(LORENTZ IFRAME) - Define o tipo de tétrada utilizada para a entrada de dados
(IFRAME) como sendo uma tétrada de Lorentz (LORENTZ). Para definir tétradas

tipo nulo e semi-nulo utiliza-se NULLT e HNULT, respectivamente.

ZUD - Matriz 4 x 4 cujas linhas sdo os componentes das 1-formas que definem a
base de tétradas utilizada para a realizacio de calculos (FORMSU). E calculada

automaticamente pelo sistema, a partir dos elementos de IZUD.

(NULLT FRAME) - Define o tipo de tétrada utilizada para a realizagio de calculos
(FRAME) como sendo uma tétrada nula. Para definir tétradas de Lorentz ou
semi-nulas, basta utilizar LORENTZ ou HNULT, respectivamente, em lugar de
NULLT. Se o tipo de tétradas FRAME néo for especificado pelo usudrio, entéo o

sistema o considera como sendo idéntico a TFRAME.

DYTR - Matriz de transformacao de diadas. Introduz uma transformacao de
Lorentz da tétrada utilizada para a entrada de dados (IZUD) para a tétrada
empregada para a realizagio dos célculos (ZUD). Os valores dos seus elementos

sdo atribuidos com o comando RPL.

Além destes comandos, SHEEP/CLASSI tem diversas chaves que controlam a sua

execucio e que também sdo iiteis para a especificacio dos dados que definem uma métrica.

Uma chave denominada switch, por exemplo, pode ser ligada com o comando (switch ON)

e desligada com (switch OFF). Algumas das chaves mais importantes sao:

1.

NOZERO - Faz com que apenas os componentes ndo nulos de um espinor sejam

Impressos;
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2. COMPLX - Permite trabalhar com quantidades reais e complexas, definidas com

os comandos REAL e COMPLEX, respectivamente;

3. SPACELIKE - Muda a assinatura da métrica da convengio (+ — ——), utilizada

como default, para a conven¢io (— + ++).

4. NEGRIESIGN - Muda o sinal na defini¢io do tensor de curv:: ura

v,

Rl =+ (F“W a— e, + ¥, — F“WI"‘,,ﬁ) i (1.17)

Com esta chave ligada o sinal + (mais), da convencdo utilizada por default, é

mudado para o sinal — (menos);

5. NEGEINSIGN - Muda o sinal na defini¢do das equagdes de Einstein

1
Rop — 5Rgap = 81T, (1.18)

onde Ro3 = R, 5 ¢ R = g*’R,,. O sinal + (mais), da convencio utilizada por

default, ¢ mudado para o sinal — (menos), quando esta chave estiver ligada.

Uma vez realizada a entrada dos dados referentes a uma solugio exata da TRG, os
diversos recursos de cdlculo disponiveis em SHEEP/CLASSI podem ser utilizados para
investigar as propriedades dessa métrica. Consideraremos a seguir apenas aqueles rela-
cionados com as maneiras de realizar a classificacio de Karlhede.

Existem duas maneiras de realizar a classificacio de Karlhede utilizando CLASSL.
Na primeira delas, todos os cdlculos do algoritmo de Karlhede sdo realizados automati-
camente em uma ordem prefixada pelo sistema. Na segunda, os célculos sdo realizados
interativamente, passo a passo, em uma ordem determinada pelo usudrio. Mostraremos
aqui apenas a primeira maneira, considerando um arquivo de métrica previamente prepa-
rado. A maneira interativa serd apesentada no capitulo 5, onde discutimos a classificagao
dos espacos-tempos com tor¢io utilizando TCLASSIL

Para realizar a classificacio de Karlhede pela a maneira prefixada pelo sistema, basta
carregar o arquivo de métrica em CLASSI e depois utilizar o comando (CLASSIFY). Neste
caso, 0 sistema realiza automaticamene todos os cdlculos até completar a classificagdo,
ou até atingir o limite das derivadas de sétima ordem. Entretanto, se a métrica nio
estiver no referencial candnico a classificagio serd interrompida ao final dos calculos cor-

respondentes & ordem ¢ = 0. Os cédlculos do algoritmo também podem ser realizados
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separadamente para cada ordem ¢ das derivadas utilizando os comandos (CLASSIFYq),
onde g =0,1,...,7.

A guantidade de informacgao apresentada durante uma classificagao pode ser reduzida
através da chave LESSPRI. Uma redug¢io ainda maior é obtida com SHORTPRI. Antes de
cada nova classificagdo o comando (INITCLASSI) deve ser utilizado, para fazer com que
os valores de diversos parametros utilizados na classificacio anterior retornem ao valor
inicial. O comando CLEAN remove todos os dados de uma métrica.

Para classificar uma métrica sem precisar carregar seu arquivo de métrica, basta utili-
zar o comando (CLASSIFY "nome.ext"), onde nome.ext é o nome do arquivo de métrica.
Neste caso, o sistema carrega o arquivo e depois realiza automaticamente a classificacao.
Quando o comando CLASSIFY é utilizado nesta forma, os resultados de todos os célculos
830 escritos em um arquivo cujo nome é formado pelos 8 primeiros caracteres do nome
do arquivo de métrica e pela a extensdo res. Um outro arquive também é criado, con-
tendo um sumdrio escrito em uma linha apenas, com as guantidades discretas obtidas na
classificagdo. Este arquivo tem o mesmo nome do anterior, mas a sua extensao é sum.

O sumério com as quantidades discretas obtidas na classificagao de Karlhede também
pode ser obtido interativamente com o comando (CLASSISUM), cujos argumentos podem
ser ou o nome (contendo até 6 caracteres) de um arguivo de métrica ou NIL. Estes sumarios
sao bastantes 1iteis para identificar métricas que nio sio equivalentes € sdo utilizados na
construcio de um banco de dados !, que ji conta com mais de 100 solugdes exatas da
TRG [17].

Para tornar possivel a construcio de um sumadrio escrito em uma linha apenas, foi
necessario definir uma abreviacao contendo apenas um caractere para cada tipo de Petrov,
tipo de Segre e grupo de isotropia [17]. As abreviagbes dos tipos de Petrov e de Segre
estio listadas nas tabs. (4.3)-(4.4) nas pédginas 106 e 112, respectivamente; as dos grupos
de isotropia estao dadas na tab. (1.1) na pigina 24.

Alguns exemplos com sumdrios de solugoes exatas da TRG estdo dados na tab. (1.2)
na pagina 25. Os nomes utilizadas para as solucdes sdo os nomes dos arquivos de métrici
distribuidos com o cédigo fonte de SHEEP/CLASSI, que estdo no diretério metrics.

Maiores detalhes podem ser encontrados em [17].

1Este banco de dados estd disponivel on-line na internet em http://edradour.symbcomp.uerj.br,

http://www.astro.queensu.ca € http: //www.maths . soton.ac.uk.
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z 1 0 u 0 1

Grupo de Nome Nome em Representacgio
Isotropia Abreviado CLASSI Matricial
0 0 none —
e? 0
50(2) 8 space (spin) rotations .
0 e
a 0
50(1,1) b boosts
0 a7t
_ 1 0
NiIm k 1-parameter null rotations
ta 1
. 1 0
N1 Re k 1-parameter null rotations .
a
] ae'l 0
S0(1,1) x SO(2) e boosts and rotations .
0 ale—d
1
Ny n null rotations 0
z 1
ig Y
S0(3) p S0(3) rotations ¢ co o © .sena
—e gena e *cosa
ig her iy hao
S0(2,1) ! $0(2,1) rotations € cosha ersen
e~Tsenha e Peosha
] ] e 0
N; x 50(2) r null and spin rotations ) .
ze~¥ g
10 0 1
50(3,1) 6 full Lorentz group ( ) ( u ) ( v )

Tabela 1.1: Grupos de isotropia de espagos-tempos na TRG, com as abreviagbes e os nomes

usadas em CLASSI[17]. Os pardmetros a, o, 3 € <y s8o reais e z, 4 e w s&o complexos. Na

representagdo acima s é o grupo das rotagdes R, e b o grupo das transformag6es de Lorentz

especiais (“boosts”) B, em relacio ao eixo z (veja [39]). O grupo ¢ fica representado pelo

produto matricial R,B; By, r por R.N, e o grupo ¢ por R, B,.



nome PAY r =8 H; 1

desitt 110 X 6 66-—— 00—
bertot e00 6 2 ee— 00—
petvac bib 4 1 bb— 11--
sphsta 81D 4 1 sgg~- 11--
datray r02 3 0 00— 11--
allmut p13 1 0 00-— 33—
einsta f10 7 3 f£ff-- 00—
kasner 001 3 O 00— 11—
kerr 00D 2 0 e00- 222-
minkow 000 X 6 66— 00-—-
schwar 00D 4 1 ess- 111-
frwcl f10 6 3 ff-- 11—
renord e0D 4 1 ess- 111-
godel pib 4 0 0--- 0-—
wavez OON 5 2 nnn- O11-
wavezk OON 1 O mn000 0233

Tabela 1.2: Sumérios de classificacoes de métricas, contendo quantidades discretas [17].
Cada linha corresponde a um sumério. As colunas contém os seguintes dados: (1) nome
é 0 nome (com 6 caracteres no mdximo) de um arquivo de métrica; (2) ® é o tipo de
Segre (cf. tab. (4.4, pag.112); (3) A indica se o escalar de curvatura é igual a zero (0)
ou ndo (1); (4) ¥ é o tipo de Petrov (cf. tab. (4.3), pag.106); (5) r é a dimensdo do
grupo de isometria (se » = 10 a letra X é usada); (6) s é a dimensdo do grupo de
isotropia; (7) H; (: = 0,...,3) sdo os grupos de isotropia (cf. tab. (1.1), pag. 24) das
sucessivas derivadas covariantes do espinor de curvatura; e (8) ¢; é o nimero de fungdes
funcionalmente independentes que as derivadas contém. Nas oito 1ltimas colunas, o sinal

“-? representa um valor ndo calculado.



Capitulo 2

O Problema da equivaléncia nas

teorias da gravitacao com torcao

2.1 Introducao

A partir deste capitulo iniciamos a discussdo das quatro etapas que compdem o plano de
pesquisa desta tese, com a apresentagio dos resultados originais obtidos. Os detalhes dos
célculos realizados utilizando fibrados podem ser encontrados no apéndice A.

Na préxima secdo demonstramos um teorema onde o problema da equivaléncia (lo-
cal) de variedades de Riemann-Cartan é resolvido {18]. Na terceira segio, discutimos as
simetrias (locais) das variedades de Riemann-Cartan e demonstramos um teorema que
possibilita a determinagio das dimensdes do grupo de simetria e do seu subgrupo de iso-
tropia a partir dos escalares de Cartan [18]. Na quarta segio, desenvolvemos um algoritmo
para testar a equivaléncia e formulamos uma classificacio invariante dos espagos-tempos
de Riemann-Cartan [22, 24].

Os resuldados principais deste capitulo foram objeto das publicaces [18, 24].

2.2 O teorema da equivaléncia

Como vimos no capitulo 1, a equivaléncia (local) de campos gravitacionais na TRG signi-
fica 0 mesmo que isometria local de variedades Riemannianas, pois a conexao ¢ completa-
mente determinada pela métrica nessas variedades. Entretanto, isto nao mais ocorre nas

TGT, onde a conexdo das variedades de Riemann-Cartan tem uma parte independente da

26



— 97—

métrica dada pelo tensor de tor¢do. Neste caso, mesmo existindo isometria (local) entre
duas variedades, os transportes paralelos podem ser diferentes. Portanto, o conceito de
equivaléncia precisa ser generalizado de modo a incluir a tor¢ao.

Definimos a equivaléncia (local} de variedades de Riemann-Cartan considerando se-
paradamente as condigbes tanto para isometria quanto para a preservaciao da conexdo
(torcdo). Dessa forma, generalizamos a definicdo dada pela eq. (1.1) e introduzimos os
graus de liberdade adicionais da tor¢do. Em termos formais dizemos que duas variedades
de Riemann-Cartan M e M, , de dimensdo n, sdo localmente eguivalenies quando existe
um difeomorfismo f : U ++ U entre dois sistemas de coordenadas (U, z) e (U, Z) definidos

emMeM , Tespectivamente, tal que as seguintes condigées sio satisfeitas:

o 0x® 9P

gpu(m) = 5}"«&:@ gaﬂ(x)’ (2°1)
~ OE? 9™ Db ox? <

P 7)) = — 2 77 A - -
Pw@) = Fpam oz | T 50 gz (22)

onde gog(z) € §u(E) sio os componentes da métrica e I 4(z) e I'*,,(Z) sdo os compo-
nentes da conexio de M e M , em relacdo aos sistemas de coordenadas (U, z) e (ﬁ , &),
respectivamente.

Entretanto, para podermos utilizar o método de Cartan sobre equivaléncia de 1-formas
apresentado na secio 1.2, foi preciso reformular a defini¢io de equivaléncia dada pelas
egs. (2.1)-(2.2) utilizando o fibrado dos referenciais ortogonais generalizados, de acordo

com:

Definicao 2.1 Sejam M e M duas variedades de Riemann-Cartan de dimensdon e sejam
@° ¢ ©° as 1-formas candnicas, 3%, e f)“b as 1-formas conezao dos fibrados dos referenciais
ortogonais generalizados F(M) e F(M) definidos sobre M e M, respectivamente. Dizemos
que M e M sio localmente equivalentes guando eziste um difeomorfismo local J : F(M) v
F(M) tal que

Je" = e, (2.3)
Je, =38, (2.4)
onde J* é a adjunta da aplicacio dertvada (“pull-back map”) de J.

Note que no caso das variedades Riemannianas ndo foi preciso impor a condigdo para a
preservacgdo da conexdo, dada pela eq. (2.4), porque ela é obtida a partir da condigéo para
isometria dada pela eq. (2.3) {16].
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Considerando que as 1-formas {6%,¥%}, utilizadas na definigdo 2.1, definem univoca-
mente uma base nao-holondmica no fibrado F(M), o método de Cartan pode ser utili-
zado para obter as condighes necessirias e suficientes para a equivaléncia de variedades
de Riemann-Cartan.

Para resolver este problema de equivaléncia de 1-formas pelo método de Cartan pre-
cisamos, em primeiro Jugar, calcular os componentes dos objetos de nao-holonomia. De
acordo com a eq.(1.3), o objeto de ndo-holonomia é definido pelos componentes das
2-formas d6® e d¥.%, decompostas em somas de produtos exteriores das 1-formas da base
{6°,%2%}. Estas derivadas exteriores podem ser obtidas diretamente das equagGes de
estrutura de Cartan para o fibrado ¥ (M) dadas por

de* = L, A"+ %r“bc et nec, (2.5)
A5 = S AT+ 500N 6%, (2.6)

onde os coeficientes 7%, = 7%.(%,£) € %y = 0%.4(2,€) sdo o8 componentes torgio e
da curvatura de F(M), respectivamente. Portanto, os componentes do objeto de néo-
holonomia (diferentes de 0 € 1) sdo dados por 7%, e por %, ;.

Os passos restantes do método de Cartan, de acordo com as egs. (1.3)(1.5), consistem
no cdlculo da derivada exterior de 7%, e Q% ,, da derivada exterior dos componentes de
dr%, e dQ°, 4, e assim sucessivamente.

A derivada exterior dos componentes do objeto de nao-holonomia (cf. Apéndice A)

pode ser escrita como

drs, = 19,07 — 1% E% + T4 + 7550, (2.7)

A% = D%enO" — Ve’ + 0aZ ™y + PonaZe + DPpent"as (2.8)

onde os coeficientes sdo 0s componentes 74, e 2%, da torcao e da curvatura e 0s compo-
nentes 7%, € V%4, das suas derivadas covariantes, respectivamente.
No préximo passo, considerando d74%, e d€1%, 4 j4 foram obtidas, calculamos apenas a

derivada exterior dos novos coeficientes 7%, € {0%4.,, que podemos expressar como
dTabc;n = Tnbc;nkek - kac;n ak + Takc;nzkb + Tﬂbk;nzkc + Tabc;kzkn ? (2'9)
dﬂabcd;ﬂ = ancd;nkek - kacd‘,nzak + Qakcd;uzkb + Qabkd;nzkc
A%t 24+ Poeg (2.10)
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onde os novos coeficientes sdo os componentes 7%,.;. € 3%.,; das derivadas covariantes
de segunda ordem da. torcao e da curvatura, respectivamente. Portanto, no passo a seguir
temos que calcular apenas a derivada exterior dos novos coeficientes 7%,.,; € 2%cg.n-
Antes de prosseguirmos com os passos do método de Cartan, devemos considerar as
relaches entre as derivadas covariantes da torgdo e da curvatura que sio determinadas
pelas derivadas covariantes das identidades de Bianchi e de Ricci, conforme veremos em
detalhes no capitulo 3. Aqui estamos interessados apenas nas relacbes lLineares que as
derivadas da tor¢io tém com as derivadas da curvatura, permintindo que umas sejam
expressas como combinacoes lineares das outras. Estas relagoes sio determinadas pelas

derivadas covariantes da identidade de Bianchi
D oty = " s = ~7" peT - (2.11)

As identidades dadas pela eq. (2.11) sdo equagbes algébricas lineares nos componentes
Q¢ , da curvatura e nos componentes 7%, da derivada covariante da tor¢do. Neste caso,
quando os componentes 7%, da tor¢io forem conhecidos, podemos utilizar estas identida-
des para expressar 16 dos elementos do conjunto Jp = {2%,, 7%..4} como combinagdes
lineares dos restantes.

De maneira andloga, como as derivadas covariante de ordem ¢ das identidades de
Bianchi dadas pela eq. (2.11) sdo lineares nas derivadas da curvatura de ordem ¢ e nas

derivadas da tor¢ao de ordem (g + 1), obtemos que os elementos do conjunto

‘7(1 = {Qabcd;m1...mq? Tabc;m1 ---m(q+1)} (212)

estardo relacionados entre si por equages algébricas lineares, quando forem conhecidas as
derivadas da tor¢io de ordens 0,1,...,q. Portanto, em cada passo do método de Cartan
as derivadas da curvatura de ordem g e da tor¢io de ordem (g+1) devem ser consideradas
conjuntamente, para todo ¢ > 0.

Uma vez determinadas as relagbes entre as derivadas da curvatura e da tor¢io, pros-
seguindo com os passos do método de Cartan obtem-se derivadas covariantes da torgéo
e da curvat;ra de ordens cada vez maiores. Os passos estardo concluidos quando forem
calculadas derivadas da curvatura de ordem (p+ 1) e da tor¢io de ordem (p+2) que sejam
funcionalmente dependentes das derivadas da curvatura de ordens 0,1,...,p e da tor¢io
de ordens 0,1,...,(p+ 1), ou entao que completem o niimero méximo de fungdes funcio-

nalmente independentes em F(M), isto é, 3n(n +1) = dim F(M) fungdes independentes.
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Em qualquer desses casos, nenhuma infomagcio adicional é obtida a partir de derivadas
de ordens superiores.

Finalmente, igualando os componentes da curvatura e da torgde, bem como os com-
ponentes das derivadas covariantes da curvatura até a ordem (p + 1) e da torcio até a
ordem (p + 2) do fibrado F(M) com os componentes correspondentes do fibrado F(AM),
obtemos um sistema de equagdes algébricas. De acordo com o teorema 1.2, este sistema
serd compativel se e somente se os conjuntos de 1-formas {©°%, X%} e {é“,ﬁ“b} forem
equivalentes, isto é, se e somente se as variedades de Riemann-Cartan M e M forem

localmente equivalentes. Portanto, temos o seguinte teorema [18]:

Teorema 2.1 Sejam M e M wvariedades de Riemann-Cartan de dimensdo n. Sejam
7%, e 7%, 0s componentes da torcdo e 2%, € e, , 0s componentes da curvatura dos
fibrados F(M) e F (ﬁ ) dos referenciais ortogonais generalizados definidos sobre M e
M, , respectivamente. As variedades M e M séo localmente eguivalentes se existe um

difeomorfismo (local) entre os fibrados F(M) e f‘(ﬂ ) tal que as equacdes algébricas

a o~
The = Tabca
a . O8
Q bed — bed »
I . ra
Toemy = T bgm ?

(2.13)

a — Qe
Q bcd;ml...m(p+1) - Q bcd;ml...m(p+l) ’

a ~a
T besma .mpa2) T beyma - mpia) ?

sejam compativeis em termos das coordenadas (z*,£4) e (##,£4) dos fibrados F(M) e
ﬁ'(ﬁ ), respectivamente. Reciprocamente, as egs. (2.18) implicam no equivaléncia das va-

riedades de Riemann-Cartan M e M.

As derivadas de ordem (p-+1) da curvatura e de ordem (p+2) da tor¢do séo as derivadas de
mais baixa ordem que sao funcionalmente dependentes das derivadas de ordem 0,1,...,p
da curvatura e de ordem 0,1, ..., (p+1) da torcio, onde (p+1) < in(n+1) = dim F(M).

A solugdo do problema da equivalécia dada pelas egs. (2.13), também estabelece uma
descrigdo (local), independente de coordenadas, de uma variedade de Riemann-Cartan M

através do conjunto

— a a & a a
I(p+1) - {T be? Q bed? Tbc;mlr ey 9 bedimy ..My 1y? T beyma ...m(p_,_z)}: (214)
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definido (localmente) no fibrado F(M). Os elementos do conjunto Zy) estdo definidos
a menos de transformacdes ortogonais generalizadas e sio escalares sob transformacoes
de coordenadas, por isso também os denominamos escalares de Cartan, em consonéncia
com a literatura [19, 20].

E importante observar que, quando restringimos a conexfio impondo que ela seja
simétrica (tor¢do nula), as cdndigﬁa; necessérias e suficientes para a equivaléncia de va-
riedades de Riemann-Cartan dadas pelas eqgs. (2.13) se reduzem as condi¢Ges correspon-
dentes para variedades Riemannianas dadas pelas egs. (1.9). Além disso, o teorema 2.1
também é vilido para uma variedade M sem métrica e dotada apenas de uma conexao
afim ndo-simétrica, quando reformulado em termos do fibrado L(M) dos referenciais li-
neares [13, 14].

Do ponto de vista da fisica, o teorema 2.1 pode ser utilizado para resolver o pro-
blema da equivaléncia em qualquer TGT, pois foi demonstrado sem utilizar quaisquer
equacdes de campo das TGT. Na verdade, é totalmente irrelevante se a variedade de
Riemann-Cartan representa ou nic um espago-tempo, podendo a métrica e a forgao se-
rem completamente arbitririas.

As propriedades (locais) das solugbes exatas das equagbes de campo das TGT po-
dem ser investigadas utilizando o conjunto dos escalares de Cartan Z,,,), definido pela
eq. (2.14), que estabelece uma descricao (local) invariante de uma variedade de Riemann-
Cartan M. Assim, todas as propriedades locais do campo gravitacional que podem ser
obtidas a partir dos componentes g, da métrica e T, da tor¢do também podem, em
principio, ser obtidas a partir dos escalares de Cartan. Em particular, estes escalares
podem ser utilizados para investigar o grupo de simetria de uma variedade de Riemann-

Cartan, como veremos a seguir.

2.3 Simetrias de variedades de Riemann-Cartan

Variedades onde estio definidas estruturas geométricas como, por exemplo, uma métrica
ou uma conexio, podem admitir grupos de transformacoes que preservam estas estruturas
¢ definem as simetrias dessas variedades. No casc das variedades de Riemann-Cartan, as
suas simetrias sio transformagbes que preservam tanto a métrica quanto a conexfo [21],

isto é, sdo tanto isometrias quanto colineagSes afim [13, 14, 59, 60], que denominamos de
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colineagdes afim-isométricas ou de isometrias-afim.

Nesta secio demonstramos um teorema que permite determinar dimensdes do grupo
das isometrias-afim e do seu subgrupo de isotropia utilizando o conjunto dos escalares de
Cartan Zy,1), definido pela eq.(2.14), que estabelece uma, descrigdo (local) completa e
invariante de uma variedade de Riemann-Cartan.

As simetrias de uma variedade de Riemann-Cartan sao definidas pelos campos de
Killing que simultaneamente s&o colineacoes afim, isto é, as isometrias-afim sio definidas
de acordo com: dizemos que um campo vetorial com componentes v® em um dado sistema
de coordenadas, define uma isomeiria-afim (local) em uma variedade Riemann-Cartan M

se, e somente se, as seguintes condigoes forem satisfeitas:

£vguy = Upapgp,y + gpyau'vp + gypav'vp =0 ) (215)
5k or+ Ov# ov? ovP

. = ofyp 1P T 4TF . 4TE — =0, (216

£ul%p Vol nadd i + OzPe v of e 18 Oz T Ozh (2.16)

onde g, € I“"mg sdo os componentes da métrica e da conexdo de M, respectivamente, e
£, é a derivada de Lie com relagao a v.

Denominamos as egs. (2.15)-(2.16) acima de equagdes de Killing-Cartan e as solugdes
das mesmas de campos de Killing-Cartan, pois estabelecem as condicdes para que haja
tanto isometria quanto preservaciao da conexdo (tor¢do). Estes campos definem o grupo
de simetria da variedade de Riemann-Cartan M, que denominamos de grupoe de isometria-
afim, cuja dimensdo é dada pelo nimero de campos de Killing-Cartan linearmente inde-
pendentes. Quando existirem campos de Killing-Cartan que deixem os pontos de M fixos,
dizemos que o grupo de isometria-afim admite um subgrupe de isotropia.

Podemos reformular a definicio dada pelasegs. (2.15)(2.16), introduzindo novas varis-
veis definidas pelo tensor
—T* v, (2.17)

[
vf, =8,

onde T*, sdo os componentes da tor¢io da variedade M. Utilizando v® e vf, como
varidveis podemos reduzir o sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem em v®
dado pelas egs. (2.15)—(2.16) para um sitema de equagdes diferenciais de primeira ordem

em v“ e v*, dado por

£vgpw = Uy + VYo = 0; (218)
£lV0s = Vat Rnﬂ,\a”) =0, (2.19)
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onde R, , 80 os componentes do tensor de curvatura de M.

A partir das condigdes dadas pelas eq. (2.18)—(2.19), podemos mostrar que um campo
de Killing-Cartan é univocamente determinado pelos n valores dos seus componentes v
e pelos in(n — 1) valores independentes das varidveis v, que satisfazem a eq.(2.18).
Portanto, em uma variedade de Riemann-Cartan de dimensio n existem no maximo
%n(n + 1) campos de Killing-Cartan linearmente independentes. Note que 08 campos
de Killing-Cartan que formam o subgrupo de isotropia do grupo de isometria-afim da
variedade M, isto é, que deixam os pontos de M fixos, sio determinados pelas condigdes
v =0e2v% #0.

Para que as propriedades do grupo de isometria-afim pudessem ser investigadas por
meio do conjunto dos escalares de Cartan T, 1), definido pela eq. (2.14), fol necessério re-
formular a definicio das colineacdes afim-isométricas, utilizando o fibrado dos referenciais

ortogonais peneralizados, da seguinte forma:

Definicio 2.2 Seje M uma variedade de Riemann-Carian e seja F(M) o fibrado dos
referenciais ortogonais generalizados definido sobre M, onde estdo definidas as 1-formas
canénicas ©* e as 1-formas L% da conezio. Dizemos que wm campo vetorial z em F (M)
define uma isometria-afim (local) v = 7.(z) em M se, e somente se, as seguinles condigdes

forem satisfeitas:

£,3% = 0, (2.20)
£6° = 0, (2.21)

onde 7, € a aplicacdo derivada da projecdo m de F(M) sobre M.

Utilizando as condigdes dadas pela eq.(2.21) e considerando que » = m,(z), podemos
mostrar que os componentes z* =< 9%,z > e 2% =< X%,z > do campo z em relagdo &

base dual de {8%,%¢,}, podem ser escritos como

2* = 2*, (2.22)
% — That™, (2.23)

2% = v

onde v* e T%_ sio os componentes do campo de Killing-Cartan v e da tor¢io de M,
respectivamente, em relacio a um referencial ortonormal generalizado.
O subgrupo de isotropia do grupo de isometria-afim ¢ definido por campos z de F(M)

que satisfazem as condicbes z* = 0 e 2% # 0, em cada ponto da fibra 77(p) sobre um
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ponto p de M. Portanto, sdo vetores verticais tangentes & fibra 7' (p) e envolvem apenas
variagbes dos pardmetros £4, A=1,..., In(n — 1) do grupo ortogonal generalizado O(n).
Os campos de Killing-Cartan correspondentes v = 7, (z) definidos em M deixam o ponto
p fixo tendo em vista que, de acordo com as egs. (2.22)—(2.23), satisfazem as condigdes
v =0ev% #0.

A existéncia e o niimero dos campos de Killing-Cartan independentes sdo determina-
dos pelas condicdes de integrabilidade das egs. (2.20)—(2.21), que impSem restrigées adi-
cionais aos valores de v* e de v%,. Iniciando pela derivada exterior das egs. (2.20)-(2.21),
as condigdes de integrabilidade restantes siio obtidas calculando a derivada exterior das
condicOes anteriores € assim sucessivamente.

Considerando que a derivada de Lie comuta com a derivada exterior, podemos obter
as condicbes de integrabilidade das egs. (2.20)-(2.21) calculando a derivada de Lie das
equacdes de estrutura de Cartan egs. (2.5)-(2.6) e depois utilizando as egs. (2.20)—(2.21)

para obter o seguinte resultado:

d(£,0%) = %(.Ezv'“bc) e8° A =0, (2.24)
d(£,2%) = %(ﬁ,,ﬂ“m,) 0°ABY=0. (2.25)

Como as 1-formas canbnicas sdo linearmente independentes, as condicdes de integrabili-
dade das eqgs. (2.20)-(2.21) ficam dadas por £,7%, = 0 e £,0f, = 0, isto é, as derivadas
de Lie dos componentes da tor¢io e da da curvatura devem ser nulas. Estas derivadas de

Lie podem ser escritas como

— a —_—
£.7% = Then? —Thetn+ %2 + Tt =0, (2.26)

£zﬂabcd = Qabcd‘,nzn - ﬂ"bcdzan -+ Q“ncdzrﬁ, -+ Q“Mz"c + ﬂabmz"d =0 ’ (227)

onde os componentes 2% e 2% do campo z sido definidos pela eq. (2.22) e pela eq. (2.23),
respectivamente (cf. apéndice A).

Determinando a seguir as condicbes de integrabilidade das egs. (2.26)-(2.27), obtemos
que £,(dm3,) = 0 e £,(dQ%,) = 0, pois a derivada exterior comuta com a derivada
de Lie. Utilizando as expressdes para as derivadas exteriores drf, e d{2%, , dadas pelas
egs. (2.7)-(2.8) e as condigdes de integrabilidade anteriores dadas pelas egs. (2.24)-(2.25),
concluimos que as derivadas de Lie dos componentes das derivadas covariantes da torgao

e da curvatura devem ser nulas, isto €, £,7%., = 0 e £,00% ,, = 0. Calculando estas
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derivadas de Lie, podemos escrever estas condicdes de integrabilidade como

£:%mn = Theng?® = Them?q T Tgen® 6 T Tognc t Theg?n =0, (2.28)
£zﬂabcd;n = ancd;nqzq —_ qucdn q + Q ch nz b + Qaqu;"zqc + Qabcq;ﬂzqd
g P = 0. (2.29)

Prosseguindo com a determinagiio das condigbes de integrabilidade, obtemos equagoes
andlogas envolvendo derivadas de Lie dos componentes das derivadas covariantes da tor¢ao
e da curvatura de ordens cada vez maiores.

Como as derivadas covariantes da torcio e da curvatura estao relacionadas entre si
através de equacdes lineares, de acordo com o conjunto dado pela eq. (2.12), concluimos
que todas as condigbes de integrabilidade estario obtidas quando as derivadas de Lie das
derivadas covariantes da curvatura de ordem (p—+1) e da tor¢io de ordem (p+2) formem
equacdes que sejam linearmente dependentes das equagdes obtidas anteriormente, isto é,
obtidas ignalando a zero as derivadas de Lie das derivadas covariantes da curvatura de
ordens 0,1,...,p e da tor¢do de ordens 0,1,..., (p+ 1).

Considerando que cada derivada de Lie contribui pelo menos com uma nova equacao
independente obtemos o limite (p +1) < n(n + 1), pois em uma variedade de Riemann-
Cartan de dimens&o n existern no mdximo 3n(n+1) campos de Killing-Cartan linearmente
independentes.

As condicdes de integrabilidade das egs. (2.20)-(2.21) que definem as isometrias-afim
formam um sistema de equactes algébricas lineares nas varidveis 2* e 2%. Utilizando as
condicdes para que este sistema tenha uma solugdo ndo-nula, podemos enunciar o seguinte

teorema.

Teorema 2.2 Seja M uma variedade de Riemann-Cartan de dimensdo n e sejam 7%
e 0%, ,; 0s componentes da tor¢do e da curvatura, respectivamente, do fibrade F(M) dos
referenciais ortogonais generalizados definido sobre M. Entdo um campo vetorial z em
F(M) define uma isometria-afim (local) v = m.(2) em M, se e somente se o sistema de

equacoes algébricas

£:7% = Then? = Tt T T s + Tn@c =0,
_— n a n a n _
£0%a = Wyegn?” — Wyean + Va2 +- - + L2’y = 0,

a — {r} q —_—
ii,;rbc;,,,‘l = T,,c;mlqz" 'rbcmlz +chm1zb+ +'r,,cqz =0,
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(2.30)
o —- o q__ o g —
£ZQ bedima . mypry T Y bcd;ml...m(P+1)qz 02 bcd;ml...nlqum(p+1) 3
a _ a q _ a q —
=y bomy My T bemimeang® T o tT boim . (p41)0° Mp42) 0,

for compativel nas varidveis z° e 2%, dadas pelos componentes de z nae base definida
pelas 1-formas canénicas ©° € as 1-formas ¥% da conexdo de F(M). Se neste sistema
ezistem k equacdes linearmente independentes (posto k), entdo o grupo de colineagies
afim-isométricas tem dimensdo r = in(n+1)—k. Se este sistema tem, fazendo z2* =0, m
equacées linearmente independentes (posto m) nas veridveis 2%, enldo exisle um subgrupo

de isotropia com dimensdo s = in(n— 1) —m.

As derivadas covariantes da curvatura de ordem (p + 1) e da tor¢do de ordem (p + 2)
sio as derivadas de mais baixa ordem cujas derivadas de Lie formam equagdes que sao
linearmente dependentes das equagbes formadas com as derivadas de Lie das derivadas
covariantes da curvatura de ordens 0, 1,..., p e da tor¢io de ordens 0,1,..., (p+1), onde
(p+1) < in(n+1).

Com estes resultados, finalmente estamos em condiges de determinar a dimensdo do
grupo afim-isométrico e do seu subgrupo de isotropia a partir do nimero de funcgoes fun-
cionalmente independentes existente no conjunto dos escalares de Cartan Z(,,1), definido
pela eq. (2.14).

Consideremos inicialmente os escalares de Cartan dados pelos componentes 7%, da
tor¢cao. O nimero de fungdes das coordenadas y* e £4 de F(M) que sao funcionalmente
independentes entre os componentes 7%_ = 7%.(¥, £) é igual ao nimero de 1-formas linear-
mente independentes entre as 1-formas dr%_ definidas em F(M), pois duas funcdes f e g
sio funcionalmente independentes se as 1-formas df e dg forem linearmente independentes.

Comparando as 1-formas d74%, dadas pela eq. (2.7) com as equagdes £,7% = 0 dadas
pela eq. (2.26), verificamos que 0s componentes em relagio a ©° e L7, sio iguais aos coe-
ficientes de z° e 2%, respectivamente. Isto significa que o niimero de 1-formas linearmente
independentes entre as 1-formas dr%_ é igual ao nimero de equagbes linearmente inde-
pendentes entre as equagbes £,7%_ = 0. Portanto, o mimero de fungdes das coordenadas
y* e €4 de F(M) que sdo funcionalmente independentes entre os componentes 7%, ¢ igual
a0 niimero de equacdes linearmente independentes entre as condighes de integrabilidade

das isometrias-afim £,7% = 0.
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O niimero de funcdes das coordenadas £4, que sio funcionalmente independentes entre
0s componentes 7%, = 7% (y, £) também pode ser obtido a partir das condi¢des de integra-
bilidade £,7%, = 0 dadas pela eq. (2.26). Quando apenas as variacdes das coordenadas £#
sdo consideradas (isto é, quando dy* = 0), as 1-formas dr9, sio projetadas no subespago
vertical de F(M) e podem ser escritas como d7%, = —77,. 2%, +1%,.2% +75,X",, onde os
componentes em relacdo a L% sdo iguals aos coeficientes de 2% nas equagdes £,7%, = 0.
Portanto, para os campos (verticais) onde 2* = 0 e 29 3 0, isto é, para as isometrias-
afim do subgrupo de isotropia, o mimero de funcées das coordenadas £4 de F(w) que
s#o funcionalmente independentes entre os componentes 7%, da tor¢io é igual ao mimero
de equagdes linearmente independentes entre as condi¢bes de integrabilidade dadas por
£,7%.=0.

Generalizando estes resultados para todos os elementos do conjunto Zp.)), obtemos
que o niimero de equagdes linearmente independentes entre as condig¢des de integrabilidade
das colineagdes afim-isométricas, dadas pelas egs. (2.30), é igual ao mimero de fungges fun-
cionalmente independentes existentes no conjunto Zy,,,) dos escalares de Cartan, definido
pela eq. (2.14). Finalmente, utilizando o teorema 2.2, podemos reunir esses resultados no

seguinte teorema {18]:

Teorema 2.3 Seja o fibrado F(M) dos referenciais ortogonais generalizados, com torgdo
7%, curvatura Q% ; e coordenadas (z*,£4), sobre uma variedade de Riemann-Cartan M
de dimensdo n. Considere que existem k, escalares de Cartan funcionalmente indepen-
dentes no conjunto Lipiry = {T%, WMoty Themir- -1 Lbedimy.mprny? T himi..mepiz) 1> OTE
my, séo funcées das coordenadas €4 e 1, sdo fungdes das coordenadas z*. Entdo eiste em
M um grupo de isometria-afim de dimensdo

1
r=gn(n+1) =k, (2.31)

que tem um subgrupo de isotropia de dimensao
1
s= é-n(n —1)—m,, (2.32)

e que atua em uma orbita de dimensdo

d=r—s=n—t,. (2.33)
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2.4 Um algoritmo para testar a equivaléncia

Nesta se¢do, apresentamos um algoritmo que torna possivel testar a equivaléncia de va-
riedades de Riemann-Cartan através de um procedimento pratico. Uma vez resolvido
o problema formal ou tedrico, o aspecto pritico do problema da equivaléncia adquire
grande relevincia do ponto de vista da fisica. A necessidade de um procedimento pratico
(algoritmo) para testar a equivaléncia e realizar os cdlculos de uma maneira econoémica e
eficiente é facilmente constatada a partir do grande niimero de escalares de Cartan ¢ .2
precisam ser calculados em qualquer aplicagio. No caso de uma variedade espago-tempo
(onde n = 4}, por exemplo, é necessdrio calcular 1.064 quantidades independentes quando
p+1=10.

Quando a equivaléncia de variedades de Riemann-Cartan estiver sendo testada, um as-
pecto importante deve ser considerado. Em cada ordem de diferenciagio ¢ = 0,1,..., (p+
1) existem diversas informagdes sobre as variedades que podem ser obtidas e compara-
das, resultando em condighes necessarias para a equivaléncia que podem ser incluidas
em um procedimento pratico. O teste da equivaléncia estard terminade quando, para
uma dada ordem g, as condi¢bes necessirias ndo forem satisfeitas. Assim, nio serd ne-
cessario prosseguir calculando as derivadas de ordens superiores nem resolver o sistema
de equagtes algébricas dado pelas egs. (2.13), com as condiges necessérias e suficientes
para a equivaléncia.

A relevancia desta abordagem fica evidente quando consideramos que 0s procedimentos
para determinar a solugdo de um sistema de equagoes algéricas ndo podem ser colocados
na forma de um algoritmo [49]. Apenas nos casos em que as condigdes necessdrias forem
satisfeitas em todas as ordens de diferenciacio ¢ = 0,1,..., (p + 1) utilizadas no proce-
dimento prético, ¢ que serd preciso determinar se o sistema dado pelas egs. (2.13) tem
solucdo ou ndo. No que se segue vamos descrever 0s passos necessarios para o desenvol-
vimento de um procedimento pratico para testar a equivaléncia.

O primeiro passo consiste em adotar um procedimento onde as coordenadas z# da
variedade M sdo tratadas separadamente dos pardmetros £ do grupo das rotacoes ge-
neralizadas. Nesta abordagem, os escalares de Cartan sao calculados em uma se¢do do
fibrado F(M), isto é, em relago a um referencial ortogonal generalizado, sendo proje-

tados na variedade base M ¢ deixando de depender explicitamente dos pardmetros £4.
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Dessa forma, o conjunto Z,, ) definido pela eq. (2.14) é substituido pelo conjunto

I(P-Fl) = {Tabc’ Rabcd, T%c;mli vy Rabcd;ml.,.m(p,rl)? Tabc;ml...m(p_,_g)}’ (234)

formado pelos componentes R% ; da curvatura e T, da tor¢io de M, bem como das
derivadas covariantes dos mesmos, em relagio ao referencial ortogonal generalizado deter-
minado pela secio local do fibrado.

Da mesma forma que os elementos de Z(y. ), os elementos de [(;;) também estdo
algebricamente relacionados pelas derivadas covariantes das identidades de Bianchi e de

Ricei. Assim, como as derivadas covariante de ordem ¢ das identidades de Bianchi
Rﬂ. {bcd] - TG [bc;d] = _Tﬂ[bcTG n (2.35)

540 lineares nas derivadas da curvatura de ordem ¢ e nas derivadas da torcao de ordem

(¢+ 1), obtemos que os elementos do conjunto J; = { R%cqrm, . m,0 1'% } estardo

besma mig ey
relacionados entre si por equagoes algébricas lineares, quando forem conheé;;a)s as deri-
vadas da tor¢do de ordens 0,1,...,q. Portanto, em cada passo do algoritmo para testar
a equivaléncia as derivadas da curvatura de ordem q e da tor¢io de ordem (g + 1) devem
ser consideradas conjuntamente, para todo g > 0.

Dado o conjunto J,;, o conjunto I, pode ser obtido a partir de f;_;) de acordo com
I, = Ijy_1yUJ,, para ¢ > 1. Para g = 0, de acordo com as relagbes algébricas determinadas
pelas identidades de Bianchi, além dos componentes da curvatura e da torgio, o conjunto
I, também inclui os componentes das derivadas covariantes de primeira ordem da tor¢ao,
isto é, temos Iy = {T4.}UJo = {T%., R%q s T%e;m, }- Denominamos os elementos de I de
escalares de Cartan de ordem 0 e os elementos de J,, para g > 0, de escalares de Cartan
de ordem q.

Entretanto, a dependéncia dos escalares de Cartan com relacio aos pardmetros ¢4
ainda pode ser investigada através do comportamento dos elementos do conjunto I, 1)
sob transformagdes ortogonais generalizadas, isto é, sob variagdes das coordenadas £4 da
fibra de F(M) definida sobre o ponto de M onde o referencial ortogonal generalizado estd
definido.

Com este procedimento é possivel reduzir, em cada ordem de diferenciagao ¢ =
0,1,...,(p+ 1), a dimensio do fibrado efetivamente utilizado para determinar a equi-
valéncia, 0 que constitui o préximo passo. Para tanto, o referencial é alinhado com

direcdes invariantes determinadas pelos escalares de Cartan, reduzindo a liberdade de
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rotacdio e fixando o referencial 0 maximo possivel. Este alinhamento é obtido realizando
as classificagoes algébricas dos escalares de Cartan e colocando cada um deles em formas
canbnicas escolhidas a partir dos resultados dessas classificacdes. Os referenciais assim
fixados sdo denominados referenciais candnicos [26).

Esta abordagem tem dois aspectos importantes, do ponto de vista pratico. Em pri-
meiro lugar, 3 medida que a dimens&o do fibrado é reduzida, a ordem mdxima (p+1) das
derivadas que precisam ser calculadas também diminui. Em segundo lugar, um conjunto
de condicdes necessarias para a equivalénica é obtido a partir das classificages algébricas
dos escalares de Cartan.

A reducao da dimensdo do fibrado em cada ordem ¢ = 0,1,...,(p + 1), pode ser
determinada a partir do grupo de isotropia H, do conjunto I,. Este grupo é formado pelas
rotacdes generalizadas que deixam invariantes as formas candnicas dos elementos de I;.
Quando duas variedade tiverem grupos de isotropia H, iguais, os nimeros de fungées dos
pardmetros £4 que sio funcionalmente independentes também serdo iguais [27]. Portanto,
a liberdade de rotacao do referencial candnico é reduzida toda vez que o grupo de isotropia
H, tiver dimensao menor que Hy,.;). Neste caso, como H; é um subgrupo de Hg_y), 0s
parimetros das rotagdes generalizadas de Hi,_1) que n&o pertencem a H, podem ser
usados para fixar ainda mais o referencial, determinando um novo referencial canonice.

Os escalares de Cartan também devem ter a mesma dependéncia com relagdo as
coordenadas z* da variedade base M, para que haja equivaléncia. Em cada ordem
g=0,1,...,(p+ 1) utilizada no procedimento pritico, também € necessirio os niimeros
t, de funcbes das coordenadas z* que sdo funcionalmente independentes nos conjuntos I,
de duas variedades equivalentes também sejam iguais. Isto nos conduz ao passo seguinte,
que consiste na realizagdo desses célculos.

Conforme a solucio do problema da equivaléncia apresentada na se¢do 2.2, os escalares
de Cartan séo calculados até um valor ¢ = (p+1) onde os elementos do conjunto I, séo
fimcionalmente dependentes dos elementos do conjunto I,. Assim, os passos do procedi-
mento pratico estarfo concluidos quando coincidirem tanto os grupos H, ¢ Hip1), quanto
os niimeros de funcdes independentes i, € #(p41). O iltimo passo consiste junstamente na
realizacao dessas comparacoes.

Podemos reunir todos os passos do procedimento pratico discutidos até aqui em um

algoritmo, que comega com as derivadas de ordem ¢ = 0 e tem os seguintes passos:



— 41 -

1. Calcule os elementos do conjunto I, i.e., as derivadas da curvatura até a ordem g e

as derivadas da torcio até a ordem (g + 1);

2. Fixe o referencial, o maximo possivel, colocando os elementos de I; nas respectivas

formas candnicas;

3. Determine o grupo de isotropia H, do conjunto I, isto é, as rotagdes generalizadas

que deixam invariantes as formas candnicas dos elementos de Ig;

4. Encontre o niimero ¢, de funcdes no conjunto I, que sdo funcionalmente indepen-

dentes;

5. Se o grupo de isotropia H, for idéntico ao grupo H(,. 1) e se o niimero de funcdes
independentes t, for igual ao niimero #(,_1), entdo faga ¢ = (p+ 1) e o processo estd

terminado. Caso contririo, aumente ¢ de nma unidade e volte para o passo 1.

Dessa forma, obtivemos uma generalizacio do algoritmo de Karlhede apresentado na
secao 2.4, de modo a incluir a contribuicao da torgao [22, 24].

A partir dos resultados obtidos com a aplicacdo deste algoritmo, podemos formular
uma classificacio invariante das variedades de Riemann-Cartan em termos das seguintes
quantidades locais: () as formas candnicas dos elementos de Ii,4q); (#2) os grupos de iso-
tropia residuais {H, ..., Hp}; e (ii1) os ntumeros das funcBes independentes {t, ..., %},
obtidas em cada passo do algoritmo. Como esses conjuntos de quantidades locais gene-
ralizam a classificacio de Karlhede para o contexto das variedades de Riemann-Cartan,
nés os denominamos de classificagio de Karlhede-Cartan.

A classificacio de Karlhede-Cartan, estabelece um conjunto de condigdes necessdrias
para a equivaléncia de variedades de Riemann-Cartan. Assim, para verificar a equi-
valéncia podemos comparar tanto as classificacoes de Karlhede-Cartan de duas variedade
de Riemamn-Cartan quanto diversas quantidades discretas relacinadas com as mesmas
como, por exemplo, as dimensdes dos grupos de isotropia s = dim(H,) e dos grupos de
isometria 7 = 4 — i, + s (cf. teorema 2.3). Apenas nos casos em que essas quantida-
des discretas coincidirem é que serd necessario retornar ao fibrado para determinar se as
eqs. (2.13) sdo compativeis ou nao.

Um resultado importante da aplicagio do algoritmo acima consiste na redugio do

limite mdximo (p+ 1) < 10, obtido pelo método de Cartan na secdo 2.2, para as ordens
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(p+ 1) das derivadas da curvarura e (p + 2) das derivadas da torgdo, como veremos a
seguir.

Considere que uma variedade de Riemann-Cartan M de dimensdo n tem um grupo de
isotropia H, e que existem t, func¢Ges das coordenadas z* funcionalmente independentes.
Além disso, também existem m, = in(n — 1) — dim(H,) funcdes das coordenadas ¢4
que sio funcionalmente independentes, de acordo com o teorema 2.3. Assim, existem no
total k, = £, +m,, escalares de Cartan funcionalmente independentes em F(M), dos quais
kp — ko = (tp + myp) — (fo + o) sdo obtidos nos passos 0 < g < p do algoritmo. Supondo
que pelo menos uma nova funcao independente ¢ obtida em cada um dos passos 0 < ¢ < p,
obtemos que as ordens méximas das derivadas covariantes da torgao e da curvatura sio

limitadas de acordo com
(p+1)S(kp_k0)+1=(tp+7np)+1_(t0+m0)a (2'36)

lembrando que nenhuma funcio independente é obtida no passc ¢ = (p+1). Substituindo
k, da eq. (2.31) na eq.(2.36), obtemos (p+ 1) < gn(n+1)+1—mg —f, —r, onde 7 é
a dimensdo do grupo de simetria. Em seguida, substituindo mp = 3n(n — 1) — dim(Ho)
obtemos

(p+1)<n+1l+dim(Hy)—to—r (2.37)

onde Hy determina a liberdade de rotagio do referencial candnico e %, é o niimero de
fungGes independentes, no passo ¢ = 0. Assim, vericamos que o limite maximo fica dado
por (p+1) < n+1+dim(Hp). Este limite é inferior ao obtido pelo método de Cartan
quando dim(H) < in(n~—1) -2

No caso dos espacos-tempos de Riemann-Cartan (n = 4), o referencial canénico pode
ser fixado a partir da classificagio de Petrov do espinor de Weyl ¥ 4pcp, como veremos
no capitulo 5. Considerando que os grupos de isotropia dos tipos de Petrov (com excegéo
do tipo 0) tém dimensdio s < 2 (cf. tab. (4.3), pag. 106), temos a condigdo dim(Hp) < 2.
Assim, utilizando a eq. (2.37) obtemos que (p+ 1) < 7 —fo — 7 e o limite (p+ 1) < 7.

Quando o referencial nio puder ser fixado através da classificagdo de Petrov (tipo
0), a classificagdo de Segre é utilizada, com veremos mais adiante. Tendo em vista que
os grupos de isotropia dos tipos de Segre (com excegdio do tipo 0) tém dimensio s < 3
(cf. tab. (4.4), pag. 112), temos a condigdo dim(Hy) < 3. Assim, utilizando a eq. (2.37)
obtemos que {(p+1) <8 —t; —r e o limite (p + 1) < 8.
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Uma outra expressdo para o limite méximo também pode ser obtida no caso especial
em que m, = my, isto é, para as variedades onde nao ocorre reducio dos grupos de
isotropia residuais. Nestes casos, temos s = dim(H,) e a dimensdo da érbita do grupo de
simetria fica dada por d = r — dim(H,), de acordo com a eq. (2.33). Substituindo esta

expressdo na eq. (2.37), obtemos
P+ < (n+1)—d-t, (2.38)

onde o limite mgximo é (p+1) < (n+ 1). Este limite é inferior ao obtido pelo método de
Cartan paran > 3. Aplicando este resultado para os espacos-tempos de Riemann-Cartan
(n = 4), obtemos o limite (p + 1) < 5. Quando existe homogeneidade espago-temporal,
isto é, quando d = n = 4, o limite é reduzido para (p + 1) < 1. Este é o caso dos
espacos-tempos de Riemann-Cartan tipo Godel discutidos no capitulo 6.

O algoritmo do procedimento pritico discutido neste capitulo pode ser aplicado sem
que seja necessdrio calcular todos os elementos do conjunto 7, (p+1), POIS 05 mesmos estio
relacionados pelas derivadas covariantes das identidades de Bianchi e de Ricei. No préximo
capitulo, apresentaremos um importante resultado que possibilita a aplicacdo do algoritmo
utilizando apenas derivadas covariantes da torgio e da curvatura que sio algebricamente

independentes, reduzindo consideravelmente a quantidade de céleulos.



Capitulo 3

Um conjunto completo minimo de

escalares de Cartan

3.1 Introducao

Neste capitulo concluimos a apresentacio dos resultados obtidos nas duas primeiras etapas
do projeto de tese, construindo explicitamente um conjunto com o nimero minimo de
derivadas da curvatura de ordem ¢ e da tor¢io de ordem (¢ +1), onde 0 < ¢ < m, a partir
das quais todas as derivadas da curvatura de ordem m e da torcdo de ordem (m + 1)
podem ser obtidas através de operacdes algébricas [22, 23, 29]. Dizemos que este é um
conjunto completo minimo de escalares de Cartan de ordem m, em um espaco-tempo de
Riemann-Cartan. Dessa forma, obtivemos a generalizagdo do resultado correspondente
para os espacos-tempos da TRG [28]. Com este resultado, a quantidade de escalares de
Cartan utilizados pelo algoritmo para testar a equivaléncia nas TGT é reduzida o mdximo
possivel.

Na segunda secio determinamos o nimero das derivadas covariantes da curvatura de
ordem ¢ e da torcio de ordem (g + 1), isto é, dos escalares de Cartan de ordem ¢, que
sao algebricamente independentes tanto entre si quanto dos escalares de Cartan de ordens
0,1,...,(g—1). Na terceira secao definimos equivaléncia de escalares de Cartan e obtemos
as relacdes algébricas entre os espinores dos escalares de Cartan de ordem g que séo equiva-
lentes. Mostramos também que os escalares de Cartan de ordem g que sio independentes
entre si e dos de ordens inferiores 0,1,..., (¢ — 1), podem ser expressos como derivadas

covariantes totalmente simetrizadas dos de ordem (¢ — 1) ou como d’Alembertianos dos
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de ordem (g — 2), para ¢ > 3. Na quarta secio utilizamos os resultados anteriores para

construir explicitamente um conjunto completo minimo de escalares de Cartan de ordem

g > 0. Os detalhes dos calculos dos espinores podem ser encontrados no apéndice B.
Uma parte dos principais resultados deste capitulo foi publicada [22, 23, 24] ¢ um

artigo com a versdo completa estd sendo escrito em colaboracio [29].

3.2 O nimero de escalares de Cartan independentes

Como vimos no capitulo anterior, o algoritmo para testar a equivaléncia de variedades
de Riemann-Cartan estabelece um conjunto de condigbes necessdrias para a equivaléncia,
permitindo definir uma classificacdo invariante dessas variedades. Este algoritmo utiliza
o conjunto f(y), dado pela eq. (2.34), que ¢ definido pelas derivadas covariantes da cur-
vatura até a ordem (p + 1) e da torgdo até a ordem (p + 2), em um referencial ortogonal
generalizado, onde (p + 1) < 10. Em cada ordem de diferenciagio ¢ = 1,...,{p + 1)
utilizada no algoritmo, o conjunto I, pode ser obtido a partir do conjunto I, ;) e do

conjunto J,; de acordo com Iy = Ig_1y U Jy, onde

J,={R" T° } (3.1)

bedimi..mg? © boma..mgy)

é o conjunto dos escalares de Cartan de ordem ¢. Na ordem g = 0, o conjunto I é dado
por Ip = {T%.} U Jo.

Nesta seciio, determinamos o nimero de elementos do conjunto .J;, que sio algebrica-
mente independentes entre si e dos elementos do conjunto I, 1y, para ¢ = 0. Este nimero
pode ser calculado de uma maneira bastante simples a partir das derivadas parciais da
métrica de ordem (g + 2) e da tor¢io de ordem (¢ +1). Em um dado sistema de co-
ordenadas, os componentes g,,, da métrica sdo independentes dos componentes 7', da
torgdo. As derivadas parciais de g, e de TS, também sdo independentes. Utilizamos um
sistema de coordenadas localmente plano, onde 9,9, = 0, para simplificar as expressoes
dos elementos de J, e de I,..1) em termos das derivadas de g, e de T%,.

Introduzindo uma notagdo simaplificada, denotamos a conexdo por I' e a contorg¢io
por K. Como os simbolos de Christoffel sdo nulos nesse referencial, podemos escrever
I' = K. Também denotamos as derivadas covariantes e parciais de ordem n > 0 da
torcdo, respectivamente, por V*T e 8"T. Definimos VT = 8T = T. Nesta notagio

simplificada, a derivada covariante da tor¢io é expressa por VI' = T + £ T, onde 9T
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denota a derivada parcial da tor¢do e ¥ KT representa a soma das parcelas envolvendo
contragtes da contorgdo com a torgdo. De acordo com estas convengoes, podemos escrever
V21" como uma expressio algébrica linear em 6T, 0T e T, cujos coeficientes sio funcdes de
0K e K,dadapor V2I'=V(VT) =V(0T+Z KT) = PT+2L K0T+X (BK+KZ K)T.
Generalizando este resultado para as derivadas covariantes de ordem (¢ + 1) da torgéo

VDT, obtemos a seguinte decomposicio:
VD = g DT L X 59T 4 4+ X8T + T, (3.2)

onde os coeficientes &; (1 = 0,1,. . ., g) sdo fungles &; = &;(K, 8K, ...,07K) das derivadas
parciais da contorgido até a ordem gq.

Considerando que a contorgao é definida por Koy = 2(Toap + Tyaw — Togw ), podemos
utilizar a notacdo simplificada para escrever K = X1 e 37K = ¥ 34T, para ¢ > 0. Assim,
podemos substituir as derivadas parciais da contorgio pelas da torgao nos coeficientes
X, = Xi(K,0K,...,0°K), cbtemos novas formas funcionais J; = J;(7, 0T, . .. ,04T) para
os coeficientes da eq. (3.2) em fungio das derivadas parciais da torgéo até a ordem g.

Decomponde VT de acordo com a eq.(3.2) e utilizando os novos coeficientes ),
podemos expressar 31" em fungio de V¥1' e das derivadas parciais 89-V7',...,87T,T de
acordo com

8T = VT — [ Y@ VT + ...+ V8T + N T]. (3.3)

Repetindo este procedimento para V7", expressamos 3%9~9T em funcio de V1T e
das derivadas parciais 39~27',...,8T,T. Continuando com este processo e substituindo
os resultados na eq. (3.2) podemos fazer com que todas as derivadas parciais &7,...,8T
da torg¢io sejam progressivamente substituidas pelas correspondentes derivadas covarian-

tes VI7',..., VT, obtendo ao final do processo que
VDT = P L ZVIT ..+ Z,VT + 2T, (3.4)

onde os novos coeficitentes Z; (i = 0,...,q) sao fungdes 2; = Z{(T,VT,...,VT) das
derivadas covariantes da torgdo até a ordem g. Com este resultado obtivemos que os
elementos de J, dados por V)T s§o determinados pelos elementos de Ij_1y a menos
das derivadas parciais de ordem (g + 1) da torgéo.

Consideremos agora a decomposicio das derivadas covariantes da curvatura de ordem

g, denotadas por VYR na notacio simplificada. Como no referencial localmente plano
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temos 0,9, = 0 e 830,9, # 0, podemos utilizar a notagao simplificada para escrever a
derivada parcial da conexdo como 8' = 3%g + 8K, onde &g denota a derivada parcial
de segunda ordem da métrica. Considerando que os componentes da curvatura sao dados
por R, =08,I's, —8,I,+ eI’ —T%T’  podemos escrever B = 0°g+ 0K +X. K2,
Neste caso, a derivada covariante VR é dada por uma expressdo algébrica linear em Pg
e 32g, cujos coeficientes sdo funcoes de K e 9K, de acorde com VR = 339+ TK&g +
Y KAK + XX K% Generalizando este resultado para a derivada covariante de ordem ¢
obtemos

VIR = 89V g 4 G Vg + .. + G+ Go, (3.5)

onde os coeficientes G; (i = 0, ..., q), sdo funcbes G; = G;(K, 0K, ...,0?K) das derivadas
parciais da contor¢io até a ordem g.

Em seguida, como K = X T, podemos substituir as derivadas parciais da contor¢éo
pelas da torcio nos coeficientes G; = G;( K, 3K, . .. ,3?K) obtemos novas formas funcionais
F, = F(T,8T,...,0"T). Depois utilizamos a eq. (3.4) para substituir, progressivamente,
todas as derivadas parciais #T, .. ., 8T nos coeficientes F; pelas correspondentes derivadas
covariantes VT, ..., VT, obtendo no final novos coeficientes H; = H;(T,VT,...,VIT).

Assim, oblivemos que a eq. (3.5) pode ser escrita como
VIR = 89 g + H, 3 Vg + ..+ H:0%9 + Ho, (3.6)

onde os novos coeficientes H; (¢ = 0,1,...,¢) sfo funcdes das derivadas covariantes da
tor¢do até a ordem gq.
Decompondoe VDR de acordo com (3.6), podemos expressar 3¢+ g em fungio de

VDR e das derivadas parciais 87, .. ., 0%g de acordo com
6“’*1)9 =VeNR_ [Hig-1P'9+...+ H10%g + Ho - (3.7)

Repetindo este procedimento para V(&2 R, expressamos 8?g em funcio de V@2 R e
das derivadas parciais 89Vg,...,8%g. Continuando com este processo e substituindo
os resultados na eq. (3.6) podemos fazer com que tod.s as derivadas parciais da métrica
ot g .. 8¢, 0*g sejam progressivamente substituidas pelas correspondentes derivadas

covariantes da curvatura V@ VR, ..., VR, R, obtendo a0 final do processo que

VIR = 099 + WVO DR+ W, VI DR+ ...+ WMIR+ W, (3.8)
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onde os novos coeficientes W; (i = 0,1,...,q) sdo fungdes W, = W,(T,VT,...,VT)
das derivadas covariantes da torcao até a ordem g. Com este resultado obtivemos que
elementos de J, dados por V/R sio determinados pelos elementos de I(,_;) a menos das
derivadas parciais de ordem (g + 2) da métrica.

Comparando as decomposicies dos elementos VDT e VIR de J, dadas pelas eq. (3.4)
e eq. (3.8), respectivamente, tanto entre si quanto com os elementos do conjunto Iy,
dado pela eq. (2.34), verificamos que apenas as derivadas parciais 4tUT e 914t?g siio
algebricamente independentes, tanto entre si quanto dos elementos de f,_;. Entretanto,
como as derivadas parciais nao sao tensores, podemos utilizar as transformacoes de co-
ordenadas 7# = 7#(z) para eliminar diversos dos seus componentes. Por exemplo, as
derivadas de primeira ordem Jg,, /01 da métrica tém 40 componentes independentes e

se transformam de acordo com
Ofap _ Ox* 0” 01 Ogp ( 0%k Oz + &*zv Ozh )
dzr  0° 9%P 0zf dz° = \ 07#0z° 038 | 930930 oze ) I

de modo que podemos escolher as 40 funcoes independentes das derivadas parciais de

(3.9)

segunda ordem das coordenadas #2z"/07°8i® para fazer com que 8§a5/0%° = 0. Portanto,
obtemos que o nimero de elementos independentes em J; é igual & soma dos nimeros
de derivadas parciais independentes de ordem (g + 2) da métrica e de ordem (g + 1) da
tor¢éio, a menos das contribui¢des das derivadas parciais independentes de ordem (g + 3)
das coordenadas.

Determinamos inicialmente 0 nimero de derivadas parciais independentes de ordem
(g + 2) da métrica, dadas pelas derivadas totalmente simetrizadas g, (p;ps..0,40)- Este
nimero pode ser calculado a partir da particio dos indices simetrizados em termos dos
quatro diferentes valores possiveis para cada um. Como a métrica tem 10 componentes

independentes, obtemos

10(g+5)! 5
— e = b 4 3). 3.10
Em seguida, procedendo de modo semelhante, obtemos que o nimero de derivadas parciais

independentes de ordem (g + 1) dos 24 componentes independentes da torgio é dado por

24(q + 4)!
——L =4 4 3 2). 311
g+ 1) (g+4)(g+3)g+2) (3.11)
Depois, obtemos que as transformagGes das 4 coordenadas contribuem com
4(g+6) 2
WO 24 6)(g+5)(g+4) (312)

3g+3)! 3
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derivadas parciais de ordem (¢ + 3) independentes, para as derivadas de ordem (g + 2)
da métrica e de ordem (g + 1) da torcdo. Finalmente, o total de quantidades algebrica-
mente independentes no conjunto J, é obtido quando subtraimos a eq. (3.12) da soma da

eq. (3.10) com a eq. (3.11). Depois de simplificarmos, o resultado fica dado por
N, = 5¢® + 46¢° + 133¢ + 116. (3.13)

Podemos comparar este resultado com o nimero total de componentes das deriva-
das covariantes de ordem ¢ da curvatura e de ordem (¢ + 1) da tor¢io, que é dado por
36 x 49 4+ 24 x 409+1) = 132 x 47, tendo em vista que a curvatura e a tor¢do tém 36 e 24
componentes independentes, respectivamente. Para o conjunto I7 (0 < ¢ < 7), por exem-
plo, obtemos 5.016 elementos algebricamente independentes em um total de 2.162.688,
jsto é, os elementos independentes sao apenas 0,2% do total. Portanto, a quantidade de
calculos ficard consideravelmente reduzida se o algoritmo for aplicado utilizando apenas
as derivadas covariantes da torcio e da curvatura que sdo algebricamente independen-
tes. Na préxima se¢io vamos mostrar como essas quantidades independentes podem ser

identificadas a partir das relagbes algébricas entre os escalares de Cartan.

3.3 As relacoes entre os escalares de Cartan

Nesta secéo, definimos uma relacio de equivaléncia no conjunto dos escalares de Cartan
e a utilizamos para determinar as relagbes algébricas entre os escalares de Cartan de Iy
e também entre os de J, que sdo independentes dos de Iy,_y), para cada passo g > 1
do algoritmo para testar a equivaléncia. Estas relagtes serdo utilizadas para reduzir o
nimero de elementos independentes de J, o méximo possivel e para mostrar que estes
elementos podem ser expressos como derivadas totalmente simetrizadas de elementos de
Jig-1) ou como d’Alembertianos de elementos de Ji4_2), para g > 3.

No caso geral, para cada valor ¢ =0, ..., (p+1) do algoritmo para testar a equivaléncia
de variedades de Riemann-Cartan, as tinicas relagtes algébricas existentes entre os esca-
lares de Cartan do conjunto I, sio dadas pelas identidades de Bianchi e de Ricci e pelas
derivadas covariantes das mesmas até a ordem ¢q. Estas derivadas constituem um conjunto
completo de identidades para os escalares de Cartan, isto é, todas as outras identidades

que sdo satisfeitas pelos escalares de Cartan podem ser deduzidas a partir desse conjunto.
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Os casos especiais com restri¢des adicionais entre os escalares de Catan que, por exempio,
podem ser impostas pelas equagdes de campo das TGT, nao serdo considerados aqui.

As relagdes algébricas entre os escalares de Cartan serdo obtidas utilizando as partes
irreduiveis em que cada um deles pode ser decomposto, pois sao estas partes que consti-
tuem os escalares de Cartan fundameniais. Essas partes irredutiveis podem ser obtidas
com uma considerdvel simplificacdo através do formalismo espinorial, onde sdo dadas
por espinores totalmente simétricos [39]. Assim, daqui em diante, quando mencionarmos
os conjuntos I(p,1) ou J; sem especificar os seus elementos, estaremos nos referindo aos
espinores correspondentes desses elementos.

Os espinores correspondentes dos escalares de Cartan podemn ser decompostos em uma
soma contendo uma parte totalmente simetrizada e outras partes irredutiveis, definidas
através de contracgdes, dadas por produtos do espinor métrico £4p {ou do seu complexo
conjugado) com derivadas com um nimero menor de indices livres totalmente simetriza~
dos [39]. Por exemplo, a derivada do pseudo-trago Py, 4 (trago do dual) do espinor da

torcdo é decomposta (cf. apédice B) em trés partes irredutiveis de acordo com

B A 1 1 B 1
VBBIPXI A = V( (B'PX') ) - EEBAV}\EB'PX’)N - EEBIXIV( NJ‘P A)N

1 :
+ZEBAEBIXIVNN1PNN y (3.14)

onde temos a parte totalmente simetrizada P54 p, 5, = V(B( B,PX,)A ) e as partes definidas
através de contragoes BEA = VB, P AN ¢ p = v, . PYY contendo derivadas com
um ndmero menor de indices livres totalmente simetrizados. O espinor métrico epc é
totalmente anti-simétrico com g9y =1 e epp = €prer -

O conjunto completo de relagoes algébricas entre os elementos de Iy é dado pelas
identidades de Bianchi. No formalismo espinorial os elementos de Iy sdao dados pelos
espinores de torcdo, de curvatura e da derivada covariante do espinor de tor¢io. Uma
vez obtidas as partes irredutiveis destes espinores, as identidades de Bianchi poderdo
ser expressas em termos das mesmas, definindo o conjunto completo de relagdes para os
elementos de I, como veremos a seguir.

Consideremos, inicialmente, o espinor de tor¢do Taxppcer. Este espinor é decom-
posto em termos do espinor de torgéio contraido Tyxpe = Tagncy = 3 Lawnwc” € do

seu complexo conjugado de aaCOI'dO‘COIn TA A'BRCCY = E BrCrTAl ABC + € BCTA AR, sendo
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Ty apc decomposto (cf. apéndice B) em 3 partes irredutiveis de acordo com

i

6 (eaBPac+eacPan), (3.15)

1
Tyapec = Laapc+ 5 (eapTac+eacTan)+

onde Tup e Pap correspondem, respectivamente, ao trago e ao pseudo-trage (trago do
dual) do espinor de torgaoe. O espinor Laapc = Ly (anc) corresponde 3 parte sem trago
e sem pseudo-trago da tor¢ac. Denominamos Ly 4pc de espinor de Lanczos da torcdo,
pois tem as mesmas simetrias que o espinor de Lanczos da TRG [61, 62].

Com relagio ao espinor de curvatura Rasppcopp , inicialmente temos a decom-
posicio Raxppocpry = apRapcopp + EapRaypcopp , onde Rypeopp 6 0 com-
plexo conjugade do espinor de curvatura contraide Rapce pp , sendo Rapoc ppr decom-

posto (cf. apéndice B) em 6 partes irredutiveis de acorde com

Ripcopp = ecp |[Yapcp+ (€pceap +eppeac) (A+iQ)
+escpp +€anZac +enc Eap +epp Xac]

+ecn (®aporp +1Oascp ) - (3.16)

As partes irredutiveis do espinor da curvatura estdo relacionadas com os tensores cor-
respondentes (cf. apéndice A) da seguinte forma: o espinor ¥ apcp = Y(apep) € deno-
minado de espinor de Weyl e corresponde ao tensor de Weyl-Cartan Cupeq que tem as
mesmas simetrias do tensor de Weyl da TRG; o espinor de Ricci @ apcpr = ®ap)c'p) €
o pseudo-espinor de Ricci © 4pcpr = G (any(c' pry coTespondem, respectivamente, ao ten-
sor de Ricei simétrico sem trago S, e ao pseudo-tensor de Ricci simétrico sem trago Qla;
0 espinor X 45 = L(ap) corresponde & parte anti-simétrica do tensor de Ricci (bivetor de
Ricci) Agp; finalmente, A e §2 correspondem ao escalar de curvatura R e ao pseudo-escalar
de carvatura P, respectivamente.

Para completarmos a decomposicdo dos elementos de I resta-nos apenas decompor
a derivada covariante de primeira ordem V ppTaapc do espinor de torgdo, que tem 11
partes irredutiveis. Utilizando a decomposicdo de Tu apc dada pela eq. (3.15), podemos

expressar esta derivada em fungio das derivadas das. partes irredutiveis da tor¢io de

acordo com
1
Voo Tasape = Voo Laasc+ g (ea8VppTac +€acVorTan)
§
+- (eABVppPac +eacVpnPas). (3.17)

6
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Portanto, em vez de decompor VT apc para obter as suas partes irredutiveis, vamos
realizar um céalculo mais simples obtendo estas partes irredutiveis a partir das decom-
posicies das derivadas covariantes do traco T g, do pseudo-traco Pap € do espinor de
Lanczos L 4 apc da torgao.

Realizando a decomposi¢io da derivada covariante do #rago Ty.# do espinor da torgdo

obtemos (cf. apéndice B) o seguinte resultado

1 - 1
VBBJ'?;(:A = TBABJXJ + § (EBAMB‘X’ + EB’X’MBA) + Z EBAEB"X‘T, (318)
onde suas trés partes irredutiveis sio dadas por
B A
TBAB"X‘ = V( (317;(:) )3 (319)
MEBA = B T AN (3.20)
T = VanTVY, (3.21)

sendo 7 um escalar real. Procedendo de modo semelhante, obtemos que a derivada
covariante do pseudo-traco Py, ? da torgio é decomposta, de acordo com a eq. (3.14), em

trés partes irredutiveis dadas por

A
pBAthr - V(B(BJPXI) )) (322)
B4 = vB,p AN, (3.23)
P = VNNr'PNN’, (324)

onde P é um escalar real. Finalmente, temos a derivada covariante do espinor de Lanczos

da torcgo, que é decomposta (cf. apéndice B) de acordo com

VB, L, PP — p,,.PCPF | % £ i1y BCPE
—{% [EB(C‘ﬁDE)Brx' +1 EB(CQDE)B’X‘ ]

+g€Ber€B(C£DE), (3.25)

onde as cinco partes irredutiveis dadas acima séo definidas por
Lpx®PF = V&, L., PP, (3.26)
YyBCPE vy (BLCDEN (3.27)
Papxizr = —% [VN(X'['Z’)ABN + VN‘(AE'B)X’Z’N’ s (3.28)
Bapxiz = % [VN(X'['Z')ABN - VN'(AE'B)X'Z’N’ B (3.29)

LPE = VpunLN'NDE (3.30)
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Denominamos $%*P¢? de espinor de Weyl-Lanczos ¢ ¢apxz de espinor de Ricci-
Lanczos, pois tém as mesmas simetrias que os espinores de Weyl e de Ricci da TRG,
sendo determinados pelo espinor de Lanczos da tor¢io. Em particular, a eq. (3.27) que
determina ¥*BC? em funcgio do espinor de Lanczos da tor¢io é a mesma que relaciona o
espinor de Weyl da TRG com o espinor de Lanczos [62].

Com este ultimo resultado podemos afirmar que os elementos de Iy sao decompostos em
20 partes irredutiveis, sendo 3 delas as partes irredutiveis da tor¢io, dadas na eq. (3.15),
e as 17 restantes as partes irredutiveis de Jy, a saber: as 6 partes da curvatura, dadas na
eq.(3.16), e as 11 partes da derivada covariante da tor¢io dadas pelas egs. (3.19)-(3.21),
egs. (3.22)(3.24) e eqs. (3.26)-(3.30). Entretanto, como veremos a seguir, apenas 17 delas
sao algebricamente independentes.

As inicas relagoes existentes entre os escalares de Cartan fundamentais dados pelas

partes irredutiveis dos elementos de Iy sao as identidades de Bianchi (cf. apéndice B)

1 3 4 ') !
Q = -'*'2—417 - ;ETNN'BK'KB'TKK BE'NN ’ (331)
1 3 1
Yac = _EMAC + QZBAC - g-CAC

1 ’ 1
—gTNN'BK’B’(ATC)K BENN ) (3.32)

Scawac = bowac+ EPC‘A’AC
+%EE'(C'EA')F’TNN'BE‘B‘(ATC)F’BB‘NN" (3.33)

As identidades de Bianchi dadas pelas egs. (3.31)—(3.33) definem o conjunto completo
de relagdes algébricas para os espinores correspondentes dos escalares de Cartan do con-
junto Ip = {T%,} U Jy, utilizado no algoritmo para testar a equivaléncia quando ¢ = 0.

Prosseguindo para o valor ¢ = 1 no algoritmo, temos que decompor em partes irre-
dutiveis os espinores correspondentes dos elementos do conjunto J; = {B% 4., » Theanims b
determinar as partes que sao algebricamente independentes dos elementos de Iy e encon-
trar as relacdes algébricas que estas partes tém entre si.

Em lugar de decompor diretamente os elementos de J; vamos decompor as derivadas
das partes irredutiveis dos elementos de Jy, pois J; é definido pelas derivadas covariantes
dos elementos de J;. Dessa forma obtemos as partes irredutiveis dos elementos de J; do
mesmo modo como fizemos para obter as partes irredutiveis da derivada covariante da

torcao. Entretanto, ndao é necessdrio utilizar todas as partes irredutiveis dos elementos
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de Jy, pois podemos utilizar as identidades de Bianchi para reduzir de 17 para 14 as
quantidades de Jp cujas derivadas precisam ser decompostas, considerando apenas as
partes irredutiveis independentes.

Examinando as identidades de Bianchi dadas pelas egs. (3.31)—(3.33), verificamos que
a eq.(3.31) é linear em Q e P, a eq.(3.32) é linear em X4, Muc, Bac e Lac e a
eq. (3.33) é linear em G¢aac, I aac € Poarac. Assim, quando a torgdo for dada,
estas identidades poderdo ser utilizadas para expressar 3 dessas partes irredutiveis como
combinages lineares das demais, que podem ser escolhidas de 24 maneiras diferentes.

Considerandos as observacies acima, sobre as relagbes algébricas entre os escalares de
Cartan dadas pelas identidades de Bianchi, podemos definir uma relacdo de equivaléncia

entre escalares de Cartan (denotada por ~) de acordo com:

Definicio 3.1 Dois escalares de Cartan quaisquer, EC; e EC;, (expressos em termos dos
escalares de Cartan fundamentais usando somas, produtos e contracies) sio equivalentes
quando estiverem relacionados por uma equacdo algébrica cuja parte ngo-linear envolve
apenas escalares de Cartan obtidos através de derivadas covariantes da curvetura e da

torgao de ordens inferiores ds exisientes em EC; e ECj.

Um aspecto importante desta defini¢io é que as derivadas covariantes de escalares de
Cartan equivalentes também sido equivalentes. Isto ocorre porque as derivadas covarian-
tes de ordem ¢ das identidades de Bianchi também séo equagdes algébricas lineares nas
derivadas da curvatura de ordem ¢ e nas derivadas da torcao de ordem (g + 1), a menos
de termos quadritico envolvendo as derivadas da curvatura de ordem menor ou igual a
(g — 1) e as derivadas da tor¢io de ordem menor ou igual a q. Esta definico é uma
generalizacio da equivaléncia de escalares de Cartan nos espagos-tempos Riemannianos
da TRG [28, 39, 63].

A partir da definicio de equivaléncia de escalares de Cartan dada acima, podemos
utilizar as identidades de Bianchi dadas pelas egs. (3.31)—(3.33) para expressar P, Lac e
B 4 ac como combinagoes lineares das outras partes irredutiveis equivalentes de acordo

com:
P ~ —240, (3.34)

2 )
Lac ~ _EMAC'FEBAC—SEAC, (3.35)

i
boaac ~ eC’A'AC"‘gPC-’A'AC- (3.36)
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Com esta escolha estamos considerando algebricamente dependentes tanto os espinores P,
Lap e B4pxv quanto as suas derivadas covariantes, que sao determinados pelos escalares
de Cartan equivalentes através das derivadas covariantes das identidades de Bianchi dadas
pelas egs. (3.31)(3.33).

Considerando que as identidades de Bianchi formam um conjunto completo de relagoes
algébricas entre os elementos de I, juntamente com a escolha dos elementos independentes
de I, também definimos um conjunto completo minino Cy para os escalares de Cartan
de Iy, dado na tab. (3.1) na pigina 56. Podemos resumir estes resultados enunciando a

seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.1 Os espinores correspondentes dos elementos do conjunio

Iy = {Ta;n:: “beds Tabc;ml}

podem ser expressos algebricamente em termos dos elementos dos conjuntos Cy e seu

complezo conjugado Cy, onde Cy é um conjunto minimo para I, definido por:

1. As partes trredutiveis da tor¢do:
(a) Txra, (b) Pxra, (¢) Lx apc;

2. As partes irredutiveis da curvatura e da derivada covariante da torcdo dadas por:

(@) i. Wanco; . Yapep = V4L gepy,

() i. @apx'yr, G Oanxyr, 1. Sapxy = £V LN yyan + VLN pyxovl s
(€) i. Yap, i6. Map = VN Tpyni, Gi- Bap =V, Py ;

(@) i. A, #. Q, i T = VT,

8. As derivadas totalmente simetrizadas de:

(a)} Txra, (b) Pxia, (€) Lx apc.

Uma vez definido o conjunto completo minimo Cj, podemos prosseguir com os célculos
| para obter as partes irredutiveis dos elementos de Ji, a partir da decomposi¢do das deriva-
das covariantes dos 14 elementos de J;, que pertencem a Cy. Em seguida, utilizaremos as
identidades de Bianchi e de Ricci juntamente com a definigao de equivaléncia de escalares

de Cartan para determinar, nfo sé as partes irredutiveis dos elementos de J, que sdo
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Nome em T'CLASSI Espinor Comp. ind.
TPSI ¥ 4pcD 10
PSILTOR YABCD 10
TPHI ® aBx'y 9
THETA Oapxy 9
PHILTOR $ABX'Y! 9
DSPTTOR VO Ten™ 9
DSPPTOR vV Pyt 9
SIGMA Yap 6
BVTTOR Mup 6
BVPTOR Ban 6
SPTTOR Tax: 4
SPPTOR Pax: 4
TLAMBD A 1
OMEGA ¢) 1
SCTTOR T 1
SPLTTOR Lapox 16
DSPLTOR VO g Ly PP 30

Tabela 3.1: Os 17 espinores do conjunto completo minimo Cp para os espinores que
correspondem aos elementos do conjunto Iy = {T%.} U Jo = {T%, R%4, T ¢, }» usado
no algoritmo para testar a equivaléncia quando ¢ = 0. Sao dados os nomes utilizados em
TCLASSI e o niimero de componentes reais (Comp. ind.), que s30 24+ 116 = 140 no caso

geral. A letra ”D” no inicio de um nome indica a derivada totalmente simetrizada.
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independentes dos elementos de Iy, mas também as relacoes algébricas entre essas partes,
coImo veremos mais adiante.

Consideremos inicialmente a decomposicdo das derivadas covariantes dos elementos
de Cy dados pelas seis partes irredutiveis da curvatura. Cada uma dessas derivadas é
decomposta em uma parte totalmente simetrizada e em outras partes definidas utilizando
contracoes. Como as derivadas de {} e A nao apresentam contragdes precisamos apenas
obter as partes envolvendo contracoes das derivadas de ¥ 4pcp, Xan, Pax'py € O ax'py -

A partir das decomposicoes das derivadas de ¥ pcp e de Ype obtemos, além das

partes totalmente simetrizadas, as seguintes partes irredutiveis:

Eviapc = V% ¥agen, (3.37)
1 . -
quA = §(VA;VEAN +VNAzerJ), (3.38)
i -
VX:A = _§(VNXJEAN e VNAEXINJ)’ (3.39)

onde o espinor Sy 4pc tem as mesmas simetrias que 0 espinor de Lanczos da torcio e os
espinores hermitianos Ux 4 € Vx4 resultam da decomposicao de VA;;,E AN €In uma parte
hermitiana e uma parte anti-hermitiana de acordo com VX, v = Uxia+iVxr4-

A derivada covariante do espinor ®pcxyr é decomposta na parte totalmente simetri-
zada e nas duas partes irredutiveis do espinor V¥, @, \» que é decomposto de acordo

com
T T ]. /)
VNA(I)BCX'N’ = VN(A‘DBC)XJNJ - EVNN (eaB®ncxin +E4c@anxon) - (3.40)

Analogamente, a derivada covariante do espinor Opcy 7 é decomposta em uma parte
totalmente simetrizada e nas partes irredutiveis do espinor V"',0 5.y y» que sio dadas

por V¥V Qpnvin e pelo espinor
Xy apc = VN’(AGBC)Y'N' , (3.41)

gue tem as mesmas timetrias que o espinor de Lanczos da tor¢ao. Com este resultado com-
pletamos as 13 partes irredutiveis da derivada covariante do espinor curvatura e podemos
obter as relagdes algébricas entre as mesmas utilizando as identidades de Bianchi.

As derivadas covariantes das identidades de Bianchi dadas pelas egs. (3.31)-(3.31) re-

lacionam entre si as derivadas covariantes de primeira ordem da curvatura e de segunda
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ordem da torcdo. Entretanto, estas identidades ndo estabelecem relagoes entre os elemen-
tos do conjunto Cy, pois foram utilizadas para expressar P, L € O4pxy: em funcio
dos escalares de Cartan equivalentes, de acordo com as egs. (3.34)—(3.36). Dessa forma,
as tnicas relacdes obtidas com as derivadas covarintes dessas identidades sao as equagoes
(que expressam as partes irredutiveis das derivadas de P, L4p e O45x/y em funcio das
derivadas dos escalares de Cartan equivalentes que fazem parte de Cy.

As tnicas relacoes algébricas entre as partes irredutiveis da derivada covariante do
espinor de curvatura sio obtidas a partir de um segundo conjunto de identidades de
Bianchi, que podem ser expressas em termos dessas partes irredutiveis (cf. apéndice B)

de acordo com

Eviape — VN’(A(I)BC)Y’N' — i Xy ape — 2VyaXipo)
. R(ABNN’MM‘T \nnieymiary =0, (3.42)
AlUyig + 3VyigA+ V¥ ¥Oypyiw + ‘;‘ (RN MM Ty v emonay
+ Ry KNNMMT vkomarn) =0, (3.43)
4Vyig + 3VypQ+ V¥VOypyin — % (RN MM Ty ke nay
— Ry K’N’NM’MTN’NK’MM’B )=0. (3.44)

Como mais adiante iremos determinar as partes irredutiveis dos elementos de J» de-
compondo as derivadas dos elementos independentes de J;, devemos procurar reduzir o
méximo possivel 0 mimero de quantidades independentes de J; utilizando a definicao de
equivaléncia de escalares de Cartan e as relagdes algébricas que os elementos de J; tém
entre si e com os elementos de .

Quando a tor¢do e a curvatura forem dadas, as identidades de Bianchi dadas pelas
eqs. (3.42)—(3.44) poderio ser usadas para expressar 3 das partes irredutiveis da derivada
covariante da curvatura em funcio das demais, pois as egs. (3.42)—(3.44) sio lineares nas
7 partes irredutiveis que contém contragdes € nas 3 partes totalmente simétricas Vy:gA,
VygQ e Vyi(4Xpc). Portanto, existem 10 partes irredutiveis da derivada da curvatura
algebricamente independentes, que podem ser escolhidas de 24 maneiras diferentes.

Utilizando a definicio de equivaléncia de escalares de Cartan e as identidades de
Bianchi dadas pelas egs. (3.42)-(3.44), podemos expressar V¥'NQypyini , VNN O ypyry

e VN '( 4P BC)y’N COMO combinacdes lineares dos escalares de Cartan equivalentes através
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das seguintes relagoes:

VV'NOnpyine ~ 4Wip +3VyipQ, (3.45)
VN,NCI)NB}"N; ~ 4dlUyg + 3 VYJ'BA, (3.46)
VVu@poywn ~ Bviasc — i Aviape — 2 Vyiaaey - (3.47)

Dessa forma, consideramos algebricamente dependentes V¥’ ¥Oupy/nr € as partes irre-
dutiveis do espinor de Ricci definidas através de contracdes, isto §, VV '( A®poyyn €
VNN dypyinr. Assim, tanto estes espinores quanto suas derivadas covariantes sdo de-
terminados pelos escalares de Cartan equivalentes através das identidades de Bianchi
dadas pelas eqgs. (3.42)-(3.44) e das suas derivadas covariantes. Neste caso, as 10 partes
irredutiveis da derivada covariante da curvatura que sdo algebricamente independentes
sdo: as seis partes totalmente simetrizadas e os quatro espinores Sy 4pc, Uxra, Vxig €
Xy apc definidos, respectivamente, pelas egs. (3.37)-(3.39) e eq. (3.41).

Para completarmos as partes irredutiveis dos elementos de J; ainda falta decompor
as derivadas covariantes das partes irredutiveis da derivada covariante torcac que fazem
parte da defini¢do de Cy na péagina 55. Estas derivadas de segunda ordem tém 22 partes
irredutfveis. Mas elas nio sdo todas independentes, pois existem 11 relacoes algébricas
entre elas que podemos obter utilizando as identidades de Ricci.

Na verdade, as identidades de Ricci relacionam entre si as derivadas covariantes de
segunda ordem de um espinor qualquer. Por esta razao, antes de prosseguirmos com a
decomposicio da derivada de segunda ordem da torgio, vamos determinar as relagdes
algébricas que podem ser obtidas entre escalares de Cartan arbitrarios, utilizando estas
identidades.

No caso de um espinor ¢¢ arbitrario, as identidades de Ricci sdc dadas por:
(VawVaxr — Vex'Vaw ) ¢ = eas Vi Vi bc — ewx Vi Vi ¢c,  (3.48)
onde as derivadas simetrizadas sdo decompostas (cf. apéndice B) de acordo com
Ve Vi Yoc = (Svowx +iOncwx )" +2Twwwix V"V ¢,  (3.49)
V"' Vewdc = —Wapend" —2(A+iQ)ecia dp) + 26caZhv "
—2%¢adp) + 2Twnas V" dc. (3.50)

Utilizando as propriedades dos operadores V. N'v v € Vo Vi ¥ podemos ge-

neralizar as egs. (3.48)—(3.50) para um espinor com um nimero qualquer de indices, tanto
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com linha quanto sem linha. Neste caso, a partir das identidades de Ricci para um escalar
de Cartan arbitrdrio ¢ (os indices nio estdo indicados) obtemos, de acordo com a definigao

de equivaléncia, que as seguintes derivadas de segunda ordem de @ sdo eguivalentes:

V"' VenQ@~0 e Vi Vi Q~0. (3.51)

A partir das relagdes entre os operadores diferenciais covariantes dadas pela eqg. (3.48) e

das derivadas equivalentes dadas pela egs. (3.51) acima, podemos concluir que
Vaw VpxQ ~ Vpx:Vaw Q. (3.52)

Portanto, todas as derivadas de segunda ordem com os mesmos indices nos operadores
diferenciais covariantes sio equivalentes, independentemente da ordem dos operadores.
Podemos interpretar a eq. (3.52) dizendo que o operador V 4y~ foi movido para a direira,
ou entdo que o operador V gx foi movido para a esquerda. Mais adiante, nesta se¢do, esta
propriedade ser4 utilizada para mover operadores diferenciais covariantes para a esquerda
ou para a direita, nas derivadas de ordem n > 2. Como conseqiiéncia dos resultados
acima obtemos também que

Vaw V" Q ~ %EW’X’DQ e VyaVp" @~ %6ABDQ: (3.53)
onde OQ = VNNV nQ é o d’Alembertiano do escalar de Cartan Q.

Prosseguindo com a obtencdo das partes irredutiveis dos elementos de J;, vamos utili-
zar as egs. (3.51)(3.53) para obter as 11 relagGes entre as partes irredutiveis das derivadas
covariantes dos 8 elementos de Cy obtidos a partir da torgio, a saber: os espinores ¥’ 4pcp,
éBox'y' s Mag, Bap, T e as derivadas totalmente simetrizadas de Tx'4 , Px'a € LxraBc,
dados na definicdo de Cy na pagina 55. Como o espinor 7 é um escalar, a sua derivada
nao precisa ser decomposta.

A derivada totalmente simetrizada 7545 4, = V(B( B,’]},)A} do trago da torg¢do tem as
mesmas simetrias que o espinor de Ricci. Assim, podemos decompor & derivada covariante
de 7545, . da mesma maneira que 2 derivada do espinor de Ricci obtendo, além da parte
totalmente simetrizada, 0s espinores V , T, *® e VNN T nxine , cujas relagoes com
o0s outros escalares de Cartan precisam ser determinadas. Utilizamos a eq. (3.19) podemos

(Cq- ABN'

expressar o espinor V, de acordo com

[V CVATON _yNCyA 7,2, (3.54)

|
VNI (CT rAB)N == '§
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onde temos somas totalmente simetrizadas cujas parcelas que sio componentes dos es-
pinores V5, ° VA, TBN e V¥'CVA T, B, cada uma contendo uma contragio. Podemos
classificar as contracoes existentes em cada uma dessas parcelas em dois tipos: () aquelas
onde cada indice contraido pertence a um operador diferencial covariante, como ocorre no
espinor VV'CVA, T, B, e (ii) aquelas onde apenas um dos indices contraidos pertence a
um operador diferencial covariante, como ocorre no espinor V ,, “VA,, 78N " entre o ope-
rador V€ e o traco da torgio 7PY'. Na verdade, estes dois tipos de contracdes estio
presentes em todo escalar de Cartan definido a partir de uma derivada covariante de or-
dem n > 2. Utilizando as identidades de Ricci podemos lidar com cada um destes tipos
de contracgoes através de um procedimento geral que apresentamos a seguir, utilizando os
espinores V ,, CVA,, 7BV e VN'CVA, T, P como exemplos.

No caso das contracgoes tipo (i), que envolve dois operadores diferenciais covariantes,
sempre podemos utilizar a eq. (3.52) para mover os operadores para a esquerda até que
estejam lado a lado e nenhum outro operador esteja & esquerda dos mesmos. Depois
usamos as egs. (3.53), oun as eqgs. (3.51), para substituir a acdo dos mesmos por um escalar
de Cartan equivalente. A primeira parte deste procedimento nao precisa ser aplicada no

espinor VV'CVA,, 7. B, sendo necessdrio apenas utilizar as egs. (3.53) para obter

VNOVA TP ~ 2 CADT,, (3.55)
mostrando que ele é equivalente ao d’ Alembertiano do trago da torc¢ao.

No caso das contragdes tipo (#7), envolvendo apenas um operador diferencial covariante,
utilizamos a eq. (3.52) para mover o operador para a direita até que esteja ao lado do
escalar de Cartan com o qual estid contraido. Depois expressamos esta contragao em
termos das partes irredutiveis independentes da derivada de primeira ordem desse escalar
de Cartan. Com relagiio ao espinor V y, V4, 7BV | utilizamos a eq. (3.52) para mover o

operador V, © para a direita, obtendo
Vo VAT~ VAV CTEY, (3.56)

Em seguida, utilizamos a eq. (3.18) para determinar a contragio V72N de acordo com
Vpr CTBY = MCB 4 LeCBT Substituindo esta expessdo na eq. (3.56), obtemos

1
Vi CVATEN A~ VA L MOE 4 5 eCBVA L T. (3.57)
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Finalmente, substituindo as eq. (3.55) e eq. (3.57) na eq. (3.54) e considerando que £48 ¢

anti-simétrico, chegamos ao seguinte resultado
N |
VNI (CT ’AB)N ~ Q‘ V(A IMCB)- (358)

No caso do espinor VV¥ Tynx'n , através de um procedimento semelhante, obtemos

a relagao
: 1
VYN Tunxenr ~ 7 VxraT. (3.59)

Utilizando um procedimento andlogo com relacio s derivadas covariantes dos espi-
nores PB4 5, = V(B( B.'PX,)A) e LpxBPF = V(B( 5 Lxry CPE) | obtemos que suas partes

irredutiveis definidas através de contractes satisfazem as seguintes relagoes:

V. CP AN %V“X,BCB’, (3.60)
VN Punxiw ~ }IV ax'P, (3.61)
vV Ly BCDE) *_% A (AwBCDE)’ (3.62)
Van Lxi CDENN' | g Vo (c [DPE) _ i 0 EXF'DE, (3.63)
Vi Lpx) T8~ g [V(C(A'éDE)B’X’) +1 V(C;A'QDE)BI xn b (3.64)

onde P, LPF e §PF ,, ., sio determinados em termos dos escalares de Cartan equivalentes
pertencentes a Cp através das eqgs. (3.34)-(3.36), respectivamente.

A derivada covariante do espinor M,p, além da parte totalmente simetrizada, tem
apenas uma parte irredutivel dada pelo espinor hermitiano V¥ ,, M ,, isto é, que satisfaz
a V¥ po M yy = V¥, My pr . Podemos utilizar a equagio VN, Tpy, = ~Mup — teanT,
obtida a partir da eq. (3.18), para relacionar este espinor com outros escalares de Cartan.
Calculando a derivada covariante dessa equacao e contraindo com o indice A, obtemos
VAN Tow = —V4% M 45—~1 Vpx T. Considerando que VA4, V¥ Tpy ~ —1 OTpxs,

de acordo com as eqs. (3.53), obtemos a seguinte relagfo
1 .
Ve Myg ~ —3 (VxgT — OTx 5. (3.65)

Procedendoc de maneira aniloga com as derivadas covariantes dos espinores Bag,

Yapep € $pex'yr , podemos utilizar as eq. (3.14), eq. (3.25), e as egs. (3.51)-(3.53) para
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mostrar que as partes irredutiveis V¥, B, (hermitiano), V.4 ,pon € também o espi-

nor V¥, ¢ ey a satisfazem s seguintes relagoes

1
Ve Bin ~ —3 (VxiaP — OPxia), (3.66)
3
Vax 7~ 4 v x L7 — BLy, AP (3.67)
r ’ 1 AB |
VN A¢BCXfo ~ —i VN AeBCX.rN.r - 5 VXJ AEBC + DﬁX’ C:l (368)

onde os espinores P, LBC e 98C,, . sio expressos em termos dos cscalares de Cartan
equivalentes que pertecem a Cy de acordo com as eq. (3.34)-(3.36), respectivamente.

Com este 1iltimo resultado, completamos 22 partes irredutiveis da derivada de segunda
ordem da tor¢do. Entretanto, apenas onze destas partes sido independentes, pois elas estio
relacionadas entre si e com os elementos de [y através de 11 identidades algébricas dadas
pelas egs. (3.58)—(3.68), obtidas a partir das identidades de Ricci e de Bianchi. Portanto,
dado o conjunto minimo Cy, podemos utilizar estas relactes para escolber as 11 partes
algebricamente independentes como sendo: as derivadas totalmente simetrizadas dos 8
elementos de Cy obtido a partir da torciao e os d’Alembertianos das 3 partes irredutiveis
da torcéo.

Por fim, reunindo as partes irredutiveis das derivadas de primeira ordem da curvatura
e de segunda ordem da torgao, obtemos o conjunto das partes irredutiveis de J; com 35
elementos que satisfazem a 14 relacoes algébricas, dadas pelas egs. (3.34)—(3.36) e pelas
egs. (3.58)—(3.68), obtidas a partir das identidades de Bianchi e de Ricci, respectivamente.
Neste conjunto existem 10 partes irredutiveis da derivada de primeira ordem da curvatura
e 11 da derivada de segunda ordem da tor¢ao que sao algebricamente independentes tanto
entre si quanto dos elementos de I;.

Antes de prosseguirmos para o préoximoe valor de ¢ no algoritmo, temos que considerar
um aspecto importante dos resultados obtidos. O niimero de partes independentes de J;
foi reduzido o méximo possivel, pois todas as relagdes algébricas independentes entre os
elementos de .J; foram obtidas, como veremos a seguir.

A partir do conjunto completo minimo Cjp, podemos mostrar que as relagoes algébricas
dadas pelas egs. (3.34)-(3.36) e egs. (3.58)—(3.68), constutuem um conjunto completo de
identidades para os escalares de Cartan do conjunto .J;, utilizado no algoritmo para testar
a equivalénciade variedades de Riemann-Cartan quando ¢ = 1. Esta afirmacdo pode ser

demonstrada reunindo a Cy o conjunto C, das quantidades independentes de .J,, dadas
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na tab. (3.2) na pdgina 66, de modo a obter mmn conjunto completo minimo para J; de

acordo com a seguinte proposic¢ao:

Proposicao 3.2 (s espinores correspondentes dos elementos do conjunio

J]_ = {Rabcd;mli abc;mlmz}’

podemn ser ezpressos algebricamente em termos dos conjuntos mintmos Cy U C) e seu
complezo conjugado CyUC,, onde Cy € definido na pdgina 55 e C) € um conjunto minimo

definido por:

1. As derivadas covariantes totalmenie simelrizadas dos elementos de Cy, ezceto das

partes irredutiveis da torcao;

8. Os d’Alembertianos ([0 = V¥V 'V yn) das partes irredutiveis da torcdo:
(a) OTx:4, (b)) OPxa, (¢) O Lxrapc;

8. As partes trredutiveis da derivada covariante da curvatura dadas por:

(@) Ugy) = %(VNX'EAN + VN‘AEX’N’)’ (8) Vaxo = %(VNszlit - VN'AEN)’("):

(€) Espex = V% Yapcn: (d) Xapoxr = VN‘(AeBC)N’X’ .

Demonstracao:

Precisamos mostrar que os elementos de J, podem ser expressos algebricamente em termos
dos elementos de C, e de Cy, e que o nimero de elementos de C, ndo pode mais ser
reduzido.

Considerando que Cy € um congunto completo minimo para Iy e que J; é definido
pelas derivadas covariantes dos elementos do subconjunto Jy de Iy, concluimos que os
elementos de J, podem ser expressos algebricamente em termos das derivadas covarian-
tes dos elementos de Cy. Entretanto, Cy € formado por partes irredutiveis das derivadas
covariantes dos elementos de Cy que foram escolhidas de modo {al que as demais par-
tes ndo inclutdas em C, podem ser expressas em termos dos elementos de C| e de Cy,
através das relacdes dadas pelas egs. (3.94)—(8.86) e egs. (8.58)—(5.68), obtidas u partir
das identidades de Bianchi e de Ricci. Portanto, os elementos de J, podem ser expressos
algebricamente em termos dos elementos de C e de Cjy.

Para demonstrar que o nimero de quantidades algebricamente independentes existen-

tes em C, ndo pode mais ser reduzido, lemos que mosirar que seus elementos tém 300
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componentes reais no total, pois este é o nimero de quantidades reais em J, gque sdo
algebricamente independentes tanto enire si quanto dos elementos de I, de acordo com
a eq. (3.18). A demostracdo fica completa com a tab. (3.2) na pdgina 66, onde podemos

verificar que os elementos de C| tém 800 componenies reais.

A partir destes resultados podemos considerar o préximo valor de g no algoritmo, onde
devemos decompor em partes irredutiveis os espinores correspondentes dos elementos
do conjunto J2 = {R%4rnimar T hemamams }> determinar as partes irredutiveis que sén
algebricamente independentes dos elementos de I e obter as relacdes algébricas que estas
partes tém entre si.

Seguindo 0 mesmo procedimento utilizado com relacio ao conjunto Ji, em lugar de
decompor diretamente os elementos de J, vamos obter as suas partes irredutiveis de-
compondo as derivadas covariantes dos elementos do conjunto minimo €, definido na
pagina 64, a saber: as derivadas totalmente simetrizadas dos elementos de Cy (exceto
das partes irredutiveis da torcdo), os d’Alembertianos das partes irredutiveis da torcao
e 05 08 quatro espinores Syt apc, Ux'a, Vx4 € Ay apc definidos, respectivamente, pelas
eqs. (3.37)-(3.39) e eq. (3.41).

Considerando que a derivada covariante de cada elemento de C; tem ordem g > 2,
as suas partes irredutiveis contém os mesmos tipos de contragoes que existem nas partes
irredutiveis da derivada covariante de 7245, = V(B(B,T ,)A). Assim, podemos obter
as relagtes entre partes irredutiveis das derivadas dos elementos de € e os outros esca-
lares de Cartan através do mesmo procedimento aplicado nos espinores V ,, V4,78V
e VN'CVA, T, B nas paginas 60 e 61. Como cada uma dessas derivadas é decomposta
em uma parte totalmente simetrizada e em outras partes definidas utilizando contracgoes,
precisamos obter apenas as partes envolvendo contrages e determinar as relagdes entre
elas e os outros escalares de Cartan utilizando as identidades de Bianchi e de Ricci.

Decompondo a derivada covariante de Vx4 A, isto é, a derivada covariante de segunda
ordem do escalar de curvatura, obtemos que as partes com contragio sao ¢ d’Alembertiano
OA e o espinor V N( AV B) N’ A. Entretanto, apenas o d’Alembertiano pode ser considerado
independente, pois utilizando as identidades de Ricci obtemos que V ., ,V g, NA~0,de
acordo com as egs. (3.51). Assim, mostramos que este espinor pode ser expresso algebrica-
mente em fungio dos elementos de 7;. Analogamente, na derivada covariante de segunda

ordem do pseudo-escalar de curvatura ) e do espinor 7, dado pela eq. (3.21), apenas os
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Nome em TCLASSI Espinor Comp. Ind.
DTPSI Vx4 UsenE) 24
DPSILTOR V(4 ¥BODE) 24
DTPHI v ® 16
DTHETA VY x®" 16
DPHILTOR V8" 16
D2SPTTOR Ve V2T 16
D2SPPTOR Ve VB P9 16
DSIGMA Vx4 Zac) 16
DBVTTOR V(4 Macy 16
DBVPTOR Vx4 Bac) 16
TXI ZxABC 16
XITH XyviaBc 16
ASPLTOR O Lx ABC 16
DTLAMEDA VxiaA 4
DOMEGA Vxaf 4
DSCTTOR VxaT 4
TSIGM Uxi4 4
PSIGM Vxia 4
ASPTTOR O Txr4 4
ASPPTOR OPxra 4
D2SPLTOR Vi VB L ) 48

Tabela 3.2: Os 21 espinores do conjunto minimo C) para os espinores que correspondem
aos elementos de J1 = {R% 4., > Theimam, }» USado no algoritmo para testar a equivaléncia
quando ¢ = 1, com os nomes usados em TCLASSI e o nimero de componentes reais
(Comp. Ind.), que sdo 300 no caso geral. A derivada de segunda ordem totalmente

simetrizada é indicada por “D2” e o d’Alembertiano por “A”, no inicio de um nome.
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d’Alembertianos OS2 e £17 sdo algebricamente independentes dos elementos de I;.
Como o niimero de partes irredutfveis das derivadas covariantes dos elementos de C;
que sio algebricamente dependentes de I; é muito grande, daqui em diante apresentaremos
apenas os casos em que a equivaléncia com os elementos de I; for obtida utilizando outras
equacdes além das identidades de Ricci, dadas pelas egs. (3.51){3.53).
As derivadas covariantes de V x«5¥8cp) € de Vx1aX pe) tém, cada uma, cinco partes
irredutiveis definidas utilizando contragdes. Usando a eq. (3.52) e as egs. (3.53), podemos

mostrar que as partes algebricamente independentes de I; estdo relacionadas por

VNN'VN,(E‘IIABC)N ~ %D‘I’EABC, (3.69)
vy =¥ ey ~ _V(X‘(EEYI)ABC) ’ (3.70)
VNV waZen ~ % UX4B, (3.71)

v XV sN _V(X'(Auv')m _ iV(X’(AvY')B), (3.72)

onde Eyrape, Uxra, Vxr 4 s80 definidos, respectivamente, pelas egs. (3.37)—(3.39).
Com relacio & Vy«g¥ancp), VycMap) e Vy+(cBap), obtemos que as partes irre-
dutiveis das suas derivadas covariantes que sao algebricamente independentes de I, estdo

relacionadas de acordo com

VAV g se) ~ gv‘x'(EV""ALBC,Jr %DV‘X'(EL:"')ABC), (3.73)
VN Voo ~ —%D'/JABCD, (3.74)
VAT MY~ VLT T - av T ), (3.75)
VNN’VN’(AMB)N ~ —%DMABi (3.76)
VXV By ~ %[V‘X'(AVB,)Y"'P—[:IV(X'(A’F’B)Y"], (3.77)
VN VN uBgy ~ _%DBAB? (3.78)

utilizando as egs. (3.51)—-(3.53), eq. (3.67), eq. (3.65) e eq. (3.66).

@AB)Y,Z.) e V(C(X,(-)AB)Y,Z,), precisamos

No caso das derivadas dos espinores V((’;X,
considerar apenas as partes irredutiveis relacionadas com as derivadas do espinor Ay apc
definido pela eq. (3.41). As outras partes apenas expressam as partes irredutiveis das
derivadas covariantes de VV'¥Oupyn, VYN N®npyinr € VN'( 4%pcyvon em funcio das

derivadas covariantes dos escalares de Cartan equivalentes que pertencem a C, de acordo
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com as egs. (3.45)-(3.47). Neste caso, utilizando a eq. (3.52) e as eqgs. (3.53), obtemos

apenas duas relacdes entre as partes independentes dadas por

) 1
VNN Vﬂ(fY'q)ABZ‘)N‘ ~ —5 D@ABYIZI 3 (3.79)
4 AB D
VARG C o VI e SN (3.80)

Decompondo a derivada covariante de V(cix,quB)Y, z+y €m partes irredutiveis e uti-
lizando a eq.(3.68) e as eqgs. (3.45)—(3.47) podemos mostrar que as partes irredutiveis
independentes estao relacionadas de acordo com
1
2

4 AB 4 AB
VN (DVC(XJ ¢ )}IJ)NJ ~ —VN (DVC(X‘ 0 )Y')N' -

D645y, (3.81)
1
2

1__c DAB)
+§ DV (X" Ey.a) . (3.82)

N'gN  AB
Vn V(x'¢ yon ™

Vo VP £AB)

Consideremos agora. as derivadas covariantes de primeira ordem dos espinores Uy 4 €
Vx4 definidos pelas eqgs. (3.38)-(3.39), respectivamente, que sio decompostas de acordo

com 3 eq. (3.18). Existern duas partes irredutiveis independentes ¥ '{ AVp)n €
Fap =V gy (3.83)

Utilizando as eqgs. (3.38)(3.39) e as egs. (3.51)~(3.53), obtemos as seguintes relacdes

1 , o
Fap ~ E(Dz:,w+v""(}lv,_c,)l,,,zi,(,N ), (3.84)

£ i T — 7
V¥ Ve ~ 5(Dz,w—VK(AVB),\,,EK.N ). (3.85)

Assim, podemos considerar como independente apenas Fap, pois estas relagoes nos per-

mitem mostrar que

0

V¥ aVeyw ~ i (Fap— OZap). (3.86)
As partes irredutiveis das derivadas covariantes de primeira ordem dos espinores
Syrape € Xyiapc definidos pelas eq.(3.41) e eq.(3.37), respectivamente, sdo obtidas
através de uma decomposiciio andloga A da derivada do espinor de Lanczos da tor¢ao
Ly anc, dada em (3.25).
As partes irredutiveis da derivada covariante de Ayv4pc, além da parte totalmente

simetrizada, sdo dadas pelo espmor

T apep = VN'(AX Niacp) ) (3.87)
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e pelas trés partes irredutiveis do espinor V%, A&y 4py. Entretanto, podemos mostrar
que este tltimo espinor é algebricamente dependente dos outros escalares de Cartan.
Decompondo 8¢y z de acordo com a eq. (3.40) e utilizando a definicao de Ay»apc dada

pela eq. (3.41), obtemos que

L ! /3
V% Xyapy = 3 (e4s V% VEN' @ yieyins + Vaxr VN O gy )

R VAL VN - TR (3.88)

As duas primeiras parcelas da eq. (3.88) sdo dadas por derivadas covariantes do espinor
VEN'Q ¢ pyrr » que é algebricamente dependente de Vy+p e de Vy+pQQ através da eq. (3.45).
Com relagio & dltima parcela, substituindo as eq. (3.45) e eq. (3.53) na identidade

VNXJVIS;GBNY"N: - VAXJ VN'NGBNWN: = EﬂvngVMNreBNny; y (389)
obtemos a seguinte relacao
) 1
VN VEOpNyik ~ —4V axVay — 3V ax V ey Q + 5 0@umyix: . (3.90)

Portanto, podemos considerar o espinor Y 4pcp como a Gnica parte irredutivel (envolvendo
contragdes) da derivada covariante de Ay apc que é algebricamente independente, pois

substituindo as eq. (3.90) e eq. (3.45) na eq. (3.88), obtemos que

4 1
Vi Xyrapy ~ —3 (4V ax:Vayr — €45V % Vyy: ) + 2 00 4py'x:
—3 ( 4 VAX‘ VBY'Q - EABVNXJVNYJQ )- (391)

Analogamente, as partes irredutiveis da derivada covariante do espinor Eyr4pc 830 a
derivada totalmente simetrizada, o espinor V¥ '(DE Apcyn: © 85 trés partes irredutiveis do
espinor V¥, 2. ,py- Entretanto, apenas a derivada totalmente simetrizada ¢ algebrica-
mente independente, como veremos a seguir. Em primeiro lugar, utilizando a defini¢do
de Sy:apc dada pela eq. (3.37) e as egs. (3.53), obtemos que

/] . ! 1
= N
V¥ 0Eascyv = —VnoV N peyy ~ ~3 OV 4 pep- (3.92)
Em segundo lugar, a partir da derivada covariante da identidade de Bianchi dada pela
eq. (3.47) obtemos a relagio

VN By amn ~ V% Xpann +2V% VyiaZany — Vi V¥ (n@apyin - (3.93)
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As duas primeiras parcelas da eq. (3.93) podem ser consideradas algebricamente depen-
dentes, pois sdo derivadas envolvendo contragdes dos espinores Xy+4nc € Vyi(aXpe).
Quanto 4 udltima parcela, verificamos que ela é uma soma simetrizada de espinores do

tipo VY, V¥4 @ py ne € V% VY @50y, que satisfazem as seguintes relagdes

1
VJ\;(’VMN‘I’ABWN' ~ 3 O® 4py x: ; (3.94)
1

de acorde com as eq. (3.53) e eq. (3.90), respectivamente.

Para completarmos as decomposi¢tes das derivadas covariantes dos elementos de C,
definidos através de contracdes falta apenas considerar as derivadas dos d’Alembertianos
das partes irredutiveis da tor¢do, cujas decomposicoes sio andlogas as da derivada cova-
riante da tor¢do dadas em (3.18), (3.14) e (3.25), respectivamente.

Utilizando as identidades de Ricci podemos mostrar que as partes irredutiveis da de-
rivada do d’Alembertiano O Tx 4 do trago da torgio sdo equivalentes ao d’Alembertiano
das partes irredutiveis da derivada covariante de 7x:4, isto é, satisfazem as relagdes
V(B(B,EI‘?},)A) ~ DV(B(B"];(')A)’ VN'(BDTNA) ~OMp, e VanOT W 4 O7. Um
resultado semelhante é obtido com relagdo as derivadas de OPyx. 4 € 0Ly 4pc- Portanto,
as partes irredutiveis independentes sdo os d’Alemberitanos dos elementos de Cj obtidos
a partir da. tor¢do, dados na pagina 55. Este tipo de equivaléncia se repete no algoritmo
para todos os valores de ¢ seguintes.

Finalmente, temos os elementos de C; dados pelas derivadas covariantes totalmente
simetrizadas de primeira ordem das partes irredutiveis da curvatura e de segunda ordem
das partes irredutiveis da tor¢io. Podemos mostrar que as tnicas partes irredutiveis
independentes sdo as derivadas covariantes totalmente simetrizadas de segunda ordem
das partes irredutiveis da curvatura e de terceira ordem das partes irredutiveis da torgéo,
utilizando as relagbes dadas pelas egs. (3.69)(3.82), eq. (3.86) e egs. (3.91)—(3.93).

Resumindo os resultados obtidos, vimos que os elementos do conjunto J; tém 56 partes
irredutiveis que sZo algebricamente independeates dos elementos de I; e que satisfazem a
22 relacgdes algébricas dadas pelas egs. (3.69)-(3.82), eq. (3.86) e egs. (3.91)(3.93), obtidas
a partir das identidades de Bianchi e de Ricci. Assim, 0 conjunto J; tem 34 escalares de
Cartan que sdo independentes tanto entre si quanto dos elementos de I, que podemos

escolher como sendo: os d’Alembertianos dos elementos de Cy (exceto das partes irre-
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dutiveis da torgao), as derivadas covariantes totalmente simetrizadas dos elementos de
C; (exceto dos d’Alembertianos) e os espinores Jap € T apcp definidos pelas eq. (3.83) e
eq. (3.87), respectivamente.

O ntimero de elementos independentes de J; ndo pode mais ser reduzido, pois as 22
relagbes algébricas dadas pelas egs. (3.69)-(3.82), eq. (3.86) e eqs. (3.91)~(3.93) constu-
tuem um conjunto completo de identidades para os escalares de Cartan de J» que sao
independentes dos elementos de I;. Portanto, podemos utilizar os 34 escalares de Cartan
independentes para definir um conjunto Cp, dado nas tabs. (3.3)~(3.4) nas pdginas 73 e
74, respectivamente, que reunimos a Cp e C) para definir um conjunto completo minimo

para os elementos de J» de acordo com a seguinte proposigao:

Proposicio 3.3 Os espinores correspondenies dos elementos do conjunio

— a a
Jo = {R bed;mama? bc;mlmzmg}ﬂ

podem ser expressos algebricamente (usando somas, produtos e contracdes) em termos dos
elementos do conjunto minimo CoUCUC> € dos complezos conjugados desses elementos,
onde C, e C, sio definidos nas pdginas 55 e 64, respectivamente, sendo C, um conjunto

minimo definido por:

1. As derivadas covariantes totalmente simetrizadas dos elementos de Cy, exceto dos

d’Alembertianos;

2. As partes irredutiveis da derivada covariante de sequnda ordem da curvalure dades
por:
(@) Tapcp = Vpad N;acp) s (0) Fap= VN’(AuN’B) ;

3. Os d’Alembertianos 0Q = V¥N'Vyn Q de todos os elementos Q do conjunto C,

exceto das partes irredutiveis da torgao;

de acordo com as tabs. (8.8)—(%.4) nas pdginas 73 ¢ 4.

Demonstracao:
Este resultado é demostrado através do mesmo procedimento utilizado na proposicdo (3.2},
onde mostramos que C) e C, definem um conjunto completo minimo para os elemenios
de J;.

Analogamente, como Jo € definido pelas derivades dos elementos de J,, temos que

mostrar que as derivadas dos elementos de C, podem ser expressas algebricamente em
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termos dos elementos de Cy U C; U Cy € que o nimero de quantidade independentes em
Cs ndo pode mais ser reduzido.

A demonstracio de que as derivadas dos elementos de Cy podem ser expressas em
termos dos elementos de C, resulta diretamente do fato dos elementos de C. serem paries
irredutiveis das derivadas covariantes dos elementos de Cy, que foram escolhidas de modo
que todas as demais partes irredutiveis podem ser ezpressas em termos dos elementos de
Cy U C, U C,, através das relagdes dadas pelas egs. (3.69)—(3.82), eq. (3.86) e egs. (3.91)-
(3.93), obtidas a partir das identidades de Bianchi e de Ricci.

Para demonstrar que o niimero de quantidades algebricamente independentes existen-
tes em Ca ndo pode mais ser reduzido, temos que mosirar que seus elementos tém 606
componentes reais no total, pois este é o nimero de quaniidades reais em Jo que 860
algebricamente independentes tanto entre si quanto dos elementos de Iy, de acordo com
a eq. (3.13). A demostracdo fica completa com as tabs. (3.83)-(8.4) nas pdginas 73 e U,

onde podemos verificar que os elementos de Cy tém 606 componentes reais.

A seguir temos o valor ¢ = 3 no algoritmo, onde devemos decompor em partes ir-
redutiveis os espinores correspondentes do conjunto Js = {R% 4. mimar 1 bemimamame }
determinar as partes irredutiveis que sdo algebricamente independentes dos elementos de
I; e obter as relacdes algébricas que estas partes tém entre si € com os elementos de 1.

De acordo com o procedimento utilizado anteriormente com o conjunto J;, os elementos
independentes de J; podem ser obtidos em duas etapas: primeiro, decompomos em partes
irredutiveis as derivadas covariantes dos elementos de C,; depois utilizamos as identidades
de Bianchi e de Ricci para determinar as relagfes algébricas que estas partes tém entre si
e com 0s elementos de Is.

Do mesmo modo que as derivadas dos elementos de C,, a derivada covariante de
cada elemento de de C, tem ordem ¢ > 2. Assim, as suas partes irredutiveis contém os
mesmos tipos de contracoes que existem nas partes irredutiveis da derivada covariante de
TBA, 4 = V{B( B Tx 4)_ permitindo que as relagdes entre partes irredutiveis das derivadas
dos elementos de C, e os outros escalares de Cartan sejam obtidas atiavés do mesmo
procedimento apresentado nas paginas 60 e 61.

Devido a grande grande quantidade de elementos existentes em Cj, as relagoes entre as
partes irredutiveis das derivadas desses elementos serio obtidas considerando C; divido

em dois subconjuntos Cy = Cy4 U Cop, onde Cyy é formado pelos d’Alembertianos de
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Nowme em T'CLASST Espinor Comp. ind.
ATPSI O¥apcp 10
APSILTOR BYapcp 10
ATPHI O0®4px'v 9
ATHETA € spx'y 9
APHILTOR Odapx v 9
ADSPTTOR oV 5 Ty ™ 9
ADSPPTOR ov® 5 Py 9
ASIGMA OXan 6
ABVTTOR OMap 6
ABVPTOR OBag 6
ATLAMBDA DA 1
AOMEGA ml) 1
ASCTTOR o7 1
ADSPLTOR 0V g, Ly €0F) 30

Tabela 3.3: Parte A (14 espinores) do conjunto minimo C; para os espinores que corres-
pondem aos elementos de J5 = {R%4.m my » T besmamams > US3d0 Do algoritmo para testar
a equivaléncia quando ¢ = 2, com os nomes usados em TCLASSI e o nimero de com-
ponentes reais (Comp. ind.), que sdo 116 no caso geral. O d’Alembertiano da derivada,

covariante totalmente simetrizada é indicado por “AD” no inicio de um nome.
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Nome em TCLASSI Espinor Comp. Ind.
D2TPSI V! 5 V5 WOPEF) 42
D2PSILTOR VU0 VO PE) 42
D2TPHI v V327 25
D2THETA v V507 25
D2PHILTOR Ve V%" 25
D3SPTTOR Vi V5 VO T 25
D3SPPTOR v V%Vl P 25
D2SIGMA vV x V5 50P) 30
D2BVTTOR v V5 MOD) 30
D2BVPTOR v x V5.BCD) 30
DTXI V! By 2P 30
DXITH VU Xy 2D 30
(A B)
D2TLAMBDA V( A( X,Vy,)B ) A 9
D2SCTTOR VY VT 9
DTSIGM Vot 9
DPSIGM vV 9
PSIXITH Tascp 10
BVTSIGM Fan 6
@ ¢ DEF
D3SPLTOR VY V% Ve Ly 70

Tabela 3.4: Parte B (20 espinores) do conjunto minimo C, para os espinores que corres-
pondem aos elementos de J> = {R% 4.1 ms » Toeamimams }» USado Do algoritmo para testar
a equivaléncia quando g = 2, com os nomes usados em TCLASSI e 0 nimero de compo-
nentes reais (Comp. ind.), que sdo 490 no caso geral. A derivada covariante totalmente

simetrizada de terceira ordem é indicada por “D3” no inicio de um nome.
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elementos de C, dados na tab. (3.3), na pigina 73, e Cyp pelas derivadas totalmente
simetrizadas de elementos de C, e pelos espinores F4p € T apcp dados na tab. (3.4), na
pagina 74.

Utilizando as relagoes V 4x:[0 ~ OV 4xr entre o d’Alembertianc e o operador diferen-
cial covariante, obtidas através das egs. (3.52), nas derivadas covariantes dos elementos
do subconjunto Cz4, obtemos que estas derivadas sdo equivalentes aos d’Alembertianos
das derivadas dos elementos de Cy (cf. tab.(3.1) na pégina 56), exceto dos elementos
dados pelas partes irredutiveis da tor¢io. Em seguida utilizando as relagfes dadas pelas
eqs. (3.34)—(3.36) e egs. (3.58)—(3.68), podemos mostrar que as partes irredutiveis das de-
rivadas dos elementos de Ca4 sio equivalentes aos d’Alembertianos dos 21 elementos de
C,, dados na tab. (3.3) na pégina 78.

As derivadas covariantes dos elementos do subconjunto Csp sdo decompostas nas par-
tes totalmente simetrizadas dadas na na tab. (3.6) na pdgina 79, e em outras partes que sdo0
somas simetrizadas cujas parcelas contém dois tipos de contragdes. No primeiro tipo, cada
indice contraido pertence a um operador diferencial covariante. Utilizando as eqgs. (3.51)
ou as eqgs. (3.53), podemos mostrar que as parcelas correspondentes ou sio algebricamente
dependentes de I; ou sdo equivalentes aoc d’Alembertiano de um elemento de C';. No se-
gundo tipo os fndices pertencem a um operador diferencial covariante e a uma das partes
irredutiveis da torcdo ou a um espinor dos itens (2) e (4.b) das defini¢des de Cp e C; nas
péaginas 55 e 64, respectivamente, como podemos constatar examinando a tab. (3.4) na
pégina 74.

Com relaciio ao segundo tipo de contragdo, onde apenas um dos indices pertence a
um operador diferencial covariante, podemos utilizar a eq. (3.52) para mover o operador
para a direita até que esteja ao lado do espiner cujo indice estd contraido. Assim, obte-
mos as partes envolvendo contragdes das derivadas de primeira ordem tanto das partes
irredutiveis da torgao quanto dos epinores dos itens (2) e (4.b) das defini¢des de Cy e C,
respectivamente. Utilizando as relaces algébricas entre as partes irredutiveis das deri-
vadas covariantes dos elementos de Cp e de C; dadas pelas egs. (3.69)-(3.82), eq. (3.86) e
egs. (3.91)—(3.93), obtidas a partir das identidades de Bianchi e de Ricci, podemos mostrar
que essas derivadas dos elementos do subconjunto Csp contribuem apenas com as deri-
vadas covanantes totalmente simetrizadas de terceira ordem de ¥ 4Bcp, @BCx'y' » MaB,

Bap e T, de segunda ordem de Sy 4Bc, Xy'aBc, Uxra € Vxia, e de primeira ordem de
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Fap € Tapcp, que j4 fazem parte da tab. (3.6) na pagina 79.

Finalmente, decompendo as derivadas covariantes de F4p € T apcp, obtemos as partes
irredutiveis envolvendo contracoes V%, Fay € V“Q,TABCN, que podem ser expressas em
termos de outros escalares de Cartan. A partir das definigbes de F4p e Ux+ 4 dadas pelas
eqs. (3.83)-(3.38), respectivamente, podemos mostrar que

. 1
VNX'}:-AN = _VA;(IVN(AL{N)NJ il E DUX,A 3 (396)

utilizando as egs. (3.51)-(3.53). A partir da defini¢do de Tapcp dada pela eq. (3.87),
podemos expressar o espinor V¥, T spoy = V3V ;X pe)ys cOmo uma soma de termos
da forma V%, VN X, pon € da forma VY, VY, Xp o0y . Com o auxilio das identidades

de Ricci dadas pelas egs. (3.51)—(3.53), podemos escrever estes termos como

; 1
VA{"VNNXABCN’ ~ 9 O Xy apc: (3-97)
VI%"VN;XBCNN' ~ VN'A VN;" Xpenne (3.98)

onde o espinor V%, Xp.ynr POde ser expresso em termos de outros escalares de Cartan
através da eq. (3.91). Assim, podemos considerar algebricamente independentes apenas
os d’Alembertianos de Uy, 4 € de Xy 4 g, dados na tab. (3.5) na pégina 78.

Concluindo, verificamos que as partes irredutiveis das derivadas covariantes dos ele-
mentos de Ca, que sdo algebricamente independentes tanto entre si quanto dos elementos
de I, podem ser reunidas no conjunto C3 = Cz4 U Csp formado pelos subconjuntos
Css = OC,; dos d’Alembertianos dos 21 elementos de C), dados tab. (3.5) na pigina 78,
e Cap = D Cyp das derivadas totalmente simetrizadas dos 20 elementos do subconjunto
Csp (cf. tab. (3.4) na pigina 74), dadas na tab. (3.6) na pdgina 79.

Como ocorreu nos casos anteriores, reunindo os 41 espinores do conjunto Cs com os
espinores dos conjuntos Cy—Cj podemos definir um conjunto completo minimo para J; de

acordo com a seguinte proposicao:

Proposicio 3.4 Os espinores correspondentes dos elementos do conjunto

— a
J3 - {Rabcd;mlmgmsﬁ T bc;m;mzmsmil}’

podem ser ezpressos algebricamente (usando somas, produtos e contragbes) em termos
dos elementos do conjunto minimo Co UC; U Ca U3 e dos complezos conjugados desses
elementos, onde C,, C, e Cy estio definidos nas piaginas 55, 64 e 71, respectivamente,

sendo C; um conjunto minimo definido por:
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1. As derivadas covariantes totalmente simetrizadas dos elementos de C,, ezceto dos

d’Alembertianos:
2. Os d’Alembertianos dos elementos de C\;

de acordo com as tabs. (3.5)-(3.6) nas pdginas 78 e 79, respectivamente.

Demonstracao: Este resultado é obtido através do mesmo procedimento utilizado na
proposicdo (8.3), onde mostramos que Co—C; define um conjunto completo minimo para
Jo. Assim, precisamos demonstrar que o conjunto Cyp-Cs € completo e minimo.

A demonstracio de que Cy—C3 é um conjunto completo resulta diretamente das se-
guintes cosideracdes: (i) os elementos de Jy séo as derivadas covariantes dos elementos
de Jo €, portanto, podem ser expressos slgebricamente em fungio das derivadas dos ele-
mentos de Ca; (%) o0s elementos de Cs sdo partes trredutiveis das derivedas covarientes
dos elementos de Cy; (i1} as partes irredutiveis das derivadas covariantes dos elementos
de Cy ndo inclutdas em Cs podem ser erpessas algebricamente em termos dos elemen-
tos dos conjuntos Co—Cs através das relaces dadas pelas egs. (8.69)-(3.82), eq. (3.86),
egs. (3.91)—(3.93) e egs. (3.96)-(3.98), obtidas a partir das identidades de Bianchi e de
Ricei.

Para demonstrar que C3 € um conjunto minimo precisamos mostrar gue seus elementos
tém 1064 componentes reais no total, pois este € o nimero de quantidades reais em J3 que
séo algebricamente independentes tanto entre si quanto dos elementos de I, de acordo
com a eq. (3.13). A demostracdo fica completa com as tabs. (8.5)—(3.6) nas pdginas 78
e 79, respectivamente, onde podemos verificar que o nimero de componenies reais dos

elementos de C; é igual a 1064.

Prosseguindo com os passos do algoritmo para verificar a equivaléncia, agora temos que
decompor em partes irredutiveis os espinores correspondentes dos elementos do conjunto
J; das derivadas covariantes de quarta ordem da curvatura e de quinta ordem da torcao,
obter as partes irredutiveis que sio algebricamente independentes dos elementos de I3 e
determinar as relacoes algébricas que estas partes tém entre si e com os elementos de I3.

De acordo com o procedimento que estamos utilizando, precisamos decompor em par-
tes irredutiveis as derivadas covariantes dos elementos de C3, pois os elementos de J;
podem ser expressos em funcdo dessas derivadas. Devido & grande quantidade de ele-

mentos em C3 vamos utilizar uma notagdo simplificada onde representamos o operador
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Nome em TCLASSI Espinor Comp. ind.
ADTPSI OV x4 YBcDE) 24
ADPSILTOR OV xA¥BCDE) 24
ADTPHI 0V @ 2 16
ADT! %TA B R 16
ADPHILTOR V(A o d 16
AD2SPTTOR Ve VB T 16
AD2SPPTOR V‘A( V2P, 16
ADSTGMA OV x4 E5c) 16
ADBVTTOR OV xr(4 M) 16
ADBVPTOR OV xr(4 Baoy 16
ATXI OEx'ABC 16
AXTTH 0 Xyr 4pC 16
A2SPLTOR 00 Lx aBC 16
ADTLAMEDA OVxia A 4
ADOMEGA OVxi4Q 4
ADSCTTOR OVxia T 4
ATSIGM OUxra 4
APSIGM 0V 4
A2SPTTOR 00 Tx 4 4
A2SPPTOR 00 Pxr 4 4
AD2SPLTOR OV V5L 00 48

Tabela 3.5: Parte A (21 espinores) do conjunto minime Cs para os espinores que cor-

T }, usado no algoritmo para

respondem aos elementos de J; = besmamamsma

{R®sctimimama
testar a equivaléncia quandc ¢ = 3, com os nomes usados em TCLASSI e o nimere
de componentes reais (Comp. Ind.), que sdo 300 no caso geral. Os d’Alembetianos do
d’Alembertiano e da derivada totalmente simetrizada de segunda ordem s3o indicados,

respectivamente, por “ A2” e “ AD2” no inicio de um nome.
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Nome em TCLASSI Espinor Comp. Ind.
D3TPSI v(/(XF-VBY’VCZ,)QDEFG) 64
D3PSILTOR v V3,V pPETE) 64
D3TPHI VY V5 VG 36
D3THETA v V53 V%0 36
D3PHILTOR VY V53V %" e 36
D4SPTTOR Vi V2 VG VP T 36
D4SPPTOR VY V5 V%P PPy 36
D3SIGMA v 4 V5, V5, TP 8
D3BVTTOR v 5 V% V% MPE) 48
D3BVPTOR v x V% V% BPP) 48
D2TXI VY V5 P a8
D2XITH VY Vi Xy O7P 48
D3TLAMBDA VY V5V 500 A 16
D3OMEGA VY x5V 5,00 16
D3SCTTOR v e VAT 16
D2TSICM VY VBilh 16
D2PSICM Vi VEld 16
DPSIXITH Vxi(aY peoE) 24
BVTSIGM V x(aF30) 16
D4SPLTOR VA V3V Ly 96

Tabela 3.6: Parte B (20 espinores) do conjunto minimo ('3 para os espinores que corres-

pondem aos elementos de Js = {R%gmimams » I beymymamsma }» USad0 Do algoritmo para

testar a equivaléncia quando ¢ = 3, com os nomes usados em TCLASST e o nimero
de componentes reais (Comp. ind.), que sdo 764 no caso geral. A derivada covariante

totalmente simetrizada de quarta ordem é indicada por “D4” no inicio de um nome.
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diferencial covariante por V e os conjuntos das derivadas dos elementos de Cj4 e Csp,
por exemplo, como VCss = V(O C) e VCsp = V (D Cyp), respectivamente.

Utilizando a relagio VO ~ OV nos elementos do conjunto V C34 obtemos que
VG = V(OC) ~ 0O(VC,), onde O(VC;) é o conjunto dos d’Alembertianos das
derivadas covariantes dos elementos de C;. Considerando que os elementos do conjunto
V C; podem ser expressos em termos dos elementos de C, de acordo com a proposicao 3.3,
obtemos que V C34 ~ OC,.

Através de um procedimento andlogo ao utilizado com as derivadas de C,p obtemos,
a menos de d’Alembertiancs de elementos de Ca, a relagdo VCsp ~ (D Csp), onde
DCsp é o conjunto das derivadas totalmente simetrizadas dos elementos de Csp. Assim,
obtemos que as partes irredutiveis de V C; que sdo algebricamente independentes entre
si e dos elementos de I; definem um conjunto Cy = Cyu U Cyp que é formado pelos
subconjuntos Cqa = OC, dos d’Alembertianos de Cz e Cyp = DCsp das derivadas
totalmente simetrizadas dos elementos de Csp.

Continuzando com 0 mesmo procedimento para os outros valores ¢ > 3 usados no algo-
ritmo, podemos mostrar que s&o obtidos conjuntos C, de partes irredutiveis independentes
definidos pelos d’Alembertianos dos elementos de C(,—2) e pelas derivadas totalmente si-

metrizadas dos elementos do subconjunto Ciy_1yp de Cig_1), isto é,
Cq = DC(q_.Q) U DC(q_l)B . (3.99)

Na préxima secdo estes resultados serdo utilizados para definir um conjunto completo

minimo para os escalares de Cartan de ordem m > 0.

3.4 Um conjunto minimo de escalares de Cartan

Nesta tiltima secdo, utilizamos os resultados obtidos nas se¢oes anteriores para construir
explicitamente um conjunto com o niimero minimo de escalares de Cartan de ordem g,
onde 0 < g < m, a partir dos quais todos os escalares de Cartan de ordem m podem
ser obtidos através de operagdes algébricas, isto é, um corjunto completo minimo para os
escalares de Cartan de ordem m [22, 23, 29].

O conjunto minimo C, seré definido utilizando a hipé6tese da inducio de duas maneiras.
Em primeiro lugar, analisando as definigdes dos conjuntos Cy—C5 dadas na se¢ao anteriore

as relagbes entre os conjunto C, para g > 3 dadas pelas eqgs. (3.99), verificamos que se
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Clg—2) € um conjuntc minimo entao podemos definir parte dos elementos do conjunto C
a partir dos d’Alembertianos dos elementos do conjunte Cg-2), para g > 2. Em segundo
lugar, se os escalares de Cartan de ordem k podem ser expressos algebricamente em funcéo
dos elementos dos conjuntos minimos Cy, para todo 0 < k < g, entido podemos determinar
as relagdes entre os elementos de J, e de I(,_1) utilizando a defini¢do de equivaléncia, pois
a equivaléncia entre escalares de Cartan de ordem g estd definida a menos de escalares de
Cartan de ordem k, onde 0 < k < g. Feitas estas consideracdes, definimos um corjunto
completo minimo C,, onde 0 < ¢ < m, para os escalares de Cartau de ordem m de acordo

com o seguinte teorema:

Teorema 3.1 Os espinores correspondentes das derivadas covariantes de ordem m da

curvature e de ordem (m + 1) da torgdo, isto é, dos elementos do conjunto

—_ G
Jm - {Rafmd;kl...km’ T bc;kl...k(m+1)}’

podem ser ezpressos algébricamente em termos dos elementos dos conjuntos C, e seu
compleze conjugado C_’q, pera 0 < g < m, onde C; é um conjunto mfnime para estas

derivadas definido por:

1. As partes irredutiveis da tor¢do (para ¢ = 0):
(@) Tx 4, (b) Pxra, () Lx arc;

2. As dertvadas totalmente simeirizadas de ordem g de:
(@) i. Yapcp; #- Yapcp = VN’(AEN’BCD);
(b) i. ‘:‘DABX'Y’ 3 Z'E eABlef ) Zi’t ¢ABX!YI = %[VN(X’ENY’)AB + VNu(AEN’B)ler] y
(C) 2 EAB, zz MAB = VN'(ATN’B) N i'lv?: BAB = VNI(APN' B) ;s

(d) . A, 4. Q, 4. T = VTN

3. As derivadas totalmente simetrizadas de ordem (g+ 1) de:
(a) Tx4, (b) Pxra, (¢) Lxanc;

4. Paragq > 1:

(a) os d’Alembertianos das partes irredutiveis da torcao (para g = 1):

3. OTxra, 8. OPxr 4, 5. O Lx ABc;
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(b) @& derivada totalmente simetrizada de ordem (q — 1) de:
i Uy = 5(VV 0By + VVEx0n), i Vo = 5(Vye D% — Va2 %),
iii. Eapexr = V%Y apcns 0 Xapex = VV(48poywixr 7
5. Paraq> 2:

(a) a derivada totalmente simetrizada de ordem (q — 2} de:
i. Topep = VN’(AXN:‘_'#CD) ,ii. Fap = ValdVg);

(b) os d’Alembertianos 0Q = VNNV Q@ de todos os elementos Q) do conjunio

Clq-2), ezceto os d’Alembertianos das partes irredutiveis da tor¢do pera g = 2.

Demostragao: O resultado é obtide por indugdo, seguindo ¢ mesmo procedimento
utilizado no caso particular das variedades Riemannianas [28]. Considermos m = 0.
Como os elementos de I, sido expressos algebricamente em termos dos elementos de Cy,
de acordo com a proposicao 3.1, conclufmos que os elementos de Jp também sao expressos
algebricamente em termos dos elementos de C, pois Jp é um subconjunto de I,. Portanto,
o teorems estd demonstrado para m = 0.

Consideremos agora m > 1. Como consegiiéncia do resultado para m = 0, podemos
considerar todos os elementos de J,, podem ser algebricamente expressos em termos das
derivadas covariantes de ordem m dos elementos de Cp, uma vez que os elementos de J,
sdo as derivadas de ordem m dos elementos de Jy. Portanto, dados os conjuntos C,, onde
0 < ¢ < m, precisamos demonstrar que os elementos de Cy, sdo suficientes para expressar
algébricamente as derivadas independentes de ordem m dos elementos de C.

Decompondo em partes irredutiveis as derivadas de ordem m dos elementos de Co
obtemos uma soma contendo uma parte totalmente simetrizada e outras partes, definidas
através de contracdes, dadas por produtos do espinor métrico e4p (ou do seu complexo
conjugado) com derivadas de ordem m com um nfimero menor de indices livres totalmente
simetrizados. Entretanto, como as partes totalmente simetrizadas das derivadas de ordem
m dos elementos de Cy dados por partes irreduiveis da curvatura e da derivada covariante
da torgdo j4 estao incluidas nos itens (2), (3}, (4) e (5.a) da defini¢io de Cy, acima, temos
que considerar apenas as partes envolvendo contrages. Como estas partes sdo somas
simetrizadas de parcelas contendo contragdes, sdo estas parcelas que devemos examinar.

Considermos, inicialmente, as parcelas onde os indices contraidos pertencem a um par
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de operadores diferenciais covariantes. Se os outros indices do par de operadores nao esti-
verem contraidos entre si, entdo estes termos podem ser ignorados como conseqiiéncia das
eqgs. (3.51). Caso os indices ndo estejam contraidos, entdo o par de operadores diferenciais
covariantes pode ser convertido em um d’Alembertiano, utilizando as egs. (3.53). Depois,
utilizando as egs. (3.52), podemos passar o d’Alembertiano para a esquerda de todos os

outros operadores diferenciais covariantes de acordo com

EVAX"”VBN'VCN"“VIL)JQ ~ iVA,---eBCD---Vuy,lQ,

m (m=2)
(VA - e%°0-..V5,)Q ~ €8O (V4. ..-V5.)Q, (3.100)
(m=2) (m=2)

de modo que o termo pode ser incluido no item (5.5) da definigio de Cp,.

Para completar a demonstragio falta mostrar que também estao incluidos em Cy,
as parcelas onde a finica contragio existente é entre indices de um operador diferencial
covariante e indices de um elemento de Cy, que nao pertencem a um operador diferencial
covariante. Usando a relagao dada pela eq. (3.52), o operador diferencial pode ser trazido
para a direita até estar ao lado do elemento de Cy. Representando esse elemento de Cy
por QV, onde apenas o indice que est4 contraido com o operador diferencial est4 indicado,
podemos representar esta operagic como

(V% Vyin - V') QY ~ (VA - V) Vv QY. (3.101)

Mo -

m (m—1)

Dessa, forma, obtivemos a derivada covariante de ordem (m — 1) de VynQV, isto é, da
derivada covariante de primeira ordem dos elementos de Cp.

A partir da definicgo dos elementos de Cy dada na tab. (3.1), obtemos que 0s espinores
VyxQY na eq. (3.101) acima representam as partes envolvendo contragoes das derivadas
covariantes dos seguintes elementos: ¥ apcp, YaBcp, Papx 2z, OaBx'z , GaBx'z, L aB,
Mg, Bag, Tx'4, Pxae Lx apc, tendo em vista que os escalares nao contém indices para
serem contraidos. As partes envolvendo contracdes das derivadas destes espinores foram
obtidas e as relacdes entre as mesmas determinadas na se¢do anterior, onde mostramos
que eram independentes (veja a proposicdo 3.2, na pédgina 64) apenas as derivadas dadas
pelos seguintes espinores: Zxrapc, XxraBc, OLx aBc, Ux 4, Vxia OTx:4 € OPxr 4. Por-
tanto, precisamos demonstrar agora que os elementos de Cy, sdo suficientes para expressar

algébricamente as derivadas de ordem (m — 1) deste segundo conjunto de espinores.
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Utilizando as egs. (3.100) podemos incluir as derivadas covariantes de ordem (m — 1)
dos d’Alembertianos das partes irredutiveis da tor¢io no item (5.5) da definigio de C,.
Como as partes totalmente simetrizadas das derivadas covariantes de ordem (m — 2) dos
espinores Zx apc, Xxapc; Ux' 4, Vxr 4 j3 estéo incluidas no item (4) da defini¢do de Cp,
precisamos examinar apenas as partes envolvendo contragdes. Neste caso, seguindo o
mesmo raciocinio utilizado anteriormente, verificamos que temos que considerar somente
os termos contendo apenas contragoes entre indices de um operador de diferenciacio e
indices de cada um dos sete espinores listados acima.

As partes envolvendo contragbes das derivadas covariantes dos espinores Ex:4pc,
XxraBc, Uxa, Vx4 foram obtidas e as relagdes entre as mesmas determinadas na secao
anterior, onde mostramos que eram independentes (veja a proposi¢do 3.3, na pégina 71)
apenas as derivadas dadas pelos espinores T g4ncp € F4p. Portanto, precisamos demons-
trar que os elementos de C,, sao suficientes para expressar algébricamente as derivadas
de ordem (m — 2) destes novos espinores. Como as partes totalmente simetrizadas destas
derivada j4 estdio incluidas no item (5.a} da defini¢do de Cy,, precisamos examinar apenas
as partes envolvendo contragdes. Assim, seguindo o mesmo raciocinio, concluimos que
temos que considerar somente os termos contendo apenas contragoes entre indices de um
operador de diferenciacio e indices de cada um destes espinores. Entretanto, de acordo
com a proposicio 3.4 (na pigina 76), demonstrada na secdo anterior, verificamos que nao
existem mais novos espinores independentes.

Concluida a demonstracio de que todas as derivadas de ordem m da curvatura e de
ordem (m + 1) da tor¢do podem ser expressas algebricamente em termos dos elementos
do conjunto Cy, 0 < ¢ < m, resta provar que Cy, é um conjunto minimo. Este resultado
serd obtido por inducéo, utilizando apenas um agumento envolvendo as contagens das
quantidades reais algebricamente independentes que existem em Ji,, e em Cp,, que devem
dar o mesmo resultado para que C,, seja um conjunto minimo.

O nimero de quantidades algebricamente independentes existente em J,, foi determi-
nado na segunda se¢do deste capitulo, sendo expresso em termos de m por 5m?® +46m? +
133m + 116, de acordo com a eq. (3.13).

Supondo que Cim—z) seja um conjunto minimo, isto é, tenha 5m3 + 16m? + 9m —
6 quantidades algebricamente independentes, vamos demonstrar que Cp, também ¢ um

conjunto minimo.
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Como os elementos de C,, sdo algebricamente independentes, precisamos apenas cal-
cular 0 nimero de componentes reais de cada um deles. Calculando o nimero de compo-
nentes reais dos elementos dados nos itens (1)-(4) e (5.a) da definigdo de Cy,, podemos
organizar os resultados obtidos em uma lista, onde as derivadas totalmente simetrizadas

de ordem m sao representadas por V™ e os os nimeros de componentes independentes

sdao dados em funcgac de m, de acordo com:

V™V apcp , 2m+1)(m~+35) = 2m?+ 12m + 10,
V™ apcp , 2Am+ 1){(m+5) =2m?+ 12m + 10,
V@ apxrz (m+ 3)2 =m?2+6m+ 9,
V™ apxz (m+ 3)2 =mZ+6m+9,
V™ apxtz (m + 3)2 =m?+6m-+9,
V™A, (m+ 1) =m?+2m +1,
v, (m+1)2 =m?+2m+1,
VT, (m+1)? =m?+2m+1,
V™Y asm, 2Am +1)(m+3) =2m?+8m+6,
V™Bag, Am+1)(m+3) =2m?+8m +6,
V™ Mag, 2m+1)(m+3) =2m?+8m+86,
VD Taxe (m+3)? =m?2+6m+9,
Vit DPax (m+ 3)? =m?+6m+9,
V™D Lapex: , 2Am +3)(m+5) =2m?+16m + 30,
VDS spexe 2im+1)(m+3) =2m?+8m+6,
VoD Xapexr, 2Am +1)(m+3) = 2m?+8m +6,
VD axr (m+1)? =m?+2m+ 1,
V=DV ax, (m+1)? =m?+2m+1,
VB Fap, 2Am—1)(m+1) =2m?-2,
VDY spcp 2(m —1)(m+3) =2m?+4m—6.

Somando 0s ntimeros dados na lista acima, obtemos um total de 30m? + 124m + 122
componentes reais. Acrescentando agora o ntimero de componentes reais dos elementos
dados no item (5.b) da definicdo de Cy, isto €, o total de guantidades independentes
existentes no conjunto mfnimo Ciy,_g), obtemos como resultado final que Cy, tem 5m® +

46m2+ 133m+116 quantidades reais algébricamente independentes. Portanto, mostramos
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que o conjunto Cy, é minimo, completanto a demonstracdo do teorema.
Quando a tor¢ao for identicamente nula, o conjunto C,, para 0 < g < m, se reduz
a0 conjunto completo minimo obtido por ¢ Aman e MacCallum [28] para variedades

Riemanninas, apresentado no capitulo 1.



Capitulo 4

Utilizando TCLASSI para calcular em

espacgos-tempos com torcao

4.1 Introducao

Neste capitulo iniciamos a discussdo dos resultados obtidos na terceira etapa do projeto
de tese, que tem como objetivo a implementagio algébrico-computacional dos resultados
tedricos apresentados nos capitulos 2 e 3. Esta implementagio foi realizada através de um
conjunto de programas que denominamos TCLASSI [22]-[24], escrito utilizando o sistema
de computagio algébrica SHEEP/CLASSI [17).

O pacote TCLASSI constitui uma extensio de CLASSI que possibilita ndo s6 calcular
tensores e espinores em variedades de Riemann-Cartan, mas também testar a equivaléncia
de espagos-tempos com torgao. TCLASST pode ser usado simultaneamente com CLASSI,
pois nio altera nenhuma das quantidades calculadas usando CLASST.

Neste capitulo apresentamos os mddulos de TCLASSI utilizados para o cdlculo de
tensores ¢ espinores em variedades de Riemann-Cartan, bem como para a realizacio de
classificacoes algébricas. Os médulos restantes serdo apresentados no préximo capitulo,
quando discutiremos a imvlementacio do algoritmo para testar a equivaléncia de varie-
dades de Riemann-Cartan e os programas utilizados para testar TCLASSI.

Na apresentacio de TCLASSI que faremos a seguir estamos pressupondo o conhe-
cimento bésico do sistema SHEEP/CLASSI, incluindo a entrada dos dados de uma
métrica e a preparacdo de um arguivo de métrica, o uso das listas de substitui¢bes e

dos comandos TENVAL que atuam em tensores e espinores. Uma, apresentagio didatica de

87
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SHEEP/CLASSI pode ser encontrada em [17].

Na segunda se¢io mostramos como utilizar os médulos de TCLASSI que possibilitam
calcular tensores definidos em uma variedade de Riemann-Cartan, usando bases de co-
ordenadas ou de tétradas. Na terceira secdo, apresentamos os modulos utilizados para
calcular os espinores correspondentes dos tensores referidos na sec@o anterior, bem como
os coeficientes de spin e os espinores dos. conjuntos minimos de escalares de Cartan de or- -
dem g < 3, definidos no capitulo 3. Finalmente, na quarta se¢io, abordamos os médulos
que implementam as classificacoes algébricas de tensores com as mesmas simetrias dos
tensores de Weyl e de Ricci da TRG, bem com de vetores e de bivetores.

Algumas solugoes exatas das equagdes de campo das TGT sio utilizadas para exem-
plificar os recursos de cdlculo de TCLASSI. Os arquivos de métrica-torcao com os dados
de entrada para essas solugdes estdo no diretério tmetrics do disquete em anexo e os
seus contetidos estdo listados no apéndice C. O cddigo fonte e a imagem compilada dos
médulos de TCLASS! estdo nos diretérios tclasrc e tclabin, respectivamente.

A fim de que os programas de T'CLASS!I possam ser acessados a partir de qualquer
diretério, é necessério incluir no arquivo classi.ini, que é carregado automaticamente
toda vez que CLASST é executado, a indicagio da localizagio (“path”) dos diretérios
tclasrc, tclabin e tmetrics (com os arquivos de métrica-tor¢io). Quando eles fo-
rem subdiretérios do diretério que contém a imagem compilada de CLASSI (geralmente
C:\SHEEP\SHP no MS-DOS), esta indicagao pode ser feita com o comando (ADDSUBDIRS
MYTOPDIR!* °("TCLABIN" "TCLASRC" "TMETRICS")). Veja [17] para maiores detalhes.

A maneira de executar o sistema SHEEP/CLASSI depende da implementagio utili-
zada. Em geral, no MS-DOS ou em UNIX o sistema é executado através do comando
classi. Consideremos que o sistema SHEEP/CLASSI esteja carregado e pronto para re-
ceber comandos, o que é indicado pelo sinal de prontidac (“prompt”) SHP>. Os comandos
de SHEEP/CLASSI iniciam e terminam com um paréntesis e sdo digitados nas linhas
com o sinal SHP>, usando letras matisculas ou minisculas. A resposta do sistema é dada
nas linhas seguintes.

Os resultados principais deste capitulo foram publicados [22]-24] e um trabalho est4

sendo escrito em colaboragdo [25] sobre a equivaléncia de solugdes das TGT na pratica.
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4.2 Calculos de tensores

Nesta secdo mostramos como calcular os tensores de uma variedade de Riemann-Cartan
que 530 geralmente utilizados nas TGT. Usando TCLASSI podemos calcular a conexao, a
contorgio, o tensor de curvatura e as partes irredutiveis da curvatura e da tor¢ao em uma
base de coordenadas ou de tétradas, isto é, referenciais ndo-holonémicos onde a métrica
tem componentes constantes.

Os nomes dos tensores para o usudrio (extercamente) sio 0s mesmos, nao importando
se a base é de coordenadas ou de tétradas. Embora internamente os nomes sejam dife-
rentes, o sistema seleciona automaticamente o nome interno apropriado para cada tipo
de base. O tensor de torgao, por exemplo, é denominado TOR para o usudrio, mas in-
ternamente é TORC ou TORF se estiver sendo calculado em uma base de coordenada ou
de tétradas, respectivamente. Daqui em diante, quando nos referirmos a um tensor ou
espinor daremos entre paréntesis 0 nome correspondente utilizado em TCLASSL

Os tensores que podem ser calculados usando T'CLASSI estao dados na tab. (4.2) na
pagina 90. Os mesmos tensores podem ser calculados em uma base de coordenadas ou de
tétradas. Devido 3 grande variedade de convengGes e notagdes na, literatura, na tab. (4.2)
constam os nomes usados em TCLASSI juntamente com as defini¢oes dos tensores e as
convencées utilizadas. Maiores detalhes podem ser encontrados no apéndice A. Todos
os tensores podem ser calculados em uma variedade de Riemann-Cartan de dimensao
n qualquer, com exce¢ao dos duais da tor¢io TORST e da curvatura TRIEST e dos ten-
sores dependentes dos mesmos PTOR, LTOR, PTRIC, SPTRIC, PTRSCL e CWEYL, que estédo
implementados apenas para n = 4.

Os cdleulos em uma base de tétradas sio realizados utilizando os médulos TWEYLTF,
TORSION e ITORSION. Usando TORSION podemos calcular todos os tensores dados na
tab. (4.2), exceto os tensores de Weyl (TWEYL) e de Weyl-Cartan (CWEYL) que séo calculados
usando TWEYLTF. O médulo TWEYLT carrega TORSION, que carrega o modulo ITORSION
que implementa a entrada de dados para a tor¢éo. Da mesma forma, os cdlculos em uma
base de coordenadas sdo feitos usando os médulos TWEYLTC e TCORD. A entrada dos
dados da torcdo est4 definida em TCORD, que carrega médulo CORD de SHEEP para a
entrada dos dados da métrica.

Como o pacote TCLASSI ndo redefine nenhum dos tensores que sao calculados em

CLASSI, podemos usar CLASST para calcular um tensor considerando apenas a métrica
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Nome em TCLASSI Tensor Nome
FORMSU ( CLASSI) we = Z° dz* base de tétradas
DS2 (CLASSI) ds? = HyyWoWw?® elemento de linha
TOR s, tor¢ao
TORST T*,. = s 0 F TS, dual da torcdo
TTOR T, =T%, traco da torgao
TTORSQ T2 =H®T, T, norma de T, ao quadrado
PTOR P, =71, pseudo-trago da tor¢io
PTORSQ P?=HY%P P norma de P, ao quadrado
LTOR Le ,=71%,— %5“ oIy + 7%, P, tensor de Lanczos da torgio
CONTOR Kocd = 1 (Tead + Tiae — Tacd) contor¢ao
LIE (CLASSI) C% =20, 2% Zrzy objeto de ndo-holonomia
GAM (CLASSI) Yave = % { Ceab + Chac — Case ) conexio riemanniana
TGAM Tabe = Yabe + Kabe conexio de Riemann-Cartan
TGAMU I, = H%T g, conexao de Riemann-Cartan
TRIE Rypeq = 2" 0,T g — 24401 4y curvatura

T, T8 — Tl e — T O de Riemann-Cartan (RC)
TRIC R,, = H“R, ., Ricci de RC
TRSCL R=H*R escalar de curvatura de RC
STRIC Sab = Ryap) — % Y R, simétrico sem trago
ATRIC Aas = Rpay R,y anti-simétrico
TRIEST R* ppea = 5 Mea ™ Rapia dual da curvatura
PTRIC P, = H%R* ., pseudo-tensor de Ricei
PTRSCL P =H%P, pseudo-escalar de curvatura
SPTRIC Qub = Play) — § Has P P,y simétrico sem traco
TWEYL Wabcd = Babed — RyjeHaa Weyl de RC

+RpHyp + 5 R Hyo Hy,

CWEYL Cabed = Wasea = ey Qajn + § Mabea P Weyl-Cartan

Tabela 4.1: Tensores de que podem ser calculados em bases de tétradas (coordenadas)
usando os médulos TORSION e TWEYLTF (TCORD e TWEYLTC) de TCLASSI, onde #°'** =
792 = 1/./—det(H,) . FORMSU, DS2, LIE e GAM estio implementados em CLASST [17).
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e depois usar TCLASST para, calcular o mesmo tensor incluindo também a torcdo. Geral-
mente, para os tensores que sdo definidos tanto nas TGT quanto na TRG, os nomes em
TCLASSI diferem dos nomes correspondentes emm CLASST apenas pela letra “T” inicial.
O tensor de curvatura, por exemplo, é denominado RIE em CLASSIe TRIE em TCLASSI.

Pars realizar cilculos em uma variedade de Riemann-Cartan precisamos entrar com
os dados da métrica e da torgdo. Da mesma forma que na TRG, podemos entrar com
esses dados interativamente, passo a passo, ou entdo carregando um arquivo contendo os
mesmos. Esta 1ltima opgdo evita a necessidade de digitar os dados da métrica e da torgao
toda vez que for preciso realizar algum cdlculo relativo ao espago-tempo em apreco.

Considerando que a entrada de dados em TCLASSI difere da utilizada em CLASST
apenas pelos dados referentes 3 torgdo, podemos preparar erquivos de mélrica-torgdo de
uma forma bastante simples a, partir de arquivos de métrica do diretério metrics (distri-
buido junto com CLASST), apenas acrescentando os comandos para carregar os mddulos
de TCLASSI utilizados e os comandos que introduzem os dados da tor¢do. Quando uma
transformacio de diada for utilizada (cf. secdo 4.3, p. 97) o médulo TDYTRSP de TCLASSI
também deve ser carregado, para transformar o tensor de Lanczos da torcio (LTOR).

A seguir utilizamos duas solugoes exatas das TGT para exemplificar tanto a entrada
de dados quanto o cilculo de tensores em uma base de coordenadas e de tétradas, respecti-
vamente. A entrada desses dados é realizada utilizando os comandos de SHEEP/CLASSI
dados na segdo 1.6 (veja também [17)).

Considermos inicialmente o calculo de tensores em uma, base de coordenadas, utilizando
uma solugdo exata das equagdes de campo de algumas TGT obtida por Adamowicz [64],
que representa ondas planas. A métrica e a tor¢ao dessa solugio sdo dadas em um sistema,

de coordenadas (z*) = (v, u, Z,y), respectivamente, por
ds? = 2Hdw* + 2dudv — dz® — dy’, (4.1)
Tlo2 = D, Tlﬂa = F, (4.2)

onde D = D(u), F = F(u) séo funcdes arbitrariase H = H(u,z,y) é definida em termos

das fungdes arbitrarias A = A(u) e B = B(u) de acordo com
H:%A(:nz—f)—}—B:ry. (4.3)

Os dados de entrada desta solugdo para cdlculos em uma base de coordenadas estdo no

arquivo twave.crd (veja listagem na p. 208).
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Os dados de entrads para o calculo de tensores em uma base de coordenadas sao
os componentes T, (TOR) da torcdo e g, (GDD) da métrica. A entrada dos dados da
métrica é realizada da mesma maneira que em SHEEP, pois é definida pelo médulo CORD
de SHEEP. Lembramos que, neste caso, SHEEP ndo define a assinatura da métrica. A
entrada dos dados da torcao estd definida no médulo TCORD e pode ser realizada conforme
as maneiras apresentadas a seguir.

Apesar da tor¢io ter 24 componentes independentes no caso geral, o niimero desses
componentes nao-nulos fica bastante reduzido quando a torgdo admite um grupo de sime-
tria. Por exemplo, existem apenas 2 componentes nio-nulos na solu¢do de ondas planas
dada pelas egs. (4.1)—(4.2), que tem um grupo de simetria com cinco paradmetros G [64].
Para entrar com os dados dessa torcdo, primeiro atribuimos o valor zero para fodos os
componentes da torcio com o comando (ZEROINIT TOR). Em seguida introduzimos os
valores dos componentes nio-nulos com o comando (RPL TOR 1 0 2 TOR 1 0 3)D$FS.

Uma vez realizada a entrada dos dados da métrica e da tor¢do, podemos utilizar os
diversos recursos de célculo disponiveis em TCLASSI para investigar as propriedades de
um espaco-tempo de Riemann-Cartan.

Podemos verificar que a tor¢ao da solucdo de ondas planas dada pelas egs. (4.1)-(4.2)
tem o traco T, (TTOR) e o pseudo-trago P, (PTOR) nulos. Apenas o tensor de Lanczos
Le, (LTOR) da torgfio é diferente de zero. Para realizar estes cilculos precisamos carregar
o arquive de métrica-torcio twave.crd em CLASSI. Quando tmetrics for o diretério
corrente ou a sua localizagio (“path”) estiver implementada no arquive classi.ini,
podemos utilizar o comando (LOAD "TWAVE.CRD") sem incluir a Jocalizagao de twave.crd
(veja detalhes em [17]). Este arquivo carrega o médulo TWEYLTC, que carrega TCORD,
que carrega CORD. Considerando que este arquivo j4 esteja carregado, podemos usar o
comando WMAKE para calcular as partes irredutiveis da tor¢do de acordo com

SHP> (WMAKE TTOR PTOR LTOR)
Torsion’s trace is zero
Torsion’s pseudo-trace is zero

1
LTOR
02

1
[~

1
LTOR
03

1}
m
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No resultado acima e nos demais a seguir, onde apenas os componentes ndo-nulos
s30 impressos, estamos suprimindo as mensagens do sistema com os nomes dos tensores
obtidos nos cdlculos intermedidrios. Os nomes utilizados e as mensagens estdo em inglés
porque TCLASSI foi desenvolvido como parte de uma colaboragio internacional.

Os componentes (ndo-nulos) do tensor de curvatura de Riemann-Cartan (TRIE) da
classe de ondas planas das TGT obtida por Adamovickz podem ser calculados usando o
comando

SHP> (WMAKE TRIE)

TR = -A
0202

TR = -B
0203

TR = -B
0302

TR =A
0303

Em geral o tensor de curvatura de uma variedade de Riemann-Cartan (TRIE) nfo tem
a simetria de troca de pares Rggu = Ruwag do tensor de Riemann (RIE) da TRG (veja
o apéndice A). Entretanto, no caso particular do exemplo acima, podemos verificar que
os tensores TRIE e RIE coincidem. Assim, a curvatura de Riemann-Cartan desta solucéo
de ondas planas serd nula quando a métrica for plana (A = B = 0), embora a torcio seja
diferente de zero.

Na solucio de Adamowicz os tensores de Weyl (TWEYL) e de Weyl-Cartan (CWEYL)
coincidem e sdo as dnicas partes da curvatura ndo-nulas, pois o tensor de Ricci (TRIC) e 0
pseudo-tensor de Ricci (PTRIC) sdo nulos (cf. tab. (4.2). Podemos verificar este resultado
utilizando WMAKE para calcular TRIC e PTRIC de acordo com

SHP> (WMAKE TRIC PTRIC)
Ricci tensor is zero
Ricci pseudo-tensor is zero

As convecdes para o cdlculo do tensores de curvatura (TRIE), de Ricci (TRIC) e
de Weyl (TWEYL) utilizadas em TCLASSI sao as mesmas que estdo implementadas em
SHEEP/CLASSI. O pseudo-tensor de Ricci (PTRIC) é definido seguindo as mesmas con-
vencdes do tensor de Ricci. Estas convengoes também podem ser modificadas do mesmo

modo que as de RIE e RIC em CLASSI, utilizando as mesmas chaves NEGRIESIGN e
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NEGEINSIGN (cf. secdo 1.6) [17].

Consideremos agora o célculo de tensores em uma base de tétradas, utilizando como
exemplo uma solugio da teoria de Einstein-Cartan-Dirac obtida por Seitz [65], onde a
fonte do campo gravitacional é um campo de Dirac para um neutrino. Este espago-tempo

de Riemann-Cartan tem uma métrica dada por
ds? = et (g2 — dz?) — e (dy? + d2?), (4.4)
que pode ser expressa em uma tétrada de Lorentz de acordo com
L =eftdt, W =eftdn, W=Dy, P =4z (4.5)

Nesta solucio a tnica parte irredutivel ndo-nula da torcdo é o pseudo-trago, que é um
vetor tipo-nulo (tipo-luz). Assim, em Iugar de apresentar os componentes da torgao,
Seitz fornece os componentes das suas partes irredutiveis na base de tétradas dada pelas

egs. (4.5), onde o pseudo-trago é dado por
By =P, = 6a%e %347 (4.6)

Os pardmetros k e a nas egs. (4.5)—(4.6) sdo constantes.

Para realizar célculos em uma base de tétradas precisamos definir em primeiro lugar
os componentes da métrica H,, e das 1-formas w® = Z°dz* da base de tétradas (es-
pecificando ds? = Hy,w®w®). Depois, definimos os componentes T, da tor¢do, como
veremos a seguir.

Os dados da métrica e da torcao da solucio de Seitz estao no arquivo de métrica-tor¢éo
seitzb.lor (veja a listagem na p. 210). Os componentes Z°% (IZUD) das 1-formas w*
dadas pelas egs. (4.5) sdo introduzidos usando o comando RPL. Os componentes da métrica
H,, sio escolhidos como sendo os da métrica de Lorentz (H,) = diag(1,~1,~1, —1) com
o comando (LORENTZ IFRAME).

Viérias tétradas podem ser utilizadas em CLASST [17] como referenciais para a en-
trada dos dados e para a realizagio de cdlculos, entre as quais destacamos as tétradas de
Lorentz (LORENTZ), nulas (NULLT) e semi-nulas (HNULL) onde o elemento de linha é dado,

respectivamente, por
ds = (W) - W")? - (W) - W), (4.7)
ds? = 200w — 2%, (4.8)

ds? = 200w — (W?)? — ()2 (4.9)
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Os dados de entrada da torcio para o cdiculo de tensores usando tétradas sdo os
componentes T4, (ITOR) ou T4, (ITORC) da torcdo na base de tétradas ou de coordenadas,
respectivamente. Neste tiltimo caso, porém, a letra “C” deve ser utilizadano final do nome
“ITOR”. A entrada da torcio também podem ser feita através dos componentes das suas
partes irredutiveis, isto é, do traco T, (ITTOR), do pseudo-trago P, (IPTOR) e do tensor
de Lanczos L% _ (ILTOR) da torcio, na base de tétradas.

Como na solucio de Seitz a tinica parte irredutivel ndo-nula da torgéo é o pseudo-
traco, usamos o comando (ZEROINIT ITTOR ILTOR) para fazer iguais a zero todos os
componentes do traco (ITTOR) e do tensor de Lanczos (ILTOR) da torgdo. Em seguida,
usamos o comando RPL para entrar com 0s componentes do pseudo-trago IPTOR da torgéo
dados nas egs. (4.6).

I importante observar que os tensores definidos em TORSION e TWEYLTF n3o sio
calculados na tétrada determinada por IZUD e IFRAME, mas em uma outra tétrada es-
pecificada por ZUD e FRAME. Esta é uma carateristica de CLASSI, onde uma tétrada é
utilizada para a entrada de dados e outra para a realizagio dos cdlculos [17]. Estes refe-
renciais coincidem, a menos que o usudrio fixe-os como tipos diferentes. Geralmente os
nomes das quantidades calculadas na base utilizada para a entrada (“Input”) de dados
tém a letra inicial “I” como, por exemplo, em IZUD. As transormacdes dos dados de en-
trada da torcdo para a tétrada utilizada para realizar calculos estdo definidas no médulo
ITORSION.

A solucéio de Seitz tem diversas propriedades interessantes que podemos determinar
utilizando T'CLASSI. Para investigar os efeitos da tor¢do na curvatura usamos CLASSI
para calcular o tensor de Riemann (RIE), que depende apenas da métrica. Antes, porém,
é conveniente iniciar uma nova sessio de C'LASSI para realizar os calculos em uma base
de tétradas, encerrando a sessdo na base de coordenadas com o comando (QUIT). Assim,
depois de executar CLASST novamente e carregar seitzb.lor com o comando (LOAD
"SEITZB.LOR"), prosseguimos calculando o tensor de Riemann RIE através do comando

SHP> (WHMAKE RIE)
Flat space

Portanto, a solucio de Seitz é caracterizada por uma métrica plana e por um campo
vetorial tipo-nulo definido pela tor¢do. Neste caso, ao contririo da solucio de ondas
planas vista anteriormente, embora o tensor de Riemann (RIE) seja nulo a curvatura

de Riemann-Cartan (TRIE) é diferente de zero, como podemos constatar calculando o
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tensor de Ricci. Para realizar esse cdlculo e jlustrar uma mudanca de tétradas, usamos
o comando (NULLT FRAME) para mudar da tétrada de Lorentz usada para a entrada dos
dados para uma tétrada nula. Em seguida, calculamos o tensor de Ricci (TRIC) com o
comando WMAKE, obtendo os seguintes componentes (onde i = v/—1) ndo-nulos

SHP> (WMAKE TRIC)

4 -Gkt-4kx
TR = -4a E
11
2 -4kt-2kx
TR = 4ia kE
23
2 -4kt-2kx
TR = -4ia kE
32

A partir deste resultado, podemos verificar que a parte anti-simétrica do tensor de Ricc
(ATRIC) é diferente de zero. Calculando o pseudo-tensor de Ricci (PTRIC) obtemos que ele
também é ndo-nulo. Mas o escalar de curvatura (TRSCL) e o pseudo-escalar de curvatura
(PTRSCL) sdo mulos. Para completar as partes irredutiveis da curvatura falta apenas
calcular os tensores de Weyl (TWEYL) e de Weyl-Cartan (CWEYL), o que pode ser feito
através dos comandos

SHP> (WMAKE TWEYL)

2 -4kt-2kx
™ = -4ja kE
0123
2?2 -4dkt-2kx
i = 2ia kE
1213
2 -dkt-2kx
T = =2ja kE
1312
2 —4dkt-2kx
T = 4ja kE
2301

SHP> (WMAKE CWEYL)
CWEYL all components zero

Portanto, além de obter que o tensor de Weyl-Cartan é nulo podemos verificar que o

tensor de Weyl ndo tem a simetria da troca de pares.
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Os célculos dessa secdo poderiam ter sido realizados usando os espinores correspon-
dentes dos tensores que foram calculados. Na préxima secdo vamos mostrar como esses

espinores podem ser calculados usando TCLASSI.

4.3 Calculos de espinores

Além dos recursos algébrico-computacionais relativos ao célculo de tensores, TCLASST
também dispde de diversos programas para a manipulagao de espinores em espagos-tempos
de Riemann-Cartan. O método dos coeficientes de spin de Newman-Penrose [76] foi
estendido de modo a incluir a torgiio [37] e foi empregado na obtengao de algumas solugoes
exatas das TGT [77, 78, 79).

Nesta seciio mostramos como utilizar os médulos de TCLASSI para calcular os espino-
res da conexdo (coeficientes de spin), da curvatura, da tor¢do e das partes irredutiveis da
curvatura e da torcio. Os elementos do conjunto minimo de escalares de Cartan, obtido
no capitulo 3, também podem ser calculados para escalares de Cartan de ordem ¢ < 3.

O espinor da conexdo, os coeficientes de spin e o espinor da tor¢éo séo calculados
usando o moédulo TSPINOR. O espinor da curvatura de Riemann-Cartan é calculado
usando SPTCURV e as partes irredutiveis dos espinores da curvatura e da tor¢io podem
ser calculadas usando SPTCURV ou TPSIPHI. Estes espinores estdo dados na tab. (4.3) na
pagina 98, com os nomes utilizados em TCLASSI. Finalmente, os espinores do conjunto
minimo de escalares de Cartan que sdo definidos por derivadas covariantes da curva-
tura e da torcdo, dados nas tabs. (3.1)-(3.6), podem ser calculados usando TEQUSPIL. As
definicoes desses espinores e as convengoes usadas estdo no apéndice B.

Os espinores sdo calculados a partir dos mesmos dados de entrada empregados para
calcular tensores usando tétradas. Quando os médulos TSPINOR, SPTCURV e TEQUSPI fo-
rem utilizados o referencial deve ser uma tétrada nula (NULLT) onde 2%, = (I, n,, My, M)
(ZUD), com I, e m, Teais e mn, e 1M, complexo conjugados. Para calcular usando TPSIPHI
o referencial pode ser uma tétrada nuls (NULLT) ou de Lorentz (LORENTZ).

A seguir, mostraremos como calcular alguns espinores da solucéo da teoria de Einstein-
Cartan-Dirac obtida por Seitz, dada pelas eqgs. (4.4)—(4.6) [65]. Como vimos na se¢ao
anterior, esta soluciio é caracterizada por uma métrica plana e por um campo vetorial

tipo-nulo definido pelo pseudo-trago da tor¢io (PTOR).
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Nome em TCLASSI Espinor Nome

SPTOR Tapex = Tiamexr torcao

SPTTOR Tax trago da torcao
SPPTOR Pyx: pseudo-traco da torgdo
SPLTOR Lapcx' = Liapoyx Lanczos da torcdo
STGAM Tapcx = Ciamxr conexdo de Riemann-Cartan (RC)
SPTCURV Rapox oy = Riapcx py: curvatura de RC

TPHI ®ax By = ®ranyxy) espinor de Ricci de RC
THETA B ax'py’ = Oam)(xry) pseudo-espinor de Ricci
SIGMA Yap = Xn bi-espinor de Ricci
TLAMBD A escalar de curvatura de RC
OMEGA Q pseudo-escalar de curvatura
TPSI Y ascp = ¥Y(aBcD) Weyl de RC

Tabela 4.2: Os espinores da curvatura, da torgdo, suas partes irredutiveis e o espinor da

conexio, que podem ser calculados usando os médulos TSPINOR, TPSIPHI € SPTCURV de
TCLASSI. Os espinores SPTOR e STGAM estdo implementados em TSPINOR, SPTCURV em
SPTCURY e 0s restantes tanto em TPSIPHI quanto em SPTCURV. As defini¢des e convengoes

utilizadas podem ser encontradas no apéndice B.
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Quando o campo de vetores nulos dado pelo pseudo-trago da tor¢ao da solugdo de
Seitz for paralelo a um dos vetores I, ou n, da base de tétradas nulas, podemos usar o
espinor da conexdo Iapcx: (STGAM) e os coeficientes de spin para investigar algumas das
suas propriedadedes. Depois de carregar o arquivo de métrica-tor¢do seitzb.lor (veja a
listagem na p. 210) com o comando (LOAD "SEITZB.LOR") e de usar o comando (NULLT
FRAME) para mudar das tétradas de Lorentz para tétradas nulas, podemos usar WMAKE
para calcular o pseudo-traco P, (PTOR) da torgao com o comando

SHP> (WMAKE PTOR)

1/2 2 -3kt-2kx
PTOR =6(2) aE
1

Assim, obtemos que P, é paralelo a n,, isto é, P, = Pny, onde P = 6+/20%¢~%*"% Em
seguida, devemos carregar o0 médulo TSPINOR para calcular o espinor da conexao Tagex
(STGAM) e os coeficientes de spin. TSPINOR carrega o médulo SPINOR de CLASSI, onde
estdo implementados os simbolos de Infield ¢ Van der Waerden a,j‘B' , 0 espinor da conexao
f‘Achr=f‘(AB)c x (SGAM) e os coeficientes de spin em um espago-tempo Riemanniano [39].
Considerando TSPINOR j4 esteja carregado, calculamos STGAM através do comando

SHP> (WMAKE STGAM)

1/2 -kt
TGAM = trho = -(2) kE
0010?
1/2 -kt
TGAM = tepsilon = 1/4(2) kE
0100’
1/2 -kt 1/2 2 -3kt-2kx
TGAM = tgamma = -1/4(2) kE  -1/2(2) iaE
0111’
1/2 2 -3kt-2kx
TGAM = tm = (2) ia E
1101’

Logo, os seguintes coeficientes de spin sao nao-nulos: Tpoir = p, Lo = €, Loir = v
e 1101y = . Note que sdo escritos tanto os componentes da conexdo quanto os nomes
dos coeficientes de spin, que iniciam com a letra “t” para distingui-los dos nomes dos
coeficientes de spin da conexdo riemanniana SGAM calculados usando CLASSI. Para que
os componentes da conexio ou os coeficientes de spin nao sejam escritos basta acionar a

chave PRTNOSTGAM cu PRTNOSTNAM, respectivamente.
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Utilizando os coeficientes de spin acima podemos mostrar que as curvas integrais do
pseudo-trago PTOR s80 auto-paralelas [1], como veremos a seguir. Esta propriedade de
PTOR também foi obtida por Seitz, que usou uma tétrada de Lorentz para mostrar que
P"V, P, é proporcional a P, [65]. De acordo com as definigbes dos coeficientes de spin
dadas em [37], podemos escrever n*V,n, = —vin, —omy,+(v+7)n,, onde V,, é o operador
diferencial covariante do espaco-tempo de Riemann-Cartan. A partir dos componentes
nao-nulos de STGAM obtidos acima, podemos verificar que n, é um vetor tangente a uma
congruéncia de curvas auto-paralelas n*V,n, = (v + ¥)n,, cujo pardmeiro nio é afim
(v+ 7 # 0). Finalmente, tendo em vista que P, = Pn,, podemos concluir que as curvas
integrais de PTOR também sdo auto-paralelas.

Considermos agora o cilculo das partes irredutiveis dos espinores da curvatura e da
torgio (cf. tab. (4.3), p. 98), que pode ser feito usando TPSIPHI ou SPTCURV. Quando o
médulo TPSIPHI for usado estes espinores serdo calculados a partir das correspondentes
partes irredutiveis dos tensores da curvartura e da tor¢do, em uma tétrada mula ou de
Lorentz. Portanto, é necessdrio que o médulo TWEYLTF tenha sido previamente carregado.

Como veremos na proxima secdio, algumas das partes irredutiveis dos espinores da
curvatura e da torcio podem ser classificadas algebricamente através de um problema de
autovalores, sendo agrupadas em classes de equivaléncia que sdo representadas por formas
canénicas desses espinores. Geralmente é necessério realizar uma transformacio de diada
para colocar esses espinores nas respectivas formas canonicas. Para tornar possivel esta
mudanca de base, os espinores estdo implementados nos médulos TSPINOR e TPSIPHI de
duas maneiras que diferem por uma transformacéo de diada denominada DYTRSP. O trago
da tor¢iio, por exemplo, é definido como UNSPTTOR e SPTTOR, onde SPTTOR € calculado
a partir de UNSPTTOR utilizando DYTRSP. Representando SPTTOR e UNSPTIOR por Tov
e Tax temos Tpyr = SBSx Y Tax:, onde S e Sy, ¥ sdo os elementos de DYTRSP e
da transformacio complexo conjugada, respectivamente. As iniciais UN nos nomes dos
espinores referem-se a “unirensformed”, isto €, ndo transformado.

A transformacio DYTRSP ¢ calculada a partir de trés matrizes DYTRSP1, DYT1SP2 e-
DYTRSP3 que sdo aplicadas nesta ordem. Os fatores do produto matricial que nao forem
especificados pelo usudrio sdo dados pela tranformagio identidade. As transformacdes
utilizadas para calcular o espinor de Lanczos da torgdo SPLTOR a partir de UNSPLTOR

estdo implementadas no médulo TDYTRSP de TCLASSI, que carrega 0 modulo DYTRSP de
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CLASSI onde estdo implementadas as transformacbes dos demais espinores [17]. Sempre
que DYTRSP for usada, o arquivo de métrica-torgio deve conter no seu infcio o comando
(LOAD TDYTRSP) para carregar TDYTRSP.

Como exemplo do cdlculo das partes irredutiveis dos espinores da curvatura e da tor¢ao
com o uso de DYTRSP, vamos calcular o espinor de Ricci (UNTPHI e TPHI) da solucdo de
Seitz dada pelas egs. (4.4)—(4.6), usando o arquivo de métrica-tor¢ao seitzb.spi (veja a
listagem na p. 211). Conforme veremos na préxima segdo, a forma candnica deste espinor
é dada por @y = ®;;;11v = *1, com os demais componentes iguais a zero. Depois de
carregar seitzb.spi e o médulo TPSIPHI, podemos calcular o espinor de Ricci antes da
transformagio DYTRSP ser realizada (UNTPHI) com o comando
SHP> (WMAKE UNTPHI)

u 4 -Gkt-4kx
TPHI = -2a E
22
Assim, constatamos que o espinor de Ricci ndo estd na forms candnica. Entretanto, a
transformagao DYTRSP dada no arquivo seitzb.spi coloca o espinor de Ricci na forma
canOnica, como podemos verificar calculando o espinor de Ricci depois que DYTRSP ¢é
realizads (TPHI) com o comando

SHP> (WMAKE TPHI)

TPHI = -1
22’

Note que seitzb.spi difere do arquivo seitzb.lor usado na se¢do anterior por definir
tétradas nulas e especificar as tranformagdes DYTRSP1 e DYTRSP2, necessdrias para colocar
TPHI na forma candnica. A transformacao DYTRSP pode ser calculada usando WMAKE.
Quando o tensor de curvatura (TRIE)} ndo tiver sido calculado, SPTCURV é carregado
por TPSIPHI para que os espinores dados na tab. (4.3) possam ser calculados a partir dos
espinores da torgio Tupcx: (SPTOR) e da conexdo I'apcx: (STGAM), implementados em
TSPINOR. O espinor da curvatura Rapcpzw (SPTCURV) é calculado a partir da seguinte

defini¢do

EF
Rapcpenw = Ocp Fapew — Oen Cascp + € (Tarcw UBeCD

~T'arcp I'peent + Tapep Urocen — Capen Urecp')

8E." F (

+ Tasce Trpwe — Caver Trupo). (4.10)
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Note que as transformagdes DYTRSP também sao aplicadas nos espinores calculados usando
SPTCURV através da sua atuacao em STGAM e SPTOR.

Além de DYTRSP, existe uma outra transformacio de diada que também atua nos es-
pinores, denominada DYTR. Esta transform¢io atua diretamente na mudanga da tétrada
usada para a entrada de dados (IZUD e IFRAME) para a tétrada onde os cdlulos séo reali-
zados (ZUD e FRAME), sendo calculada a partir do produto de trés matrizes DYTR1, DYTR2
e DYTR3. Enquanto DYTRSP atua apenas nos espinores, DYTR atua em tensores e espino-
res. As transformacoes DYTR estdo implementadas nos médulos TDYTRSP e DYTRSP de
maneira andloga 4s transformagdes DYTRSP [17].

Como exemplo do cédlculo das partes irredutiveis dos espinores da curvatura e da
torcao com o uso de DYTR, vamos calcular o espinor de Weyl (TPSI) do espago-tempo de
Riemann-Cartan tipo-Godel cujas métrica e torgdo sdo dadas em uma tétrada de Lorentz
por [34, 35, 75]

W = di+H(z)dy, w'=dr, & = D(x)dy, = dz (4.11)
T, = S(z). (4.12)

As funcoes S, H e D satisfazem as condigbes S = const = L, H/D = const = 2w e
D"/D = const = m?, onde a plica denota a derivada em relagdo a z.

Os dados de entrada deste espago-tempo tipo-Godel com torgdo estdo no arquivo
tgotyh.spi (veja a listagem na p. 214). Este arquivo contém uma transformagao DYTR
usada para colocar TPSI na forma candnica, que é definida a partir de DYTR1, DYTR2 e
DYTR3. Conforme veremos na préxima segio, TPSI é Petrov tipo D e sua forma candnica
é dada por Uy = Wyy99 # 0, com os demais componentes iguais a zero. Assim, depois
de carregar o arquivo tgotyh.spi e TPSIPHI (ou SPTCURV) em seguida, podemos utilizar
WMAKE para, calcular TPSI com o comando
SHP> (WMAKE TPSI)

2 2 2
TPSI = -1/12L +1/2LW +1/6ém -2/3W
2

Podemos verificar o efeito da transformacio DYTR sobre TPSI usando o comando LOSE
em DYTR1, DYTR2 e DYTR3, fazendo com que estas transformagtes voltem a ser iguais a
identidade. Depois de remover DYTR, podemos recalcular TPSI com o comando

SHP> (WMAKE TPSI)
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2 2 2
TPSI = 1/8L -3/4LW -1/4m +W
0
2 2 2
TPSI = 1/24L -1/4LW -1/12m +1/3W
2
2 2 2
TPSI = 1/8L -3/4LW -1/4m +W
4

onde ¥y e ¥, sio definidos por ¥y = Wogge € Uq = ¥y11;. Este 1ltimo resultado também
pode ser obtido calculando TPSI depois de carregar o arquivo tgotyh. lor (veja a listagem
na p. 216), que ndo contém as transformacdes de diadas.

No préximo capitulo, mostraremos como obter as transformagdes DYTRSP e DYTR que
colocam um espinor de um dado espaco-tempo de Riemann-Cartan na forma candrica,
utilizando o médulo TDYTSYM. Antes, porém, vamos mostrar como obter as classificacdes

algébricas das partes irredutiveis dos espinores de curvatura e torgdo usando TCLASSI.

4.4 Classificagcoes algébricas

As classificacoes algébricas de objetos geométricos, determinadas pelos problemas de au-
tovalores construidos com suas partes irredutives, tém sido bastante iteis em diversos
campos da fisica, pois permitem agrupar estes objetos em classes de equivaléncia e definir
formas canonicas para os elementos dessas classes. Assim, propriedades locais desses ob-
jetos podem ser investigadas utilizando suas formas canénicas. Na TRG, por exemplo,
diversas propriedades do campo gravitacional tém sido obtidas utilizando as classificages
algébricas da curvatura e do campo eletromagnético [41].

Enquanto na TRG a estrutura algébrica da curvatura é determinada pelas classifica-
cbes de Petrov do espinor de Weyl e de Segre do espinor de Ricci, nas TGT a situagao é
complexa. Além dos espinores com as mesmas simetrias dos espinores de Weyl e de Ricci
da TRG, as partes irredutiveis da curvatura e da torgdo também contém espinores que
correspondem a bivetores e a vetores, de acordo com as egs. (3.15)~(3.16).

Nesta secdo vamos mostrar como utilizar os médulos VECTCLA, BIVTCLA e SEGPET
de TCLASSI para obter as classificacoes algébricas de vetores, bivetores e de espinores

com as mesmas simetrias que os espinores de Weyl e de Ricci da TRG.
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Esses médulos foram desenvolvidos tendo em vista a determinacio do referencial
canénico utilizado no algoritmo para testar a equivaléncia de espagos-tempos de Riemann-
Cartan (cf. segio 2.4). A escolha deste referencial pode ser feita de uma maneira sis-
temética utilizando diregdes privilegiadas que sdo determinadas por objetos geométricos.
Alinhando os vetores da base ao longo dessas dire¢des, podemos definir e fixar o maximo
possivel um referencial canonico.

A seguir vamos mostrar como utilizar TCLASSI para obter as classificacoes algébricas
de alguns espinores do conjunto completo minimo C, de escalares de Cartan de ordem
g < 3, usado no algoritmo para testar a equivaléncia. O conjunto minimo Cj (cf. tab. (3.1),
p. 56}, por exemplo, contém dois espinores com a simetria do espinor de Weyl (TPST e
PSILTOR), cinco espinores com a simetria do espinor de Ricci (TPHI, THETA, PHILTOR,
DSPTTOR e DSPPTOR), trés bivetores (SIGMA, BVTTOR e BVPTOR) e dois vetores (SPTTOR e
SPPTOR). Portanto, existem diferentes alternativas para fixar o referencial canénico, que
podem fazer uso tanto das classificacoes de Petrov e de Segre, quanto das classificagoes
de bivetores e de vetores.

Consideremos inicialmente a classificagio algébrica do espinor de Weyl ¥ pcp (TPSI)
de um espago-tempo de Riemann-Cartan. Como este espinor corresponde aos tensores
de Weyl na TRG e de Weyl-Cartan (cf. apéndice A) nas TGT, a sua classifica¢gio nada
mais é do que a classificacGo de Petrov (veja [39, 41] e referéncias ali citadas), que é
obtida resolvendo o problema de auto-valores construido com tensor de Weyl-Cartan.
Note que a classificacdo de Petrov ndo se aplica ao tensor de Weyl dos espagos-tempos de
Riemann-Cartan, pois este tensor nao é completamente sem trago.

Como o espinor de Weyl ¥, pcp é totalmente simétrico (cf. apéndice B), podemos
utilizar um 1l-espinor £4 = (£°,¢!) para construir um polindmio na varidvel complexa

z = E1/£0 de acordo com
W apopEAEBECED = (£°)% (Wo + 4 W1z + 6 Waz? + 4 Wsz® + Wyt (4.13)

onde definimos ¥y = Woopp, U1 = Pi000, Y2 = Wige0, V3 = Wiyze € ¥y = Wypp. O
teorema fundamental da édlgebra nos garante que o polinémio dado pela eq. (4.13) pode

ser fatorado de acordo com

U 4poptePECEP = (9 (an+enz) (o +Biz) (o +m2) (b +612)
= aal*BpEPyctCopt” = aufprcop)EtEPECER. (4.14)
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Assim, como &4 é um espinor arbitririo, obtemos que espinor de Weyl pode ser decom-

posto em termos do produto simetrizado de espinores com um indice apenas, isto é,

U 4pep = oaBeyedpy, (4.15)

onde os l-espinores na, 3p, Yo € dp sdo denominados espinores principais do espinor de
Weyl. Estes 1-espinores sdo determinados pelas raizes do polinémio dado pela eq. (4.13),
a menos de fatores de escala cujo produto seja igual a 1.

Considerando que cada espinor £4 determina um vetor real tipo-nulo de acordo com
k* = o*,5 ¢2E B, os l-espinores principais do espinor de Weyl determinam quatro
dire¢6es nulas denominadas direcées nulas principais do espinor de Weyl. Quando duas ou
mais dessas diregdes coincidem o espinor de Weyl é denominado algebricamente especial,
caso contrério é algebricamente geral [39, 41].

A classificacéo de Petrov é obtida a partir das multiplicidades das raizes do polinémio
dado pela eq. (4.13), que determinam os tipos de Petrov a partir do mimero de diregoes

principais coincidentes de acordo com [39, 41]:

1. tipo I, com quatro raizes simples (distintas):
W apcp = a(afpYcdp);

2. tipo II, com uma raiz dupla e duas rafzes simples:
¥ apcp = A0 BYcOD);

3. tipo D, com duas raizes duplas:

Y apcp = CACBYCYD);

4. tipo III, com uma raiz tripla e uma raiz simples:

¥ spcp = qatpacip);

5. tipo N, com uma raiz quidrupla:

Y ABCD = (AQROCOAD);
6. tipo 0, o espinor de Weyl é identicamente nulo.

Para cada tipo de Petrov, o espinor de Weyl pode ser colocado em uma forma canénica
alinhando-se o referencial 0 maximo possivel com as dire¢Ges nulas principais do espinor de

Weyl [26, 41]. Os grupos de isotropia correspondentes também podem ser determinados
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investigando-se a invariicia das formas canénicas sob transformagées de Lorentz 26, 41].

Essas formas candnicas estdo dadas na tab. (4.3), na pigina 106, em termos dos cinco

escalares complexos Wy, ..., V4.

Tipo de | Grupo de l Forma Forma,

Petrov | Isotropia Canonica 1 Canonica II
I 0 Yo=Wy3£0, U | Uy =3 #0, ¥s
H 0 Wy=1, U#0 | Ih=1, ¥2#0
1 0 ¥, =1 ndo tem
D € Wy #£ 0 nao tem
N n v, =1 nado tem
0 6 ¥, = 0 (todos) ndo tem

Tabela 4.3: Os tipos de Petrov com as correspondentes formas candmicas usadas em
CLASSI e TCLASSI, bem como os respectivos grupos de isotropia. As abreviaturas
dos grupos de isotropia sdo: 0 (zero) quando nio existe isotropia; 6 para o grupo de
Lorentz §O(3,1); e para SO(1,1) x SO(2); e n para o grupo das rotagoes nulas com dois
parimetros (cf. tab.(1.1), p.24). Para o tipo de Petrov I, ¥, pode ser zero ou nao e a
forma ¥y = —¥, também é uma alternativa aceita por CLASSI e TCLASSI.

Embora a classificagdo de Petrov esteja implementada no médulo PTRVSP de CLASSI
(veja [17] e referéncias ali citadas), as quantidades utilizadas internamente no algoritmo
sio definidas em termos do espinor de Weyl (PSI) da TRG. Assim, foi necessirio desen-
volver o médulo SEGPET de TCLASSI com programas adaptando o algoritmo usado em
PTRVSP para, classificar os espinores das TGT.

Os tipos de Petrov dos espinores ¥ 4pcp (TPSI), Yancp (PSILTOR) e T apcp (PSIXITH)
do conjunto completo minimo (cf. teorema 3.1 na p.81) podem ser obtidos com os co-
mandos (TPSICLA), (PSILTORCLA) e (PSIXITHCLA), respectivamente. Cada vez que estes
comandos sio utilizados as quantidades calculadas nas classificagoes anteriores retornam
aos valores iniciais. Os dados da classificao do espinor de Weyl (PSI) da TRG também
sao removidos.

Uma outra maneira de realizar a classificagdo de Petrov consiste em usar o comando

(TPETROV espinor), onde espinor deve ter a mesma simetria do espinor de Weyl ¥ 4pcp.
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Neste caso, porém, TPETROV atribui os valores dos componentes de espinor aos com-
ponentes correspondentes do espinor fIleBCD = fIvf{ABCD) (TSPINCRIT) e classifica este
tltimo, dando o resultado em termos das quantidades "Iv’g = {i’gmo (TSPICRO), ¥, = Eﬁom
(TSPICR1), Uy = 109 (TSPICR2), W3 = Wy119 (TSPICR3) e ¥, = Wyyy; (TSPICR4). Antes
de utilizar TPETROV para realizar uma nova classificagio, devemos executar o comando
(CLEANTPETR0QV) para que as quantidades calculadas nas classificagoes anteriores retor-
nam aos valores iniciais.

Como exemplo do uso do programa vamos determinar o tipo de Petrov do espinor
de Weyl (TPSI) do espago-tempo tipo-Gddel com torcdo dado pelas eqgs. (4.11)—(4.12),
usando o arquivo de métrica-tor¢io tgotyh.spi (veja listagem na p. 214).

Como vimos na se¢do anterior o arquivo tgotyh.spi contém uma transformagio DYTR
que coloca TPSI na forma candmica. Quando removemos o efeito de DYTR, verificamos
que apenas ¥y, = ¥4 e ¥, sao ndc-nulos. Isto pode nos levar a pensar que TPSI é Petrov
tipo I (cf. tab. (4.3), p. 106), mas este ndo é o caso como podemos verificar obtendo a
classificagio de TPSI com o comando (TPSICLA). Assim, depois de carregar tgotyh.spi,
SEGPET e remover a influéncia de DYTR aplicando o comando LOSE em DYTR1, DYTR2 e
DYTR3, obtemos o tipo de Petrov de TPSI com o comando
SHP> (TPSICLA)

Please check that TPSI2 is really non-zero !
If so, Petrov type is D

2 2 2
TPSI = 1/24L -1/4LW -1/12m +1/3W
2

Portanto, TPSI é Petrov tipo D, cosiderando que L, W e m sdo constantes arbitrarias.
Este exemplo ilustra o fato de que embora as formas candnicas sejam obtidas a partir dos
tipos de Petrov, a reciproca nao é verdadeira. Note que o programa apresenta os valores
de algumas quantidades consideradas diferente de zero, para que o usuario verifique se
elas sao realmente diferentes de zero. Isto ocorre porque nio existe um algoritmo que
possibilite a realizacdo de todas as simplificacées possiveis, permitindo determinar se
ums. quantidade é zero ou ndo {57].

Quando os espinores com a mesma simetria do espinor de Weyl nédo forem suficientes
para fixar completamente o referencial, os outros elementos do conjunto minimo para a

ordem ¢ = 0 do algoritmo para testar a equivaléncia podem ser usados para fix4-lo um
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pouco mais.

Consideremos agora a classificagao algébrica dos espinores com a mesma simetria do
espinor de Ricci @ apxry+ (TPHI), que corresponde ao tensor de Ricci simétrico sem traco
S de um espago-tempo de Riemann-Cartan. Esta classificagao aplica-se a qualquer
tensor simétrico de segunda ordem, sendo conhecida como classificacido de Segre.

A classificacdo de Segre do tensor de Ricci simétrico sem trago S, pode ser obtida
de diversas maneiras (veja [41, 68, 69] e referéncias ali citadas). Aqui ela serd obtida

construindo um problema de auto-valores para S% de acordo com
(8% — A8%) Vi =0, (4.16)

onde temos que determinar os auto-valores A e auto-vetores V° de S%. A solugao deste
problema em um espago com métrica euclidiana é obtida diagonalizando a matriz formada
por S, através de uma transformagao de similaridade. Entretanto, como a métrica nas
TGT ¢ de Lorentz, apenas podemos reduzir S,, a uma forma candnica de Jodan [67).

O sistema de equacoes algébricas lineares nos componentes V? dos auto-vetores dado
pela eq. (4.16) s6 possui solugdo ndo-trivial para os valores de A que sejam solugdes da
equagio algébrica do quarto grau obtida fazendo igual a zero o determinante {41, 57, 58]

1 1

1
18%, — A8%| = At — 5I,;)E‘ - 3l + g[(fﬁ)2 — 2] =0, (4.17)

denominada de equagdo caracteristica, cujos os coeficientes sao dados por
Iﬁ = SabSba y I7 = GbSchca ’ Is = ﬂbSchCdea . (4-18)

De acordo com o teorema fundamental da dlgebra a eq. (4.17) tem quatro raizes no no
corpo dos complexos, que determinam os auto-valores A de 5¢%. Obtidos os auto-valores
podemos reduzir a matriz S% a uma das formas canonicas de Jodan [67] e represent-
la com a notacdio de Segre, como veremos a seguir. Na forma de Jordan uma matriz é

diagnonal por blocos, onde cada bloco pode ser dado por:

Lo (5 1°0 0]
g1 K 0610

o], 0 5| 0y 1], O E )
007 0006

onde os elementos o, 3,7 e § da diagonal principal s30 um dos auto-valores.
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Considerando que a multiplicidade das rafzes reais da equagéo caracteristica pode ser
1,2, 3 ou 4, e que também podem existir duas raizes complexas conjugadas e duas reais,
as possiveis formas candnicas de Jordan para 5% que sdo consistentes com a assinatura

da métrica de Lorentz sdo [68]

A, 0 0 0] (A, 0 0 0]
0 A 0 O 0 X 0 0
: , ’ : (4.20)
0 0 X O 0 0 X 1
0 0 0 X 0 0 0 ]
(M 0 0 0 ] (A, 0 0 0]
0 M 1 0 0 X 00
‘ : ’ , (4.21)
0 0 X 1 0 0 z 0
0 0 0 X 0 00 2

onde os auto-valores A1, A2, A3 € A4 880 reais e z e Z s80 complexos conjugados. Para cada
auto-valor em um dos blocos de Jordan existe associada uma diregdo principal do tensor
de Ricci S% determinada pelo auto-vetor correspondente, que pode ser tipo-tempo, tipo-
espaco ou tipo-nulo. Quando auto-valores de dois on mais blocos de Jordan sdo iguais
dizemos que existe degenerescéncia de auto-valores.

Na notacio de Segre as formas canénicas de Jordan sdo representadas por uma lista,
colocada entre colchetes, com os algarismos que correspondem as dimesdes dos blocos de
Jordan e com as letras zZ que representam os blocos com auto-valores complexo conjuga-
dos. Os algarismos correspondentes a blocos com o mesmo auto-valor s&o escritos juntos
entre paréntesis e aos blocos associados a auto-vetores tipo-nulo e tipo-tempo séo escritos
por tltimo 2 direita, sendo o correspondente ao auto-vetor tipo-tempo separado por uma
virgula (convengdo usada em TCLASSI).

De acordo com a notagio de Segre, as formas candnicas de Jordan para 5% dadas
nas egs. (4.20)—(4.21) acima sio representadas por [111,1], [112], [13] e [112Z], respecti-
vamente. Considerando as possiveis degenerescéncias, os tipos de Segre para o:%ensor de

Ricci simétrico (veja, por exemplo, [41, 68, 69, 7 0]), podem ser agrupados de acordo com:

1. tipos de Segre com um auto-vetor tipo-tempo:
[111,1] e degenerescéncias [11(1,1)], [(11)1,1], {(11)(1,1)], [1(11,1}], [(111),1] e
[(111, 1];
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2. tipos de Segre com um auto-vetor tipo-nulo:

(a) [112] e degenerescéncias [1(12)], [(11)2] e [(112)];
(b) [13] e degenerescéncia [(13)];

3. tipos de Segre com um auto-vetor complexo:

[112Z] e degenerescéncia [(11)2Z].

Para cada tipo de Segre, o espinor de Ricci pode ser colocado em uma forma candnica
alinhando-se o referencial o maximo possivel com as diregées principais do espinor de
Ricci [41, 69]. Os grupos de isotropia correspondentes também podem ser determinados
investigando-se a invaridcia das formas candnicas sob transformagdes de Lorentz [41, 69].

Como a classificagio de Segre é utilizada na implementagio em TCLASSIdo algoritmo
para testar a equivaléncia, que é realizada com os escalares de Cartan independentes
expressos em termos de espinores totalmente simetrizados, as formas candnicas dos tipos
de Segre estdo dadas na tab. (4.4), na pdgina 106, em termos dos trés escalares reais
Qo = Dopowrers Py = Pororrr € Por = Puyyy; trés escalares complexos Do = Pogov,
Dy = Bgorr1r, Prr = P11y € seus complexos conjugados P1¢r = Py, Py = Prrvrer €
Py = ®y1911, respecivamente.

A classificacio de Segre estd implementada em CLASSI através do mddulo SEGRE [57,

58], sendo realizada em duas etapas. Na primeira delas o espinor de Plebanski (CHI)

1

é classificado em tipos de Petrov, originando os tipos de Plebanski-Petrov. Na segunda
etapa, virios métodos sdo utilizados para separar os diversos tipos de Segre presentes nas
classes correspondentes a cada tipo de Plebanski-Petrov.

Com relagao ao tipo [(111,1)] devemos observar que existem situaces onde o tensor de
Ricei simétrico sem trago S% é nulo mas o escalar de curvatura R ndo é. Estas ocorréncias
sao consideradas no médulo SEGRE, pois o algoritmo separa a classe do tipo [(111,1)] em
trés classes cujos tipos sdo:

1. tipo I: gquando R # 0, denominado “lambda term”. Neste caso R%, é proporcional

ao termo de constante cosmoldgica Ad%, nas equacdes de Eisntein;

2. tipo v: quando R = 0, denominado “vacuum”, pois corresponde as solucdes Ry = 0

para o vicuo na TRG;
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3. tipo 0: quando o algoritmo nfio consegue separar entre os dois casos anteriores, isto
é, R=00uR#0.

Como a implemtacio da classificagdo de Segre em CLASST utiliza internamente quan-
tidades definidas em termos do espinor de Ricci (PHISTD) da TRG, tivemos que incluir no
médulo SEGPET de T'CLASST alguns programas adaptando o algoritmo usado em SEGRE
para classificar os espinores das TGT.

No conjunto completo minimo Cp (cf. tab. (3.1}, p.56) existem cinco espinores com
as mesmas simetrias do espinor de Ricci da TRG, a saber: o espinor de Ricci ®4pxry
(TPHI), o pseudo-espinor de Ricci © 4px'y: (THETA) e 0s espinores ¢apx+y+ (PHILTOR),
vV 5T, (DSPTTGR) e VA PP, (DSPPTOR) obtidos a partir da derivada covariante
de primeira ordem da tor¢ao.

Os tipos de Segre dos espinores ®4pxz (TPHI) e Oapxr 2z (THETA) podem ser obtidos
com os comandos (TPHICLA) e (THETACLA), respectivamente. Cada vez que estes coman-
dos sdo utilizados, as quantidades calculadas nas classificagtes anteriores (inclusive de
PHI) retornam aos valores iniciais.

Uma outra maneira de realizar a classifica¢io de Segre consiste em usar o comando
(TSEGRE espinor), onde espinor deve ter a mesma simetria do espinor de Ricci. Este
comando ¢é implementado de maneira andloga ao comando TPETROV. Anies de realizar
uma nova classificacio usando TSEGRE devemos executar o comando (CLEANTSEGRE) para
que as quantidades calculadas nas classficagGes anteriores retornem aos valores iniciais.

As classificaces de Segre dos espinores ¢ 4px+y+ (PHILTOR), vi4 ( X,’TB)Y,) (DSPTTOR) e
Vv xP”y, (DSPPTOR) sio obtidas usando os comandos (PHILTORCLA), (DSPTTORCLA)
e (DSPPTORCLA), respectivamente, que foram implementados usando TSEGRE.

Cada tipo de Segre tem uma abreviatura e um nome que ¢ escrito junto com o resultado
da classificacio de Segre, tanto em CLASSI quanto em TCLASSI. Entretanto, como os
nomes usados em CLASSI fazem referéncia a situacdes existentes na TRG que ndo tém
necessariamente correspondentes nas TGT, novos nomes sdo utilizados em TCLASSI
Estes novos nomes estdo dados tab.(4.4) na pdgina 112, juntamente como os tipos de
Segre correspondentes, seus grupos de isotropia e suas formas candnicas. Apenas ndo
constam na tabela os tipos [ e v, denominados “lambda term” e “vacuum”, que passam
a se chamar “metric proportional” e “metric proportional or 0”, respectivamente.

Como exemplo do uso do programa vamos utilizar a solugdo da teoria de Einstein-
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Tipo de Nome Nome em Grupo de Forma
Segre Abreviado TCLASSI Isotropia Candnica
Poor = Do £0, B3 #0,
[111,1] 9 general (real case} 0 Bopr = Pay £ 0
(Poar # £2811 £ Poor)
[11(1,1)] b boost symmetric b Doy = Bagr #0, 1y £0,
(Por # £28y4y/)
[(11}1,1] 8 spin symmetric (real case} 8 by =Bap #£0, By #0,
(@11 # 22Bopr)
[(11){1,1)] e boost and spin symmetric e Dy #£0
[1(11,1)] ¢ Lorentz group SO(2,1) symmetric ¢ Boy = Poor = —2d440 £ 0
[(111),1] r spatial rotations SO(3) symmetric r Doy = Bgpr =283 £0
[Q111,1)] 0 Lorentz group 80(3,1) symmetric 6 &5 =0 (todos)
[11z2] z general (complex case)} ] Doy = —Poar #£0, Byyr £0,
$opr = Py #0
{(11)zz] c spin symmetric {complex case} $ by = —Pogr #£0, $110 #0
[112] 2 general, with three 0 Doy = Bagr £0, P11 £0,
eingenvectors (one null) Pgor = £1
[(11)2] h spin symmetric, with 8 P10 #£0, $gpr = 1
three eigenvectors (one nuil)
[1{12)] n 1-dim null rotations symmetric, k By = 1,
with three eigenvectors (one null) Bgy = Bagr =281 #£0
2-dim null rotations and
[(112)] T apin symmetric, with three r Poor = £1
eigenvectors {one null)
[13] 3 general, with two 0 Sgr =B =1
eigenvectors (one null) Doy = 28y £ 0
[(13)] 4 1-dim null rotations symmetric, k @0r =1,
with two eingenvectors (one null)

Tabela 4.4: Os tipos de Segre com as abreviaturas e as formas candnicas usadas em CLASSI[57]
e TCLASSI, os nomes em TCLASSI e o8 grupos de isotropia. As abreviaturas destes grupos
gdo (cf. tab. (1.1), p.24): 6 para o grupo de Lorentz SO(3,1); p para SO(3); t para SO(2,1); r
para o grupo gerado por SO(2) e rotagdes nulas com 2 pardmetros; e para SO(1,1) x SO(2); n
para o grupo das rotagdes nulas com 2 parametros; s, b e k para SO(2), SO(1,1) e o grupo das

rotagdes nulas com 1 parémetro, respectivamente.
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Cartan que representa o campo gravitacional no interior de um cilindro de um fluido
perfeito com spin, onde o spin estd alinhado com o eixo de simetria, obtida por Tsou-
belis {90]. A métrica e a torgdo desta solugio sio dadas em uma tétrada de Lorentz

por

WO = dt, W= e 3Udr W= rdf, o =e 205V gz, (4.23)

TS, = 28 37SoF (4.24)

onde Sy ¢ uma constante arbitrdria. Os dados de entrada deste espago-tempo estdo no
arquivo tsoubl.lor (veja listagem na p. 218).

Depois de carregar o arquivo tsoubl.lor e o médulo TPSIPHI, podemos usar O co-
mando (WMAKE TPHI) para obter que o espinor de Ricci $4px'y+ desse espago-tempo é
dado por

oy = Pry = Pop = —Bpp = % (Sp)%e™ (S0 (4.25)

Carregando em seguida SEGPET, podemos obter o tipo de Segre de TPHI com o comando
SHP> (TSEGRE TPHI)

Please check that CHI2 is really non-zero !
If so, Plebanski-Petrov type is D

2 2
4 2r 50
CHI = -1/24S0 E
2

Segre type is

A1 [(11)1,1]: spin symmetric (real case) or

A1 [11(1,1)]: boost symmetric or

A2 [(11)ZZx]: spin symmetric (complex case)

Turning on switch SIGNTEST may give further information

A partir do resultado acima podemos verificar um ponto importante. O algoritmo
para a classificacio de Segre ndo consegue separar todos os tipos de Segre. Este problema

ocorre nas seguintes situacoes {57, 58]:

1. Para Plebanski-Petrov tipo I: Internamente o tipo de Segre é denotado por 1 (um),
representando as possibilidades dos tipos g e z, isto é, [111,1] e [112Z], respectiva-
mente. Se o sinal de D = I3 —27J? for positivo ou negativo o tipo de Segre é [111, 1]

ou [11zZ], respectivamente, onde [ e J sao definidos por

I = %[7(16)2—1213], (4.26)
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1
J = ﬁg[SGIGIg —17(Ig)® — 12(I7)7], (4.27)

sendo Iy, I; e Iy definidos pelas egs. (4.18).

2. Para Plebanski-Petrov tipo D: Internamente, neste caso, o tipo de Segre ¢ denotado
por d e representa as possibilidades do tipo de Segre ser [(11)zz], [11(1,1)] e [(11)1, 1].
Se o sinal da quantidade

M = 4L Iy — A(I;)* — (L) (4.28)

for negativo, entdo o tipo de Segre € ¢, isto &, [(11)2z]. Quando o sinal for positivo
temos internamente o tipo ¢ que representa os tipos de Segre s ou b, isto é, [(11)1,1]

ou {11(1,1)], respectivamente. O algoritmo nio tem como separar estes casos.

3. Para Plebanski-Petrov tipo 0: O algoritmo ndo separa os tipos [(111),1] e [1(11, 1}].

Internamente, neste caso, o tipo de Segre é denotado por f.

Embora as classificacdes algébricas apresentadas até aqui possam fixar completamente
o referencial canénico, ainda falta obter a classificacdo algébrica do bi-espinor de Ricci
Y ap para determinar a estrutura algébrica do espinor de curvatura por completo. Este
problema seré abordado a seguir, onde mostramos como obter a classificagio algébrica de
um bivetor utilizando 0 médulo BIVTCLA.

Consideremos a classificacio algébrica de bivetores tendo como exemplo o tensor
campo eletromagnético F,, (tensor de Maxwell). A estrutura algébrica do bivetor Fy,
pode ser obtida a partir da solugdo do problema de auto-valores (F9 — Ad%IVE =0
[39, 41, 68]. Entretanto, como tensor de Maxwell corresponde a um bi-espinor simétrico
@wap onde

Faxigy = 0% 6°gys Fap = €xvr 0aB + €48 Pxry" (4.29)
a classificacdo obtida através do problema de auto-valores é equivalente & determinag&o do
bi-espinor de Maxwell em termos das suas direcbes nulas principais [39]. Esta classificaggo
pode ser obtida de mma maneira bastante simples utilizando a decomposi¢ao de bi-espinor

de Maxwell em termos do produto simetrizado de 1-espinores dada por

@aB = a(aPB), (4.30)

onde os 1-espinores principais do espinor de Maxwell a4 e 85 sdo determinados a menos

de fatores de escala.
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Os 1-espinores principais do bi-espinor de Maxwell podem ser determinados a partir
das raizes da equacio

waBE€% = a7 + 12+ 0 = 0, (4.31)

obtida fazendo £4 = (1,2) e definindo os escalares o = Yoo, Y1 = @10 € P2 = Pu1.

Considerando ¢, # 0, a solucdo da eq. (4.31) é dada por

—py + /=K/2
2= 2 K2 (4.32)

2]

onde K é um escalar complexo definido por

K = papp™® = =2[(1)’ — o 2] = K1 +i Ky, (4.33)

cujas partes real e imagindrias podem ser escritas em termos de Fy, e do seu dual F¥,
como K; = 1F®F,, e K, = ;F™F*, [39].

O bi-espinor de Maxwell pode ser classificado em cinco tipos, determinados pela mul-
tiplicidade das raizes da eq. (4.31), que podem ser expressos em termos do escalar K de

acordo com [68]:

1. tipo geral, quando K # 0 (ndo degenerado). Neste caso, temos duas diregGes nulas

principais ¢ ap = a(4Bp) € o bi-espinor ainda pode ser:

(a) tipo ndo-simples, quando K # 0.
(b) tipo simples, quando K, = 0. Estes bi-espinores ainda podem ser:
i. tipo-espaco, quando K; < 0;

ii. tipo-tempo, quando K; > 0.

2. tipo especial, quando K = 0 (degenerado ou nulo). Neste caso, temos apenas uma

direcdo nula principal @ 4p = 0qap) € o bi-espinor é também tipo simples.
3. tipo 0 (zero), quando o bi-espinor for identicamente nulo.

Para cada tipo algébrico de bi-espinor, os grupos de isotropia podem ser determinados
e o bi-espinor pode ser colocadc em uma forma canénica definida em iermos dos trés
escalares complexos ¢y, @1 € g2, de acordo com a tab. (4.5) na pigina 116.

A classificacdo algébrica de bi-espinores est4 implementada no médulo BIVTCLA de
TCLASSI. No algoritmo utilizado nesta primeira implementagao os bi-espinores sdo clas-

sificados em tipo-geral, tipo-especial e tipo 0 (todos componentes nulos), sem considerar



- 116 -

nenhuma subdivisdo. Cada tipo recebe uma abreviatura contendo um caracter: a letra g
para o tipo-geral, s para o tipo-especial e 0 (zero) para o tipo 0.

O algoritmo para a classifica¢io de bi-espinores é formado por duas partes. Na pri-
meira, é verificado se o bi-espinor est4 em uma das formas candnicas possiveis. Este
teste inicial evita obter a classificagdo diretamente do escalar K dado pela eq. (4.33),
considerando apenas os componentes do bi-espinores que sdo, via de regra, expressoes
algébricas mais simples do que K. O resultado é apresentado com as quantidades que
o programa considera ndo-nulas, para serem verificadas pelo usudrio se sdo realmente
diferentes de zero. A segunda parte é utilizada nos casos em que o bi-espinor nao esté
na forma candnica. Ela consiste simplesmente em verificar se K é zero ou ndo. Aqui

também, o programa imprime K e pede ao usuério para verificar se é realmente nao-nulo.

bi-espinor Nome | Grupo de Forma Forma
abreviado | Isotropia Candnica 1 Candnica 11

tipo-especial s n woo =1 pu=1

tipo-geral g e @ #0 nio tem

0 0 6 wap =0 (todos) | ndo tem

Tabela 4.5: Os tipos de bi-espinores com 0s nomes, abreviaturas, formas candnicas usadas
em TCLASSI e os os grupos de isotropia. As abreviaturas destes grupos sio (cf. tab. (1.1),
p.24): 6 para o grupo de Lorentz SO(3,1); e para SO(1,1) x SO(2); e n para o grupo
das rotacoes nulas comn 2 parametros. As formas candnicas para o tipo-geral dadas por

Yoo = P11 # 0 e oo = —1; # 0 nao sdo estdo implementadas.

No médulo BIVTCLA estdo implementados os comandos (SIGMACLA), (BVTTORCLA) e
(BVPTORCLA) que realizam as classificacbes dos bi-espinores ¥ 45 (SIGMA), M 4p (BIVTTOR)
e Bap (BIVPTOR), respectivamente, do conjunto minimo Cj (cf. tab. (3.1), p.56). Os bi-
espinores BVTTOR e BVPTOR estido implementados em TEQUSPL. Antes de realizar as clas-
sificacOes, estes comandos fazem com que as quantidades calculadas nas classificagses
anteriores retornam aos valores iniciais.

Em geral podemos obter a classificagio de um bi-espinor simétrico qualquer denomi-
nado spinor, por exemplo, com o comando (BIVICLA spinor), que é implementado de

rwodo semelhante a TPETROV. Da mesma forma, antes de realizar uma nova, classificacio
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usando BIVTCLA o comando (CLEANBIVCLA) deve ser executado para que os dados das
classficagoes anteriores sejam removidos.

Uma outra maneira de determinar a classificacdo de X 4p (SIGMA) consiste em calcular
o escalar K = Tap 24P que estd implementado em BIVTCLA como SIGMASQ. Analoga-
mente, as classificagbes de BIVTTOR e BIVPTOR podem ser obtidas calculando os escalares
BIVTTORSQ e BIVPTORSQ, respectivamente.

Concluidas as classificagies das partes irredutiveis da curvatura, resta considerar a
classificaco algébrica da tor¢io. Como o espinor de Lanczos da torgio ndo pode usado
para construir um problema de auto-valores, temos que considerar apenas a classificacdo
do traco e do pseudo-traco. A seguir vamos mostrar como obter essas classificagbes usando
o médulo VECTCLA.

A classificagdo algébrica de um vetor cujos componentes sao dependentes da posi¢ao
pode ser considerada em duas etapas. Inicialmente, o vetor é classificado em tipo-tempo,
tipo-espaco ou tipo-nulo. Posteriormente, esta classificagio é refinada pela caracterizagao
das propriedades das suas derivadas covariantes de primeira ordem [41].

Nesta primeira implementagio, 0 médulo VECTCLA apenas classifica os vetores em
tipo-tempo, tipo-espago, tipo-nulo e tipo 0 (todos componentes nulos), sem considerar as
propriedades das derivadas covariantes.

O algoritmo usado para classificar vetores é composto de duas partes. Na primeira,
ele verifica se o vetor est4 em uma das formas canénicas possiveis para os vetores tipo-
tempo, tipo-espago, tipo-nulo ou tipo 0 (todos componentes nulos) dadas na tab. (4.6) na
pagina 119. Cada um desses tipos tem uma abrevigao contendo um caracter, a saber: a
letra ¢ para tipo-tempo, s para tipo-espago, n para tipo-nulo e 0 (zero) para tipo 0. Dessa
forma o resultado é obtido sem que seja necessério verificar o sinal do quadrado da norma
do vetor, embora as quantidades consideradas ndo-nulas sejam apresentadas para que o
usnario verifique se elas sdo diferentes de zero.

A segunda parte do algoritmo para classificar vetores ¢ utilizada quando o vetor nao
est4 na forma candnica. Ela consiste em utilizar o quadradc da norma do vetor para
verificar se ¢ vetor é tipo-nulo. Se isto ndo ocorrer, o programa informa que o vetor pode
ser tipo-tempo ou tipo-espago e pede ao usuario para verificar o sinal do quadrado da
norma do vetor. Neste ltimo caso, o tipo do vetor tem como abreviatura a letra ¢ (para

indeterminado). E importante observar que assinatura da métrica €, obviamente, levada
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em consideragio no algoritmo.

Existem sete vetores que fazem parte do conjunto completo minimo C,; de escalares
de Cartan de ordem g, usado no algoritmo para testar a equivaléncia (cf. teorema 3.1,
p.81). Para g = 0, temos os espinores T;x (SPTTOR) e P4x- (SPPTOR) que correspondem
ao traco e ao pseudo-traco da torcdo, respectivamente. Os outres cinco aparecem quando
g = 1, onde temos os vetores correspondentes as derivadas covariantes V 4x A (DTLAMBDA),
Vax ! (DOMEGA) e V 4x+T (DSCTTOR) e aos espinores Uy x {TSIGM) e V,x (PSIGM). Cada
um destes vetores pode ser classificado usando o comando (VECTCLA spinor), onde spinor
deve ser o espinor correspondente a um vetor real. Quando este comando for utilizado,
os dados armazenados nas classificacoes anteriores sio automaticamente removidos com
o comando (VECTCLAINI).

As classificagoes dos espinores que correspondem ao trago {(SPTTOR) e ao pseudo-trago
(SPPTOR) da torgdo também podem ser obtidas com os comandos (TTORCLA) e (PTORCLA),
respectivamente, que estio implementados em VECTCLA. Cada vez que estes comandos
sdo executados, os dados armazenados nas classificagOes anteriores sdo removidos.

Consideremos, por exemplo, a classificacfo do espinor correspondente ao pseudo-trago
da torgéio (SPPTOR) da solucfio de Tsoubelis, dada pelas egs. {4.23)~(4.24), utilizando no-
vamente o arquivo tsoubl.lor {veja listagem na p. 218). Depois de carregar tsoubl.lor
e os modulos TPSIPHI e VECTCLA, calculamos e classificamos SPPTOR com os comandos
SHP> (WMAKE SPPTOR)

2 2
1/2 1/2r SO
SPPTCR = (2) iSOE
01’

SHP> (VECTCLA SPPTOR)

Please check that
2 2
1/2 1/2r S0
SPPTOR = (2) iSOE
o1’

is really mon-zero!
If so, vector type is space-like

Os vetores que correspondem aos espinores SPTTOR e SPPTOR também pode ser clas-
sificados usando WMAKE para calcular os quadrados das suas normas SPTTORSQ e SPPTORSQ,

respectivamente, que estdo implementados em VECTCLA.
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Vetor Nome | Grupo de Forma Forma
abreviado | Isotropia Canonica I Candnica II
tipo-espago s t Vo = Y1 20 | Vorr = Vip # 0
tipo-tempo t P Voo = Vir #0 ndo tem
tipo-nulo n r Yor =1 Vir =1
0 0 6 Vap = 0 (todos) ndo tem

Tabela 4.6: Os tipos de vetores com os nomes, abreviaturas, formas candnicas usadas
em TCLASSI e os grupos de isotropia. As abreviaturas desses grupos sdo (cf. tab. (1.1),
p.24): p para o grupo SO(3); t para S0(2, 1); r para o grupo gerado por S0(2) e rotagdes
nulas com 2 pardmetros; e 6 para o grupo de Lorentz SO(3,1). A forma canénica Vyr =

—Vior # 0 para os vetores tipo-espace também é uma alternativa aceitavel por TCLASSL



Capitulo 5

Testando a equivaléncia com TCLASSI

5.1 Introducao

Neste capitulo concluimos a discussao dos resultados obtidos na terceira etapa do projeto
de tese, iniciada no capiftulo anterior, abordando os médulos de TCLASSI que séo espe-
cificamente relacinados com a implementagao do algoritmo para testar a equivaléncia de
espacos-tempos com torgao.

Na segunda secao, discutimos a implementacao dos passos do algoritmo para testar
a equivaléncia de espagos-tempos com torcdo. Na terceira secio, mostramos as maneiras
de obter a classificagdo de um espago-tempo de Riemann-Cartan usando TCLASSI. Na
quarta, mostramos como obter e interpretar um sumdrio dos resultados de uma classi-
ficacao, contendo as quantidades discretas calculadas. Na quinta, apresentamos alguns
recursos de TCLASSI que sio titeis para realizar a classificacdo das solugoes exatas das
TGT e para lidar com o problema da equivaléncia na prdtica. A sexta secdo contém
uma breve descricao dos médulos de TCLASSI e dos recursos de cdlculo disponiveis. Na
sétima se¢do discutimos 05 programas escritos para testar os programas e algoritmos de
TCLASSI.

Os resultados principais deste capitulo fazem parte de um artigo sobre a equivaléncia
de solugdes das TGT na prética, que estd sendo escrito em colaboragio [25].

120
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5.2 Etapas de uma classificagao

Nesta segiio discutimos a implementagio em TCLASSI dos passos do algoritmo para testar
a equivaléncia de espacos-tempos de Riemann-Cartan (cf. secio 2.4). Como esse algoritmo
é uma extensio do algoritmo de Karlhede (cf. secio 1.4} para espagos-tempos Rieman-
nianos, a sua implementagao foi realizada seguindo o mesmo procedimento utilizado para
implementar o algoritmo de Karlhede em CLASSI, descrito na se¢do 1.6. Por esta razao,
os nome de varios médulos de TCLASSI diferem dos nomes dos médulos correspondentes
de CLASSI apenas pela letra “T” inicial.

A implementacao dos passos do algoritmo para testar a equivaléncia de espagos-tempos
de Riemann-Cartan foi realizada utilizando espinores com dois componentes segundo as
etapas abaixo.

No passo 1 do algoritmo temos o cdlculo dos escalares de Cartan do conjunto I,, para
g > 0. Em vista da grande quantidade de escalares de Cartan, a implementacao desse
passo exigiu todo um trabalho tedrico [29] que resultou no conjunto completo minimo
de escalares de Cartan definido na segio 3.4. Assim, apenas os espinores do conjunto
completo minimo precisam ser calculados. Na versdo atual de TCLASSI estes espinores
estd0 implementados para ¢ < 3. '

O passo 1 estd implementado através dos médulos: (i) TSPINOR, para calcular o es-
pinor da conexdo; (if) TPSIPHI (ou SPTCURV) para calcular as partes irredutiveis dos
espinores de curvatura e de tor¢io; (iii) TSYMSPI, para calcular d’Alembertianos e de-
rivadas covariantes de espinores totalmente simetrizados; (iv) TEQUSPI para calcular o
restante dos espinores do conjunto completo minimo até as derivadas de terceira ordem
da curvatura e de quarta ordem da torgio, de acordo com as tabs. (3.1)-(3.6).

No passo 2, para ¢ = 0, temos as classificagdes algébricas dos elementos do conjunto
minimo Cp, dados na tab. (3.1) na pagina 56, e os procedimentos para fixar o referencial
candnico. Os tipos de Petrov e de Segre dos espinores com as mesmas simetrias dos
espinores de Weyl e de Ricci da TRG sdo obtidos utilizado 0 médulo SEGPET e os tipos
dos bivetores e vetores através dos médulos BIVICLA € VECTCLA, respectivamente. O
espinor de Lanczos da torcdo e sua derivada covariante ndo 5o classificados.

Para facilitar a comparagio com os resultados que podem ser obtidos a partir da
métrica utilizando CLASSI, é conveniente fixar inicialmente o referencial candnico a partir

das directes nulas principais do espinor de Weyl (TPSI). Neste caso, os procedimentos para
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fixar o referencial comecam com a transformacio de diada (DYTR ou DYTRSP) que coloca o
espinor de Wey! (TPSI) na forma canénica (cf. tab. (4.3)). Da mesma forma que na TRG,
esta é a parte mais dificil de ser realizada na pritica. Considerando que ndo existe em
TCLASSIuma extensio do médulo DYTAUT [17], que realiza automaticamente a mudanga
para o referencial canénico do espinor de Weyl em CLASSI, a tranformacéo é obtida
interativamente utilizando o médulo TDYTSYM (veja a secdo 5.5). Em seguida, os demais
espinores do conjunto Cj também devem ser sucessivamente colocados nas respectivas
formas canénicas (cf. tabs. (4.4)-(4.6)), fixando o referencial o méximo possivel.

As transformagtes DYTRSP e DYTR, utilizadas para colocar os espinores nas formas
candnicas (veja a se¢iio 4.3), estdo implementadas nos médulos TDYTRSP de TCLASST e
DYTRSP de CLASSI. A transformacio do espinor SPLTOR de Lanczos da torcao a partir de
UNSPLTOR estio implementadas no médulo TDYTRSP de TCLASSI, que carrega o médulo
DYTRSP de CLASSI onde estao implementadas as transformaces dos demais espinores.

Nos passos 3 e 4, para ¢ > 0, temos a determinacio do grupo de isotropia e a
obtencio do ndmero de funcdes funcionalmente independentes, realizadas através dos
médulos 1SOTSTOR de TCLASSI, 1s0TST e FUNTST de CLASSI.

O médulo 1ISOTSTOR introduz algumas mudangas nos programas que implementam
o comando ISOTST no médulo 1SOTST, usado para determinar o grupo de isotropia a
partir das formas candnicas [17]. Estas mudangas implementam, essencialmente, o uso de
¥ spcp (TPSI) ou Yapep (PSILTOR) para determinar inicialmente o referencial canénico
e uma alteracio no algoritmo afim de que os grupos de isotropia corretos sejam obtidos
para bi-espinores simétricos.

O grupo de isotropia de um espinor denominado tspinor, por exemplo, é determinado
com o comando (ISOTST ispinor). Este comando apresenta uma mensagem informando
se o espinor est4 na forma candnica ou ndo. Se o espinor estiver na forma candnica o grupo
de isotropia correto é apresentado, em caso contririo um provével grupo de isotropia é
sugerido. Utilizando novamente ISOTST em um outro espinor, o grupo de isotropia comum
a.zambos é obtido se os espinores estiverem nas respectivas formas canodnicas. O resultado
p;)de ser verificado com o comando (ISOTST). Os dados retornam aos valores iniciais,
onde o grupo de isotropia coincide com o grupe de Lorentz SO(3, 1), através do comando
(CLEANISOTOR) que substitui os comandos (CLEANISOTST) e (ISOTSINI) de CLASSI

Nio foi necessirio implementar nenhuma extensdo de CLASSI para determinar o
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niimero de funcdes funcionalmente independentes. A independéncia funcional é encon-
trada a partir do posto do jacobiano das possiveis fungoes funcionalmente independentes,
utilizando 0 médulo FUNTST [17].

As fungdes funcionalmente independentes entre os componentes de um espinor de-
nominado fspinor, por exemplo, sdo obtidas utilizando o comando (FUNTST ispinor).
Utilizando novamente FUNTST em outro espinor obtém-se as fungGes que s&o funcional-
mente independentes néo sb entre os componentes do espinor, mas também entre todas as
fungdes funcionalmente independentes encontradas anteriormente. O resultado pode ser
verificado utilizando o comando (FUNTST). Os dados obtidos com o teste da dependéncia
funcional sdo removidos com o comando (FUNTSINI).

No passo 5, para g > 1, é necessdrio comparar os grupos de isotropia e os ntimeros de
fungdes funcionalmente independentes. A implementagdo deste passo ¢ uma consequéncia
direta das implementagdes dos passos 3 e 4.

No passo 2, para ¢ > 0, toda vez que ocorrer uma reducdo do grupo de isotropia,
isto é, quando o grupo de isotropia H, for um subgrupo de H,_,), o referencial pode
ser fixado um pouco mais. Isto pode ser feito através das classificagoes algébricas dos
elementos de C, ou usando as rotagdes generalizadas de H(,_1) que nao pertencem a Iy,
conforme iremos discutir na préxima segao.

Por 1ltimo temos o médulo tclassai, que utiliza os comandos que implementam os
passos do algoritmo em um programa onde os mesmos sio sucessivamente aplicados até
as derivadas de terceira ordem da curvatura e quarta ordem da torcio. Este programa
implementa o comando TCLASSIFY que é utilizado para obter a classificacio de um espago-
tempo de Riemann-Cartan. Este comando serd discutido na préxima se¢io, onde mos-
tramos as maneiras como os comandos que implementam os passos do algoritmo para
testar a equivaléncia podem ser utilizados para obter a classificacdo de um espago-tempo

de Riemann-Cartan.

5.3 Maneiras de realizar uma classificacao

Nesta secdo vamos apresentar duas maneiras de realizar a classificacio dos espagos-tempos
de Riemann-Cartan usando TCLASSI. Em uma delas todos os cdlculos do algoritmo sdo

realizados em uma ordem prefixada, pelo sistema sem a interferéncia do usudrio. Na outra,
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os célculos sio realizados pelo usudrio interativamente, passo a passo, até completar a
classificacio.

Considerando que TCLASSI nao interfere com CLASSI, a parte determinada ape-
nas pela métrica de um espago-tempo de Riemann-Cartan também pode ser classificada
usando CLASSI de acordo com as maneiras discutidas em [17]. O comando (TCLASSINI)
deve ser usado antes de repetir uma classificagio interativamente, para que sejam removi-
dos os dados das classificacGes anteriores e fazer com que os parametros utilizados voltem
aos valores iniciais.

Para classificar um espaco-tempo de Riemann-Cartan devemos inicialmente carregar o
médulo TCLASSI, que carrega todos os médulos necessarios. Em seguida, devemos entrar
com os dados da métrica e da torcio, conforme discutimos na se¢iio 4.2. No que se segue,
consideraremos que estas etapas ja foram cumpridas, faltando apenas obter a classificagio.

O comando (TCLASSIFY) é utilizado para realizar uma classificacio através da ma-
neira prefixada pelo sistema. Dessa forma, todos os cilculos do algoritmo sdo realizados
auntomaticamente até concluir a classificagio ou até completar os passos para ¢ = 3. Caso
seja necessario prosseguir com a classificacio, uma mensagem informa esta necessidade e
a classificacio é interrompida. Este comando também realiza a mudanca para uma base
de tétradas nulas automaticamente. Quando o referencial utilizado ndo for candnico, o
usudrio é informado deste fato e a classificacio também é interrompida ao final dos passos
para q = 0.

Os célculos do algoritmo também podem ser realizados apenas com os escalares de
Cartan de ordem ¢ utilizando o comando (TCLASSIFYq), onde ¢ = 0,...,3. Neste caso,
porém, a mudanca para tétradas nulas deve ser realizada interativamente. Este comandos
serdo discutidos a seguir, pois sao utilizados sucessivamente no comando TCLASSIFY.

O comando (TCLASSIFYq), paraq =0, ..., 3, calcula os espinores do conjunto minimo
C, com WMAKE de acordo com a ordem dada nas tabs. (3.1)—(3.6) nas paginas 56, 66, 73, 74,
78 ¢ 79. Apds o calculo de cada espinor os testes para determinar o grupo de isotropia e
o nimero de funcoes funcionalirente independentes sio realizados com ISOTST ¢ FUNTST,
respectivamente. Estes comandos sdo reunidos no comando FUNISOTST, que é utilizado
para ¢ > 1. No final o grupo de isotropia e o miimero de funges independentes encontrados
podem ser obtidos com os comandos (ISOTST) e (FUNTST), respectivamente.

No comando (TCLASSIFYQ) temos as classificacbes algébricas dos elementos do con-
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junto minimo Cy, dados na tab.(3.1) na pdgina 56, e os procedimentos para fixar o
referencial candnico. Primeiro sao obtidos os tipos de Petrov de Segre dos espinores com
as mesmas simetrias dos espinores de Weyl e de Ricci da TRG utilizado o médulo SEGPET,
depois os tipos dos bivetores e dos vetores através dos médulos BIVTCLA € VECTCLA, na
ordem dada na tab. (3.1). Dessa forma, o referencial canénico é fixado inicialmente pelas
direcSes nulas principais do espinor de Weyl (TPSI), a fim de facilitar a comparagao com
os resultados correspondentes obtidos usando CLASSI. Note que o espinor de Lanczos da
tor¢do (SPLTOR) e sua derivada covariante (DSPLTOR) ndo sdo classificados.

A maneira utilizada em {TCLASSIFYQ) para fixar inicialmente o referencial é contro-
lada por trés chaves, que nio estio acionadas quando TCLASSI é carregado. Quando a
chave PSILTFIRST estd acionada PSILTOR é usado no lugar de TPSI. Acionando a chave
SEGREFIRST o referencial passa a ser fixado pelos espinores com as mesmas simetrias do
espinor de Ricci da TRG, comegando por TPHI. A chave THETAFIRST faz com que THETA
venha em primeiro lugar, sendo classificado antes de TPHI.

A transformagio de diada (DYTR ou DYTRSP) que coloca o espinor de Weyl (TPSI)
na forma canénica (cf. tab.(4.3), p.106) deve ser dada antes de utilizar o comando
(TCLASSIFY). As transformacdes (DYTRSP) que colocam os demais espinores do conjunto
Cy nas respectivas formas canénicas (cf. tabs. (4.4)—(4.6), p. 112, 116, 119) também devemn
ser dadas, a fim de que a classificagdo ndo seja interrompida quando os passos para ¢ =0
forem conclufdos.

No passo 2, para g > 0, o referencial pode ser fixado um pouco mais quando ocorrer
uma reducio do grupo de isotropia. Entretanto, isto deve ser feito interativamente, pois
o comando TCLASSIFY apenas testa se uma invaridncia existente para ¢ = { permanece,
sem determinar novas formas canénicas quando isto ndo acontece.

A quantidade de informa¢io apresentada durante uma classificacdo pode ser contro-
lada através das chaves SHORTPRI, LESSPRI e MUCHPRI, que também sdo utilizadas por
CLASSI [17]. Estas chaves ndo estdo acionadas quando TCLASSI é carregado. Quando a
chave LESSPRI estd acionada os escalares de Cartan de ordem ¢ > 0 nao sdo mais escritos.
Uma reducéo ainda maior é obtida com SHORTPRI. Agora os escalares de Cartan de ordem
g = 0 tamém deixam de ser escritos. Neste caso, além do elemento de linha (DS2) ¢ da
torgao (ITOR), sdo escritos apenas os Tesultados das classificagbes algébricas dos escalares

de Cartan de ordem g = 0 e dos testes dos correspondentes grupos de isotropia e nimeros
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de func¢oes independentes.

Com a chave MUCHPRI acionada o resultado é acrescido de alguns tensores, onde des-
tacamos o tensor de Ricci Rqp (TRIC), o pseudo-tensor de Ricei Py (PTRIC), o espinor da
conexio (STGAM) e as partes irredutiveis dos tensores de curvatura e torgao.

O comando TCLASSIFY também pode ser utilizado tendo como argumento o nome (com
6 caracteres no méximo) de um arquivo de métrica-tor¢ao com os dados de entrada de
um espago-tempo de Riemann-Cartan. Por exemplo, a classificagio do espago-tempo de
Riemann-Cartan tipo Godel dado pelas egs. (4.11)—(4.12) pode ser obtida com o comando
(TCLASSIFY "tgotyh.spi"), onde tgotyh.spi (veja listagem na p. 214) é o arquivo de
com os dados deste espago-tempo. Neste caso, os comandos (CLEAN) e (TCLASSINI)
sdo utilizados, o arquivo tgotyh.spi é carregado e todos os resultados da classificacdo
580 escritos no arquivo tgotyhsp.RES. Um sumdrio da classificagdo também ¢ escrito no
arquivo tgotyhsp.TMS. Este sumdrio sera discutido na préxima segéo.

Consideremos agora a maneira interativa, onde os clculos do algoritmo sac realizados
pelo usudrio, passo a passo. Quando a classificagdo é realizada dessa forma existe uma
certa liberdade para realizar os calculos em cada passo do procedimento pratico. Por
exemplo, apesar de nenhuma classificagiio algébrica ter sido implementada no comando
(TCLASSIFY) para ¢ > 0, vérias delas podem ser realizadas interativamente e utilizadas
para fixar o referencial. A seguir sugerimos algumas maneiras de realizar esses cdlculos.

Inicialmente, para q¢ = 0, é necessdrio calcular os elementos do conjunto minimo Gy
(tab. (3.1), p. 56) e fixar o referencial 0 maximo possivel colocando os espinores nas formas
candnicas. Fsses espinores podem ser calculados com o comando WMAKE na ordem que for
mais conveniente para fixar o referencial. Utilizando ISOTST e (CLEANISOTOR) podemos
determinar quais elementos de Cp estdo na forma candnica. Utilizando novamente ISOTST
apenas nos espinores que estdo na forma canénica o grupo de isotropia comum a0s mesmos
é obtido e o referencial é fixado a menos dessas isotropias.

Se o refencial nic estiver completamente fixo, serd necessario colocar os demais espi-
nores nas respectivas formas candnicas, para fixar o referencial o maximo possivel. Para
tanto, precisamos realizar a classificagio algébrica de cada um deles e determinar a sua
forma candnica. Depois, é necessario usar TDYTSYM para obter a transformagéio para o re-
ferencial canonico e TDYTRSP para realizar essa mudanga de referencial (veja a segéo 4.3),

a fim de podermos prosseguir com a classificacio.
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Entretanto, como ocorre na TRG {17], nem sempre é possivel colocar todos os es-
pinores de Cy nas respectivas formas candnicas em um mesmo referencial. Por isso, os
espinores com os menores grupos de isotropia devem ser colocados nas formas candnicas
em primeiro lugar, procurando fixar o referencial com o menor nimero possivel de espi-
nores. Considerando que, de acordo com as tabs. (4.3)-(4.4) nas paginas 106 e 112}, o
referencial estd completamente fixo em 50% dos tipos de Petrov e em 27% dos tipos de
Segre, os procedimentos para fixar o referencial devem comegar com os elementos de Gy
que tém as mesmas simetrias dos espinores de Weyl e de Ricci da TRG. Os comandos
para obter as classificacoes algébricas desses espinores estdo implementados em SEGPET
e podem ser utilizados de acordo com as maneiras discutidas na se¢io 4.4.

Uma das formas mais simples de realzar os passos do algoritmo para ¢ = 0, consiste

em utilizar os seguintes comandos que atuam nos 17 escalares de Cartan do conjunto

minimo Cy:
1. (PETCLASSI), que atua em TPSI e PSILTOR;
2. (SEGTCLASSI), atuando TPHI, THETA, DSPTTOR, DSPPTOR e PHILTOR,
3. (BIVICLASSI), que atua nos bivetores SIGMA, BVTTOR e BVPTOR;
4. (VECTCLASSI), atuando em SPTTOR e SPPTOR;
5. (SCLTCLASSI), que atua nos escalares TLAMBD, OMEGA e SCTTOR;

6. (SPLTORCLA), que atua em SPLTOR e DSPLTOR.

Os cinco primeiros comandos na lista acima podem ser utilizados para fixar inicial-
mente o referencial. Na ordem apresentada, o referencial é fixado pelas dire¢es nulas
principais do espinor TPSI, pois ele é o primeiro a ser classificado. Utilizando cada um
dos comandos acima as classificacbes algébricas sdo realizadas, o grupo de isotropia de
cada espinor é determinado com ISOTST e o nimero de fungdes independentes é obtido
com FUNTST. Além dos escalares, apenas o espinor de Lanczos da tor¢do SPLTOR e a sua
derivada totalmente simetrizada DSPLTOR néo sdo classificados. Utilizando (ISOTST) e
(FUNTST) no final, obtemos o grupo de isotropia Hy e o ntimero #y de fungoes funcional-
mente independentes para g = 0.

Considerando que o espinor de curvatura é decomposto em partes irredutiveis de

acordo com a eq. (3.16), podemos obter a sua classificacio algébrica utilizando os coman-
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dos (TPSICLA), (TPHICLA), (THETACLA) e (SIGMACLA) para classificar o espinor de Weyl
U spop (TPSI), o espinor de Ricci @ 4x gy (TPHI), o pseudo-espinor de Ricci G4xpy
(THETA) e o bi-espinor de Ricci Z4p (SIGMA), respectivamente. No caso do espinor de
torgio, decomposto em partes irredutiveis de acordo com a eq. (3.15), podemos usar os
comandos (TTORCLA) e (PTORCLA) para classificar o traco Txr4 (SPTTOR) e o pseudo-trago
Px4 (SPPTOR), respectivamente. O espinor de Lanczos Lx 4pc (SPLTOR) néo é classifi-
cado, apenas se verifica se ele é zero on ndo. As partes irredutiveis dos espinores de
curvatura e de torcio também podem ser calculadas com os comandos (WMAKE TRIESP)
e (WMAKE TORSP), respectivamente, que estio implementados em TPSIPHL

Depois de obter o grupo de isotropia Hy e o nimero tp de fungdes funcionalmente inde-
pendente para g = 0, prosseguimos aplicando os passos do algoritmo para ¢ = 1. Assim,
inicialmente temos que calcular os 21 espinores do conjunto minimo C; (cf. tab.3.2, p. 66).
Em seguida, utilizando o mesmo procedimento anterior, devemos colocar os elementos de
C, na forma canénica, determinar o grupo de isotropia H; e obter o nimero ¢, de fungdes
funcionalmente independentes.

Quando o grupo de isotropia H; for um subgrupo de Hy, o referencial pode ser fi-
xado um pouco mais. Isto pode ser feito de duas maneiras. Quando esta reducdo for
determinada por uma parte dos sete vetores existentes em C; (cf. tab. (3.2), p. 66), estes
vetores podem ser classificados usando VECTCLA, de acordo com as maneiras discutidas
na seciio 4.4 e depois colocados nas formas canénicas (cf. tab. (4.6), p. 119). Dessa forma
o referencial é alinhado o mdximo possivel com os vetores, sendo fixado um pouco mais.

Quando as classificacbes algébricas ndo puderem ser usadas, uma outra maneira de
fixar o referencial consiste em usar as rotagoes generalizadas de H,_1y que ndo pertencem
a H, para determinar relagdes algébricas entre os elementos de C,. Consideremos, por
exemplo, o espago-tempo de Riemann-Cartan tipo Gédel dado pelas egs. (4.11)-(4.12).
O espinor de Wey! ¥ pcp (TPSI) desse espago-tempo é Petrov tipo D, como podemos
verificar carregando o arquivo tgotyh.spi e usando (TPSICLA). Isto significa que o grupo
de isotropia H de TPSI é formado por rotagbes espaciais em torno de um eixo e trans-
formacoes de Lorentz especiais ao longo desse mesmo eixo (cf. tab. (4.3), p. 106) definidas
por [39]

£1s ] 0
a=|*° ], (5.1)
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onde o e a sdo parimetros reajs. Entretanto, a derivada totalmente simetrizada DTPSI
de TPSI néo é invariante sob o grupo de isotropia H de TPSI dado pela eq. (5.1), pois se

transforma de acordo com
Vg = a?Viyy, (5.2)
Vi, = a2V, (5.3)

sob a acio de H. Portanto, ocorre uma redugdo do grupo de isotropia, pois o grupo de
isotropia comum de TPST e DTPSI é formado apenas pelas rotagdes espaciais. Neste caso,
podemos fixar num pouco mais o referencial escolhendo o pardmetro a das transformagdes
de Lorentz especiais tal que Vi,y e Vs sejam iguais a menos de sinal. Um procedi-
mento semelhante pode ser realizado com os demais elementos de Cy, fixando o referencial
0 méximo possivel.

Depois de fixar o referencial o0 m&ximo possivel, podemos obter o grupo de isotropria H,
e o ntimero t; das funcoes funcionalmente independentes utilizando o comando FUNISOTST.
Concluidos estes passos, resta apenas comparar os resultados obtidos com Hy e Iy para
verificar se a classificacio est4 completa ou se é preciso prosseguir com o algoritmo para
g=2

Se o algoritmo nfo terminar na etapa ¢ = 1, prosseguimos com o0s passos calcu-
lando agora os elementos do conjunto minimo C de escalares de Cartan para ¢ = 2 (cf.
tabs. (3.3)-(3.4), p.73, 74) e procedendo da mesma maneira que foi utilizada anterior-
mente para ¢ = 1. Caso ainda seja necessdrio fixar um pouco mais o referencial, podemos
utilizar as classificacies algébricas dos elementos de C, que podem ser obtidas através dos
médulos SEGPET e BIVTCLA. Em C, podemos determinar os tipos de Petrov de PSIXITH,
ATPSI e APSILTOR; os tipos de Segre de ATPHI, ATHETA, ADSPTTOR, ADSPPTOR, APHILTOR,
DTSIGM, DPSIGM, D2TLAMBDA, D20MEGA e D2SCTTOR; e, finalmente, também podemos clas-
sificar os bi-espinores BVTSIGM, ASTIGMA, ABVTTOR e ABVPTOR.

Se a classificacio do espago-tempo ndo ficar concluida para g = 2, entéo prosseguimos
para ¢ = 3, utilizando o mesmo procedimento anterior. O conjunto C contém sete vetores
que podem ser classificados utilizando VECTCLA, a saber: ADTLAMBDA, ADOMEGA, ADSCTTOR,
ATSIGM, APSIGM, A2SPTTOR e A2SPTTOR. (cf. tabs. (3.5)-(3.6), p.78, 79).

Qualquer classificagiio que ndo terminar quando ¢ = 3 ndo podera ser concluida utili-
zando a versdo atual de TCLASSI, pois o algoritmo est4 implementado até os escalares

de Cartan de ordem 3 apenas.
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Um exemplo de como obter uma classificagdo de um espago-tempo de Riemann-Cartan
pela maneira interativa sera dado no préximo capitulo, onde obtemos a classificagio do
espago-tempo tipo Godel dado pelas egs. (4.11)-(4.12) e investigamos algumas de suas
propriedades.

Na préxima secao apresentaremos uma maneira de obter um sumdrio com algumas
quantidades discretas obtidas em uma classificacic de um espago-tempo de Riemann-

Cartan.

5.4 Sumarios de uma classificagao

Um aspecto importante do algoritmo para testar a equivaléncia de espagos-tempos de
Riemann-Cartan consiste nas condi¢des necessdrias que sdo utilizadas em cada ordem de
diferenciacdo ¢ = 0,1,2,...,(p + 1) que possibilitamn determinar quando a equivaléncia
néo ocorre.

Nesta se¢ao vamos apresentar uma maneira de obter um suméario com um conjunto de
quantidades (locais) invariantes que podem ser obtidas utilizando essas condiges. Dessa
forma, podemos comparar espagos-tempos de Riemann-Cartan e determinar, em muitos
casos, quando eles ndo sdo equivalentes. Este sumdrio pode ser obtido com o comando
(TCLASSISUM) . Este comando estd implementado no médulo TCLASUM, que é carregado
por TCLASSL

Alguns exemplos de sumdrios de solugoes exatas das TGT estac apresentados na
tab. (5.1) na pégina 131. Os nomes utilizados para as soluces sdo os dos arquivos de
métrica-tor¢io que estdo no diretério tmetrics.

O sumério também pode ser apresentado de uma forma distinta da tab. (5.1), com
a indicagdo do que cada parte representa, acionando a chave MUCHPRI. Consideremos,
por exemplo, o espago-tempo de Riemann-Cartan tipo Gédel (arquive tgotyh.spi). O
sumadrio da sua classificacao estd apresentado na primeira linha da tabela 5.1. Acionando
MUCHPRI e repentindo o comando (TCLASSISUM), obtemos:

SHP> (TCLASSISUM)

TGOTYH.SPI

Godel-type metric with torsion. Conditions for homogeneity in
space and time: S=L=const, H=2+#W*D, W=const; D’’/D=comnst= m"2.
c.f. M.J. Reboucas, J.E. Aman, J.Math.Phys., Vol.28, p.888 (1987).
c¢.f. M.J. Reboucas and J. Tiomno, Phys.Rev.D, vo0l.28, p.1251 (1983)
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c.f. J. Duarte De QOliviera, A.F.F. Texeira, J. Tiomno, Phys.Rev.D,
vol.34, p.3661.

Petrov’s classifications:

(a)TPSI: D, (b)PSILTOR: D;

Segre’s classifications:

(a)TPHI: 8, (b)THETA: O, (c)PHILTOR: s, (d)DSPTTOR: 0, (e)DSPPTOR: O;
Bivector’s classifications:

(a)SIGMA: O, (b)BVITOR: O, (c)BVPTOR: O;

Torgion’s classification:

(a)TTOR: O, (b)PTOR: s, (c)LTOR: 1;

Scalar’s classifications:

(a)TLAMBD: 1, (b)OMEGA: O, (c)SCTTOR: 0;

Dim.Symmet.Gr.: 5, Dim.Isot.Gr.: 1, Isot.Gr.: ss--, Ind.Fums.: 00--

nome UyY ®84VT VP ZBM TPL AQT r s H;
tgotyh DD s0s00 000 081 100 &5 &t 88— 00--
seitza 0 O rr00h 00g O0no0O 000 3 1 s8-—— 22—
seitzb 0 0 rhO0O0OR g0g O0n0O 000 3 1 88— 22--
seitzf 0 0 rh00hR g0g Onod 100 4 1 ss— 11—
chen 11 11110 g00 801 001 2 0 00-- 22--
goleng 11 d0do0d 000 081 100 3 0 00— 11--
tsoubl 11 d0ddd 00 081 0006 3 0 00-- 11--
twavez N O 00000 000 001 000 5 2 nn-- 11--

Tabela 5.1: Sumdrios de classificacoes de espacos-tempos com torcdo. As colunas contém os
seguintes dados: (1) nome é o nome (com 6 caracteres no maximo} de um arquivo de métrica-
torcio; (2) ¥ e 1 330 os tipos de Petrov (cf. tab.{4.3), p.106} de TPSI e de PSILTOR, (3} @,
©, ¢, VT e VP sao os tipos de Segre (cf. tab. (4.4), p. 112} de TPHI, THETA, DSPTTOR, DSPPTOR
e PHILTOR, (4) £, B e M sio os tipos dos bi-espinores (cf. tab. (4.5), p. 116) SIGMA, BVTTOR e
BVPTOR, (5) 7 e P sao os tipos dos vetores (cf. tab. (4.6}, p. 119) SPTTOR e SPPT(R, (6) £, A, 2
e T indicam se SPLTOR, TLAMBD, OMEGA e SCTT(R sao iguais a zero (0) ou ndo (1), (7) r e s 880
- a8 dimensdes dos grupos de simetria e de isotropia, respectivamente; (8) H; (¢ = 0,..., 3) é
o grupo de isotropia (cf. tab. (1.1), p. 24} dos escalares de Cartan de ordem g e {; ¢ 0 niumeros
de funcbes funcionalmente independentes que eles contém. Nas oito iltimas colunas, o sinal “-”
representa wm valor nao calcnlado.
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5.5 Recursos adicionais para uma classificagao

Nesta secdo apresentamos alguns recursos de TCLASSI que sdo tteis para realizar a
classificacdo das solucdes exatas das TGT e para lidar com o problema da equivaléncia
na pratica. Mostramos como usar o médulo TDYTSYM para realizar interativamente
transformacoes de diada e para identificar um referncial onde um dado espinor esteja na
forma candnica.

O 116dulo TDYTSYM prové recursos que permitem ao usudrio realizar transformacoes
de dfadas interativamente e verificar o efeitos dessas transformagbes nos elementos do
conjunto minimo de escalares de Cartan que estdo implementados em TCLASSI. As
transformacoes de diadas implementadas em TDYTSYM s8o denominadas DYTRX e sdo
calculadas a partir de trés fatores DYTRX1, DYTRX2 e DYTRX3 nessa ordem. Os elementos
do conjunto minimo transformados por DYTRX estdo implementados em TDYTSYM com
nomes que, exceto pelo acréscimo das letras TR no final, sdo iguais aos dos espinores nas
tabs. (3.1)-(3.6) nas péginas 56, 66, 73, 74, 78 e 79. Por exemplo, a transformagéo do
espinor SPTTOR do trago da tor¢do pela atua¢go de DYTRX resulta no espinor SPTTORTR.

Nesta secao vamos mostrar como encontrar uma transformacéo de diada DYTRX que
coloque um dado espinor na forma candnica e como realizar a mudanga para o referencial
especificado pelas direcdes principais desse espinor. Para que esta mudanga seja aplicada
automaticamente, conforme vimos na se¢éo 4.3, os valores de DYTRX devem ser atribuidos
uma. transformacao DYTR ou DYTRSP em um arquivo de métrica-tor¢io. Esta é uma das
dificuldades que surgem quando lidamos com o problema da equivaléncia na pratica.

Como as transformacdes de diada DYTR, DYTRSP e DYTRX séo elementos do grupo
SL(2,C), suas matrizes deve ter determinante igual a 1. Cada vez que uma dessas trans-
formagoes for utilizada o sistema automaticamente calcula o determinante correspondente
DYTRDET, DYTRSPDET ou DYTRXDET e verifica se é igual a 1. Quando esta condi¢do ngo for
satisfeita, o sistema avisa que a transformacao est4 incorreta.

Como exemplo do uso de TDYTSYM vamos obter a transformacéo de diada DYTRX que
coloca na forma canénica o espinor de Weyl (TPSI) do espago-tempo de Riemann-Cartan
tipo Godel dado pelas egs. (4.11)—(4.12). Consideremos que o arquivo de métrica-torgéo
tgotyh.lor (veja listagem na p. 216) com os dados de entrada deste espago-tempo e o0s
médulos TPSIPHI e TDYTSYM jd estejam carregados.

Conforme vimos nas secies 4.3 e 4.4 o espinor de Weyl TPSI do espago-tempo dado
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pelas egs. (4.11)—(4.12) é Petrov tipo D e néo est4 na forma candnica (cf. tab. (4.3, p. 106)
no referencial utilizado no arquivo tgotyh.lor. Utilizando WMAKE podemos obter os com-
ponentes ndo-nulos de TPSI através do comando

SHP> (WMAKE TPSI)

2 2 2
TPSI = 1/8L -3/4LW -1/4m +W
0
2 2 2
TPSI = 1/24L -1/4LW -1/12m +1/3W
2
2 2 2
TPSI = 1/8L -3/4LW -1/4m W
4

Para encontrar a transformacio DYTRX que coloca TPSI na forma candnica inicialmente
procuramos expressar os componentes de TPSI na forma mais simples possivel. Como
estes componentes estdo relacionados entre si de acordo com ¥, = ¥,/3 = ¥,/3, pode-
mos usar RPL para defini-los em termos de um pardmetro arbitrdrio A apenas utilizando
o comando

SHP> (RPL TPSI 2 TPSI O TPSI 3) A/3 $ A $ A §

SHP> (WMAKE TPSI)

TPSI = A
0

TPSI = 1/3A
2

TPSI = A
4

Com os componentes de TPSI expressos da forma mais simples possivel, vamos procurar
obter uma, transformagio de diada DYTRX tal que TPSITR tenha o maior ntimero possivel
de componentes nulos, utilizando os fatores DYTRX1, DYTRX2 e DYTRX3. Note que a tnica
condic¢io imposta a DYTRX é que o determinante DYTRXDET seja igual a 1. Assim, pri-
meiramente utilizamos RPL para definir DYTRX1 como sendo uma rotagao nula com um
pardmetro B arbitrdrio, depois usamos WMAKE para calcular TPSITR, isto é, TPSI transfor-
mado. Dessa forma, executamos os seguintes comandos:

SHP> (RPL DYTRX1) 1$B$0$1$

SHP> (WMAKE TPSITR)
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4 2
TPSITR = AB +2AB +A
0
3
TPSITR = AB +AB
1
2
TPSITR = AB +1/3A
2
TPSITR = AB
3
TPSITR = A
4

Em seguida procuramos escolher um valor para B de modo que o maior numero de com-
ponentes de TPSITR seja igual a zero. A solugio do sistema de equagdes Yo =0e ¥, =0
é B =i = v/—1. Assim, redefinimos DYTRX1 com este valor de B e calculamos novamente
TPSITR com os comandos

SHP> (RPL DYTRX1)1$i$0$1$
SHP> (WMAKE TPSITR)

TPSITR = -2/3A
2

TPSITR = iA
3

TPSITR = A
4

Depois usamos RPL para definir DYTRX2 como sendo uma outra rotacio nula com um
parimetro C e calculamos novamente TPSITR de acordo com:
SHP> (RPL DYTRX2)1$0$C$1$

SHP> (WMAKE TPSITR)

TPSITR = -2/3A
2
TPSITR = -2AC +iA
3
2
TPSITR = -4AC +A +4iAC
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Procuramos novamente escolher um valor para C de modo que o maior nimero de com-
ponentes de TPSITR seja igual a zero e obtemos que C = /2. Assim, redefinido DYTRX2
com C = i/2 e calculando TPSITR mais uma vez, obtemos

SHP> (RPL DYTRX2)1$0$i/281$

SHP> (WMAKE TPSITR)

TPSITR = -2/3A
2

Como conseguimos colocar TPSITR na forma canduica, ndo serd necessrio utilizar DYTRX3.
Finalmente, a transformacéo de diada DYTRX resultante que coloca TPSI na forma candnica
pode ser obtida com ¢ comando WMAKE. Utilizando em um arquivo de métrica-tor¢ao uma
transformagao DYTR ou DYTRSP com mesmos valores que DYTRX, a mudanga para o referen-
cial candnico passa a ser realizada automaticamente. Considerando DYTR, por exemplo,
terfamos que acrescentar no arquive o comando (RPL DYTR1)1$i8$i/2$1/28. Note que
nem estas transformacdes nem o referencial canonico resultante sdo determinados de modo

iinico, pois sdo obtidos a menos de elementos do grupo de isotropia de TPSI.

56 Os médulos de TCLASSI

Nesta secdo faremos uma breve descri¢io dos médulos de TCLASSI, sintetizando os recur-
sos de cdlculo disponiveis em cada um. O cddigo fonte de TCLASSI contém 13.900 linhas
e é formado por 24 médulos, que ocupam 400 kbytes no diretério tclasrc do disquete
que é parte desta tese. Cada médulo contém diversos programas com comentarios sobre
o contelido dos mesmos e sobre a maneira de utilizd-los.

Os médulos de TCLASSI precisam ser compilados, para serem executados de forma
mais rdpida. Depois de criar o diretério tclabin e ir para o mesmo, a imagem compilada
pode ser gerada automaticamente carregando o arquivo t¢lmod. shp do diretério tclasrc.
Entretanto, no MS-DOS os médulos TDYTSYM, TCORD e TWEYLTC devem ser compilados
separadamente dos demais. Neste caso, para compilar TCORD, por exemplo, deve ser
atilizado o comando (LOAD SIDMOD), e depois o comando (MKSIDEFAP TCORD).

Os médulo de TCLASSI estao escritos em arquivos com 0 mesmo nNome e com a
terminacdo shp, no diretério tclasrc. A seguir apresentamos uma lista desses médulos

com uma breve descricao dos recursos de célculos disponiveis:
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ITORSION: Usado para a entrada de dados (input) da torgio e para a transformagao
da torgio do refencial usado para a entrada de dados para o utilizado para a rea-

lizagao de cdlculos;

TORSION: Usado para o cdlculo do tensor de curvatura e das partes irredutiveis tanto
da torcio quanto da curvatura (exceto os tensores de Weyl e de Weyl-Cartan), em
uma base de tétradas. Também estdo incluidas a contorcio, a conexio, as 1-formas

conexio e as equacoes de campo da teoria de Einstein-Cartan;

. TWEYLTF: Usado para o célculo do tensor de Weyl e do tensor de Weyl-Cartan (que

nio tem trago nem pseudo-trage), em uma base de tétradas;

ToORD: Usado para cdlculo do tensor de curvatura e das partes irredutiveis tanto
da torgiio quanto da curvatura (exceto os tensores de Weyl e de Weyl-Cartan), em
uma base de coordenadas. Inclui também a contor¢ao, a conexdo e as equagdes de

campo da teoria de Einstein-Cartan;

TwEYLTC: Usado para o cilculo do tensor de Weyl e do tensor de Weyl-Cartan (que

nio tem traco nem pseudo-trago), em uma base de coordenadas;

TSPINOR: Usado para o cdlculo do espinor de torgio (contraide) e do espinor da

conexdo. Os coeficientes de spin também sdo definidos;

rpsipHL: Usado para o cslculo das partes irredutiveis dos espinores de torgao e de
curvatura, a partir dos tensores correspondentes em tétradas de Lorentz ou tétradas

nutlas;

spTCURV: Usado para o célculo do espinor de curvatura (contraido) e das par-
tes irredutiveis dos espinores de torcio e de curvatura, a partir da métrica e dos

componentes da tor¢io em tétradas nulas;

1syMsPI: Usado para a manipulacio de espinores totalmente simetizados, definido
espinores totalmente simetrizados, seus d’Alembertianos e suas derivadas covarian-

tes;

+tEQUSPI: Usado para o célculos dos espinores do conjunto completo minimo dos
escalares de Cartan para espagos-tempos de Riemann-Cartan, até as derivadas co-

variantes de terceira ordem da curvatura e de quarta ordem da torgéo;
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VECTCLA: Usado para a classificacio de vetores, usando o formalismo espinorial.

Os vetores s&o classificados em tipo-tempo, tipo-espaco e tipo-nulo;

BIvTCLA: Usado para a classificagdo de bivetores, usando o formalismo espinorial.

Os bivetores sio classificados em tipo-geral (ndo nulo) e tipo-especial (nulo);

SEGPET: Usado para a realizagao das classificactes de Petrov e de Segre de espinores,
utilizando os mdédulos PTRVSP e SEGRE de CLASST,

1ISOTSTOR Usado para determinar o grupo de isotropia de um espinor e verificar se

o referencial estd alinhado com as diregdes principais do espinor;

TCLABAS: Contendo as abreviaturas e os nomes utilizados para os tipos de Segre, os
grupos de isotropia, os tipos de bivetores ¢ vetores, além dos programas para obter

esses dados a partir do resultado de uma classificacéo;

TCLASSI: Usado para classificar espagos-tempos de Riemann-Cartan, de acordo com

o algoritmo para testar a equivaléncia (cf. secio 2.4);

TDYTSYM: Usado para realizar, interativamente, transformacbes de diadas dos es-

pinores do conjunto completo minimo de escalares de Cartan para g < 3;

TDYTRSP: Usado para realizar transformacoes de espinores contendo um grupo de
trés indices simetrizados. Transformacdes de dfadas especiais para os espinor de
Ricci e para o pseudo-espinor de Ricci também s&o implementadas, para serem usa-
das junto com os programas de classificagio quando for necessério. £ uma pequena
adicdo ao médulo DYTRSP de CLASSI onde as transformacdes dos demais espinores
estd definida;

TCLASUM: Usado para obter um sumdrio dos resultados da classificagio de espacos-
tempos de Riemann-Cartan, obtida a partir do algoritmo para testar a equivaléncia
(cf. seclio 2.4);

TRIEUF: Usado para calcular os componentes do tensor de curvatura com o primero

indice contravariante, em uma base de tétradas;

DTORDF: Usado para calcular a derivada covariante do tensor de tor¢do com todos

os indices covariantes, em uma base de tétradas;
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22. D2TORDF: Usado para calcular a derivada covariante de segunda ordem do tensor

de tor¢ao, em uma base de tétradas;

23. DTRIEF: Usado para calcular a derivada covariante do tensor de curvatura, em uma

base de tétradas;

24. D2TRIEF: Usado para calcular a derivada covariante de segunda ordem do tensor

de curvatura, em uma base de tétradas.

5.7 Testando TCLASSI

Nesta secdo apresentamos alguns dos testes realizados para verificar se os programas e
algoritmos de TCLASSI estdo corretos. Considerando que muitos programas de CLASS!
sd0 usados em TCLASSI, uma discussio detalhada de TCLASSI nos obrigaria a discutir
alguns aspectos internos da prépria implementagio de CLASSI que se situam na interface
entre as dreas de computagio, matemadtica e fisica. Uma abordagem inicial destes aspectos
internos pode ser encontrada em [17] e maiores detalhes s6 podem ser obtidos a partir
do cédigo fonte de CLASSI, que é distribuido juntamente com CLASSI. Por esta razéo,
vamos nos ater apenas aos aspectos gerais dos médulos de TCLASSI, discutindo apenas
o que for efetivamente uma extensdo de CLASSI.

Diversos programas foram escritos para realizar os testes em TCLASSI Estes progra-
mas estdo no diretério tclatst do disquete que acompanha esta tese. Podemos separar
os testes realizados com estes programas em trés grupos: (a) os testes feitos utilizando o
comando SYMBOLIC de SHEEP/CLASSI [17]; (b) os testes utilizando espinores em formas
canbnicas; (c) os testes utilizando solugbes exatas tanto das TGT quanto da TRG. A
seguir vamos discutir esses testes, mostrando também como sao realizados.

A fim de gue os programas utilizados para testar TCLASSI possam ser acessados
a partir de qualquer diretério é necessdrio acrescentar na lista de diretérios no comando
(ADDSUBDIRS MYTOPDIR!* ’ ("TCLABIN" "TCLASRC" "TMETRICS")), incluido no arquivo
classi.ini, a indicagdo da localizagdo dos subdiretérios de tclatst. Por exemplo, para
incluir o subdiretério VECTST basta acrescentar "TCLATST\VECTST" nesta lista.

Consideremos inicialmente os testes dos médulos utilizados para calcular tensores,

discutidos na secio 4.2. Um procedimento adotado na implementacio desses médulos
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foi implementar os tensores das TGT em TCLASSI utilizando os mesmos programas que
implementam os tensores correspondentes da TRG em CLASSI, sempre que esses tensores
forem expressos por férmulas idénticas. Este é o caso do tensor de curvatura TRIE, que
foi implementado da mesma maneira que RIE, apenas trocando a conexdo GAM por TGAM
e fazendo a mudanca da simetria (de R para AA). Os tensores de Weyl TWEYL e de Weyl-
Cartan CWEYL também foram implementado de maneira semelhante. Apenas no caso do
tensor de Ricci foi necessdrio adaptar os programas porque o tensor de Ricci de uma
variedade de Riemann-Cartan nao é simétrico. Os mddulos de CLASST cujos programas
foram utilizados s30 CORD, XCORD, FRAME e WEYLTF. Por esta raziio, os testes desses
médulos de TCLASSI foram realizados apenas utilizando solugdes exatas ndo s6 das TGT,
mas também da TRG para verificar o caso particular com torgéio nula. Entretanto, como
veremos mais adiante, estes médulos também foram testados indiretamente através dos
testes do médulo TPSIPHI.

Um aspecto importante no cilculo de tensores diz respeito as fransformagoes do refe-
rencial usado para a entrada de dados para o referencial usado para a realizacdo dos
calculos, que estio implementadas em ITORSION. Como elas sio idénticas as trans-
formagdes utilizadas no médulo NEWFRM de CLASSI, ndo nos preocupamos €m testd-las.

Consideremos agora os testes dos médulos utilizados para calcular espinores, discutidos
na secio 4.3. Os médulos TSPINOR, TPSIPHI ¢ SPTCURV s80 formalmente idénticos aos
médulos SPINOR, PSIPHI e SPCURV de CLASSI, diferindo apenas nos programas usados
especificamente para calcular os espinores. Por isso, foi necessdrio escrever programas
para testar se os espinores sdo calculados de forma correta. Este programas estao nos
arquivos sptorcur, tbunults, tbulorts e tbuspits do subdiretério spitst de tclatst
e sio utilizados para realizar os testes que explicamos a seguir.

Como vimos na seciio 4.3, gnando usamos o médulo TPSIPHI 0s espinores &0 calculados
a partir dos tensores correspondentes, que podem ser dados em uma tétrada nula ou de
Lorentz. Os programas para calcular TPSI a partir de CWEYL sdo os mesmos usados para
calcular PSI a partir de WEYL. Analogamente, os programas para calcular TPHI e THETA
apartir de STRIC e SPTRIC também sdo os mesmos usados para calcular PHI a partir de
RIC. Os programas para calcular SIGMA e as partes irredutiveis da tor¢ao sao novos.

Os programas no arquivo tbunults.shp foram escritos para testar TPSIPHI quando

os espinores sio calculados a partir dos tensores correspondentes em uma tétrada nula.
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Os testes sdo realizados usando o tensor de tor¢do em tétradas nulas, implementado em
gptorcur.shp como NULTOR e expresso em termos das partes irredutiveis do espinor de
torcdo que sdo definidas usando SYMBOLIC e denominadas ISPTTOR, ISPPTOR e ISPLTOR,
com a letra I no inicio do nome. Da mesma forma, o tensor de curvatura em tétradas
nulas foi implementado como NULTRIE em termos das partes irredutiveis do espinor de
curvatura definidas usando SYMBOLIC, que foram denominadas ITPSI, ITPHI, ITHETA,
ISIGMA, ITLAMBD ¢ IOMEGA.

Quando tbunults é carregado com o comando (LOAD TBUNULTS), também sdo carre-
gados os médulos TWEYLTF, TPSIPHI e 0 arquivo sptorcur. Em seguida o programa de
teste calcula NULTOR e NULTRIE e atribui os valores dos seus componentes a TOR e TRIE,
respectivamente, usando tétradas nulas (NULLT). Depois calcula as partes irredutiveis dos
espinores da tor¢do e da curvatura e escreve os resultados no arquivo tbunults.1lst. Para
exemplificar o resultado do teste, apresentamos parte do conteido de tbunults.lst que
estd no subdiretério spitst de tclatst. A parte suprimida foi substituida por linhas
pontilhadas.

TBUNULTS.LST

Test of BUILDING FUNCTIONS of TPSIPHI for NULL tetrads

I) The irreducible parts of CURVATURE spinor:

(A) Curvature temsor in a Null tetrad, giver in terms of
the irreducible parts ITPSI, ITPHI, ITHETA, ISIGMA,
ITLAMBD and IOMEGA of curvature spinor, which are
defined using SYMBOLIC:

................

TR = 2ISIGMA -ITPHI ~ITPSI +iITHETA
0102 0 o1’ 1 o1’

.................

(B) Calculation of the irreducible parts of curvature spinor
using the building functioms of TPSIPHI for a Null tetrad:

TPSI = ITPSI

.................

* *
TPHI = 1/2ITPHI +1/2(ITPHEI )y +1/2iITHETA -1/21i (ITHETA )
00’ 00’ 00? 00’ 00’
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................

THETA = ITHETA
01° 01’
SIGMA = ISIGMA
0 0
TLAMBD = ITLAMBD

OMEGA = IOMEGA

Podemos notar gue, quando SYMBOLIC é usado, CLASSI nio reconhece ®py € Opy como
guantidades reais. O mesmo acontece com os outros componentes reais de TPHI e THETA.

Os programas no arquivo tbulorts.shp foram escritos para testar TPSIPHI quando os
espinores sdo calculados a partir dos tensores correspondentes em uma, tétrada de Lorentz.
Quando tbulorts é carregado, também sio carregados os médulos TWEYLTF, TPSIPHI € 0
arquivo sptorcur. O programa de teste transforma os componentes de NULTOR e NULTRIE
das tétradas nulas (NULLT) para as de Lorentz (LORENTZ) e atribui os novos valores dos
componentes a TOR e TRIE, respectivamente. Depois calcula as partes irredutiveis dos
espinores da tor¢do e da curvatura e escreve os resultados no arquivo tbulorts.1st. Este
arquivo esta no subdiretério spitst e o seu conteido € semelhante ao de tbunulte. 1st.

O médulo SPTCURY foi testado com o os programas do arquivo tbuspits.shp. Quando
este médulo é usado os espinores sac calculados a partir dos espinores da torcao SPTOR e
da curvatura SPTCURV (cf. secdo 4.3). Esses testes sio realizados usando os espinores da
torcio e curvatura que estdo implementados em sptorcur.shp como RCTOR e RCCUR em
termos das partes irredutiveis que foram utilizadas para definir NULTOR e NULTRIE, respec-
tivamente. Quando tbuspits é carregado, também sio carregados o mdédulo SPTCURV
e o arquivo sptorcur. Em seguida o programa de teste calcula RCTOR € RCCUR e atribui
os valores dos seus componentes a SPTOR e SPTCURV, respectivamente. Depois calcula
as partes injedutiveis desses espinores e escreve os resultados no arquivo tbuspits.1st.
Este arquivo est4 no subdiretdrio spitst e o seu contetido também é semelhante ao de
tbunults.list.

Para completar a discussdo dos testes dos médulos utilizados para calcular espinores,
falta apenas considerar os testes dos médulos TSPINOR, TSYMSPI e TEQUSPL. O mddulo

TSPINOR implementa o espinor da conexdo I'xrapc (STGAM) a partir da conexdo TGAM
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utilizando 0 mesmo programa que implementa SGAM a partir de GAM em SPINOR, pois &
mesma férmula é usada tanto na TRG quanto nas TGT. Este programa foi adaptado
para implementar o espinor da tor¢do Txapc (SPTOR) a partir do tensor da tor¢do TOR
em tétradas nulas. Os programas do arquivo tspints.shp s&o usados para testar a
implementacio de SPTOR usando NULTOR e calculando as partes irredutiveis do espinor de
torcdo usando SPTCURV. Da mesma forma que nos testes anteriores, os resultados estdo
escritos no arquivo tepints.lst no subdiretdrio spitst de tclatst.

O médulo TSYMSPI nio foi testado de modo especial, pois difere do médulo SYMSPI de
CLASSI apenas por substituir SGAM por STGAM e pela adicdo dos programas SYMCONTRPR
¢ SYMCONTRPR1 escritos por Jan E. Aman. Estes programas sio usados para contrair
indices com plicas na derivada covariante de um espinor totalmente simetrizado e depois
simetrizar o resultado. O médulo TEQUSPI com a implementacio dos espinores do con-
junto minimo também ndo foi testado diretamente. Este médulo utiliza os programas
de TSYMSPI para implementar espinores que séo formalmente idénticos aos espinores im-
plementados no médulo EQUSPI de CLASSI, com excecdo daqueles onde SYMCONTRPR e
SYMCONTRPR1 sgo usados.

Consideremos agora os médulos utilizados para obter as classificacdes algébricas de
espinores, discutidos na seciio 4.4. Como o médulo SEGPET usa os algoritmos dos mddulos
SEGRE € PTRVSP de CLASSI, nio nos preocupamos em testd-lo de modo especial. Esses
testes sdo realizados apenas com os médulos BIVTCLA € VECTCLA usados para classificar
algebricamente os espinores correspondentes de bivetores e vetores. De modo andlogo aos
testes anteriores, os programas de teste classificam bivetores e vetores dados em formas
candnicas (cf. tabs. (4.5)-(4.6), p. 116 119) e depois escrevem cada espinor e 0 resultado
da sua classificacdo em um arquivo, para posterior conferéncia.

Os algoritmos e programas que implementam os comandos VECTCLA, (TTORCLA) e
(PTORCLA) em VECTCLA sdo testados usando os programas nos arquivos vecclats.shp,
ttorclts.shp e ptorclts.shp, respectivamente. Analogamente, os comandos BIVTCLA,
(SIGMACLA), (BVTTORCLA). : (BVPTORCLA) implementados em BIVTCLA sdo testados com
os programas em bivclats.shp, sigmclts.shp, bvttclts.shpe bvptclts.shp. Quando
estes arquivos sdo carregados, os testes sio automaticamente realizados e os resultados
$30 escritos em arquivos com o mesmo nome mas com a terminagio 1st. Os arquivos com

os resultados dos testes de BIVTCLA e VECTCLA est&o nos subdiretérios vectst e bivtst
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de tclatst, respectivamente.

‘Finalmente, temos os testes dos médulos ISOTSTOR usado para determinar os grupos
de isotropia € TCLASSI usado para realizar a classificacdo de um dado espago-tempo de
Riemann-Cartan. Como o TCLASS! usa 05 mesmos programas que CLASSI, apenas realiza-
mos um teste para verificar se nenhum dos elementos do conjunto minimo deixou de ser
implementado. Os programas do médulo ISOTSTOR séo testados de modo especial apenas
com relacio a bivetores, pois os demais espinores dos conjuntos minimos de escalares de
Cartan para as TGT (cf. se¢io 3.4) e para a TRG (cf. se¢io 1.5) tém os mesmos niimeros
de indices e as mesmas simetrias.

O programa usado para testar TCLASSI estd no arquive teqvtst.shp. Quando este
arquivo é carregado, o programa utiliza sucessivamente os comandos (TCLASSIFYq) desde
g = 0 até ¢ = 3 em um espago-tempo com métrica de Minkowski e tor¢ado nula. Como
nos testes anteriores, os resultados sio escritos no arquivo teqvtst.lst, separados por
comentirios indicando o niimero de espinores que deve haver para cada valor de ¢, de
acordo com as tabs. (3.1)-(3.6) nas piginas 56, 66, 73, 74, 78 e 79.

Os programas do médulo ISOTSTOR $30 essencialmente uma adaptagio dos programas
do médulo 1S0TST de CLASSI, que sdo generalizados para incluir mais de um espinor de
um dado tipo como, por exemplo, TPSI e TPSILTOR (cf. tab. (3.1), p. 56). A iinica excecdo
ocorre no caso dos bivetores, onde novos programas tiveram de ser escritos para corrigir
os resultados incorretos que sdo obtidos usando ISOTST.

O médulo 1s0TsT de CLASST foi testado com relacio 4 bivetores usando os programas
do arquivo bvisots.shp. Quando este arquivo é carregado, o programa de teste deter-
mina o grupo de isotropia de um conjunio de bi-espinores dados nas formas canénicas (cf.
tab. (4.5), p116) e verifica se o referencial utilizado é canénico, escrevendo o resultade no
arquivo bvisots.1lst que estd no subdiretério bivtst de tclatat. Além dos bivetores
nas formas candnicas, também foram untilizados bi-espinores cujos componentes sao dados
por (A, A, A) e (A, B, +A), em termos dos parimetros A e B. No caso destes bi-espinores
o médulo isotst de CLASSI informa incorretamente que o referencial é candnico, como
podemos verificar examinando a parte do contetido de bvisots.1st apresentada a seguir.
As partes suprimidas estdo representadas por linhas pontilhadas.

BVISOTS.LST

Testing ISOTST using BIVECTORS in CANONICAL FORMS




— ]_44,

Bivector type special (null):

........................

(D) This is not a canonical form (all components are equal):

NULBIV = A
0

NULBIV = A
1

NULBIV = A
2

Remaining isotropy group is:
none (0-dim), (shorthand notation: 0) and swap of null directions

This is so far a standard frame.

........................

Para corrigir o problema existente no médulo 1SOTST com relagio a bivetores, tivemos
que escrever o programa BIVISO em 1SOTSTOR. O teste de ISOTSTOR é realizado usando
os programas do arquivo tbvisots.shp que sdo andlogos ao de tbvisost.shp. Pode-
mos verificar os resultados no arquivo tbvisots.lst que estd no subdiretério bivtst de
tclatst.

Nesta versio de TCLASSI nos preocupamos apenas em garantir resultados corretos,
sem considerar as questoes relacionadas com a otimiza¢do do tempo de CPU utilizado.
Entretanto, podemos ter uma idéia da eficiéncia dos programas considerando que sao
utilizados 1,0 s e 1,9 s de CPU para classificar os espagos-tempos de ondas planas e tipo
Gédel, dados nos arquivos twavez.spi e tgotyh.spi, respectivamente, em um IBM-PC
Pentium de 100 MHz, com 8 Mb de meméria RAM.



Capitulo 6

Equivaléncia de espacos-tempos de

Riemann-Cartan tipo-Godel

6.1 Introducao

Neste capitulo as técnicas do problema da equivaléncia implementadas em TCLASSI sao
utilizadas para investigar o problema da homogeneidade espaco-temporal (homogeneidade
ET, daqui em diante) de uma classe de espagos-tempos de Riemann-Cartan tipo Godel,
onde a métrica é tipo Godel e a torgdo tem as mesmas simetrias translacionais da métrica.

Na segunda segio, apresentamos um breve sumdrio dos principais resultados [36, 71]
sobre o problema da homogeneidade ET de espacos-tempos Riemannianos tipo Godel.
Na terceira secao, generalizamos estes resultados estabelecendo as condi¢des necessérias e
suficientes para a homogeneidade ET dos espagos-tempos de Riemann-Cartan tipo Gddel
e discutimos a equivaléncia dos espagos-tempos com homogeneidade ET.

Os resultados deste capftulo fazem parte de um trabalho original submentido para
publicacdo [34]. A generalizagio dos mesmos para uma tor¢io sem as mesmas simetrias
translacionais da métrica é tratada em um artigo também submetido para publicagio

recentemente [35].

6.2 Espacos-tempos Riemannianos tipo Godel

Nesta secio vamos apresentar um breve sumdrio dos principais resultados obtidos nas

investigacdes sobre o problema da homogeneidade ET de espagos-tempos Riemannianos

145
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tipo Godel.
A solugdo de Gidel [72] para as equagdes de Einstein é um caso particular do elemento
de linha tipo Godel, definido por

ds? = [dt + H(z) dy)* — D*(z) dy* — dz* — d2°, (6.1)
onde as funcées H e D sao dadas por
H(z) =e™, D(z)=e™/v2, (6.2)
e o tensor energia-momento T, por

Tpv = pu,ty ,'Ua = ao » (63)
kp=—2A =m? = 20°, (6.4)

onde k e A sdo, respectivamente, a constante de Einstein e a constante cosmoldgica, p é
a densidade e v® é a 4-velocidade do fluido e, finalmente, w é a rota¢do da matéria.

O modelo de Godel apresenta homogeneidade ET. Na verdade, ele admite um grupo
de isometria com cinco parimetros (Gs) que tem um grupo de isotropia unidimensional.

O problema da homogeneidade ET das variedades Riemannianas de dimensdo 4 que
sio dotadas de uma métrica tipo Godel, dada pela eq. (6.1), foi investigado pela primeira
vez por Raychaudhuri e Thakurta [73]. Eles determinaram condi¢Ges necessirias para
a existéncia de homogeneidade ET. Posteriormente, Rebougas e Tiomno [71] mostraram
que as condicdes de Raychaudhuri-Thakurta eram também suficientes. Entretanto, em
ambos artigos [71, 73] o estudo da homogeneidade ET néo foi completo, pois ficou restrito
aos espacos-tempos com vetores de Killing independentes do tempo.

Utilizando as técnicas do problema da equivaléncia implementadas em CLASST [33],
Rebougas e Aman [36] obtiveram as condigdes necessdrias e suficientes para a homogenei-
dade ET de um espaco-tempo tipo Godel arbitririo, estendendo os resultados anteriores
com a inclusio das isometrias dependentes do tempo. Os teoremas abaixam contém os

principais resultados obtidos em [36}:

Teorema 6.1 As condigies necessdrias e suficientes para que um espaco-tempo Rieman-
niano tipo Godel apresente homogeneidade ET séo:
H/D = const=2w, (6.5)
D"/D = const=m?, (6.6)
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onde a plica denote derivada com relacéo o z.

Teorema 6.2 Todos 0s espagos-lempos Riemannianos tipo Gédel sao caracterizados por

dois parametros m? e w: pares idénticos (m?,w) especificam espagos-tempos equivalentes.

Teorema 6.3 Os espacos-tempos Riemannianos tipo Gidel podem ser agrupados em clas-

ses, determinadas pelos valores dos pardmetros m? e w, de acordo com:

(i) m* £0, w# 0 e m?* # w?, sdo Petrov tipo D e tém um grupo de isomeiria com 5

parametros (Gs);
(ii) m* #£0, w=0 e m? # w?, sdo Petrov tipo D e tém um grupo Ge de isometria;
(iii}) m* #0, w # 0 e m® = w?, sdo Petrov tipo 0 e tém um grupo G de isometria;
(iv) m* = w =0, sdo espagos-tempos planos.

A seguir estes resultados serdo generalizados para o contexto das TGT, incluindo agora

uma tor¢io com as mesmas simetrias translacionais da métrica tipo-Godel.

6.3 Espacos-tempos de Riemann-Cartan tipo Godel

Nesta secdo vamos aplicar as técnicas do problema da equivaléncia para investigar o
problema da homogeneidade ET nos espagos-tempos de Riemann-Cartan tipo Gédel, uti-
lizando TCLASSI. Consideremos um sistema de coordenadas onde o elemento de linha
tipo Gédel e a torgao sio dados pela eq. (6.1) e por T%,, = D(x)S(x), respectivamente. O
arquivo de métrica-tor¢do tgotyg.lor (veja listagem na p. 212) contém os dados de en-
trada desta familia de espacos-tempos, onde H(x), D(x) e S(x) sdo consideradas funcdes
arbitrdrias. Ao ser carregado em TCLASSI com o comando (LOAD "TGOTYG.LOR") este
arquivo define uma tétrada de Lorentz 4 (A= 0,1,2,3) dada por

0°=dt+ H(z)dy, 6'=dzr, 6°=D(z)dy, 6 =dz, (6.7)
onde os componentes da tor¢io sdo definidos por

T%; = S(=). (6.8)
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A fim de podermos utilizar as técnicas do problema da equivaléncia precisamos, em
primeiro lugar, determinar o referencial canonico para esta familia de espacos-tempos.
Calculando o espinor de Weyl ¥ pcp (TPSI) a partir das tétradas de Lorentz dadas
pelas egs. (6.7) acima, verificamos que todos os seus componentes sdo diferentes de zero.
A classificacdo de Petrov de W ,pop, realizada com o comando (TPSICLA), mostra que
TPSI é Petrov tipo I, tendo em vista que as fungdes H(z), D(z) e S(x) sdo arbitrarias.
Portanto, é necessério realizar numa transformagao para o referencial candnico, colocando
¥ spcp na forma candnica.

A transformacao para o referencial candnico é obtida interativamente utilizando o
médulo TDYTSYM. A fim de possibilitar uma comparacio com os resultados sobre os
espacos-tempos Riemannianos tipo Godel obtidos utilizando CLASSI [36], encontramos
uma, transformacio de diada DYTRX que atua em TPSI de modo que o espinor transfor-
mado TPSITR tenha apenas ¥; = U3 e ¥, como componentes nio-nulos. Apesar de nio
corresponder a uma base canénica, esta escolha é uma alternativa aceitdvel tanto por
CLASSI quanto por TCLASSI.

A mudanca de referencial realizada por DYTRX estd implementada no arquivo de
métrica-torcio tgotyg. spi (veja a listagem na p. 213), que difere do arquivo tgotyg.lor
pelo acréscimo da transformagic de diada DYTRSP, definida com os mesmos elementos en-
contrados para DYTRX. Portanto, a tetrada nula apropriada (candnica) & nossa investigagao

revelou-se ser

e = _1\/_5(90 + 6%, ol — %(90 — 6%,

(6.9)
2 1 2 -nl 3 1 2 -l
6=7§(9—~19), 9=7§(9 +1i6°),

onde 64 é a tétrada de Lorentz dada pelas eqgs (6.7).
Os componentes da torgio na tétrada candnica podem ser calculados com o comando

(WMAKE TOR), cujo resultado sdc os seguintes componentes ndo-nulos:

Ty =Ty = ?55(3). (6.10)

Agora podemos calcular os escalares de Cartan de ordem ¢ = 0 que fazem parte do

conjunte minimo Cy (cf. tab. (3.1), p. 56), utilizados no nosso algoritmo para testar a equi-

valéncia de espacos-tempos de Riemann-Cartan dado no capitule 2. Na implementagio



- 149 -

do conjunto minimo em TCLASSI cada espinor tem apenas um par de indices covariantes,

cujos valores niimericos sdo as somas simetrizadas de todos os indices com plica e sem

plica, respectivamente. Assim, por exemplo, temos L1 = Ly € V War = Yanor -

Realizando os calculos interativamente com o comando WMAKE obtemos que, dos 17 espi-

nores de Cj, apenas os seguintes sdo nao-nulos:

o= k[ (5)]

o, = _S(S_H\_ LD _(H

2 = 3 \37 D5)7s|D D
Sf

P o= Py=—

s 1 (HY
@ = @ ; = —— — ——
01 12 8+8(D) ’
@ —_— § §_£, +l § E 2_...,.1)_"
w = 4\2 D 414\ D D |’
S H'
Py = ¢”"’¢“"Z(S_3)’
Sl
¢01’ = ¢12’='—§§ .
VPy = —vrwz—i-s',
By = ~B=—35,
2
Por = —Pu'"-‘——gs:
S2 1 Dn

A = -2 -~ |=Z._

Ly = Loy ‘—“—E\/ES,

6
S H
VL = —Vﬁay_E(S—-ﬁ),
3 3
VLiy = —VLzy=-— ZVEW = ZVEW =

onde a plica denota derivada com relagio a z.

(6.11)
(6.12)

(6.13)

(6.14)
(6.15)

(6.16)
(6.17)

(6.18)

(6.19)
(6.20)

(6.21)

(6.22)
(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)
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Para que exista homogeneidade ET, o grupo de simetria de um espaco-tempo deve
atuar em uma drbita de dimensio d = 4. Substituindo esta condicdo na eg. (2.33), isto é,
fazendo d = r — s = 4 — £, = 4, obtemos que o niimero ¢, das funcbes das coordenadas
do espago-tempo que sdo funcionalmente independentes no conjunto I,y deve ser zero.
Portanto, para que exista homogeneidade ET é necessdrio que todos os escalares de Cartan
sejam constantes. Impondo estas condigoes nas eqgs.(6.11)—(6.26), obtemos as seguintes
condigoes necessarias para a homogeneidade ET dos espagos-tempos de Riemann-Cartan
tipo Godel:

S = const=¢, (6.27)
Hf
L = comst= 2w, (6.28)
'
% = const =m”. (6.29)

Utilizando as técnicas do problema da equivaléncia podemos mostrar que as condigoes
necessdrias acima também sdo suficientes. Este resultado é obtido realizando a classi-
ficacdo um espago-tempo de Riemann-Cartan tipo Godel onde as condiges dadas pelas
egs. (6.27)-(6.29) sdo satisfeitas. O arquivo tgotyh.spi (veja a listagem na p. 214) foi
escrito com esta finalidade, pois difere de tgotyg.spi apenas pela introducgdo destas
condicdes.

O primeiro passo para realizar a classifica¢io de um espago-tempo de Riemann-Cartan
tipo Gédel onde as condigdes dadas pelas egs. (6.27)—(6.29) sao satisfeitas, consiste no
céalculo dos escalares de Cartan de ordem g = 0 que fazem parte do conjunto minimo Cy.
Depois de carregar o arquivo tgotyh.spi em TCLASSI e calcular os elementos de Gy

utilizando WMAKE, obtemos que os seguintes escalares de Cartan sio ndo-nulos:

¢ { m? 2 ,
¥y, = 2 (w—6)+*6——§w , (630)
¢
Y2 = —; (E-2w), (6.31)
£ (¢ w?
(¢ 3 , m?
¢1ll = Z (Z—zw)+zw —T, (6.33)
; .
b = bm=dw =7 (L-20), (6.34)
2
P = —'P11'=—'\/—_f, (6.35)
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e o1, ., 5
A = —E+1—2.(w —m), (6.36)
Liy = Loy = —%\/ie, (6.37)
VE]_OI = “—Vﬁ;gzl = % (E—'QQJ) . (638)

De acordo com ¢ algoritmo apresentado no capitulo 2, o préximo passo consiste em
determinar o grupo de isotropia que deixa invariantes os escalares de Cartan dados pelas
eqs. (6.30)—(6.38) acitna, utilizando o comando ISOST em cada um destes espinores. Ape-
sar de existirem escalares de Cartan que sao invariantes sob o grupo de Lorentz SO(2,1)
como, por exemplo, P4x/, 0 grupo de isotropia comum a todos é o grupo das rotagoes
espaciais

R= ], (6.39)

onde a é um paraimetro real. Portanto, para ¢ = 0 obtemos um grupo isotropia residual
H, com dimensao igual a um.

Como todos os escalares de Cartan dados pelas egs. (6.30) (6.38) sdo constantes, ob-
viamente n&o é preciso utilizar o comando FUNTST para determinar o nimero de funcgoes
das coordenadas do espago-ternpo que sao funcionalmente independentes. Assim, obtemos
que ty = 0.

Concluidos os passos para ¢ = 0, prosseguimos com os passos para ¢ = 1. Como
estamos realizando a classificacao interativamente, temos agora que utilizar WMAKE para
calcular os escalares de Cartan do conjunto minimo C; {cf. tab. (3.2), p. 66). Como resul-

tado, obtemos que somente 6 dos 22 elementos de C) sao nio-nulos, a saber:

Vi = —V\IJ;.,l:=Z%\/§£(2m2+8ﬁw—€2—20w2)
+% V2w (4w? ~m?) , (6.40)
Vi = —V¢3p=—4—%3\/i£(4w2—4m+eﬁ), (6.41)
ot = Egy=—1-%\/§€(2m2+8£w—€2—20w2)
+i— V2w (4e® —m?), (6.42)
0Ly = D£21:=i-\/§€(4w2—4€w+£2), {6.43)

VZEIDJ f—p V2£431 = é% \/Q E (4(‘)2 - 4!(‘] + ‘ez) ¥ (644)
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VLoy = VL = — Z;“ﬁ V2 £ (4 — 4w+ 7). (6.45)

Como nenhuma funcio funcionalmente independente foi obtida, podemos concluir que
t; = to. Além disso, os escalares de Cartan dados pelas egs. (6.40)—(6.45) sdo invariantes
sob o mesmo grupo de isotropia dado pela eq. (6.39), como pode ser verificado aplicando
ISOTST em cada um deles. Assim, obtemos que H, = Hj e a classifica¢io esta terminada,
nenhum escalar de Cartan para ¢ = 2 precisa ser calculado.

Com os resultados acima podemos concluir que o grupo de simetria tem cinco pardme-
tros (Gs), de acordo com a eq. (2.33) onde r = s+4—t,. Portanto, as condigoes dadas pelas
egs. (6.27)-(6.29) sdo também suficientes para que haja homogeneidade ET. Resumindo,

temos os seguinte teoremas:

Teorema 6.4 As condicdes necessirias e suficientes para um espaco-tempo de Riemann-

Cartan tipo-Gidel ser homogéneo ET sdo dadas pelas egs. (6.27)-(6.29).

Teorema 6.5 Todos os espacos-tempos de Riemann-Cartan do tipo Gidel gque sdo ho-
mogéneos ET tém um grupo de simetria com cinco pardémetros (Gs) e sdo caracterizados
por trés pardmetros independentes (£, m?,w): triadas idénticas especificam espacos-tempos

egquivalentes.

Quando a torgdo for igual a zero, isto é, quando ¢ = 0, as egs. (6.30)—(6.45) se re-
duzem s equacdes correspondentes para os espagos-tempos Riemannianos tipo Goédel
(egs. (3.12)—(3.15) e egs. (3.18)-(3.21) em [36]). Analogamente, os teoremas 6.4 e 6.5 ge-
neralizam os teoremas 6.1 e 6.3. Portanto, os resultados de Rebougas e Aman [36] podem
ser reobtidos como um caso especial.

Os resultados acima também poderiam ter sido obtidos carregando o médulo TCLASSI
de TCLASSI e usando apenas o comando (TCLASSIFY "tgotyh.spi"). Como vimos no
capitulo anterior, este comando carrega o arquivo tgotyh.spi e realiza a classificagio
automaticamente, escrevendo os resultados no arquivo tgotyhsp.res e ¢ sumdrio no

arquivo tgotyhsp.tsm. O sumdrio desta classificacio € o seguinte:
tgotyh DD s0s00 000 0si 100 51 ss— 00—-.

De acordo com a explicacdo dos elementos desse sumdrio dada na secio 5.4, também

obtemos que o grupo de simetria tem cinco pardmetros (Gs) e que existe um grupo
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de isotropia com um pardmetro apenas (H,). Portanto, o grupo de simétria atua em
uma Srbita com dimensdo d = 4 e as condicdes necessdrias dadas pelas egs. (6.27)—(6.29)
também sdo suficientes para a homogeneidade ET.

Um aspecto importante dos espagos-tempos Riemannianos tipo Godel com homoge-
neidade ET € o fato dos seus grupos de isometria poderem ter dimensdo maior do que
5, como ocorre nas classes onde m? = 4w?, que tem um grupo G, e w = 0, m? #0
com o grupo Gg. Esta propriedade é perdida no caso dos espagos-tempos de Riemann-
Cartan tipo Godel com homogeneidade ET, pois nio existe nenhuma relagio entre os
parametros {£,m?,w) que possibilite um grupo de simetria com dimensio maior do que.
5, exceto 0 caso especial dos espagos-tempos de Riemann-Cartan com curvatura e torgao
nulas (£ = m? = w = 0).

Com relagio 3s classificagbes de Petrov e de Segre dos escalares de Cartan ndo-nulos,
temos os seguintes resultados. A partir das egs. (6.30)-(6.34) para uma triade (£, m?,w)
arbitraria, verificamos que ¥4 e 14 sdo Petrov tipo D e que @45 e ¢4p sio Segre tipo
[(11)1,1]. Entretanto, existem muitos exemplos onde casos especiais destes tipos algébricos

podem ser obtidos. Alguns deles sio mencionados a seguir:

1. Quando m = £/3 = 2w ou quando m? = #/2, w = 0, obtemos que ¥4 e ¥4 sdo,
respectivamente, Petrov tipo 0 e D; enquanto @45 é Segre tipo [1{11,1)] e ¢apr é
Segre tipo [{11)1,1];

2. Para £ = 2w e m? # 0, ¥4 é Petrov tipo D, 14 é Petrov tipo 0, ®4p5 é Segre tipo
[(11)(1,1)] € (}SABJ é Segre tipo 0;

3. Quando £ = 2w e m® = 0, W4 e 14 sdo Petrov tipo 0, enquanto ®4pr € ¢ap 580

Segre tipo 0;

4. No caso em que m? = w = 0, £ # 0 (métrica de Minkowski), ¥4 e 14 sdo Petrov
tipo D, ®4p é Segre tipo [(111),1] e ¢am é Segre tipo [(11)1,1].

As partes irredutiveis nao-nulas da tor¢io s8o o pseudo-trago e o espinor de Lanczos.
O espinor Pax: corresponde a um vetor tipo-espago, cujo grupo de isotropia é SO(2,1).
O espinor de Lanczos Lapcx' € invariante apenas sob o grupo das rotagoes espaciais,
dado pela eq. (6.39), com dimensdo igual a um. Assim, mesmo no caso do item 4 acima,

isto &, do espago-tempo com métrica de Minkowski e tor¢io (m® = w = 0,1 # 0), onde o
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espaco-tempo Riemanniano correspondente adimite um G;y de isometria, a presenca da
tor¢ao reduz o grupo de simetria da variedade de Riemann-Cartan para um Gs.

Como nenhuma equagao de campo foi utilizada para obter os resultados acima, eles
sao vilidos para qualquer solugio tipo Gddel (por exemplo, as solugbes em [74] e [75]),

independentemente da TGT em consideracio.



Conclusao

Investigamos o problema da equivaléncia de campos gravitacionais, no contexto das teorias
da gravitagdo com torcdo, nos seus aspectos tedricos e praticos. No capitulo 2 apresen-
tamos a solucdo formal do problema para variedades de Riemann-Cartan de dimensdo
7, e também um algoritmo para testar a equivaléncia na pratica [22, 24]. No capitulo
3, obtivemos explicitamente um conjunte completo minimo de escalares de Cartan, o
que tornou possivel a implementacdo do algoritmo para testar a equivaléncia usando
computacio algébrica [22]-[24], [29]. Nos capitulos 4 e 5 mostramos como utilizar o pa-
cote de computacdo algébrica TCLASSI, onde as técnicas do problema da equivaléncia
desenvolvidas nos capftulos anteriores sao implementadas, escrito utilizando o sistema
SHEEP/CLASSI [22]-]24], [25]. Todos estes resultados extendem resultados anteriores
obtidos no contexto da TRG [17].

A solucio do problema da equivaléncia de variedades de Riemann-Cartan e a sua
implementacio no pacote de computagio algébrica TCLASSI constituem uma ferramenta
poderosa na investigacio das TGT. Elas sao 1teis tanto para enconfrar novas solugles
quanto na investigacdo das propriedades das solugbes existentes.

No capitulo 6 mostramos como as as técnicas do problema da equivaléncia implemen-
tadas em TCLASSI podem ser usadas no estudo das propriedades das solugdes exatas das
TGT. Investigamos o problema da homogeneidade espago-temporal dos espagos-tempos
de Riemann-Cartan tipo Godel, isto é, com métrica tipo Godel e com uma tor¢ao com
as mesmas simetrias translacionais da métrica. As condiches necessirias e suficientes
para a homogeneidade espago-temporal foram derivad-s, generalizando trabalhos anterio-
res sobre espacos-tempos Riemannianos tipo Godel [34]. A equivaléncia destes espagos-
tempos homogéneos também foi estudada e mostramos que eles admitem um grupo de
transformagoes afim-isométricas com dimensdo 5 e também que sdo caracterizados por

trés parimetros essenciais £, m?,w: triades idénticas (¥, m?,w) correspondem a varieda-
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des equivalentes. Estes resultados tém um carater geral, pois sdo validos para qualquer
solucdo tipo Godel em qualquer TGT.

Os resultados principais desta tese fazem parte de alguns trabalhos originais publicados
e submetidos para publicagdo [18], [22]-[24], [25, 29, 34]. Uma primeira extenséo foi
tratada em um novo artigo recentemente submetido para publicagdo [35].

Quanto aos desenvolvimentos dos resultados obtidos, queremos mencionar trés aspec-
tos de interésse do ponto de vista tedrico. O primeiro diz respeito 4 determinagao do menor
valor para a ordem méxima p das derivadas da curvatura e da tor¢do. Os resultados ja
obtidos no caso da TRG [51, 52], podem ser extendidos para as TGT, onde esperamos
que sejam obtidos limites menores do que aqueles da TRG. O segundo é a questio da
determinagio da dlgebra de Lie do grupo das transformacdes afim-isométricas a partir dos
escalares de Cartan, também extendendo os resultados existentes para a TRG [45, 46].
Finalmente, temos a investigacio dos limites de familias de espagos-tempos com torgao,

utilizando os escalares de Cartan [19, 20].



Apéndice A

Variedades de Riemann-Cartan e

fibrados

A.1 Intorducao

Considerando que o formalismo de fibrados constitui o contexto natural para abordar o
problema da equivaléncia, apresentamos neste apéndice alguns resultados sobre fibrados
de referenciais (frame bundles) em variedades de Riemann-Cartan. Este apéndice também
tem a finalidade de estabelecer as convencoes e notacées utilizadas no corpo desta tese,
que sdo iguais s da referéncia [80].

Na segunda segao, apresentamos alguns tépicos sobre variedades de Riemann-Cartan
M, onde discutimos algumas propriedades que estao relacionadas tanto com o problema
da equivaléncia quanto com a definicio dos fibrados. Na terceira e na quarta secio
apresentamos, respectivamente, algumas propriedades do fibrado dos referenciais lineares
B(M) e do fibrado dos referenciais ortogonais generalizados F(M). Em particular, na
quarta secio calculamos as derivadas exteriores e as derivadas de Lie dos escalares de
Cartan, obtidos no capitulo 2. Maiores detalhes podem ser obtidos nas referéncias [14],
[16], [80]-{85] e outras ali citadas. Entretanto, procuramos apresentar os assuntos de

forma que nio seja necessdrio recorrer as referéncias acima.
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A.2 Variedades de Riemann-Cartan

Uma variedade de Riemann-Cartan é uma variedade diferencidvel M, dotada de uma
métrica g,, e de uma conexdo I'%,, que satisfaz a duas condigoes: (1) a conexdo é com-
pativel com a métrica, isto é, a derivada covariante da métrica € identicamente nula
Guvie = 0; (2) 2 conexdo é nio-simétrica, isto é, o tensor de torgao T, = —21,, é dife-
rente de zero. Quando esta segunda condigio ndo for satisfeita, a variedade é denominada
variedade Riemanniana e a conexiio é completamente determinada pela métrica.

Como estamos interessados nas TGT, vamos considerar variedades com dimensao
n = 4 que sao dotadas de métricas Lorentzianas. A menos que seja indicado o contrario, os
indices denotados por letras mintsculas variam de 0 até 3. As letras gregas e latinas estdo
relacionadas, respectivamente, com referenciais lineares e referenciais ortogonais generali-
zados. Utilizaremos a convencio da soma de Einstein, onde somatérios sao representados
por indices repetidos.

Diversos objetos geométricos podem ser definidos na variedade M como, por exemplo,
tensores, formas diferenciais e espinores. Os tensores e as formas diferenciais sdo definidos
utilizando o produto tensorial e o produto exterior a partir do espaco tangente T,(M) e
do espago cotangente T, (M), definidos em um ponto p de M. O espago tangente T,(M)
¢ formado pelos vetores tangentes definidos no ponto p de M, isto €, operadores lineares
v que associam a cada funcio real f definida em M um mimero real v{f]. O espago
cotangente T%(M), também chamado espago dual de T,(M), é formado por 1-formas
diferenciais. Fstas 1-formas sio aplicacdes lineares w que associam a cada vetor v de
T,(M) um nimero real <w,v>. Em qualquer ponto p de M, os espagos T,(M) e T%,(M)
tém a mesma dimensdo que a variedade M.

Geralmente os tensores ¢ 1-formas sio dados, respectivamente, em termos de com-
ponentes em relacio a bases de T,(M) e de T%,(M). Em uma variedade espago-tempo
estas bases sio denominadas, respectivamente, referenciais e co-referenciais. A partir dos
tensores e formas diferenciais, definidos em um ponto p de M, podemos definir campos
de tensores e de formas diferenciais que variam de forma continua em cada ponto de um
sobconjunto U de M. Referenciais e co-referenciais s&o definidos em uma vizinhanga U
de M a partir de campos de vetores {u,} e campos de 1-formas {w"}, que formam em
cada ponto p de U bases de T,(M) e de T%,(M), respectivamente. Eles serdo duais se
< w* ug >= 6%, onde §% & o delta de Kronecker.
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Dado um sitema de coordenadas (U, z), que define coordenadas r* em uma vizinhanca
U de M, podemos definir referenciais e co-referenciais duais através das bases de coorde-
nadas dadas, respectivamente, por

O o e dr”. (A.1)

= dzh

Assim, quaisquer campos de vetores v e 1-formas w definidos em U podem ser expressos
de modo tnico como v = v*d, e WﬂdIﬂ , onde v® e wg 580 08 componentes de v e w,
respectivamente, em relacio as bases de coordenadas.

Um referencial {uq} é chamado de nio-holondmico, se os componentes do objeto de
ndo-holonomia C¥,; definidos pelo comutador [ug, ug]f = (uaus — ugua)[f] = C¥guulf],
para uma funcdo f qualquer, forem diferentes de zero. Neste caso, ndo existe uma escolha
de coordenadas onde o referencial {us} e o seu dual {w®} coincidam com as bases de
coordenadas.

Os referenciais e co-referenciais ndo sdo determinados de modo inico, pois eles sao
definidos a menos de transformacoes lineares ndo-singulares. A partir de dois referenciais
{uo} e {w®} que formam bases duais, por exemplo, podemos definir novos referenciais

duais através de uma mudanga de bases dada por
fg(z) = ua(z)Lg® e WP(z) = (L) ,w*(z), onde L H(LH)* 5 = 0%, (A.2)

onde as matrizes L = (L,®) ¢ L' = ((L7')?,) séo elementos das representagdes do
grupo geral linear GL(4, R) em T,(M) e T",(M), respectivamente. Nesta notacdo estamos
utilizando a seguinie convengdo: o indice contravariante representa as colunas de uma
matriz e o indice covariante as linhas.

As transformacdes de coordenadas também determinam elementos de GL(4, R) dados
por [* = 82" /0% que, juntamente coma sua inversa, atuam nas bases de coordenadas,
nos componentes dos vetores e das 1-formas. Os componentes de u, = u.'9,, por exemplo,
se transformam de acordo com

02 (@) = A (@), (A3)

ub (@) = =

Podemos distinguir entre as transformagoes dadas pelas egs. (A.2)-(A-3) considerando
que nas mudangas de base o grupo GL(4, R) atua a direita, enquanto nas transformacoes

de coordenadas ele atua 3 esquerda, segundo a nossa convengdo para a multiplicacio de
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matrizes. Estes referenciais também sio chamados de referenciais lineares por se trans-
formarem sob a acio do grupo geral linear GL(4, R).

Utilizando o produto escalar definido pela métrica g em cada espago tangente T,(M),
podemos definir um conjunto especial de refenciais, denominados referenciais ortogonais
generalizados. O produto escalar de dois vetores, v = vMu, e 7 = r¥u,, é definido por
g(v,7) = guv*r*, onde g,, = g(u, u,) sdo os componentes da métrica no referencial {u,}.
Quando este produto escalar for igual a zero os vetores sdo ortogonais. Um referencial

ortogonal generalizado é definido pelos campos vetoriais {h,}, dados por
ha = h*@), (A4)

onde os componentes da métrica 7, = g(hq, hs) = Guh by sdo constantes determinadas
pelos elementos de uma matriz simétrica n = (7)), com a assinatura apropriada. O
co-referencial dual do referencial ortogonal generalizado {h,} é definido pelo conjunto de
1-formas {6}, dadas por

g = h“u(:z:)d:v”, (A.5)

que satisfaz as seguintes condi¢oes
h'h®, = 6%, e h”nhb“ =46%. (A.6)

Os componentes dos tensores com relagio a um referencial ortogonal generalizado
sdo escalares, isto é, invariantes sob transformacbes de coordenadas. Os componentes
T2 de um tensor em um referencial ortogonal generalizado estdo relacionados com os

componentes T# em coordenadas de acordo com
T = h R, T e TS = h° b T, (A.7)

Os referenciais ortogonais generalizados também nao sdo determinados de modo unico,
pois existem transformagoes lineares nio singulares que preservam o produto escalar de-
finido pela métrica. Estas transformagdes formam um subgrupo do grupo general linear
GL(4,R) que denomimamos de grupo oriogonal generalizado O(4) [41]. Consideremos
o0s referenciais ortogonais generalizados {hs} e {#*} que formam bases duais. Eles se

transformam sob o grupo O(4) de acordo com

hy = A, ®hy e 8= (A7) 8% onde (A7)* A, °=§,° (A.8)
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As matrizes A = (A, %) e A™! = ((A~')® ) sdo, respectivamente, elementos das repre-
sentactes do grupo ortogonal generalizado O(4) em T,(M) e T%(M). Estas matrizes

satisfazem as seguintes condigoes
T = A Tea A (A.9)

Uma transformagio ortogonal generalizada local, definida em um subconjunto aberto U
de M, é uma aplicacdo diferencidvel A : U — O(4), que determina uma transformagio
ortogonal generalizada A(p) em cada ponto p de U.

As representacoes dos grupos GL(4, R) e O(4) sao distingunidas entre si por dois con-
juntos de indices, aqueles relacionados com GL(4, R) séo indicados por letras gregas
minisculas, e aqueles relacionados com O(4) sdo indicados por letras latinas minisculas.

A partir da conexiio podemos definir os conceitos de transporte paralelo e derivada
covariante. A conexdo pode ser definida, em cada ponto p de M, pela 1-formal : T,(M) -
G com valores na 4lgebra de Lie G do grupo geral linear GL{4, R), isto é, no conjunto das
matrizes 4 x 4 [83]. Dada uma base de G, a conexdo pode ser expressa em um sistema
de coordenadas z# através do conjunto de 1-formas com valores reais I', = IV, ,dz”, que
se transformam de acordo com I, = L*;T'4 L ® + L4dL,f. Em um referencial ortogonal

generalizado h, = h,*8,, a conexdo fica expressa pelas 1-formas
w'y = Yppdz’, (A.10)
cujos coeficientes %, se transformam de acordo com
You = Aac’chpAbd + A% By (A.11)
Estes coeficientes estdo relacionados com I™,, através das equagoes
Vou = % (8uhy® + 9, 0%, (A.12)

Utilizando a conexdo podemos definir a derivada covariante. Para um campo vetorial
v, por exemplo, com componentes v* em um referencial ortogonal generalizado {h,}, as

derivadas covariantes sdo definidas por
Vv = v* 5 = 0%y + 7 V" (A.13)
onde v*° " é a derivada de v® na direcao do vetor h; definida por

r® 1) = hb"ap'v“. (A14)
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Como a conexao é ndo-simétrica, devemos identificar qual das duas maneiras de definir a
derivada covariante é utilizada, isto é, qual é o indice da conexdo utilizado na contracio
com o vetor ns eq. (A.13).

Comprimentos (e angulos) sdo preservados sob transporte paralelo em uma variedade
de Riemann-Cartan, uma vez que a conexao é compativel com a métrica. Em um refe-
rencial ortogonal generalizado, a condicio necessdria e suficiente para uma conexao ser
compativel com a métrica é dada por V. fay = Mabie = 7lable — Vacb — Yoelan = 0, isto
é, a derivada covariante da métrica deve ser igual a zero. Como 0s componentes 7, 530

constantes, esta condicio se reduz a
Ny + TonwWy = Wap + Whe = 0. (A.15)

Isto significa que a conexdo w® é uma 1-forma w : 7,(M) — # com valores na algébra de
Lie 4 do grupo ortogonal generalizado O(4), isto €, o conjunto das matrizes que satisfazem
3s eqs. (A.15) acima [85)].

A conexdo e a curvatura de uma variedade de Riemann-Cartan podem ser determina-
das a partir da métrica e da torcdo através das equagtes de estrutura de Cartan. Sejam
dados um co-referencial ortogonal generalizado {6°} (isto é, uma métrica) e uma torcao

definida pela 2-forma

1
T" = 5T90 A6, onde TG =-T%. (A.16)

Neste caso, além dos 16 componentes k%, dos co-referenciais 6* = h¢,dz*, também preci-
samos especificar os 24 componentes independentes da tor¢ao.
A partir destes dados podemos determinar os componentes da conexio e da curvatura,

utilizando as equacoes de estrutura de Cartan dadas por
do* = —uw A0+ T%, (A.17)
dw® = —w’ AW+ R%, (A.18)
onde w% é a 1-forma conexio definida pela eq. (A.10), T* é a 2-forma torgao definida
acima e R% é a 2-forma curvatura definida por
R, = %HMHC A@%, onde R ,=-R%,. (A.19)

Definindo Raped = Tan R e, Obtemos também as simetrias Ropeqd = —Rpode, a partir da
segunda equagio de estrutura de Cartan dada pela eq. (A.18) e da condigdo de metricidade

dada pela eq. (A.15). Portanto, a curvatura tem 36 componentes independentes.
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A torcdo é decomposta em trés partes irredutiveis: o trago e o pseudo-trago, cada um
com 4 componentes, e o tensor de Lanczos da tor¢ao com 16 componentes. Consideremos
os componentes da tor¢io 7%, em um referencial ortogonal generalizado e os componentes

do dual da tor¢do definido por

a 1 G
™5 - 9 e Tty (A.25)

onde 7™ é o pseudo-tensor totalmente anti-simétrico com 7% = 1/,/—det(na). O

traco e o pseudo-trago da tor¢io £io definidos, respectivamente, por

T, =T,

‘n € Pa=T".. (A.26)
O tensor de Lanczos da torgdo L%, é a parte irredutivel restante, isto €, a parte sem

trago e sem pseudo-trago, que tem as seguintes propriedades
L™, =0e L*", =0 (L =0). (A.27)

Este tensor recebe este nome porque tem as mesmas simetrias que o tensor de Lanczos
da TRG, que atua como um potencial para o tensor de Weyl da TRG {61, 88]. Reunindo

estas trés partes, a decomposi¢ao da tor¢io fica dada por

1 1
be = L%+ 3 (6°%Te — 6°.T) — 3 7" peFn - (A.28)

A curvatura é decomposta em seis partes irredutiveis. Quando a tor¢do for nula,
trés delas também sdo identicamente nulas e as outras trés coincidirdo com as partes
irredutiveis da curvatura da variedade Riemanniana resultante. Podemos realizar esta

decomposi¢do a partir dos componentes R%, ; do tensor de curvatura e dos componentes

*a 1

do dual do tensor de curvatura, dados em um referencial ortogonal generalizado. Calcu-
lando o traco de cada um destes tensores obtemos o tensor de Ricci e o pseudo-tensor de

Ricci definidos, respectivamente, por
Rﬂb = anﬁ e -de = *nanb - (A.SO)
A partir destes tracos cinco partes irredutiveis da curvatura podem ser obtidas, a saber:

o escalar de curvatura R = 7°°Rg, 0 pseudo-escalar de curvatura P = n® Py, a parte

anti-simétrica do tensor de Ricci

1
Agh = Rigy) = 2 (Bas — Rea), (A.31)
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e as partes sem trago de R, e de Fiq) definidas, respectivamente, por

1 1
Sab = R(ab) — Z?}@R e Qab = P(ab) - Zﬂabp. (A.32)

Resta apenas obter as partes sem trago e sem pseudo-trago do tensor de curvatura. A

parte sem traco tem as mesmas simetrias que R%,, e ¢é definida pelo tensor

1 1
Wabed = Raped — §(TIGCRbd — Tad R — ﬂbcRad + ledRac) + E(Tlacnbd - nadnbc)R: (A33)

que denominamos tensor de Weyl, pois este tensor coincide com o tensor de Weyl da TRG
quando a tor¢ao é mila.
Embora o trago do tensor de Weyl seja nulo W*_ , = 0, 0 mesmo nao ocorre com 0

seu pseudo-trago que é dado por
W*ﬂanb = Fop — A*ab ’ (A34)

onde P,, é o pseudo-tensor de Ricci e A,y é a parte anti-simétrica do tensor de Ricei
definidos pelas egs. (A.30) e (A.31), respectivamente.

Utilizando a expressdo para o pseudo-traco do tensor de Weyl dada pela eq. (A.36),
podemos mostra que a parte anti-simétrica do tensor de Ricci esta relacionada com a

parte anti-simétrica do pseudo-tensor de Ricci de acordo com
P [ab] = A'ab’ (A‘35)

pois calculando o dual da eq. (A.34) obtemos P%, = —A,;, tendo em vista que W7, = 0.

Decompondo em partes irredutives os componentes do pseudo-trago do tensor de Weyl
dados pela eq. (A.34) e substituindo na eq. (A.35), obtemos que o pseudo-trago do tensor
de Weyl coincide com a parte simétrica do pseudo-tensor de Ricci, sendo dado por

1
Wmanb = P(Gb) = Qab + Z P. (A36)

Como o tensor de Weyl tem um pseudo-trago néo nulo, podemos decompor ¢ dual do

tensor de Weyl em partes irredutiveis de acordo com

. 1 1
* ved = Cranea+ = (MacPoa) — MaaProc) — e Poa) + M Plac)) — 5 (ﬂa_cﬂbd — YadTee) P, (A.37)

2
onde C*,, ; ¢ 0 dual da parte sem pseudo-trago do tensor de Weyl, isto é, a parte sem
trago e sem pseudo-trago da curvatura. Calculando o dual da eq. (A.37) acima, obtemos

a sexta e dltima parte irredutivel da curvatura que é definida por

1 1
Catea = Wased + 5 [ 7" aaPpm) — M easPlany | + 1g Tlabed P, (A.38)
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que denominamos tensor de Weyl-Carlan. Este tensor serd nulo, quando a torcao for
igual a zero. O tensor de Weyl-Cartan tem as mesmas simetrias que o tensor de Weyl da
TRG, dadas por

cm

[}

nb — 0 e = (C[abc}d = 0) . (A39)

anb =
Os componentes das parte irredutiveis da curvatura e da torciao estdo relacionados
entre si pelas identidades de Ricci e de Bianchi, como veremos a seguir. Em geral os
componentes das derivadas covariantes de um tensor qualquer em um referencial ortogonal
generalizado nio sdo todos independentes entre si.
Consideremos, por exemplo, um campo vetorial v®. Utilizando a eq. (A.22) e a de-
finicdo de derivada covariante dada pela eq. (A.13), obtemos que as derivadas covariantes

de primeira ordem de v* estdo relacionadas pelas 6 equacGes
Va'vb - Vb'va ES _(C"Gb + T"ab)vn, (A40)

onde C*, e T™, 530, respectivamente, os componentes do objeto de nao-holonomia e da
torcio. Portanto, apenas 10 dos 16 componertes de V,v; sio independentes entre si. As
derivadas de ordens superiorores estio relacionadas entre si pelas identidades de Ricci.

Considerando um tensor v%, por exemplo, estas identidades sdo dadas por
(Vch - Vdvc)'unb = Raﬂdvnb - R"bcdv“n - T"cdvnv“b . (A41)

Assim, se em lugar de v% tivermos as derivadas covariante de ordem n de um tensor
qualquer, obtemos que os componentes das derivadas covariantes de ordem (n + 2) desse
tensor estao relacionadas tanto entre si quanto com os componentes da curvatura, da
torcdo e das derivadas covariantes de ordem (n + 1).

Enquanto as identidades de Ricci podem ser obtidas com relagio a qualquer tensor, as
identidades de Bianchi relacionam apenas a curvatura com a tor¢do, pois determinam as
condi¢des de integrabilidade das equacbes de estrutura de Cartan. Estas identidades nos
mostram que as derivadas covariantes de primeira ordem, tanto da curvatura quanto da
torcdio, est3o algebricamente relacionadas com os compontentes da torgdo e da curvatura.

O primeiro conjunto das identidades de Bianchi é obtido igualando a zero a derivada
exterior da primeira equacdo de estrutura de Cartan dada pela eq. (A.17). Seguindo este
procedimento, obtemos que R% A #° — dT® — w% A T® = 0. Em um referencial ortogonal

generalizado estas indentidades tém os seguintes componentes
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Utilizando os duais dos tensores de curvatura e de torgdo definidos pelas eq. (A.25) e
eq. (A.29), respectivamente, podemos expressar os componentes da eq.(A.42} acima de
acordo com

R =V, + T, T (A.43)

a al

O segundo conjunto de identidades de Bianchi é obtido a partir da segunda equagio de
estrutura de Cartan dada pela eq. (A.18), sendo dado por dR® +w® AR, —wH AR, = 0.
Os componentes destas equagoes, em relagdo a um referencial ortogonal generalizado, sao
dados por

Ryegie) + BoonpeT ey = 0 (A.44)

que, utilizando os duais dos tensores de curvatura e de torgio, também podem ser escritos

COoIno
VR oy + BT g = 0. (A.45)

Concluimos a segdo sobre variedades de Riemann-Cartan, definindo nio sé aplicagoes
entre variedades, mas também as aplicagoes derivadas e as aplicacdes derivadas adjuntas
que relacionam, respectivamente, os vetores e as 1-formas definidos nestas variedades.

Sejam M e M duas variedades diferencidveis e seja ¢ : M — M uma aplicacio
diferenciavel. A aplicacio derivada de ¢, em um ponto p de M, é uma aplicagio linear
. : T,(M) = Ty (M) que associa um vetor v, de Tp(M) com um vetor (¢,v)y(y de
Typy (M), definido por

(Be0)olf] = wlf o 4], (A.46)

onde f é uma fungdo real qualquer, definpida em M. A aplicacio adjunta da derivada de
¢ é uma aplicacio de 1-formas, induzida por ¢ em um ponto ¢(p) de $(M), definida pela
aplicagéo linear ¢* : T, (M) — T*%,(M), que aplica a 1-forma w de T, (M) na 1-forma
(¢"w) definida em 7%, (M) por

< (p*w),v>p = <w, (¢*v) > ¢(p) s (A.47)

para um vetor v quaisquer definido em T,(M}. Considerando uma fungdo f como uma

0-forma, temos ¢* f = fo¢. Quando ¢ é um difeomorfismo podemos definir uma aplicagio

que atua em tensores mistos, utilizando ¢—1* que atua no mesmo sentido que ¢, [80].
Com estes resultados completamos a segdo sobre variedades de Riemann-Cartan. A

seguir, tendo uma variedade de Riemann-Cartan M como variedade base, vamos definir
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o fibrado dos referenciais lineares B(M) e o fibrado dos referenciais ortogonais generali-
zados F(M), apresentando algumas propriedades dos mesmos que sio relevantes para a

discussdao do problema da equivaléncia.

A.3 O fibrado dos referenciais lineares

A primeira abordagem do problema da equivaléncia traz subjacente o conceito de fibrado
dos referenciais lineares B(M), pois é formulada utilizando bases de coordenadas[49].
Esta abordagem foi abandonada em favor do método de Cartan, que utiliza o fibrado
dos referenciais ortogonais generalizados F(M). Entretanto, como F(M) é um subfibrado
de B(M), apresentaremos alguns resultados sobre B(M) que s8o importantes para a
realizacio de diversos cdlculos sobre o problema da equivaléncia.

O fibrado dos referenciais sobre uma variedade de Riemann-Cartan M é uma variedade
diferenciavel definida no conjunto B(M) = UpemGp, onde G, é o conjunto de todos os
referenciais u = {u,} definidos no ponto p de M, isto é, o conjunto de todas as bases de
T,(M). Podemos determinar o ponto de M onde um referencial  de B (M) estd definido
através a projecio m : B(M) — M, que aplica cada referencial v de B(M) no ponto
m(u) = p de M onde o referencial u est4 definido. Por esta razdo, M é denominada
variedade base e o fibrado B(M) é dito ser definido sobre M.

Usando a projecio m podemos determinar, para cada ponto p de M, uma subvariedade
7~(p) de B(M) denominada fibra sobre o ponto p, definida no conjunto G, de todos os
referenciais definidos em T,(M). Portanto, podemos nos referir a B(M) como um feixe
de fibras ("fiber bundle”), isto é, um fibrado definido sobre a variedade M.

A projecio 7 também nos permite definir uma segdo local de B(M) sobre uma vi-
zinhanca U de M. Esta secio é de uma aplicagio diferencidvel o : U — B(M), onde
n(o(p)) = p para todo p de U, isto é, m o 0 = idy. Devido a esta condicdo, cada ponto
p de U é associado com um elemento o(p) = {u,} de B(M) pertencente & fibra 7 1(p)
sobre p, isto é, uma base de T,(M). Portanto, corresponde & defini¢do de um referencial
linear local em uma vizinhanca U de M.

A partir de um sistema de coordenadas z* em uma vizinhanca U de M, podemos
definir coordenadas em 7~ (U) através do difeomorfismo & : 771 (U) = U x GL(4, R) que

aplica um ponto u = {u,} em ®(u) = (p,U), onde p = 7{u) e U é a matriz ndo-singular
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formada pelos componentes de u, = u, 0, na base de coordenadas. As coordenadas de
u sdo definidas por (y*,u.”), onde y* = z* o 7 sdo as coordenadas do ponto p e u,” sdo
os elementos da matriz Y. Podemos dizer que estas coordenadas determinam, respecti-
vamente, a posicio e a orientacdo do referencial u em relagio ao sistema de coordenadas
z*. Neste caso, dizemos que o fibrado B(M) é localmente trivial, pois admite uma trivia-
lizagdo local entre 7~ 1(U) e o produto cartesiano U x GL{4, R} dada pelo difeomorfismo
®. Esta propriedade nos permite concluir que, para uma variedade com dimensao n, a
dimensdo de B(M) é igual a n+n? = n(n+1), onde n? é a dimenséo do grupo GL(n, R).

O difeomorfismo ¢ definido em 7~ '(U) é tal que, em cada ponto p de U, temos
7(®~(p,U)} = p para todo elemento U do grupo GL(4, R). Devido a esta propriedade,
existe um difeomorfismo ¢, : 7~'(p) —» GL(4, R) que associa cada referencial linear u
definido no ponto p, isto é, cada elemento da fibra 7~ (p), com um elemento ¢,(u) =
U do grupo GL{4,R). Em particular o referencial definido pela base de coordenadas
{5Z(p)} estd associado ao elemento identidade I = (¢%,) de GL(4, R). O grupo GL(4, R}
é denominado fibra tipica de B(M), pois as fibras 7' (p) sobre os pontos p de U sio
diferentes cépias de GL{4, R).

Como o difeomorfismo ¢, ndo é candnico, pois depende do sistema de coordenada {2},
n#o existe nenhuma estrutura de grupo que seja natural em 7~ *(p). Se duas vizinhancas
de coordenadas UV e U’ em M sao tais que U N U/' # @, entdo qualquer ponto p de
UNU' a fibra n~!(p) é identificada com o grupo GL(4, R) de duas maneiras: através
de ¢y e de ¢}. A junciio entre estas identificagdes é realizada através das funcbes de
transicio 7(p) = ¢} o ¢;' : GL(4,R) = GL(4,R). Portanto, as trivializacdes locais
® e @ estio relacionadas por uma aplicacdo diferencidvel 7 : U NU' — GL(4, R) tal
que & (p,U') = &} (p, T (p)U). A topologia de B(M) é determinada pelas distorcdes e
rotaches que ocorrem nas fibras 7~(p) através dessas juncdes. Por esta razao, GL(4, R)
é denominado grupo de estrutura do fibrado.

A partir destes resultados podemos considerar B(M) como sendo formado pela va-
riedade M com uma cépia do grupo GL(4, R} em cada ponto de M de tal forma que,
apenas localmente os pontos de M podem ser separados das cdpias de GL(4, R). Dize-
mos que o fibrado é trivial quando esta separagao é global. Neste caso, podemos escrever
B(M) = M x GL(4, R), pois a variedade M pode ser identificada com a subvariedade de
B(M) definida por ®*(p,I), onde I é o elemento identidade de GL(4, R).
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Como vimos ha se¢io anterior, existe uma liberdade de tansformagio dos referenciais ¢
co-referenciais definidos em M que é determinada pela a¢io do grupo GL{4, R). Do ponto
de vista do fibrado, uma transformacio de coordenadas corresponde a uma mudanca
de trivializagdo local, realizada através das fungGes de transicio {onde o grupo atuva &
esquerda). Por outro lado, uma mudanca de base corresponde uma agdo do grupo de
estrutura D : GL(4, R) x B(M) v B(M) sobre o fibrado. Esta acio define, para cada
elemento L de GL(4, R), uma transformacao do fibrado Dy, : B(M) s B(M) de acordo
com u' = Dg(u) = uL = & 1(p,UL), isto €, através de uma acio & direita de GL(4, R)
dada por v, = u, L *, de acordo com a nossa convencio para a multiplicagio de matrizes.

A agio do grupo de estrutura sobre B(M) é independente da trivializagio local, pois
comuta com a acio i esquerda. Em cada ponto u do fibrado temos 7(ul) = 7(u), onde L
¢ um elemento qualquer de G L(4, R); portanto, a acio & direita de GL{4, R) em 7~ 1(p) é
transitiva, pois para quaisquer elementos u e v da fibra 7—!(p) existe um elemento L de
GL(4,R) tal que v = ulL [16]. Assim, dado um referencial u tal que p = 7(u), podemos
construir a fibra 771(p) de acordo com 7 !(p) = {uL| L € GL(4,R)}.

A acdo 3 direita do grupo GL(4, R) também ¢ livre, isto é, se uL = u em algum
ponto u de B(M), entdo L deve ser o elemento identidade I de GL(4, R) [16]. Portanto,
a liberdade de transformacio dos referenciais existente em M é perdida em B(M), pois
tanto a posicao quanto a orientacio de cada referencial sdo fixadas em B(M). Isto significa
que o difeomorfismo ¢, ¢ tal que ¢,(Dr(z)) = @p(ul) = ¢p{u)Ll = UL e que a agio do
grupo 3 direita preserva as fibras, isto é, para todo L em GL{4, R) temos 7o Dy, = 7.

Como B(M) é uma variedade diferencidvel, em cada ponto u» de B(M) podem ser
definidos o espago tangente T, {F') e o espago cotangente T (F'). A partir de um sistema
de coordenadas {y*,u} em 7~*(U), onde U é uma vizinhanca de coordenadas em M,

podemos definir as bases de coordenadas duais

d d
p [
{Byl" : a"} e {dy*, duf}, (A.48)
onde as seguintes relacdes sao satisfeitas
o o
71 — Ak f_ 7 = o .0‘ .
<dy By >= &, e <duwf, e > = 6457, (A.49)

Portanto, podemos expressar qualquer vetor tangente v ou 1-forma w definidos em B(M)

em termos das bases de coordenadas, respectivamente, de acordo com

e w=w,dy"+ w“ﬁduf . (A.50)
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Além das bases de coordenadas, existe uma base do espago cotangente 1% (F') que é
independente de coordenadas e que é definida de modo tinico em todo ponto u de B(M).
Esta base é definida pelas 1-formas {©¥, 2%}, onde ©¥ sdo as 1-formas candnicas e X%
sdo as 1-formas da conexdo de B(M) [14, 16]. Utilizando um sistema de coordenadas
(y*,u,”) estas I-formas podem ser definidas da seguinte maneira (14, 16]: as 1-formas da
conexiio X% de B(M) sio definidas a partir das 1-formas ['4, = T*¥,,dz* da conexdo de

M expressa nas coordenadas {z*}, de acordo com
2% = uldug +u%(T%,5 0 w)uﬁ"dy’\; (A.51)
e as 1-formas canénicas sao definidas por
0% = u, dy", (A.52)

onde U~ = (u®) é o elemento de GL(4, R) definido pela matriz inversa de U = (uy’),

que satisfaz as seguintes relacées
ulufy =5% e u“ﬁu,ﬁ = ¢* . (A.53)

O espaco tangente T, (F) tem um subespaco V,(F) denominado subespago vertical,
que é determinado de modo fnico através da agdo 3 direita do grupo GL(4, R) em B(M).
O subespago vertical V, (F') ¢ definido, em cada ponto u de B(M), pelos vetores tangentes
4 fibra 7~!(p) sobre o ponto p = n(u) de M (16, 83]. Podemos definir bases duais dos
subespagos V,(F) e V% (F) em termos das coordenadas de acordo com {%} e {dug'},
ou entfio utilizando os campos de vetores fundamentais e os campos de 1-formas dados

por [16]

u 0
Ouo’

Entretanto, sdo as 1-formas da conexdo Y% que sao normalmente utilizadas como base

Ll =u e FYh=udug. (A.54)
dual dos campos de vetores fundamentais £, tendo em vista a eq. (A.51) e as relagbes
dadas pelas egs. (A.49), isto é, definem uma base do subespago cotangente vertical V3, (F)
em todo ponto u de B(M).

O espago tangente T, (F') pode ser representado por uma soma direta
T, (F) = Vu(F) & H,(F) (A.55)

através da escolha de um subespaco suplementar H,(F) do subespago vertical V,,(F), de-

nominado subespago horizontal. Apesar da estrutura do fibrado determinar o subespaco
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vertical V,,(F) de uma maneira tnica, ndo existe nenbum procedimento canonico seme-
lhante para determinar o subespago horizontal H,(F), a nao ser que B(M) seja dotado
de uma conexao.

O subespaco horizontal H,(F) é formado pelos vetores tangentes 3s curvas h(f) em
B(M), cujas projegoes (t) = m(h(t)) na variedade base M sio curvas onde os referenciais
u = {u,} sdo transportados paralelamente ao longo de cada uma delas. As curvas h(t)
sao denominadas curvas horizontais [16]. Esta definicio pode ser reformulada em termos

das 1-formas ¥.% da conexdo de B(M) de acordo com
H (F)={v e T,(F)| <X%,v>=0}, (A.56)

tendo em vista que as 1-formas X% definem uma base do subespago cotangente vertical.
Utilizando as egs. (A.50)—(A.51} que definem, respectivamente, os componentes de um
vetor v e das 1-formas X% na base de coordenadas, obtemos as seguintes condigoes <
e, v> = u%, (v + (T%,, om)ug'v*) = 0, que devem ser satisfeitas por qualquer vetor v
horizontal. Utilizando as condigoes dadas pelas egs. (A.53), obtemos que os componentes

de um vetor horizontal v sao tais que
vy = —([¥, 0 w)uﬁ”v". (A.57)

Substutuindo (A.57) em (A.50), obtemos que o vetor v é dado por v = v*D,, onde os

vetores
(A.58)

- (Fuw\ °© ﬂ-)‘u’,ﬁy auﬁu

definem uma base para o subespaco horizontal. Entretanto, em muitos casos, é mais

conveniente utilizar a base independente de coordenadas dada por
Do=ulD,. (A.59)

A base dual destes vetores no subespago cotangente horizontal é dada pelas 1-formas
candnicas ©F, definidas pelas egs. (A.52).

Podemos resumir todos estes resultados dizendo que as bases horizontal-vertical de
T.(F) e T*,(F) dadas, respectivamente, por {Dg, L’} € {8%,E%}, sdo independentes de

coordenadas e satisfazemn s seguintes relacoes (bases duais)

<TG LE> = 8%, (A.60)
< ea,Dﬁ > = 6[79 . (A.Gl)
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Neste caso, qualquer vetor tangente v e 1-forma w definidos em B(M) podem ser expressos

em termos das bases horizontal-vertical de forma tnica de acordo com
v=v"D, +v%LS e w=w,0"+ w AT . (A.62)

A partir da conexdo X% podemos definir os tensores de curvatura e torcao do fi-
brado B(M), através das equagdes de estrutura de Cartan. Entretanto, deixaremos para
desenvolver este tépico na préxima se¢ao, quando discutimos o fibrado dos referenciais

ortogonais generalizados O(M), que é um subfibrado de B(M).

A.4 O fibrado dos referenciais ortogonais generali-
zados

Esta seciio contém uma breve apresenta¢io do fibrado dos referenciais ortogonais genera-
lizados, com énfase nas propriedades que sdo utilizadas na obtengao, ndo sé da solucio do
problema da equivaléncia de variedades de Riemann-Cartan, como também da dimenséo
do grupo das tansformagdes afim-isométricas a partir dos escalares de Cartan.

Como a variedade de Riemann-Cartan M é dotada de uma métrica, existe um sub-
conjunto de B(M) formado pelos referenciais ortogonais generalizados, definidos a menos
de transformacdes do grupo ortogonal generalizado O(4), que constitui um subgrupo de
GL(4, R). O conjunto destes referenciais forma o fibrado F(M) dos referenciais ortogo-
nais generalizados que é um subfibrado de B(M), obtido através da redugao do grupo de
estrutura de B(M) para o subgrupe O(4) de GL(4, R) [14].

O fibrado dos referenciais ortogonais generalizados sobre uma variedade de Riemann-
Cartan M é uma variedade diferencidvel F(M) definida no conjunto F(M) = Upepm Fp,
onde F,, é o conjunto de todos os referenciais ortogonais generalizados w = {h,} definidos

no ponto p de M, isto é, no subconjunto de B(M) definido por
F(M) = {w € B(M)| g(h,, b} — 1y = 0}, (A.63)

onde 7, é uma matriz simétrica, com a assinatura apropriada. Podemos determinar o
ponto de M onde um referencial w de F(M) est4 definido através da restrigao da projegdo
7 de B(M) paraw : F(M) — M, que aplica cada referencial w de F(M) no ponto 7(u)=p

de M onde o referencial w estd definido.
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Uma, segdo local no fibrado dos referenciais ortogonais generalizados F(M) é uma
aplicagio diferencidvel o : U v+ F(M) de um subconjunto aberto U de M em F(M) tal
que w o ¢ = idy, onde idys € a aplicacdo identidade em M e 7w é a projegdo de F(M).
Do ponto de vista de M, uma seciic de F(M) sobre U consiste em associar a cada ponto
p de U um tinico referencial ortogonal generalizado o(p) = {h;} da fibra 7—(p) sobre p,
definindo um referencial ortogonal generalizado local em U.

Existe uma, correspondéncia biunivoca entre as se¢oes locals e as trivializagoes definidas
sobre um mesmo subconjunto U da variedade base M [83]. Associada a cada segéo local
o : U+ F(M) existe uma trivializagio local ® : #=}(U) — U x O(4) definida por
®(w) = (p,A), onde p = n(w) e A é o {inico elemento de O(4) tal que w = o(p)A, para
todo w em 7~ (U). Nesta trivializagdo local, denominada trivializagao local candnica, a
se¢do o fica dada por o(p) = ®(p, I), onde I = (¢',) é o elemento identidade de O(4), para
todo p em U7. Reciprocamente, esta tltima expressio pode ser utilizada para definir uma,
secao local a partir da trivializacao [83). Esta propriedade nos permite concluir que, para
ums, variedade com dimensao n, a dimensio de F(M) é igual a ;n(n+ 1), onde 3n(n —1)
¢ s dimensao do grupo O(n).

A partir de um sistema de coordenadas z# definido em uma vizinhanca U de M e de

uma se¢ao local ¢ : U w3+ F(M) dada por o(p) = {hi(p)}, onde

o) = b () 5 (A.64)

podemos seguir o procedimento apresentado em [83] para definir coordenadas em 7' (U)
utilizando a trivializagio local canénica @ : 7~ 1(U) w U x O(4), associada & secdo o.
Através desta trivializacio cada ponto w = {e;} de #71(U) é aplicado em ®(w) = (p, A),
onde p = 7w(u) e A é o elemento da representagao de O(4) em T,(M), de acordo com
w = a(p)A, isto é,
e: = A hj. (A.65)
As coordenadas de w sio definidas por (y*, £4), onde y* = z* o 7 sao as coordenadas do
ponto p e £* (A= 1,...,6) sdo os pardmetros do grupo O(4) que determinam de modo
finico o elemento A = (A,7(£)). Como ocorre em B{M), aqui também podemos dizer
que as coordenadas (y*) e (£4) determinam, respectivamente, a posigio e a orientacio do
referencial ortogonal generalizado w em relagdo a0 sistema de coordenadas z*.
Entretanto, como F'(M) é uma subvariedade de B(M), também podemos utilizar a

trivializacdo candnica associada a secio local o para representar cada ponto w = {e;} de
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F(M) em termos das coordenadas (y, h;*) de B(M) utilizando as relagdes

8 8
B — _ v
€ =€ P —A’h Ajhaau’

(A.66)

onde as coordenadas ¢, de B(M) so parametrizadas pelas coordenadas (y, ) de F(M)
de acordo com

e’ 4,€) = A7 (Oh W) (A.67)
e satisfazem s equacdes ¢;"e;"gu, = 7;; que definem os pontos da snbvariedade F'(M).
Utilizando o co-referencial {#7} dual da se¢do o (p) = {hi(p)} dada pela eq. (A.64), definido

por
¢ = b (z)dz”, (A.68)

em todo ponto de U, podemos definir a matriz inversa de ¢;* de acordo com
¢, (1,) = N (OW, ), (A.69)

de modo a satisfazer as condigoes

i
e,,J

=8, e ¢ e =6, (A.70)

Nos calculos realizados nas referécias [44] e [46], estd implicita uma descri¢io do fibrado
F(M) em termos das coordenadas de B(M), de acordo com resultados apresentados
acima.

A partir das coordenadas (y*, £4) de F/(M) podemos definir bases duais para os espagos

tangente Ty, (O) e cotangente 7%,(O) em um ponto w de O(M) dadas, respectivamente,

por
B
(g g © ", de?), (A1)
que satisfazem as seguintes relagoes
<dy,d/oy* >=¢8, e < deP,8/9¢® >=46%. (A.72)

As condicies de compatibilidade entre a métrica e a conexao sao definidas L variedade
base M pelas egs. (A.15). No contexto do fibrado F(M), estas condiges significam que,
para todo ponto u = w = (¥, ¢;,*) de F(M), o subespaco horizontal H,(F) ests contido
em T,,(F), isto é, que a conexdio L' tem valores na 4lgebra de Lie # de F'(M) [14, 89].
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Neste caso, obtemos que as restricies da conexdo e da 1-forma canénica de B(M) para o

subfibrado F(M) ficam dadas, respectivamente, por

o= el def + € Tk dy, (A.73)

J

e = ¢, dy", (A.74
]

onde €, ¢ e;” sd0 as coordenadas de B(M) parametrizadas pelas coordenadas de F(M )
de acordo com a eq. (A.67) e a eq. (A.69), respectivamente. Podemos facilmente verificar
que 73X¥; + ;2% = Ly + ;5 = 0, isto 6, %;; pertence & 4lgebra de Lie de F(M).
Como os fibrados B(M) e F(M) sio variedades dotadas de conex&o, podemos utilizar
a base ndo-holonomica {X¢;, 6} de T,,(F), definida pelas 1-formas candonicas 6* e pelas
1-formas T ; da conexao, para determinar a curvatura e a conexao através das equagdes

de estrutura de Cartan para O(M) dadas por [14]

de® = %% A 6° + 7%, (A.75)
dx = =% AT® + 4, (A.76)

onde a torgdo e a curvatura de O(M) sdo definidas, respectivamente, pelas 2-formas

¢ = %T“bc(:c, £)6° A 6°, (A.77)
Qo = %Q“M(z, £)0° A O (A.78)

Os componentes da torgdo e da curvatura satisfazem, respectivamente, as seguintes rela-
goes 7%, = —T% e Q% ;= —Q%;..

Formas diferenciais definidas em F(M) podem ser projetadas sobre a variedade base
M, utilizando a aplicagdo derivada de uma se¢do local. Dessa forma, podemos obter as
formas diferenciais definidas em M que correspondem s 1-formas candnicas 8¢ e 1-formas
i, da conexio, bem como as 2-formas curvatura '; e torgdo 7* de F'(M).

Estes resultados podem ser obtidos de uma maneira simples em termos das coorde-
nadas {y*, £} definidas a partir da trivializagio candnica associada & uma segio local
o : U+~ F(M), definida sobre uma vizinhanga de coordenadas U de M. Utilizando estas
coordenadas obtemos, para todo ponto p de U, que o(p) = (y*, 8';), isto &, A = (&';) coin-
cide com a identidade de O(4) [83). Neste caso, considerando as eq. (A.67) e eq. (A.69),

as coordenadas de B(M) correspondentes ficam dadas por

e (o(p) = h* e €,(o(p)) =F,. (A.79)
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Inicialmente, vamos expressar as 1-formas X*; da conexdo e as 1-formas candnicas o
de F(M), em fungdo das bases duais o(p) = {h;} e 67 e da conexdo v*; de M definida
pela eq. (A.10) em relagio a estas bases. Para obtermos estes resultados precisamos,
incialmente, substituir a eq. (A.67) e a eq. (A.69) nas egs. (A.73)-(A.74). Finalmente,
utilizando as eq. (A.68) e eq. (A.12), obtemos as relagoes

6 = e dy*=(A",For, (A.80)
Ei i = Sle(‘E)d‘EA + Eiju(yv g)dylu) (A'Sl)

3

onde os componentes ¥*;, sio dados por

. . De.™ )
Y= ela[ﬁ + (Faﬁu © ’”)ejﬁ] = (A_l)‘k(”fknu ° W)Aj": (A.82)

e os componentes X*; 4 sdo dados por

i ; Oe” a0y 1y OAS
EjA—_'-eaagAzej a§A=(A l)lkaé'-:"i' (A83)

Obtemos as projegdes em M das 1-formas canonicas e das 1-formas da conexéo de
F{M), utilizando a eq. (A.80) ¢ a eq. (A.81), que sao dadas por [14, 85]

o*%; =, (A.84)
ot =, (A.85)

onde 0* é a adjunta da aplicacio derivada de o ¢ +'; sio as 1-formas conexdio de M,
definidas pela eq. (A.10).

As 2-formas torcio e curvatura de F(M) também podem ser expressas em funcio das
2-formas torcio e curvatura de M, utilizando a trivializagio candnica associada a segéo
local o. Para tanto, substituimos a eq. (A.81) e a eq. (A.80) nas equagdes de estrutura de
Cartan do fibrado F{M) dadas pelas egs. (A.75)—(A.76), obtendo

7= (A7) (d0 + v ABF) e = (AT AN (A + R AT (A.86)

Depois substituimos as equagdes de estrutura de Cartan da variedade base M dadas pelas
egs. (A.17)-(A.18), nas egs. (A.86) acima, obtendo

= (A7), T e ;= (AT AMRY, (A.87)
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onde T7 e RF, sdo as 2-formas torcdo e curvatura de M definidas, respectivamente, pelas
egs. (A.16) e eq. (A.19). Em seguida, utilizando a eq. (A.80) e substutuindo as definictes

de 7% e O, bem como de T7 e R nas egs. (A.87) acima, obtemos

jo mn

Finalmente, utilizando as coordenadas de B(M) parametrizadas pelas coordenadas de
F(M) de acordo com a eq. (A.67) e a eq. (A.69), podemos escrever as egs. (A.88) acima

na forma

T = eaefe T, (A.89)

Qijk‘ = eiaejﬂekpe'yRaﬂ"y . (AQO)

A partir destes resultados podemos obter as projecdes da torgdo e da curvatura de

F(M) na variedade base M, que sdo dadas por [14, 8]

(J*Tijk)(p) = Tijk (o(p) = Tijk(l”), (A.91)
(U*Qi_-;m)(P) = Qi;;kl(ff(?)) = Rijkl(p)' (A.92)

Consideremos agora o cdlculo da derivada exterior da tor¢do e da curvatura de F(M),
expressando a 1-forma resultante em termos da base {6, Z*}, de acordo com um proce-
dimento que pode ser utilizado com os componentes de um objeto geométrico qualquer.
Fistes resultados sio utilizados na demonstragio do teorema da equivaléncia € na deter-
minacio da dimensdo do grupo das transformagoes afim-isométricas.

Antes de prosseguirmos, vamos obter um resultado que possibilita os célculos tanto
das derivadas exteriores, quanto das derivadas de Lie, serem efetuados de forma bastante
simples. Podemos expressar as derivadas das coordenadas ¢;” e ¢/, de B(M) em relagio
as coordenadas {y*, ¢4} de F(M) de acordo com:

d¢ : de.”
Gek =~ Taa ¢ g =T (A.93)
para as derivadas em relagio a ¢4 e
o¢ . N de.” .
By;‘ = -2, e T eI, e 6;" = e, 0", —T7,,e" (A.94)

para as derivadas com relacdo a y*. Estas expressoes sdo obtidas a partir dos componentes
das 1-formas *; da conexdo na base de coordenadas de F(M) dados pelas egs. (A.82)-
(A.83) e das relacdes dadas pelas egs. (A.70).
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Consideremos, inicialmente, o cédlculo da derivada exterior dos componentes Tijk da
torgdo. Como 7, ¢ uma funcio das coordenadas (,¢ ) de F'(M), temos

T4, o,
5.2y + 5;" de?. (A.95)

i
dt ik ayp

Assim, utilizando a eq. (A.89) e expressando as coordenadas de B(M) de acordo com

as eqgs. (A.67)-(A.69), obtemos que as derivadas de 7°;; em relacio a £4 550 dadas por

31"'jk
oA

= _EinATr;‘k + EnjATink + EnkATijns (A.96)

tendo em vista as relacdes dadas pelas egs. (A.93). Procedendo de modo semelhante com

as derivadas com relagio a y” ¢ utilizando as relgdes dada pelas egs. (A.94) obtemos que

o1, . _ . .
S = e Tt T+ € e T (A.97)

Finalmente, substituindo as egs. (A.96)—(A.97) na eq.(A.95), e depois utilizando as
eq. (A.80) e eq. (A.81), obtemos que a derivada exterior fica dada por

dfijk = eiaej“ek"etpT‘prel - Ein'rr;'k -+ Eanink + E"k’rikn . (A.QS)

Consideremos agora a derivada exterior da derivada covariante da tor¢io. A derivada

covariante de primeira ordem V7%;, dos componentes da tor¢io ¢ definida por [14]
< V'I'ijk,fo") = < d'fijk, th-) > (Agg)

onde df*_,,-k ¢ a derivada exterior de T‘jk € 2 = Zpor + Zyer © UM vetor qualquer definido
em T, (F"), decomposto de modo tinico em uma parte horizontal z,- € uma parte vertical
Zyer-

Considerando que a base dual de 6* é dada pelos vetores D, entdo podemos escrever
Uhor = U°D,, onde < 6%, D, >= 8% e 7,(D,) = e,, tendo em vista a seguinte definicio da
1-forma candnica [16]

< 0% Y, >eq =Yy, (A.100)

onde Y,, é um vetor tangente qualquer definido em no ponto w = {e,} de F(M). Neste

caso, como < X¥, zpor >= 0 @ <O, 2,er >= 0, obtemos a partir da eq. (A.98) que

< d""ijk,z;mf) > = eiaej"ek"e,”fl“w;pv‘, (A.101)
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tendo em vista que < 6, z,r >= v

Finalmente, denotando a derivada covariante de acordo com
< VTy,z>= Ty <O, 2>, (A.102)
podemns escrever a derivada covariante de acordo com

T =€ 08l TS, = (A ) AT ASATT Y (A.103)

uvip 3

Portanto, podemos expressar a derivada exterior em func¢do da derivada covariante na

base {©%, X}, de acordo com

d‘thk -_ 'Ti en - 2‘ T’}k + Enj‘T‘nk + E"k"rijn . (A-104)

jkin n

Este processo de cdlculo pode ser aplicado aos componentes de qualquer objeto geomé-
trico definido em F'(M). Consideremos, por exemplo, a derivada exterior dos componentes
'r"jk;l da derivada covariante da tor¢ao que, naturalmente, sdo fun¢bes das coordenadas

(z,£) de F(M). Neste caso, inicialmente, temos

; . BT, AT,
artipg = A7) = a;:'ldyp + ng’t et (A.105)

Depois, utilizando as eqgs. (A.103) e as relacio dadas pelas egs. (A.93)-(A.94), obtemos as

derivadas dos componentes de 7, em relagio as coordenadas de F'(M } de acordo com

i
6—;;? = ot el T
=T T+ 5 Tmit + S kT g + ST n » (A.106)
i
6;‘ gj;z =~ AT+ AT + T T (A.107)
onde T, s é a derivada covariante de segunda ordem dos componentes da torcio de

M, na base de coordenadas. Por fim, substituindo as egs. (A.106)-(A.107) acima na
eq. (A.105), obtemos

dTijk;l = r‘jk;,me"* - EinT’}k;l + E"jfr",,k;; + E"kTikn;t + E“kfijk;n , (A.108)
onde a derivada covariante de segunda ordem da torgio de F(M) é dada por
=e'efer e e TS 5 (A.109)

i
T jk:lm
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As derivadas exteriores dos componentes das derivadas covariantes da curvatura po-
dem ser obtidas de modo semelhante. A derivada exterior de Q' ;x> Por exemplo, pode ser

expressa como

dQY’ e 03 O — Einﬂnjkl + Enjginkl + =0 T E"kgijkn . (A.110)

Consideremos agora o ciculo de algumas derivadas de Lie que sdo necessarias para a.
investigacio das simetrias de uma variedade de Riemann-Cartan M utilizando o fibrado
F(M). Nio apresentaremos aqui a defini¢io e as propriedades da derivada de Lie, que
podem ser encontradas nas reféncias citadas no inicio deste apéndice.

Os célculos serdo realizados utilizando as coordenadas (y*,¢4) de F'(M) definidas a
partir de uma. trivializagio candnica associada a uma secio do fibrado F(M). Considere-

mos um campo vetorial z definido em F(M), cujos componentes sio dadas por

z:z“i—{-z}l__a._

T 5 (A.111)

Vamos considerar também que z seja 0 levantamento do campo vetorial v definido em M,

isto é, onde 7,.(z) = v. Neste caso, temos

2% = °. (A.112)

Utilizando a eq. (A.80), a derivada de Lie da 1-forma candnica ©° de F(M) fica
£,6 = £,(¢ dy*) = (£,€ )dy" +¢ ,£,(dy"). (A.113)

Considerando que a derivada de Lie comuta com a derivada exterior, obtemos

oz#

+ @de“. (A.114)

£4(dy*) = d(£:y*) = d(2fy]) = d¥ = -gg;dyﬂ

Portanto, substituindo a eq. (A.114) na eq. (A.113), obtemos

. : . 028 . 88
£,6 = (£,6, +¢ ﬂ—ésa-)dy“ + e’aa—zzde . (A.115)

Considermos agora o cdlculo da derivada de Lie £,¢',. Inicialmente, a partir da

definicio de derivada de Lie de uma fungao, obtemos

2% (A.116)
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tendo em vista a definicdo da 2-forma curvatura Q‘j, dada pelas egs. (A.87). Neste caso,

a derivada de Lie da conexdo fica dada por
£zzij = dZ;J + Ei kzkj - Ekaik + Qijklzkel . (Al%)

Finalmente, considerando que z'; = €' e, 2*,, podemos calcular dz*; da mesma forma

que calculamos dr*;;,, obtendo
dzij = 2';, OF — AL o, (A.127)
Agora substituindo estas equagbes acima nas eqgs. (A.126}, obtemos
£,50, = (2, + O 208 (A.128)

Calculadas as derivadas de Lie das 1-formas candnicas ©* e das 1-formas conexao T 1
vamos agora calcular as derivadas de Lie dos componentes das derivadas covariantes da
curvatura e da torgao.

Consideremos inicialmente a derivada de Lie de 7. Como 7°; & uma funco das
coordenadas (y,£) de F(M), temos

. ort. o7,
£.7 5= ay;kzﬂ + gff 2. (A.129)

Utilizando as expressdes para as derivadas de ’r*jk em relacdo as coordenadas (z,£) dadas
pelas eqgs. (A.96)—(A.97), bem como as relagbes andlogas para as 1-formas canénica e da

conexao dadas pelas egs. (A.80)—(A.81}), obtemos

i i b v,_ po i . n n .t n 1
£.7 =e'ele g T2 — 2 T+ 2% g + 2% k- (A.130)

Finalmente, substituindo a expressdo para a derivada covariante de T‘jk, obtermos

. . I i n i n i
£ =T jpa? — 20Tk + 25T ak + 26T k- (A.131)

Este processo de célculo pode ser aplicado aos componentes de qualquer objeto geome-
trico definido em F(M). Considermos, por exemplo, a derivada de Lie dos componentes
da derivada covariante T‘jk;l da tor¢do que, naturalmente, sdo funcdes das coordenadas
(z,£) de F(M). Neste caso, inicialmente, temos

i i
O irg o, OT ki

By JEA - (A.132)

£zTijk;l = £z(7-ijk;1) =
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Agora, utilizando as derivadas dos componentes de 77, em relacio as coordenadas de
F(M) dadas pelas egs. (A.106)—(A.107), bem como as relagdes andlogas para as 1-formas

candnica e da conexdo dadas pelas egs. (A.80)-(A.81), finalmente obtemos
£zTijk;l = Tijk;lmzm -7 nT gkt T znﬂink;l + zﬂk'rikn;l + 2T jksn o (A.133)

onde utilizamos a eq. (A.109) que define a derivada covariante de segunda ordem da torcéo.

Analogamente, obtemos que a derivada de Lie de €* jr Dode ser expressa como

£, gkl = o jkl;nzn - zinﬂnjkl + zani arl T znkﬂi gl T znzﬂi jkn - (A.134)



Apéndice B

Espinores em espacos-tempos com

torcao

B.1 Introducao

Neste apéndice, definimos espinores com dois componentes em variedades de Riemamn-
Cartan [37, 38, 39] e obtemos diversos resultados que séo relevantes para o problema
da equivaléncia no contexto das TGT. Embora os espinores sejam bastante utilizados
no contexto da TRG [39, 66], 0 mesmo nio ocorre com relagdo as TGT. Entretanto, o
método dos coeficientes de spin de Newman-Penrose [76] foi estendido de modo a incluir
conexdes nio-simétricas [37] e algumas solugdes exatas de TGT foram obtidas através do
mesmo [77, 78, 79].

Na segunda, se¢do apresentamos alguns conceitos basicos sobre espinores com dois com-
ponentes que estabelecem as convengdes e a notagdo utilizadas nesta tese. Na terceira
secdo obtemos as partes irredutiveis dos espinores da curvatura e da tor¢ao de uma va-
riedade de Riemann-Cartan. Na quarta segio a derivada covariante do espinor da torgao
também é decomposta em partes irredutiveis. Finalmente, na quinta se¢ao obtemos as
identidades de Bianchi e de Ricci em termos das partes irredutiveis da curvatura, da

torg¢ao e da derivada covariante da torgao.

185
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B.2 Conceitos basicos

Nesta sec@o apresentamos alguns conceitos bésicos do formalismo dos espinores com dois
componentes e definimos as convencoes utilizadas nesta tese. Maiores detalhes podem ser
encontrados em [39)].

O formalismo dos espinores com dois componentes é desenvolvido em uma variedade
diferenciavel M definindo-se, em cada ponto p de M, um espaco vetorial linear complexo,
de dimensio 2, que denotamos S,(M). Dizemos que Sp(M) é 0 espaco espinorial formado
pelos espinores ¢ = (p4) (A= 0,1), cujos componentes ¢ 4(z) séo funcdes complexas das
coordenadas {z#} de M. Podemos determinar o complexo conjugado de cada elemento
¢ de S,(M), obtendo novos espinores @ = (@4), cujos componentes sdo definidos por
@4 = P4, onde Py 530 0s complexos conjugados dos componentes de . Em cada ponto
p de M, os espinores § = (@) formam um espago vetorial S,(M), que é anti-isomorfo
a Sp(M) [39]. Espinores de ordens mais altas, com um nimero qualquer de indices com
linha e de indices sem linha, podem ser definidos através do produto tensorial. Os indices
com linha podem ter qualquer ordem em relacio aos indices sem linha, e vice-versa.

Os espinores ¢ = (4) estdao definidos a menos de transformagdes lineares represen-
tadas por matrizes S = (§4;) que tém determinante igual a 1 e cujos elementos 54, sdo
funges complexas. As transformagbes dos espinores @ sdo dadas por S = (S4%,), onde
54, = §4,. Estas transformacies sio elementos das representagdes do grupo SL(2,C)
em S,(M) e Sp(M), respectivamente, sendo denominadas transformagdes de spin (39)].

As transformacoes de spin deixam invariante o espinor anti-simétrico unitario

EAR = —EBA, (B].)

onde 45 = 7P e gy = 1. Este espinor também é chamado de espinor métrico, pois é
utilizado para definir o produto escalar de dois espinores ¢* e YP quaisquer de acordo
com & 45 ¢'YP = ¢p? = —p* 14, e para definir as regras para levantar e para abaixar

indices de acordo com
¢4 = c"Bpp = —¢ppePt = ¢pe? e ¢p = ¢p*cap = —€pa¢® =cap ot (B.2)

De acordo com a defini¢do do produto escalar, o sinal de uma expressdo espinorial deve

ser mudado toda vez que um indice mudo é levantado ou abaixado.
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Utilizando as regras dadas pelas egs. (B.2) acima para levantar e para abaixar os

indices do espinor métrico €45, obtemos as seguintes propriedades
eapeP =ef=—e% =67, (B.3)

onde §,° é o delta de Kronecker. Os complexos conjugados de & L e e4p sio denotados
por 6,° e e4p em lugar de §,C e Z 4 p, Tespectivamente, como ocorre com os demais
espinores, pois 6 ,C = 6,€ e f4p = cap. Além disso, como o espace espinorial tem

dimensdo 2, os espinor métrico também satisfaz as identidades
E]ABECID = EABECD + EBcEap +EcaEBD =0 (B4)
que podem ser escritas na forma
eapeCP = 6,%6,0 —6,96,°. (B.5)

Esta dltima expressio tem uma importante aplicagdo, pois é utilizada para decompor
a parte anti-simétrica de um espinor ¥¢p qualquer. Utilizando contragdo dada por
£apeCPUcp = (8,657 —65C6 4 2)¥cp € a regra para levantar indices obtemos o seguinte
resultado £ 4p¥ € = ¥ 45 — ¥4, que pode ser expresso como

U ap = %sAB v, (B.6)

No caso em que ¥ 4p = ® 485, obtemos $40p — DpO4 =45 PcOC, de modo que B4 e
© 4 sdo proporcionais se, e somente se, seu produto escalar ¢ nulo.

Os tensores definidos na variedade M, cujos componentes sdo funcdes reais das coor-

denadas de M, sio associados a espinores hermitianos. Um espinor ¥ 4x'pys ¢ hermitiano

se for igual a0 seu complexo conjugado ¥ax/py:. Como definimos ¥ sx:pyr = Vaxpy,

a condic@o de hermiticidade fica expressa por

Vaxpy = Vaxpy ou Waxpy =Waexpy. (B.7)

A correspondéncia entre tensores e espinores ¢ definida através das quantidades a X,

que se comportam come um espinor em relagio aos indices AX' e como um vetor em
relagdo ao indice p sob transformagdes de spin e de coordenadas, respectivamente [39]. O

espinor ¥AX ., , por exemplo, esta associado ao tensor T%, de acordo com

! t ! !
T“ = O-”AXJ JyBY 1I’J‘l}( BY' e ‘I’AX BY? == O-“AX OJ’BY'I T‘; . (B.S)

v
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As quantidades o,A*' sdo hermitianas e satisfazem as relacoes capexry’ = Qw0 i x1 T gy
e gy = eapexy 0% 6,BY onde g, sdo os componentes da métrica da variedade M
em uma base de coordenadas.

O pseudo-tensor totalmente anti-simétrico nw,"‘ﬂ, utilizado para definir o dual de um

tensor, est4 associado ao espinor
Mgy C2 P =i (8,C8576 765, — 850, 20x. 75 7). (B.9)

As quantidades ¢*,y, podem ser escolhidas de modo que para cada base {04, B}
do espacgo espinorial definida por €45 o4P = 1, existe em correspondéncia bijetiva uma
tétrada nula {z,*} = {I¥,n#,m¥ m*} na variedade M definida por I*¥ = o* ;5 0%o¥,
nt=o* g NP, mt =0 5 oM e mF = 0" 45 Ao

Finalmente, a derivada covariante V, e as derivadas parciais 3/0z* também té€m os

seus correspondentes no espaco espinorial, que sdo definidos de acordo com

Vaxe =04x: Vs Oaxr =0 yx 3% . (B.10)

A derivada covariante comuta com £45 e com ¢,**', pois estes espinores satisfazem as
seguintes condicoes:

V,0%ux =0, Vyean=0. (B.11)

B.3 Partes irredutiveis dos espinores da curvatura
e da torcao

Nesta secio, decompomos em partes irredutiveis os espinores de curvatura [37] e de torcio.
Consiremos inicialmente o espinor de curvatura, que pode ser determinado a partir dos
componentes Rqp, do tensor de curvatura em relacdo a uma base de coordenadas de
acordo com

RasBpecpn =0 au o 8p 9'cc o Rogu - (B.12)

A partir das simetrias de Rqgu, Obtemos que as simetrias do espinor de curvatura séo

dadas por

Rawnpcopp = —Rpp aaceppr, RBRaaBpccopp = —Raapeppcce - (B.13)
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Utilizando as simetrias dadas pelas egs. (B.13) e as identidades dadas pelas egs. (B.5)

obtemos

€ap Bxa’moonpy = 2Rapapcopp (B.14)

exvp Baxp" copp = 2Rupapcopp (B.15)

de modo que o espinor de curvatura fica decomposto de acordo com
R =1 Rax X, Ry 4™ B.16
AA'BB'CODD' = 5 (eap Rax'p" copp + a8 Bxa'mocnp) - (B.16)

Como o espinor de curvatura é hermitiano, podemos escrever a eq. (B.16) de uma forma

mais simples definindo o espinor de curvatura contraido

1 Xt
RABCC’DD’ = §RAX'B cc' DD (B-17)
cujas simetrias sao dadas por

Ripcerpp = Reacopp's Rapcopp = —Rasppioct - (B.18)
Assim, substituindo Rapccrpp € © seu complexo conjugado na eq. (B.16), obtemos
Rasrppicopp = cxpRascopp +€apRapocpp - (B.19)

Entretanto, a decomposigio do espinor de curvatura ainda ndo estd completa, pois
ainda podemos decompor R4pcopp- Seguindo o mesmo procedimento anterior, isto ¢,
utilizando as simetrias dadas pelas egs. (B.18) e as identidades dadas pelas egs. (B.5),

obtemos
X _ X' _
ecpRapxc o =2 Bapicpiopr € eopBapcx'p” =2Rapcoyep (B.20)
que nos permitem escrever

(ecrprRapox'p X +ecp Rapxo o) - (B.21)

By =

Rspcopp =

Analogamente, podemos escrever a decomposigao dada pelas egs. (B.21) acima de uma

forma mais simples definindo os espinores

1 X 1 X

Qapcp = 5 Ripcxp” € Papop = 2 Raipoxp (B.22)
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Substituindo a eq. (B.22) na eq. (B.21), obtemos que a decomposigdo de Rapcc pp fica
dada por

Rapcopp = ecp@Qapcp +ecpPapcor (B.23)

Utilizando as propriedades de Rapcx'py’, obtemos que Qapcp € Papx'y' 530 espino-
res ndo-hermitian<s,; pois os seus complexos conjugados sdo dados, respectivamente, por
ot _' — — ! . ’

Qupcer = tRupoxp™ € Pypcp = 5 Rapcxp”™ - Finalmente, também obtemos

que as suas simetrias sao
Qascp = Quasycp) ¢ Papop = Fap)cp)- (B.24)

Para continuarmos com a decomposicao do espinor de curvatura em partes irredutiveis,
devemos agora decompor os espinores Qapcp € Papx'y'. A decomposicio deste tltimo
¢ bastante simples. Podemos decompd-lo em uma parte hermitiana e uma parte anti-

hermitiana, de acordo com

Papop = = (Papop +iOapcip ) » (B.25)

b | -

onde ®apcp € Oaporp sd0 espinores hermitianos que tém as mesmas simetrias que
Pypcop . Denominamos ®4pcp de espinor de Ricci e ©ap0p de pseudo-espinor de
Ricci, pois estes espinores correspondem as partes irredutiveis do tensor de curvatura
dadas pelo tensor de Ricci simétrico sem trago S, € pelo pseudo-tensor de Ricci simétrico
sem traco Qg, respectivamente, definidas no apéndice A. Portanto, para completar a
decomposicao do espinor de curvtura resta apenas decompor o espinor (2 apcp-
Comecaremos a decomposi¢io de @ apop determinando, inicialmente, a sua parte to-

talmente simétrica Q(apcp) através da seguinte relaco [39]
Gascp) = % [Qacsep) + @Becpay + Qowas) + @pascy | (B.26)
onde cada uma das parcelas é definida por
Qacp) = % (Qancp) + Qacos + @apscy ) - (B.27)

Considerando agora as simetrias de Qapcp dadas pelas egs. (B.24), pois as relagoes acima

sdo validas para um espinor qualquer, obtemos

(Qapcp + Qacsp + Qapsc + Qepap + @pcap + Qepac)-  (B.28)

| =

GaBcp) =
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Decompondo Qapcp em uma parte simétrica e uma parte anti-simétrica nos pares de

fndices AB e cD de acordo com Qapep = Uascp + Vapep, onde

1 1
Uupcp = 5 (Qapcp + Qcpan) € Vapcp = 3 (Qapcp — Qcpar), (B.29)

podemos expressar o resultado dado na eq. (B.28) da seguinte forma

1
Usscp = Quascp) + 3 (Qaipcip + Qajppjc + Qcippia + Qpiosa) - (B.30)

Em seguida, considerando que 2Q 4..c1p = €8¢ Q4 ~%, de acordo com a eq. (B.6), pode-

mos escrever a eq. (B.30) como

1
Uaspep = Quancp) + 6 (€pc Q@an'p +€BpQan & +6ppQons +6cn QprT). (B.31)

Depois, usando as simetrias dadas pelas eq. (B.24) e eq.(B.1), as egs. (B.31) também

podem ser escritas na forma

1
Uspep = Quasepy + 3 (e5c QN[AND] +E€Bp QN[ANC'] )- (B.32)

Fazendo uso mais uma vez da decomposicao de espinores anti-simétricos dada pela
eq. (B.6), obtemos que 2Qy A5 = €4pQxz*?. Finalmene, substituindo este resultado

na eq. (B.32) acima, a decomposicao de Uspcp em partes irredutiveis fica dada por

1
UABCD = Q(ABCD) + E(EBC EAD +63D8A0)QNKNK. (B.33)
Para completarmos a decomposi¢ao de Q4 pcp falta apenas decompor o espinor Vapep

definido pela eq. (B.29). Inicialmente, utilizando as simetrias Vapcp = Vian)cp), expres-

samos Vapop como

1

Vapcp = 1 (Vapep + Veacp + Vasoe + Veabc

—Vacep — Vecap — Vabpse — Vapac) (B.34)
e depois reagrupamos as parcelas de modo a obter
1
Vapep = i (Qaispic + QeBpja + @Biapic + Qclapis
+Qapap + @ryscia + Qpacip + Qojacis) - (B.35)

Em seguida, utilizando as simetrias de Q 4pcp dadas pelas egs. (B.24) e as identidades
dadas pelas egs. (B.5), obtemos que

577 5NKQN(AG)K = (8p76p% - 5DN53K)QN(AC)K ?

ep@niacy” = Quppic +Qcippia - (B.36)
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Finalmente, substituindo a eq. (B.36) na eq. (B.35), obtemos que a decomposigio de
Vagpcp em partes irredutiveis é dada por
1
Vasep = 4 (€ap QN(AC)N +€ap QN(BG)N +¢€nac QN(AD)N + €40 QN(BD)N) . (BI7)
A partir das decomposicdes de Uapp € de Vypep dadas pelas egs. (B.33)—(B.37), res-
pectivamente, finalmente obtemos que a decomposi¢ao de Q@ aspcp = (AB)(cp) em partes
irredutiveis é dada por

-
F

@apcp = @Qascp)+ 6 (epcEap+EnnEac) @nk’
1
+3 (€8 Quacy” + €ap Quiacy”
+epc @neany. + Eac Quany ) - (B.38)

As partes irredutiveis do espinor de curvatura que estio presentes no espinor Q4pcp a0

definidas por
1
A+iQ) = EQNKNKa (B.39)
Vpcp = Qamcpy, (B.40)
1
Yap = ZQN(AB)N) (B.41)

Estes espinores estdo relacionados com as partes irredutiveis do tensor de curvatura (cf.
apéndice A) da seguinte forma: ¥ 1pop é denominado de espinor de Weyl e corresponde
ao tensor de Weyl-Cartan Cyq que tem as mesmas simetrias do tensor de Weyl da
TRG; T ap corresponde A parte anti-simétrica do tensor de Ricci (bivetor de Ricci) Aw;
finalmente, A e 2 correspondem ao escalar de curvatura R e ao pseudo-escalar de curvatura
P, respectivamente. Substituindo as egs. (B.39)—(B.41) na eq. (B.38), podemos escrever a

decomposi¢io de Qapcp de acordo com
Qasep = VYancp + (eceap+€ppEac) (A+ Q)
+eac Lap + €ap Xpe + €Bc Xap + €8D X aAC- (B.42)
Finalmente, substituindo (B.25) e (B.42) em (B.23), obtemos que Rapccpp € de-
composto em seis partes irredutiveis de acordo com
Rapcopp = €ecp|¥ancp+ (EBceap+enpcac) (A + Q)
+eac XD + 4D XBC + EBC X AD + £BD X AC]

+ecp (Papep +1OQasc D) (B.43)
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Consideremos agora a decomposicdo do espinor de tor¢io em partes irredutiveis, ob-
tendo os espinores correspondentes as partes irredutiveis do tensor de torgdo, dadas no
apéndice A. A partir dos componentes do tensor de tor¢io Ty, em uma base de coorde-

nadas, obtemos que o espinor de torcao € dado por
Tsaoppco = 0% w0 a0 ‘co Touw (B.44)
e que as suas simetrias sdo
Taxppcce = —Tancesn . (B.45)

Seguindo um procedimento andlogo ao utilizado na decomposi¢do do espinor de cur-

vatura, obtemos que
T X, =2T T X =27 (B.46
Epclaaxp ' o = 21anBope € Epolanvpxc = «tagBoypo, .46)

a partir das identidades dadas pelas egs. (B.5) e das simetrias dadas pela eq. (B.45). Estes

resultados nos permitem expressar a decomposicdo da tor¢ao como
Tawpece =€cpcTasnc +eacTanmer (B.47)
onde o espinor de tor¢io contraido Ta spc é definido por
1 Nl
Taape =Twame) = 5 Tasnpnc - (B.48)

Entretanto, a decomposi¢ao da tor¢do ainda ndo estd completa, pois falta decompor
T apc com relacio aos fndices ABC. Para decompormos T4 apc precisamos, primeira-
mente, determinar a sua parte totalmente simétrica. A partir das relagbes dadas pelas
egs. (B.27) e das simetrias dadas pela eq. (B.48), podemos mostrar que a parte totalmente
simétrica ¢ dada por Taasc) = ; (Twapc +Tapca + Tacas). Utilizando este resultado

podemos expressar a decomposigio de T4 4pc como
1 :
Twanc =Twapo) t3 (2Taa8c — Tapca — Tacap) (B.49)
que, de acordo com as simetrias dadas pela eq. (B.48), podemos escrever da seguinte forma

2
Taapc = Tarancy + 3 (Taamc + TajacB) - (B.50)
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Em seguida, considerando que 2TA,[ ABIC = EAB Ty N% , de acordo com a eq. {B.6), pode-

mos substituir este resultado na eq. (B.50) acima obtendo
T =T L s T a™ Ty a's B.51
aapc = Laape) T 3(5AB varct+EacTva ) (B.51)

onde Ty A,”g é um espinor nio-hermitiano. A decomposi¢do do espinor de tor¢do em
partes irredutiveis fica concluida com a decomposi¢io em uma parte hermitiana e uma

parte anti-hermitiana do espinor

Dyp=Tun's =z (Tws+iPag)s (B.52)

onde os espinores hermitianos Tap € Pap correspondem ao #rago 1, e ao pseudo-iraco
P, (trago do dual) da torgao, respectivamente. A parte irredutivel restante corresponde
ao tensor de Lanczos L%, da torcio (cf. apéndice A) e nds a denominamos espinor de
Lanczos da tor¢do, definindo

Laapc = Tanapc)- (B.53)
Assim, subistuindo as eqs. (B.52)-(B.53) nas eqs. (B.51), finalmente completamos a
decomposigao do espinor de tor¢io em partes irredutiveis com o seguinte resultado

1 ')
Taasec = Laanc+ G (eanTac +eacTas) + & (eaBParc+€acPam)- (B.54)

B.4 Partes irredutiveis da derivada covariante do
espinor da torgao

Nesta secdo, realizamos a decomposigio em partes irredutiveis da derivada covariante de
primeira ordem do espinor da tor¢do. Como veremos na préxima segio, estes resultados
estdo algebricamente relacionados com as partes irredutiveis dos espinores da curvatura e
da torcio, obtidas nas seches anteriores, através das identidades de Bianchi.

Para decompormos a derivada covariante do espinor da tor¢éo, primeiramente expres-
samos o espinor da tor¢do em partes irredutiveis e depois calculamos a derivada covariante
do mesmo. Considerando que a derivada covariante comuta com o espinor métrico £4p,

podemos utilizar a eq. (B.47) para obter

VopTasaspce =epcVopTaape +€pcVopTanpc, (B.55)
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onde a derivada covariante do espinor da torcio é dada em funcio do espinor VppTarapc €
do seu complexo conjugado. Portanto, é necessario decompor apenas a derivada covariante
de Ty ape. Utilizando a decomposicio de Ta-apc dada pela eq. (B.54), obtemos que esta

derivada fica expressa por

1
VopTaase = VopLayasc+ 6 (easVppTac +EacVpoTar)

+= (e48VppPac+eacVopPar). (B.56)

Cy| =

Analisando este resultado, verificamos que apenas dois espinores precisam ser decom-
postos: (a) a derivada covariante do espinor de Lanczos VppLaapc € (b) a derivada
covariante do traco do espinor da tor¢io VppTarc; pois Vpp Tac € Vpp'Pac sao de-
compostos de maneira idéntica.

Consideremos inicialmente item (b) acima, isto é, a derivada do traco do espinor da
torgdo, cuja decomposi¢ao € mais simples. Decompondo VE, Ty em partes simétricas

e anti-simétricas em cada par de indices, podemos utilizar a relagio dada pela eq. (B.6)

para obter
Vi Tx " = Vie Ty + %53‘)(’ VT, (B.57)
como também
VAT = Vo Tin ) + %eBAvN(B,'rX,,N (B.58)
e também
VBN’TAN’ — V(BN,T AN % EBAVNN’TNN’ ] (B.59)

Substituindo as egs. (B.58)-(B.59) na eq. (B.57), obtemos que a decomposigio da derivada

covariante do trago T.* do espinor da torgao é dada por

1 - 1
VBBITXIA = TBAB’X’ + E (EBAMB’X' + EB’X’MBA) =+ ZEBAEBFXIT, (B.GO)
onde suas trés partes irredutiveis sao dadas por
TBAB’X" - V(B(B;T r)A) ) (le)
mbA = B T AN (B.62)
T = VTV, (B.63)

sendo 7 um escalar real.
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Através de um procedimento andlogo, também obtemos que a derivada covariante do
pseudo-traco Py do espinor da torgdo é decomposta em partes irredutiveis de acordo

com:
1 - 1
VBB.-PX:A = PBAB:X: -+ E (EBABBIX' —+ EBJXJBBA) —+ Z EBAEB:X:'P ; (364)

cujas trés partes irredutiveis sdo definidas por:

'PBAB"X' = V(B(B,PX,)A) 3 (B65)
B4 = vB,p AV, (B.66)
P = VPV, (B.67)

onde P é um escalar real.
Consideremos agora a decomposicgao do espinor do item (a), isto é, a derivada co-

variante do espinor de Lanczos V2, £y, PE. Procedendo de modo analogo ao utilizado

para decompor o trago do espinor da torgio, utilizamos (B.6) para decompor V2, L, ¢PF
de acordo com
1 )
V5 Lx:OPF = VEp Ly °PF + S EBx: VB, LV CPE (B.68)
Prosseguindo com este processo, obtemos
1
Vi Lxy O = V8 o L5, OPF + 5V Ly "7, (B.69)
e também
(] (] 1 (]
VELYOPE = 75y, LOPEN 4 = POV, NP (B.70)

Finalmente, substituindo as egs. (B.69)—(B.70) na eq.(B.68), chegamos ao seguinte

resultado

1 1
VBB!£X! CDE = JBJ’XI BCDE —+ 5_,- (EBCLBJX:DE +€B'X‘KBC'DE) —+ Z EBCEB:XrLDE ; (B.?l)

onde definimos as partes resultantes da decomposi¢io de acordo com:

BC)(DE B DE
J iz BCPE = J(B,X’)( HDE) _ ¢l (B'E’X')C) , (B.72)
KBCPE — g (BODE) _ g (Bro)DEN (B.73)
DE
LB’X‘DE = L(B!XI)( )zvN{B'LX’) DE) (B'74’)

LPE . [ED _ v,  [NNDE (B.75)
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Como as simetrias dos espinore Jp . ZCPF e KPCPF (nos indices sem linha) sdo
idénticas 3s simetrias do do espinor Q4pcp, obtido na decomposi¢io do espinor da cur-
vatura, concluimos que eles também séo decompostos de acordo com a eq. (B.38). Assim,
considerando inicialmente X B“PZ gbtemos a decomposicao

KBCDE _ v, (BLCDEI % (6PELOD 4 ;CELBD | (BD[CE 4 (CDLBEY (B 76)

- CD)N <
onde utilizamos os resultados K “P = 1LOP e Ky, M¥ =0, que s3o vélidos por causa
das simetrias do espinor de Lanczos.

Procedendo de modo semelhante com relagdo a Jy 5, P“PF, obtemos a decomposicio

c B cpg) , 1 c
JBrx:B bE = V( (Brﬁx:) )+ 3 (EBELCDB'X' +e ELBDB'X'

+eBPLCF, ., + P LPEL L)), (B.77)

CDIN
¢ ) = %LB!XJ cb e JBrXJNKNK = 0.

onde utilizamos os resultados Jg 5y
Substituindo as decomposicdes dadas pelas eq. (B.76) e eq. (B.77) na eq. (B.71), obte-

mos o resultado

Vi Ly “PF = V(B(B'EX') CPE) %EBIXfVN, (B LCDEWN'
__i_%(EBE L9, + ePLBE, . 1 BPICE
+eCELBD, , 4+ 4BCLPF,, )

+-1%SB' x(ePFLOP 4 gCPLPP | BD pOF

+€CE£BD + 4SBC£DE) . (B.78)

Entretanto, a decomposicdo dada pela eq. (B.78) acima pode ser expressa em uma
forma mais compacta utilizando algumas identidades satisfeitas por L4P,,, e por LAB,
COMO Veremos a seguir.

A partir das identidades dadas pelas egs. (B.4), obtemos que £4? satisfaz as identida-
des eBELONL, P — (e eBPON L B = (. Considerando que £4? ¢ anti-simétrico e que
L£AB & simétrico, podemos escrever a primeira delas como ePCLPE = ¢BELOD _ (CF £BD

e a segunda delas como eBCLPF = ¢BPLCF _ (CPLBE  Somando estas duas equagdes

obtemos que

QSBCEDE — (EBELCD — ECEEBD) + (EBDLCE _ ECDEBE) (B79)
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Utilizando este resultado, obtemos novas identidades para L£*8 dadas por

2 (EBEECE + EBDECE) -2 EBC.CDE — EBEECD + 6CD£BE

+eBPLCE 4 OB LBE (B.80)

t.20 podemos verificar substituindo a expressdo para 265°L”F dada pela eq. (B.79)
nestas equagoes.
Somando 4cBC £PF 3 ambos os membros das novas identidades dadas pelas egs. (B.80)

e considerando que e3(CLPP) = L (eBELOP 4 ¢BP LCF 4 ¢BCLPF) obtemos

1

£B(C pDE) _ < (eBELCP 4 gCPLBP 4 (BDLCE | (CEpBE 4 4£BC £DE). (B.81)

Um resultado anélogo também é vélido para o espinor L#®g, y., pois o mesmo tem as
mesmas simetias que £4Z. Portanto, utilizando um procedimento semelhante, obtemos
1
+eCFLBD o +4BCLPEL ). (B.82)

Finalmente, substituindo as identidades dadas pelas egs. (B.81)-(B.82) na eq. (B.78),

a decomposicao da derivada do espinor de Lanczos fica expressa da seguinte forma

1 ‘
VB, L CDE _ V(B( . ['x') CDE) 5 £p x'V g (B nCDE)N
3 3
+-— EB(CLDE}B;:X; + g EBleEB(CﬂpE} . (383)

Para completarmos a decomposicao do item (b), falta apenas decompor o espinor LPE,, ..

em wma parte hermitiana e uma parte anti-hermitiana de acordo com

t

1 - _
LPE, 0 = 3 (LPP g o + L g 1) 5 (LPP 5 — LPEp ), (B.84)

e depois substituir este resultado na eq. (B.83). Dessa forma, o resultado final da decom-

posicio da derivada covariante do espinor de Lanczos fica dado por

1
VBB’LX‘CDE = EB’X’BCDE + 5 EB’X',’J}BC‘DE
3 .
+‘4_ [ EB(C ¢DE)Brxr 41 EB(C HDE)B.'Xr ]

+g e xeBCLPP) (B.85)
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onde as partes irredutiveis sdo definidas por

LyxPOPP = V& Ly, PP, (B.86)
$POPE = v, (B LCDEN (B.87)

1 M-
¢ABX'Z’ = "_“2‘ (VN(X’L"Z’)ABN+ VN{AEB)XJZJNr ) ’ (BSS)

] M-
BABX'Z’ = E(VN(X’EZ’)ABN +_VN(A£B)szrNr ), (B.Sg)
LPF = VynLVNPE, (B.90)

Portanto, a derivada covariante da torgéo fica totalmente determinada por onze partes
irredutiveis, onde: (i) 74E,,., MAP e T sdo determinadas pelo traco do espinor da
torgao; (i5) PAB, . , BAP ¢ P, pelo pseudo-trago do espinor da tor¢io; e (iii) Lp x"CPF,
WecpE, Papxizt, Bapx 2 € Lap, pelo espinor de Lanczos.

Denominamos 477 de espinor de Weyl-Lanczos € ¢apx'z de espinor de Ricci-
Lanczos, pois tém as mesmas simetrias que os espinores de Weyl e de Ricci da TRG,
sendo determinados pelo espinor de Lanczos da tor¢gdo. Em particular, a eq. (3.27) que
determina 9*F€P em funcdo do espinor de Lanczos da torgic é a mesma que relaciona o

espinor de Weyl da TRG com o espinor de Lanczos [62].

B.5 Identidades de Bianchi e de Ricci

Nesta secdo as identidades de Bianchi e de Ricci para uma variedade de Riemann-Cartan
sdo decompostas em partes irredutiveis. Estas partes estabelecem relaces algébricas entre
os escalares de Cartan obtidos no capitulo 2 e sdo utilizadas no capitulo 3 para definir
um conjunto completo minimo de escalares de Cartan.

Consideremos, em primeiro lugar, as identidades de Bianchi onde ndo ocorrem deri-
vadas da curvatura, dadas em termos dos duais da curvatura e da tor¢io pela eq. (A.43).
Utilizando os resultados das secdes anteriores, podemos expressar estas identidades de

acordo com

BB D BB * BB'NN!
\% wwppce = Ban” ppoco Y Tnneecodan . (B.91)

Estas equagdes podem ser colocadas em uma forma mais simple substituindo os espinores

correspondentes aos duais da curvatura e da tor¢ao definidos pelas eq. (A.29) e eq. (A.25),
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respectivamente, por
* . .
R AABB'CC'DD! — ZRAA'BB'CD’DC' e TNN!BBlccl = ?'TNN"BC’CB’ ) (B92)

onde o dual foi calculado utilizando espinor definido pela eq. (B.9). Assim, substituindo
as egs. (B.92) na eq. (B.91), obtemos que as identidades de Bianchi ficam dadas por

BE’ BB BB'NN' _
A% TAA’BC’CB' - RAA" BC'CR TNN’BC"CB’TAA" =0. (B93)

A partir deste resultadc faremos a decomposi¢io das identidades de Bianchi acima em
trés etapas: primeiro decompomos (@) R 44 %% povog » depois (8) VEE Tyuporop e, final-
mente, (¢) Tnnpoop Ty EEVN.

Consideremos, inicialmente, o item (a). Utilizando a decomposi¢io do espinor da
curvatura dada pela eq.(B.21), obtemos que R, 2% poop = Baoow + Ba® acioms

onde espressamos R, 2 -, de acordo com
B _ N
Ry'ocw =€oa@ acn + Pacor s (B.94)

tendo em vista a sua decomposigio dada na eq. (B.23). Depois, substituindo na eq. (B.94)
os resultados das decomposicoes de Papxw € Qapcp dadas, respectivamente, pelas
eq. {B.25) e eq. (B.42), obtemos

RA%‘C’CA’ =4epa Yac+3eoncac(A+iD)+ Pacon +i8acon . (B.95)

Finalmente, a partir da eq. (B.95) e do seu complexo conjugado, completamos a decom-

posi¢do do espinor do item (a) com o segunte resultado
RAA-'BB'BC'CB’ =—4 (EACEAJCI =+ Ecr A ZAc‘) —67 EABEC A Q +21 eACC:A: . (B.Qﬁ)

Consideremos agora a decomposicio do item (b), isto é, o divergente do dual da torgdo
dado por VBB T4 sporeop. Inicialmente, utilizando a decomposigio da tor¢ao dada pela

eq. (B.51), obtemos que
VI T, wporor =~V Taape + VecTanme (B.97)

onde cada parcela é o complexo conjugado da outra. Portanto, temos apenas que decom-
por VB, Ty 4pc- Como Taapc é decomposto de acordo com a eq. (B.54), obtemos que

esta derivada é dada por

1 . .
VBchA-'ABC = VBcu CA"ABC + E [EACVBCI (7;.["3 —+1 PA’B) - VAC’ (7..:4"(] +7'PA’C)] . (B.98)
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Analisando este resultado, verificamos que precisamos decompor as seguintes derivadas:

(i) VBAL 4 apes (1) VE,Tap € (11) VacTuc; pois as derivadas de pseudo-traco Pap
a0 decompostas do mesmo modo que as derivadas do traco Tap o espinor da torgao.

A partir da decomposi¢io da derivada covariante do espinor de Lanczos L ape, dada

pela eq. (B.85), obtemos que a decomposigéo do item (z) é dada por
) 1

V%L yape = ~bacon —19accra — 2 ecalacs (B.99)

em termos das partes irredutiveis da derivada de £ 44, definidas nas egs. (B.86)—(B.90).

Da mesma forma, as decomposicoes dos itens (iz) e (#4%) sdo dadas, respectivamente, por

- 1
VBCrnfB = _MC!AI —_ E EC’A’T! (BlOO)

1 - 1
VacTee = Tacon +3 (EacMea +EaMac) + ZEACEC‘A'T: (B.101)

em termos das partes irredutiveis da derivada do trago do espinor da torgdo, definidas
nas eqs. (B.61)-(B.63), Analogamente, as parcelas da eq.(B.98) que sdo formadas por
derivadas de P4x’ sao dadas por
_ 1
ViePup = —Boa— 5 EcaP (B.102)
1 - 1
VACIPA'C = PACC"A’ + —2- (EACBC’A’ =+ EC’A'BAC) + IEACEC'A"pv (B103)

em termos das partes irredutiveis da derivada do pseudo-trago do espinor da torcao defini-
das nas egs. (B.65)-(B.67). Portanto, as cinco parcelas da eq. (B.98) sido decompostas de
acordo com as egs. (B.99)-(B.103). Substituindo estes resultados na eq. (B.98), obtemos

que as derivadas VE, T, 4p¢ 830 decompostas de acordo com

1 . 1
Vi Tyape = —(bacoa + 6 Taccra) =i (Pacorn + i Paccra)
3

_ﬂ EAC[2MC’A’ +2iBC'A' +EC!A! (T+2p)]

1
"""ﬁ EC’A’(GﬁAC+MAC+iPAC)' (B104)

Para completarmos a decomposi¢éo do item (b) falta apenas decompor VB eTawper
que é o complexo conjugade de VE, Ty 4p-. Utilizando as propriedades das partes
irredutiveis da derivada covariante da tor¢do, obtemos que o complexo conjugado da
eq. (B.104) é dado por

!

N 1 . 1
VB Tapupe = —(bacoa+ 8 Taccra) +i(0scoa + S Paccra)
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3

—2—480rAr[2MAC— ZiBAC +EAO(T—1P)]
1
IZEAC (6£CIAI +MC’A - ZPCrAr) (B.IOS)

Finalmente, subtraindo a eq. (B.104) da eq. (B.105) obtemos que a decomposicao do
item (b), isto é, do divergente do dual do espinor da torgdo, é dada pelo seguinte resultado:

V EA!BCIC’B} = 21 HC’A’AC' + = PCfA:AC -+ 4 EACECIAIP

1 )
+*6‘501Af (?'MAL - zBAC+3£AC')

1 ) . _
+“’6‘5Ac(2Mc:Ar +?«BcrAf +3L"AC) (B106)

Para concluirmos a decomposi¢io das identidades de Bianchi falta apenas decompor

a parcela correspondente ao item (c), isto &, o espinor quadrdtico na torcdo dado por

Tynpoop Tan BENN' gyue expressamos em uma forma mais conveniente para, realizar a

decomposicao de acordo com

BB'NN' __ E "BENN'
TNN’BC’CB’ TAA’ = Epicn Egm At TNN’B BC TA . (B].UT)

Dessa forma, podemos decompor Ty v P e T4t BE ¥V em partes simétricas e anti-simé-
tricas nos pares de fndices E'F’ e CA, de modo a podermos utilizar a eq. (B.6), obtendo os
seguintes resultados:

'BE'NN' FYBB' NN
CTFBBNN T, )

- (E'
= Tynp mo

1 iyt it 7
+5 T Tunprme T4k PPNV, (B.108)
E' F)BB'NN' (E F)BB' NN
TNN’B( BC TA TNN’B B’(C‘T A)

TNN’B B’

1 -
+5 €ca Tynp g TTKEBNN  (B.109)

K'BB'NN' __ K'BB'NN'

TNN’BK’B’C TA - TNN’BK’B’(C TA)
1 (] I 4
+§EcA TNN’BK’B’KTKK BENN . (B.llO)

Substituindo as egs. (B.109)-(B.110) na eq. (B.108) e depois substituindo o resultado
na eq. (B.107), obtemos que a decomposigio do item (c) € dada por

BB NN’ F BB NN

E
Tynpoon Taw —Ep (o Eayr INNB B TA)

= = c T\ 1'1 N

1 K'BB'NN’
3 ecaTnnprpcTa

1 T ' Nf
Ty a0 ecoaTnnprre T 00, (B.111)
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Finalmente, substituindo as decomposicdes dos itens (a), (#) e (c) dadas, respectiva-
mente, pelas eq. (B.96), eq. (B.106) e eq. (B.111) na eq. (B.93) e depois reagrupando os

termos correspondentes, obtemos o resultado

— [2iOcwac —2i0ca4ac — E’PC’A’AC ~ EEJ(C' eane Tuws"waTe) 20 )

+ eca[4Xac+ 3 MAC ~ BAC + 5 CAC +3 TNN’BK’B’(A TC) BEINN]

+ eacecn [6i02+ Z P+ iTNN’BK’KB‘ THKBENN]

+ eacl4Zon + % Mera + ‘ BC'A' + 1C_cu!u

+ ; Em(c € anp Tyws" Ko TF’)KBBWN’ ]=0. (B.112)

que é composto por trés equagoes independentes. Portanto, a decomposi¢io das identi-

dades de Bianchi dadas pelas egs. (B.93) resulta nas trés equactes abaixo:

Q = —2—1-7? —~ 2—4TNN:BK,KB, TKK'BENN (B.113)
Yac = -'““"MAC + QBAC -2 JCAC
—_;_TNN’BK’B’(A TC)K‘BB‘NN” (B'114)
Ocaac = bBowac+ %PC’A’AC
+; em(c exr Iy waTey 2o (B.115)

Consideremos agora as identidades de Bianchi onde as derivadas da curvatura estdo
presentes, dadas em termos dos duais da curvatura e da tor¢ao pela eq. (A.45). Utilizando
novamente os resultados das secoes anteriores estas identidades ficam expressas em termos

dos espinores de curvatura e de tor¢do de acordo com
Cl‘ * l
VR s wpcopp + Rawps™ " ¢ Tuwcepp = 0. (B.116)

Adotando um procedimento semelhantemente ao que foi utilizado anteriormente, primeiro

substituimos a eq. (B.92) na eq. (B.116) para obter

Ve Rapppcope +Rappe " Tnycppe = 0. (B 117)
Depois substituimos a decomposi¢cdo do espinor da curvatura dada pela eq. (B.21) no
resultado dado pela eq. (B.117) acima, obtendo as identidades de Bianchi termos das

equagoes
VCC'RABCDiDCi + RABNN’CCVTNNJCD:DO = O (B.118)
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e das equagdes complexo conjugadas das mesmas.
Considerando que Rapcx pz € decomposto em termos de Qapop € Papx 7z de acordo

com a eq. (B.23), podemos substituir a eq. (B.23) na eq. {B.118) para obter
~ Vi Qupcp + VpPappor + Bag" ™ “ Tyneppe =0 (B.119)

Cada parcela da eq. (B.119) acima tem as mesmas simetrias que o espinor da torgao
contraido Tp pap, definido na eq. (B.48). Portando, podem ser decompostas da mesma
forma, isto é, de acordo com a eq. (B.50). Assim, obtemos que a decomposi¢ao das duas

primeiras pacelas ¢ dada por
1
Vo CQABDC = Vp CQ(ABD)C + 3 Vi C(EADQNBCN + EBDQNACN ), (B.120)
‘ 1
VoPappe = VO(DPAB)DC' + 2V (epaPYhpe +eppPliper ). (B.121)
3

Procedendo de modo anélogo, obtemos que a terceira parcela da eq. (B.119) é decomposta

de acordo com

NN'CC! - NN'CC' KK’
R g Tynieppe = —ERNERN R(AB T D)CreD’
1 P
KNN'CC
+§ (eap Ry Tnnvkccr
KNN'CC'
+egp R4 T kcop ) - (B.122)

Finalmente, substituindo as egs. (B.120)—(B.122) na eq. (B.119), a decomposicao das iden-
tidades de Bianchi fica dada por

Vp CQ(ABD)C - VC'(AP BD)D'C' — R(ABNN oo KX

1 '
+§ leap (Vo Qupc® + VoNPYpe — Rp¥YW CTypgciop )

+epp (Vo @uac” +VENPYipe — BRA¥"N Y Typkerop )] =0, (B.123)

INN'| D) CrCD?

que podem ser decompostas em duas partes independentes dadas por

Vi CQ@uac” + VNP po — RA¥¥ VY Typkoror = 0, (B.124)
0

N'cC' TKK'

Vi Qaspyc — VO(AP BD)D'C! — R 48" wapeepr = 0. (B.125)

Em seguida, substituimos na eq. (B.124) o resultado das decomposi¢tes dos espinores
Qapcp € Papx 7 dadas, respectivamente, pelas eq. (B.25) e eq. (B.42), obtemos final-
mente que as identidades de Bianchi dadas por eq. (B.117) ficam decompostas de acordo
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com

VY apep — VC(D‘I’AB)D'O - ivc(ueAB)ch' — 2V paXipp)

_ R(ABNN-'CC’ TKK|’NNf|D)C'CD' =0, (B.126)
(VC’NQNBD,C; - 3 VBI)‘A) + ﬁ ( VC'NGNBDJCJ' - 3 VBDFQ)
—4: VCDrEBC - RBKNN"CCf TNNJ'KCJ'CDI - 0, (:8127)

onde a eq. (B.127) ainda pode ser decomposta em uma parte hermitiana, dada por

4uDrB + 3 VBD'A - VC’NQIVBchr

]. 7 7
+§ (RgENNCC

K'N'NC'

Tynkcopr + Ry “Tyvwkoos)=0, (B.128)

e em outra parte anti-hermitiana, dada por

4Vpp +3Vpp 02— Ve O o

2 ' v - 7 n7? t
—5 (RBKNN ce TNN'KC’CD’ - RD’ KIN'NC'G TN’NK'CC'B) - 03 (B129)

onde definimos os espinores

3

(Ve + V8 pc) e Vo= -3 (VS Zpe — VS ). (B.130)

bo | =

Upp =

Consideremos agora a decomposi¢io das identidades de Ricci em termos das partes
irredutiveis dos espinores da curvatura e da torgao, obtidas nas segbes anteriores. Uti-
lizaremos o mesmo procedimento que é adotado no caso particular das variedades Rie-
mannianas expressamos, inicialmente, as identidades de Ricci dadas pela eq. (A.41) em

termos de espinores, obtendo

—_— NN' NN'
[VAW :VBX]XCK'DZ’ = R CK'BX'AW! XNN’DZ’ +R DZ'BX' AW’ XCK’NN’

—2T"" g0 awr Vum X cxrpzs (B.131)
onde definimos o comutador dos operadores das derivadas covariantes por
[Vaw . Vex | =VawVax — Vex Vaw (B.132)
e 0 espinor Xggrpz: em funcio de um espinor ¢¢ arbifririo por

Xck'pz = Exrz $c dp - (B.133)
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O comutador [V aw,Vex ] pode ser decomposto da segunte forma. Inicialmente,

utilizamos as identidades dadas pelas egs. (B.6) para obter as relagoes
Ewr VA VEY =2VA L VB, e BV VY, =2VA, VP, (B.134)
cuja soma € dada por
(VA , VB | = e2BV jyin V% + £ Vi VEE (B.135)

Em seguida, procedendo de maneira andloga, decompomos o comutador [VE, , V4, ] de

acordo comn
(VB , VA, ] = ePAV y 5o Vi + €5 VB VAE (B.136)

Por fim, considerando que [ V4., VB ] = —[ VB, V4. ], subtraindo a eq. (B.136) da

eq. (B.135) e utilizando as regras para levantar e abaixar indice obtemos
[Vaw:, Vpx | = EABVN(W’VA.;('} - Ewrx'V(AN' Ve (B.137)

tendo em vista que V4, VN = —yAV'YE,
Utilizando a eq. {B.137) acima nas identidades de Ricci dadas pelas egs. (B.131), po-

demos decompor essas identidades em duas partes independentes dadas por

2 V(AN' VonXckipr = —"" X R ok opxr aw Xnwp

- WX RNN‘DZ‘BX‘AW’ Xexnnw

+ 2e"WX TNN};X'AWfVNN'XCK'Dz' ’ (B.138)
2 VN(W’VNX‘)XCK'DZ' = F RNN’CK’BX’AW'X NN'DZ’

AB pNN'
+ e R prpxraw XN N

- 26ABTNN’BXFAWIVNNIXCKJDZJ . (B139)

Considerando que o espinor X¢ggrpz é dado pela eq.(B.133), isto €, tem a forma
Xck'paz = Ex'z $c $p, podemos obter as identidades de Ricci para o espinor ¢¢ utili-

zando as relagoes

Vi ' Vondcdp = 6V Vo ¢+ V4 Ve dc,  (B.140)
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Primeiramente, substituindo a eq. (B.133) na eq. (B.138) e utilizando a eq. (B.140), obte-

mos que

' ! 1 R T
¢C’V(ANVB)NJ¢D+¢DV(ANVB)N,¢C - _ZEWX

— ATy aw Viuw 6¢) ¢p

[(R¥™ onr mxraw O
!

+ (BMY pnipxiaw On
— AT aw Vandp) dc].  (B.142)

Em seguida, contraindo a eq. (B.142) com 17", onde 7° é um espinor arbitririo tal que
nP¢p # 0, obtemos que a primeira parte das identidades de Ricci para o espinor ¢¢ é
dada por

i 1 i (i (] (]
Via " Vg b = ~1 e X (R onmxoaw On — AT Y pxiaw Vinwde ). (B.143)

De maneira andloga, substituindo a eq. (B.133) na eq. (B.139), utilizando a eq. (B.141)

e contraindo com 77, obtemos que a segunda parte das identidades de Ricci é dada por
1 ) +
VN(W’VA;(’) $o = i e*B (RN oppxraw On — 4T Vpxoaw Ve dc ) - (B.144)

Finalmente, substituindo nas eqs. (B.143)—(B.144) as decomposi¢ées da curvatura da-
das pelas eq. (B.19) e eq. (B.43), bem como a decomposicio da torgio dada pela eq. (B.49),
obtemos as identidades de Ricci para ¢ em termos das partes irredutiveis da curvatura

de acordo com

V"' Vagn e = —Vapond” — 260 dn) [A+i0Q]
+ 2[ecuZpn " — Teudn | +2 TynasV'" ¢¢, (B.145)

Para obter as identidades de Ricci também em termos das partes irredutiveis da torgao,

basta substituir a decomposicio da tor¢io dada pela eq. (B.54) nas egs. (B.145)-(B.1486).



Apéndice C

Arquivos de espagos-tempos de

Riemann-Cartan

Neste apéndice listamos o contelido de alguns arquivos de métrica-tor¢ao de solugoes
exatas das equacoes de campo das TGT, do diretério tmetrics do disquete em anexo.

As referéncias estdo indicadas no comando TITLE no conteiddo de cada arquivo abaixo.

1. twave.crd

% #t# TWAVE.CRD

(LOAD TWEYLTC)

(TITLE " TWAVE.CRD

Generalized pp wave.

Adamowicz,W. Gen. Rel. Grav. 12 (1980) p. 677
Given in coordinates. Petrov type N

¢.f. Hawking-Ellis p. 178 ")

(OFF ALL) (ON NOZERO)

(NAMLC UV XY I)

(VARSU VY XY) % (u,v,x,y)

(RPL H)

(4/2)*(X"2-Y~2) + B*X*Y §

(FUNS (AU) (BU) (CU) H (DU (FW)) % H{u,x,X)
% Plane wave metric

(ZEROINIT GDD)

208
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(RPL GDD 0 O GDD O 1 GDD 2 2 GDD 3 3)2*H$1$-1$-1%
% Torsion

(ZEROINIT TORC)

(RPL TORC 1 0 2 TORC 1 0 3) D $ F §

% ### TWAVE.CRD end

. twavez.spi

% ### TWAVEZ.SPI

(LOAD TWEYLTF TDYTRSP)

(TITLE " TWAVEZ.SPI

Generalized pp wave.

Adamowicz, W. Gen. Rel. Grav. 12 (1980) p. 677
Plane wave in null tetrad. Petrov type N.

¢.f. Hawking-Ellis p. 178

c.f. Landau-Lifshitz paragraph 109, the problem")
(OFF ALL) (ON NOZERO COMPLX)
(NI(MICUVXYZDF)

(DEFNAM ZST (LC z UP !* DOWN))

(REAL U V H)

(DEFCONJL (Z ZST))

(COMPLEX D F)

(VARS U V Z ZST) % (u, v, z=x+iy, z!*=x-iy)
(RPL H)

RE(Z~2*CONJ(D)~2) §

(FUNS (D U) H (F 1)) % d(uw), H(u,z,z%), f(u)

% Plane wave metric. Input frame.

(RPL IZUD)
1 08 08 03
-H/2$ -1%§ 083 0%
0% 08 2°(-1/2) § 08
0% 08 0% 2°(-1/2) §

% Input torsion.
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(ZEROINIT ITOR)
(RPL ITOR 1 0 2 ITOR 1 0 3) F $ CONJ(F) $
(NULLT IFRAME)
% Changing to canonical frame.
(RPL DYTR1)
CONJ D~ (-1/2) $ 0 $
0 $ CONJ D°(1/2) §
(RPL DYTR2)
0318
I$0$
(RPL DYTR3)
I~(1/2) $ 0 $
0 $I°(-1/2) $
(NULLT FRAME)
% #iHt TWAVEZ.SPI end

. 8eitzb.lor

% ### SEITZB.LOR
(LOAD TWEYLTF)
(TITLE " SEITZB.LOR
Neutrino solution of Einstein-Cartan theory.
Bianchi V metric. Case (b): Ricci anti-symmetric.
M. Seitz, Class. Quantum Grav.,vol. 2, p.919 (1985)")
(OFF ALL) (ON NOZERO)
(NAMICKATXYZ D
(VARSTX Y 2)
(FUNS (K) (A) (J)) % K and A=|B| are real; B = C+i*D is complex.
(NAMLC T X Y Z)
% Input frame.
(RPL IZUD)
E~(K+T) § 0 $ 0 $ 0
0 $ E“(K+T) § 0
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0 $ 0 $ E~(K*(T+X)) $ 0 $
0 $ 0 $ 0 $ E~(Kx(T+X)) $
% Input torsion

(ZEROINIT ITTOR ILTOR)

(RPL IPTOR)
6% (A~2)*E~ (—K* (3*T+2%X)) $ -6+ (A~2)+E~(-K*(3*T+2xX)) $
0 $0 $

(LORENTZ FRAME)
% #Ht# SEITZB.LOR end.

. seitzb.spi

% ### SEITZB.SPI
(LDAD TWEYLTF TDYTRSP)
(TITLE " SEITZB.SPI
Neutrino solution of Eingtein-Cartan theory.
Bianchi V metric. Case (b): Ricci anti-symmetric.
M. Seitz, Class. Quantum Grav.,vol. 2, p.919 (1985)")
% The frame is initially fixed by TPHI.
% In this solution TPSI=0 and PSILTOR=0.
(OFF ALL) (ON NOZEROD)
(NAMLC K ATXYZ I)
(VARS T X Y 2)
(FUNS (K) (A) (J)) % K and A=|B| are real; B=C+i*D is complex.
(NAMLC T X Y 2)

% Input frame.

(RPL IZUD)

E"(K+T) $ 0 $ 0 $ 0 $
0 $ E“(K*T) § 0 $ 0 $
0 $ 0 $ E"(K+(T+X)) $ 0 $
0 $ o % 0 $ E-(Xkx(T+X)) $

% Input torsion
(ZEROINIT ITTOR ILTOR)
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(RPL IPTOR)
6% (A~2) #E~ (~K* (3*T+2+X)) § —-6*%(A~2)*E™~(-K*(3*T+2+X)) §
0 $0 $

(LORENTZ IFRAME)
% Changing to canonical frame.
(RPL DYTRSP1)
2~ (1/4) *A*E~ (-3%K*T/2 - K*X) $ 0 $
0 $ 2°(~1/4)*%(1/A)*E~ (3*K*T/2 + K*X) $
(RPL DYTRSF2)
J*(1/4) $ 0 $
0 $ J7(-1/4) $
% Correction - J Skea
(NEWSUL 4 JSUL) %01d:J § -1%
J"2 $ I$J(2)8%-1%
J-4 $-18$J(4 $-15%
(USESUL JSUL SIG SPPTOR TPHI THETA)
(USESUL JSUL SPPTORD ASPPTOR TPHID THETAD SIGMAD)
(USESUL JSUL DSPPTORD SCPTORD BVPTORD)
(NULLT FRAME)
% ### SEITZB.SPI end.

. tgotyg.lor

% ### TGOTYG.LOR

(LOAD TWEYLTF)

(TITLE " TGOTYG.LOR

Godel-type metric with torsion.

c.f. M.J. Reboucas, J.E. Aman,
J. Math. Phys., Vol. 28, p. 888 (1987).

c.f. M.J. Reboucas and J. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 28, p. 1261 (1983)

c.f. J. Duarte De Dliviera, A.F.F. Texeira, J. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 34, p. 2661 (1986).")



- 213 -

(OFF ALL) (ON NOZERO)

(NAMIC TX Y Z M)

(VARS T XY Z) % (t,x,7.2)
(FUNS (M) (W) (HX) (D X) (S X))
% Input frame.

(RPL IZUD)

1$ 0% HS 08

0% 18 0% 0%

0% 0% D$ 08

0% 0% 0% 18§
% Input torsion.

(ZEROINIT ITOR)
(RPL 0 1 2) S §
% ### TGOTYG.LOR end

. tgotyg.spi

Y%### TGOTYG.SPI
(LOAD TWEYLTF TDYTRSP)
(TITLE " TGOTYG.SPI
Godel-type metric with torsion. Einstein—Cartan theory.
C.f. M.J. Reboucas, J.E. Aman,
J. Math. Phys., Vol. 28, p. 888 (1987).
C.f. M.]. Reboucas and }. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 28, p. 1261 (1983)
C.f. J. Duarte De Oliviera, A.F.F. Texeira, J. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 34, p. 2661 (1986).")
(OFF ALL) (ON NOZERQ COMPLX)
(NAMLC TXY Z M J D
(REALTXYZMWHD S)
(UNITARY 1)
(VARSTXY Z) % (%,x,¥,2)
(FUNS (M) (W) (BHX) (DX) (3 X))
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% G"odel-type metric. Input frame.
(RPL IZUD)
1% 0% HS 08
0% 1% 0% 08
0% 0% D$ 0%
0% 0% 0% 18
% Input torsion.
(ZEROINIT ITOR)
(RFL 01 2) S §
(LORENTZ IFRAME)
% Changing to canonical frame.
(NEWSUL 4 ZUDSUL)
J°2 $ I$ J°(-2) ¢$-I8%
J 4 $ 18 I(-4) ¢$-1%
(USESUL ZUDSUL ZUD DTRD)
(RPL DYTR1)
J$ 0 §%
0% 1/18
(RPL DYTR2)
2°(-1/2) $ 2°(-1/2) §
2°(-1/2) $ 2°(-1/2) $
(RPL DYTR3)
J$¢ 0 %
0% 1/7%
(NULLT FRAME)
% ### TGOTYG.SPI end

. tgotyh.spi

% ### TGOTYH.SPI

(LOAD TWEYLTF TDYTRSP)

(TITLE " TGOTYH.SPI

Godel-type metric with torsion. Einstein-Cartan theory.
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Conditions for homogeneity in space and time:
§ = L=const; H’/D = 2#W=const; D’’/D = m“2=const.
C.f. M.J. Reboucas, J.E. Aman,
J. Math. Phys., Vol. 28, p. 888 (1987).
C.f. M.J. Reboucas and J. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 28, p.1251 (1983).
C.f. J. Duarte De Oliviera, A.F.F. Texeira, J. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 34, p. 2661 (1986).")
(OFF ALL) (ON NOZERO COMPLX)
(NAMLICTXYZMJ I
(REALT XYZMWHD L)
(UNITARY J)
(VARST XY Z) 4 (t,x,y,2)
(FUNS (M) (W) (L) (HX) (D X))
% ET homogeneity conditions
(NEWSUL 2 ETSUL)
HYX § 2+W«D §
D&X&X $ M~2xD § YS=L=const
(USESUL ETSUL ASD RIEF TRIEF)
% Input frame.
(RPL IZUD)
1$ 0% HE 058
0% 1 0% 0%
0% 0% D$ 0%
0% 0% 0% 18§
% Input torsion.
(ZEROINIT ITOR)
(RPL 0 1 2) L §
(LORENTZ IFRAME)
% Changing to canonical frame.
(NEWSUL 4 ZUDSUL)
J°2 $ I1$J(¢-2) $-I%
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"4 $-18 37(-4) $-18
(USESUL ZUDSUL ZUD DTRD)
(RPL DYTR1)

J$ o0 §

0% 1/1$

(RPL DYTR2)

2°(-1/2) $ 27(-1/2) §
2(-1/2) $ -2°(-1/2) §
(RPL DYTR3)

1/3$05$

0 $J§

(NULLT FRAME)
% ### TGOTYH.SPI end

. tgotyh.lor

% ## TGOTYH.LOR
(LOAD TWEYLTF)
(TITLE " TGOTYH.LOR
Godel-type metric with torsion. Einstein-Cartan theory.
C.f. M.J. Reboucas, J.E. Aman,
J. Math. Phys., Vol. 28, p. 888 (1987).
C.f. M.}. Reboucas and J. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 28, p.1251 (1983)
c.f. J. Duarte De Dliviera, A.F.F. Texeira, J. Tiomno,
Phys. Rev. D, vol. 34, p. 2661 (1986).")
(OFF ALL) (ON NOZERO)
(VARS TR PH Z) % (t, phi, r, 2).
(NAMLC T R PH Z M S RHO PRESS)
(FUNS (W) (L) (M) (D R) (HR))
%ET homogeneity conditions
(NEWSUL 2 HDRSUL)
H&R$ 2+W+D$ % W = comst.
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D&R$ 1 - H*M#x2/(24W)$ % DERER/D = M»*x2 = const.
% S=L= const.

(USEMSUL HDRSUL ASD TRIE RIE DIVKMSP)

% Input frame.

(RPL. IZUD)

1$0$HS$O0S

0$18%$08%08$

0$80$D$0OS

05080818

% Input torsion.

(ZEROINIT ITOR)

(RPL ITOR 0 1 2) 2xL$

% Solution of EC field equations.

% Source: Weissenhoff fluid - perfect fluid with spin.

% Five parameters (rho, press, L, m, W) and three relations:

% chosing W and L as independent.

(RPL. M RHO PRESS)

% Mx*2 = 2W(W + L) = 2W"2(1+L/W)

SQRT (2+W**2 + 2%WxS)$

% RHO = PRESS = (W + L)"2 = WG.

(W + L)**2§

(W + L)*x2§

(NEWSUL 2 KTTSUL )

RHO $ :RHO $

PRESS $ :PRESS §

(USESUL KTTSUL KTT)

(NEWSUL ECSUL)

Mxx2 § :Mex2 §

(USESUL ECSUL ECEQS)

(ZEROINIT KT)

(RPL KT 0 0 KT 1 1 KT 2 2 KT 3 3) % Lorentz frame

RHO$PRESS$PRESS$PRESSS
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(LORENTZ FRAME)
% ### TGOTYH.LOR

. taoubl.lor

% TSOUBL.LOR

(LOAD TWEYLTF)

(TITLE " TSOUBL.LOR

Static spin-polarized cylinder in Einstein-Cartan Theory.
Only interior solution here.

D. Tsoubelis Phys.Rev. D, vol 30, p. 1632 (1984) ")

(OFF ALL) (ON NOZERQ)

(VARS TR H 2) % (t, r, theta, z)

(NAMLC TR H Z 1)

(FUNS (80))

% Input frame.

(RPL IZUD)

1 8 0 $08% 0 $
0 $ E(-(S0%R)"2/2) $ 0 § 0 $
0 $ 0 $R S 0 $
0 ¢ 0 $ 0 $ E"(-(S0*%R)"2/2) §

% Input torsion

(ZERQINIT ITOR)

(RPL ITOR O 1 2) 2+SO+E~((S0*R)"2/2) $§ % 2*S

% Energy-momemtum tensor. Lorentz frame

(ZEROINIT KT)

(RPL KT 0 0 KT 1 1 KT 2 2 KT 3 3) % (Rho,P1,P2,P3)

2*S0~2+E~((S0*R)"2) $ % Rho=P
0% % P1=P-2%5"2
0% % P2=P-2%5"2
2+S0~2+E" ((S0*R) "2) $ % P3=P

(LORENTZ FRAME)
% ### end TSOUBL.LOR
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