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Resumo

Neste trabalho é proposto um novo enfoque para uma prova geral de uma con-
jectura de evolugao cosmolégica formulada por K. P. Tod no contexto de Singularidades
[sotropicas. Inicialmente, nos dois primeiros capitulos, é apresentada uma revisao dos
principais conceitos envolvidos, tais como o préprio conceito de Singularidade Isotrépica, a
Entropia Gravitacional e a Hipotese da Curvatura de Weyl (HCW), bem conio mostrando-
se aimportincia da Conjectura de Tod para a fundamentacdo de modelos com alto grau de
regularidade inicial, em especial a Cosmologia “Quiescent”, como uma possivel explicacao
para a estrutura observada em grandes escalas e o conteiido de entropia do Universo. Apds
esta revisao é desenvolvida uma analise detalhada de alguns exemplos que esperamos ser
uma boa ilustracao de tais idéias.

No inicio do terceiro capitulo algumas tentativas de prova da Conjectura de Tod,
Sem sucesso ou com sucesso parcial, sio também comentadas. E apresentada entio uma
nova proposta que, inicialmente sem a presenca de um fator conforme Q(#) caracteristico
das Singulartdades Isotropicas, utiliza intensivamente o conceito de curvatura extrinseca
para clarificar alguns dos principals aspectos do problema. O que se espera é que este
enfoque venha a ser util na eliminacao de muitas das dificuldades que devem aparecer
quando for leva.do em conta o fator conforme. Concluimos com alguns comentdrios rela-
cionados & complexidade da dinamica apos a introducio do fator conforme bem como

sobre a possibilidade de algumas propostas alternativas ao paradigma inflacionario.



Summary

In this work it is proposed a new way to improve generically a cosmological
evolution conjecture formulated by K. P. Tod within the context of Isotropic Singularities.
In the first two chapters a review on the subject is presented by introducing the main
concepts involved, such as the Isotropic Singularity itself, the Gravitational Entropy and
the Weyl Curvature Hypothesis (WCH}), as well as showing the importance of Tod’s
Conjecture to the foundation of initially highly regular models , in special the Quiescent
Cosmology, as a possible explication to the observed large scale structure and the entropy
content of the Universe. After this review, it is developed a detailed analysis of some
examples which we hope to be a good ilustration of these ideas.

At the beginning of the third chapter some unsucessful or partialy sucessful ten-
tatives of improving Tod’s Conjecture are also commented. It is presented then a new
proposal which, although without the introduction of the characteristic conformal factor
() for Isotropic Singularities, makes intensive use of the concept of extrinsic curvature
in order to clarify some of the main aspects of the problem. It is to be expected that the
introduction of this new aproach should be useful to get rid of so many difficulties which
are known to appear when we take into consideration the conformal factor. We conclude
with some remarks related to the complexity of the dynamics after the introduction of the
conformal factor as well as on the possibility of some alternative proposals to inflationary

scenarios.
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1. O Conceito de Singularidade Isotrépica e o Advento

da Cosmologia “Quiescent”

1.1 Singularidade Isotrépica e Singularidade Conforme

Uma das caracteristicas da estrutura da Teoria de Einstein com termo cosmolégico

nulo (A = 0), quando as equagdes da dinamica se escrevem:
1 _
Rab e sﬂgab = "“.’Tab- 5 (111)

é a previsio da existéncia de singularidades da variedade riemannianasubjacente nas quais
observamos um mau comportamento de algum objeto geométrico. Esta caracteristica esta
expressa claramente em um teorema [1] que estabelece que, uma vez que as equagdes de

Finstein, eqs.(1.1.1), acima sejam validas e sejam satisfeitas as condigdes de energia:

Condigao Fraca : TpVeVh >0 (1.1.2)



Condigao Forte : (Tab - 51:711935) Vert > (1.1.3)

Condicdo Dominante : T,,V*V* >0 e T,VTeV, <0 . (1.1.4)

onde V' é um campo vetorial nio tipo-espaco (ou seja. V,¥'* < (), entdo existira obriga-
toriamente uma singularidade no espago-tempo.

Exemplos tipicos elementares de solugoes das egs.(1.1.1) que apresentam singu-
laridade sao as solugdes espacialmente homogéneas e isotrépicas, com fonte T, de fluido

perfeito, ou seja,

Ty = (p+p)VaVe + pgas (1.1.5)

w_.m [T

onde “p” é a pressdo isotrépica e “p” é a densidade de energia, e com elemento de linha [2]

2

o
(1 &r7)2

ds?* = —~dt* + (dr? + r2(df? + sen®8dp?)) | (1.1.6)

onde a = a(t) e ¢ = +1,0, —1. Tais solugdes, os chamados modelos Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker (FLRW), sao uma primeira aproximacao de um modelo realistico do
Universo, que apresenta-se com uma distribuigao aproximadamente homogénea e 1sotrdpica
de matéria em expansdo (em grandes escalas). Nestas solugdes existe uma singularidade

tal como mencionamos acima em a(to) = 0, 0 que faz com que em #; a curvatura do espago



divirja e as eqgs.(1.1.1) nao possam mais descrever o que acontece nesse momento.

Para evitar esse problema dos modelos FLRW, pode-se tentar buscar outros mo-
delos. que no entanto podem vir a ser menos realisticos (o Universo de Einstein, o Uni-
verso de de Sitter e o Universo de Gddel sao exemplos bem conhecidos de modelos menos
realisticos mas que nao apresentam singularidade [3] ),ou mesmo desprezar as eqs.(1.1.1)
para o Universo primitivo. usando-as apenas a partir de um certo ¢y > to.

Fssas sao manetras de contornar, mas nao de resolver, o problema da aplicabi-
lidade das equagoes de Einstein em ¢ = t5. Dessa forma nao podemos, por exemplo,
estudar um problema de valor inicial para os modelos FLRW (e mesmo outros mode-
los nao-FLRW mas com singularidade) no qual a superficie de dados iniciais seja uma
hipersuperficie tipo espago suave correspondente a t = {y em uma foliagdo do espaco-
tempo. Tal superficie seria na verdade apenas um ponto singular onde a continuidade do
espago-tempo é quebrada, devido a singularidade nas solugoes das eqs.(1.1.1). !

O problema entretanto pode ser encarado, de forma inversa, nio como um limite
intransponivel das equagoes de Einstein, mas sim como um problema da variedade (no
caso, 0 espaco-tempo fisico, isto é, o espago-tempo no qual ocorrem todos os fendmenos
fisicos do Universo real) sobre a qual estao sendo aplicadas. Este é um ponto fundamental
no conceito do que chamaremos “singularidade isotrépica”. A idéia é que podemos evitar
a singularidade nas eqs.(1.1.1) ao relacionar conformemente a métrica ¢, da variedade
M do espago-tempo fisico, que é a variedade sobre a qual se aplicam tais equagdes, &

metrica §q; de uma variedade nao fisica M na qual existe uma hipersuperficie tipo-espaco

!Certamente ha problemas quanticos em altas concentragdes de matéria que podem até invalidar as
eqs.{1.1.1} dentro de um intervalo de tempo t tal que tg < t < #;, mas estamos preocupados aqui apenas
con a teoria de gravitagio cldssica de Einstem.



S, suave que corresponde a singularidade no espago-tempo em ¢ = {g e onde poderdo ser

pa—

especificados os dados iniciais. Assim, faremos

Gap = VG0 - (1.1.7)

Se o fator conforme Q for zero sobre & hipersuperficie Tp de M, ou seja, 2t = fo) = 0
dizemos que em t = 5 temos uma singularidade isotropica em M.

Vemos entao que a singularidade em g,, serd devida totalmente a nulidade do
fator conforme. Nao ha singularidade em §,; para ¢ > fg, mas devido & singularidade de
gu em ¢ = g a eq.(1.1.7) s sera valida para t > g, quando teremos 2 > 0. Note-se que
as egs.(1.1.1). que s0 podem ser aplicadas diretamente sobre M, continuam resultando em
uma curvatura divergente em t = {; e portanto a singularidade é mantida. Entretanto,
como M é suave em t = g, podemos agora estudar o comportamento das grandezas nao-
fisicas de Af desde a singularidade isotrépica (correspondente a o em M) para entio
relaciona-las através da eq.(1.1.7) para t > o com as grandezas fisicas (definidas em
M). Ja podemos entdo tentar, por exemplo, estabelecer um problema de valor inicial
com a superficie de dados iniciais sendo a hipersuperficie snave Ty de M. Para tanto
devemos verificar o comportamento de grandezas de M, tais como o “shear” Gap OU &
parte elétrica Eub do tensor de Weyl, partindo de ¥y (para t = ty) e passando para as
grandezas fisicas correspondentes, o, € E,, de M (tratadas intensivamente no cap.3),

através de relacdes obtidas a partir da eq.(1.1.7).? No capitulo III apresentaremos um

R H

*Convencionaremos representar com o sinal “ as grandezas definidas na variedade do espago-
tempo nido-fisico M, ao passo que as grandezas sem este sinal serfio referentes, em geral, & variedade do
espago-tempo fisico M.



problema de valor inicial proposto por Tod [4, 3] para cosmologias de fluido perfeito, com
equacao barotrépica de estado {p = p(p)). e contendo uma singularidade isotrépica, no
qual é utilizado esse procedimento.

Para o tratamento matematico das singularidades isotrépicas € interessante defini-
las com maior rigor. mas antes vamos procurar clarificar este conceito através de uma visao
pictérica, bem como acrescentar algumas informagdes sobre a histéria das singularidades
isotrépicas e o porqué do recente impulso no estudo do assunto.

Intuitivamente, o conceito de singularidade isotropica pode ser apresentado da
seguinte maneira {6} : Vamos considerar uma pequena “gota” esférica e comével de um
fluido perfeito que preenche um universo espacialmente homogéneo e com uma singulari-
dade inicial. Vamos agora imaginar que o tempo esta recuando de volta para a singula-
ridade imicial. de forma que a gota de fluido e tudo o mais no universo em questao esteja
se concentrando, com correspondente aumento de densidade de energia, & medida em que
se aproxima o momento do “big-bang”.

Para observar melhor o que acontece com o formato da gota de fluido indepen-
dentemente da alta concentracao de seu volume nas vizinhancas da singularidade ( ou
seja, proximo ao momento do big-bang. Singularidades cosmoldgicas sao globais, isto ¢,
nao possuem uma localizacao definida no espago ja que contém, em si mesmas, todo o
universo em seu momento inicial — ou final no caso das singularidades que ocorrem no
chamado “big-crunch”™, quando o universo, como um todo, sofre colapso gravitacional —
ver [7] ) pode-se fazer uma mudanga de escala de tal modo que o volume da gota de
fluido permaneca constante no tempo. Apesar disso, seu formato pode variar bastante e

sofrer distorcoes arbitrariamente grandes a medida em que se aproxima da singularidade,



podendo por exemplo ir colapsando em duas direcdes e se alongando infinitamente na ter-
ceira (colapso em forma de “charuto™). ou ir colapsando em uma direcao e se alongando
infinitamente nas outras duas {colapso em forma de “panqueca™), ou mesmo oscilar caoti-
camente entre esses dois formatos em direcdo a singularidade. Entretanto a gota de fluido
pode também sofrer apenas variacdes finitas do seu formato. Neste caso, se a taxa de
colapso da gota de fluido é, & medida em que se aproxima a singularidade, independente
da direcao, dizemos que a singularidade é isotropica.

O quadro acima pode também ser visualizado a partir da analise do comporta-
mento dos tensores de curvatura de Riccl Ry e de Weyl Wipeg. A curvatura do espaco-
tempo é dada pelo tensor de Riemann Hp.s. Em 2 dimensoes o tensor de Riemann é
dado intrinsecamente pelo escalar de curvatura K. Fm 3 dimensoes, isto ndo é suficiente,
necessitando-se também do tensor de Ricci. Em 4 {ou mais) dimensdes € necessario intro-
duzir o tensor de Weyl para descrever completamente a curvatura. Neste caso o tensor
de Riemann pode ser expresso, com indices mistos, de acordo com a seguinte decom-

posigio {3, 9]

. R p :
R*, = za[IcR"]d]m—3~5[[c551ﬂ+wﬂ’;d, (1.1.8)

a.be,d € {0,1,2.3}

onde R, o escalar de curvatura, ¢ dado por



R=¢"R,; , (1.1.9)

Wb, é a parte sem trago de R _,. ou seja,

Wt =0, (1.1.10)

e onde os colchetes indicam anti-simetrizagao de indices:

1
Apat] = 5(Aab — Ase) (1.1.11)

<

A singularidade na visdo pictérica que demos acima deveu-se a densidade de
energia, que cresceul ao infinito. Nas equagbes de Einstein com fluido perfeito, egs.(1.1.1)
e (1.1.5), quando a densidade de energia p diverge (p — oc) a curvatura de Ricer Ras
também vai divergir. Portanto a singularidade do espago-tempo refere-se no caso a di-
vergéncia da curvatura de Ricci. Quando fazemos a mudanca de escala, de forma a manter
o volume da gota de fluido constante mesmo na singularidade, estamos na realidade como
que “removendo” a sin gularidade ao manter a curvatura R, finita. Como vimos, mesmo
fazendo a mudanca de escala ainda era possivel haver distor¢des infinitamente grandes no
formato da gota de fluido. Tais distorgoes infinitas correspondem justamente a singulari-
dades do tensor de Weyl W,s.4 (na verdade podemos considerar que alteracgoes no formato
da gota de fluido, mesmo finitas, referem-se ao tensor de Weyl enquanto que variagoes do

volume relacionam-se ao tensor de Ricei [10]). Uma vez que nao haja distor¢des infinitas,



isto 6. uma vez que o tensor de Weyl seja finito e a taxa de colapso independa da direcao.
teremos uma singularidade isotrépica. Deste modo podemos dizer que uma singularidade
isotrdpica é uma singularidade na qual a curvatura de Ricci B, diverge, mas quando se
“remove” esta divergéncia através de uma mudanga de escala teremos uma curvatura de
Wevl finita. No caso particular das cosmologias FLRW. a singularidade inicial é isotrdpica.
pois tais modelos sio conformemente planos, o que significa que o tensor de Weyl é nulo,
com a singularidade inicial devendo-se totalmente a divergéncia para infinito de R,

O conceito de singularidade isotrdpica vem sendo tratado ja hd algum tempo na
literatura, embora com outras denominagoes e sem uma defini¢ao formal. Historicamente
podemos considerar que tal conceito se originou como um caso especial na analise geral de
singularidades feita por Lifshitz e Khalatnikov {11] (ver também [12]). Eles consideraram
universos preenchidos com radiagio (p = Lp) com uma singularidade inicial em t = ¢, e

com métrica espacial tratada como uma expansao em série de poténcias da forma

ha,j = iaofﬁ‘l'tzbaﬁ‘FtaCaﬁ‘*‘ (1'1'12)

onde ang. bag, Cap, ... (@, B = 1,2,3) sdo independentes de {. Notaram entio que o termo
lider aqg era liviemente arbitrado e chamaram este tipo de singularidade de “quasi-
isotropica”. Como podemos ver, a singularidade na 3-métrica h,g deve-se totalmente
a anulacao de ¢, tal como as singularidades isotropicas devem-se 4 anulacao, em ¢t = {. do
fator conforme {1, que relaciona as métricas do espago-tempo fisico e do nao-fisico através
da eq.(1.1.7). Além disso a taxa de colapso na eq.{1.1.12) € a mesma em todas as diregoes,

como nas singularidades isotropicas.



Esse tipo de singularidade é encontrado também em Eardley et al. {13] e Liang
[14] . como um caso especial de uma classe de singularidades chamadas “dominadas por ve-
Jocidade™ . emi solucoes das equacdes de Einstein, com fluido perfeito e equacao barotrépica
de estado, onde a 3-métrica e a curvatura extrinseca iniciais {ver capitulo III desta mono-
grafia para uma defini¢do de curvatura extrinseca) eram os dados arbitrarios. Chamaram
ao caso particular no qual a 3-méirica na singularidade era independente do tempo de
singularidade “tipo Friedmann™,

Um grande impulso no estudo das singularidades isotrépicas foi dado pela “Hi-
potese da Curvatura de Weyl™ (* Weyl Curvature Hypothesis”) proposta por Penrose [15].
Baseando-se na necessidade de algo como um vinculo de baixa entropia na singulari-
dade inicial. para gue possa haver crescimento de entropia em atencdo a Segunda Lei
da Termodinamica, Penrose argumentou que a geometria inicial do universo deveria ser
altamente regular, o que o levou a hipdtese de que a curvatura de Weyl W,y deveria
ser nula na singularidade inicial. Esta hipdtese ¢ bastante 1til no contexto de singulari-
dades isotrdpicas. Sua utilizagio se da de diversas formas. Primeiramente tal hipdtese
nos conduz a selecionar cosmologias singulares nas quais o tensor de Weyl é finito, ac
menos durante um certo periodo de tempo apds o “big-bang”, com a singularidade tnicial
sendo portanto devida totalmente a divergéncia para infinito da curvatura de Ricel. Isto
significa, como sabemos, que podemos fazer uma mudanca de escala (uma transformacao
conforme) para “remover” a singularidade, com o tensor de Weyl permanecendo finito.
Este quadro leva justamente ao conceito de singularidade isotrépica, de forma que sua
utilizagao parece ser bastante apropriada.

Outra utilidade importante da hipdtese de Penrose, em seguida ao que foi comen-
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tado, é que o tensor de Weyl na forma W%, é invariante por transformagao conforme:

W =W, . (1.1.13)

Dessa forma, quando se afirma que o tensor W4, é nulo na singularidade inicial esta
se afirmando que também o tensor ﬁ"”bcd é nulo na singularidade. Portanto, temos uma
condicao inicial imposta sobre a variedade M do espaco-tempo fisico que passa integral-
mente para a variedade M do espaco-tempo nao-fisico na singularidade inicial, de
forma que pode ser aplicada diretamente sobre a hipersuperficie inicial Ly de M, ou seja,
sobre a singularidade isotrépica.

Um terceiro aspecto da referida hipdtese é que. como o tensor de Weyl esta
relacionado a variacoes de formato de um elemento de fluido (a “gota de fluido” de
que faldvamos) causadas pela distribuicao irregular do fluido que preenche o Universo,
gerando um campo gravitacional irregular, a nulidade inicial do tensor de Weyl induz a
um universo totalmente regular inicialmente. Um tipo de modelo que pode atender a
esta caracteristica é a “Quiescent Cosmology”, uma cosmologia singular com alto grau de
isotropia inicial proposta por Barrow em um artigo de 1978 [16]. Nesse artigo ja aparece
o termo “singularidade isotropica”.

Assim, uma forte motivacao para o estudo das singularidades 1sotropicas é que, a
partir deste conceito, pode-se construir um arcabouco matematico que, espera-se, venha a
permitir o estudo de um problema de valor inicial, baseado na Hipdtese da Curvatura de
Weyl, que possibilite a determinacio da evolucao de cosmologias singulares (em especial

a “Quiescent Cosmology”) partindo-se da prépria singularidade.
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Desde entao varios autores vém publicando trabalhos, que em linhas gerais serao
comentados no decorrer deste nosso trabalho, relacionados diretamente com esses assun-
tos e baseados no conceito de singularidades isotrépicas. Atualmente um importante
problema a ser resolvido é o de uma conjectura formulada por Tod [17]. Ele observou
que a Hipdtese da Curvatura de Weyl, no contexto de singularidades isotrdpicas, pode
ser restritiva o bastante para determinar que qualquer cosmotogia de fluido perfeito, com
equagao barotropica de estado, e possuindo uma singularidade isotropica serda necessaria-
mente uma cosmologia FLRW. Tal suposi¢do ficou conhecida como “conjectura de Tod”
e sera tratada extensivamente no capitulo IIT desta monografia. A compatibilidade entre
o conceito de singularidades isotropicas e a “Quiescent C'osmology” sera comentada na
secao (1.2), enquanto que um tratamento mais detalhado sobre a Hipdtese da Curvatura
de Weyl sera realizado no proximo capitulo.

Apresentaremos a seguir duas propostas de defini¢ao matematica mais elaboradas
do conceito de singularidade isotrépica. Uma deve-se a Goode e Wainwright [18] e outra

a Newman [19], esta dltima introduzindo a expressio “singularidade conforme”.

Definicao de Goode e Wainwright

As abordagens de Lifshitz-Khalatnikov [11] e de Eardley et al. [13] e Liang [14],
que comentamos acima, ao conceito de singularidade isotrdpica restringiam-se a fluidos
perfeitos com equacio de estado p = (y — 1)p e eram dependentes de coordenadas.

Goode e Wainwright [18] procuraram entao dar uma definicdo geométrica deste conceito
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de forma a que fosse independente de coordenadas e das equacdes de Einstein. sendo
portanto independente também da fonte do campo gravitacional. A partir da eq.(1.1.7).
deram a seguinte definicao:

Um espaco-tempo (M, g) € dito admitir uma singularidade tsotrdopica sc existe
um espago-tempo (M, §), uma funcio suave T definida sobre M (isto €, uma fungdo que
cresce ao longo de cada curva nao lipo-espaco direcionada para o futuro) ¢ um fator
conforme QT que satisfaz:

(1) M € a sub-variedade aberta T > 0:

(2) g = Q*(T)§ sobre A, com g regular (no minimo C* ¢ ndo-degenerado) sobre
uma vizinhanga aberta de T = 0;

(3) Q0) = 0. Q € continuwo em T = 0 ¢ no minimo C° ¢ positivo sobre um
intervalo (0,8, b > 0;

(4a) limp_o+ () = ooy

(40) limg_.o+ L(T) =1 < 1, onde L = (Q"/)(Q/Q)? € o simbolo (') denota
diferenciacdo com respeito a 1.

Na definicio acima T é um parametro de foliacao de M (e portanto de M),
gerando uma familia de hipersuperficies tipo-espaco. A hipersuperficie de M na qual
T = 0 é justamente a singularidade isotrdpica.

Posteriormente, seguindo sugestao de Scott [20], a condigao ({e) foi retirada, pois

segue das outras.
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Definicao de Newman

A proposta de Newman [19] de definigao matematica do conceito de singularida-
des isotrépicas é buscar uma analogia com o conceito de infinito conforme, como definido
por Penrose [21]. Para evitar o que considera um termo (“isotropia”) que pode levar a
confusdes (pois a singularidade ¢ chamada isotropica nao porque a 3-métrica da hipersu-
perficie conforme inicial seja isotrépica, o que alids nem sempre acontece, mas porque a
existéncia da relacio conforme considerada aqui € suficiente para indicar que o campo de
autovetores tipo-tempo do tensor de Ricci transformado deve encontrar a hipersuperficie
inicial ortogonalmente, ou seja, com componente nula em qualquer direcao paralela a
hipersuperficie em cada ponto) e também para evidenciar a analogia com o infinito con-
forme, Newman introduz a denominagao “singularidade conforme” ao invés do termo “sin-
gularidade isotrépica®. O conceito de singularidade conforme € entao definido também
utilizando-se a eq.{1.1.7):

Seja (M, g) um espago-tempo. Suponha que existe uma variedade M com frontetra
(M ) tal que

(i) M = M UM ¢ para todo = € M existe um tripleto (U, g, t), com U uma
vizinhanga aberta de x em M, § uma métrica de assinatura Lorentziana sobre U, et uma
fun¢do de valor real sobre {7 tal que

(i) 0 —80 =UnM edll =0 noM;

(iti) g = 12§ sobre U — 8U;

(iv) tlop = 0, thg oy > 0 € Vi £ 0 sobre U

entio OM ¢ uma singularidade conforme de (M,g).
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Nessa definicao o tripleto ([A".DE;. ) é chamado uma “carta conforme™. onde t é o

fator conforme.

Comparando-se as duas defini¢oes acima vemos que hé diferencas nas propriedades
relacionadas a suavidade do fator conforme pois, utilizando a notacao de Goode e Wain-
wright. nas singularidades conformes além de € ser ¢ sobre M temos também que
VQ # 0em Q = 0. Esta diferenga faz com que a definicio de singularidade conforme con-
duza a vma classe de singularidades mais restrita, porém pode sitmplificar o tratamento
matematico.

No capitulo ITI apresentaremos exemplos de aplicagio dessas duas definicées em
solugoes das equagoes de Einstein com fonte de fluido perfeito e equagao barotrdpica de

estado.

1.2 Compatibilidade da Cosmologia “Quiescent” com as Idéias

Anteriores

Do que os dados observacionais nos sugerem, o Universo se apresenta com carac-
teristicas marcadamente diferentes de acordo com a escala em que é observado. Em escalas
pequenas em relagao ao Universo conhecido verifica-se a existéncia de grandes aglomerados

de matéria, formando estruturas tais como estrelas, galdxias e aglomerados de galdxias,
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Nessas escalas o Universo parece ser altamente nao homogéneo, havendo grandes variagoes
da densidade de energia entre as diferentes (pequenas) regioes do espaco. O quadro. en-
tretanto. é totalmente diverso em grandes escalas. O Universo observado passa a ter um
aspecto notadamente homogéneo, com a densidade de energia variando muito pouco de
uma regiao para outra (as regioes consideradas agora sdo bem maiores que as do caso
anterior}. Além disso, parece nao importar em qual direcao se estd observando, pois
o aspecto sera o mesmo, sugerindo que o Universo real é também caracteristicamente
isotropico (mais que isso: expande-se isotropicamente).

Essa diferenca ou contradigao entre a estrutura em pequena e em grande escala
constitui-se em uma grande questao cosmologica que até hoje nao foi satisfatoriamente
respondida. As solugdes espacialmente homogéneas e isotropicas exatas das equacoes de
Einstein com tfonte de fluido perfeito. os modelos Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW} que citamos na secao (1.1}, sdo bastante adequadas no que se refere a estrutura
em grande escala. mas por st sés nao parecem capazes de resolver o problema do apare-
cimento de estruturas em pequenas escalas, pois tais solucdes sao também localmente
homogéneas e isotropicas.

Pode-se pensar em diversas maneiras de se obter um modelo mais condizente
com os dados observacionais, ndo sé nas grandes mas também nas pequenas escalas.
Pode-se, por exemplo, procurar uma solugao aproximada, um modelo FLRW perturbado,
com wma geometria apenas aproximadamente homogénea e isotrdpica ou talvez com uma
fonte de fluido um pouco mais genérico, ot mesmo acrescentar consideracoes tais como os
efeitos advindos de mecanismos quanticos nos estagios primitivos do Universo. Em todo

caso, porém, deve-se procurar um modelo nac so que expliaue a presente distribuicio de
s P ) p ¢
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matéria, mas tambén: que possua uma evolucdo que nao esteja em desacordo com dados
observados atualmente, como a entropia de 10® {otons por bérion [15. 22] . Além disso, no
que se refere as condicdes iniciais. se forem necessarias, tals condigoes devem ser as mais
razoavels e de malor probabilidade possivel, de forma que o atual estado de regularidade
do Universo, que é um estado de muito pouca probabilidade. nao seja considerado apenas
uma “grande coincidéncia®. Este ultimo aspecto, referente as condicoes iniciails, tem sido
bastante considerado nas prapostas de modelos cosmologicos mais realisticos do Universo
e vamos desenvolvé-lo um pouco mais.

Para ter uma idéia do quanto o presente estado altamente isotropico & especial,
vamos considerar todos os estados de distribuigdo de materia nos quais o Universo pode-
ria, a priorl, se encontrar. O numero de tais estados é infinito, cada um representando um
conjunto de valores fixos de dois parametros continuos relacionados & posicao e velocidade
de cada elemento de matéria (os elementos do fluido que preenche o Universo, os quais
podem ser considerados cada um como sendo um aglomerado de galaxias). Por simplici-
dade, vamos considerar inicialmente apenas o grau de simetria nas posi¢ées instantaneas
de todos os elementos, desprezando comipletamente sua velocidade e, portanto, qualsquer
consideracoes sobre dados de isotropia na expansio ou presenca de vorticidade, aceleracio
ou “shear” no fluxo do fluido. Os estados serdo considerados diferentes de acordo apenas
com seu grau de homogeneidade e isotropia. Assim, a distribuigao do tipo FLRW exato
corresponde a apenas um destes estados, exatamente aquele com isotropia e homogenei-
dade maxima, sendo um conjunto de medida zero em relacdo ao conjunte dos estados
possivels. Mesmo para uma distribuigao do tipo FLRW “perturbado”, haverd apenas um

intervalo muito pequeno de estados correspondentes, se comparado com intervalos de es-
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tados relacionados a distribuicdes mais genéricas. Para se perceber um pouco melhor em
que medida isto ocorre, vamos separar as distribuigdes segundo sua isotropia em relagao a
um dado nimero de eixos. E [4cil perceber que ha um niimero muito maior de estados sem
qualquer isotropia do que estados com isotropia em ao menos uma direcao, onde estamos
considerando isotrépicos também os estados que apresentam uma ligeira anisotropia, da
ordem por exemplo de 107%, que é o limite mdximo da anisotropia atualmente registrada
da radiacao de fundo 23], na diregao considerada. Assim, a probabilidade de se encontrar
um estado isotrépico em relagao ao menos a uma direcdo é muito pequena (grosso modo,
da ordem de 1071). Seguindo em frente temos que a chance de encontrar um estado com
isotropia relacionada a duas direcdes é muito menor ainda. sendo minima a chance de
se obter um estado com isotropia em relacao as trés direcdes. Considerando-se agora a
isotropja da expansao e os pequenos valores de “shear” e vorticidade [24], reduz-se ainda
mais a probabilidade de se obter um estado préximo ao estado do Universo presente,

E nesse sentido que a grande regularidade observada no universo pode ser con-
siderada tratar-se de um caso excepcional. Alias, ao invés do problema de formagio de
estrutura, talvez a questéo a ser colocada seja “O que levou o Universo atual a presentar
um grau tao alto de isotropia?”. Esta pergunta nos conduz naturalmente a anélise de
como se processou a evolugao do universo desde o seu inicio. A questdo poderia ser refor-
mulada para: “Qual era o estado inicial do Universo e em que medida tal estado interferiu
ou determinou sua evolugao para a grande regularidade observada atualmente?”.

Uma possivel resposta poderia vir das consideragées feitas por Charles Misner
dentro de seu programa de “Cosmologia Cadtica” [25]. A proposta central das cosmologias

cadticas é que o cardter isotrépico atual do Universo deveria independer de seu estado
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inicial, que poderia ser arbitrariamente cadtico. A isotropizagao se daria através de meca-
nismos dispersores qiie com o passar do tempo suavizariam as irregularidades iniciais. que
poderiam ser mujto grandes.

A acao desses mecanismos dispersores talvez seja melhor entendida do ponto
de vista da criacao de entropia no sentido de perda de informacao. Um outro exemplo
pictérico pode facilitar a compreensao [26]: Suponha que haja uma pessoa no alto de
um penhasco atirando pedras na agua do mar. As pedras poderiam ser atiradas para
baixo com velocidades iniciais arbitrariamente diferentes ou serem simplesmente largadas
do repouso. Em um caso ideal, sem o atrito do ar, a aceleracao da gravidade aumen-
taria uniformemente a velocidade, de forma que se houvesse um observador medindo a
velocidade com que as pedras entram na agua, bastaria que fosse conhecida a altura do
penhasco para se obter. através de um cdlculo simples, a velocidade inicial com que a pe-
dra foi lancada. Pode-se interpretar que neste caso, sem atrito do ar, houve a preservagio
(ou conservagao} da informagao de qual foi a velocidade inicial da pedra. O quadro entre-
tanto é diferente quando se considera o atrito do ar. A gravidade agora terd a oposicao
da forca deste atrito, que sera tanto maior quanto maior for a velocidade da pedra, de
tal maneira que haverd uma tendéncia a se estabilizar o movimento da pedra levando-a
a uma “velocidade terminal” constante e igual para todas as pedras (consideradas aqui
como sendo todas de mesmo peso e tamanho). Se o penhasco for suficientemente alto,
todas as pedras terao tempo suficiente para alcangar esta velocidade terminal, de forma
que ao chegarem ao nivel do mar terdo todas a mesma velocidade. Assim nao sera mais
possivel saber a velocidade inicial de cada uma. Esta informagdo terd sido perdida no

processo de dispersao realizado pelo atrito com o ar.
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A idéia basica das cosmologias cadticas pode ser entendida em analogia com o
quadro descrito acima. Como vimos o Universo poderia, a priori, iniciar-se em qualquer
um dos infinitos estados de distribuicao de seu conteido de matéria, mas com malor
probabilidade de ser umi estado bastante irregular. No contexto das cosmologias cadticas,
o que se espera ¢é que as irregularidades inicials suavizem-se devido a processos dissipativos,
que funcionariam de maneira aniloga a resisténcia do ar na experiéncia acima, fazendo
com que a informacio de qual era o estado inicial de Universo fosse perdida e conduzindo-o
a tornar-se, depois de certo tempo. homogéneo e isotrépico.

Foram propostos mecanismos de dissipagdo tais como viscosidade induzida por
neutrinos [27] e criagao de pares de particulas induzida por curvatura [28]. Em pouco
tempo. porém. o programa das cosmologias cadticas tornou-se insustentavel ac menos
na sua forma “pura” como foi inicialmente proposto por Misner. pois mostrou-se [29]
que processos Viscosos podem suavizar apenas anisotropias que nao sejam muito grandes
em intensidade e extensdo espacial. Com Isso, verifica-se que nem todos os “a priori”
possiveis estados iniciais do Universo conduzem ao estado isotrdpico atual. Portanto o
estado presente poderia nio ser necessariamente independente do estado inicial, ou seja,
das condicdes iniciais na evolugiao do Universo.

Isso por si s6 nac implicou na inviabilidade do programa de cosmologias cadticas,
pois ainda assim era esperado que o conjunto de condigdes iniciats que levavam a universos
anisotrdépicos ou com isotropia nao tao alta fosse um conjunto de medida zero, de forma que
qualquer perturbagio destes estados Iniciais levaria novamente a um universo altamente
isotrépico. Contudo, este ndo foi o caso. Estudos feitos por Collins e Hawking [30] (ver

também Barrow e Matzner [31]) mostraram que as instabilidades gravitacionais fariam
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com que quaisquer anisotropias inicials crescessen. Desta forma, ndo apenas o conjunto de
estados iniciais que conduzem a universos anisotropicos no presente nao é um conjunto de
medida zero conio também predominam sobre aqueles estados iniciais que geram universos
tipo FLRW perturbado, os quais pertencem a um conjunto hem malis restrito. Portanto
o programa de cosmologias cadticas parece ter se tornado insustentavel como um todo.
e nao apenas na forma “pura” em que fora proposto inicialmente. Assim, permanece o
problema de por que o Universo apresenta tamanha isotropia espacial em grande escala.

Outra possivel resposta para essa questao pode ser fornecida pelos famosos mo-
delos chamados inflacionarios. Tais modelos tém estado em evidéncia desde o inicio da
década passada em varias versdes, tais como a “Old lnflation” [32], “New Inflation”
(33, 34]. “Chaotic Inflation” [33] e “Extended Inflation” [36], e baseiam-se na aplicacao
das “Crand Unified Theories” (GUT), da fisica de particulas a cosmologias FLRW. Foram
e ainda sao espécies de paradigmas para fisicos de particulas desconfiados dos cosmoélogos
e seu estudo predileto de geometria. A proposta é que o Universo como um todo € bas-
tante irregular, mas quando se iniciou sofreu, em seus primeiros momentos, uma fase
de expansio exponencial que inflacionou o horizonte de particula da regiao do Universo
que podemos observar, tornando-a uma regido isotropica em um universo potencialmente
anisotrépico. As cosmologias inflacionarias causaram muito impacto quando foram pro-
postas, pois resolviam alguns outros problemas dos modelos FLRW padrao, além de possi-
bilitarem a resolugio do problema de formagao de estrutura destes modelos. Contudo tem
havido dificuldades nio sé na implementagao das cosmologias inflacionarias (por exem-
plo, o problema do monopolo magnético), como também estas tém sofrido muitas criticas

[10, 37, 38, 39] em relagdo ao carater algo especulativo dos mecanismos sugeridos de in-
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flacio e s restrigdes sobre as condigoes inicials necessarias para se obter um universo com
a estrutura em grande escala atual, entre outras coisas. A proposta inflaciondria portanto
niao consegue explicar satisfatoriamente. ao menos por enquanto. essa contradigao entre
a estrutura em pequena e em grande escala do Universo, e a discussao sobre 0s modelos
inflacionérios permanece em aberto. Ou quem sabe deve ser fechada para sempre?

H4, entretanto, uma outra visao do problema que pode ser promissora. E a
chamada "Cesmologia Quiescent™. proposta por John Barrow em um artigo ja referido
acima [16], onde sao criticadas as cosmologias cabticas no que se refere a relacao entre a
“pouca” quantidade de entropia e a grande regularidade presentes no Universo atual. Sua
argumentagao é de que a entropia finita e altamente isotropica do Universo atual (medida
a partir da radiagao de fundo) em conjunto com a Segunda Lei da Termodinamica, a qual
estabelece que a entropia total do Universo deve sempre aumentar com o tempo, permitiria
apenas uma quantidade finita de dissipagdo de energia no passado, de forma que apenas
um grau finito de irregularidade inicial é compativel com a entropia de 10® fétons por
barion da radiacao de fundo observada. A partir dai sugere que o Universo iniciou-se
com um carater marcadamente isotrépico, do tipo das cosmologias FLRW, chamando a
uma tal cosmologia de “Quiescent Cosmology”. Ao contrario das cosmologias cadticas,
que afirmam que a isotropia presente ocorre devido a que o Universo se encontra em um
estdgio j4 avancado de seu desenvolvimento, a Cosmologia “Quiescent” atribui a grande
regularidade atual do Universo ao pouco tempo que teve para evoluir e aumentar seu
grau de anisotropia, significando que se encontra, de certa forma, ainda em um estagio
primitivo de sua evolugdo. Ou seja, o Universo tal como o conhecemos é ainda muito

“novo”.



22

Hé em principio dois problemas na proposta da Cosmologia “Quiescent™. O
primeiro é explicar por que o estado inicial do Universo era tao homogéneo e isotropico,
j4 que. a priori. tal estado como vimos é de muito baixa probabilidade. A argumentacao
de Barrow é que este estado altamente improvavel deveria ser o estado termodinamica-
mente preferido se a equagdo de estado da matéria interagindo fortemente fosse do tipo
“stiff " (matéria “dura™), p = p. em alta densidade, sendo esta a tnica equagao de estado
compativel com nma “singularidade isotrépica” completamente estavel. Existe entretanto
uma outra possivel resposta, que é mats abrangente que a proposta por Barrow. pois nao
faz a principio qualquer restrigao sobre a equagao de estado. Tal possivel resposta é
fornecida pela j4 mencionada, na secao (1.1), “Hipotese da Curvatura de Weyl”, formu-
lada por Penrose. a qual vincula o tensor de Weyl W4 a ser nulo na singularidade
inicial. Tal imposi¢&o, no contexto de universos preenchidos com fluido perfeito, conduz
naturalmente a modelos espacialmente isotropicos, ou seja, os modelos FLRW | nos quais
o tensor de Weyl é identicamente nulo. Assim, a hipdtese de Penrose, que serd melhor
desenvolvida no proximo capitulo, pode vir a se constituir em uma resposta satisfatéria
de por que deveria o Universo se iniciar em um estado tao isotrépico.

O segundo problema relacionado & Cosmologia “Quiescent” é estabelecer a uni-
cidade da evolucao a partir de estados isotrdpicos que na verdade possuem um carater
inicialmente singular. As condi¢Oes iniciais, tais como a nulidade do tensor de Weyl, sao
aplicadas desde a singularidade inicial. Ou seja, o estado inicial deve ser definido, de
alguma forma. sobre a prépria singularidade. Uma maneira de se fazer isso é justamente
utilizar o conceito de singularidade isotrépica (ou conforme} apresentado na secao (1.1).

E através deste conceito e de sua definicao matematica que se tem procurado resolver



23

essa questao de unicidade da evolucao, a qual ainda estda razoavelmente em aberto. Neste
trabalho demos varios passos em frente no contexto de entender melhor o problema e de
resolvé-lo sem reservas. Mais a frente, no capitulo IIl desta tese, trataremos esse pro-
blema de valor inicial de forma mais detalhada, relacionando-o em particular com uma
conjectura formulada por Tod [17], a qual afirma que universos preenchidos com um fluido
perfeito e com equacio barotrépica de estado possuem, uma vez imposta a Hipdtese da

Curvatura de Weyl, uma evolucdo necessariamente do tipo FLRW.
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2. A Hipétese da Curvatura de Weyl e o Contetido

de Entropia do Universo

2.1 Hipétese da Curvatura de Weyl

Uma das leis mais bem estabelecidas da Fisica é a Sequnda Lei da Termodindmica,
a qual afirma que a entropia total do Universo deve sempre aumentar (ou a0 menos per-
manecer constante, o que obviamente nao estd acontecendo, pois observa-se a todo mo-
mento uma quantidade muito grande de processos dispersivos, com grande produgao de
entropia. ocorrendo por todo o Universo). Partindo justamente de uma caracteristica sub-
jacente a esta lei, que € seu carater essencialmente assimétrico no tempo. Penrose [15, 10]
fez uma série de consideracoes a respeito de processos gravitacionais e da geometria do
Universo, relacionando as singularidades do espago-tempo com a presenga de uma assime-
tria temporal na Fisica, que o levaram a formular uma hipdtese acerca do tensor de Weyl.
Vamos nesta secao apresentar um resumo dessas consideragées, bem como introduzir a

formulacio da hipdtese referida acima, a chamada “Hipétese da Curvatura de Weyl”,
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j4 mencionada no primeiro capitulo desta monografia. Em particular introduziremos o
conceito de “entropia gravitacional”. que é de importdncia fundamental para as idéias
apresentadas aqui e cujo tratamento sera estendido as segdes restantes deste capitulo.

Fm sua argumentacio. Penrose nos afirma que, em atengao a Segunda Let da Ter-
modinAmica, é necessdrio algum tipo de vinculo de baixa entropia na origem do Universo.
A entropia até o presente, devido aos processos dispersores de energia observados, vem
sempre aumentando, devendo continuar este anmento até que cessem todos esses proces-
sos dispersivos no Universo. Se entretanto invertermos a “seta do tempo”, tal entropia,
que antes era sempre crescente. deverd decrescer até o instante inicial do “big-bang”,
correspondente i singularidade inicial nos modelos FLRW padrao. Assim o “big-bang”
corresponderia a um estagio de baixa entropia no Universo. A pergunta a fazer é entao:
O que na natureza do “big-bang” é de baixa entropia?

Se levarmos em conta alguns calculos [40] referentes aos processos fisicos que
provavelmente aconteceram no “big-bang”, seremos a principio levados a direcao contraria.
Ao que parece a matéria e a radiagao no Universo, nos instantes iniciais, estavam em um
estado completamente termalizado, isto é, estavam em equilibrio térmico, que é um es-
tado de entropia méaxima. Portanto parece que chegamos a um paradoxo, pols se em seus
instantes mniciais o Universo se encontrava em um estado de maxima entropia como entao
esta entropia poderia continuar a aumentar, como ¢ observado hoje em dia? Poder-se-ia
pensar em termos da expansio do Universo. Talvez a entropia fosse mMaxima apenas para
o reduzido volume que o Universo apresentava em seus momentos iniciais, sendo relativa-
mente baixa para o volume que o Universo atnalmente apresenta. Assim, 4 medida em que

o Universo fosse se expandindo também a quantidade maxima possivel de entropia, sendo
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uma quantidade proporcional ao volume do Universo, seria cada vez maior, permitindo-se
que os processos dispersivos continuassem a ocorrer. Nao é dificil, entretanto. verificar
que tal raciocinio, considerando-se valida a Segunda Lei da Termodinamica. representa
uma visao inapropriada. Basta aplica-lo a um modelo de universo em que haja recolapso.
O Universo se expandiria com sua entropia real sendo, ao final da expansao, mais alta que
o limite maximo permitido nos primeiros momentos apds o “big-bang”. Teria inicio entao
a fase de contracao, com o limite maximo da entropia reduzindo-se progressivamente a
medida em que se aproximasse o momento do colapso total do Universo, o “big-crunch”.
A entropia existente entretanto continuaria a aumentar (ou ao menos permaneceria cons-
tante) durante este segundo processo. Assim, pouco antes do “big-crunch”, quando o
Universo apresentaria um volume minimo, a entropia real seria maior do que o limite
maximo permitido, o que ndo é possivel. O paradoxo portanto permaneceria.

Segundo Penrose, a resposta para este questionamento estd no que chamou de
“entropia gravitacional”’. O argumento é que os processos dispersores de energia. ou seja,
os processos que produzem entropia, sao oriundos em 1ltima andlise da aglomeracao de
matéria devido a gravidade. Como exemplo, praticamente toda a energia que utilizamos
no nosso cotidiano vem de uma forma ou de outra do Sol, ou melhor, dos processos ter-
monucleares que ocorrem no interior do 5ol devidos fundamentalmente as altas pressdes
ocasionadas pelo acimulo de matéria devido & forga gravitacional. O que fazemos € utilizar
esta energia que chegou a Terra através de fétons de alta energia e que estd armazenada
nos alimentos, resultados diretos ou indiretos da fotossintese realizada pelas plantas. ar-
mazenada nos lagos e rios malis altos na forma de energia potencial (tendo chegado ali

devido a condensacao da agua, evaporada pelo calor do Sol, nas nuvens), e mesmo nos
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combustiveis fosseis, cuja energia veio de processos de fermentagao de organismos que.
apesar de mortos, conservaram parte da energia solar usada para constitui-los. Mesmo
a energia nuclear. como aquela gerada da fissao do isétopo do urdnio 235 nas usinas nu-
cleares, é provavelmente obtida a partir de elementos pesados criados em explosbes de
supernovas. desencadeadas por grandes pressoes gravitacionais ocorrendo no interior de
algumas estrelas. Quando utilizamos a energia obtida dessas diversas fontes o que faze-
mos é transforma-la em calor, ou seja, em fotons de baixa energia. Assim um pequeno
mimero de fétons de alta energia é transformado em um grande mimero de fotons de
baixa energia, de maneira que a quantidade total de energia ¢ conservada. Entretanto a
entropia do Universo, que pode ser entendida como a razdo entre a quantidade de fétons
e a quantidade de barions existentes. val aumentar. uma vez que a quantidade de fétons
aumentou mas a de bdrions permaneceu constante. Tais processos de criagao de {6tons
de alta energia, e posterior dispersio em um nimero maior de fétons de baixa energia,
ocorrem por toda parte no Universo. Parece bastante razoavel supor entido que, de uma
forma ou de outra, toda a producao de entropia que acontece atualmente, nao s6 na Terra
como em todo o Universo, estd relacionada & aglomeragao de matéria devido ao campo
gravitacional, dai o termo “entropia gravitacional”.

Note-se que, seguindo esta linha de raciocinio, podemos afirmar que quanto maior
for a aglomeragao de matéria no Universo, tanto maior serd sua entropia. Um buraco negro
representaria assim o maximo de entropia que pode ser obtida de uma dada quantidade
de matéria. Pode parecer contraditério que a entropia aumente quanto mais estruturas
agrupadas aparecam no Universo quando, por exemplo, em um gas a entropia ¢ tanto

maior quanto mais desagrupadas estejam suas moléculas. Deve-se lembrar porém que a
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forca gravitacional entre os corpos é universalmente de carater atrativo, enquanto que em
um gés as forgas que predominam entre as moléculas tém carater repulsivo.

Atentando & geometria do espaco-tempo, Penrose visualizou uma correlagao do
quadro acima com a curvatura de Weyl, que pode ser entendida como a parte da cur-
vatura do espaco-tempo relacionada a um efeito de maré, ou seja, & presenca de um
campo gravitacional nao-uniforme criado por uma distribuigao nao-isotrépica de matéria
(ver capitulo V de [10]). Para entender esta correlagao, vamos considerar a evolucao de
um universo que se expande a partir de uma singularidade, comecando com um “big-
bang”. Nos momentos iniciais, a energia (matéria e radiacao) preenche todo o Universo.
A distribuicao dessa energia pode nao ser perfeitamente isotrépica. mas certamente nao
ha ainda praticamente nenhuma aglomeragdo de matéria causada pela interagdo gravita-
cional, pois esta é, pelo menos em media, sobrepujada pela energia cinética da explosao
inicial. Aos poucos, porém, o campo gravitacional val passando a predominar. O momento
em que ocorre esse predominio, em cada regido do espago, depende do grau de irregula-
ridade ja existente naquela regido, bem como, segundo Penrose, provavelmente de outros
fatores ainda desconhecidos. Comeca a haver entao aglomeracao de matéria em algumas
regides devido ao campo gravitacional. Vamos considerar agora uma dessas regioes, por
exemplo, preenchida com uma “nuvem” de matéria suficiente para formar uma estrela. A
curvatura de Weyl nas vizinhancas da regiao deve ser pequena, pois esta sendo tomada
a uma distancia tal do centro de massa da estrutura que o efeito de maré, ou seja, a de-
formacao produzida pelo campo gravitacional, e relacionada a curvatura de Weyl, sobre
uma “bolha de matéria” (similar & “gota de fluido™ na descrigao pictorica que fizemos na

secao 1.1 desta monografia) de pequena densidade, ¢ ainda muito fraco. A medida em
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que ha contragao da nuvem até ser formada a estrela, vdo se abrindo espagos vazios onde
a curvatura de Wev] pode aumentar bastante dentro da regiao, sendo tanto maior quanto
mais préximo da superficie da estrela. Havendo colapso gravitacional, quando a estrela
continuara seu processo de contracio até a formagao de um buraco negro, a curvatura de
Wevl pode aumentar muito mais ainda. divergindo para infinito na singularidade formada.

O comportamento da curvatura de Weyl descrito acima esta relacionado a um
colapso esfericamente simétrico. Mas mesmo no caso de um colapso mais genérico este
comportamento nao parece ser muito diferente. A curvatura de Weyl novamente deve
divergir para infinito na singularidade e, nas vizinhangas da singularidade, deve domi-
nar completamente a curvatura de Ricci (isto pode ser visto com mais clareza em [12]).
que, grosso modo. é a outra parte da curvatura de Riemann (ver eqs.{1.1.8) e (1.1.9) ),
relacionada a alteracdes de volume de wma distribuicio de matéria devido ao seu préprio
campo gravitacional interno (ver capitulo V de [10]; ver também secdo 1.1 desta mono-
grafia).

Analisamos entio dois tipos de singularidade: uma singularidade inicial global.
que representava todo o Universo em seu inicio, e uma singularidade final local, que
representava o colapso gravitacional espacialmente localizado de matéria em uma pequena
regiao do Universo, formando um buraco negro.

Aplicando o conceito de entropia gravitacional a esta analise temos entao que
proximo a singularidade inicial (isto €, nos primeiros momentos do Universo, pois por ser
global esta singularidade pode ter localizagdo apenas no tempo, nao havendo como definir
sua localizacao no espaco) praticamente nao hd aglomeragao de matéria, e tanto a cur-

vatura de Weyl, em comparagio com a curvatura de Ricci, quanto a entropia gravitacional
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possuem valores muito baixos. Estes valores aumentam a medida em que hd aglomeracao
de matéria e finalmente, nas regioes em que ha colapso, teremos singularidades finais de
alta entropia. ja que a energia potencial gravitacional contida nas particulas de matéria
que antes havia na regido foi toda dispersada no processo de queda até a singularidade
do buraco negro, e com a curvatura de Weyl divergindo para infinito (e dominando a cur-
vatura de Ricei) na singularidade. Isto sugere que deve haver uma férmula matematica
que relacione o conceito de entropia gravitacional com a curvatura de Weyl (e possivel-
mente a de Ricet). Na proxima secao sera apresentada uma possivel candidata a definicao
matematica de entropia gravitacional que leva em conta esta relacao. Por enquanto vamos
nos ater apenas a formulacao da hipotese de Penrose acerca do tensor de curvatura de
Wevl, a qual jd estamos em condigoes de introduzir.

Nas consideragdes acima tratamos do quadro evolutivo de um universo que se ini-
cia em uma singularidade de “big-bang” e verificamos que, em seus primeiros instantes,
este universo tem curvatura de Weyl muito pequena, ou pelo menos muito menor que a
curvatura de Ricci, em qualquer de suas regides. A hipdtese de Penrose vai mais longe do
que apenas considerar o predominio da curvatura de Ricci sobre a de Weyl nos instantes
iniciais do Universo e, com a extensao para qualquer tipo de singularidade inicial (nao
s6 do tipo “big-bang”, mas também aquelas eventuais singularidades das quais poderiam
emergir grandes quantidades de matéria e radiagdo, os chamados “buracos brancos™),

pode ser enunciada como:

“A curvatura de Weyl Wypea se anula em qualquer singularidade inicial”,
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Fsta é a formulacao da hipétese, como feita por Penrose em [15] (p. 630). que
passout a ser conhecida na literatura como “Weyl Curvature Hypothesis” (WCH) ou "Weyl
Tensor Hyvpothesis™ (WTH). Sera utilizada neste texto. como ja vinhamos fazendo, a ex-
pressao “[ipdtese da Curvatura de Weyl” (HCW). Como ja dissemos no primeiro capitulo,
esta ¢ uma importante condigao inicial a ser imposta sobre a geometria do Universo e sera
aplicada. no terceiro capitulo desta monografia, ao contexto de universos preenchidos com
fluido perfeito e que contém uma singularidade isotrépica. Veremos também que, em tal
contexto, a Hipdtese da Curvatura de Weyl (HCW) serve de base para a importante con-
jectura formulada por Tod sobre a determinacdo da evolugao de tais universos desde a
singularidade.

Nas segdes que se seguem neste capitulo, vamos analisar a possibilidade de definicao
de um parametro de medida da entropia gravitacional baseada na hipdtese acima (HCW).
Veremos que pode ser conveniente um ligeiro enfraquecimento dessa hipotese, mas que
entretanto nao vai de encontro as consideragoes apresentadas nesta secao, até porque tal

possibilidade ¢ mencionada nos préprios argumentos de Penrose [15].

2.2 Entropia Gravitacional. Propostas.

Veremos nesta secao algumas propostas para uma formulagdo matematica do

conceito de entropia gravitacional, no contexto de singularidades isotrdpicas, e sua relagao
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com a Hipdtese da Curvatura de Weyl (HCW), que introduzimos na segao 2.1.

O que desejamos € um parametro que possa nos fornecer uma medida da entropia
gravitacional nas cosmologias que satisfazem &s equagoes de Einstein com fonte de fluido
perfeito, atendendo a uma equacao barotrépica de estado, e que admitem uma singulari-
dade isotropica. Com esse fim, vamos procurar uma expressao que possua a caracteristica
bésica da entropia total do Universo, qual seja, de crescer com o tempo em atencao a

Segunda Lei da Termodinamica. Seja £ este parametro. Devemos ter entdo que

Considerando-se agora a hipdtese referida actma (HCW), a grandeza P deve

também ser nula na singularidade inicial, ou seja, em ¢t = 0:

P(t=0)=0 . (2.

b
Lo
Nt

Além disso deve ser uma grandeza escalar, bem como deve também conter o
tensor de Weyl em sua expressiao, como segue das idéias discutidas na secao 2.1 . Uma

expressao bastante simples para £ atendendo-se as caracteristicas acima seria

P = W Webed (2.2.3)

H4 entretanto um problema com a expressao acima: o parametro P em geral

diverge em uma singularidade isotrdpica, o que néo estd de acordo com a eq.(2.2.2). Um
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exemplo deste tipo de comportamento foi apresentado por Wainwright e Anderson [41]
para os modelos Bianchi VI,. Em tais modelos, o parametro P s6 nao vai divergir na
singularidade inicial para os casos particulares correspondentes a modelos FLRW exatos.
nos quais o tensor de Weyl é sempre nulo e, em consequéncia, P é identicamente zero.

Poder-se-ia penéar em restringir a definigao de P aos modelos que fossem FLRW
apenas na singularidade isotropica, de forma que para ¢ > 0 fossem necessariamente
nao-FLRW e portanto com Wy.q néo nulo.® Porém, ao menos por enquanto, nao foi
encontrado nenhum modelo FLRW para t = 0 que nao evolua para um universo sempre
FLRW. o qual possui tensor de Weyl sempre nulo (0 que estd de acordo com uma
conjectura formulada por Tod. e ja mencionada anteriormente, da qual trataremos em
mator detalhe no préximo capitulo).

Parece entdo haver desacordo entre a HCW e o crescimento de entropia no Uni-
verso, pois, se Wy = 0 inicialmente, como poderia haver evolugdo para um universo com
HWised # 0 e portanto poder apresentar uma quantidade de entropia mensuravel através
de um parametro do tipo dado pela eq.(2.2.3)7

De fato, utilizando-se apenas as equagoes da gravitagao cldssica conhecida, isso
nao parece ser possivel. A idéia de Penrose [15, 10] era que houvesse um mecanismo
dinamico, oriundo de uma teoria de gravitacao quantica assimétrica no tempo, que se
encarregaria de criar, mesmo num universo totalmente regular no seu inicio, algum grau
de anisotropia e nao-homogeneidade que cresceria com o tempo. Com isso, mesmo que o

tensor de Weyl fosse nulo em um universo inicialmente FLRW, com o passar do tempo

33fodelos de universo com Wep.q = 0 e preenchido com um fluide perfeito que atende a uma equagio
barotrépica de estado sio necessariamente FLRW [24]. Portanto. um modelo ndo-FLREW mas com fluido
perfeito atendendo a uma equag¢do barotrdpica de estado possul necessariamente Wiy # 0.
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haveria irregularidades cada vez maiores. de forma que o pardmetro P, como dado pela
eq.(2.2.3). teria de fato o comportamento dado na eq.(2.2.1). Contudo estamos interes-
sados aqui em tratar a HCW utilizando a teoria cldssica da gravitacao, e dessa forma o
parametro P, como definido na eq.(2.2.3), nao é apropriado.

E necessario portanto definir-se uma outra expressao para o parametro P. A difi-
culdade em obter-se uma expressao que possa ser utilizada para um tratamento do ponto
de vista da gravitagdo classica é que, quando aplicada a cosmologias de fluido perfeito
com equacao barotrépica de estado, a HCW é uma imposi¢ao muito forte, vinculando a
singularidade inicial a ter forgosamente uma geometria espacial totalmente homogénea e
isotrépica, de forma que o universo sera obrigatoriamente FLRW em seu inicio.? Devido
a 1550, alguns autores (ver Wainwright e Anderson [41} e Goode et al. [42]) propuseram
um enfraquecimento da HCW. Na prépria argumentacao de Penrose [15] a idéia mais
fundamental é que a curvatura de Ricci deve dominar a curvatura de Weyl no inicio do

Universo. Com isso se pode considerar uma outra versio da HCW que enunciaremos

COIN0:

“A curvatura de Ricct Rup domina a curvatura de Weyl W,y em qualquer sin-

gularidade inicial.”

Seguindo Nesteruk [43], chamaremos esta segunda versao de “Hipdtese da Cur-
vatura de Wevl] Fraca™ (HCW fraca), enquanto que a primeira versao. que foi enunciada na

secao 2.1, chamaremos “Hipdtese da Curvatura de Weyl Forte” (HCW Forte) ou simples-

*Vide ultima nota de pé de pagina.
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mente de “Hipétese da Curvatura de Weyl™ (HCW), como ja vinhamos denominando-a,
gquando nao houver dubiedade.
A nova proposta, apresentada mais claramente em Goode et al. [42]. para o

parametro P. baseada na Hipdtese da Curvatura de Weyl Fraca foi a expressao:

W, g W/ 2bed
p= -2 (2.2.4)
REfRef
Nesta expressao, o invariante Wy 4W abed n3o é mais exigido ser nulo na singularidade

inicial, o que permite que se tenha algum grau de nao-homogeneidade ja no inicio do
Universo, que portanto nao precisa ser inicialmente FLRW mesmo que esteja preenchido
com um fluido perfeito atendendo a uma equacio barotrépica de estado, Dessa forma a
condicao expressa na eq.(2.2.2}, relacionada a HCW Forte, ndo mais precisara ser satisfeita
pelo parametro P, que entretanto, para poder ser considerado como um bom paridmetro
de medida da entropia gravitacional, além de se comportar de acordo com a eq.{2.2.1),

deve também atender & HCW Fraca, ou seja. a condigao

lim P =0. (2.2.

t—0t

RN
[l
e

Na préxima se¢do apresentaremos alguns exemplos (e contra-exemplos) do com-
portamento do pardmetro P em modelos que admitem uma singularidade isotrépica,
quando verificaremos a necessidade de investigar os limites dentro dos quais o parametro
P, definido através da eq.(2.2.4), ird atender tanto a eq.(2.2.5) (HCW Fraca) quanto &

eq.(2.2.1) (Segunda Lei da Termodinamica), quando entdo podera ser considerado como
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um bom parametro de medida da entropia gravitacional,

Antes porém vamos falar um pouco mais sobre o enfraquecimento da HCW como
fora introduzida na seciao 2.1 (HCW Forte). Vamos nos concentrar no efeito deste en-
fraquecimento sobre o papel da entropia gravitacional na exigéncia de baixa entropia na
singularidade inicial.

A questao é que esse enfraquecimento da HCW permite que o tensor de Weyl
seja nao nulo na singularidade inicial, o que indica, como vimos na secao 2.1, que pode
haver j& alguma irregularidade no inicio do Universo. Pode-se pensar, entao, que esta
irregularidade inicial seja suficiente para explicar, por si s6, o crescimento de entropia
que observamos atualmente, pois o Universo nao estard mais inicialmente em um estado
de entropia termodinimica maxima. Assim, ao contrario da argumentagio de Penrose,
talvez nao seja necessirio se levar em conta a entropia gravitacional.

Ha informacdes advindas da observagao que parecem apoiar este questionamento.
De fato. observa-se que a entropia total manteve-se praticamente a mesma desde o inicio
do Universo {aproximadamente 10® fotons para cada barion), de forma que uma relati-
vamente “pequena” irregularidade inicial talvez pudesse ser a causadora fundamental do
crescimento de entropia em um universo que procura o equilibrio termodinamico.

Pode-se, entretanto, perceber a importancia da entropia gravitacional quando se
considera a entropia de buracos negros. Segundo Penrose [44], se considerarmos por exem-
plo um modelo de universo fechado, veremos que, em termos da entropia como mimero
total de fétons, a entropia do Universo, inicialmente de 10% {étons, passard a um valor
varias ordens de grandeza mais alto quando considerada a entropia que pode ser pro-

duzida pelos buracos negros. sendo tanto maior quanto mais buracos negros forem se
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formando no Universo, chegando a 10'%° fétons em um “big-crunch™. Assim, a entropia
gravitacional parece ter um papel muito mais importante que o da entropia “puramente
termodinamica” na entropia total do Universo. Mais que isso, o préprio valor da entro-
pia tota] atual de 10% fStons, desprezivel quando comparado com a entropia total de
10'% fétons em um “big-crunch”, sugere que de fato estamos vivenciando uma era ainda
bastante primitiva na evolucio do Universo. o que esta em pleno acordo com o que se
espera de uma cosmologia do tipo “Quiescent™ tal como a que foi apresentada no capitulo

anterior.

2.3 Exemplos e Contra-Exemplos.

A partir de sua definicio de singularidade isotrépica, apresentada na secio 1.1
desta monografia. Geode e Wainwright [18] desenvolveram uma demonstragao de que em

toda singularidade isotropica temos necessariamente que

I "Vabcdi’vade =0 A
1£D+W = . (231)

Da equacao acima vemos entdo que o parametro P de medida da entropia gravitacional
comeo definido pela eq.(2.2.4) sempre atenderd a condi¢do dada na eq.(2.2.5) em univer-

s0s que iniciam sua evolugao em uma singularidade isotrépica. Porém, como foi visto
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na secao anterior. para ser considerado um parametro adequado de medida da entropia
gravitacional. é necessario que o parametro P atenda a Segunda Lei da Termodindmica,
isto 6. deve satisfazer também a condicao expressa na eq.(2.2.1), 0 que nem sempre é
verdadeiro nos universos que possuem singularidade isotrépica. Nesta secao apresentare-
mos exemplos de solugdes que admitem uma singularidade isotrépica e verificaremos em
que medida a definicho de parametro P. dada pela eq.(2.2.4), estard de acordo com a
Segunda Lei da Termodinamica, sendo entae uma definicédo apropriada de um parametro
de medida da entropia gravitacional.

Com vistas & comparacao das idéias apresentadas até aqui com calculos que desen-
volveremos no proximo capitulo. bem como a uma posterior correlacao com os resultados
apresentados em uma outra tese [2, 15, 46]. vamos iniciar realizando a analise da geometria

de um espago-tempo () + 1)-dimensional (com I > 3) de métrica

ds? = —dt* + azfgdﬂ?m ; (2.3.2)
onde o = a(t), f = f(vp) e
dQ(QD) = dvh + sen*ypdyh_, + sen®ypsen®yp_idvi_,
+...+ senz'yD....senzfygd’yf (2.3.3)

é a métrica das se¢des espacials homogéneas e isotropicas correspondentes i topologia S,
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COt 71...¥p COMO coordenadas augulares.

Os Simbolos de Christofell ndo nulos para a métrica dada pela eq.(2.3.2) sac

lﬂS.JA_J = aaf? B sen®y | (2.3.4)
- a .
Y, = (2.3.5)
a

. I Y
2., =7 (2.3.6)
F:j)"u = - ({; + cot”;D) H{_ileenzﬂ,'k A< D) (2.3.7)

f.'

., = 7 +cotyp L (j < D), (2.3.8)
[, =coty (G <l<D), (2.3.9)
[, = —cotyIisen®y ((I<j < D), (2.3.10)

onde (') = d/dt e (') = d/dvyp e onde estamos usando para o produtério “II” a convengao
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(v ¥lvi-1)-.&(m) para ;> 1.
M €(7e) = £(7i) para j =1,

1 para j=1[-—1.

Quando nao especificado outro intervalo de variagao de j. consideraremos 1 < j < D. As

componentes do tensor de Riemann R%_;, que definiremos como [47]

R, =T —Tb 4+ T8l T8I, abede=01.....D . (2.3.11)

nao nulas da métrica dada na eq.(2.3.2} serao portanto

"o, = adf M seny, (2.3.12)

. a
Rho%o = —— (2.3.13)

a

R _ _ﬁ — ‘)ﬂ tvp 4+ 1+ 'Zf"2 T+l 2 el ! D 2
Yy f2 = fCO YD a L=D3EN Yk (.] # € (]* ) < ) : (‘-"3'14)
(4 12 4

R :—i—+i——icot'yp+l+d2f2 A3 < Dy (2.3.15)

e ST

" 2 ! )
R e, = (—-J;— + l}—z— — ?cot'yp + 1+ dzfz) Mt sen® e (< D), (23.16)
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As componentes do tensor de Ricci Reg = R®,,, nao nulas serdo assim

Ro = —D% : (2.3.17)
R, = —If (D3 % - (2D - 3)f?c0tqp +{(D—1)+
D=1 f*+ aafz} Hk hsen®y, (i< D), (2.3.18)
R :(D—l)( f”+—12—£cot'yp+1+af)+a&f2 , {2.3.19)
o forn 7

e o escalar de curvatura R = ¢* Ryq seré

AD -1 f" (D-1(D -4 2AD-1)f

e Y F'—&?—f“’f’m*
D(D-1)1 2
2 - )L pp -1 +2p° (2.3.20)

As componentes independentes nao nulas do tensor de Weyl W,,.s podem agora

ser obtidas através da seguinte expressdo {8, 48]

1"{fa,bcd = Rabcd N _ (gaLRbd - gadeL gbcRad + gbdRac) +
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b e — St 23.20)
para N = [ 4+ 1. Tais componentes serao
Wonyov, = I()%__—?;—) (i} - 2% - J%cot*yp) I sen?y  (j < D) . (2.3.22)
Woros =~ 252 (5o Loty 233)
Worgmny = 5(7?)22——_1_) (ff” —2f% ff'COi”fD) X
x M sen®yllithsen®y L (I#J.(LJ)<D) . (23.24)
W, _ _(D—2)d (ff” —2ft - ff'cot’yp) [ sen?y, (< D) . (2325)

Y3¥RYIYD T D(D ’ 1)

A partir das eqs.(2.3.22) a (2.3.25) ja podemos calcular o invariante W apeq V700,

que sera

abe 4(D - 2) 1 g fl2 f, :
Woapea W = D aifi (‘f— - Q‘f—g - TCOf'YD : (2.3.26)
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e das eqs.(2.3.17) a (2.3.19) obteremos. depois de alguns calculos, o invariante

RyRY = aff4 {Fi+[(D - 1)é* + ad] Pt
+D[(D - 1a* + (D + 1a’d® +2(D - Nad’a] f*} . (23.27)
onde
Fr = (D-1) Df”z+(D2—'3D+8)f—M 4D* - 11D Sf’2 2 D
= 7i ; f4+( - + )?;cot o+ D(D - 1)—
- 4ff3f +2(3D - 4)ff],: colyp — 4D — 1)1} +4(D* —5D + -5)];—3cot’m -
—2AD - 1)(D — 4)% — 4D - 1)2—];602579 (2.3.28)
Fy==2(D—1) 2ff" + (D = 4)f? +2(D = 1)f f'eotyp — Df?] : {2.3.29)

De acordo com a definicio dada na eq.{(2.2.4), o parametro P de medida da entropia

gravitacional serd portanto
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HD-2) (" _ o0f? _ f o)
o 2 (£ 222 — o)
Fi (D= 1)a? +adl >+ D (D= )a* + (D + 1a%a? +2(D — L)aa?d] f*
(2.3.30)

A equagao diferencial

IJ; — 2]}—2 — fT’cot'yD ={ (2.3.31)

pode ser integrada em duas quadraturas imediatas e a solugao é

1
(A + Beosyp)?

f=

onde A e B sao constantes, constituindo-se num exemplo trivial em que P serd sempre
nulo, estando de acordo com a eq.(2.3.1) mas ndo atendendo a condigdo expressa pela
eq.(2.2.1). A métrica dada na eq.(2.3.2) com a funcao f na forma acima na verdade en-
globa todas as métricas correspondentes a universos FLRW. que em N = D) +1 dimensdes
sao da forma [2]

2

ds? = _dt2 + __a_a_(dqﬂ? + ngQ(QD_l)) (2.3.33)
(1 + 31"2)

com a = a(t) e e = —1,0,1 (segundo o espago ser de curvatura negativa, ser plano ou ser
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de curvatura positiva respectivamente).
Para ver isso podemos comparar os termos em dv, e dﬂ?D_I) da métrica expressa

na eq.(2.3.2) com os termos em dr’ e dQED_l) na eq.(2.3.33) acima, fazendo

A +d;cDo,S'yD 1 fgﬂ (2.3.34)
e
A —If(j;:jsﬂm T +r§7~'2 (2.3.35)
Diferenciando a eq.(2.3.35) e comparando o resultado com a eq.(2.3.34) obtemnos
% - i :r ii (2.3.36)

As eqs.(2.3.35) e (2.3.36) devem ser compativeis. Escolhendo valores para A e B e lem-

brando que ¢ = —1,0,1 temos

Para B=0: e=A? — e=1,A=1,B=0

ParaA=0: e=—B - e=-1,A=0,B=1

LParaA:B: €=0 — e=0,A=8B=1

e para tais valores concluimos que ¢ = A — B. Obtivemos assim trés pares de valores
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de A e B que a partir da métrica dada na eq.(2.3.2). com f dado pela eq.(2.3.32). ori-
ginam todas as métricas relacionadas aos modelos FLRW (ou simplesmente as metricas
Robertson-Walker — RW). representadas na eq.(2.3.33), para os trés possivels valores de
e. Mais que isso, é possivel construir-se, com a ajuda dos pares de valores de A e B
acima, uma nova parametrizacao das métricas correspondentes as cosmologias FLRW em
que a constante ¢ novamente aparece de forma explicita identificando o tipo de curvatura.

Pode-se verificar que a métrica

a?

(1 + (1 — e)eosyp)’

¢ completamente equivalente a métrica dada pela eq.(2.3.33), dando origem a todas as
métricas possiveis nos FLRW, com curvatura negativa, nula ou positiva de acordo com os
valores —1, 0 e 1, respectivamente, da constante e.

Portanto temos que a utilizagdo da fungao f na forma da eq.(2.3.32) de fato
fard com que a métrica da eq.(2.3.2), a partir da qual o parametro P foi especificado,
eq.(2.3.30), contenha todos os casos tipo FLRW, que sao modelos em que o tensor de
Weyl e. portanto, o parametro P sao sempre nulos. Entretanto ha escolhas para os
valores de A e B que nao recaem em modelos FLRW, mas que mesmo assim satisfazem
a eq.(2.3.31), por conseguinte anulando P, ou seja. os modelos FLRW néo sio os dnicos
modelos para os quals P é sempre nulo.

Prosseguindo no estudo do comportamento do parametro P, tal como dado na

eq.(2.3.30) acima, vamos agora considerar uma solucdo do tipo Kantowski-Sachs degene-
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rada.’ fazendo

J =csecyp (2.3.33)

na métrica dada na eq.(2.3.2). Coom isso teremos que o termo entre parénteses no nume-

rador da eq.(2.3.30) sera dado por

N 12 !
(fT - ){7 - f?”f*m) = cscp (2.3.39)

e no denominador da mesma. teremos,
Fy = (D = 1){D = 2esc*vp (2.3.40)
Fy = 2(D - 1)(D = 2)esc*yp . (2.3.41)

A eq.(2.3.30), torna-se-a entao

P= x (2.3.42)

onde

3Topologia R! x R! x SP~1 e fatores de escala iguais V1.
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(1) = (D=1)(D 22 +2D - 1)(D-2)[(D—1)é + ad

+D[(D — )a* + (D + ad® +2(D - 1a’a?] |

Vamos supor agora que o fator de escala a(f) é uma fungao da forma

a=t, (2.3.43)

com o > 0 {Universo em expansao). Solugoes deste tipo foram encontradas na ref.[46]

que trata de uma espécie de modelo sigma acoplado & gravitacao. Teremos, neste caso,

po P2 1_ : , (2.3.44)
D (I 4 Jt2e-2 4 Lpte—t 4 Mftie-2)
com as constantes I, J, L, M, dadas por
I=(D—1%D-2)?%, (2.3.45)
J=2(D-1)(D-2)(Da* - a) , (2.3.46)
L=2D%" - D(D+1)2x—1)a’ , (2.3.47)

M =2D(D —1)a? | 9.3.48
(
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e a derivada temporal de P sera

HD —2) 1 y
D (I + Jt?o—2 4 Lta—1 4 Mtie-2)2

x [J(20 - 2)%7 + L{da — 4)t*7° 4 M(dar - 2yt L (2.3.49)

Vemos na eq.(2.3.44) que quando { — 07 e @ < 1 o termo em **7* no denomi-

nador da expressio dominara os termos restantes. Assim, para o < 1:

e = T
Portanto o pardametro P no caso que estamos tratando aqui, de uma solugdo Kantowski-
Sachs degenerada, atenderd a condigdo representada pela eq.(2.2.5) sempre que (e somente
quando) a < 1, o que também permitira a presenca de uma singularidade isotrépica. As
eqs.(2.3.50) e (2.3.47) nos mostram que F tem a caracteristica desejavel de tender a zero
por valores positivos quando ¢t — 0. Isso pode ser visto estudando-se o sinal de L, cuja

definicao, de acordo com a eq.{2.3.47), pode ser escrita como
L=Dc*(2Da* —2(D + )a+(D+1)) .

A equagao

29Da? 2D+ a+(D+1) =0 (2.3.51)
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possul raizes

_D+1xV1I-D?
- 2D ’

[0

que 56 sao reais quando D < 1, o que nao é de interesse, e além disso o coeficiente 2D
do termo quadratico da eq.(2.3.51) é malor que zero. Assim L serd sempre positivo e
portanto teremos que P — 0% quando ¢t — 0F.

Entretanto para poder ser considerado um bom parametro de medida da entro-
pia gravitacional é necessario que P atenda também a condigdo expressa pela eq.(2.2.1)
para qualquer t > 0, devendo sempre crescer com o tempo. Para ver em que medida
o parametro P satisfaz a esta condigio devemos estudar a expressao para P dada pela
eq.(2.3.49). Nesta equagao vemos que para t =~ 0 e @ < 1 o termo que domina no nu-

t80—8

merador é aquele em '~ e no denominador é o termo em e assim, com algumas

simplificagoes:

16(0D —2) (1 — a)t_4a+3

P~
D L

(=00 < 1), (2.3.53)

que é sempre uma grandeza positiva, pois como vimos L é sempre positivo. O limite de

P quando £ — 0% vai variar agora de acordo com o valor de a:

: . 3
lim FP=0 para 0 <a < 1 (2.3.54)

t—0+
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512(0 =2 :
1AL -2) “:43' , (2.3.53)

hm F= 9D2(5D — 4)

lim P =4oc para 3 <a<l . (2.3.56)
t—0F 4

Os limites dados acima indicam portanto possibilidades diferentes para o incre-
mento de entropia, nos momentos imediatamente seguintes ao inicio do Universo, de
acordo com o valor de . O resultado importante é que todos os limites serdo positivos
ou vao a zero por valores positivos. como no caso 0 < o < 2. Isto significa que a entro-
pia, como representada por P crescera nos primeiros momentos do “big-bang” no modelo
estudado, o que satisfaz a Segunda Lei da Termodinamica ao menos na vizinhang¢a de
¢ = 0. E necessério contudo. para que o modelo seja realistico ce acordo com a definicao
do parametro P, que a condi¢do dada pela eq.(2.2.1){Segunda Lei da Termodinimica)
seja satisfeita em todo o intervalo de validade do modelo. Para ver se tal condi¢ao podera
ser satisfeita vamos verificar agora o comportamento de P e P para valores muito grandes
de ¢.

A expressio de P, dada pela eq.(2.3.44), para valores muito grandes de t sera

equivalente, para & < 1, a

(D=2 1
D 1+ M2

P~ Jt>>1l,a<l), (2.3.57)

sendo sempre positivo pois I e M, de acordo com as eqs.(2.3.45) e (2.3.48), sao sempre

positivos. O limite de P quando ¢ — oo val também depender do valor de o
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1 P = 1 ar 0<a<E (2.3.58)
T Do ooy Pt 2 =
. B S(D —2) 1L )35
hm P = D(D — D[2(D - 2)2 + D) para @ =5 (2.3.59)

1
“?1 P =0 para 5 <a< 1. (2.3.60)

J4 a variacao temporal P da entropia gravitacional, para valores muito grandes de t e

para « < 1, podera ter duas expressoes diferentes de acordo com os casos o = % e o # %:

4D - 2) M(2 - 4o )t ) |
P ey (t>>La<lazs) . (2.3.61)
,_AD-2) g 1
~ t =5 - 2.3,
S Rt e = (t>>ta=3) (2.3.62)

Para o caso & = 3 temos P > 0. pois de acordo com a eq.(2.3.46) temos J > 0 para

D > 3. e no limite quando t — o0 temos diretamente

(2.3.63)

(SR

1i1tn_‘ P =0 para a=

No caso o # ; o sinal de P sera dado pelo fator (2 — 4a) no numerador da eq.(2.3.61),

sendo portanto positivo para 0 < o < % e negativo para % <a< 1. O valor de P no
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limite quando ¢ — oc (como pode ser visto analisando os casos 0 < a < %, % << %
a = % € % < a < 1) sera sempre zero, e assim
limn P=0 para 0<a<l (2.3.64)
S

onde ja esta acrescentada a eq.(2.3.63).
Os resultados obtidos até aqui, referentes 2 métrica dada na eq.(2.3.2) com as

escolhas f = cseyp e ¢ =7, estdo reunidos na tabela 1.

Tabela 1: Valores de P e P nos limites t — 0% e t — ~c segundo intervalos de valores de a.

P P
Valorde a || § — 0% t — oo t—0" |t — o0
(0, 1) o+ . o+ 0+
2 0* D(D—ls)([g;%(LD-zgz} 0% 0%
(L,2) o+ 0+ 0+ 0-
3 ot o+ e | 0
(2.1) 0t 0t +0o0 0~

Vemos nesta tabela, na coluna dos limites ¢ — 01 de P, que para todos os
valores de @ (0 < @ < 1) a geometria correspondente a métrica dada na eq.(2.3.2), com as

respectivas especificacdes que fizemos para f e a, estara de pleno acordo com a HCW Fraca
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e também atenderd & condicao necessaria. senao suficiente. dada pela eq.(2.3.1), para a
existéncia de uma singularidade isotrépica segundo a definicao de Goode e Wainwright.
apresentada na segio 1.1 desta monografia. Entretanto. analisando os outros limites.
vemos que ha alguns intervalos de valores de a para os quais os comportamentos de P e de
P nio estio de acordo com a Segunda Lei da Termodinamica. Assim, por exemplo, no caso
% < a < | a entropia crescera muito inicialmente (P — oo quando t — 07). mas decorrido
muito tempo (At = oo) a entropia P possuird um valor proximo de zero. o que indica

que P aumentou e depois reduziu-se, ndo atendendo a Segunda Lei da Termodinamica.

= |G
e

O mesmo ocorre para os casos @ = S e 5 < a < %, embora de maneira mals suave.
Particularmente neste tltinio caso, que possui todos os limites nulos, poder-se-ia pensar
num universo com muito pouca producao de entropia gravitacional. com a quantidade
total de entropia sempre muito proxima de zero mas sempre crescente, de forma que a
Segunda Lei da Termodindmica pudesse ser valida. Porém no limite t — oo o sinal de
P ¢ negativo. Isto significa que, como nos casos anteriores, a quantidade de entropia
estd decrescendo, o que nac pode acontecer. Estes sao portanto exemplos de casos que
permitem uma singularidade isotrépica, mas que nao corroboram a definigcao do parametro
P de medida da entropia gravitacional como proposta na eq.(2.2.4). Vale dizer que nao
conhecemos nenhuma solucao das equacoes dinamicas de Einstein que correspondam a
esses casos. Isto nao parece ser mera casualidade.

Para os casos 0 < a0 < % eq = % entretanto, os comportamentos de P e P nos
seus valores limites estac, como se pode ver, em bom acordo com a Segunda Lei da Ter-

modindmica. Nestes dols casos a entropia inicia-se nula e cresce tendendo a valores finitos

quando ¢ torna-se muito grande. Este crescimento parece ser muito suave, numa taxa
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muito préxima de zero como se vé dos valores assintoticos de P. De fato. da eq.(2.3.49)
com 0 < a < § e lembrando que 1. J. L e M, definidos nas eqs.(2.3.43) a (2.3.48). séo
sempre maiores que zero. podemos ver que P também serad sempre maior que zero, nio
importa qual seja o valor de £. Assim a entropla gravitacional, como dada por P. crescera
lentamente, para sempre e tendendo a um valor assintdtico finito (crescimento mondétono),
satisfazendo a Segunda Lei da Termodinamica e com um tipo de comportamento seme-
lhante aquele da entropia em uma cosmologia tipo *Quiescent”. Esse € na verdade um dos
comportamentos mals caracteristicos da cosmologia “Quiescent™. Para estes valores de ¢,
0 < a < iea =i, temos portanto exemplos de casos que nao sé possibilitam a ocorréncia
de uma singularidade isotrépica mas também estao de acordo com a definicao de P como
medida de entropia gravitacional (além de serem exemplos em que a producao de entropia
se processa numa escala condizente com a esperada em uma cosmologia “Quiescent™).
Ha outros exemplos e contra-exemplos de solugoes além destes apresentados aqui.
Podemos citar entre eles os exemplos desenvolvidos por Goode e Wainwright [18]. que ve-
rificaram a validade da eq.{2.2.1) para as solucoes Kantowski-Sachs e Bianchi III com
p = —ép e que admitem uma singularidade isotrdpica. Outros exemplos sdo as solugoes
com “poeira” (p = 0) de Szekeres estudadas por Goode e Wainwright [49, 42] e também
por Bonnor [50]. Fol mostrado que nas solucées deste tipo a presenga de uma singulari-
dade isotrdpica era suficiente para garantir que a eq.(2.2.1) fosse satisfeita. Podemos citar
também um estudo feito por Wainwright e Anderson [41] de um modelo Bianchi VI; que

admite uma singularidade isotropica. O parametro P nesse modelo tem um comporta-

mento, para tempos muito grandes, dependente de uma equagao de estado tipo lei-y:
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2
A
-
A
[T F5

lim P = cte ¥ o=

N

3

L [

e * A

Tal como no exemplo desenvolvido anteriormente nesta secao, o valor de P nestes modelos
aumentara monotonicamente ao menos dentro de um intervalo de tempo (0.¢). Entretanto

4
3

P atenderd a eq.(2.2.1) para todo ? se e somente se | < <

Os exemplos desenvolvidos nesta se¢ao, bem como os citados acima, mostram que
o parametro P nem sempre sera adequado como um parametro de medida da entropia
gravitacional nos modelos que admitem uma singularidade isotrépica. Porém, entre os
modelos comentados aqui foram apresentados varios casos em que o parametro P de fato
parece ser bastante apropriado como uma medida de entropia, e em particular mostramos
haver casos que apresentam um comportamento do tipo “Quiescent Cosmology”. Assim
sendo, parece razoavel considerar o parimetro P, definido através da eq.{2.2.4). como
um bom pardmetro de medida da entropia gravitacional, no contexto de singularidades

isotropicas e dos argumentos de Penrose e de Barrow acerca da relacao entre a estrutura

geométrica e a quantidade de entropia do Universo.



57

3. Conjecturas de Evolucao Cosmolodgica

3.1 Primeira Counjectura de Tod.

A Hipédtese da Curvatura de Weyl (HCW), como formulada no capitulo anterior,
nao ¢ uma condicdo de contorno apropriada para ser utilizada num problema de Cauchy
usual para as equagdes de Eins;nein. Tails problemas, como sdo aplicados no espaco-tempo
fisico {M, gup), devem utilizar condigées de contorno definidas sobre uma superficie de
Cauchy. isto é, uma hipersuperficie inicial suave, nao singular, e dessa forma a hipétese
acima, que deve ser aplicada na singularidade inicial (em ¢ = 0), nio parece ter qual-
quer consequéncia clara na evolugio de uma cosmologia quando analisada através de um
problema de valor inicial desse tipo. Entretanto se encalxa muito bem no contexto de sin-
gularidades isotrépicas, pois a um sé tempo é uma hipétese que, por um lado, ao atribuir
um valor finito ao tensor de Weyl. corrobora a existéncia de um espago conforme onde
se pode construir um aparato matematico, como o das singularidades isotropicas, que

permita verificar a evolugao de uma cosmologia desde a singularidade inicial e, por outro
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tado. é como dissemos uma condicao (ao que parece bastante restritiva) a ser aplicada na
propria singularidade.

Assim. utilizando-se o conceito de singularidades isotrdpicas, temos uma condicao
de contorno apropriada. a HCW, e uma hipersuperficie inicial suave, a hipersuperficie
conforme correspondente A singularidade, e ji podemos estudar um problema de valor
inicial semelhante a um problema de Cauchy. Fundamentalmente. o que se espera é que o
estudo desse problema permita a conclusao de que, submetida & HCW, a evolugao de uni-
versos singulares preenchidos com fluido perfeito (possivelmente atendendo a uma equagdo
barotrépica de estado) deva ser necessariamente do tipo FLRW. Com isto mostrariamos
que os argumentos de Penrose, bem como aqueles de Barrow referentes a Cosmologia
“Quiescent”, realmente representam uma explicagio plausivel para o alto grau de isotropia
e homogeneidade verificado no Universo atnal em grandes escalas.

Contudo este “problema de Cauchy no espago-tempo conforme” nao tem se
mostrado simples. Muito trabalho ja foi realizado nesse estudo, mas as conclusdes até aqui
ainda mantém o problema razoavelmente em aberto. Apresentaremos nesta e na préxima
secao alguns dos problemas matematicos a serem resolvidos nessa analise, concentrando-
nos em conjecturas devidas a Tod [17] e a Goode e Wainwright [18, 51], com propostas de
solucao e também algumas das solugdes (particulares) ja obtidas. Em seguida, na secao
3.3, apresentaremos alguns resultados, obtidos no espago-tempo fisico, com os quais espe-
ramos contribuir para uma comprovacao dessas conjecturas no sentido de clarificar alguns
dos pontos principais referentes ao assunto, bem como fornecer subsidios para provas mais
gerais.

Como foi dito acima. espera-se que a hipétese de Penrose. a HCW, seja suficiente
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para determinar que cosmologias com fluido perfeito sujeitas a tal hipotese devam apre-
sentar uma evolucio do tipo FLRW. o que no entanto nao se mostra como um resultado
ébvio. Entretanto este parece ser um resultado ao menos sugestivo. como mostrou Tod em
um artigo de 1987 [17]. Neste artigo. analisando perturbagoes lineares de modelos FLRW e
procurando solugdes exatas das equacgoes de Einstein com singularidades isotropicas, Tod
observou que a presenca de uma singularidade isotrépica nao é uma propriedade muito
restritiva como um principio de selecao entre modelos cosmologicos. O que parece ser bas-
tante restritiva ¢ a condigao adicional de nulidade do tensor de Weyl inicialmente. Nos
exemnplos de perturbacoes de modelos FLRW apresentados por Tod nesse artigo, tanto os
modos de crescimento quanto de decaimento presentes eram completamente eliminados
quando era imposta nao so a condi¢do de existéncia de uma singularidade isotrépica mas
também a nulidade do tensor de Weyl inicial (HCW). fazendo com que fosse possivel ape-
nas uma solugdo FLRW exata. Tal andlise levou Tod entdo a formular uma conjectura,

que pode ser enunciada como:

Conjectura de Tod:

Uma cosmologia de fluido perfeito, com wma equagdo barotrdpica de estado, que
possua uma singularidade isotropica na qual o tensor de Weyl se anula € necessariamente
uma solugio FLREW.

Obs.: A existéncia de uma equagao de estado no enunciado acima, segundo Tod
{17], ¢ necesséria para eliminar, por exemplo, as solu¢oes de Stephani ([52, 53]).

Algumas tentativas de comprovagdo da conjectura acima tém sido feitas. Na

proéxima secao apresentaremos dois exemplos de tratamento do problema desenvolvidos
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respectivamente por Goode e Wainwright [18. 51. 54] e por Newman {19, 35]. A seguir
vamos apresentar uma proposta de tratamento devida a Tod [6] (detalhes em [4. 5]), que
desenvolve um problema de valor inicial para cosmologias de fluido perfeito com equagao
de estado da forma p = (7 —1)p, no qual a 3-métrica da singularidade constitui o conjunto
de dados iniciais. Partindo de um resultado de Goode [54] de que o fluxo de fluido em
uma cosmologia de fluido perfeito com uma singularidade isotrépica é necessariamente
irrotacional, Tod considera uma foliagao do espaco-tempo cujas superficies de nivel podem
ser correlacionadas com certas funcoes Z, que sao poténcias do tempo proprio. Assim
pode-se procurar cosmologias que possam ser “regularizadas” por um fator conforme que
é funcao apenas de 7 (ou seja, do tempo). A proposta de Tod é tratar tal funcio Z como
um campo escalar no espago-tempo conforme M, satisfazendo a uma “equagio de onda”
em M. e procurar resolver as equacoes de Einstein com uma “fonte” construida a partir
de Z.

Utilizando um fator conforme {2 relacionado a Z por

Q= Z7= (3.1.1)

na transformagdo conforme dada pela eq.(1.1.7), as equagoes de Einstein (conformes)

Serao

12y 1

(—3?_—2)755(1 — G\ o2V 7 —
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_gab(B )_2%@@“2— (2(3:;))2;(1—6)) ~ 0 (3.1.2)
onde
[?= ¢, 7V, 7 (3.1.3)
e
G=US | (3.1.4)

com “V" indicando derivagao covariante no espago-tempo conforme M. No caso especifico

1 < v < 2, as identidades de Bianchi contraidas [24] fornecem (em M) a equacdo de

onda [5]
2o (2 o 7) 1= - =
VeV, 4 + —V4ZIV U =0 . (3.1.5
(v—1U )
(Para os casos 7 = 2 —“matéria dura”— e 7 = 1 —“poeira”’ — tratados respectivamente

em [4] e [5] os resultados sdo similares.) Uma vez dada uma solucdo das egs.(3.1.2) e
(3.1.5) acima, deve-se reutilizar o fator conforme ? dado pela eq.(3.1.1) para, usando
uma transformagao inversa aquela da eq.(1.1.7)., obter-se uma solucido das equagdes de
Finstein com fonte de fluido perfeito, o qual flui ortogonalmente as hipersuperficies de Z

constante e atende a uma equacao de estado do tipo p= (v — 1)p.
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Entretanto as condicoes iniciais devem ser aplicadas sobre a hipersuperficie ©

correspondente a Z = 0. a qual, como vemos da eq.(3.1.2) possui uma singularidade de
curvatura (a curvatura de Ricel conforme R,, vai a infinito). Portanto deve-se Tregu-
larizar” a hipersuperficie © para que se possa obter solugoes da eq.(3.1.2). Para fazer
isso, Tod basicamente realiza uma decomposicio (3+1) das eqgs.(3.1.2}) e (3.1.5), com res-
peito as hipersuperficies de Z constante, para obter as equagdes de evolugao e de vinculo
do problema de valor inicial. Em geral as condigoes de contorno de tal problema a serem
dadas para Z constante incluem a 3-métrica da hipersuperficie correspondente a Z. a
segunda forma fundamental (a “curvatura extrinseca”™ — ver segao 3.3 desta monografia)
e o valor de /. Porém havera singularidades, em Z = 0, nessas equagoes de vinculo e
evolucdo e, para que o problema de valor inicial seja bem colocado, um nimero menor de
condigoes inicials sera permitido, restando como dado arbitrario apenas a 3-métrica da
hipersuperficie ¥ correspondente a Z = (. Veremos na proxima secao que este resultado
concorda com uma outra conjectura formulada por Goode e Wainwright [18].

Segundo Tod [6] a vantagem desse tipo de tratamento € que ele resulta em uma
questao precisa: Quais sao os tipos de teoremas de existéncia e unicidade possiveis para
o sistema obtido na decomposicio das eqs.(3.1.2) e (3.1.5) (e as variantes para v = 1 e
v = 2) tendo apenas a 3-métrica em Z = 0 como dado arbitrario? Uma vez que existam
solugoes para esse sistema poder-se-d, entdo, realizar a transformacdo inversa daquela
representada pela eq.(1.1.7) para passar do espago-tempo conforme para o espago-tempo
fisico, para obter assim cosmologias de fluido perfeito com equagio de estado e possuindo

uma singularidade isotrépica. Porém a correlagao com a conjectura de Tod so se da de

fato quando as solugdes nio sd existirem, mas também quando forem tnicas.



Para entender melhor este ponto vamos considerar inicialmente que existem so-
lucoes para o problema. Vamos representar por H, na fig.1l, o conjunto de todas as 3-
métricas gha s apropriadas a servirem de dados iniciais para o problemae por C o conjunto
de todas as 3-métricas associadas as cosmoiogias de fluido perfeito {e equacao de estado
barotrépica) com singularidade isotrdpica, métricas estas obtidas a partir de ao menos

uma das solucoes do conjunto H decorrido um intervalo de tempo At desde t = 0. As

Figura 1: Representacio das solugdes existentes. O conjunto H é o conjunto das 3-métricas
iniciais na singularidade isotrépica. O conjunto C é o conjunto das cosmologias em t = At. no
espago-tempo fisico, que se iniciaram com 3-métrica pertencente a H. As linhas ligando os dois
conjuntos indicam gquais 3-métricas iniciais dio origem a quais cosmologias.

linhas Iigando os dois conjuntos indicam as solugdes possivels no intervalo At, ou seja,
quais 3-métricas iniciais H; evoluem para quais 3-métricas C; decorrido um intervalo de
tempo At. Como estamos considerando apenas as solugdes existentes, cada métrica de um
conjunto deve estar relacionada ao menos a uma métrica do outro, podendo entretanto

haver mats de uma correlagao para uma mesma métrica de qualquer dos dois conjuntos
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pois nada foi afirmado sobre a unicidade das solugoes. Vemos assim por exemplo que a
métrica Hi. aplicada sobre a hipersuperficie £ correspondente a t = 0, fornece os dados
iniciais que determinam a cosmologia de métrica C't. Ja H2 fornece dados iniciais tanto
para ('l quanto para C2, enquanto que H5 estd relacionada apenas a C4 e assim por
diante de forma a que todas as H; de H estejam relacionadas a todas as C; de C.

Vamos supor agora que existam 3-métricas em C relacionadas a espagos de cur-

vatura constante, e portanto a cosmologias FLRW, representadas na fig.2 por C'. As

Figura 2: Representacio de sohi¢des com curvatura espacial constante. O sub-conjunto H’ de H
¢ formado por todas as 3-métricas correspondentes a superficies de curvatura constante. O sub-
conjunto €’ contém todas as cosmelogias com curvatura espacial constante de C. Os elementos
de C’ s6 podem ter correspondéncia com aqueles de H’, mas os elementos de H' podem ter
correspondéncia com quaisquer elementos de C.

cosmologias FLRW necessariamente possuem tensor de Weyl sempre nulo {ver secio 2.2
desta monografia). De acordo com o resultado de Goode e Wainwright [18] de que o
tensor de Weyl inicial, isto €, o tensor de Weyl em ¥ tem parte magnética nula e parte

elétrica proporcional ao tensor de Ricci sem trago, temos que o tensor de Weyl inicial é
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nulo se e somente se ¥ é um espaco de curvatura constante (ver secido 3.3 desta mono-
grafia). Portanto os pontos de C'. que representam as solugoes FLRW do problema de
valor inicial tratado aqui. necessariamente devem estar relacionados apenas com pontos
pertencentes ao conjunto H' {contido em H) das 3-métricas correspondentes a superficies
de curvatura constante, pois o tensor de Weyl nao s6 é nulo para todo o sub-conjunto H’
como também ¢ nulo apenas para este sub-conjunto. Isto ja esta mostrado na fig.2. Na
mesma figura vemos que a reciproca nao ¢ verdadeira. isto €, pode haver pontos de H’
relacionados também a pontos que nao pertencem a C’. Também ilustrado na fig.2 é o
fato de que cada ponto de H' deve estar relacionado a pelo menos um dos pontos de V',
Isto porque para cada 3-métrica de H’ hd pelo menos uma possibilidade de evolugdo
para uma cosmologia de curvatura espacial constante que é aquela correspondente ao caso
trivial At = 0.

Se agora além da existéncia for garantida também a unicidade das solugdes havera
entao uma correspondéncia bi-univoca entre os pontos de H e C, como mostrado na fig.3.
Como os pontos de C' s0 podem ter correspondéncia com pontos de H’ e como estes
tltimos. como fol dito acima, devem manter ao menos uma correspondéncia com um dos
pontos de C’, deveremos ter obrigatoriamente que cada ponto de H' deve estar relacionado
apenas a um unico ponto de C’ e vice-versa. Havera assim uma correspondéncia bi-univoca
entre todos os pontos de H' e todos aqueles de C’.

Podemos entao concluir, uma vez que existam solugdes do problema de valor
inicial tratado aqui e que estas solugdes sejam unicas (e lembrando que o tensor de Weyl
é nulo apenas para as solucdes cujas 3-métricas espaciais pertencem ao sub-conjunto H’

de H). que as inicas cosmologias de fluido perfeito {com equagao de estado) que admitem



66

Figura 3: Representacdo de unicidade das solugdes. Neste caso a relagdo entre H e C é bi-
univoca. Assim sendo, a relacio entre H' e €7 também devera ser bi-univoca (ou seja, os pontos
de C’ relacionam-se unicamente com aqueles de H' e vice-versa).

uma singularidade isotropica (cosmologias correspondentes ao conjunto ') e cujo tensor de
Wey! € nulo na singularidade inicial (3-métrica pertencente a H') sdo as cosmologras FLRW
(correspondentes ao sub-conjunto C). Ou seja, garantidas a existéncia e a unicidade das
solugdes, a concordancia com a conjectura de Tod segue naturalmente.

O exemplo especifico de problema de valor inicial tratado acima foi elaborado de
marneira um pouco particularizada. Em ambos os trabalhos onde tal problema é apresen-
tado [4. 5] foram feitas certas escolhas em relagéo as variaveis do problema. Por exemplo
foi imposto v = cte, onde v é o coeficiente da lei-y de estado, o que talvez nao seja estrita-
mente necessario (ver [19, 55}). Portanto as consideragées utilizadas nestes trabalhos por
Tod a respeito das varidveis do problema podem, talvez, té-lo particularizado a tal ponto

que possa haver outros problemas de valor inicial, com conclusoes diferentes, possiveis de
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serem elaborados. Neste caso nao basta verificar a existéncia e a unicidade de solugées do
problema acima, onde v = cte, para que a conjectura de Tod seja declarada verdadeira.
Necessitaremos na verdade elaborar um problema mais geral para, af sim, verificar a exis-
téncia e a unicidade das solugdes. Note-se que nesse caso geral a conjectura de Tod fica
provada bastando que a existéncia e a unicidade sejam referentes apenas as solugées cujas
3-métricas iniciais pertencem a um conjunto H’ de 3-métricas correspondentes a espagos
de curvatura constante, analogo ao caso anterior, nao importando as outras solucdes (isto
serd equivalente, no problema especifico de Tod. a dizer que, na fig.3, deve haver corres-
pondéncia bi-univoca apenas entre os pontos dos comjuntos H' e C. Os pontos restantes
de H e C poderiam se corresponder de maneira nao bi-univoca, desde que nao fossem

correlacionados com aqueles de H e ().

3.2 Modificagao da Conjectura por Evolugao do Conceito de

Entropia Gravitacional.

Na segao anterior apresentamos um exemplo de problema de valor inicial, elabo-
rado por Tod [4, 5], para cosmologias de fluido perfeito com singularidade isotrépica, o
qual, para ser bem colocado, exigia que as tUnicas condi¢ées iniciais que podiam ser dadas
arbitrariamente sobre a hipersuperficie conformemente relacionada a singularidade féssem

justamente as componentes da 3-métrica desta hipersuperficie. Este é um resultado que
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concorda plenamente com uma outra conjectura. devida a Goode e Wainwright {13. 51},
que introduziremos nesta segao.

Uma prova da conjectura de Tod certamente serd de muita importancia no con-
texto dos argumentos apresentados tanto por Barrow. a respeito de uma possivel cor-
relacdo entre o alto grau de isotropia e a relativamente baixa quantidade de entropia
ohservados no universo atual {ver segao 1.2), quanto por Penrose, acerca da “entropia
gravitacional” e sua relagdo com a geometria do Universo (segac 2.1). Uma vez provada
tal conjectura, a conclusdo de que um Universo com fluido perfeito (obedecendo a uma
equacao de estado) e satisfazendo a Hipdtese da Curvatura de Weyl apresenta neces-
sariamente uma evolucao do tipo FLRW sera, ao menos, um fator a mais no sentido
de adicionar plausibilidade a tais argumentos. Certamente este seria um resultado muito
forte, pois o Universo atual, satisfeitas as condigbes expressas no enunciado da conjectura,
seria perfeitamente isotropico, nao apresentando formacao de estrutura (isto no caso da
teoria classica de gravitagao de Finstein, com a qual estamos trabalhando aqui. No caso
de uma teoria mais geral de gravitagdo quantica, como sugere Penrose [15], talvez pudesse
haver mecanismos que gerassem nao-homogeneidades na distribuicao de matéria no Uni-
verso) nem processos dispersivos geradores de entropia. Isto pode ser amenizado. como
sugere Tod {17], simplesmente nao considerando que o fluido que preenche o Universo seja
exatamente perfeito ou com equagido de estado. Mas ha também a possibilidade, alids ja
prevista por Penrose {15] de se enfraquecer a prépria Hipdtese da Curvatura de Weyl, Na
secao 2.2 desta monografia tal enfraquecimento, a que chamamos “HCW Fraca”, foi usado
quando da procura de um parimetro de medida da entropia gravitacional baseado no ten-

sor de Weyl Wi,eq. Foi visto que a primeira proposta de um tal parametro, eq.(2.2.3), que
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levava em conta o enunciado original da HCW (“HCW Forte™), foi descartada por nao se
ter encontrado nenhum exemplo de cosmologia de fluido perfeito com equacao barotrépica
de estado, e possuindo uma singularidade isotrépica a qual. sujeita a condigao de nuli-
dade do tensor de Weyl inicialmente, nao evoluisse sempre como uma cosmologia FLRW
(0 que concorda plenamente com a conjectura de Tod). Sendo sempre modelos FLRW,
tais cosmologias possuiriam tensor de Weyl sempre nulo, o que impediria o aumento da
entropia gravitacional como medida pelo parametro P definido pela eq.(2.2.3). A nova

proposta de pardmetro de medida de entropia gravitacional, baseada no enfraquecimento

da HCW, esta representada na eq.(‘l.‘li). que repetiremmos aqui:
T g W 20e4 _
p=_2d (3.2.1)
Ry R/

Na expressao acima, para que o parametro P seja nulo inicialmente, em atengao
a condigao de que a entropia gravitacional deve ser inicialmente nula (ver eq.(2.2.2)), é
necessario que o tensor de Ricci R,; domine o tensor de Weyl Wopg em ¢ = 0. Essa
exigéncia guarda uma correlacao clara com a definigao matemadtica do conceito de singu-
laridade 1sotrépica como proposta por Goode e Wainwright que apresentamos na secao
1.1 desta monografia. No mesmo artigo onde introduzem esta defini¢do matematica [18],
Goode e Wainwright apresentam também uma demonstracao de que a mesma implica na
dominancia do tensor de Ricci R, sobre o tensor de Weyl W, em uma singularidade
isotrépica, ou seja, de que em toda singularidade isotrépica tem-se

Wopea Webed

: Wapea W .
hEm R B 0 . (3.2.2)
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Assim vemos que a definigio matemadtica de singularidade isotropica dada por Goode e
Wainwright esta bem de acordo com a exigéncia de nulidade inicial do parametro P de
medida de entropia gravitacional, mostrando-se também como um formalismo adequado
para se tratar do enfraquecimento da Hipdtese da Curvatura de Weyl. Com isso ja estamos
em condi¢des de procurar modelos mais realisticos de universos em que haja formacao de
estrutura.

Outros resultados [18] foram obtidos a partir da definicio de Goode e Wain-
wright de singularidade isotrdpica. A partir de tais resultados e analisando a natureza
das condigdes iniciais que podem ser especificadas arbitrariamente em uma singularidade
isotropica, verificaram que, satisfeitas as equagoes de Einstein com fonte de fluido per-
feito, o comportamento dos tensores de Einstein. de Weyl e de alguns outros tensores era
determinado pela geometria intrinseca da singularidade inicial, ou seja. pela 3-métrica
da hipersuperficie conforme correspondente a ¢ = 0. Por outro lado nenhum vinculo era
imposto sobre a 3-métrica da singularidade isotrépica. Isso levou Goode e Wainwright &
sugestao que chamaremos de “Conjectura de Goode e Wainwright”, também chamada de

“Conjectura de Valor Inicial” [42], e que pode ser enunciada como [18, 51]:

Conjectura de Goode e Wainwright:

Seja I o conjunto de todas as solugdes das equacdes de Einstein com fonte de
fluido perfeito e equagdo barotropica de estado que admitem uma singularidade isotrdpica.
A especificacao da 3-métrica da singularidade i1sotrdpica determina um unico membro de

I.
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De acordo com Goode [51] (ver também discussdo na seqao anterior sobre a unici-
dade das solucdes do problema de valor inicial elaborado por Tod), se a conjectura acima
for correta seguirad que no caso da curvatura na singularidade isotrépica ser constante
o modelo resultante devera ser um dos modelos FLRW. O tensor de Weyl pode ser de-
composto em uma parte elétrica F,, e em uma parte magneética Hyy (ver eq.(3.3.56) da
préxima secao). Entretanto foi mostrado em [18] que nas hipersuperficies conformes a
parte elétrica E,s do tensor de Weyl é proporcional ao tensor de Ricci espacial conforme
sem traco. enquanto que a parte magnética H_, na singularidade isotrépica é nula. Como
o tensor de Riccl espacial sem trago é nulo se e somente se a curvatura espacial for cons-

a

tante (ver secao 3.3), a conjectura passa a ser entao que a nulidade dos tensores F,y e
H,, na singularidade isotrépica resulta em que o membro correspondente do conjunto [,
do enunciado acima, deve ser um modelo FLRW. Tal reducac da conjectura de Goode e
Wainwright é entio equivalente a conjectura de Tod formulada na seqiao anterior, uma

vez que as partes elétrica £, e magnética H,; do tensor de Weyl, no espago-tempo fisico.

relacionam-se aquelas do espago-tempo conforme através das transformacoes

EY = Qe (3.2.3)

HY = Q7 e (3.2.4)

Vemos assim que a conjectura de Tod pode ser entendida como um caso particular da
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conjectura mais geral de Goode ¢ Wainwright. A conjectura de Goode e Wainwright pode
ser visualizada na fig.3 da segao 3.1 .

Baseando-se na definicao sua e de Wainwright de singularidade isotrdpica, Goode
[51] entao desenvolveu um problema de valor inicial que governa a evolugao dos tensores
de Weyl e de “shear” da congruéncia normal as superficies de nivel em M. Concentron
sua atencao nas solugoes das equagdes de Einstein com fonte de fluido perfeito, com o
fAluido satisfazendo a uma equacao de estado tipo lei-~ e a uma condigao de regularidade

dada pela definigao [18. 51]:

Definigao de Regularidade:
Podemos associar, com qualguer congruéncia tipo-tempo V. em M. uma con-
gruéncia tipo-tempo V. em M tal que V = QV em M. Se pudermos escolher V como

sendo reqular {no minimo C?) sobre uma vizinhanga aberta det =0 em ;\;I_, dizemos que

V' € reqular na singularidade isotrdpica.

Se o universo em questdo possul uma singularidade isotropica e é satisfeita a condigio de
regularidade em ¢t = 0 o fluxo de fluido, como mostrado em [20, 54, 56], é necessarlamente
irrotacional. Como foi feito por Tod no problema de valor inicial apresentado na segéao
anterior, Goode entao considerou que as superticies de nivel de { coincidiam com as hiper-
superficies ortogonais ao fluxo de fluido. Além disso, por simplicidade, considerou apenas
fluxos geodésicos (fuxos com aceleragao nula). Com tais escolhas ndo sé a vorticidade
e a aceleragdo (ver secido 3.3) no espago-tempo fisico serdo nulas, mas também os seus

respectivos pares conformes.
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Utilizando as identidades de Bianchi relacionadas a divergéncia do tensor de
Wev] expresso em termos de suas partes elétrica e magnética (“equacoes de Maxwell da
gravitacao” {24]), Goode entdo apresenta um conjunto de equacoes diferenciais parciais
que governam a evolugao no tempo dos tensores conformes de “shear™ &, (ver definicao
na secao 3.3). campo elétrico E., e campo magnético H.. Tais equagoes sao validas
para ¢t > 0, mas no contexto de singularidades isotrdpicas o sistema de equagdes pode ser
estendido para t = 0. Os dados iniciais poderdo ser impostos, entdo, na singularidade
isotrépica. A condicao de contorno dada pela Hipdtese da Clurvatura de Weyl exige que os
valores iniciais dos campos elétrico e magnético conformes, respectivamente DE'”',, e OFI%,

sejam

oEY =0 |, HY =0, (3.2.5)

e além disso o valor inicial do tensor de “shear” conforme (6% tamhém serd nulo:

0% =0 . (3.2.6)

O problema de valor inicial proposto acima tera como solugao possivel

~ ~

Eab = 0 . ab = ,5’ B = 0 (3-2.7)

para todo ¢ > 0. Para t > 0 as egs.(3.2.3) e (3.2.4) e a transformacao conforme do tensor

de “shear”
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RN
[ ]

Tab = Qa’ab (3 .

vao nos garantir que teremos entao também

Eab =10 \ ab =0 .Jab = 0 . (329)

o que corresponde a um modelo FLRW. Porém nao foi estabelecida a unicidade da solugao
dada pela eq.(3.2.7), o que sera necessario para que a conjectura de Tod fique provada
a0 menos para as restri¢ées sobre o fluxo do fluido feitas aqui. De qualquer maneira, o
problema de valor inicial desenvolvido por Goode por um outro caminho, talvez mais geral
que aquele desenvolvido por Tod. fol mais uma vez reduzido a um problema de unicidade
de solugoes.

Uma outra proposta de comprovacao das conjecturas de Tod e de Goode e Wain-
wright foi feita por Newman [57, 19, 55]. Ele parte de sua definicao de singularidade
isotropica, a que chama de “singularidade conforme” [19], apresentada na secao 1.1 desta
monografia. Newman [55] utilizou um meétodo similar & técnica usada por Friedrich [58],
no estudo de “equagoes de campo conformes no vacuo”. de reducao das equacoes de
evolucao a um sisterna hiperbdlico sitmétrico quasi-linear. Seu desenvolvimento é muito
técnico e trabalhoso, e vamos apresenti-lo apenas em linhas gerais.

Como Tod e Goode, Newman também utiliza o resultado de vorticidade nula
[20, 54, 36] e considera que o fluido encontra a hipersuperficie da singularidade conforme

ortogonalmente a ela para que o fator conforme seja tal que suas superficies de nivel
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sejam ortogonais & velocidade do fluido. Alguns resultados concordantes com o de Goode
e Wainwright também sdo encontrados em relagao aos tensores Ee e H%. Uma diferenga
em relacao ao desenvolvimento de Goode e Wainwright ¢ que o fator conforme é agora
considerado (. Como consequéncia, segundo Newman [37] “curiosa mas desejavel”. o
indice 4 para a equagao barotrépica p = (7 — 1)p tenderd ao valor % apropriado para um
“big-bang” quente.

Basicamente. o que Newman faz é selecionar um conjunto de variaveis indepen-
dentes de forma a obter, das equagdes conformemente transformadas de Einstein, com

fonte de fluido perfeito e equacao de estado p = (v — 1)p, um sistema de equagdes de

evolucao hiperbélico stimétrico quasi-linear de primeira ordem da forma [55, 57)

A1) = A™(u)Oau + (Blau) + 710 (u))u (3.2.10)

comu = ugemt = 0. Aqui u é um vetor coluna de 63 componentes formado pela
justaposicao das familias de varidveis correspondentes a solucdes de um conjunto de
equagdes diferenciais provenientes das equagoes de Einstein. As familias possuem respec-
tivamente 9, 9, 1, 1, 3, 9, 27, 3, 1 componentes o que perfaz o nimero de componentes
do vetor coluna u referido. A%u)..... A% u), B{u) e C(u) sdo entdo matrizes 63 x 63,
analiticas em u, com A%(u), ..., A3 u) simétricas {dai a simetria do sistema), e A%(u) é
definida positiva (portanto a hiperbolicidade). Além disso (A%(w))"'C(u) ndo possui au-
tovalores positivos e C'{u)up = 0 para todo u. A quantidade ¢t é o fator conforme que
também serve como coordenada temporal e a fungiao up sobre a hipersuperficie inicial é

fixada pela 3-métrica conforme juntamente com condig¢des de calibre.
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O sistema representado pelaeq.(3.2.10) é que deve agora ser resolvido objetivando
a uma comprovacao da conjectura de Tod. Para que tal comprovagao seja completa é
necessaric. como antes, estabelecer um teorema de unicidade para as solugoes do sistema.
Entretanto sérias dificuldades sao encontradas, que no entanto se resolvem para o caso

v = 4. Newman assim apresenta uma prova do teorema [57, 55]:

[S:I7 Y

Teorema: Um espaco-tempo. preenchido com um fluido perfeito com v = %, que evolui
de uma singularidade conforme tipo-espago sujeita ¢ Hipotese da Curvatura de Weyl €

necessariamente Robertson- Walker prozimo a singularidade.

Este resultado portanto é uma resposta afirmativa para a conjectura de Tod no caso

[RIES

g o=
Com relagio a conjectura de Goode e Wainwright a resposta também é afirmativa

%. Newman conclui em seu desenvolvimento que, para v = %, a redugao rea-

no caso vy =
lizada das equagdes de Einstein conformes a um sisterna hiperbélico simétrico de primeira
ordem garante a existéncia e unicidade da evolugao, para tempos pequenos. para qualquer
escolha da 3-métrica sobre a hipersuperficie inicial. Esta 3-métrica portanto constitui-se,
nesse caso, no conjunto de dados iniciais livremente especificavels, mesmo que nao seja
satisfeita a Hipotese da Curvatura de Weyl.

O desenvolvimento de Newman, juntamente com a argumentacgao de Penrose. ja
é um passo importante no sentido de se fornecer uma explicacao para a grande isotropia

do Universo atual, pelo menos para o caso v = % E desejavel entretanto uma extensao

para indices 7 mais gerais. Assim, por exemplo, se for verificada a validade de tals conjec-
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turas também para o caso 5 = 2, as idéias de Barrow acerca da “Quiescent Cosmology”
ganhariam novo impulso como possivel explicagio para o quadro atual da evolucao do

Universo.

3.3 Ultima Forma da Conjectura de Tod. Resultados Uteis para

uma Prova Geral.

Como vimos nas segoes anteriores deste capitulo, foram tentados diferentes cami-
nhos para uma, prova da conjectura de Tod. Goode e Wainwright partiram das identidades
de Bianchi, através das equagoes de Maxwell da gravitagao, para definir um problema de
valor inicial relacionando os tensores conformes de shear &7, campo elétrico Eg e magnético
Hg, com dados iniciais o8¢ = 0, oEF = 0 e oH? = 0. Entretanto restou o problema de
unicidade da evolugao, de forma que a conjectura nao pode ser provada. O problema de
unicidade também nao ficou resolvido no enfoque de Tod de utilizar uma funcao 7 do
tempo proprio como um campo escalar, satisfazendo a uma equacdo de onda em M,ea
partir desta fungao construir uma fonte para as equagoes de Einstein. J4 Newman tratou
as equacoes de Einstein, escritas em termos de quantidades definidas em M. como um
sistema de equagdes hiperbolicas simétricas para um vetor de 63 componentes dependendo
das coordenadas espaciais e do tempo. A partir daf apresentou uma prova das conjecturas

de Tod e de Goode e Wainwright. mas apenas para a matéria satisfazendo & equagio de
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estado da radiacao. p = %p, nas vizinhangas da singularidade.
O que se pretende nesta secao é fornecer subsidios para uma prova das conjecturas
de Tod e de Goode e Wainwright para equagoes de estado mais gerais. Iniciaremos nossa

exposicao das identidades de Ricci [24]:

Vijlatie — Vodlle = fapeaV” (3.3.1)

onde {)|) denota derivagiio covariante com respeito a N-métrica g,5. Através das identi-
dades acima podemos obter equagoes de imersdo de uma variedade espacial D-dimensional
em uma variedade espaco-temporal N-dimensional, onde N = D + 1. com termos de
correcio dados em funcdo da curvatura extrinseca Ry, usualmente definida da seguinte

forma [3]

Kap = =Voch (3.3.2)

com as propriedades

I{ab = I\’ba s I\rabva ={ . (333)

onde estamos considerando que V* é um campo de vetores normais & hipersuperficie

D-dimensional imersa em um espago-tempo (D + 1)-dimensional e normalizado por

VeV, = —1 (3.3.4)
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e h,, € o tensor de projegao

hat = gap + VaVo - (3.3.5)

O problema de valor inicial. ou problema de Cauchy. para as equagées de Einstein
envolve a especificagao tanto da métrica espacial k.5 quanto da curvatura extrinseca K, 3.
Se o problema de Cauchy €é bem posto, os valores iniciais destes dois objetos formam
o conjunto das condigdes iniciais necessarias para se determinar a evolucao da metrica
espago-temporal g, e, uma vez especificado o tipo de fluido. determinar a evolucao da
propria cosmologia. O que se espera é que a utilizagdo de equacdes (no caso as equagdes
de imersao obtidas com a ajuda das eq.{3.3.1)) que contenham explicitamente o termo
em N, {e suas derivadas) e que além disso relacionem objetos definidos sobre a hiper-
superficie de métrica h,s com aqueles definidos em todo o espago-tempo de métrica gg,
possa simplificar o problema de valor inicial de forma a facilitar a prova daquelas duas con-
jecturas, para equagoes de estado mais gerais que a da radiagao, bem como a resolugao do
problema de unicidade. No desenvolvimento que faremos a seguir vamos procurar verificar
o comportamento dos objetos geométricos envolvidos nas duas conjecturas citadas acima,
tais como o tensor de Weyl W44, a métrica espacial h,5 ¢ a curvatura extrinseca A, gz,
no espago-tempo fisico. Procuraremos esquematizar os cdlculos efetuados aqui esperando
que. uma vez que os problemas tenhain sido bem compreendidos no espago-tempo fisico
M, a passagem para o espago-tempo conforme M possa levar a um melhor entendimento

ou mesmo a uma comprovacao daguelas duas conjecturas.
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Vamos. portanto, inicialmente apresentar as equagoes de imersao. A dedugao
destas equagdes. um pouco longa. pode ser acompanhacda em seus principais passos em

[3]. Em coordenadas gaussianas

oo =0 . goo=-1, (3.3.6)

e para um sistema comovel

V;z = (—1,0.030) \ Ve = (13010~0) - (337)

as equacoes de imersio que usaremos podem ser escritas na forma [8]:

MR = WIR_9K + K* Ko + K* (3.3.8)
(NIRP — (PIRB K5 o+ KK, (3.3.9)
Mped = PR + K K%, — K° K? (3.3.10)
onde
e o d
K=h"Kog; {)=— . (3.3.11)
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A este ponto é interessante observar que para um tensor A?  D-dimensional

A%y = A%, + A% RS, — K? A . (3.3.12)

Partindo da definicio dada pela eq.(3.3.2), temos

Kooy = =Vih%
0 pc
= _Fach b
1
= *3gac|ohcb
e portanto, sabendo que h% = 6%, a curvatura extrinseca pode ser escrita como
. 1, ,
Kop = —ahaﬂ . (3.3.13)

No desenvolvimento seguinte consideraremos, exceto especificagdo em contrario,

apenas cosmologias com fonte de fluido perfeito nas equagoes de Einstein:

1

(Nypa _
R, 5

§% MR = &((p + p)VV; + p&%) . (3.3.14}

A correlagdo entre o tensor de Weyl e as equagdes de imersio, eqs.(3.3.8) a (3.3.10), sera

feita através da decomposicio do tensor de Riemann [8, 48]
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b] 2 (‘V)R
4 (N 1N = 2)

. 4 ,
(Vpab [a (V)
Rcd_i\r_zé[c R

8% 8% W (3.3.15)
Obs.: A equacao acima foi escrita para N dimensoes, onde N > 4 é o numero de dimensoes
do espaco-tempo (N = D + 1). Entretanto a mesma equacgao é valida também para os
tensores definidos s0 no espago, bastando para isso simplesmente substituir N por D.
onde D > 3. e mudar os indices latinos para indices gregos.

A caracterizacao de uma cosmologia preenchida por fluido perfeito como sendo
FLRW se dara quando a curvatura espacial for constante, portanto atendendo a seguinte

condigao necessaria e suficiente [3, 48]:

2 (DR ;
(Mpad _ = 2t o g .
B =pm-n'eta (3.3.16)

onde PR, = 0, ou VIR = (PIR(1).
A derivada covariante V)3 do vetor velocidade que aparece na defini¢io de Ay

dada pela eq.(3.3.2) pode ser decomposta numa parte perpendicular e outra paralela a V;

da seguinte maneira

Vi = Valeds = Vapch%s = Vape VW = Vo — Vui (3.3.17)

onde usamos a definicao de “aceleracio” do fluxo de fluido
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V.= Ve Ve (3.3.18)

A parte perpendicular a V,, puramente espacial, pode ser desmembrada em um tensor

simétrico e outro anti-simétrico:

1 1
‘/’atichcb — ( aﬁuh + Lb“ h ) Z(L-’a“ch s Lb”ch a)

H

| =

=(Vayeh® ‘1‘Vb& RE,) + wab (3.3.19)

onde usamos a definicdo de “tensor vorticidade” w,s:

A Vachty — Vyeh%a) - (3.3.20)

Wop =

o | =

O trago do primeiro termo do lado direito da eq.(3.3.19) é

1 : - ’ ca
é(Vchth + 1".b||ch{~a)}“"gb - La”ch’
= Vupelg™ + VeVe)
= Vag™

=0, (3.3.21)



84

onde 8 é a “expansao” definida por

0=V3, . (3.3.22)

O primeiro termo do lado direito de (3.3.19) pode portanto ser desmembrado em uma

parte sem trago e outra com traco, fazendo-se

]' 4 c by c 0 .
g Valieh + Vo) = o + Ehab , (3.3.23)

onde foi usada a definicao do “tensor de shear” oy

1 8
Tap = S(I‘{u”chcb -+ Vi,uchca) — Ehab . (3324)

Das eqgs.(3.3.17) a (3.3.21), juntamente com a eq.(3.3.24), temos finalmente a

seguinte decomposicao da derivada covariante do vetor velocidade:

4] .
‘/a”b = Ogp + Wab + Ehab - "‘:1‘/;) . (3325)

Tendo em vista a simetria do tensor K, defido pela eq.{3.3.2), a decomposicio

acima nos fornece, para a curvatura extrinseca,
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I\’ab = —Tgqp — _hab . (3326)

A partir desta equagao, que contém explicitamente os tensores h,, e hy, definidos no
espago-tempo fisico 3/, podemos ja desenvolver algumas consideragdes que talvez possam
dar uma melhor 1déia do que acontece no espago-tempo conforme M.

O problema de Cauchy para as equagdes de campo de Einstein que estamos
tratando é, a partir de ¢, e de .5 definidos sobre a hipersuperficie 1nicial ¢ = ¢, (onde
t, > 0. pois o problema de Cauchy nao é definido na singularidade, isto é. em ¢ = ) numa
foliacao do espaco-tempo fisico M, encontrar os valores de g, e ¢, na hipersuperficie
correspondente a { = t; + ét, o que pode ser obtido caso se conheca g, em ¢ = ¢;. O
problema de Cauchy fica bem posto se g, em t = {; puder ser obtido de go € oy em
t = 11, 0 que pode ser feito através das proprias equagdes de Einstein [40]. Assim o processo
podera ser continuado, obtendo-se .5 em ¢ = ¢4+t de ¢up € g em t = £y + 6% para fornecer
Gab € gop em t = t; + 26t e assim por diante até que se determine a evolugdo completa
de g.; e g no tempo desde ¢ = ¢,. Sabemos que, uma vez que escolhermos coordenadas
gaussianas em um sistema comével, eqs.(3.3.6) e {3.3.7), o problema se reduz a encontrar
a evolucio no tempo de h,z e de ﬁaﬁ a partir do conjunto de equagoes dinamicas de

Finstein

G = TP (3.3.27)

sendo as equacoes restantes
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G = T (3.3.28)

apenas equacoes de vinculo sobre os dados iniciais g5 € gap. Destes dados iniciais os dados
“livres”, isto é, que ainda podern ser arbitrariamente especificados, sdo apenas k.3 e Bos.
pois devido & escolha de coordenadas que fizemos ja fol imposto que gog = —1, goo = 0. €
assim go, = 0 (V). E necessario portanto obter-se fzag a partir dos dados iniciais h,3 e
has-

No contexto no qual estamos trabalhando, de utilizar a curvatura extrinseca e
as identidades de Ricci, podemos substituir, através da eq.(3.3.13), has por Koz e has
por Kas e tratar assim de um problema totalmente equivalente. O que queremos entao é
conhecer a evolugao temporal de A3, ou seja, Kaa a partir dos dados iniciais h,3 e K23
em f = ;. Faremos isto a partir da eq.(3.3.26), que nos fornece
0 0

—hog— —hos . 3.2
D s 3 (3.3.29)

1’1'&;3 = —é’ag - D

Lembremos, a partir da eq.(3.3.12), que podemos também escrever para um tensor ar-

bitrdrio AP,

Ailo = A® 4 A% g% —of Ax

o que serd satisfeito por qualquer combinacao linear de ¢, e 6%, por exemplo, K% .

Utilizando a eq.(3.3.13) teremos, da eq.(3.3.29),
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y . 9 20 N
Kog = —0up — Bhae + '—ﬁf\aa , (3.3.30)
e usando outra vez a eq.(3.3.26}):
- 20 g 26
I(m}' = _é-aﬁ - 5003 - (I_j + -bT) ho:;&' - (3331)

Das eqs.(3.3.26) e (3.3.31) acima vemos que uma condigao necessaria para que
os lnicos valores a serem definidos sobre a superficie de Cauchy do problema (ou seja,
a superficie suave correspondente ao tempo inicial ¢ = ¢; na foliacao do espago-tempo ¢
sobre a qual sdo especificados todos os dados iniciais) seJam as componentes da D-métrica
espacial hag é que o tensor de “shear” o,g seja sempre nulo (pois 0,5 e Sheg sio partes
irredutiveis na definicdo de K ,;. obtida a partir da decomposicao de V,;). A evolugao
temporal de A, ; passa a ser dada neste caso por

. 6 20 :
‘[\0‘_13 = — (5 + —D? hofa (3-3.32)
e a evolugao temporal de h,g, representada por A,gz, passa a ser dada, de acordo com a

eq.(3.3.26), por

Kog = ——has . (3.3.33)
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A expansio §. nas equacdes acima, definida pela eq.(3.3.22) como a divergéncia
do vetor velocidade, envolve termos em h,, e fzm, devido a derivacao covariante. Na
eq.(3.3.32) 0 ird envolver termos até b, (ou K,,). Portanto a condicio g,3 = 0 nao é.
até aqui, suficiente para garantir que os Unicos valores a serem definidos sobre a superficie
de Cauchy sejam as componentes de h,;3. Porém. como ja foi mostrado, é uma condigao
necessdria e vamos, mais a frente, analisar o que significa uma cosmologia com o,3 = 0 no
contexto de cosmologias com fluido perfeito. Antes disso, entretanto, vamos apresentar
algumas equacdes que serdo importantes nessa analise,

(Comecaremos com uma equacao que nos fornece a propria evolugao temporal
da expansao, a grandeza g que aparece na eq.(3.3.32). Para obtéla multiplicaremos a
eq.(3.3.1) por V:¢", o que resulta em

Vig = VicVie = VigeV = WRVV =0 . (3.3.34)

fle

Utilizando-se a decomposi¢ido de Vuy, dada pela eq.(3.3.25), e as equacdes de Einstein

com fonte de fluido perfeito, eqs.(3.3.14), obtemos depois de alguns calculos

.0t L K[(D=2)p+ Dyp) -
9+5—v”a+2(a —w*) + D1 =0, (3.3.35)
onde usamos as defini¢des [24]:
1 1
ot = —coy , W= —wlw . (3.3.36)
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A eq.(3.3.35) acima é a equacgao de Raychaudhuri em N = D 4 | dimensoes e é vilida

para um fluido genérico. Sua importancia para nés, como veremos a seguir, € que, entre

outras COiS&S, apresenta-nos um vinculo entre V4 _ e W, Para ver iStO, odemos comparar,
' lla P

atraves da eq.(3.3.15), as decomposicoes das curvaturas de Riemannem Deem NV = D+1

dimensoes:
. . 1 , 2 (NIR
(Ngad _ (DIged gle (Mgl 5[* (Dpfl _ o 01
oy ~u D - 1 [~ v T D 3 [+ Ru] D(D’ 1)6 6 ]+
2 (PR N
ste 6% 4 Whyred _ (Dyyed - (33 37)

RV

eq.(3.3.10), edas eqs.(3.3.14)

Das equacoes de imersao para a curvatura de Riemann R"’B_N,

de Einstein, as quais com indices espaciais simplificam-se para

Mp
IR, = (—2— + r;p) 8% . (3.3.38)

temos, depois de alguns calculos simples

2 (D)R 5[0 5ﬁ]

drp
okl KO = TP gl
B0 A RN VRSV R R
4 ey ﬁ] (N 0,13 Dyjy o
- s, \PRE, + Niwes | — (Phyed - (3.3.39)

D—-92
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Contraindo a equacgao acima com &) obtemos

KR? — K™K, = _Eﬁéi _DR? L ES (3.3.40)

onde E?, vem da definicio bastante conhecida na literatura [24] como “parte elétrica do

tensor de Weyl”

B, = el v ve (3.3.41)

com propriedades

En=~FE. . E* =0, EgVt=0. (3.3.42)

C'ontraindo agora a eq.(3.3.40) chegamos a

DIR = 25p - K2+ K*K,5 . (3.3.43)

Usando agora a equagdo de imersao para o escalar de curvatura. eq.(3.3.8), juntamente

com a contracao da eq.(3.3.14), dada por

: (3.3.14)
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obtemos finalmente

I'{—I{‘}"jh'm;:b‘i—i[(D—‘Z)anDp} , (3.3.15)
ou

b— L opr ® (D—2)p+ Dy (3.3.46

TTD Y T DIl 1P ERL -3.46)

onde utilizamos a decomposigao de A, dada pela eq.(3.3.26).

Como vemos, a eq.(3.3.16) acima é equivalente & equacao de Raychaudhuri,

a

i relacionadas por

eq.(3.3.35), com vorticidade w e divergéncia da aceleracio V'

2w =0 (3.3.47)

Isto nos leva a considerar apenas fluidos cuja vorticidade é nula pois devido a escolha que
fizemos de coordenadas gaussianas em um sistema comével, egs.(3.3.6) e (3.3.7), temos

que

Ve ViV =Tl =0, (3.3.48)

ou seja, o fluido é geodésico {fluido cujos constituintes possuem aceleragao nula). Conse-
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quentemente w? = 0 também. e como w,, € um tensor tipo-espago (lembrando também

que a métrica espacial h,g € definida positiva) teremos necessariamente

wap =0 . (3.3.49)

A anulacao do tensor vorticidade w,;, imposta acima pela escolha de coordenadas que
fizemos. pode parecer um tanto restritiva, mas estd de acordo com o importante resultado
devido a Goode [34] e Scott [20. 56]. muito utilizado por outros autores, como mostramos
nas secoes anteriores deste capitulo, de que uma vez que a congruéncia do fluido seja
regular em ¢ = 0 o fluxo do fluido é necessariamente irrotacional. Obs.: As eqs.(3.3.48)
e (3.3.49) acima referem-se a quantidades (T/."‘ e w,y) definidas no espaco-tempo fisico M,
mas implicam que as quantidades (1:;)' e Wy, definidas no espago-tempo conforme M,

também vao se anular [51]:

Ga=0 . (V) =0. (3.3.50)

Daqui em diante estaremos considerando sempre V* = 0 e wy, = 0. Com isso a decom-

posicao de V3, por exemplo, dada pela eq.(3.3.25) passa a ser simplesmente

. ¢
Vajip = Gap + _ﬁhab ) (3.3.51)

o que facilitard os calculos a seguir.
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Algumas equagoes importantes podem ser obtidas com a ajuda do pseudotensor
totalmente antissimétrico n**““. amplamente utilizado [24]. Temos que
abed _ n[abcd}

: 1234 _ (w_g)—é ] (3.3.52)

onde g é o determinante da métrica g,p. Se multiplicarmos a eq.(3.3.1) por r;sf‘:de. uti-
lizando também as decomposicoes dadas pelas eqs.(3.3.15) e (3.3.25), obteremos, depois

de alguns calculos,

Hyo = —h%h' o Mo eV (3.3.53)

onde os parénteses denotam simetrizagao (S(ab) = %(Sab + Sba)) e onde foi usada a defi-

nigao [24] de “parte magnética do tensor de Weyl”

1

Hee = 5l N Wona VIV (3.3.54)

a

com propriedades

Hyy=Hw . HY =0, HaV°=0. (3.3.55)

Usando a defini¢io dada pela eq.(3.3.54), bem como a defini¢io dada pela eq.(3.3.41),

podemos também decompor o tensor de Weyl W4 em partes independentes relacionadas
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aos tensores £, e Hyp. Em 2V dimensoes teremos

! . 1 rpY T s
(AV}H/abcd = (_m'qabpqncdrs + gabpqgcdrs) VEVTET

2 , -
- = - - (nab'pqgcdrs + gabpqncdrs)vperqs 2 (3336)
(N _2)(V -3)

onde 7apeq foi definido em eq.(3.3.52) € gabed é o tensor dado por

Gabed = GacGbd — YadJbe - (3.3.57)

Qutra equacao para (¥NV,p-¢ pode ser obtida a partir da comparagao das de-
composicoes das curvaturas de Riemann em D e em N = D + 1 dimensoes, dada pela
eq.(3.3.37). Utilizando-se as equagdes de imersao, eqs.(3.3.8) a (3.3.10). a eq.(3.3.43). a

eq.(3.3.14) e a decomposicdo da curvatura extrinseca Ry, eq.(3.3.26), obteremos

2
(N1 a8 _ {Dnyrug [« 8] i [ 8]
W e = g vv+2g[wav]+"_—_D(D_1)6['v5v]
4 o ] 80 o 4l 2 ax
— D 25 hO‘ i mé 7 v (3338)

que contraida resulta em

Ef = _gPegs +—2—£6ﬁ —f -2, (3.3.59)
v @y D v 17 D v A Al
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onde foi feito uso da relagao ‘[/V“'g,f — B9 =0, (ver eq.(3.3.11)). A eq.(3.3.58) nos fornece
portanto uma comparacio entre os tensores de Weyl em DD e em ¥ = D + | dimensoes
e a eq.(3.3.59) nos fornece a evolugio temporal do tensor de “shear” o7 Utilizando as
eqgs.(3.3.40) e (3.3.43) assim como a eq.(3.3.26), podemos obter também, da eq.(3.3.59)

acima, uma relaciao entre o tensor de Ricci D-dimensional sem trago e a evolugao temporal

do tensor de “shear”

= -6 — 057, , (3.3.60)

que nos sera muito util.
Uma iltima equagao independente pode ser obtida multiplicando-se a eq.(3.3.1)

por gbchde e usando a eq.(3.3.25). Para um fluido perfeito teremos, apds usar a eq.(3.3.14),

D—1
h, (( 5 )9,d ~ acdic) =0 . (3.3.61)

As eqs.(3.3.46) e (3.3.59) (equagdes de propagacao) e as eqgs.(3.3.53) e (3.3.61) (equacoes
de vinculo} acima sao um conjunto de equagdes equivalente as identidades de Ricci para
V., = 0, wy = 0 e fluido perfeito [24]. Sua obtencao pode ser feita independentemente
das equagoes de imersdo, q.(3.3.8) a (3.3.10). Em particular, a eq.(3.3.59), obtida com
a ajuda das equacgOes de imersao, pode ser obtida a partir da identidade de Ricci e da
equacao de Raychaudhuri.

Com relacio a fonte das equagdes de Einstein, como ja foi dito, estaremos con-
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siderando sempre um fluido perfeito. As equacoes de conservagao de energia e momentum,

validas para um fluido genérico, sao

T*% =0 . (3.3.62)

Para um fluido perfeito, eq.(1.1.5), e com a aceleragao V* = 0, multiplicando a eq.(3.3.62)

pelo vetor velocidade V;, temos a equagao para a conservagao de energia

prp+p0=0, (3.3.63)

e multiplicando a mesma eq.(3.3.62) por h,., temos a equagao para a conservacao de

momentum

pph’. =0 . (3.3.64)

Da equagdo acima vemos imediatamente que p, = 0, ou seja, a pressdo p é fungao apenas
do tempo. Esta informacao é muito importante pois, se por exemplo o fluido esta sujeito
a uma equacao de estado p = p(p) (como de fato € considerado nas conjecturas de Tod e

de Goode e Wainwright) temos que

dp = —dp = ==dt (3.3.65)
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de onde se conclui que p = p(t). Portanto, da equagio de conservagao de energia.
eq.(3.3.63), temos que & = (¢), da equacao de Raychaudhuri, eq.(3.3.46), temos também
que ¢ = ¢(t) e finalmente da eq{3.3.43), escrita na forma

(D—-1)

(DR = 2kp —I)—-Bg + 207, (3.3.66)

temos que V'R = PIR(H), 0 que é uma condigao necessaria para que se tenha, de acordo
com a eq.(3.3.16), um universo de curvatura espacial constante, como sao os universos
FLRW.

Vamos agota analizar o significado da anulacido do tensor de “shear” o, em
cosmologias com fluido perfeito e com V, € wy nulos. Podemos partir da eq.(3.3.66)

acima, que derivada no tempo

2(D — 1)

5 90 + 406 (3.3.67)

(D)R — Uep —

e com as substitui¢des de p e g, daclas respectivamente pela eq.(3.3.63) e pela eq.(3.3.46),

nos fornece

. 2
VR + 58 PR = 40(6 +b0) . (3.3.68)

Se fizermos agora g, = 0, a equagao acima pode ser posta na forma
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D DV :
= f__» (3.3.69)

PR~ pip

onde usamos novamente a eq.(3.3.63). Além disso o “shear” nulo na eq.(3.3.61) nos dard
6 = 0(t). o que através da eq.{3.3.46) de Raychaudhuri nos da p = p(t) {lembrando que
para um fluido perfeito e V* = 0 teremos necessariamente p = p(t) — ver eq.(3.3.64) ) e
dai, pela eq.(3.3.66), P'R = (PIR(t). Assim sendo, como PIR = (PIR(t) e p = p(t), as
derivadas temporais de (P)R e p sio totais e , da eq.(3.3.69), podemos fazer

2 (PR

d PR == dp . 3.3.70
D(p+p) P ( )

Finalmente da equacéo de imersao para P)R, eq.(3.3.8), vemos que (PR = PIR(p, p, 8).

Assim

g PR 8 PR g DR
dp + ap dp -+ de (3.3.71)

¢ R = 86

e da comparagdo com a eq.{3.3.70) temos p = p(p) ¢ § = 8(p) necessariamente. Ve-
mos portanto que, para g, = 0, uma equacdao barotrdpica de estado, p = p(p), emerge
naturalmente, uma vez que V, =0, wy = 0 e o fluido seja perfeito.

Temos entiao que a nulidade do tensor de “shear” é suficiente para que (PR =
(P)R(t), que é uma condicao necessaria, mas nio suficiente, para que tenhamos uma

cosmologia FLRW. Entretanto a nulidade do tensor de “shear” apresenta outras con-
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seqliéncias importantes. Vé-se diretamente que og = 0 na eq.(3.3.60) resulta na anulagao

do tensor de Ricci sem trago:
PRS- ——6% =0 . (3.3.72)

A equacao acima, quando levada em conta na decomposigao do tensor de Riemann em D
dimensoes, dada através da eq.(3.3.15), resulta em

(DIgesd  — 82 6%+ (Pt (3.3.73)

Das eqs.(3.3.53) e (3.3.59) temos que Hy, = 0 e Ej, = 0 e, da decomposicao de V5.4,

3
by

eq.{3.3.56), segue-se que também YW, , = 0. Finalmente (PW > na eq.(3.3.58) serd

também nulo e teremos, da eq.(3.3.73) acima,
D

que é a mesma eq.(3.3.16). Obs.: Para D = 3 o tensor de Weyl espacial, (S)I/V"‘fm ja
é antomaticamente nulo (para ver isto pode-se “abrir” a eq.(3.3.15), com N = 3. em
fun¢ao das derivadas da métrica — ver também [40]) e a passagem da eq.(3.3.73) para a
eq.(3.3.74) é imediata.

O resultado expresso na eq.(3.3.74) indica que a curvatura espacial sera portanto
constante, pois também teremos (P'R = PIR(t) como haviamos concluido a partir da

nulidade do tensor de “shear”. Alids, uma vez que a expressio de (PIR*?  possa ser
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dada na forma da eq.(3.3.74), ndo serd necessario utilizar a informagao de que o tensor
de “shear” seja nulo (ou qualquer outra info.rmagéo) para que se tenha ‘PIR = (DIR(¢),
A propria forma da eq.(3.3.74) Ja garante que (D}Rh = 0. como j4 foi observado logo ao
escrevermos a eq.(3.3.16). Para ver isto basta utilizar as identidades de Bianchi [24] em
D dimensoes

DIpes HPIRE PR =0, (3.3.75)

BILR v

onde ;" indica derivagao covariante com respeito a [)-métrica espacial hyg. Assim, uma
vez que o tensor de Riemann espacial (D}R“%V possa ser expresso como na eq.(3.3.74), a
curvatura espacial do universo sera necessariamente constante.

No caso que estamos tratando aqui, o fluido é perfeito. Portanto, comoa eq.(3.3.74)
nos garante que a curvatura espacial ¢ constante, temos que o universo em questao é ne-
cessariamente do tipo FLRW. Ou seja, as unicas cosmologias com flutdo perfeito, V, =0
e wy = 0 e tals que g,y = 0 sdo as cosmologias FLRW. Mas, como foi dito, a partir
da observacio das eqs.(3.3.26) e {3.3.31), uma condi¢do necessaria para que 0s tnicos
valores, a serem definidos sobre a superficie de Cauchy do problema de Cauchy tratado
aqui, sejam as componentes de h,z em t = ¢; é que o tensor de “shear” o, seja nulo,
quando a curvatura espacial serda sempre constante e o fluido sera regido necessariamente
por uma equacio de estado p = p(p), como fol mostrado nas paginas anteriores, a partir
da eq.{3.3.66). Portanto chegamos a uma conclusdo que pode ser apresentada através do

seguinte enunciado:
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As dnicas cosmologias com fluido perfeito, tais que a vorticidade w e a aceleragdo
V. sao nulas, para as quais 0s inicos valores a serem definidos sobre a superficie de
Cauchy. do problema de Cauchy para as equagoes de Einstein. sejam as componentes da
D-métrica espacial hyg inicial, sdo as cosmologias FLRW em que o fluido obedece a uma

equagdo barotropica de estado.

A relacao do enunciado acima com a conjectura de Goode e Wainwright é bas-
tante clara. Como vimos na secao anterior deste capitulo, o enunciade da conjectura
afirma que para um universo preenchido com um fluido perfeito sujeito a uma equagio
barotrépica de estado e com uma singularidade isotropica, a 3-métrica espacial da sin-
gularidade determina uma unica cosmologia. Se for possivel estender o enunciado que
fizemos acima, a partir de uma superficie de Cauchy, que ¢ necessariamente ndo-singular,
para a singularidade isotrdpica teremos, ao menos para w = 0 e ¥, = 0, uma restricio
muito forte para o enunciado de Goode e Wainwright, qual seja, a cosmologia determi-
nada unicamente pela 3-métrica (ou, no nosso caso mais geral, pela D-métrica) espacial da
singularidade isotropica devera ser necessariamente do tipo FLRW. Além disso nao sera
necessdrio exigir p = p(p) no enunciado, pois isto segue naturalmente. O que esperamos é
que uma tal extensao possa ser feita, posteriormente, através da procura, utilizando-se o
concelito de curvatura extrinseca, de resultados a serem obtidos no espago-tempo conforme
M similares aos apresentados aqui.

Isto é o que esperamos também com relacdo a conjectura de Tod, que pode ser
entendida, como vimos, como um caso particular da conjectura de Goode e Wainwright.

Seu enunciado afirma que as inicas cosmologias de fluido perfeito, com p = p(p), que
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possuem singularidade isotropica e com (W 4ea = 0 na singularidade inicial sdo as cos-
mologias FLRW. Esse enunciado, exceto na referéncia a um universo 4-dimensional que se
inicia em uma singularidade isotrépica, serd essencialmente analogo ao que apresentamos
acima desde que se tenha que uma métrica espacial inicial (isto €, em ¢ = t;) de curvatura
constante em um universo preenchido com o fluido perfeito de tipo usado aqui implique
na nulidade do tensor de Weyl W, 4 inicial. E justamente isto que desejamos mostrar
em seguida para N > 4 dimensoes. Como veremos, nossa demonstragao independeré do
tipo de fluido preenchendo o universo.

Sabemos das eqgs.(3.3.53) e (3.3.59) que se o tensor de “shear” gqg for nulo entao
necessariamente o tensor de Weyl VI¥,,.; também serd. Assim basta demonstrarmos a
nulidade do tensor de “shear” para universos com curvatura espacial constante. Ou seja,
universos cujo tensor de Riemann espacial P)R*J  relaciona-se ao escalar de curvatura
espacial (P)R através da eq.(3.3.16). Contraindo esta equagiao obtemos a eq.(3.3.72) e
vemnos que o tensor de Ricci D-dimensional sem trago € nulo para universos cuja curvatura
espacial é constante. Da decomposigao do tensor de Riemann, eq.(3.3.15), em [J dimensoes
termos entao também

Phyed =0 | (3.3.76)

Y

Obs.: Mais uma vez lembramos que W= & automaticamente nulo independente da
curvatura D-dimensional ser ou nao constante (ver obs. seguinte a eq.(3.3.74).
Para D > 3 a equagao acima nos diz que a parte espacial do universo em questao

é conformemente relacionada ac espago euclidiano D-dimensional [48], de métrica 6,3, ou
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seja

hag = F?6as (3.3.77)

onde F é uma funcio das coordenadas espaciais e do tempo.

Utilizando a eq.(3.3.26) na forma

1

1 .
Taf = ;ha,ﬁlo — thaﬁ R (33[b)

e a conhecida expressdo de V[Ilia para a expansao #, qual seja
§=V, =lny—-g) , (3.3.79)

vamos verificar qual o efeito da eq.(3.3.77) sobre o tensor de “shear”. O determinante da
métrica g,5 que aparece na eq.(3.3.79), no sistema de coordenadas gaussianas que estamos

usando, sera
g = det(gay) = —det(hes) = —det(F26,5) = —F*Pdet(644) (3.3.80)

e assim, como d,3 ndo depende do tempo,

0 = (zn\/FZDdet(aaﬁ))' = (DInF) = D% . (3.3.81)
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Por outro lado. como temos também

haglo = (F2803) = 2F Féag (3.3.82)
as eqs.(3.3.77) e (3.3.81) substituidas na eq.(3.3.78) vdo resultar em

Gag = FFé,5— FFé,5=0 . (3.3.83)

Portanto esta provada, para 2 > 3. a nulidade do tensor de “shear” para universos de
curvatura espacial constante. Para o caso D = 3 a eq.(3.3.76) nao 1mplica em uma
relacao conforme com o espago euclidiano. Para que tal relagdo aconteca, de forma que

a eq.(3.3.77) seja vélida, é necessario e suficiente que a seguinte condi¢ao seja satisfeita

1
(S)Raﬁ"r = (S}Raﬁ;’r - (S)Romﬁ + Z(hm {S}R;b’ — hag (3)R;"r) =0, (3.3.84)

onde introduzimos a definicio do tensor (*)R,ps.. Na literatura {59], é usual definir-se um

dual do mesmo, o tensor de Cotton-Yotk, dado por

1
(% = s (3)R;3'W = 27 (S)R,B'y T (S}Rhﬁ"r)llv‘

Universos de curvatura espacial constante. como vimos, possuenm o tensor de Ricci sem
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traco nulo, ou seja, obedecem a eq.(3.3.72), que com os indices abaixados é expressa

simplesmente por

(DR
DR 5 = 5 hag . (3.3.85)
Como hagy =0 e PR, = (PIR, aexpressiao para IR,z serd
11
®IR, 3, = 75 has R, — oy PR (3.3.86)

€ COImo (S)Rh = () para universos de curvatura espacial constante teremos que R,z
sera nulo, sendo entdo atendida a condigao dada pela eq.(3.3.84). Assim a métrica hos em
3 dimensdes podera ser expressa como na eq,(3.3.77) e dai teremos g,3 = 0 também em
D == 3, o que completa nossa demonstragao. Assim mostramos, para o tipo de universo
tratado aqui, que se o tensor de “shear” é nulo o espa¢o é de curvatura constante, por-
tanto o universo é FLRW. A condicao de nulidade do “shear” para que a cosmologia seja
determinada somente pela métrica espacial h,p inicial é portanto nao apenas necessaria
mas também suficiente,

Como vimos, os calculos realizados aqui baselam-se fortemente em equacdes nas
quais aparecem explicitamente o tensor de “shear” o,. Tais equagdes nos permitiram ve-
rificar causas e conseqiiéncias da anulagao do tensor de “shear” (e portanto do tensor de
Weyl N-dimensional (N "W aseq ) em universos preenchidos com fluido perfeito. Resumindo
os resitltados acima podemos afirmar (enunciado (E1) ) que para os universos considera-

dos, com V, = 0 e wq = 0, temos que
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(El): Oap == 0 <= curvatura espacial constante

ressaltando mais uma vez que o fluido deve ser perfeito. Nao serd necessario impor a
presenca de uma equagdo barotrépica de estado. Como j& vimos através da eq.(3.3.68),
a nulidade do tensor de “shear” faz com que o lado direito desta equagao se anule, o que
implicard, mais a frente, no aparecimento de uma equagao barotrépica de estado. No
caso de universos com curvatura espacial constante uma tal equacio de estado também
aparecera naturalmente. Para se ver isso pode-se utilizar a eq.{3.3.60). Se o espaco é de
curvatura constante sabemos que o tensor de Riccl espacial sem trago, o lado esquerdo da

eq.(3.3.60), sera nulo, e teremos

6% +05° =0 . (3.3.87)

Multiplicando os termos da equagao acima por ¢*; e sabendo que

(0f,0%) = 26%,0" = 400 (3.3.88)

obtemos

olo+00)=0, (3.3.89)
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o que também anula o lado direito da eq.(3.3.68), dando origem a uma equagao barotrépica
de estado pela repeticao dos argumentos contidos nas eqs.(3.3.68) a (3.3.71). Assim, tanto
no caso de nulidade do tensor de “shear”™ quanto no caso de curvatura espacial constante.
aparecerd naturalmente uma equagao de estado p = p(p} para o fluido perfeito, nao
havendo porque exigi-la previamente em nossa analise.

H4, nos cédlculos realizados nesta secao, outras conclusoes e enunciados 16gicos
além do enunciado E1 que podem ser muito iuteis quando for feita a extensdo para o con-
texto das singularidades isotrépicas. Finalizando nossa analise, vamos esquematizar estes
calculos através da construgao de um diagrama, o ¢ual objetiva nao sé reunir os resulta-
dos obtidos aqui mas também possibilitar a obtencao de novas relagées de implicagao e,
principalmente, fornecer indicagoes de possiveis caminhos para a extensao do problema
ao espago-tempo conforme. Tal diagrama serd construido a partir do enunciado (E1)
simplesmente percorrendo alguns pontos principais de sua comprovagdo. Como sempre,
estaremos considerando que o fluido é perfeito e que a aceleracao V, e o tensor vorticidade
wep sao nulos.

Para iniciar a construgao do diagrama, vamos primeiramente simplificar ligeira-
mente a expressiao do enunciado (E1). Para tanto vamos chamar de P1 a premissa a es-

querda do simbolo de equivaléncia do enunciado e de P2 chamaremos a premissa a direita:

P1: O Universo possui tensor de “shear” nulo.

P2: O Universo possui curvatura espactal conslante.
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Assim. o enunciado (E1) passa a ser expresso como

(Ely: Pl <= P2

A representacio dos enunciados no diagrama sera feita da seguinte maneira: as premissas
serao representadas por pontos acompanhados das denominagées das premissas respec-
tivas: a cada enunciado corresponderd uma linha ligando duas premissas; relagoes de
implicagao entre duas premissas serao representadas, sobre a linha reta correspondente,
por uma seta direcionada para a premissa implicada (relagoes de equivaléncia serao re-
presentadas entio por duas setas apontando em sentidos contrdrios). O enunciado (E1)

sera portanto. representado no diagrama de acordo com a fig.] . Vamos agora "decom-

P1 o« -+— p— o P2

(E1)

Figura 1: Diagrama representando o enunciado (E1). P1 e P2 sao premissas basicas e a linha
com setas duplas indica equivaléncia entre elas.

por” o enunciado (E1) em suas componentes logicas, ou seja, vamos verificar a cadeia de

implicacoes que compdem o desenvolvimento da prova do enunciado (E1). De imediato
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j4 temos as componentes (E2): P1 = P2 e (E3): P2 = Pl que devemos em seguida
decompor. Devido a diferencas nos respectivos desenvolvimentos, é conveniente tratar os
casos D =3 e DD > 3 separadamente.

Para [} = 3 a decomposi¢ao do enunciado (E2) é bastante simples. A eq.(3.3.60)
nos diz que P1 implicard na anulagio do tensor de Ricci sem trago. A eq.(3.3.73) nos dira
entao que P2 deve ser verdadeira. pois ®IW*E ¢ sempre nulo (vide observacao seguinte

3 eq.(3.3.74) ) e o tensor R poderd ser expresso na forma dada pela eq.(3.3.74).

Portanto, acrescentando apenas a premissa P3, dada por

P3: O tensor de Ricci espacial sem trago do Universo € nulo.

teremos os enunciados:

(Ed): Pl = P3 ;

(E5):  P3 = P2,

que podem ser representados no diagrama como na fig.2 .

Ja o enunctado (E3), Também representado na fig.2, possui uma decomposicio
um pouco mais complicada. O desenvolvimento que fizemos de sua prova, contida entre as
eqs.(3.3.77) e (3.3.86), pode ser resumido da seguinte forma: Um universo de curvatura

espacial constante possui necessariamente tensor de Riccl sem trago nulo e escalar de
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P3

(E4) (E5)

P1 - P2 D=3

(E3)

Figura 2: Decomposi¢do do enunciado (E1) nos enunciados (E3), (E4) e (E5) em D = 3. O
enunciado (E2) aparece implicitamente através de sua decomposigdo nos enunciados (E4) e {E5),
devidos a inclusao da premissa P3.

curvatura (PR = (PIR(t); estas duas caracteristicas em conjunto implicam, em D = 3,
na existéncia de uma relagao conforme entre a parte espacial do universo e um espago
euclidiano 3-dimensional, o que por sua vez implica na nulidade do tensor de “shear”.

Para representar esse desenvolvimento no diagrama, vamos introduzir a premissa

P4: A parte espacial do Universo € conformemente relacionada a um espago euclidiano.

Poder-se-ia pensar por exemplo em introduzir uma premissa referente a (PIR = (PIR(t),
que é necessaria para a validade de P4. Entretanto (P)R = (P)R(#) é uma premissa que ja
é parte integrante, de acordo com a eq.(3.3.16), da definigao de um espago de curvatura

constante, nao havendo porque separa-la de tal definigdo. Assim, tendo em vista que
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(DIR = PIR(1) faz na verdade parte de P2, haverd necessidade apenas de se introduzir a
premissa P4 acima, e teremos portanto apenas os seguintes enunciados na decomposicao

do enunciado (E3):

(E6): P2 = P3 ;

(E7):  P2AP3 = P4

(E8): P4 = P1 ,

onde o simbolo (A) no enunciado (ET) significa que as premissas devem ser tomadas em
conjunto. Uma observacio a ser feita é que os enunciados (E6) e (E7) poderiam ser
reduzidos ao enunciado tnico P2 = P4. Entretanto, como ja existe no diagrama a
premissa P3, é de interesse saber como ela se relaciona com as demais premissas.

A representacio da decomposicao do enunciade (E3) na cadeia de enunciados
(E6), (ET) e (E8) ndo é tao simples devido justamente ao enunciado (E7). Para a re-
presentacao deste enunciado, e de quaisquer outros compostos por um conjunto de duas
premissas implicando em uma terceira, vamos introduzir uma nova regra na constru¢ao
do diagrama: A premissa implicada deve ser ligada por uma linha tracejada a cada uma
das premissas do conjunto de partida de modo que seja formado um dngulo menor que
180° entre as duas linhas tracejadas; nenhuma linha, tracejada ou cheia, com extremidade
na premissa implicada poderd passar por este angulo. Assim, a decomposic¢io do enun-

ciado (E3) dever4 estar de acordo com a fig.3, onde representamos novamente, para maior
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P1 P2 D=3

Figura 3: Decomposicdo do enunciado (E1) em D = 3, em termos das premissas P1, P2, P3 e
P4, representando os enunciados (E5), (E6), (E7) e (E8). O enunciado (E7) aparece sob a forma
de convergéncia de duas linhas tracejadas partindo respectivamente de P2 e de P3 e convergindo
em P4,
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clareza. o enunciado (E5). A leitura do enunciado (E7) no diagrama desenhado nesta
figura sera feita, na auséncia de setas. simplesmente verificando para onde convergem
duas linhas tracejadas vizinhas. O ponto de convergéncia serd a premissa implicada e as
outras duas extremidades serao as premissas que formam o conjunto de partida.

A fig.3 ja representa a decomposi¢ao do enunciado (E1) em termos das premis-
sas P1 a P4. Para efeito de completeza podemos acrescentar, baseado nessas premissas,
um outro enunciado ao diagrama. Sabemos que P3 acompanhado de (PR = (PIR(¢),
fornecido por P2, é condicao suficiente para implicar em P4, Entretanto (PIR = (DIR(¢)
pode ser também fornecido por Pl como segue a partir da eq.(3.3.69), e dai temos o

enunciado

(E9): Pl AP3 = P4 .

O diagrama completo do enunciado (E1) para D = 3 esta representado na fig.d . A
ele chamaremos “diagrama sem memodria do enunciado (E1) em termos das premissas
P1...P4", ou simplesmente “diagrama 1”. A expressao sem memdria é para indicar que
as relacdes de implicacao entre as premissas sao diretas, isto €, ndo necessitam passar por
nenhuma outra das premissas representadas no diagrama. Assim, por exemplo, a premissa
P4, no diagrama 1, aparece implicando na premissa P1 (enunciado (E8)) que por sua
vez implica na premissa P3 (enunciado (E4)). Portanto, por tramsitividade, a premissa
P4 implica na premissa P3, mas esta implicagao nao é direta, necessitando portanto da
premissa P1 e das informagdes expressas pelos enunciados (ES) e (E4). Dessa forma sem

ter a “memdria” do que aconteceu em P1l. ndo podemos representar a implicagio de P4
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Diagrama 1

P2 D=3

Pi

Figura 4: Diagrama sem memoria de (E1) em termos das premissas P1, P2, P3 e P4 em D =3.
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em P3. Outro tipo de exemplo é a premissa P2. Esta premissa implica, como se vé no
diagrama 1. na premissa P3 e estas, P2 e P3, implicam em P4. Portanto tem-se que
P2 de fato implica em P4 pela memédria da informacdo contida em P3. E por isto que
esta relacao de implicacio nao estd expressa explicitamente no diagrama. pois mais uma
vez seria necessaria a utilizagdo de uma terceira premissa juntamente com informacoes
trazidas por outros enunciados. O diagrama 1 {sem memoria) representa portanto os
procedimentos basicos para se provar o enunciado (E1) com base nas premissas P1...P1.

E natural inferir agora que um outro diagrama pode ser construido de tal forma
que todas as relagdes de implicacao contidas implicitamente no diagrama | sejam expressas
claramente. Tal construgéo sera feita percorrendo todos os caminhos possiveis através das
setas sobre as linhas e dos pares de linhas tracejadas, procurando-se conectar logicamente
os pontos do diagrama entre si 0 maximo possivel. Por exemplo, como vimos no paragrafo
anterior, o ponto (premissa) P4 liga-se diretamente ao ponto P1 que também se liga
diretamente ao ponto P3. Assim é possivel ir de P4 até P3, e pode-se entdo tragar uma
Jinha ligando estes dois pontos com uma seta apontada para P3. A reciproca também é
verdadeira, pois P3 liga-se diretamente a P2 e ambos, P3 e P2, ligam-se em conjunto a P4,
e pode-se desenhar uma seta apontando para P4 sobre a linha que liga P3 e P4 e assim
por diante. Chamaremos de “diagrama com meméria do enunciado (E1) em termos das
premissas P1...P4” (diagrama 2) ao novo diagrama formado, o qual esta representado na
fig.5 . Obs.: Os pontos de intersegao, como o que é formado pelas duas linhas centrais da
fig.5, nao devem ser considerados, até porque nao possuem desighagao (néo sao premissas).

Como vemos, o diagrama 2 é completamente conectado, ou seja, todos os seus

pontos sdo ligados entre si por relagdes de equivaléncia. De outra forma: As premissas



116

Diagrama 2

P3

P1 P2 D=3

P4

Figura 5: Diagrama com meméria de (E1) em termos das premissas P1, P2, P3 e Pdem D =3.
O diagrama é completamente conectado.
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P1...P1 sdo todas equivalentes entre si. Este é um resultado interessante pois s acontece
para D = 3. como veremos mais a frente.

Em D > 3 os diagramas sem memodria e com memoéria do enunciado (E1) em
termos das premissas P1...P4 serdo construidos com as mesmas regras mas com resulta-
dos um pouco diferentes. Iniciaremos a construcdo do diagrama original do enunciado
(E1) em D > 3 decornpondo (E3), por ser mais simples. Basta utilizar P2, cuja expressao
matematica é dada pela eq.(3.3.16) na eq.(3.3.15) para obter a nulidade do tensor de Weyl
D-dimensional, o que significa, em D > 3, que a parte espacial do universo é conforme-
mente relacionada ao espago euclidiano, implicando na nulidade do tensor de “shear”.

Estes passos estao representados na fig.6, onde definimos (E10) por

(E10):: P2 == P4 .

Decompondo agora o enunciado (E2) temos que a anulacao do tensor de “shear” por um
lado faz com que o tensor de Ricci espacial sem traco seja também nulo, como no caso
D = 3, e também sejam nulos o tensor de Weyl N-dimensional, através das eqs.(3.3.53),
(3.3.56) e (3.3.59), e 0 tensor de Weyl D-dimensional, através da eq.(3.3.58). As nulidades
do tensor de Weyl D-dimensional, equivalente em D > 3 & premissa P4 [48], e do ten-
sor de Ricci espacial sem traco, que é a propria premissa P3, implicam enfim, através da
eq.(3.3.73), na constancia da curvatura espacial do universo em questao. Para representar

diagramaticamente o que foi dito acrescentaremos dois novos enunciados, quais sejam:
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(E2)
P1 — P2 D>3

(E8) (E10)
P4

Figura 6: Decomposicio de (E1) em D > 3 em termos das premissas P1, P2 e P4, O enunciado
(E3) aparece decomposto em {E8) e (E10).

(Eil): Pl == P4 ;

(E12):  P3AP4 = P2 .

Na verdade o enunciado (E11} contém as implicagdes P1== MW oapea = 0 e PIN VW 50 =
0) ==P4. Como vemos, para que esta cadeia de implicagdes possa ser representada no
diagrama deveremos acrescentar outra premissa, referente a NW,4ea = 0. Entretanto a
unica fungao desta nova premissa seria explicitar de que maneira P1 implica em P4. Em
nossa analise, esta premissa, “YW,hq = 0, por si sé, nao implica em nenhuma das outras

remissas e ¢ implicada apenas por P1. Sendo assim vamos considera-ia como estande
P
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~embutida” na premissa P1, nao sendo necessdrio representa-la em separado. Os enun-
ciados (E11) e (E12) estao representados na fig.7 juntamente com o enunciado (F4). com

o qual formam a cadeia que parte de P1 e vai até P2. A fig.7 ja mostra a decomposicao

P1 P2 D>3

Figura 7: Decomposi¢io do enunciado (E1) em D > 3, em termos das premissas P1, P2, P3 e
P4, representando os enunciados (E4}, {E8), (E11) e (E12). O enunciado (E12) é representado
pela convergéncia de linhas tracejadas.

do enunciado (E1) em termos das premissas Pl a P4 para D) > 3. Como fizemos no caso
D = 3, vamos agora completar o diagrama para obter o diagrama sem memdria (diagrama
3). Faremos isso apenas acrescentando o enunciado (E6). qual seja, que curvatura espa-
cial constante implica na anulagao do tensor de Riccl espacial sem trago, enunciado vélido

para qualquer D > 3, resultando assim no diagrama apresentado na fig.8 . Conectando-se
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Diagrama 3

P3

P1 P2 D>3

P4

Figura 8: Diagrama sem meméria de (E1) em termos das premissas P1, P2, P3 e P4 em D > 3.
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ao maximo possivel os pontos P1...P1 através de todos os caminhos légicos possivels apre-
sentados no diagrama 3. fig. 8. obtemos enfim o diagrama com memdria do enunciado

(E1) em termos das premissas P1...P4 (diagrama 4), representado na fig.9 . Note-se gue

Diagrama 4

P3

P1 P2 D>3

P4

Figura 9: Diagrama com memoria de (11) em termos das premissas P1, P2, P3e Pdem D > 3.
O diagrama nao é completamente conectado.

o diagrama 4 nao é completamente conectado: as premissas P1, P2 e P4 implicam todas
entre si e na premissa P3, mas a premissa P3 nao implica em nenhuma delas.
Pode-se agora comparar os diagramas sem memoria e com memoriaem D = 3 com

aqueles em D > 3. Qs diagramas em D = 3, como vemos, sao razoavelmente diferentes
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daqueles em D > 3. O que talvez seja mais curioso neste fato é que para D = 1. D =5,
D =6, ete (D > 3) os diagramas sao todos iguais. Justamente para [ = 3, e somente
neste caso, os diagramas apresentam uma cadeia diferente de implicagoes, sugerindo haver
de fato uma diferenciacao do comportamento da teoria de gravitacao de Einstein quando
aplicada a universos (3 + 1)-dimensionais. Uma possivel explicagao para isto pode vir
da premissa P4 (relacionada a existéncia de uma transformagao conforme entre a parte
espacial do universo e o espa¢o euclidiano), que parece ser a origem dessa diferenciagao.
Como vimos, para D) > 3 a premissa P4 equivale a PW,5,, = 0 enquanto que em
D = 3 P4 equivale a ©PR,5, = 0 (ver eq.(3.3.84)). Tal fato deve ser melhor analisado,
mas é de interesse verificar como esta nova informacio poderd afetar a comprovacio
das conjecturas de Tod e de Goode e Wainwright quando for realizada a extensao dos
procedimentos apresentados aqui para o espago-tempo conforme. De qualquer maneira,
para um numero maior de dimensoes espaciais, como evidenciam os diagramas, parece
haver um tipo de comportamento geométrico e fisico essencialmente diferente dacquele
encontrado nas usuais aplicacoes (3 + 1)-dimensionais da teoria gravitacional de Einstein.
Isto, de per si, sugere que uma analise de teorias multidimensionais, tats como aquelas
criadas no contexto de campos escalares de componentes internas [45, 46}, ou mesmo
usando algumas idéias das teorias de Kaluza-Klein, pode vir a ser bastante frutifera.
Acreditamos que os diagramas introduzidos aqui podem ser melhor desenvolvidos
para tornarem-se tteis no entendimento de outras questoes. Podemos nao sé continuar a
decompor seus enunciados, acrescentando novas premissas e procurando correlagoes nao
triviais na aplicacdo de uma teoria. mas pode-se mesmo sondar a propria geometria dos

procedimentos e implicagoes representados nesses diagramas. Por exemplo, se acrescen-
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tarmos. como uma nova regra, que as linhas retas do diagrama com meméria nio podem
se interceptar. os enunciados contidos no diagrama 1 (fig.9) poderao ser realizados com
a inclusao de mais uma dimensao no espaco no qual o diagrama é representado. Vemos
que o diagrama podera ser representado em um espago 3-dimensional, sendo seu formato
concebido obrigatoriamente como aquele de um tetraedro. Tendo em vista este exemplo
talvez seja de interesse verificar as topologias dos diagramas de outras aplicagdes da teo-
ria de Einstein e de teorias alternativas de gravitacao, comparando-as e buscando outros
aspectos da teoria.

Os diagramas | a 4 encerram a maior parte da contribui¢do contida nesta mono-
grafia para a comprovacdo das conjecturas de Tod e de Goode e Wainwright. O proximo
passo é introduzir o fator conforme () nos cilculos e discussdes delineados aqui. Tal
introdugao, apesar de fundamental no contexto de singularidades isotrépicas, devera com-
plicar um pouco mais o problema. pois haverd mais uma grandeza evoluindo (£2(t)), ou
seja, teremos que descrever a evolugao de uma dinamica mais extensa. Faremos entdo a
segulr apenas alguns comentarios relativos ao fator conforme, deixando as idéias e pro-

cedimentos desenvolvidos nesta secao como uma outra proposta de estudo do problema.

3.4 Conclusoes e Sugestoes para Trabalho Futuro.

O conceito de singularidade isotrdpica e sua matematizagao, realizada principal-
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mente por Goode e Wainwright e por Newman. como mostrado no primeiro capitulo desta
monografia, tem de fato se mostrado muito Gtil na analise das argumentagoes de Barrow
e de Penrose acerca da relacio entre a relativamente baixa quantidade de entropia e o
alto grau de isotropia na distribuigao de matéria observadas no Universo atual. Particu-
larmente. a definicio de um parametro P de medida da entropia gravitacional na forma

simples dada pela eq.(2.2.5)

"Va . L/abcd
p - WVabed 1
R R

mostrou-se. em certa medida, dentro do estudo matematico das singularidades isotropicas
desenvolvido especialmente por Goode e Wainwright, bastante condizente com a Hipotese
da Curvatura de Weyl, na sua forma fraca, e também, como mostrado na segao 2.3.
com alguns tipos de cosmologias que evoluem lenta e suavemente, num comportamento
semelhante ao da “Quiescent Cosmology™ [45, 46].

Contudo uma outra utilidade, talvez mais importante, do aparato matematico
fornecido a partir do conceito de singularidades isotropicas, com relagao as propostas de
Barrow e Penrose, vem expressa na {ormulagao da Conjectura de Tod, com respeito a
evolugao de cosmologias de fluido perfeito, com equagdo barotropica de estado, e sujeitas
a Hipotese da Curvatura de Weyl. Se em uma cosmologia desse tipo for admitida uma
singularidade isotropica ja se tera, a principio, meios matematicos de se analisar sua
evolugao através de um problema de valor inicial cujo dado inicial, fornecido pela HCW,
qual seja, a nulidade do tensor de Weyl Wiy.4, € imposto em { = 0, isto é na propria

singularidade. Uma vez que se consiga verificar que a evolugao de todas as cosmologias
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do tipo acima. contendo uma singularidade isotropica, sera continuamente regular, sendo
sempre um modelo FLRW exato, a conjectura de Tod estara provada e um grande passo
sera dado em favor das argumentacoes de Barrow e de Penrose no sentido de fornecer uma
explicacao para a grande jsotropia do Universo atual, pois o Universo apresentaria uma
forte tendéncia a permanecer totalmente regular.

Do que foi exposto nesta monografia. a Conjectura de Tod ainda nao pode, en-
tretanto, ser considerada provada. Certamente, como vimos, existem muitas cosmologias,
do tipo mencionado, que apresentam uma evolugdo do tipo FLRW, mas ainda nao foi
provado que todas evoluirdo unicamente para modelos FLRW. Esta parte do problema
referente & unicidade é justamente o que falta para ser resolvido nas tentativas de prova
da Conjectura de Tod que apresentamos nas duas primeiras secoes deste capitulo. Se-
gundo Goode [31] e Newman [57], a dificuldade em se determinar a unicidade na evolugio
das cosmologias consideradas é que os teoremas padrdo, existentes na literatura, a res-
peito da unicidade de solugoes de problemas de valor inicial, de uma forma ou de outra,
nao parecem se aplicar ao menos aos problemas desenvolvidos por esses dois autores. Tal
problema de unicidade tem se mantido portanto em aberto. a nao ser para o caso p = £p
desenvolvido por Newman [55], do qual falavamos na segéo 3.2 desta monografia, quando
entao foi comentada uma prova da conjectura com essa restrigao.

Importante também é a Conjectura de Goode e Wainwright com relagdo a uni-
cidade da evolugdo de universos com singularidade isotrépica e preenchidos com fluido
perfeito sujeito a uma equagdo de estado, quando dada a métrica inicial, definida na
hipersuperficie conforme correspondente & singularidade isotrdpica. como foi mostrado,

tal conjectura pode, por um lado, ser considerada um caso mais geral da conjectura de
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Tod e, por outro lado, como uma possibilidade de se estudar o enfraquecimento da HCW,
de forma a ser permitida a formacao de estruturas. no contexto da teoria classica de
gravitacdo de Einstein, nas cosmologias consideradas. Como no caso da Conjectura de
Tod. ainda nao foi obtida uma prova geral da Conjectura de Goode e Wainwright.

O desenvolvimento que realizamos na sec¢ao 3.3 tem como objetivo contribuir para
o entendimento de alguns dos principais aspectos matematicos e problemas envolvidos na
comprovacao das duas conjecturas acima do ponto de vista do espago-tempo fisico M,
concentrando a atencio no conceito de curvatura extrinseca. O passo seguinte, a ser feito
posteriormente, é realizar a correspondéncia com o espago-tempo conforme M através do
fator conforme §2(#). Certamente a introdugao deste fator conforme acrescentard algum
grau de complicagdo ao desenvolvimento realizado, com a inclusio de uma equacio de
evolugao para . Além disso as grandezas envolvidas, definidas através da transformacao
conforme, deverao ser manipuladas no espaco-tempo conforme M. Assim, por exemplo,

o tensor de “shear” o, sofrera a transformacao

Tab = QN ay (3.4.1)

com &, passando a ser a grandeza correspondente a 0., no espaco-tempo M com a
introdugdo de um fator Q. As prdprias equagdes de Einstein deverao passar por uma
tal transformacao, similar, embora mais geral, aquela realizada por Tod e apresentada
na eq.(3.1.2) da primeira secio deste capitulo. Assim o tratamento a ser feito devera
dificultar-se em certa medida. Entretanto, espera-se que a utilizagao de alguns dos pro-

cedimentos realizados na secao 3.3, reunidos nos diagramas apresentados, possam, senao
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contribuir para uma prova direta. ao menos facilitar a utilizagao de teoremas de unicidade
mais simples.

Quanto aos diagramas que aqui foram introduzidos, sua utilidade a principio é
de fato tornar mais claros alguns dos procedimentos efetuados, simplificando a obtencgao
de novas conclusoes. Entretanto acreditamos que tais diagramas podem conter algumas
outras informacoes importantes mas nao obvias, e pode ser interessante uma analise mais
cuidadosa de aspectos geométricos das suas interligagdes logicas.

Enfim. podemos afirmar que as idéias e argumentos apresentados por Barrow e
por Penrose possuem assim um aparato matematico, originado do conceito de singulari-
dades isotrépicas, apropriado para serem comprovadas e desenvolvidos. As conjecturas
de Tod e de Goode e Wainwright. referentes a universos que se iniciam em singularidades
isotrdpicas, sao de grande importancia para a explicacdo da estrutura em grande escala
bem como do conteddo de entropia do Universo atual. Se provadas, a Conjectura de Tod
caracterizara a Hipotese da Curvatura de Weyl (HCW) como uma condicao inicial bas-
tante restritiva em cosmologias de fluido perfeito com equacao de estado barotrépica e na
presen¢a de uma singularidade isotropica, enquanto que a Conjectura de Goode e Wain-
wright dard embasamento a um universo que, sob a HCW Fraca, comporta-se de maneira
muito semelhante & “Quiescent Cosmology”, com crescimento lento e suave da quantidade
de entropia. Como repetidamente dissemos nesta monografia, tais provas ainda nao ocor-
reram de forma plena. Entretanto nao foi encontrado ainda nenhum contra-exemplo a
nenhuma dessas conjecturas. Isto por si so ja € um bom indicio de que se deve prosseguir
na investigacio das idéias acima, no contexto de singularidades isotrdpicas, o que pode

Vir a se constituir em um bem sucedido programa de pesquisa, alternativo aos modelos
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inflaciondrios. Vale lembrar que estes. desafortunadamente serviram de paradigma nao so
4 compreensao de muitos cosmdlogos experientes seduzidos pelos resultados das “teorias
de grande unificacao” mas também. como nao poderia deixar de ser, foram paradigmas
aos recém-chegados, que pensaram nao ser necessario estudar cosmologia com alguma

profundidade para competir em igualdade de condicoes.
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